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PROFESOR ANTONI SAWCZUK

(1927-1984)

Profesor dr hab. inż. Antoni Sawczuk, członek rzeczywisty PAN, rektor Międzynaro-
dowego Centrum Nauk Mechanicznych w Udine, odznaczony Krzyżem Kawalerskim
Orderu Odrodzenia Polski, zmarł nagle dnia 27 maja 1984 r. w Grenoble (Francja) prze-
żywszy zaledwie 57 lat. Nauka polska utraciła wybitnego uczonego, organizatora nauki
i wychowawcę.

Profesor Sawczuk był członkiem-założycielem Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teo-
retycznej i Stosowanej, zastępcą skarbnika i skarbnikiem we wczesnym okresie działalności
PTMTS.

Urodzony 16 stycznia 1927 r. w Komarnie koło Białej Podlaskiej ukończył Wydział
Inżynierii Lądowej Politechniki Warszawskiej w 1951 r. i prawie równocześnie rozpoczął
pracę w Katedrze Wytrzymałości Materiałów na Wydziale Budownictwa Przemysłowego
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P.W., gdzie uzyskał stopień doktora nauk technicznych (1958) i doktora habilitowanego
(1960). W tym też czasie rozpoczął pracę w Instytucie Podstawowych Problemów Techniki
PAN jako kierownik pracowni, a następnie k'erownik Zakładu Mechaniki Ośrodków
Ciągłych i Zakładu Teorii Konstrukcji. W roku 1966 otrzymał tytuł profesora nadzwyczaj-
nego, a w 1977 — profesora zwyczajnego. W 1969 r. został członkiem-korespondentem
PAN, a w 1983 r. — członkiem rzeczywistym. W 1982 r. wybrano Go rektorem Między-
narodowego Centrum Nauk Mechanicznych (CISM) w Udine we Włoszech.

Dzięki niezwykłej pracowitości i zdolnościom organizacyjnym, Zmarły potrafił po-
łączyć aktywną działalność naukową z działalnością pedagogiczną, redakcyjną i organiza-
cyjną, stając się w krótkiej historii polskiej mechaniki jedną z najwybitniejszych postaci.
Był jednym ze współtwórców, obok zmarłego w 1980 r. prof. Wacława Olszaka, polskiej
szkoły teorii plastyczności, wychowawcą licznej grupy naukowców w Polsce i za granicą,
współredaktorem wielu czasopism, aktywnym działaczem wielu polskich i międzynarodo-
wych organ:zacji naukowych. Opublikował blisko 200 artykułów, przeważnie w poważnych
czasopismach o zasięgu międzynarodowym. Artykuły te, jak i monografie, których był
współautorem, poczynając od opublikowanej wJ963 r., wspólnie z nieżyjącym już Th.
Jaegerem, „Grenztragfahigkeitstheorie der Plattra" były wielokrotnie cytowane przez
uczonych z różnych krajów.

Obok prac na temat płyt i powłok plastycznych w różnych aspektach tej tematyki
(nośność graniczna, przystosowanie, dynamika), jednym z głównych kierunków prac prof.
Sawczuka były problemy związane z plastyczną anizotropią. Zaproponowany-przez Niego
w 1965 r. ogólny opis anizotropowego wzmocnienia (Acta Mechanica, 2, 1965, praca
wspólna z A. Bałtowem) nie stracił na aktualności do dziś. W ostatnich latach, prof. Saw-
czuk poświęcił wiele uwagi zastosowaniu reprezentacji funkcji tensorowych do budowania
praw konstytutywnych, modelujących plastyczność, pełzanie, czy degradację mate-
riału.

Przez cały okres swej działalności naukowej, prof. Sawczuk utrzymywał liczne kontakty
z ośrodkami naukowymi na całym świecie. W roku akademickim 1958/59 odbył staż nau-
kowy w USA współpracując z uczonymi tej miary co P. G. Hodge i W. Prager, a w roku
1964/65 wykładał w Illinois Institute of Technology w Chicago. Prowadził wykłady
w Grenoble (1966 - 68) i w Marsylii (1981 - 83) we Francji oraz w Nagoya w Japonii (1975).
Odwiedzał wiele innych ośrodków naukowych w różnych krajach, wygłaszając serie wy-
kładów, m.in. w Waterloo (Kanada), Mediolanie i Udine (Włochy), Poitiers i Nantes
(Francja). W czasie tych wizyt był promotorem szeregu prac doktorskim i opiekunem kilku
habilitacji. Dz-ałalność ta przyczyniła się niewątpliwie do podniesienia pozycji polskiej
szkoły mechaniki w nauce światowej. Wyrazem tego uznania było przyznanie Mu doktoratu
honoris causa przez Uniwersytet w Grenoble.

Również w Polsce, prof. Sawczuk, pomimo, że miał liczne grono uczniów i współpra-
cowników w IPPT PAN, brał czynny udział w pracach innych ośrodków naukowych.
Prowadził seminaria, wykłady i przewody doktorskie, wywierając istotny wpływ na rozwój
tych ośrodków.

Niemniej aktywny był udział profesora Sawczuka w organizacji nauki. Był organiza-
torem lub współorganizatorem wielu polskich i międzynarodowych kongresów, konferencji
i sympozjów naukowych, jak np. Polskich Konferencji Mechaniki Ciała Stałego (Kros-
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cienko 1971, Wisła 1976, Kozubnik 1978), Międzynarodowej Konferencji Podstaw Plas-
tyczności (Warszawa 1972), Sympozjów IUTAM (Warszawa 1973, Waterloo 1979),
Konferencji SMiRT (Structural Mechanics in Reactor Technology, Berlin 1973, 1979,
Londyn 1975, San Francisco 1977, Paryż 1981, Chicago 1983), Sympozjum IABSE (Kopen-
haga 1979), Kolokwiów „Euromech" (Jabłonna 1974, Grenoble 1979, Palermo 1983),
Sympozjum „Plasticity Today" (Udine 1983).

Reprezentował Polskę w Międzynarodowej Unii Mechaniki (IUTAM).
Przez wiele lat (1972 - 83) był przewodniczącym Komitetu Mechaniki PAN. W latach

1981 - 83 był członkiem Sekretariatu Wydz. IV Nauk Technicznych PAN, a w latach
1972 - 75 członkiem Centralnej Komisji Kwalifikacyjnej.
. Pomimo tak wielu zajęć, profesor Sawczuk potrafił znaleźć czas na pracę redaktorską.
Był redaktorem materiałów siedmiu konferencji naukowych, członkiem komitetów redak-
cyjnych wielu czasopism, m.in. Archiwum Inżynierii Lądowej, Archiwum Mechaniki Sto-
sowanej w Polsce, Journal of Structural Mechanics, Mechanics Research Communications
(USA), Miechanika polimierow (ZSRR), International Journal of Mechanical Sciences,
Engineering Optimisation, Res Mechanica, Engineering Education (Wielka Brytania),
Computer Methods in Engineering and Applied Mechanics (RFN), Zeitschrift fur ange-
wandte Mathematik und Mechanik (NRD), Nuclear Engineering and Design (Berlin Zach.),
Journal de Mecanique Theorique et Appliquee (Francja).

Odszedł od nas człowiek, którego wpływ na rozwój mechaniki polskiej jest trudny do
pełnego ocenienia, a który okaże się zapewne widoczniejszy teraz, gdy Go zabrakło.
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KSZTAŁT SKRZYPIEC A ELASTYKA EULERA

BOGDAN SKALMIERSKI

Politechnika Gliwicka

Hipoteza tajemnicy dobrego instrumentu [4,5,6] sugeruje, że boczki pierwotnie wy-
ginano sprężyście w celu uzyskania ósemkowatego kształtu skrzypiec. Jeśli tak jest, to za-
rys boczków powinien składać się z łuków powstałych w wyniku sprężystego odkształce-
nia prętów smukłych. Jak się okaże, ścisła analiza potwierdzi nasze przypuszczenie, a opty-
malny kształt skrzypiec będziemy mogli uzyskać za pomocą maszyny cyfrowej. •

Niniejsza praca jest poświęcona różnym aspektom tej sprawy.

1. Zarys „ósemkowaty" skrzypiec

Zarys boczków ma oś symetrii, wystarczy zatem skupić swoją uwagę na lewej lub prawej
/*V ł*"^ /~\ i~~>\

części. Każda z tych połówek zawiera trzy łuki AB, BC i CD, z których środek JSCma krzy-
wiznę innego znaku niż pozostałe części zarysu (patrz Rys. 1). Zachodzi pytanie, jakie
krzywe matematyczne opisują poszczególne łuki zarysu boczków.

Powołując się na hipotezę [4, 5, 6] dobrego instrumentu, zauważamy, że wynika z niej,
iż lutnicy szesnastego czy siedemnastego wieku otrzymywali kształty konturów instrumen-
tów przez gięcie drewnianych listew, bez wykorzystania ciepła, a więc nie na gorąco, jak to
się czyni obecnie. Jeżeli przyjmiemy, że to. przypuszczenie jest słuszne, to wówczas łuki
skrzypiec powinny odpowiadać jakiejś odkształconej formie smukłego pręta w stanie
sprężystym. W ten sposób zbliżamy się do odpowiedzi na pytanie zasadnicze.

Odwołując się do konstrukcji skrzypiec, można uzasadnić sposób obciążenia pręta
smukłego, który w sposób zgodny z hipotezą naprężeniową dobrego instrumentu wyzwoli
w pudle rezonansowym odpowiednie siły.

Wiadomo, że zgodnie z tą hipotezą [4,5,6] płyty rezonansowe instrumentów powinny
pozostawać w stanie obciążenia siłami rozciągającymi. Siły te można zrealizować przez
działanie na pieńki skrajne A i D (rys. 1) siłami przeciwnymi do sił pochodzących od strun,
[6]. W związku z tym łuki zarysu boczków pomiędzy skrajnymi a środkowymi pieńkami
powinny działać na nie tak, jak ściśnięta sprężyna, a więc siłami na zewnątrz.

Na rysunku 1 przedstawiono ideę rozumienia funkcji boczków jako elastyk drugiego
typu działających siłami P x i P 2 w punktach A i D pieńków skrajnych. Na początku zaj-
mijmy się kształtem łuków AB oraz CD. Założymy, iż są to elastyki Eulera drugiego typu
(patrz [2] s. 103). Dla kompletności rozważań powtórzmy krótko tok rozumowania [2],
prowadzący do matematycznej postaci równania tych łuków.
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pieńki narożnikowe!boczne)

elastyka Eulera drugiego typu (a.<90°l

elastyka Eulera drugiego typu (a2<90°l

górny
pieniek

skrajny

Rys. 1

Jeżeli na pręt smukły w stanie wyboczenia sprężystego działają siły P (rys. 2), to wy-
wołują zginanie momentem M = P (f-y), gdzie/ = yma*. Zatem zgodnie z teorią zginania
[3] mamy:

1 D

y), (i.i)Q EJyj '»

gdzie — jest krzywizną, E — modułem Younga, a / — momentem bezwładności przekroju

pręta.

Ponieważ-— = -—-, gdzie 'ds jest infinitezymalrtym przyrostem długości łuku osi od-
Q as

dv
kształconej pręta, przeto różniczkując (l.l) względem s oraz zauważając, że -f- = sin cp,

as
otrzymujemy '

d2q> P .
(1.2)

V
Rys. 2
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Tabela 1

a

V

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

X

0.0000000
0.0174532
0.0349065
0.0523598
0.0698132
0.0872666
0.1047201
0.1221738
0.1396277
0.1570821
0.1745371
0.1919929
0.2094499
0.2269083
0.2443687
0.2618315
0.2792973
0.2967667
0.3142406
0.3317199
0.3492056
0.3666990
0.3842014
0.4017143
0.4192396
0.4367790
0.4543349
0.4719098
0.4895067
0.5071284
0.5247788
0.5424618
0.5601819
0.5779444
0.5957549
0.6136200
0.6315472
0.6495448
0.6676226
0.6857913
0.7040638
0.7224544
0.7409801
0.7596604
0.7785180
0.7975805
0.8168797

60°

y

0.0000000
0.0001523
0.0006093
0.0013714
0.0024389
0.0038125
0.0054931
0.0074818
0.0097797
0.0123884
0.0153004
0.0185447
0.0220965
0.0259670
0.0301590
0.0346753
0.0395192
0.0346940
0.0502037
0.0560523
0.0622446
O.O687853
0.0756799
0,0829342
0.0905546
0.0985481
0.1069222
0.1156850
0.1248457
0.1344139
0.1444004
0.1548169
0.1656763
0.1769927
0.1887818
0.2010607
0.2138487
0.2271669
0.2410392
0.2554921
0.2705556
0.2862636
0.3026547
0.3197731
0.3376695
0.3564030
0.3760431

X

0.0000000
0.0177218
0.0354438
0.0531662
0.0708891
0.0886127
0.1063374
0.1240632
0.1417904
0.1595196
0.1772509
0.1949848
0.2127219
0.2304627
0.2482078
0.2659580
0.2837141
0.3014771
0.3192480
0.3370281
0.3548186
0.3726212
0.3904377
0.4082697
0.4261197
0.4439900
0.4618834
0.4798028
0.4977518
0.5157341
0.5337541
0.5518167
0.5699273
0.5880920
0.6063177
0.6246122
0.6429847
0.6614450
0.6800048
0.6986772
0.7174776
0.7364236
0.7555355
0.7748376
0.7943578
0.8141300
0.8341946

59°

y

0.0000000
0.0001546
0.0006187
0.0013926
0.0024765
0.0038714
0.0055781
0.0075978
0.0099317
0.0125814
0.0155487
0.0188356
0.0224443
0.0263775
0.0306378
0.0352285
0.0401528
0.0454146
0.0510179
0.0569673
0.0632674
0.0699238
0.0769421
0.0843286
0.0920903
0.1002346
0.1087696
0.1177042
0.1270482
0.1368123
0.1470079
0.1576480
0.1687467
0.1803194
0.1923833
0.2049575
0.2180630
0.2317237
0.2459659
0.2608195
0.2763183
0.2925006
0.3094105
0.3270986
0.3456237
0.3650550
0.3854738
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Tabela 1 (cd.)

a

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

60

X

0.8364544
0.8563517
0.8766291
0.8973587
0.9186317
0.9405659
0.9633171
0.9870969
1.012204
1.039074
1.068383
1.101252
1.139724
1.188073

°

y

0.3966714
0.4183859
0.4413052
0.4655749
0.4913774
0.5189450
0.5485807
0.5806918
0.6158436
0.6548553 ,
0.6989797
0.7502711
0.8124347
0.8931491

59°

X

0.8546006
0.8754082
0.8966920
0.9185475
0.9410972
0.9645033
0.9889869
1.014859
1.042575
1.072842
1.106838
1.146716
1.197021

y

0.4069780
0.4296854
0.4537414
0.4793276
0.5066761
0.5360892
0.5679733
0.6028944 •
0.6416726
0.6855656
0.7366420
0.7986521
0.8794295

Całkując otrzymujemy:

Stąd mamy.

1 ld<p\2 P

co prowadzi do określenia współrzędnych x oraz

(1.3)

(1-4)

cosq>d<p

s m V - s i n 2 - b

_ 1 f sin ęd<p

21/ —^ °

(1.5a)

(1.5b)

Wzory (1.5) i (1.5b) przy przyjęciu-=-= 1 zostały stablicowane dla kątów a =» 60, 59.
ŁJ

które mogą być wykorzystane przy konstruowaniu zarysu łuków AB oraz CD (tabela 1),
Przy konstruowaniu konturu proponuję przyjąć kąty oq oraz x2 równe sobie, tzn. ax = x2

(w skrzypcach Stradivariego 60°).
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2. Kształt luku BC

11

Studia nad kształtem talii skrzypiec prowadzą do spostrzeżenia, że kształt „ C " mógł być
osiągany przez przyłożenie do końców pręta jednocześnie siły P i momentu skupionego
Ma (rys. 3). Równanie różniczkowe odkształconej postaci pręta będzie następujące

P .
" ljsin(p>

co prowadzi do całki pierwszej

2\dsl " 2\EJ
1 ldcp\2 1 lMa\

2 P

Ponieważ

EJ

gdzie ga jest promieniem krzywizny końców pręta, przeto:

d<p
dJ

4P

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Rys. 3

Przyjmując, że w początku układu współrzędnych promień koła ściśle stycznego do
krzywej odkształconej postaci pręta wynosi Q0, napiszemy:

stąd
Qol

4P

1 1
i Hi/1

i

AP
oasm* 2 '

sin

1 - JS»

(2.5)

(2.6)
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Tabela 2

a

<P

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
. 14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30'
31
32
33
34
35
36
37

0
1
2
3

36°

X

0
0.052301709
0.104258308
0.155543577
0.205866263
0.254981353
0.302695708
0.348868462
0.393407359
0.436262529
0.477419095
0.516889674
0.554707490
0.590920422
0.625586140
0.658768259
0.690533411
0.720949081
0.750082051

. 0.777997334
0.804757456
0.830422026
0.855047496
0.878687065
0.901390691
0.923205165
0.944174233
0.964338749
0.983736837
1.002404074
1.020373655
1.03767657
1.054341768
1.070396310
1.085865517
1.100773109
1.115141338

0
0.069671195
0.138508245
O.20576O283

y

0
0.000456188
0.001816010
0.004054030
O.OO713O37O
0.010993991
0.015586305
0.020844810
0.026706153
0.033108544
0.039993434
0.047306548 >
0.054998398
0.063024408
0.071344779
0.079924199
0.088731463
0.097739061
0.106922768
0.116261256
0.125735728
0.135329597
0.145028196
0.154818525
0.164689030
0.174629409
0.184630449
0.194683878
0.204782249
0.214918826
0.225087496
0.235282696
0.245499334
0.255732744
0.265978626
0.276233009
0.286492212

0
0.000607408
0.002408220
0.005341790

37"

X

1

" T
0
0.052304563
0.104280760
0.155617292
0.206034588
0.255295280
0.303209750
0.349636984
0.394481703
0.437689037
0.479237968
0.519134525
0.557405392
0.594092301
0.629247343
0.662929224
0.695200341
0.726124597
0.755765789
0.784186472
0.811447183
0.837605937
0.862717928
0.886835382
0.910007517
0.932280579
0.953697924
0.974300144
0.994125208
1.013208612
1.03158354
1.049281019
1.066330068
1.082757852
1.098589816
1.113849816
1.128560239
1.142742123

1
= 4

0
0.069672950
0.138563318
0.205937146

y

0
0.000456225
0.001816590
0.004056910
0.007139110
0.011014266
0.015625930
0.020913508
0.026815188
0.033270276
0.040220882
0.047612995
0.055397059
0.063528179
0.071966054
0.080674745
0.089622345
0.098780612
0.108124578
0.117632183
0.127203928
0.137062556
0.146952773
0.156940990
0.167015110
0.177164327
0.187378966
0.197650332
0.207970585
0.218332633
0.228730039
0.239156934
0.249607957
0.260078185
0.270563087
0.281058476
0.291560473
0.302065470

0
0lO00607501
0.002409660
O.OO534867O
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Tabela 2 (cd.)

Podstawiając (2.6) do (2.4) otrzymujemy:

GC

<P

4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

36°

X

0.270821206
0.333257918
0.392807126
0.449351076
0.502884227
0.553479937
0.601262065
0.646383110
0.689008589
0.729306523
0.76744078
0.803567142
0.837831231
0.870367654
0.901299907
0.930740760
0.958792893
0.985549664
1.011095922
1.O355O8822
1.058858588
1.081209236
1.102619223
1.123142036
1.142826722
1.161718353
1.179858439
1.197285294
1.214034355
1.23013846
1.245628107
1.260531659
1.274875544

y

0.009317620
0.014227550
0.019957274
0.026395351
0.033438887
0.040996372
0.048988453
0.057347446
0.066016204
0.074946735
0.084098830
0.093438789
0.102938309
0.112573543
0.122324309
0.132173441
0.142106258
0.152110127
0.162174111
0.172288682
0.182445486
0.192637156
0.202857153
0.213099641
0.223359385
0.233631664
0.243912199
0.254197097
0.264482801
0.274766048
0.285043833
0.295313382
0.305572126

37°

X

0.271213743
0.333966398
0.393927005
0.450965739
0.505061542
0.556271654
0.604704976
0.650501055
0.693814716
0.734805459
0.773630550
0.810440784
O.8453781O8
0.878574496
0.910151626
0.940221074
0.968884792
0.996235763
1.022358714
1.047330857
1.071222600
1.094098228
1.116016514
1.137031299
1.157191996
1.176544048
1.195129335
1.212986533
1.230151432
1.246657220
1.262534725
1.277812639
1.292517708
1.306674905

y

0.009337840
0.014272777
0.020042248
0.026536812
0.033654513
0.041303890
0.049494994
0.057889135
0.066697931
0.075782074
O.0851OOO34
0.094616850
0.104303047
0.114133703
O.124O87673
0.134146925
0.144296010
0.154521616
0.164812205
0.175157715
0.185549323
0.195979242
0.206440561
0.216927111
0.227343357
0.237954308
0.248485439
0.259022634
0.269562131
0.280100475
0.290634489
0.301161235
0.311677992
0.322182230

d<p
Us

, \2 sin — i / \2i
it +_i.l-fr. 1.

^ o / sin2_^ L \ e o / J
(2.7)

Wiedząc, że przyjęty rodzaj obciążenia pręta powoduje jego odkształconą postać sy-
metryczną względem osi y napiszemy wzory analogiczne do (1.5)
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X =

y = QJ -

c o s <pd<p

I ,2 s i n 2 - y r /

\eo/ ' • 2 a L \eo

(2.8a)

sin —

(2.8b)

Wzory (2.8) pozwalają na określenie kształtu talii skrzypiec. Wartości liczbowe współ-
rzędnych x oraz y, dla różnych wartości kąta a oraz różnych stosunków krzywizn w centrum
i na końcach pręta dla ga = 1 zestawiono w tabeli 2.

3. Sposób wyznaczenia zarysu boczków

Zaczynamy od przyjęcia kąta /?. Kąt ten w skrzypcach klasycznych jest bliski 30°.
Z dowolnego punktu D (rys. 4) prostej / kreślimy prostą m pod kątem /?. Następnie przyjmu-
jemy na prostej m punkt C. Do odcinka (CD) kreślimy następnie symetralną, a z punktu
D prostą prostopadłą do prostej / do punktu przecięcia z symetralną odcinka (CD). Otrzy-
mujemy punkt E. Punkt E łączymy z punktem C. Otrzymany trójkąt CDE jest trójkątem
równoramiennym o podstawie CD oraz o kącie DEC = 2 fi. Następnie korzystając z ta-
beli 1 wyznaczamy stosunek największego y do największego x i obliczamy:

;. / « * ZEłl(C£). (3.1)

, Rys. 4
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Znając wartość / wyznaczamy punkt 0 będący początkiem układu współrzędnych x, y.
Na podstawie rys. 4 zauważamy, że E'C = Xmax oraz /•= Ym„ (dużymi literami X

oraz Y oznaczamy współrzędne na rysuffku).
Oczywiście zachodzi

oraz

y = -ZsSLy, (3.3)

przy czym

Y Y
•^ max J max

Wzory (3.2) i (3.3) umożliwiają wyznaczenie współrzędnych X i Y na podstawie tablicy 7,
co pozwoli na wykreślenie łuku DC zarysu boczków. W dalszym ciągu przez punkt C pro-
wadzimy prostą n tworzącą z osią / kąt W, na której wyznaczymy punkt B, z którego pro-
wadzimy prostą k pod kątem /? do osi / (rys. 1). Przecięcie prostej k z prostą / wyznacza
punkt Ą.

Łuk elastyki pomiędzy punktami A i B wyznaczamy tak samo jak elastykę o łuku CD?
Punkty C i B (rys. 1) łączymy elastyką wg tabeli 2 wykreślając ją tak, ażeby w punkcie C

łączące się krzywe miały wspólną styczną. Sposób wykreślenia łuku elastyki ĆB jest analo-
giczny do sposobu wykreślenia łuku DC wcześniej opisanego.

4. Uwagi i wnioski

Zauważamy, że na podstawie uzyskanych tabela 1 i 2 mogliśmy wyznaczyć zarys bocz-
ków. Ogólnie można stwierdzić, że skrzypce starowłoskie mają luki pomiędzy pieńkami
skrajnymi a narożnikowymi bardzo zbliżone do elastyk Eulera drugiego typu (a <90°).
Odkształcone boczki rozciągają płyty rezonansowe wzdłuż prostych łączących pieńki nale-
żące do tej samej elastyki Eulera.

Proste wyznaczające kierunki tych sił przechodzą przez centrum tzw. „policzków". Wy-
padkowe sił od elastyk rozciągają całe pudło wzdłuż osi pudła rezonansowego. W przy-
padku równej sztywności zginania prętów siły utrzymujące je w stanie równowagi są większe
w przypadku krótszych łuków, z tego powodu dolne „policzki" mogą być bardziej narażone
na pojawienie się sił ściskających, pochodzących od naciągu strun. Jeżeli zatem pomiar
wskazałby, że dolne,,policzki" drgają z niedostateczną mocą, to w celu polepszenia własności
akustycznej należałoby zwiększyć napięcie boczków. W tym celu można odkleić dolny
pieniek skrajny wraz z sąsiadującymi boczkami i przesuwając go nieznacznie w głąb pudła
rezonansowego, ponownie skleić części rozklejone. Jest to jeden ze sposobów korygujących-
rozkład sił wewnętrznych w pudle rezonansowym.

Prawdopodobnie Stradivarius dokonywał podobnych korekt w trakcie konstruowania
nowego instrumentu. Za tym twierdzeniem przemawia fakt, iż jego instrumenty różnią się
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wymiarami [1], co wskazywałoby, iż Stradivarius formy używał jedynie do wstępnego
kształtowania boczków, po czym zdejmując je z formy miał duże pole do działania przy
formowaniu optymalnych sił sprężystych kształtujących pola naprężyn płyt rezonansowych.
Konsekwencją takich zabiegów jest odejście od kształtu formy. Mógł np. po zdjęciu wieńca
z formy odkształcić go dość dowolnie bez listewek, a następnie przyklejając listewki po-
wracać do kształtu wyjściowego odpowiadającego formie. To zbliżenie się ponownie do
kształtu wyjściowego mogło być korygowane ze względu na konieczne siły.

Naturalnie poprawki te nie mogły naruszać zasadniczo podstawowych wymiarów.
Niemniej jednak każdy z instrumentów Wielkiego Mistrza uzyskiwał indywidualne pro-
porcje i jest mało prawdopodobne, ażeby Stadivarius dla każdego z nich budował odrębną
formę.

Takie sprężyste formowanie wieńca boczków wymaga większych umiejętności lutnika.
Drewno, jak to niektórzy określają, przystosowuje się, i wydawałoby się, że po pewnym

okresie siły w wieńcu boczków zanikną. Doświadczenie jednak pokazuje, że jakkolwiek
procesy releksacyjne prowadzą do osłabienia sił wewnętrznych, to jednak nie sprowadzają
ich do zera. Jest istotne, ażeby naprężenia residualne były właściwe. Naprężenia te trwają
przez długie lata w drewnie, gdyż podtrzymuje je zdolność drewna do regeneracji naprężeń.

Hipoteza naprężeniowa nie tylko podsuwa koncepcję optymalnego rozwiązania kształtu
wieńca boczków, ale również wzbogaca sztukę lutniczą o jeszcze jeden element, o pole

-naprężeń wstępnych w płytach rezonansowych. Znany i ceniony lutnik Akademii Muzycz-
nej w Katowicach Stefan Węgrzyn wykonał już kilka egzemplarzy skrzypiec, których za-
rys boczków ściśle odpowiada kształtem elastykom Eulera.
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P e 3 w M e

BH,H CKPHIIKH A 3JIACTHKA SfłJIEPA

B CBH3H c paSoiaMH [4, 5, 6] B KOTOPHX npe^cTaBJieHo rnnoTe3y cei<peia xopoiuero HHCTpyiweHTa,
3fleci> paccMoTpeHa sajja^a BochMepKororo BHua CKPHIIKH. OKa3WBaeTca, TIO H3 npefljioweHoro runo-
ie3a BbneKaet Kom-yp CKPHIIKH cocrosmuft H3 KPHBWX B03HHKaiomnx us ynpyroJi fle(J)opMaaHH I-HSKHX
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TaKHM o6pa3OMj ncxoflff H3 npoSJieMM DjiacTHKH Sftjiepa npeAJio>KeK Meiofl onpefleneroiH KOH-
Typa CKpiinKH.

S u m m a r y

SHAPE OF THE VIOLIN AND EULER'S ELASTICS

In connection with earlier papers [4, 5, 6] where a hypothesis of a secret of good instrument had been
presented, here we consider the problem of the eight-shaped violin. It turns out, however, that the hipothesis
implies the violin contour consisting of the curves resulting from the elastic displacement of slender bars.
Thus, departing from the problem of Euler's elastics, the method has been proposed to determine the
instrument contour.

Praca została złożona w Redakcji 13 marca 1984 roku
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1, Introduction

One of the first applications of the dimensional group of transformations to the simila-
rity solutions of problems in fluid mechanics is found in Birkhoff's Hydrodynamics [1].
The work was further extended for applications to partial differential equations by Morgan
and Michał [2, 3]. Moran and Gaggioli [4] applied it to a system of partial differential
equations arising in Fluid Mechanics taking into account the auxiliary conditions. Moran
and Marshek [5] made use of the matrices of exponents of the parameters of a group of
transformations to determine the similarity variables of a system of partial differential
equations along with their auxiliary conditions. Seshadri and Singh [6]-made use of the
similarity characteristic relationship at the wave front to reduce a hyperbolic partial differen-
tial equation into an ordinary differential boundary value problem in the case of wave
propagation in nonlinear elastic rods. Frydrychowicz and Singh [7] applied rmiltiparameter
dimensional group of transformations to the analysis of quasilinear partial differential
equations of order two in two variables. In this paper, the technique is applied to the study
of wave propagation in a nonlinear elastic rod subjected to time dependent velocity impact.

A multiparameter dimensional group of transformations is widely applicable to a variety
of non-linear dynamical problems in fluids and solids. This approach leads to the determi-
nation of similarity transformations which in the case of unidirectional wave propagation
leads to a similarity representation consisting of an ordinary differential equation and the
associated auxiliary conditions. Making use of the similarity characteristic relationship
[6, 7], the wave front can be located in the transformed space. It turns out that in the case
of a nonlinear elastic rod when the similarity characteristic relationship is satisfied, the
kinematical condition of compatibility and the balance law of linear momentum are also
identically satisfied at the wave front, [8, 9, 10], For general non-linear case the location
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of the wave front in the transformed space is given implicity and depends on the slope of
the unknown similarity function. However, in the case of a constant velocity impact the
location of the wave front is obtained explicitly. The same result holds for time dependent
velocity-impact and linearly elastic case. A solution of similarity representation is obtained
by assuming the parameter of the material nonlinearity, q, to be close to unity. The solution
of general nonlinear case is obtained by numerical approach. A similar problem was treated
by D. B. Taulbee et al [11] as a special case in their study of wave propagation in a non-
linear viscoelastic rod. However, there was no application of group theoretic approach,
and their results were obtained only for odd positive integral values of parameter of non-
linearity, q. Also the location of the wave front in the transformed space was assumed
fixed and the similarity variable was taken to be unity thereat which holds true only in
special cases. In general, under this assumption the kinematical condition of compatibility
across the wave front is not satisfied. Furthermore in the treatment of their special case the
transformation for y = 0 is not the similarity transformation since the variable t is no longer
present in the similarity variable. In this paper the application of the continuous multi-
parameter dimensional groups of transformations gives the similarity representation for-
mally, the location of the wave front and the boundary conditions are obtained precisely
nd the problem can be solved for any positive value of the parameter of nonlinearity, q.

2. Basic Equations

For a non-linear elastic rod the governing equations are:

da dv
-s— = • - g - K r , equation of motion • (la)

= — _ _ t compatibility relation (lb)

• dv 8 17 a \*1
—s— «• „ \ J constitutive law for a nonlinear elastic material (lc)

8x Bt [\ fn, I y v 'where

8u 8u

x > 0, t •? 0, q > 0.

The boundary conditions for a time dependent velocity impact applied in the direction of
positive x-axis are assumed to be in the form ,

(2a)

(2b)

(3a)

and

The initial conditions are

8u
~8T^X

u(x 2

u(x,

- Q , t ]

•• xw(t),

t = 0)

I = V

t) =

= o,

at ,

o,

t

t

X >

>

>

o,

0,
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~ (3b)

In the above equations x is the axial coordinate, / is the time, a is the normal stress, u is
the displacement along the x axis, v is the particle velocity, e is the strain, Q is the mass
density, // is the modulus of elasticity, q is the material parameter of nonlinearity, <S and Vc

are parameters of the velocity impact, xw( t) locates the wave front at any time t. Compressi-
ve stress is assumed to be positive.

It may be pointed out that the initial conditions (3a, b) are a consequence of t(2b), as
at t — 0 the wave front in (2b) is coincident with the origin and (3a, b) follow. Thus, con-
ditions (3a) and (3b) are redundant and as a consequence only the conditions (2a, b) need
to be taken into account in the formulation of the similarity representation.

3. Determination of four parameter group of transformations G" and
Derivation of similarity transformations

In order to determine the 4-parameter dimensional group of transformations G% (for
dimensional group of transformations see, for instance, [5], [7], [12], [13], [14], [15]) under
which the system of equations (1) together with auxiliary conditions (2), (3) are invariant
we introduce the following 8-parameter group of transformations:

s"
pć — Axx, t — Att; independent variables
\'fi = A^n, aq = AB{qq), Vc = AVVC; physical variables (4)

u — Auu, v BS Aov, "a = Aaa; dependent variables

Where Ax,At,All^AB, AVc, Au, Ao, Aa are eight nondimensional parameters introduced to
characterize the eight parameter dimensional group of transformations. In order to check
the invariance of differential forms involved in the basic equations, the group Gf may be
enlarged by including the following transformations

da A-XA Sa

18v\ dv
\~8x) 8x *" *

~8t \~u\ = dt L/"

( 5 d )

Making use of the transformations (4) and (5) the differential form of (la)
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assumes the form

(6b)

which yields the expression (6a) whenever

Aa m AxATlAeAtt. (6c)

Thus, (6a) is invariant under the group of transformations G% and its enlargement consisting
of equations (5) when the group parameters satisfy equation (6c). Similarly the invariance
of the differential form of (le) implies

(6d)

(6e)

(6f)

j4j/ — JxySXly

and the invariance of differential form of (lc) yields
i _i_ _i_

A —A q Aq Aq

A a — A x Af Afj

Combination of (6c) with (6e) leads to

A — A I-1 A 4 - 1 A I'1 A « - ]

Av — Ax A, Ae Alt

Substitution of (6f) into (6d) and (6c) gives

(6g)

(6h)

A A q—1 jq—1 A q — L j q—1

-2 2 - 1 q

A -~ Aq~l Aq~^ Aq~x Aq~*Aa — stx sit AQ Afi

Finally, the boundary condition (3a) is invariant under Gf, whenever

Ayc = Ax ~^TA'r1' ~°A~ '^AY1.

Similar treatment of the differential expressions of equations (lb, d) and (2b) yields no
additional independent relationships. Consequently, (6f, g, h, i) represent a system of four
equations among the eight parameters; therefore at the most four of them can be considered
to be independent. So, the 4-parameter group of transformations G* assumes the form:

(7a)
(7b)

u =

V =

X =

y

Ax

•- Axx,

•• AMp,

= A x 1 ^
l+q 2ą

i=l A,-l
l+q 1+4
5 - l Aq-1

2 2

* Att,
= AB(Qq),

AT~r~ AI*-

Ae

Ae

4 q
q+i jq—1

q q

A/i

u,

V,

?_
**1 V

¥ c

a ~ ^Ar'A, "-'At'cr.

(7c)

(7d)

(7e)

(7f)

In the above relations S% is a 4-parameter subgroup of G%. Also, the equation of characte-
ristic is conformally invariant under G% (see theorem 3 in [7]). It turns out that the kinema-
tical condition of compatibility across the wave front [8, 9, 10],
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r du{x, t) 1 = Fj8u(x, t) 8u(x, i) dxw(t)
dt \ [ et

and the balance law of linear momentum

dir

8u(x, t)

(8)

(9)

across the singular surface, [8, 9, 10], are also invariant under the group G%. The symbol of
square bracket, [ •], in (8) and (9) means the jump of the function across the wave front.
The proof of invariance is similar to that given in [16], and is omitted here. This implies,
that the conditions on the wave front do not give further restrictions among the group
parameters and the parameters are essential.

The dimensional matrices associated with the dimensional group of transformations Gf
assume the forms:

A:

q-

q-
2

q
i '

q
i '

2q
q-l
l+q
q-l

2

q
q-l

C:

q-l

o,
o,
l + q

q-\

q-\

q
q-l ' q-l_

1

I, 0, 0, 0

1. 0,

o,
0,

l+q .•
q-\ ' q-l

0,

1,

q
q-l ' q-l]

1
0

q

(10a)

(10b)

(10c)

The matrix BC, constructed by augmenting the matrix B with C, has the rank, r = 4, while
the matrix C has the rank, s = 3 (since q > 0). These properties of the matrices BC arid C
indicate that since r > s the similarity transformations for the problem formulated above,
can be obtained.

Theorem 2 in [7] indicates that the group Gf has [n+m+p-r] - [3+2+3-4] = 4
functionally independent absolute invariants, where n is the number of dependent variables,
m — independent variables, p — physical parameters. Making use of formulae (1.16) - (1.21)
(1.21) of [7] we obtained respectively: ,

•W", (U)

(12a)

where Fl2 and yu,j — 1, 2, 3, provide linearly independent solutions to

r.
»"1

Co>2

Ca>3

Cti)4

hx
hi
hi
bu.
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Taking into account (10b, c), the above equation (12a), can be written as

12

0

1

0

0

0

0

0

1

+ yi2

0

0

1

0

+ Yl3

(1+9)
q-\

1+q b

q-l

q
q-l

q

9 - 1 _

1

0

0

0

The system of equations (12b) gives

q
Yl3 -

g - 1
1 + Sf'

f u = - m , where m = 1 + 8
q+1 '

Substituting (13a, b) into (11) we obtain

where

99
1 + 4

- i

(12b)

(13a)

(13b)

(14a)

(14b)

(14c)

Next, the functionally independent absolute invariants are determined as new dependent
variables F},j = 1,2,3:

'[»<:]*"» (15a)

ivcf", (15b)

F3 = <y[t]Ai2[/j,]l:ii[Qq]x"[vcY", • (15c)

where AJ2 and Ajra provide linearly independent solutions to

621

b22

Z>24

3

Dia l

Cffll

cra2

Ć/l '

an , y = l , 2 , 3 (16a)

Taking into account the elements of matrices B and C, from equations (10), equation (16a)
becomes
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A i

1 -

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0

1+g

l + g ,

g

g

"71

jf- 1,2,3. (16b)

9 - 1 _
In relations (16) aja are the elements of the matrix A, (10a). For./ = 1 the solution of (16b)
can be expressed in the form

An - 0, A1 2 = 0, - - 1 ,

hence, the invariant F^ assumes the form
F. — M K - 1 / - ( 1 + ' 5 >

If j = 2, the system of equations (16b) leads to

Substitution of (19) into (15b) results in

Finally, setting 7 = 3 we obtain form (16b)

. 20

The last invariant of the group G% assumes the form

Ą - of «+1 if «+1 (fitff 8 + 1 1/ «+l

(17a)

(17b)

(18)

(19a)
(19b)

(20)

(21a)

(21b)

(22)

The set {rj, FltF2,F3} of independent absolute invariants of G%, given by (14a), (18), (20)
and (22), gives the following similarity transformations:

x

where

n -
u(x,t) =

v(x, t) - Vct
sF2(r{),

a(x,t) = Kxt
m>FM,

K y

<23a)

(23b)
(23c)
(23d)

(23e)
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f' (23t)

i

^, (23g)

4. Similarity Representation

Making use of the similarity transformations (23), the system of equations (1) and
auxiliary conditions (2) can be reduced to an ordinary boundary value problem. The partial
derivatives appearing in equations (1), can now be expressed in terms of similarity trans-
formations as

^ . (24a)

~ = Vct^~ «[ÓFM - mr)F'2(r,)}, (24b)

^ = K.Kt^-^F'M, (24c)

g (24d)

yn)]. (24e)

Substituting (24a) and (23c) in (le) results

FM = (l+d)FM->nvFx(v)> < (25a)

the equations of motion, (la), can be expressed in terms of similarity transformations as

qF'M- -SF^ + mrjF'M: (25b)

and the constitutive law (lc), taking into account (24d, e), assumes the form

F'2(v) - - mi Fi(ri) + qmnFt \n) F'M. (25c)

The boundary condition (2a) also can be transformed to the similarity space, as

^ ( 0 ) = 1 , . (26a)

and by the use of equations (25a, b) and (26a) we obtain

Fi(0) = i r y * ^(0) = ~ y • (26b> c)

It should be pointed out, that boundary conditions (26) are not linearly independent and
only one of them can be taken into account for further consideration.

The boundary conditions on the wave front will be determined on the basis of the si-
milarity characteristic — relationship [6,7] and the relation between F3(rj) and F[(j}). The
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system of coupled equations (1) leads to the partial differential equations of second order
in terms of stress as

^ i l i!i ifclL / Scr \2
( }

Making use of theorem 3, given in [7], we know that the equation of characteristics of
quasi-linear partial differential equation (27) is invariant under the group Gf. This allows
us to transform the location of the wave front into the similarity space. The characteristic
equation of (27) has the form

"̂  = te) ̂  (28a)
Making use of the equation (23d), (28a) becomes

and hence

^ " ) ^ 2 F»2 iv)dX- ( 2 8 c )

Integration of both sides of (28c) gives

For the characteristic passing through the origin the constant c becomes zero, hence on the
wave front the following relation holds

:\
m

(»7W)»?H>» (28e)

where ??w is the location of the wave front in the transform space.
Finally, after substituting the values of ^ and K in (28e), the similarity characteristic
relation assumes the form

It can be easily shown that whenever the characteristic relation, (29) holds, the kinematical
condition of compatibility, (8), across the singular surface and the balance law of linear
momentum, (9), are identically satisfied. The calculations are similar to that given in [16]
and are omitted here. The relation (29) locates the wave front, however, this is given
implicitly. In order to state full boundary value problems we need one more boundary
condition. This will be obtained by the use of the relation between F3(rj) and F[(rj). The
constitutive law, (lc), is equivalent to

(30)



2g W. FRYDRYCHOWICZ, M. C. SINGH

Making use of the similarity transformations (23), it is found that (30) becomes

(31)
Now, we can eliminate F2(rj) and F^rj) between equations (25a, b, c) to deduce a single
differential equation in terms of F^rj):

\[~F'M] a -m2nllF'M-m(m-26-l)riFi(ri)-ó(d+l)FM = 0, (32a)
with boundary conditions

Fi(t) - «]w) - 0 and (32c)

IMV^'. (32d)

During the derivation of equation (32a) the relation (31) has been used and the cha-
racteristic relation (29) becomes (32d) after the substitution of (31). The boundary con-
dition (32c) is obtained on the basis of physical consideration, since the displacement u(x, t)
is a continuous function and must equal zero at the wave front.

The boundary value problem (32) is in agreement with a special case of a more general
problem given in [17], however the solution in [17] is obtained only for almost nonlinear
case. The boundary value problems (32) can not be considered for arbitrary values of the
parameters <5 and q, suitable restriction given by equation (14c) must be taken into account.
Also in order to include the physically interesting case of an applied velocity impact which
is infinitely large at t = 0 followed by a decay in time, the parameter ó is permitted to take
on negative values. However, it seems reasonable to consider only those cases for which
both the impulse and displacement at the origin are finite. According to equations (23b, c)
we must then require

b > - 1 . (33)

The restriction on parameter <S and q given by (14c), which requires m to be positive and
inequality (33) implies that for q — \, linear case, <5 can assume any real number greater
than - 1 . It turns out that this assumption is valid not only for q = 1, but also for any
0 < q ̂  1. However, when q > \, 8 has to satisfy the inequality

-l<<5<ii |~. (34)

5. Closed Form Solutions of Some Special Cases

a). Linear elastic rod, q = 1, subjected to time dependent velocity impact 5 > — 1
For some special cases closed form solutions can be obtained for the system of equations

(32). For instance, if we consider a linear elastic material (q - 1) then the function

P M = T ^ ( l - v y + S > 0 < ^ l , < 5 > - l , q m i , (35)
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satisfies equation (32a) and boundary conditions (32b, c, d), see [6, 18]. The similarity
function, F3(r]), may then be obtained by substitution of equation (35) into equation (31)

' F M - ( l - * 7 ) d > 0 « i j * l , « > - l , ff-l. (36)

The displacement and the stress distribution in the original (x, t) — space can now be
easily expressed by making use of equations (35) and (36) in equations (23b) and (23d) to
obtain

\ , d > - l , q m l , (37a)

1 - t f y l . <5> - 1 , q=\, (37b)

or
1 / xV+6

^ , 0 > ~ 1 , ff-1. (38a)

o(x,t) = (iiQV*yi2\t , < 3 > - l , q = l , ] (38b)
\ c I

where c is the velocity of wave propagation in the linear elastic rod. We can express the
above relations in nondimensional form for convenience in the evalutaion of numerical
results. For this purpose we set

x = — and 1 = — ' (39)
XQ to

where x and t are dimensionless, x0 and t0 have the same dimension as x and t respectively,
otherwise they have nonzero but arbitrary magnitudes. On this basis we obtain the following
nondimensional expressions:

„tv 7\ 1 (

r.a3j}A •*(<"-*)'. <5 > - 1 , q - 1. (40b)

where . x = x ~ = r\t. (40c)

b). Nonlinear elastic rod q > 0 subjected to step velocity impact, d — 0
The second class of closed form solutions is for step velocity loading, 6 = 0. In this

case equation (32a) reduces to

J'fa) = o (41)
which is identically satisfied if Fi'ty) = 0. Thus, the general solution is given by

The boundary conditions (32b, c, d) give

c, = 1 and c2 = - 1 , - (43)



30 W. FRYDRYCHOWICZ, M. C. SINGH

which implies, that for any q > 0
»?,, = !• (44)

Hence,
FM » 1-ti, 0 < rj 4 1, ó = 0, # > 0. . (45)

Thus, for a nonlinear elastic bar with step velocity impact, the function F3(rj) related to
stress by equation (23d) assumes, the form

i_

F3(rj) = ( ~ F J ( J ? ) ) « - 1,' 0 ^ v < 1, q > 0, <5 = 0, (46)
In the manner similar to case a) the displacement u(x, t) and the stress a(x, t) for the con-
stant velocity impact can be expressed in nondimensional form. Taking into account (39)
and the solution (45) and (46) and the similarity transformation (23) we obtain respecti-
vely:

u(x, t) = vAl-K^A = Vc(t-Kx), q>0 (47a)

0 ( x , O = £ i , 4 > 0 (47b)
or

^pJl i q>Q, 0 = 0, (47c)
c'O

1

Ą _ = q
 l+« , q > 0, <5 = 0, (47d)

where

x — x — — - nt ' r47e^

and Cj = -rp, where K given by (23e), is the velocity of propagation of the elastic wave in

the non-linear material. When q = \,a == \ which is in agreement with that obtained in
[18].

c). Almost non-linear material for q close to unity
A valid analytical approximation can be obtained for the parameter of the non-linearity

q close to unity.
For an almost nonlinear rod we assume that the parameter q assumes the values close

to unity such that

Si. (48a)
It is understood in equation (48a) that the slope of similarity function Ft(rj) is not zero and
does not tend to infinity at any point 0 < r\ < rj„. With the above approximation the
similarity representation given by equations (32a, b, c, d) assumes the form

[1 -mVJt f ' f a )-m(m-23- \)r,F[(rj)-d(d + 1)F^) = 0, 0 < y < »?,,, (48b)

= tiw) = 0, (48d)
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where

??w = —-, and q £ 1, m > 0. (48e)

It should be pointed out, that the parameter of nonlinearity of material, q, is still included
in the similarity representation (48), since the parameter m depends on q. The approxima-
tion is made only in one term, namely [—Fl(rj)]. Following the method given in [17] and
applying directly the theorem 5, page 369 of Kaplan, [19], two linearly independent solu-
tions of equation (48b) are obtained as

-2m)

X
2ss\ <

(<5 - 4m + 1) (6 - 4m) (<5 ~ 2m(s - 1) + 1) (<5 - 2m(s - 1))

(d-2m(s~l)+l-m)(d-m(2s-l))\ ...
,(2ł+l)(l+fl) I" l }

The general solution of equation (48b) in terms of two linearly independent functions
Fi^iv) a n d J^i2)(9?) c a " be written as

FM = ei F{l\rj) + c2 F{2\n), (49c)

where ct and c2 are constants to be determined from the boundary conditions. Making use
of the boundary condition (48c) the value of cx is obtained as

i (5Oa)

and on the basis of the boundary condition (48d) we obtain

' < 5 O b >

where ?yw is given by (48e).
Thus, on the basis of equations (50a, b) the solution (49c) can be written as

S H ' (5la)

0<fl<—, (51b)
m

and under the condition that the parameters q and d must satisfy the inequalities (33) or (34).
Furthermore, it may be remembered that the solution holds for the values of q close to unity.
The numerical analysis shows that the solution given by (51) gives an acceptable approxi-
mation for 0.5 < q < 1,5. This would approximate the behaviour of such engineering
materials which are not ideały linearly elastic but are close to it.
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The nondimensional expressions for displacement u(x, t) and stress a(x, t) for the
almost nonlinear case assume the forms

^ S ^ . (52a)

) ] f , » ^ 0 , (52b)

where F[{rj) is the derivative of F^rj) evaluated on the basis of (51). The results are in
agreement with those obtained in [17].

6. Numerical Solution

Numerical solution of nonlinear similarity representation, equations (32), is obtained
by Gear method for precision and convenience [20, 21]. The Gear subroutine package is
available, for instance, in MULTICS computer system. It solves the initial value problem
for a system of ordinary differential equations given in the form

J'=/0>>0, (53a)
with initial values

X'o) = Jo, (53b)

where y, y and/are vectors of order N > 1. With a subroutine for the calculation of / ,
the GEAR package computes a numerical solution of equations (53) at values of the inde-
pendent variable t in some interval [/0, T\, as desired by the user. It must be remembered
that the right-hand side/of the ODE's must be a well defined function of y = y(t) and t.
Thus, it cannot involve y at previous values of t as for example in delay or retarded ordinary
differential equations or in integro-differential equations. The approach used in the GEAR
package are linear multipoint methods of the form

£ j E (54)
Jml

where yk is an approximation to y(tk), yk = f(yk, tk) is an approximation to y(tk), and h is
a constant step size: h = tk+l~tk. In the case of the Adams method of order / we have
kt = 1 and k2 = l—l. In the case of the backward differentiation formula (BDF) of
order I, also called Gear's stiff method, we have ki « I and k2 = 0. The BDF's are so
called because, on dividing throught by hfi0, they can be regarded as approximation for-
mulas for yn in terms of y„, y„_ls ,..,yn_{. In either case, <Xj and ft] are constants associated
with the method, and /?0 > 0. The latter means that equation (54) is an implicit equa-
tions for yn and is in general a nonlinear algebraic system that must be solved on every step.
The fact that the order of a given method is / means that, if equation (54) is solved for yn
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with all past values being exact, then yn will differ from the correct solution of the ODE by
a local truncation error that is 0 (A'+1) for small h.

A prime feature of GEAR package is its ability to solve stiff ODE problems. Also, it
contains, as aft option, a method well suited for non-stiff problems as well, namely the
implicit Adams method with functional (or fixpoint) corrector iteration, also called the
Adams-Bashforth-Moulton method. In this analysis both the stiff and non-stiff methods
are implemented in a manner which allows both the step size and the order to vary in
a dynamic way throughout the problem.

For details concerning the Gear's stiff method we refer the reader to Hindmarsh [20],
where a description of method, testing examples, and listings of subroutines can be found.

In application of Gear method to the solution of the system of equations (32), first
of all it is reduced to a system of two first order equations

(55a)

yM+ K~j~ yfa) (55b)

-my
with initial conditions

( 5 6 a )

j2(0) m F[(0) = a, (56b)

Where, as first approximation, <x is evaluated from the series solution for almost nonlinear
case, equations (51). It turns out that the slope of the function FiO?) does not change
sharply with the parameter of nonlinearity q in the neighbourhood of r\ = 0. Thus, the
second initial condition (56b) can be determined from the analytical solution of almost
nonlinear case. The correction for oc is obtained by taking into account the boundary con-
dition (32c, d) in such a way that the error in r]w, equation (32d) is kept less than 10"3.
Then, the boundary value problem is numerically solved by making use of Gear method.
Computations were made for d = 0 and q = 1.25 and results were compared with the
corresponding solution for almost nonlinear case. The numerical results obtained by Gear
method were also compared with those obtained as close form solutions for q = 3 and
<5 = 0. In both the above cases the numerical results were in good agreement with the
corresponding exact solutions.

Effect of time dependence of impact, through the variation of parameter <5, is shown
in Fig. 1 for a linear case, q = 1. It may bs noted that whereas the value of F^tj), in general,
decreases with increase of <5, the value of f]w is independent of d and remains fixed as unity.
Corresponding variation of of as against x are shown in Fig. 2. Solution for almost non-
linear case with 5 = 1 is given for values of 0.5 < q 4 1.5 in Fig. 3. It is clear that in this
case r]w varies with q.

Corresponding values of a are given in Fig. 4, where it is seen that the values of a and
xw decrease with decrease in the values of q. In Fig. 5 is shown the effect of variations in the
parameter of nonlinearity, q for a constant velocity impact, 5 = 0 and a fixed F, it is seen
that value of a approaches unity as q -> 00.

3 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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PEIUEHHE riOJCOEHJI HEJIMHEHHOFO Yl lPyrOrO CTEPJKHfl U.OJX BO3JI.EHCTBHEM
HMnyjIBCA CKOPOCTH C IIOMO1HIO METOflA rPYnnOBBIX nPEOBPA3OBAHHfl

IIpeo6pa3OBaHiiH no&o/ÓKfi flJifi OCHOBHMX ypaBHeni-m flBiiwceiuiH HejiHHeiteoro ynpyroro CTep>iara

nofl fleiicTBHeM coyflapeHiM co CKopocTtio 3aBHCHMofl OT BpeiwenH nojiy^ienbi nyTCM npHiweHeHHH rpyim

npeo6pa3OBaHHii. FIoflo6He npefleraBJieHO B BHfle CHCTCMM HeniiHeHHbix oSbiKHOBeHHbix flutbdpepen-
U,HaJIBHbIX ypaBHeHHH C rpaHHMHMMH ycnOBHflMH B TO^Ke BO3HHKH0BeHHH BOJIHbl H Ha BOJIHOBOM

cbpoHTe. PemenHa aaMKnyToro Tana SLIJIH nojiy^eHH B iienHneiiiioM cnyxiae npn coy#apeHHH c nocTO-
CKopocTLio u B jiHHeiiHOM cnyqae npH coyflapeumi c nepeMeHHoii ci<opoCTi>io. PeuieHne B

noJiy^eHo fljw n c w m HejiHHeiiHoro cjiy^aH, Tai< i<ai< AJIH oSmero nenHHeiiiioro cjiy^aa nwiy
MiicnenHbie pemenHH.

S t r e s z c z e n i e

TRANSFORMACJE PODOBIEŃSTWA W PRZYPADKU ZAGADNIENIA NIELINIOWEGO
PRĘTA SPRĘŻYSTEGO POD DZIAŁANIEM IMPULSU PRĘDKOŚCI PRZY POMOCY

METODY PRZEKSZTAŁCEŃ GRUPOWYCH

Transformacje podobieństwa dla podstawowych równań ruchu nieliniowego pręta sprężystego pod
działaniem impulsu prędkości otrzymano przy wykorzystaniu przekształceń przestrzennych.

Przedstawienie podobieństwa otrzymano jako system nieliniowych, zwyczajnych równań różniczko-
wych, w warunkach brzegowych w początku układu i na froncie fali.

Wyprowadzono równania w postaci zamkniętej dla przypadku liniowego zależnego od czasu impulsu
prędkości oraz nieliniowego niezależnego od czasu impulsu prędkości.-

Cały szereg rozwiązań otrzymano w przypadku prawie nieliniowym, natomiast w ogólnym przypadku
nieliniowym przedstawiono rozwiązania numeryczne.

Praca została złożona w Redakcji 7 sierpnia 1984 roku
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1. Wstęp

Problem dynamicznych obliczeń konstrukcji mostowych jest złożony. Występuje
w nim znaczna liczba parametrów i nie udało się go dotychczas w pełni rozwiązać.

Istotne ożywienie w rozwiązywaniu zagadnienia drgań nieustalonych konstrukcji,
m.in. przy obciążeniach ruchomych, wnosi elektroniczna technika obliczeniowa. Szczegól-
nego znaczenia nabrały przy tym modele dyskretne i oparte na nich metody macierzo-
wych analiz konstrukcji, w tym zwłaszcza metoda elementów skończonych. Mimo postępu
w matematycznym modelowaniu pracy układów dynamicznych, osiągane rezultaty nie
mogą zadowalać. Jak wynika z analizy dotychczasowych prac w tej dziedzinie, charaktery-
zują się one podejściem polegającym na rozwiązywaniu odrębnych przypadków. Bardziej
złożone geometrycznie układy, wymagające nawet w dyskretnych modelach obliczenio-
wych znacznej liczby współrzędnych, przy inercyjnym traktowaniu obciążeń prowadzą do
dużych układów liniowych równań różniczkowych zwyczajnych drugiego rzędu o zmien-
nych współczynnikach, których rozwiązywanie jest bardzo czasochłonne. Wynika to z ko-
nieczności bezpośredniego całkowania krok po kroku pełnego układu (por. YOSHIDA,
WEAVER [1], BOROWICZ [2]), postępowanie takie wymaga generowania i odwracania
macierzy współczynników w każdym kroku całkowym, przy czym macierze te, jak i postać
wektora obciążeń, wyznaczane są na podstawie funkcji kształtu.

W pracy przedstawiona zostanie efektywna metoda formowania i rozwiązywania rów-
nań ruchu konstrukcji poddanych obciążeniom zmiennym zarówno w czasie, jak i w przest-
rzeni. W szczególności rozważa się ogólny przypadek inercyjnych obciążeń skupionych.
Obciążenia te mogą być traktowane jako grupy mas lub lepkosprężystych oscylatorów
pozostających względem siebie w dowolnie zmieniającym się układzie.

2. Idea metody

W proponowanej metodzie wprowadza się oprócz stosowania dyskretyzacji geometrycz-
nej również dyskretne podejście do opisu wielkości będących funkcją czasu. Jako punkt
wyjścia przyjęto podstawowe równanie dynamiczne metody elementów skończonych,
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opisujące zachowanie się konstrukcji sprężystych z liniowym thimieniem, w postaci podanej
przez ZIENKIEWICZA [3]:

K8 + CS + M 8 + F = 0, (2.1)

przy czym w rozpatrywanym przypadku oprócz wektora F także macierze sztywności,
tłumienia i mas (K, C i M) są zmienne w czasie. Do rozwiązania zagadnienia dochodzi się
drogą następującego rozumowania. Załóżmy, że wystarczająca jest znajomość usytuowania
obciążeń tylko w wybranych stosunkowo odległych chwilach czasu tls t2, ...,tm. Zdeter-
minowane w tych chwilach stany obciążenia układają się w kolejne „zdjęcia migawkowe"
przebiegu całego procesu obciążenia. Jeśli dodatkowo, w miejscu położenia każdego
obciążenia w wydzielonych chwilach tt, występuje węzeł (stopień swobody) generowanie
macierzy K(i, C(, i M<( oraz wektora F,,, może odbywać się bezpośrednio na podstawie
odpowiednich macierzy ustroju nieobciążonego, bez stosowania funkcji kształtu. W tym
celu wprowadza się dwa kryteria doboru węzłów siatki podziału ustroju na elementy.
Obok kryterium dotychczas stosowanego, jakim jest właściwe oddanie cech geometrycz-
no-materiałowych obliczanego ustroju, wprowadza się nowe, polegające na takiej ich
lokalizacji, by w chwilach tt każde z obciążeń znajdowało się w węźle (rys. 1). Jeśli teraz

Fig. 1

przyjmiemy, że znany nam jest wpływ zachowania się układu w odcinkach czasowych
pomiędzy „zdjęciami" (zagadnienie to przedstawiono w pracy), to dysponując tak usytuo-
wanymi węzłami, przebieg zmienności obciążeń i odpowiadającą mu modyfikację macierzy
współczynników można opisać i wyznaczyć, deklarując jedynie numery stopni swobody,
określające położenia obciążeń w chwilach czasu, przyjętych jako obligatoryjne. Obo-
wiązuje przy tym założenie, że ruch pomiędzy kolejnymi chwilami odbywa się po torze
prostym, z prędkością średnią.

Udogodnienie powyższe występuje również po przeprowadzeniu transformacji redu-
kującej liczbę stopni swobody [3, 4] (tzw. kondensacji stopni swobody) pod warunkiem
zachowania tych, które wydzielone zostały ze względu na drugie kryterium. Dokonać jej
można przez transformację układu współrzędnych uogólnionych:

8 = L8*, (2.2)
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gdzie 8 — wektor (u) przemieszczeń węzłowych układu wyjściowego, 8* — wektor (n)
przemieszczeń węzłowych układu zredukowanego, L — prostokątna (u x ń) macierz re-
dukcji.

Macierz L może być znajdowana w sposób oparty na analogii fizycznej (por. np. [5]),
a następnie macierze sztywności i mas, zredukowane do wybranych stopni swobody,
otrzymujemy z zależności

K* = LrKL, M* = I/ML. (2.3)

Po takiej redukcji przestaje mieć znaczenie typ modelowanej konstrukcji, istotne są tylko
numery identyfikacyjne pozostawionych stopni swobody, przy czym nawet znaczne
zmniejszenie ogólnej bazy współrzędnych (np. na stćutek wyeliminowania obrotowych
stopni swobody) nie ma większego wpływu na wartości podstawowych parametrów dy-
namicznych konstrukcji, a przyczynia się zdecydowanie do podniesienia efektywności dal-
szych operacji matematycznych.

3. Formowanie macierzowego równania ruchu

Istnieją dwa podstawowe modele inercyjnych obciążeń ruchomych; masa poruszająca
się bezpośrednio po konstrukcji i oscylator, czyli masa, której działanie przekazuje się za
pośrednictwem więzi sprężystej z liniowym tłumieniem. W obu przypadkach przemieszcze-
nia, poprzeczne odcinka toru, na którym aktualnie występuje obciążenie, można wyrazić
przez wartości przemieszczeń węzłowych oraz założonych funkcji aproksymacyjnych
(kształtu). Na rysunku 2 pokazano odcinek toru zawarty pomiędzy punktami s(<;-i)

Fig. 2

i p(tf), w których występują stopnie swobody <5f i <S*. Punkty te identyfikują również położe-
nie obciążenia we współrzędnej czasu. Przemieszczenie „śledzące" W wyrażamy ziązkiem

W = HS?,' (3.1)
gdzie N — funkcja kształtu, 8* — wektor przemieszczeń węzłowych końców odcinka toru.

Przyjmując, że obciążenie przesuwa się po odcinku ze stałą prędkością

At,'
(3.2)
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bezwymiarową zmienną geometryczną można wyrazić również jako bezwymiarową zmienną
czasu

«, . *. - ijl - ^ i . (3.3)

Zakładając funkcje kształtu w postaci hermitowskich wielomianów sześciennych, zwią-
zek (3.1) zapisujemy

(&, 0 - (3.4)

a uwzględniając ponadto (3.3), kolejne pochodne czasowe przemieszczenia śledzącego
wyrażają wzory:

= -4-KSfAu '

dt2 dt

(3.5)

symbolem ()' oznaczono pochodną po zmiennej geometrycznej.
W przypadku obciążeń masą nieresorowaną M, wektor obciążeń węzłowych (równo-

ważników obciążeń zewnętrznych) przyjmuje postać ,

F? = (3.6)

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.
Ostatecznie po uwzględnieniu (3.5) przy wartości Ct = 1,0 odpowiadającej położeniu

obciążenia w punkcie p(tt) (por. [6]), otrzymujemy

J* - 0. 6 -^r + 6 - -M'6*p. (3.7)

Wprowadzając powyższe wyrażenie na siłę do równania p układu i grupując składowe
zależne od niewiadomych d'f oraz d* i jej pochodnej otrzymujemy schemat (rys. 3) modyfi-
kacji macierzy sztywności i mas oraz generowania wektora obciążeń w chwili tt,

6M 6M

s

P M P Mg

ju
Rys. 3
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W analogiczny sposób określany może być udział wszystkich mas ruchomych znajdu-
jących się w danym momencie na konstrukcji i tym samym wygenerowanie bloków K*,
Mf. i F* - W rozważanym przypadku obciążenia, macierze K* stają się niesymetryczne.
Jest to wynik uwzględniania wpływu przyspieszenia Coriolisa. W proponowanej dalej me-
todzie rozwiązania równań ruchu o zmiennych współczynnikach, wpływ ten pominięto.
Uproszczenie to nie ma większego znaczenia, gdy się weźmie pod uwagę realne prędkości
obciążeń i wartości przemieszczeń konstrukcji, a pozwoli zachować symetryczność wszyst-
kich macierzy układu.

W przypadku obciążeń masą M na zawieszeniu sprężystym o charakterystyce kM z tłu-
mieniem o współczynniku cM> współrzędne wektora obciążeń węzłowych wynoszą

Ff - N T
M(y -

oraz równanie równowagi ruchomej więzi sprężystej (rys. 2b)

v dW\
dt + kM(y-W) =

(3.8)

(3.9)

gdzie v współrzędna wychyleń masy na zawieszeniu sprężystym.
Dla wartości it - 1,0 otrzymujemy:

F* - 0, F* =

-y = 0.

(3.10)

(3.11)

Dołączenie dodatkowego równania (3.11) do układu równań równowagi dynamicznej
ustroju wyjściowego, na skutek pojawienia się nowego, (przemieszczającego się) stopnia
swobody y, powoduje rozszerzenie macierzy współczynników układu. Schemat modyfikacji
macierzy sztywności i mas oraz generowania wektora obciążeń w chwili tt przedstawiono
na rysunku 4. I tym razem możliwe jest uwzględnienie wielu różnych oscylatorów. Ulega
wówczas zwiększeniu w odpowiednim stopniu liczba współrzędnych, nie wpływa to jednak
na sposób generowania powyższych macierzy.

kM

-kM

-kM

kM M

V

M9

M

Rys. 4
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Macierz tłumienia na tym etapie nie jest modyfikowana. Uzasadnieniem takiego po-
stępowania jest przede wszystkim mały wpływ na postacie i częstości drgań własnych, a więc
na dokładność przeprowadzanej w dalszym toku transformacji własnej. Ponadto za takim
podejściem przemawia wciąż jeszcze niejednoznaczne określanie tej macierzy przy rozpa-
trywaniu wszystkich aspektów tłumienia (zwłaszcza tłumienia konstrukcyjnego).

4. Rozwiązanie równań

Po skompletowaniu bloków K* , M* i F* dla wszystkich chwil tt, wydzielonych
z ogólnego czasu trwania obciążenia, do rozwiązania układu równań równowagi dynamicz-
nej stosowana jest metoda oparta na analizie modalnej przy założeniu, że wśród liczby
uwzględnianych częstości drgań własnych nie występują ich wartości wielokrotne. W tym
przypadku zagadnienie własne rozwiązywane musi być dla stanu konstrukcji w każdej
z chwil

( K * - < M * ) 8 * ( 1 = 0. (4.1)

Celowe wykorzystanie tzw. redukcji dynamicznej [4] polegającej na opuszczeniu rów-
nań odpowiadających wyższym częstościom, a więc na nieuwzględnianiu udziału tych
postaci, które mają pomijalne mały wpływ na drgania wypadkowe układu, umożliwia już
na tym etapie ograniczenie liczby obliczanych najniższych częstości i odpowiadających im
wektorów drgań własnych. Przedstawiając postać ruchu w chwili t jako liniową kombi-
nację wektorów własnych 8*y(,() mamy

K = [8Su,( )SS2 ( t l ) ... 6 j W ł jĄ, = AS( iz„, • (4.2)

gdzie 1 < k <: n — liczba przyjętych do obliczeń współrzędnych głównych,
A*,f— macierz ortogonalna k wektorów własnych z wagą mas

z,; — wektor współrzędnych głównych w chwili tt.
Dysponując widmami wartości własnych co1 ( ( / ), oj2lti), ...,coki,t) oraz macierzami Ajj(|

przeprowadzamy diagonalizację układu w każdej obligatoryjnej chwili:

(4.3)

d d2

Otrzymane tą drogą kolejne postacie rozprzężonych równań równowagi dynamicznej
można przez aproksymacje funkcji współczynników oraz obciążenia każdego z równań
zastąpić jednym układem k rozseparowanych, liniowych równań różniczkowych zwyczaj-
nych drugiego rzędu o zmiennych współczynnikach w bazie współrzędnych głównych:

Kj< k. (4.4)

Separacja równań ruchu pozwala zastąpić całkowanie krok po kroku całego układu,
całkowaniem kilku pojedynczych równań. Funkcje współczynników oraz obciążenia

' każdego z równań (4.4) można wyznaczyć stosując jedną z wielu metod interpolacyjnych.
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Rozwiązanie tych równań przy wykorzystaniu maszyn cyfrowych nie nastręcza większych
trudności, niewiadome wartości funkcji i jej pochodnych obliczane mogą być przez za-
stosowanie jednej ze znanych metod całkowania numerycznego. Po określeniu wektorów
z, ż i z w wybranych punktach czasu, wyrażenie tych wielkości w bazie współrzędnych
naturalnych odbywa się na podstawie transformacji (4.2). W przypadku niepokrywania
się założonych na wstępie obligatoryjnych chwil z tymi punktami na osi czasu, w których
chcemy uzyskać parametry ruchu konstrukcji, zachodzi konieczność interpolacji wartości
wektorów własnych.

Wprowadzenie oscylatora zmienia rozpatrywany układ w sposób jakościowy, prowa-
dząc również do zmiany jego widma częstości drgań własnych. Zazwyczaj jednak częstość
drgań własnych oscylatora znajduje się w dolnych rejonach, tego widma i gdy sprzężenie jest
w istocie znaczące, nie występuje niebezpieczeństwo pominięcia jego wpływu przy odrzuce-
niu równań odpowiadających dalszym częstościom. Współczynnik tłumienia równania
związanego z częstością oscylatora można przyjąć jako stały i określić z zależności 2y =
= cMjM. Zastosowanie analizy modalnej pozwala również uniknąć generowania i następ-
nie dalszego przekształcenia macierzy tłumienia ustroju, której postać (w aspekcie złożo-
ności zjawiska) jest trudna do określenia. W zbiorze współrzędnych głównych istnieje mia-
nowicie możliwość określania współczynników tłumienia nie tylko według hipotezy tłu-
mienia masowego czy tłumienia Teologicznego wg wariantu Voigta, ale również według
hipotezy ustalonego dekrementu, tłumienia mogą one być wreszcie specyfikowane indy-
widualnie dla każdej postaci. •

S. Przykład

Opierając się na przedstawionej metodzie dokonano rozbudowy systemu programo-
wego IDIM-34 [7]. Nowa konfiguracja systemu [5] pozwoliła zachować jego otwartość.

W pracy przedstawiono analizę dwóch przykładów, do których dane ustalono na pod-
stawie obliczeń zamieszczonych w pracy [2]. Belkę swobodnie podpartą obciąża się raz
masą nieresorowaną i drugi raz tą samą masą na zawieszeniu liniowo-sprężystym z tłu-
mieniem. Obciążenia poruszały się ze stałymi prędkościami. Obliczenia prowadzone były
dla trzech różnych modeli ustroju charakteryzujących się różną liczbą stopni swobody.
Modele te, oznaczone B4, B8 i B16 składają się odpowiednio z 4, 8 i 16 elementów pręto-
wych o równych długościach (oznaczonych lx, l2 i I3).

Dane fizyczne belki wynoszą: moduł sprężystości E = 21 • 101 0N/m2, moment bez-
władności / = 0,01 m 4 , pole powierzchni przekroju F = 0,1 m2, długość belki / = 20,0 m,
długości elementów; I, = 5,0 m, l2 = 2,5 m, /3 = 1,25 m, masa objętościowa # = 267584kg/
Im3, współczynnik tłumienia y = 0.

W poszczególnych modelach przeprowadzono, zgodną co do zasady, kondensację
stopni swobody, i tak kolejne modele ustroju (B4, B8 i B16) zredukowano do 5,9 i 17 stopni
swobody, pozostawiając te, które są przemieszczeniami poprzecznymi wszystkich (również
podporowych) węzłów. W każdym modelu liczba stopni swobody stanowiła równocześnie
o liczbie punktów obligatoryjnych na osi czasu, a funkcje obciążenia i częstości drgań włas-
nych z równań (4.4) aproksymowano wielomianami Lagrange'a o stopniu maksymalnie
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możliwym do osiągnięcia w danym modelu, tj. odpowiednio 4-tego, 8-mego i 16-tego stop-
nia.

W przypadku obciążenia belki ruchomą masą bezpośrednio, parametry obciążenia
wynosiły: masa M = 133792 kg, a jej prędkość v = 8,8595 m/s. Uzyskane w każdym obli-
czeniu przebiegi czasowe ugięć punktu środkowego belki (rys. 5) nie różniły się znacząco
między sobą, jak również w porównaniu z przebiegiem, którego wykres zamieszczono
w pracy [2].
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W tabeli 1 przedstawiono dwie wartości charakterystyczne powyższego wykresu
otrzymane przy kolejnych modelach; są to: ugięcie maksymalne (w^) oraz ugięcie wy-
stępujące w chwili zjazdu obciążenia z belki (w%). Ponadto w tabeli tej podane zostały
dwie pierwsze częstości drgań własnych; ustroju nieobciążonego (ft i / 2 ) i ustroju w mo-
mencie gdy ruchoma masa znajduje się w środku belki {f[, i f 2 ) .

Tabela 1

Model

B4

BS

B16

w"
"max

[m]

0,11661

0,11804

0,11741

[m]

-0,0158

-0,0219

-0,0212

A:
[Hz]

. 1,1005

1,1001

1,1001

[Hz]

4,4323

4,4018

4,4006

fi
[Hz]

0,89762

0,89751

0,89750

fi
[Hz]

4,4323

4,4018

4,4006

W tabeli 2 zamieszczono wartości ugięć w£ax i w", uzyskiwane przy wykorzystaniu mo-
delu B8 z uwzględnieniem zmiennej (od 1 do 4) liczby form własnych.

Rezultaty zawarte w tabelach 1 i 2 potwierdzają dobrą zgodność wyników otrzyma-
nych przy uwzględnieniu różnej liczby stopni swobody oraz główne znaczenie podstawowych
form drgań własnych. Uzasadnieniem owej stabilności rozwiązań, otrzymywanych przy
wykorzystaniu proponowanej metody, mogą być wykresy funkcji przedstawionych na rys. 6
i rys. 7. Na pierwszym z nich znajdują się wykresy funkcji czterech pierwszych częstości
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Tabela 2

Liczba
postaci

1

2

3

4

[m]

0,11850

0,11804

0,11839

0,11839

[m]

-0,021906

-0,021906

-0,021831

-0,021831

drgań własnych, uzyskane z aproksymacji przy dziewięciu punktach obligatoryjnych. Za-
równo charakter ich zmienności (występowanie minimów lokalnych w liczbie równej nu-
merowi częstości), jak i wartości amplitud, wskazują na możliwość uzyskiwania naj-
większych dokładności aproksymacji funkcji najniższego rzędu, a więc najbardziej zna-
czących. Rysunek 7 zawiera cztery pierwsze, rozwinięte względem form własnych, funkcje
obciążenia, które podzielone zostały przez odpowiadające im funkcje częstości drgań włas-
nych. Tak określone funkcje, w przypadku gdy pomija się wpływ inercji obciążenia (ob-
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ciążenie siłą), decydują o wartości zmiennych w czasie amplitud — oscylujących sinusoidal-
nie z właściwą częstością — funkcji podcałkowych rozwiązania Duhamela (5.1).

i

Mr)
sin — r)]dr. (5.1)

Gdy pomija się tłumienie, te dwie wielkości; amplitudy i częstości mają decydujący wpływ
na udział kolejnych postaci w rozwiązaniu wypadkowym.

W przypadku obciążenia przyjętej belki masą na zawieszeniu sprężystym, parametry
oscylatora wynosiły: M = 133792 kg, kM = 262500 N/m, cM = 37480 Ns/m, a jego pręd-
kośćv = 11,206 m/s.

Uzyskany wykres ugięć dynamicznych punktu środkowego belki pokazano na rys. 8,
a wartości wielkości charakterystycznych (określonych poprzednio) zamieszczono w ta-
beli 3.

W obliczeniach przy każdym modelu uwzględniono trzy główne formy własne, przy
czym pierwsza jest tu formą wynikającą z wprowadzenia oscylatora. Porównanie zmienności
wartości zestawionych w tabelach 1 i 3 pozwala stwierdzić — mniejszy tym razem — wpływ
liczby stopni swobody na zgodność wyników. O ile przy obciążeniu masą, wyraźne ustabi-
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Tabela 3

Model

B4

B8

B16

[m]

0,13037

0,13087

0,13148

[m]

0,00516

0,00576

0,00581

A
[Hz]

0,22233

0,22293

0,22293

fi
[Hz]

1,1005

1,1001

1,1001

fi
[Hz]

0,22183

0,22262

0,22274

[Hz]

1,1083

1,1043

1,0970

lizowanie wartości porównywanych wystąpiło w modelach B8 i B16, to przy obciążeniu
oscylatorem wynik uzyskany przy najprostszym modelu B4 jest również bliski pozostałym.

Uzasadnienie powyższego i tym razem można znaleźć analizując przebieg funkcji, od
których zależy rozwiązanie zadania. Na rys. 9 pokazano wykres funkcji pierwszych pięciu
częstości drgań własnych. Pomimo że obraz przebiegu tych funkcji wydaje się świadczyć
o ich stałej wartości, zawierają one jednak pewną, niewidoczną w tej skali, zmienność
w czasie. Tym razem występuje tendencja odwrotna, niż to miało miejsce przy obciążeniu
bezpośrednio masą. Otóż w kolejnych funkcjach częstości pojawiają się nie minima, lecz
maksyma lokalne w liczbie równej numerowi danej postaci drgań (licząc z pominięciem
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postaci wynikającej z wprowadzenia oscylatora), jak również obserwuje się zanikanie war-
tości ich amplitud wraz ze wzrostem numeru częstości.

Rysunek 10 zawiera wykresy trzech pierwszych funkcji obciążenia w konwencji okreś-
lonej wcześniej. Funkcja o numerze j — 1 jest — rozwiniętą względem form własnych
i podzieloną przez właściwą częstość — prawą stronę równania oscylatora. Jest ona po-
dobnie uformowana jak pierwsza funkcja równania belki i przy założonych parametrach
układu ma znacznie mniejszą amplitudę. Dalsze, nie pokazane funkcje mają ten sam kształt
jak na rys. 7.
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Mając powyższe na uwadze, jak i brak widocznych różnic pomiędzy wykresem ugięć
punktu środkowego (rys. 8), a analogicznym wykresem zamieszczonym w pracy [2], można
stwierdzić, że powodem tak dobrych rezultatów jest z jednej strony model matematyczny
ustroju, który już przy niewielkiej liczbie stopni swobody pozwala uzyskać z dużą dokład-
nością podstawowe parametry drgań swobodnych, z drugiej zaś łagodny przebieg pierw-
szych funkcji częstości i obciążenia, pozwalający na dokładną ich aproksymację.

6. Wnioski

Przedstawiony sposób powiązania współrzędnych przestrzeni i czasu umożliwia efek-
tywną analizę drgań wymuszonych praktycznie dowolnych konstrukcji w zakresie liniowo-
sprężystym przy ruchomych obciążeniach inercyjnych traktowanych jako grupa niezależ-
nych mas skupionych lub pojedynczych oscylatorów. •

Efektywność zaproponowanej metody wynika z dwuetapowej redukcji współrzędnych
układu = statycznej i dynamicznej. Redukcja statyczna układu (kondensacja stopni swo-
body) pozwala zmniejszyć ogólną liczbę współrzędnych naturalnych, ograniczając je jedynie
do tych, które mają istotny wpływ na drgania ustroju. Redukcję dynamiczną — w tym
przypadku — umożliwia zaproponowany sposób rozwiązywania układów równań o zmien-
nych współczynnikach przez ich diagonalizację interpolacyjną na podstawie diagonalizacji
w określonych chwilach. Wykorzystanie rozwinięcia względem form własnych, a więc
rozwiązania układu we współrzędnych głównych ma jeszcze tę zaletę, iż czyni stosunkowo
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gładkimi funkcje będące współczynnikami i wyrazami wolnymi równań odpowiadających
najniższym formom, co podnosi dokładność ich aproksymacji na podstawie wartości stabli-
cowanych. Najczęściej już kilka pierwszych równań postaci modalnej wystarcza dla uzys-
kania wyników technicznie dokładnych.
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P e 3 IO M e

METOJI PEIIIEHHfl YPABHEHHM flBHHCEHHJI IIPH HHEPTHblX nOABH*HLIX
HArPY3KAX

B paGoTe npefleraBJieH Meioa o6pa3OBannH H peuieHiw ypaBiieHHii ffBumwwt KOHcrpyiumii, nofl-
Bep>KenHbix fleiicTBHio noflBH>Kiifaix imepTHHX iiarpy3oi<) pacciwaTpiiBaeMbix B Bitne rpynn cocpeflo-
•rcraeHHbix Mace HJIH BH3K0-ynpyrnx ocunJUMTopoB. llpiraera OTflenŁHŁie Harpy3iai Mory? ociaBaTBca
no oTiioiuenHio i< ce6e B npn3BOJibHo n3MeiiHiomeMcn cooTHomenHH.

B npeflJiaraeMOM cnoco(5e peuieimu ncnoJib3OBaii Meiofl KOHeiiRŁix aJieiweHTOB, B KOTOPOM KpoMe
i-i flnci<peTH3anHH ncnojiB3OBaH pa3Hocria>ifi MCTO^ nnn oniicannn

3TOT CIIOCOG peuieHua no3BaJi«eT 3t])cpeKTiiBH
erpyKTypu B jmneftuo-yripyroił oSnacra npn CJIO>KHWX noflBii>KHwx Harpy3Kax.

BbrreKaeT n3 flBysTaiinoii peflyi<qnH KoopflHHaT CHCreMbl — eraTimecKOH H flHHaMiwecKOH — npii-
nocJiesiMH BO3Mon<na SnoroflapH npHMCHcunio nirrepnojiapnow ja,HaronajiH3amin CHCTCMŁI ypaB-

S u ni m a r y

A METHOD OF SOLVING EQUATIONS OF MOTION FOR INERT MOVING LOADS

A method of formulating and solving of the equations of motion of the constructions subjected to the
inert moving loads is presented. The loads are treated as groups of concentrated masses or viscoelastic
oscillators, particular loads can be in arbitrary varying relations with respect to one another.

In the considered solution we make use of the finite element method and apart from the geometrical
discretisation also the time depending quantities are discretised. The method lets us to find the effective
solution in the linear elastic regions for complex moving loads. The effectiveness of the method results
from the two-stage reduction of the coordinate system — static and dynamic; the latter one is
feasible due to the introduction of the interpolar diagonalisation of the system of equations of motion.

Praca została złożona w Redakcji dnia 29 lipca 1982 roku
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PHYSICAL CORRECTNESS OF COSSERAT-TYPE MODELS
OF HONEYCOMB GRID PLATES

TOMASZ LEWIŃSKI

Politechnika Warszawska

1. Introduction

Formulated via phenomenological considerations micropolar theory of elasticity (cf. [1])
can be applied for continuum description of dense, regular grids. This has been noted and
applied by Woźniak et al. in numerous papers pertaining to lattice-type shells and plates,
cf. [2]. Wozniak's approach is based on variational methods; an adequacy ofthe proposed
differential model of a body with additional degrees of freedom is „a priori" assumed. In
the first-order approximation (see Sec. Ill in [2]) an in-plane plate motion is described by
means of three independent functions approximating displacements and rotations of nodes.
The governing equations of the theory have a similar form to those of the plane-stress
theory of micropolar media. Therefore the Wozniak's approach is a heuristic one thus
the recalled above procedure does not allow us to perform a physical correctness analysis
of the model provided appropriate numerical tests are not carried out.

In the case of simple layout grid plates (in which neighbourhoods of all nodes are con-
gruent) Wozniak's algorithm leads to one set of effective constants describing elastic pro-
perties of the structure. However in the case of complex layout grids, one can derive at
least two sets of B and C tensors (cf. [3]). In the present paper an attempt is made to eluci-
date questions concerning the mentioned difficulties in formulation of Cosserat-type mo-
dels of complex geometry lattice plates. An attention will be focused on hexagonal grids
belonging to the class of complex layout structures. In order to have a new look at Wozniak's
continuum models results of the work [4] (pertaining to differential models due to Rogula-
Kunin's approach) are applied.

It is easy to note that Cosserat-type equilibrium equations expressed in terms of dis-
placements cannot be obtained by asymptotic method, e.g. by formal simplifications
(neglect of terms of higher order) of equilibrium equations found in [4] by Rogula-Kunin's
procedure; thus a simple correspondence between the latter and Woźniak's-type equa-
tions is not valid. This fact is obvious since differential models derived in [4] (just contrary
to theories outlined in [3]) do not satisfy stability conditions.

In Sec. 5 a simple modification of the second-order differential approximation (obtai-
ned in [4]) will be proposed. The aim of the procedures is to formulate a well-established
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Cosserat-type equations, so called x- versions. In Sec. 6 an attempt is undertaken to examine
a range of applicability of the latter versions as well as of two variants resulting from
Wozniak's concept, see [3].

2. Basic assumptions

A subject of our considerations is a plane-stress statical problem of a honeycomb grid
composed of bars whose axes constitute hexagons of sides being equal to /, cf. Fig. 1,
In order to make final results as clear as possible the bars are assumed to be prismatic
(thus their heights h are constant while their depth is of unit dimension) and made of an
isotropic, elastic material whose properties are characterised by Young modulus E and

Fig. 1

Poisson's ratio v. External loads (subjected to lattice joints only) are assumed to yield
plane-stress plate response hence the external forces are supposed to be subjected in-plane
while moments should be normal to the mid-surface of the grid. A slenderness ratio of
lattice rods is defined by, cf. [3]

r] = t2lh2.

A parameter Q defined as a quotient of opening's diameter to a spacing between centres of
neighbouring openings, see [3], reads

6 = f|/3»?- l)/l/3»7 (2.1)

As it has been pointed out in [3] EJjP = E/I2r)3'2 where / denotes a moment of inertia
of a constituent bar's cross section. Lattice rods are assumed to be sufficiently slender so
as to known methods of the theory of structures could be applied. Analogously to [3, 4]
lattice nodes are divided into two families of main and intermediate ones, see Fig. 1.
Displacements and rotations of main nodes are approximated by continuous functions
if(xP) and <p (x1*). External loads subjected to main and intermediate nodes are characteri-
sed by functions F1, M, Fa, M, respectively.
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3. Two versions of Woźniak-type continuum descriptions

3.1. Equilibrium equations in terms of displacements. A set of the title equations has a form
similar to that known from plane-stress problem of micropolar media, see [3]

1 = 0,
2 = 0, (3.1)

[B{82-d2
2)~2ad2]ul + {-2B8lLd2 + 2<xd1]u2 + [C(82

1+.dl)~Ąa]<p + 'Y3 = 0,

where

y - p« + dpp\ T 3 = y 3 + dem
s + eapP"P,

(3.2)
(p\p\ Y\ 7 3 ) = CF», F \ M, AQ/P, /, = 1,5 j/3 P.

Ricci tensor is denoted by ea/3, an area of a recurrent hexagon amounts to P. The effective
moduli X, (i and x are uniquely defined in both Woźniak-type versions examined in [3]
whereas B and C moduli can be defined twofold

i) Klemm-Wozniak's version (Sec. 3, [3])

EJ r - \ O ) + n + )

ii) the second, author's variant (Sec. 4, [3])

« 2]/3.V.(3r,-rj) EJ_ }/J .[(3V-rjf+(3T, + TJ)] EJ_
(rj+l).(3r) + ¥i) I2' ' 3(?? +1)-(5? + 3??) /

where rj = rj + 2.4(1 +v).

The tensors/>a/3 and m" are dependent upon the loads subjected to intermediate nodes;
their definitions are given in [3], [6].

3.2. Strain energy as a positive definite function. Strain energy of the structure is postive
definite provided, [3]

fi > 0 , a > 0 , fi + X>Q, C > 0 , B 2 < C-pL. (3,5)

4. Unstable quasicontinuum micropolar-type equilibrium equations

4.1. Derivation of governing equations. Focus attention on Cosserat-type equations (3.1). On
noting that B ~ /, C ~ I2 one can make following remarks:

a) two first equilibrium equations involve zero-order (with respect to powers of /)
terms of displacement-type and a first-order term relevant to nodal rotations';

b) the last equation involves first-order terms of displacement-type arid a second-order
term depending upon the rotations.
The procedures put forward in [3] did not explain why:

a) two first equations do not involve first-order terms being dependent on displacements.
Does it yield from approximations only or result from specific properties of the hexagonal
grid?
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b) the last equation does not involve second-order terms of displacement-type; also
herein the same question arises.

Answers to the above questions are supplied by quasicontinuum considerations, [4].
Compare consequent second-order equations ((6.1) in [4]) with Eqs. (3.1) of Cosserat-type
theory. First of all it can be stated that moduli A, /A and a (being involved in both compared
sets of equations) have been identically defined (cf. (3.8)1_3 in [3] and (6.2)x_3 in[4]).
Thus both approaches (based on Wozniak's [3] and Rogula-Kunin's, [4], concepts) result
in the same definitions of elastic moduli X, fi and a, being dependent upon slenderness ratio
of bars only and thus being independent of the internode spacing /.

Note that equations similar to the Cosserat-type (3.1) can be derived from the second-
order Eqs. ((6.1) in [4]) provided in the latters all the terms involving derivatives up to the
second order are retained:

1 - 0,

- 0, (4.1)

[ ( ) ] [ = 0,

where

B° = /?/, C° = yl2. (4.2)

Moduli /3 and y have been defined by Eqs. (6.2)4,6 in [4]. Hence we obtain

V ( ,
^ Tj^ rj+

f ( 3 V -

Tj^ rj+1 I" I2 '

r, 1 EJ_
1+iyJ / '

Quantities p" and Y3 are equal to functions 'pa and 'Y3 employed in [4]. In a zero-order
approximation we have

j>« — pa | pa | ty _ e^ggY3, y 3 = y 3 | r]_~ *! Y3, (4 4)
2>r) + rj ff + 'ir) '

The derivation of Eqs. (4.1) (which will be called further quasicontinuum micropolar-type
equilibrium equations) violates accuracy principles formulated in [4] where the approxi-
mation procedure has been called consequent provided all the terms proportional to
/", p ^ s, (s is fixed) are being retained. In the next section an improved accuracy analy-
sis will be presented. The approximations of governing equations correspond to a certain
form of density of strain energy of the structure. Thus various approximations of three
equilibrium equations are reflected in the form of the one scalar function which stands for
the energy of the grid. This method of error analysis is not new, the idea was originated by
Koitęr in the paper [5] pertaining to the Kirchoff-Love shell theory and up till now it is
often applied to the accuracy analysis of so called improved theories describing plate and
shell behaviour, see [6].

4.2. The micropolar-type approximation as a mode 1 of „moderate" rotations. The energy criterion,
Strain energy of the infinite hexagonal grid amounts to ,



PHYSICAL CORRECTNESS 57

Ec = y P J £ K®«fa*wL «, /ff = 1, 2, 3
m, n

where the hexagon's area of a side / has been denoted by P, P = l.5\/J-12\ wa, = «K,
iv3 = <p; the summation has been implied over all main nodes which constitute a plain
(Bravais-type) lattice of the grid. The values of <Ż><$ functions were given in [4]. On
passing to fc-representation we arrive at (the proof, is omitted here)

d2k = 4-n2-dk.d^jP

where the domain of the unit cell of the reciprocal lattice has been denoted by P; a discrete
Fourier transform of a discrete-argument function fm has been denoted by /(k). Certain
approximations of of ^ ( k ) , cf. [4], result in differential models, particularly (as it will
be shown further) — in Cosserat-type models.

Introduce dimensionless variables \F" = ua \L, where [L] = m. Let L = //e. The
density of strain energy of the grid

can be rearranged to the form

(4.5)

Let us define dimensionless quantities r and 6 by means of the formulae

T = /|k|, cos© = fcj/lkl, sin(9 = k2/\k\.

Within the fourth-order approximation (with respect to the powers of £a) the coefficients
aap can be expressed by means of the following equations, cf. Eqs. (6.1) in [4]

T 2 F 3 T 2 T 2 1
- —£ O + a) + (A + iw-a)cos26>--jg-(/« + a ) - — (A + ̂ -«)cos46> ,an £ i )

F 3 T 2 3 T 2

( + )

- T - C O S 4 0 + sin4© + 2sin26>cos20)]•
a33 =

r2

8

+ /TÓ.cos0(cos2@-3sin20) L
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«i8 = ~ TJ8COS2@- ^ ( 5 c o s 4 0 - 3 s i n 4 0 - 6 c o s 2 0 s i n 2 0 ) +

-2asin0+-T-T2sin0| ,

T3 / 3 \1
-rB s'm20 + -jr-/5sin20(cos26> + 3sin 2 0) + ;' 2acos@—~rT 2 acos0 .8 \ 4 /J

The d modulus has been defined by (6.2)5 in [4]. Let Xd means a wavelength of the defor-
mation pattern in k direction; Xd = 2^/|k|.
Thus the magnitude r is:

r = 2nl/Xa = ~L—~ ~ 3.6275-—
j / 3 Ad /Id

where b = / j/3 stands for the spacing of main nodes. From now on the T quantity will be
supposed to be less than one, T < 1; this yields Xd > 3.6275 b. The parameters r and e
are interrelated by means of the formula r/e = 2TTL jXd.

Let ę0 and «0 stand for the absolute values of the transforms ę and max M" measured
at the fixe9 node O of the grid.'The parameter <p0 • lju0 — (śpol&o) e determines the rela-
tion between rotation and displacements of the node O. Depending upon the assumed
estimates of value of this parameter three types of equations describing hexagonal grid
behaviour can be distinguished:

a) cp0 ejW0 ~ T 2 — the state (model) of infinitesimal rotations,
b) <p0 E/P0 ~ T — the state (model) of small rotations,
c) <p0 E ~ WQ — the state (model) of moderate rotations.
The relation a ~ b (which reads: a is of the same order as b) should be understood in

the sense similar to that used in the literature devoted to the thin shell theories, cf. [5, 6].
Within the frames of the mentioned deformation classes differential models of an arbi-

trary accuracy order can be formulated. A brief analysis of approximation of strain energy
density e in two cases b) and c) will be carried out below. The case a) will not be dealt
with here.

Ad b) On inserting $>0 ~ — y>0 into (4.5) we have

m=0

Three first terms of this expansion correspond to the approximation of e which yield a se-
cond-order model derived in [4], Sec. 6, Eqs. (6.1). The presented derivation provides
a deeper insight into the assumptions (implicitly and tacitly assumed in [4]) which are
a basis of this model.

On neglecting all the terms except for the two first ones the first-order model, cf. [4],
Sec. 7, occurs.

The first term of the expansion is related to the zero-order, asymptotic or Horvay's
theory, see [4], Sec. 8.
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1 A

Ad c) On substituting ćj>0 ~ Wo into (4.5) we obtain
e

co

m = 0

117/ |

By neglecting the terms of higher order than second (i.e. proportional to r", p > 2) we
arrive at the expansion which corresponds to the micropolar-type approximation. Also
herein it can be pointed out that the approach presented has revealed and elucidated
assumptions which constitute a basis of the Cosserat-type models of fine hexagonal net-
works.

4.3. Stability. Necessary and sufficient stability conditions of Eqs. (4.1) (in the spirit of
Kunin, [7]) will be arrived at. According to this definition stability of equilibrium is satis-
fied provided an energy expressed in terms of the wave vector components ka is positive
definite. Stability implies both existence and uniqueness of solutions.

The Eqs. (4.1) are stable in the considered meaning when and only when the matrix

(2(i + X)y2 + (p + a)x2 -(2B°xy + 2axi)Mx,y) -
B0(x2-y2)-2ayi -(2B°x-y-2u-x-i) C°(x2+y2) + 4a

is positive definite'for arbitrary x,yeR. It can be shown (cf. [8]) that the above condition
can be reduced to the system of inequalities involving effective moduli X, /x, a, B° and C°

i t i>0Art>0A2 / a-)-A > 0 A
(4.6)> 221)

+ /
By virtue of the definitions (6.2) t _ 3 , [4], of X, fi and a moduli it can be stated that a < p +
+ X. The last condition (4.6)3 reduces to the form

C° > C ° = (B°)2IQ* + a). (4.7)

The moduli X, ft and « satisfy the conditions (4.6)!_3 whereas the inequality (4.7) is not
fulfilled for real grids. Therefore Eqs. (4.1) obtained by formal (allthough justified in the
previous section) simplifications of the second-order Eqs. (6.1), [4], are unstable in the
meaning of Kunin.

4.4. Strong ellipticlty. Strong ellipticity of a partial-differential equation system implies
(see [9]) the solutions featured by the properties similar to those known from a classical
theory of well-established boundary value elliptic problems involving a one function to be
sought. If boundary conditions are admissible the strong ellipticity suffices for existence,
uniqueness and continuous dependence the solution upon the boundary conditions.

Consider a correctly supported hexagonal grid plate. Solutions are unique and always
exist as it clearly follows from the theory of structures. This continuum theories ought to
ensure (apart from specific cases which are not dealt with here) the solutions to be unique
that holds good provided the moduli X, p, x, B° and C° satosfy the strong ellipticity condi-
tion.
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The set of Eqs. (4.1) is strongly elliptic when and only when the matrix

:2 + (fj. + <x)-y2 {X + ix — a)xy B0(x2—y2)'
~*)-x-y (2(A + X)yi + {n + ct)x2 —2B°xy

B0(x2-y2) -2B°xy co(x2+y2_

is positive definite for arbitrary x, y e R. On using Sylvester theorem necessary and suffi-
cient conditions of strong ellipticity, [8]

2/t + A > 0 A/i + a > 0 A

(4.8)

are arrived at. Therefore stability implies strong ellipticity condition so that ellipticity
analysis does not yield additional restrictions imposed on moduli JB° and C°. Thus Eqs.
(4.1) are not strongly elliptic.

5. Formulation of stable quasicontinuum Cosserat-type x-modcls

5.1. Modification of the modulus C9. In the preceding sections instability and non-ellipticity
of Eqs. (4.1), which approximate difference equilibrium equations (3.4), [4], on their
solutions, have been shown. In order to construct a stable system of equations (which will
be called a — equations) a modification of the last equation (3.4)3, [4], expressing
a balance of moments of the main node i, will be carried out. The modified equation reads

i?3l(U1) + i?32(U2) + ̂ 33(9) + ̂ 3 ( F 1 , F 2 , M) - 0, (5.1)
where

" a = («I, «a), <P - (<PK, V), * = 1, 2, K-I, ..„VI,
* * * * * * (5-2)

F a = (F*, Fi, F*,F*), M = (Mk, Mh, Mc, M)

Fig. 2
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Quantities (««, <PK), K = I, ..., VI, denote displacements of main nodes surrounding the
main node i to which Eq. (5.1) is referred, cf. Fig. 2, (ua, <p) mean displacements in the

i node; Fj, Ms, J = a, b, c, denote forces and moments subjected to intermediate modes
surrounding i; Fa, M stand for similar quantities referred to the latter node .By means of
^3j, &3 difference operators determined by the coefficients $ffi and Sty* (see Eqs. (3.5)
in [4]) are denoted.

The object of the modification is an operator i f 3 3

f +]/3 n 3]/3
vi

^ EJ
T (5.3)

Let the differential expression

C^2cp{x°)-Au.<p{x°), V 2 = S! + a I , ff = l , 2 (5.4)

be approximated by a weighted difference expression S?33(<p)

^33(9) = Ą«)V|cp~4a«p (5.5)

where
vi vi

^/\/J, tp^xp+^-p-^Vj. (5.6)

The parameter x is taken from the interval [0,1] hence the weighted coefficients are assumed
to be positive. The. expression <p approximates the value 99(1) with an error of order I2

The expression V|<p approximates the laplacian V2<p with an error of fourth order. Thus the'
RHS of Eq. (5.5) approximates (5.4) with an error of second order. By equating (5.3) with
the RHS of (5.5) two relations involving C(°x) and a are obtained. The first one yield the
known definition (6.2) 3 , [4], of the modulus a. The second one results in ,

C ° w = C + 3( l-x)a/ 2

^ ! ? ' (5-7)

If x = 1 we have C°±) = C°. Thus a simple generalisation of the definition (4.3)2 is found.
The modulus C°^ (being dependent upon « parameter) varies considerably when x changes
its value from zero to one. If x = 1/3

EJ

r - c

and thus the Wozniak-Klemm's modulus C\ see (3.3)2, occurs. It is worth mentioning that
the modulus C, (3.4)2, resulting from the second version of constitutive equations, differs
inconsiderably from Cft, = C° provided the bars are sufficiently slender (rj a rj)
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1/3 1/3 \ EJ
1 3 / ~ c (5-9)

5.2. Stability condition. Lower and upper bounds of the modulus C°(). Examine for what values of
x the modified system of Eqs. (4.1) (viz. in which a quantity C° is substituted by C(%)
satisfies stability as well as ellipticity conditions. Stability (or strong ellipticity) condition
(4.7):

implies the domain of variation of a parameter to be decreased to the interval [0, y.s) being
dependent upon the slenderness ratio r\.
If r/ x i] we can evaluate

24 V + 26fy+17 rt_ ,
T 5 F ~ °-7 f o r ?? >̂ 25.

One can require the C(°K) modulus to satisfy inequality (3.5)3 resulting from positive de-
termination of strain energy expressed in terms of strain components ya/! and xa.

Cc°j > Cli, = (B°)2/F (5.10)

that decreases the upper bound of «: x e [0, x,,) where ^ < «s. The definition of xd ex-
pressed in terms of r\ will not be reported here.

The upper bound of C°xy : C°x) < C°0) does not follow from physical considerations but
from the condition of positivity of weighted coefficients in (5.6)2. Thus the modulus
C°x) can vary in the limits ,

Cp°.d. < C{% < C°0 ) or C? < Cgo > Q°0). (5.11)

5.3. K-representation interpretation of the proposed „stabilisation procedure". Remarks on the range of
applicability of the micropolar-type «-models. The proposed modification of i f 3 3 operator can
be interpreted as an approximation of the function P~x. $ 3 3 ( k ) defined by Eq. (3.5) in [4],
Accuracy analysis of this approximation is outlined below.

The function P~ 1 0 3 3 (k) can be expressed by the formula

^ ^ 3 k t J ) - 1 ] (5.12)

where the relations

$ = "4a, - 4 . 5 ^ ' | ) = y

have been applied. The constants a and y have been defined by Eqs. (6.2)3| f i in [4]. Com-
ponents of tj vectors are, see Fig. 1 in [4]

t, = (-0.5, - 1/3/2), t a = (0.5, - j/3/2), Jtm - d , 0).

It can be shown that the function $>33(k) varies almost independently of the wave vector
direction provided r = / • |k| < 3, thus,
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J^cos(/j/3 (0, |k|)t,) = 2-COS(1.5T) +

hence

= 4 a - 9 -y[cos(1.5r)-l],

The modification proposed in Sec. 5.1 corresponds to the approximation

^ - ^ a s C k ) = 4oc + y(JI)/
2|k|2 = 4a + y( K )-r2

where y(Jt) = C(°K)//2, y(i> = y, Y(*i>y> if « s ( 0 , 1).
Fig. 3 displays variations of the function/

9 a.OL-P
0 3 3 (k)

and its approximation (Eq. 5.14)

1

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

The diagrams in Fig. 3, are found for r\ » rj = 50 (///i « 7) thus y/a = 0.6275.
As it was possible to suspect it can be stated that g( 1 ) curve yields the best approxima-

tion off. For wave vectors satisfying the condition r < 1.5 a relative error of approxima-
tion of/by g,n is less than 10% and less than 2.5% provided x < 1. If an accuracy analysis
is confined to the behaviour of the function # 3 3 (k) one can conclude that unstable Cosserat-
-type model which employs the set of moduli X, fi, a, B°, C°u approximates „rotational
waves" (i.e. two-variable continuous functions interpolating rotations of main nodes) of

lengths Ad = — > 2nl with some per cent errors only. Considerably worse result is yielded

from the set of moduli (X, fi, a, B°, C°0)). If r < 0.25 a relative error approximation of
/by g(o) is less than 4.7%. The latter condition means that „rotational waves" of lengths
Xd > 8nl X 23.14 / are admitted with 5% error whereas the wave patterns of Xd > 4 • n • I
are related to 18% of error. Therefore according to the choice of the parameter x e (0,1) the
„rotational wave patterns" of lengths Xd > A(K) where Xw e (6.28 /, 25.14 /) are admissible.

9
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The above analysis is somewhat incomplete since our attention has been focused on the
function $ 3 3 (k) only. To make-up the considerations a complete analysis of approxima-
tions of all functions # a j 3 should be given.

Mention yet that the constant function h(r) = 4 supplies a better approximation of the
function / that gix) functions provided ,

Yw/y > 2. (5.17)

Therefore x parameter cannot be to small; if not the carried out modification of #>3 3 induces
the greater error than a simple neglect of the term COV29? in (4.1)3. It is easy to show that
lower bounds of C°: C°,d. and C° do not satisfy (5.17), i.e. C°.d. > 2Cf1} = 2 • y • I2.
Nevertheless it is more purposeful to retain the term C°V2q> in (4.1)3 than to neglect it
(and further to eliminate rotations q> from Eqs, (4. l ) l f 2 , see [4], Sec. 6) in order to formulate
well-established stable theory. However the stability is achieved at the sacrifice of the ap-
proximation condition.

6. Comparison of Wozniak's and >c-raodels.
Further remarks on accuracy analysis

6.1. Governing equations. Governing equations (3.1) and (4.1) have similar forms. As it
has been mentioned is Sec. 4 both systems of partial differential equations involve the same
moduli A, /« and a. Qualitative differences distinguish between two sets of moduli B and C;
to this topic Sec. 6.4 will be devoted. Essential quantitative differences occur in functions
approximating effects of external loads. Definitions (4.4) of/?" and Y3 cannot be rearranged
to the form (3.2), viz. Eqs. (3.2) do not involve fr but their derivatives only. The latter
fact can be treated as a shortcoming of the theory. The definitions of Y3 and 'Y3 are also
different. In the case of slender rods (Ijh > 7, r\ > 49, say) 'Y3 depends inconsiderably on

Y3 and, if r\ -> oo we have 'Y3 -> Y3; on the other hand in ^-models there is: Y3 ->• Y3-
*

—0.573 provided rj -» oo.

6.2. Existence and uniqueness of solutions. The existence and uniqueness of solutions are
ensured by:

a) stability (4.6) or strong ellipticity (4.8) conditions — in the case of K-models; .
b) positive definiteness of strain energy expressed in terms of y and x tensors (3.5) —

in both approaches due to Wozniak's concept.
It is worth stressing that the latter condition is stronger than the former.

6.3. Boundary conditions. In Sec, 4 boundary conditions of ^-versions have not been formu-
lated. However, since the governing equations of these models have similar form to Woz-
niak's equations it seems reasonable to subject the solutions to similar boundary conditions,
cf. Eqs. (7.3) in [3].

6.4. Analysis of moduli B and C, In the paper [3] (cf. Sec. 3 of the present work) two ver-
sions of constitutive equations of Woźniak-type models resulting in different moduli £
(J5V, B") and C(CV, CA) have been proposed. Considerations based on the quasicontinuum
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approach (Sec. 4) yield the one definition (4.3) of B° and C°. In Sec. 5 the one-parameter
definition "(5.7) of the modulus C°x) has been derived.

Variations of moduli B(g), Q e [0.8, 1] (ratio Q being defined by (2.1)) are plotted in
Fig. 5 in the case of v = 0,3 (so that rj = r? + 3.12). The following inequalities hold true

B\Q)<B9(S)<BV(S), e e [0.8,1].

Differences between B* and B° are considerable. If one assumes B° as exact difinition of B
deviations of B* from B° attain to 100% relative error.

0.010

0.005

0.001

0.80 0.82 0.84 0.86 0.88 0.90 0.92 03U 0.96 0.98 p

Fig. 4

Consider variations of moduli C°x,(g), C*(Q) and dffe). The family of curves C°x)(p)
covers the area between C(°0)G>) and C,(Q) or Cp.d.(e) curves. In Fig. 4 two curves C*(Q) —
= C(°i;3) and C(°i;2) lieing within the mentioned „admissible" area and a curve CA(@) outsi-
de this region are plotted.
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6.5. A range of applicability of two models due to Wozniak's concept. Analogously to the method
applied to ^-versions, cf. Sec. 5.3, an accuracy analysis of the two models due to Wozniak's
concept can be carried out: .

i) Wozniak-Klemm's variant. , ,
Examine approximations of functions $ap(k) (see [4]) corresponding to Eqs. (3.1) of

I version in which moduli A, /J,, oc, B' and C" are employed. An analysis will be restricted to
&3k and Sk3 (k - 1, 2, 3) functions approximations of which are non-trivial i.e. do not
result from neglect of higher order terms in the expansions (5.2), [4]. By virtue of an equality
03k = 0k3 it is sufficient to analyse three functions &k3, k = 1, 2, 3, only.

Approximation analysis of $ 3 3 ( k ) outlined in Sec. 5.3 makes it possible to evaluate the
errors of approximation of this function induced by Wozniak's models. Namely, bearing
in mind that Eq. (5.8) holds good, an analysis of approximation by the I model reduces to
the analysis of the case of % — 1/3. A curve g a , 3 ) is displayed in Fig. 3. On assuming the/
function to be approximated by g(i/3 ) with a 12% error a quantity A(x) (cf. Sec. 5.3) amounts
to XiU3) = 4-7i-l x.1.26b. Thus only smooth regular long „rotational waves" q> of Xd >
> A(1/3) may be admitted.

Consider a function <Z>t 3(k) and its approximation related to the I version. First few
terms of &i 3 written out explicitly read,

P-1—S13(k) s — T 2 c o s 2 6 > - - ^ - ( c o s 4 @ - 3 s i n 4 0 - 6 c o s 2 0 s i n 2 0 ) + (6.1)

where (ace. to notations introduced in Sec. 4.2) / • k = x (cos 6, sin &) whereas the follo-
wing expression

i 5 - 1 — 0 i 3 ( k ) ss i—T2cos20-2iTsin<9, /Sv = B" II (6.2)
a a i

corresponds to the first (I) version. The approximation errors being induced by (6.2) depend
considerably upon the wave vector direction and attain the greatest values when k2 = 0.
One can show that if lattice bars are slender (rj > 50, say) a relative error of evaluation of
absolute values of complex function &13 is not less than 15% for arbitrary kx > 0 and
amounts to 17% if cos 0 = 0.25. Thus no matter how the functions M" and 99 are regular
approximation errors of | 0 1 3 | are at least about 15%. In the case of kx = 0 the errors
induced by (6.2) are less than in the previous case and tend to zero provided k2 -*• 0. Defor-
mations of k — (0, k2) direction and of wavelengths %d j> &nl are associated with 4.6%
error of evaluating of \&i3\, and if Xd > Anl the errors increase to 15%.

Consider the errors of evaluating of | ^ 2 3 ( k ) | . The first few terms of &23 are

OC. J

(6.3)



PHYSICAL CORRECTNESS 67

Equations of the (I) version result from the approximation

. (6-4)

If kx = 0 the approximation errors vanish. For k2 = 0 & wavelength 8 • nl corresponds to
2.2% error of evaluating of |<Pas|j if h - 4rc/ an error amounts to 8.5%, In the case of
kx = k2 (© = n/A) wavelengths A,, > &nl correspond to 5% error, and if X<i > Ant— to
15% error.

The above analysis proves that approximation errors of \0ki\, k = 1, 2, 3, are of the
same order (12%—15%) in the case of wavelengths Xj > Anl.

ii) Variant II.
In this version approximation of | $ 3 3 | is considerably better than in the first (1) version.

A curve g

g(r) - -^jS33(k) = 4+ ^ T \ y = ĆJP

'•''-,"' ' 4

approximates the function/(cf. Fig. 5.2) with an error of 12% provided Xd > -~nl » 2.42b,

and with 3.2% error for Xd > 2nl.
Consider &13 function. According to the wave vector direction a relative error of

evaluating of \$13\ is less or great than that induced by Klemm-Wozniak's equations. In
the case of kl — 0, k2 > 0 an error of 9% is associated with deformations of wavelengths
li > 4- jil (in I version— 15%). The error decreases to 0% provided k 2 -+ 0. Assume
that kt > 0, k2 = 0. If kt -> 0 the error tends to 43% and decreases (what is a paradox) to
17% for X4 = 2nl. In the case/of kL = k2 the errors induced by both (I) and (II) versions
are identical.
Consider approximations of |<P23Ok)|. In both cases: kx = 0, k2 > 0 and kt> 0, k2 — 0
the errors are equal to those induced by the I version: 2.2% for A,, > 8sr/ and 8.5% if
la > Anl. In the case of kx = k2 an approximation error of \$23\ is equal to 16.5% provi-
ded Xd > 8?r/ thus it is greater than in the I version where this error is about 5%.

Therefore approximation errors of \<P3k\ hesitate: from inconsiderable errors induced
by the approximation of | $ 3 3 | to essential errors related to <P13 in the particular case of
k2 = 0. Note that in the case of deformations relevant to the vector k = (0, k2), displa-'
cement waves of Xd > Anl correspond to 10% errors what is rather a small value if one
takes into account that a wavelength lAd min = Anl is relatively short with respect to the
internode distance. Displacement waves of the direction k = (klt 0) are related to the
errors of about 40%. Thus the II variant is characterized by the lack of symmetry of
approximations; directions kt and k2 are not equivalent here.

7. Concluding remarks

Three Cosserat-type models for fine hexagonal grids have been analysed:
i) wariant I (due to Woźniak and Klemm) involving moduli X, JJL, a, B and C .
ii) wariant II in which moduli X, fi, a, B and C are employed ...,-.,,4,\ ,.„ • •
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iii) *-models with moduli X, fi, a, B° and C°K), « e [ 0 , xs).
In order to estimate ranges of applicability of the mentioned models approximation

errors of $3p and $>p3, ft — 1, 2, 3, induced by each approach, have been examined.
Ad i) It has been shown that approximation errors of \<Pk3\ are equal to ~ 15% for

deformation patterns of wavelengths Ad > 4nl. This value of errors results from the,
approximation of all of the functions &k3, k = 1, 2, 3

Adii) The considerable approximation errors pertain to the functions <Z>a3, a = 1,2
These errors depend upon the wave vector direction. To wave deformation patterns of
k = (fcj, 0) a 40% error of evaluation of \013\ is related

Ad iii) The essential errors occur in approximation of the function &33 and strongly
depend on a choice of a parameter x. In the limiti ng case of x = 0 an 18% error is related
to rotational wave patterns of kt > 4nl whereas if x — 1/3 an analogous error is equal to
12%.

The presented error analysis is obviously simplified since no relations between resulting
errors of the sought functions if and <p and errors of approximations imposed on functions

. &>u(k) have been given. Nevertheless the proposed accuracy analysis allows us to formulate
the following remarks.

1. It is impossible to suspect which of the versions considered (i + iii) induces the
greatest errors of evaluating displacements u1 and w2 whereas it is almost apparent that
the (ii) version should yield the best evaluation of nodal rotations (p.

2. The unstable variant x — 1 (iii) can be employed for examining local effects resulting
for instance from an influence of concentrated nodal loads.

3. The version (iii) allows us to consider an effect of changes of the parameter x on
solutions of boundary value problems. Computations performed for several values of
H e (0, xs) yield results which are divisible into two groups (a) and (b). Results of (a) type
are stable with respect to variations of « whereas the (b)-results do not satisfy the latter
condition. Apart from this, a zero-order Horvay's asymptotic model (see [4]) involving
displacements u1, u2 only, can be employed. Results of (a) type vary inconsiderably thus
only these results are reliable. Nevertheless results of (b) type are of great interest, because
despite the fact that their values are evaluated incorrectly, valuable qualitative information
is obtained. In cases of simple states of stress, to (a) group displacements belong while
rotations belong to (b) group.

The remarks formulated above are confirmed in [10] in the specific case of infinitely
long grid strip of hexagonal structure subjected to longitudinal forces. Specifically, the
remark 1 occured to be accurate; allthough approximations of nodal rotations are charged
with errors, the II version seems to induce the smallest ones. Nonetheless it should be
pointed out here that the Cosserat-type models provide the description qualitatively correct,
particularly the alternate vanishing variation of rotations of main and intermediate no-
des lieing along the lines perpendicular to the strip's horizontal axis being successfully
predicted.
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P e 3 w M e

AHAJIH3 <J>H3HraECKOH nPABHJIBHOCTH MOflEJIEtf THETA KOCCEPATOB
CET^ATLIX TEKCArOHAJILHtlX riJIACTHHOK

B pa6oTe pacaviaTpHBaeTCH npo6jiei«a 4>H3irqeci<OH KoppeKTHOCTH MHKponoJiHpHoit MOflejiH
rei<carOHaJibHbix ruiHCTHHOK. TIpoaHajiH3HpoBaHbi TpH BapnaHTa TaKnx TeopHft: RBe Bepciffl
B03HHKa H nceBflOKOHTHHyaJIbHŁie x-MOflCJIH nOJiytleHH nyTCM COOTBeTCTByiOIHHX MOflI«J)HKamiH

ypaBHenirii PoryjiH — KyunHa.
Ynpyrne CBOHCTBa pemeTKH onpefleJiHioicn npn noMoiuH acbcbei-ciHBHbix Moflyjieii A, ft, a, B H C.

llepBbie Tpa KOHcraHTbi onpeflejieHbi oflHO3Ha^HO, B TO BpeMH IOK 3:Mm<ponon3pHbie" MOflyxm B H C
3a6ncHT OT Bbt6opa BapHaHTa MCTORa KOHTKHyaJihHoft onHCH peme'TKH. KpoMe Toro, aHami3HpóBaHHbie

6pa3om y<jHTWBaioT BJIHHHHC Harpy30K B „nocpeflCTBeHHbix" y3nax KOHCTpyKUHH.
BepcHH onHCH Tuna KoccepaTOB OTseMaeT neKoiopaH,aHnpoKCHMai(HH (byHKL(nH &ap(fs)

B oKpecTHocTH K = 0. IIpeflCTaBJieH anajma npn6jiH>KeHHH Tex (byHKL(HH c noMomio KOToporo tbopniy-
jinpyioTCH rnnoTe3bi KacaiouniecH rpaHim npHMeHemiH flHdpdpepeimHHjibHbix MOfleneft.

S t r e s z c z e n i e

ANALIZA FIZYCZNEJ POPRAWNOŚCI MODELI TYPU COSSERATÓW
PRĘTOWYCH TARCZ HEKSAGONALNYCH

W pracy podjęto problem fizycznej poprawności modelu mikropolarnego prętowej tarczy heksago-
nalnej. Dokonano analizy trzech wariantów teorii wykorzystującej ten model: dwie wersje teorii Woźniaka
oraz pseudokontynualne x — modele otrzymane drogą modyfikacji równań Roguli i Kunina.

Właściwości siatki są określone za pomocą modułów zastępczych A, fi, a, B i C. Pierwsze trzy stałe są
jednoznacznie określone, podczas gdy moduły „mikropolarne" B i C zależą od wyboru wariantu metody
kontynualnego opisu tarczy. Ponadto analizowane wersje w różny sposób uwzględniają obciążenia przy-
łożone do węzłów pośrednich.

Każdej wersji opisu typu Cosseratów odpowiada pewna aproksymacja funkcji <Pap(M) w otoczeniu
k = 0. Przeprowadzono analizę aproksymacji tych funkcji i na jej podstawie sformułowano hipotezy do-
tyczące obszarów stosowalności omawianych modeli różniczkowych.

Praca została złożona w Redakcji dnia 19 września 1983 roku
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WPŁYW GRUBOŚCI NA NOŚNOŚĆ GRANICZNĄ I STAN ODKSZTAŁCENIA
PŁASKICH ELEMENTÓW Z KARBAMI PROSTOKĄTNYMI

O RÓŻNEJ OSTROŚCI

JÓZEF MlASTKOWSKI
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1. Wprowadzenie

Znaczna liczba elementów maszyn i konstrukcji inżynierskich ma postać płaskich prętów
osłabionych karbami. Karby te są przyczyną koncentracji naprężeń, które mogą znacznie
przewyższać średnią wartość naprężeń obliczonych jako iloraz siły przez pole przekroju
poprzecznego.

Przy obciążeniach quasi-statycznych określenie rozkładu naprężeń i teoretycznej noś-
ności granicznej płaskich elementów z karbami jest możliwe w dwóch skrajnych przypad-
kach, a mianowicie, dla płaskiego stanu odkształcenia i dla płaskiego stanu naprężenia.

Rozwiązanie kompletne dla płaskiego stanu odkształcenia jest możliwe, o ile stosunek
części poza karbem 2c do przewężenia 2h (rys. lb) jest na tyle duży, że pole linii poślizgu
leży całkowicie wewnątrz konturu pręta [1, 2]. Jeżeli jednak wartość parametru x = c/A jest
mniejsza od wartości wynikającej z przedłużenia siatki linii poślizgu w obszar sztywny
(rys. 2), możliwe jest jedynie oszacowanie górnej i dolnej oceny nośności granicznej.

W rzeczywistych konstrukcjach występują często elementy, których grubość (wymiar
2b na rys. 1) nie jest na tyle mała, aby powstał płaski stan naprężenia, ani na tyle duża, aby
powstał płaski stan odkształcenia. Powstaje wówczas ważny problem, kiedy teoretyczne
schematy płaskiego stanu naprężenia i płaskiego stanu odkształcenia mogą stanowić dobre
przybliżenie rzeczywistych warunków panujących w elementach o pośredniej grubości.
Próba teoretycznej analizy tego zagadnienia, polegająca na doborze odpowiednich pól
kinemalycznie lub statycznie dopuszczalnych, może dać jedynie przybliżoną ocenę wielkości
2b, niezbędnej dla powstania stanu zbliżonego do płaskiego stanu odkształcenia. Całkowicie
pewne informacje mogą być uzyskane jedynie w sposób doświadczalny!

W. S. Żukowski [4, 5, 6] wykazał, że w prętach stalowych z karbami kątowymi stan
odkształcenia zbliżony jest do płaskiego dla stosunku b/h > 4.

W pracy W. Szczepińskiego i J. Miastkowskiego [7] wartość stosunku b/h jest większa
od 2 w prętach stalowych z karbami prostokątnymi o zaokrąglonych narożach.

W pracy W. N. Findleya i D. C. Druckera [8] wartość stosunku b\h = 7 dla płaskich
prętów aluminiowych oraz b/h = 4 dla próbek stalowych osłabionych odpowiednio na-
cięciami kątowymi i prostokątnymi z zaokrąglonymi narożami.
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W pracy autora [9] stwierdzono, że w prętach ze stopu aluminium, osłabionych karbami
kątowymi, płaski stan odkształcenia praktycznie realizuje się już dla stosunku b/h > 3.

Z przytoczonego przeglądu prac wynika duża różnorodność ocen wartości granicznej
parametru A = b/h, którą dla celów praktycznych można z dobrym przybliżeniem przyjmo-
wać za początek realizowania się w elementach z karbami płaskiego stanu odkształcenia.
Podstawową przyczyną tej rozbieżności jest to, że% pracach tych badania przeprowadzane
były w sposób wycinkowy i fragmentaryczny. Wyniki te więc nie dają podstaw do uogól-
nień, zwłaszcza, że badania przeprowadzano na próbkach wykonanych z różnych materia-
łów i osłabionych karbami o odmiennych konfiguracjach.

Próbę wyjaśnienia tego zagadnienia podjął autor w pracy [10] w oparciu o badania
płaskich elementów wykonanych z dwóch różnych stopów aluminium i osłabionych karba-
mi okrągłymi o różnej ostrości. Stwierdzono, że w przypadku karbu okrągłego, graniczna
wartość stosunku grubości do przewężenia, powyżej której w elemencie powstają warunki
płaskiego stanu odkształcenia, waha się od 2 do 7,5. Wartość ta zależy od rodzaju materiału
i od ostrości karbu. W świetle tych wyników łatwiej zrozumieć spotykaną w literaturze
różnorodność ocen granicznej wartości parametru A = h/h.

W prezentowanej pracy zajęto się pokrewnym zagadnieniem, a mianowicie podjęto
próbę określenia warunków powstawania płaskiego stanu odkształcenia w elementach
osłabionych karbami prostokątnymi o różnej ostrości.

2. Rozwiązanie sztywno-plastyczne dla płaskiego stanu odkształcenia

Teoria stanu naprężenia i odkształcenia w płaskim pręcie osłabionym obustronnie
symetrycznymi wycięciami i poddanym rozciąganiu jest oparta na założeniu, że panuje
w nim płaski stan odkształcenia. Teoretycznie nastąpi to wtedy, gdy stosunek bjh (rys. lb)
dąży do nieskończoności. Jednakże, jak wykazują wyniki badań doświadczalnych, rozwiąza-
nia dla płaskiego stanu odkształcenia mają praktyczne znaczenie już przy grubości b kilka-
krotnie przewyższającej charakterystyczny wymiar h. Określenie więc na drodze ekspery-
mentalnej, kiedy teoretyczne schematy płaskiego stanu odkształcenia mogą stanowić dobre
przybliżenie rzeczywistych warunków, stanowi istotny problem naukowy. Jest to o tyle
ważne, że w wielu rzeczywistych konstrukcjach występują elementy o skończonej wartości
stosunku bjh.

Wyznaczenie obciążenia granicznego elementów osłabionych symetrycznymi nacięciami
o dowolnym kształcie oparte jest na założeniu, że cały najwęższy przekrój ulegnie uplastycz-
nieniu. Stan naprężenia w sąsiedztwie brzegu jest wówczas zależny jedynie od istniejących
na nim warunków. Kontur karbu jest brzegiem swobodnym, a więc warunki brzegowe są
na nim jednoznacznie określone. Rozwiązując zagadnienie brzegowe Cauchy'ego można
wyznaczyć z obu stron symetryczne siatki linii poślizgu do osi pręta (wstawka na rys. 2).
Metoda podana przez R. Hilla [11] pozwala obliczyć w sposób numeryczny rozkład na-
prężeń i nośność graniczną dla dowolnego kształtu karbu [2]. Analiza teoretyczna wykazuje,
że naprężenia normalne na osi próbki z karbami są znacznie większe od naprężeń równych
granicy plastyczności materiału <rpl, występujących w skrajnych punktach zewnętrznych
[2]. Rozkład naprężeń normalnych zależy od kształtu karbu. W pewnych przypadkach
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naprężenia na osi są przeszło dwu i półkrotnie większe od <rpl. Jak wiadomo, jest to związa-
ne z istnieniem trójosiowego stanu naprężenia w wewnętrznych punktach najmniejszego
przekroju. Taki rozkład naprężeń w chwili połączenia się obszarów plastycznych powoduje
że nośność graniczna P*j prętów z karbem jest większa niż prętów gładkich o takim samym
przekroju P p l . Liczbowe ujęcie tego zjawiska określa współczynnik zwiększenia nośności
granicznej /określany z zależności:

Dla rozpatrywanych w pracy karbów prostokątnych wykres wartości współczynnika
zwiększenia nośności granicznej / w funkcji ostrości karbu /? = e/h przedstawiono na
rys. 2. . . - " ' . .

2.1. Przedłużenie siatki linii poślizgu w obszar sztywny. Całkowitą pewność, że maksymalna si-
ła, określona nośnością graniczną najmniejszego przekroju, może być przeniesiona przez
pozostałe przekroje elementu bez naruszenia warunku plastyczności, można uzyskać budu-
jąc przedłużenie siatki linii poślizgu z otoczenia nacięć na przylegające obszary (wstawka na
rys, 2) [2]. Pozwala to określić optymalną szerokość 2c (rys. 1) części nieosłabionych. Sposób
budowy przedłużenia siatki linii poślizgu w obszar sztywny podał J. F. W. Bishop [1]. Tak
zbudowane pole naprężeń w sztywnej części pręta jest statycznie dopuszczalne. Określone
na tej podstawie bezpieczne szerokości części chwytowych dla elementów osłabionych kar-
bami o dowolnych kształtach przedstawione zostały w opracowaniu [2]. Dla rozpatrywa-
nego w pracy przypadku elementu z nacięciami prostokątnymi wykres bezpiecznej szero-
kości części poza karbem « = c/h w funkcji ostrości karbu /S = ejh podano na rys. 2.

Drugą charakterystyczną wielkością przedłużenia w obszar sztywny siatki linii poślizgu
jest wymiar s (rys. 2). Wymiar ten ma duże znaczenie praktyczne, zwłaszcza przy analizie
nośności granicznej elementów z wieloma karbami. Pozwala ocenić minimalną odległość
między nimi, przy której ich wzajemny wpływ zanika. Wykres rj = sjh w funkcji /S = e/A,
dla rozpatrywanego przypadku karbów prostokątnych, podano również na rys. 2.

3. Doświadczalne badanie stanu odkształcenia
w elementach z karbami prostokątnymi

3.1. Przebieg doświadczenia. Próbki do badań wykonano ze stopu aluminium PA2 (AlMg2).
Kształt karbu oraz wymiary próbek podane zostały na rys. lb. Łącznie z próbkami bez
karbu (dwie próbki) badaniom poddano 47 próbek. Wszystkie próbki miały stałą wartość
wymiarów Ih i 2c, przy czym szerokość części chwytowej 2c była tak określona, aby w żad-
nym z rozpatrywanych przypadków nie była mniejsza od wynikającej z przedłużenia linii
poślizgu w obszar sztywny (rys. 2). Końce próbek, przeznaczone do mocowania w uchwy-
tach zrywarki, mają celowo zmniejszoną szerokość, aby zwiększyć osiowość obciążania
i zapobiec ewentualnemu ich zginaniu w procesie rozciągania. Warto podkreślić,'że wszyst-
kie próbki, zarówno z karbami, jak i bez karbu, były wycinane z płyty w jednym określo-
nym kierunku (rys. la). Próbki z karbami podzielono na 5 grup, które różniły się między
sobą ostrością karbów (i = ejh. Wartości pięciu parametrów /?, charakterystycznych dla
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każdej grupy, podano na rys. 7. W każdej grupie było dziewięć próbek o różnej grubości
(rysunki: 4, 5 i 6). ..•;:•

Odkształcenia mierzoao z dokładnością do 0,001 mm za pomocą dwóch tensometrów
mechanicznych umieszczanych po obu stronach próbki na bazie pomiarowej 60 mm.
Wydłużenie określano jako średnią wartość wskazań obu czujników. Mierzenie odkształ-
ceń na dwóch przeciwległych powierzchniach próbki ± b pozwoliło sprowadzić do minimum
błędy pomiaru wydłużeń powstające w wyniku ewentualnego zginania próbki. Stwierdzono,
że powyższa metoda badań zapewniła otrzymanie dobrych wyników doświadczeń. Wykresy
krzywych obciążenie-wydłużenie cechowała duża regularność przebiegu. Typowe krzywe
rozciągania próbek gładkich i z karbami pokazano odpowiednio na rys. 3 i 4. Wobec braku
na krzywych wyraźnego momentu pełnego uplastycznienia przekroju określano umowną

150
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tg a, =0,2 tg a X=b/h
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granicę plastyczności. Utożsamiano ją z punktem, w którym moduł stycznej osiągał wartość
0,2 tga. Przez a oznaczono kąt, jaki tworzy początkowo prostoliniowa część wykresu
z osią wydłużeń (rys. 3 i 4). Określone w powyższy sposób wartości umownych granic
plastyczności były podstawą do określenia współczynnika zwiększenia nośności granicznej
/ (rys. 7) oraz do określenia grubości granicznej, przy której w elemencie pojawia się stan
odkształcenia zbliżony do płaskiego.

3.2. Wyniki badań. Materiał PA2, z którego wykonano próbki, jest bardzo podatny do
obróbki plastycznej na gorąco i na zimno. Stosowany jest do wyrobu średnio obciążonych
elementów konstrukcji lotniczych, okrętowych, budowlanych i pojazdów mechanicznych,
a także urządzeń przemysłu chemicznego i spożywczego. Umowna granica plastyczności,
określona wyżej opisaną metodą stycznej, crpl = 91,25 MPa. Wytrzymałość na rozciąganie
am — 201,5 MPa. Określano ją z zależności:

_
^ m —

gdzie P m o x jest największą siłą rozciągającą działającą na próbkę, a Fo — powierzchnią
przekroju poprzecznego próbki. Wartości umownej granicy plastyczności i wytrzymałości
na rozciąganie są określone jako średnie z dwóch prób (rys. 3).

Na podstawie badań elementów z karbami określono wartości granic plastyczności o-*t

wytrzymałości a*. Wytrzymałość na rozciąganie określano, podobnie jak próbek bez kar-
bu, z zależności:

p*
* •* max

°m — p >

gdzie Pmax jest największą siłą rozciągającą próbkę z karbem.
Otrzymane wartości a*i i er* były podstawą do sporządzenia wykresów tych wielkości

w funkcji grubości X = b/h. Wykresy te wyznaczono dla pięciu grup próbek, a więc dla
wszystkich pięciu wartości parametru $•— e/h charakteryzujących ostrość karbu. Na rys.
5 i 6 podano przykładowo przebieg tych wykresów dla dwóch wartości (i.

Rozpatrzmy teraz przebieg wykresu c*, na rys. 5. Widać wyraźnie, że zależność ta ma
początkowo przebieg krzywoliniowy, a następnie przechodzi w prostoliniowa fazę ustabili-
zowaną. Prostoliniowa część wykresu bierze początek w punkcie przecięcia z przerywaną
linią o równaniu I = 4,8. Oznacza to, że od wartości X = 4,8 przyrost grubości próbki nie
ma wpływu na wielkość granicy plastyczności. Możnna więc uważać, że w rozpatrywanym
przypadku dla X ^ 4,8 w elemencie realizuje się stan odkształcenia bliski płaskiemu. Tę
wartość parametru X, od której bierze początek prostoliniowa faza wykresu or*,, nazwano
wartością graniczną i oznaczono przez Xei. W podobny sposób określono wartości graniczne
parametru XtI dla pozostałych grup próbek, osłabionych karbami o innej ostrości. Drugi
taki przykład podano na rys. 6. W tym przypadku Agr =• 5,6. Przebieg pozostałych wykre-
sów podano w postaci zależności współczynnika zwiększenia nośności granicznej/w funkcji
grubości X = b/h (rys. 7). Z rys. 7 wynika, że najszybciej stabilizuje się wykres odpowiada-
jący karbom o największej ostrości. W elementach osłabionych nacięciami łagodnymi, stan
graniczny pojawia się znacznie później, a więc dla większych grubości.
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Obok wykresów odpowiadających granicy plastyczności o1*,, dla wszystkich pięciu grup
próbek sporządzono także wykresy wytrzymałości na rozciąganie <r* w funkcji grubości
A = b/h. Widać wyraźnie, że wartości graniczne grubości są różne dla a*, i o*.

Na rysunku 8 podano wykres parametru Xat, charakteryzującego graniczną grubość
elementu osłabionego nacięciami prostokątnymi, w funkcji ostrości karbu /? = ejh. Przebieg
krzywej wskazuje, że w elementach osłabionych karbami ostrymi graniczne grubości są
niższe od tych, które odpowiadają karbom o mniejszej ostrości.
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4. Wnioski

Na podstawie wyników przeprowadzonych badań można stwierdzić, że ostrość karbu
jest istotnym czynnikiem warunkującym pojawienie się w rzeczywistym elemencie stanu
granicznego zbliżonego do płaskiego stanu odkształcenia.

W elementach osłabionych nacięciami ostrymi stan graniczny pojawia się szybciej (przy
mniejszej grubości), niż to mamiejsce w prętach z karbami łagodnymi, o dużych szero-
kościach 2e (rys. 8).
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BJIHHHHE TOJimHHLI HA HECYmYIO CnOCOBHOCTŁ IMOCKHX CTEPJKHEfł
C nPilMOyrOJILHtlMM HAJQ;PE3AMH P A 3 J I H ^ H O K TEOMETPHH

pe3ym>TaTbi 3KcnepHMeirra.jiLHoro nccjie,noBaHHH BJIIMHJM TOJUHKHH o6pa3ua c npa-
MoyrojiEHMM Ha,Kpe3OM pasiumnoii reoMexpHH Ha ero Hecymyio cnoco6nocTt.

Onpeflejienbi npefleJiŁHwe TOJUITHHBI CTepWHeft, npn KOTopwx peajmayeTCH imocKoe fle(J)opMHpo-
BaHHoe cocTOHime.

S u m m a r y

THE INFLUENCE OF THE THICKNESS ON THE YIELD LOAD OF ELEMENTS WITH
A RECTANGULAR NOTCH OF VARIOUS GEOMETRY

The influence of the thickness on the yield load of elements with a rectangular notch of various
geometry was tested. The limit values of the thickness for which practically the plane state of strain OCCUTS
were determined.

Praca została złożona w Redakcji dnia 22 listopada 1983 roku
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GRANICZNE ZAGADNIENIA ODWROTNE DLA RÓWNANIA FALOWEGO

KRZYSZTOF GRYSA

Politechnika Poznańska

Wstęp

Równanie falowe było wielokrotnie rozważane w literaturze naukowej ze względu na
rozliczne jego zastosowania. Głównie badano je pod kątem znalezienia rozwiązań zagad-
nień początkowych bądź początkowo-brzegowych.

Tak zwane zagadnienia odwrotne dla równania falowego zaczęto badać stosunkowo
niedawno. Przez takie zagadnienia rozumiano przy tym różnego typu problemy, m.in.

— zagadnienia wyznaczania nieznanych, stałych lub zmiennych współczynników w rów-
naniach,

— zagadnienie identyfikacji funkcji opisującej źródła zaburzeń,

— zagadnienia identyfikacji obciążeń brzegu obszaru (tzw. graniczne zagadnienia
odwrotne) i inne.

W odróżnieniu od nich zagadnienia początkowo-brzegowe zwykło się nazywać zagad-
nieniami prostymi lub bezpośrednimi, [10].

Prace poświęcone zagadnieniom odwrotnym dla równania falowego spotyka się w li-
teraturze stosunkowo rzadko. Rozważane są głównie zagadnienia jednowymiarowe, wśród
których — wg rozeznania autora — nieliczne są prace dotyczące granicznych zagadnień
odwrotnych. Istotą tego typu zagadnień jest poszukiwanie warunków panujących wewnątrz
i na brzegu rozważanego obszaru na podstawie tzw. wewnętrznych odpowiedzi przy zna-
nych warunkach początkowych. Wewnętrzne odpowiedzi są przy tym znane na pewnej
powierzchni (krzywej, zbiorze punktów izolowanych — zależnie od tego, czy rozpatrujemy
zagadnienie trój-, dwu- czy jednowymiarowe) wewnątrz rozważanego obszaru, przy czym
mogą to być przemieszczenia, prędkości lub inne wielkości.

W pracy niniejszej rozważane są wielowymiarowe graniczne zagadnienia odwrotne dla
równania falowego. Na podstawie teorii potencjałów wprowadzono reprezentacje całkowe
rozwiązań pewnych zagadnień prostych, a następnie sformułowano równania całkowe, poz-
walające rozwiązywać zagadnienia odwrotne. Są to równania na gęstość potencjału opóź-
nionego warstwy pojedynczej. Równania te wykorzystano przy rozwiązywaniu trzech jed-
nowymiarowych zagadnień odwrotnych, dla których wyznaczono rozwiązania ścisłe.

6 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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1. Potencjały opóźnione

Rozważmy równanie falowe

- 4r -£--) u(x, t) = - - i/( X ] o, (x, o e o x r, (i)
gdzie 42 jest pewnym obszarem regularnym o brzegu kawałkami gładkim. £? <= i?1", gdzie
Em jest w-wymiarową przestrzenią euklidesową; m = 1, 2, 3. Ponadto c = const > 0
jest prędkością falową, «(x, t) jest funkcją klasy C2a naQxT, gdzie T = (0, t0), t0 < + oo,
oraz/(x, t) jest lokalnie całkowalna na Qx T.

Jeśli położymy f(x, t) = 6(t)6(x-y), (x, t)eEmxT, yeEm, wówczas rozwiązanie
równania (1) otrzymujemy w postaci (por. [1], § 9.13, [2], § 5.9):

4nrcz

rj(t-rlc) gdyx,ye£ 2 , (2)

i v ( t - r j e ) gdy x, y e E \ teT,

gdzie 4(")J e s t dystrybucją delta Diraca, r = ]x—y|, a^(-) jest funkcją Heaviside'a. Funk-
kcję V(x-y, t) nazywamy rozwiązaniem podstawowym równania (1).

Wykorzystując rozwiązanie podstawowe wprowadza się potencjały opóźnione, które
tutaj zapiszemy w postaci całek ze splotów rozwiązania podstawowego i odpowiednich
gęstości.

Potencjałem opóźnionym warstwy pojedynczej nazywamy całkę

WS{x,t\H) = c2 J > ( x - £ , t)*H(S,t)dS{C), (k, t)eEmxT, . (3)
ta

gdzie gęstość potencjału, H(C,7), jest funkcją klasy C 0 > 2 na 8'Q x T, 8Q jest brzegiem ob-
szaru Q c E'", * zaś oznacza splot rozumiany następująco:

(/*£)«= !f(r)g(t-r)dt, taT. (4)
o

Potencjałem opóźnionym warstwy podwójnej nazywamy całkę

WD(x, t\G) = c2 f a F ( * ~ ; j ' 0 *(?«, 0 ^ ( 0 , (x, 0 e £ m x T, (5)

gdzie gęstość potencjału, G(£, f), jest funkcją klasy CU2 nadQxT oraz 8( )/Sn = n • y ( ) ;
n(^) jest normalną zewnętrzną w punkcie S,eBQ. ;

Potencjałem opóźnionym objętościowym nazywamy całkę

wv(x, t\f, u0, v0) - / [wo(y)+«o(y) jp +f(y, 0 *] v{x - y, o^Ky), (6)

(x, 0 e Em x T, gdzie funkcja MO(X) jest klasy C3 na Q, funkcja o0(x) jest klasy C2 na JO,
funkcja zaś/(x, 0 . (x, 0 e Qx T, jest klasy C0-2 na D x T, ograniczona na Q, [7], s. 250
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Potencjał WD oraz pochodna normalna potencjału WS doznają skoku przy przejściu
z argumentem x do brzegu 8Q. Zachodzą związki, [3]:

>t)lG) m \[1 - c a j f l ) ] ^ , o +

t e f, gdzie fl' = E'"\Q, oraz

J
t e T, gdzie znak „ + " dotyczy przypadku, gdy x 6 Q, a znak „ - " — gdy x e Q'. Funkcja
C(x; fl) jest uogólnioną funkcją Heaviside'a i ma postać'

1, gdy xelntQ, intQ = Q\8Q,

rt HN 1 / 2 ' gdyx =
C(x, u) - e 6 ( 0 , l), gdy x =

0, g d y x e i 3 ' ,

gdzie 3SQ oznacza zbiór punktów gładkości powierzchni BQ, [4], Wartość e jest równa
stosunkowi kąta bryłowego, jaki tworzy powierzchnia dQ w punkcie C, do pełnego kąta
bryłowego (por. także [5], s. 52 - 53). Całki po prawej stronie wzorów (7) i (8) rozumie się
w sensie wartości głównej Cauchy'ego, [6], s. 155.

Można udowodnić, że potencjał WS jest funkcją ciągłą na brzegu 8Q obszaru Q dla
teT.

W dalszych rozważaniach przy obliczaniu pochodnej normalnej nie będziemy rozróż-
niać zbioru punktów gładkości brzegu, 8SQ, od brzegu 8Q, gdyż krawędzie i wierzchołki
będziemy traktować jako domknięcia jednego z płatów ograniczonych daną krawędzią
czy krawędziami, zbiegającymi się w danym wierzchołku. W praktyce obliczeniowej de-
cyzję o tym, do którego płata powierzchniowego dołącza się krawędź (wierzchołek) po-
dejmuje się w oparciu o przesłanki natury fizykalnej.

2. Reprezentacje całkowe rozwiązań zagadnień prostych

W oparciu o twierdzenie o wzajemności, [2], s. 370, można udowodnić następujące
twierdzenie o reprezentacji całkowej rozwiązania równania falowego, [2], s, 372-373:
Twi er d z e n i e 1

Niech Q c E'" będzie obszarem regularnym o brzegu 8Q. Niech funkcja u(x, t) klasy
C 2 ' 2 na Q x Tspełnia równanie (1). Wówczas dla x e F m a miejsce następująca reprezen-
tacja całkowa:

C{x;Q)u(x,i) = WS\x,t - WD(x, t\u)+WV(x, t\f, u0, v0), (10)

gdzie wo(x) jest klasy C 3 na Q, vo(x) jest klasy C2 na Q,f{ •, t) jest ograniczona i ciągła na
^>/(x> 0 jest klasy C 2 na T oraz
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(11)

a C(x; Q) określona jest wzorem

C(x;Q), gdy x£8Q,
(12)

lim
(-+0

lim
(-.0

8u(x,
8t

K.

u(x,

t)

GRYSA

0 = wo(x)f

xeQ,

Dla x = | 6 542 całki powierzchniowe po prawej stronie wzoru (10) rozumie się w sensie
wartości głównej Cauchy'ego. •

Na podstawie twierdzenia 1 można udowodnić inne twierdzenia o reprezentacjach roz-
wiązań zagadnień prostych. Mogą to być tak reprezentacje bazujące na potencjale warstwy
pojedynczej, jak i na potencjale warstwy podwójnej. Poniżej przedstawiamy twierdzenia
dotyczące kilku reprezentacji całkowych rozwiązań zagadnień prostych.
T w i e r d z e n i e 2

Niech Q c Em będzie obszarem regularnym o brzegu 8Q. Niech funkcja w(x, t), klasy
C2'2 na Qx T, spełnia równanie (1) z warunkiem brzegowym

l i m « ( x , 0 = « 6 d . 0 . t e T

oraz z warunkami początkowymi (11). Funkcja ub(£, t) jest przy tym klasy C 1 ; 2 na 8Q x T.
Wówczas funkcję M(X, t) można wyznaczyć ze wzoru

K(X, 0 - WS(x, t\H) + WV(x, t\f, u0, ©o). (x, 0 e I n t f l x T, (14)

przy czym gęstość potencjału warstwy pojedynczej spełnia następujące równanie całkowe:

WS{$, t\H) = utf, t) - WV{t;, t\f, u0, vo), (%, t) e8Q x T. a (15)

Dowód:
Rozważmy dwa problemy propagacji fal, w obszarze Q i w jego dopełnieniu Q' =

= E'"\Q. Niech prędkości fal w obu obszarach będą równe c. Założymy, że w obszarze Q
fala opisana jest funkcją u'(x, t), (x, t) e Qx T, spełniającą warunek brzegowy (13) i wa-
runki początkowe (11). W obszarze Q' fala opisana jest funkcją u"(x, t), (x, t) e Q' x T,
równą funkcji w'(x, t) dla (x, t) eBQxT. W obszarze Q' zakładamy zerowe warunki
początkowe oraz brak źródeł zaburzeń. Na mocy twierdzenia 1 można napisać następujące
reprezentacje całkowe funkcji u' oraz u":

C(x;Q)u'(x,t) = WS\x,t

C(x;Q')u"(x,t)= Wslx,t

^ - WD(x, t\u')+WV(x, t\f, u0,
(16)

8u"' ]j-WD(x,t\u"),(x,t)eE'"xT,
8n"

Dodając związki (16) stronami i oznaczając

M(x, 0 = C(x; Q)u\x, t) + C(x; Q')u"(x, t), (x, t) eEm x T (17)

($,t)edQxT, n"= -n', (18)
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otrzymujemy wzór (14). Tutaj n' oznacza normalną zewnętrzną do dii. Gęstość potencjału
WS, H(J;, t), wyznacza się z równania całkowego (15), które otrzymuje się, wykorzystując
(14), (13) i ciągłość potencjału WS na powierzchni dii.

W związkach (16) potencjały WD dla x = Ł, e 8 ii rozumie się w sensie wartości głównej
Cauchy'ego. a
T w i e r d z e n i e 3

Niech ii c Em będzie obszarem regularnym o brzegu 80s. Niech funkcja w(x, t) klasy
C2'1 na iix T spełnia równanie (1) z warunkiem brzegowym (13) oraz z warunkami po-
czątkowymi (11). Wówczas funkcję t/(x, t), (x, t) e Int iixT można wyznaczyć ze wzoru

«(x, 0 = - WD(x, t\G)+WV(x, t\f, H0, o0), (19)

przy czym gęstość potencjału warstwy podwójnej spełnia następujące równanie całkowe dla

, 0 - JKD(«, f|G) = K6(£, t) - WV(Ę, t\f, u0, v0), (20)

Całkę WD po lewej stronie równania (20) rozumie się w sensie wartości głównej Cauchy'ego.
D
Dowód:

Rozważmy dwa problemy propagacji fal, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.
Załóżmy przy tym, że funkcja w"(x, t) nie spełnia warunku (13), spełnia natomiast warunek
następujący:

| £ « , 0 - -"fjprtf.O. C«r*)GftOx7\ (21)
gdzie n' = — n" jest normalną zewnętrzną do 3i3.

Dla funkcji «'(x, <) i w"(x, 0 prawdziwe są reprezentacje (16). Dodając je stronami,
wprowadzając oznaczenie (17) oraz oznaczając

G(£,0 = «'(£,0~«"(£,0> (S,t)e3QxT; (22)
otrzymujemy wzór (19). Gęstość potencjału WD, (?(£, t), wyznacza się z równania całko-
wego postaci (20), które otrzymuje się, wykorzystując (19), (13) i (7).
T w i e r d z e n i e 4

Niech ii c Em będzie obszarem regularnym o brzegu dii. Niech funkcja w(x, t) klasy
C2-2 na ii x T spełnia równanie (1) z warunkami początkowymi (11) i z warunkiem brze-
gowym

Hm WjdL-u&.t), tsT, (23)

gdzie «„(£, 0 jest funkcją klasy C0 > 2 na 3i3 x 71.
Wówczas funkcję M(X, 0, (x, t) elntQx T, można wyznaczyć ze wzoru (14), przy czym

gęstość potencjału warstwy pojedynczej spełnia następujące równanie całkowe dla (£, t) e
ediixT:

sh (24)

= «„({, 0 - ~ WVCS, t\f, Mo, «o).
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Całkę powierzchniową po lewej stronie równania całkowego (24) rozumie się w sensie
wartości głównej Cauchy'ego. •

Dowód twierdzenia 4 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2. Równanie całkowe (24)
otrzymuje się wykorzystując (14), (23) i (8).
T w i e r d z e n i e 5

Niech Q c E'" będzie obszarem regularnym o brzegu 8Q. Niech funkcja u(x, t) klasy
C2'2 na Q x Tspełnia równanie (1) z warunkami początkowymi (11) i z warunkami brzego-
wymi postaci (13) na części Sy brzegu oraz postaci (23) na części S2 = 8Q\Sl. Wówczas
funkcję u(x, t) można wyznaczyć ze wzoru (14), przy czym gęstość potencjału opóźnionego
warstwy pojedynczej, H(C, t), (£, t)e 8QxT, spełnia następujące związki całkowe: równa-
nie (15) dla (£, t)eSj.x.Toraz równanie (24) dla (£, t)eS2xT. o
Dowód:

Postać (14) reprezentacji całkowej funkcji u(x, t), (x,t)e lnt Q x T, jest niezależna od
rodzaju warunków brzegowych (por. dowód tw. 2). Jak pokazano w dowodach twierdzeń
2 i 4, z postaci (14) funkcji u(x, t), (x, ł) e lnt Q x Ti z własności potencjału WS na brzegu
3Q obszaru Q wynikają związki (15) i (24). W szczególności gdy dla (£, t) eSlx T, okreś-
lona jest funkcja ub(C, t), a dla (£, t) e S2 x T— funkcja «„(§, t); wówczas gęstość H{g, t)
potencjału WS musi spełniać odpowiednio równanie (15) dla (£, t) e SxxTi równanie (24)
dla (C, t)eS2*T. a

Można udowodnić, że jeśli istnieje rozwiązanie układu równań całkowych na gęstość
H(£, t), (C, t) e dQx T, potencjału WS, tzn. układu składającego się z równań (15) dla
(<*, 0 e St x T i (24) dla (£, ł) e S2 x T, to jest ono jednoznaczne.

3. Równania całkowe dla zagadnień odwrotnych

Jak już wspomniano we wstępie, zajmiemy się tylko granicznymi zagadnieniami odwrot-
nymi, tzn. zagadnieniami, w których wyznacza się funkcję M(X, t), (x, t) e (Q\dQ*)xT,
na podstawie tzw. wewnętrznej odpowiedzi (w skrócie WO), którą jest funkcja opisująca
przemieszczenia lub inne wielkości dla (x, t) e 8Q* x T, gdzie 8Q* jest powierzchnią regu-
larną, ograniczającą obszar Q* c Q <= Em.

Przyjmiemy następującą definicję WO:
Definicja

Niech Q c Em będzie obszarem regularnym o brzegu 8Q. Niech i3* c Q będzie obsza-
rem regularnym o brzegu 3Q*. Niech T = (0, t0), t0 < + co, będzie przedziałem czasowym.

a) Funkcja u*(x, t), (x*, t) e 8Q* x T, może opisywać WO przemieszczeni ową (WOP),
eśli «*(x*, t) jest klasy C2'2 na 8Q* x T.

b) Funkcja g*(x*, t), (x*, t) e 8Q* x T, może opisywać WO typu gradientowego lub
odkształceniowego (WOO), jeśli g*(x*, 0 jest klasy C 1 ' 2 na 8Q* x T. Poszukiwana funkcja
M(X, t), (x, t) e Q x T, będąca rozwiązaniem równania (1), musi wówczas spełniać warunek

Hm - * g l i L . *•(*•, Q. teT, (25)

gdzie n(x*) jest normalną zewnętrzną do dQ*.
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c) Funkcja u*(x*, t), (x*, 0 e dQ* x T, może opisywać WO prędkościową (WOV), jeśli
©*(x*, 0 jest klasy C2A na dQ* xT. a

W zbiorze dQ* x T dopuszcza się istnienie hiperpowierzchni na których WO do-
znają skoku.

Obszar Q* c Q c E'" może być taki, że di)* n 8Q # 0. Na rys. 1 przedstawiono trzy
najbardziej charakterystyczne przypadki zbiorów Q* i Q.0 funkcjach uo(x), vo(x) i/(x, t),
występujących w sformułowanych niżej problemach, zakłada się, że są odpowiedniej klasy
różniczkowalności.

n\oH

a) 30 b) 5

£1 = t l i

n" J

j B,u B2

B

h.

' B,= Q\Ii"
s*=aQ*\3ń

ann 9nKTS,

aa

c) an = 6 si

Rys. 1
Problem 1

Niech i3 i Q* będą obszarami regularnymi takimi, że Q* <= Q c £'". Niech dana będzie
funkcja u*(x*, t), (x*, f) e dQ* x r oraz funkcje «0(

x) i ^o(x), x eQ, takie, że w* opisuje
WOP, przy czym

lim M*(X*, t) = uo(x*),
/-.o

Niech ponadto dana będzie funkcja/(x, t), (x, t) e QxT, opisująca prawą stronę równa-
nia (1), oraz współczynnik c = const.

Należy wyznaczyć taką funkcję H(X, t), (x, t) e (Q\dQ*) x T, dla której

lim u(x,t) = u*(x*,t), teT, (27)

oraz spełnione, są warunki początkowe (11). Ponadto należy wyznaczyć funkcje ub(J;, t)
i u„(C, t), (Ę, ł) edQxT, stanowiące prawe strony związków (13) i (23). p

Załóżmy najpierw, że znana jest funkcja w„(£, t), (§, t)edQx T. Wówczas na mocy
twierdzenia 2 można przedstawić funkcję w(x, t), (x5 /) e Int Q x T, w postaci (14). W szcze-
gólności dla x = x* G 8Q* mamy

w(x*, 0 - WS(x*, t\H) + WV(x*, t\f, H0, oo), (x*, 0 s3i2* x T, (28)
przy czym gęstość potencjału opóźnionego warstwy pojedynczej wyznacza się na podstawie
równania całkowego (15).
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Jednakże funkcja ub(C,t), (C,t)e8QxT, jest jedną z funkcji poszukiwanych. Jeśli
funkcja w(x, t)m& być rozwiązaniem prqblemu (1), to na mocy związków (27) i (28) otrzy-
mujemy w miejsce równania (15) następujące równanie całkowe na gęstość H potencjału
WS:

WS(x*, t\H) = w*(x*, t)- WV(x*, t\f, uo, v0),

lub wykorzystując (3),

c2, JV(x*-£, t)*H(C, t)dStf) = «*(x*, t)- WV(x*, t\f, u0, vo), (29)
81}

(x*, t) s 8Q* x T. Warto tu zwrócić uwagę na fakt, że wykorzystanie twierdzenia 3 w miej-
sce twierdzenia 2 nie zmienia typu równania całkowego na gęstość potencjału (por. wzór
(19)). Równanie to w dalszym ciągu pozostaje równaniem I rodzaju.

Po wyznaczeniu funkcji H (£, t), (§, t)e8QxTz równania (29), funkcję u(x, t), (x, t) e
e lnt Q x T, wyznacza się ze związku (14), a ub(£,, t) i w„(̂ , 0> (£> t)edś2x T, na podstawie
związków (15) i (24).

Szczególnym przypadkiem problemu 1 jest zagadnienie, w którym brzeg dQ* obszaru
Q* c Q ma część wspólną z brzegiem dQ (rys. lb). Wówczas równanie całkowe (29) ma
dla (x*, t) e (8Q n dQ*) x T tę samą postać co równanie całkowe (15), a funkcja ub(Z„ t)
jest dla (£, t) e (8Q n 8Q*) x T równa funkcji M*(X*, t).
Problem 2

Niech Q i D* będą obszarami regularnymi takimi, że Q* a Q a Em. Niech dana będzie
funkcja g*(x*, t), (x*, t) e 3^3* x 71, oraz funkcje MO(X) i *>o(x), x e i3, takie, że g* opisuje
WOO, przy czym

limg*(x*, 0 =
(30)

/_o 8t dn(x)
Niech dana będzie funkcja/(x, t), (x, t) e Qx T, opisująca prawą stronę równania (1),
oraz współczynnik c — const.

Należy wyznaczyć taką funkcję w(x, *), (x, t) e QxT, dla której spełnione są warunki
(25) oraz (11). Ponadto należy wyznaczyć funkcje wh(£, t) i w„(£, t), (£, t) e8QxT, stano-
wiące prawe strony związków (13) i (23). •

Rozważmy najpierw sytuację, w której 8Q* n 8Q = 0 (rys. la). Załóżmy, że znana
jest funkcja ub(C, t), (£, t) s8Qx T. Funkcję u(x, i), (x, t) e Int Q x T, można przedstawić
w postaci (14). Różniczkując ten wzór otrzymamy

Vu{x,t) ~VWS(x,t\H) + VWV(x, *|/,tfo,Co), (x, 0
skąd dla x = x* e 3i3* można — wobec (25) — otrzymać związek

n(x*)- [VM(x, 0]x=x» = g*(x*, 0 = - ™ r (**>
on(x ) (31)

(x*, /|/, t/o, ©o). (x*, 0

przy czym gęstość # potencjału PFS1 wyznacza się na podstawie równania całkowego (15).
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Jednakże funkcja ub(C, t), (§, t)e dQx T, jest jedną z funkcji poszukiwanych. Jeśli
więc funkcja w(x, t), (x, t) e Qx T, ma być rozwiązaniem problemu 2, to gęstość H musi
być wyznaczona na podstawie równania całkowego (31). Równanie to możemy przepisać
w postaci

f BV(x* — !:.t) 8WV
8n(x*} ' J ^ J

an

(x*, 0 e <9,Q* x T. Rozważmy teraz sytuację, gdy 3Q* n 8Q = $2 i= 0 (rys. Ib). Wówczas
dla x* = !; e S2 pochodna normalna potencjału opóźnionego warstwy pojedynczej do-
znaje skoku (por. (8)). Zatem dla x* = Ę e S2w miejsce równania (32) mamy

(33)

(f,»|/,«o,t»o),CfiOeftxr,

a dla (x*, 0 e (a i3*\S 2 )xT— równanie (32). Tak więc w przypadku, gdy dQ* n
C\8Q ź 0, układ równań całkowych na gęstość 7f potencjału WS składa się z dwóch
równań,.z których jedno jest I rodzaju, a drugie — II rodzaju.

Po wyznaczeniu funkcji H(C, t),. (§, 0 e Si3x T, funkcję w(x, 0, (x, r)elnt flxT,
wyznacza się ze związku (14), zaś w6(C, t), M„(£, f)> (?= 0 e ^ ^ x 71, na podstawie związków
(15) i (24). Jeśli 8Q* n 3Q = S2 =ć 0, wówczas dla x* - i eS2 un&, t) = g*(C, t) i po
znalezieniu gęstości H funkcję «„(£, t) wyznacza się tylko dla (£, /) e (8Q\S2)x T.
Problem 3

Niech Q i Q* będą obszarami regularnymi, takimi, że Q* cz Q c Jj'". Niech dana będzie
funkcja o*(x*, f)3 (x*, 0 e 3Q*x T, oraz funkcjauo(x) i vo(x), xei2, takie,że v* opisuje
W0V, przy czym

I'm v*(x*, t) = vQ(x*), x* e 8Q*. (34)

Niech dana będzie funkcja/(x, t), (x, t) e QxT, opisująca prawą stronę równania (1), oraz
współczynnik c = const.

Należy wyznaczyć taką funkcję w(x, t), (x, t) e QxT, dla której spełnione będą warunki
(11) oraz warunek

n m 2L _,,*(*•,,), f e r . (35)

Ponadto należy wyznaczyć funkcje ub(C, t)i u„(C, t), (C, t)ecQx T, stanowiące prawe stro-
ny związków (13) i (23). o

Załóżmy, że znana jest funkcja ub(C, t), (£, t)ecQx T. Funkcję w(x, (), (*, 0 6 Tnti3 x T,
można przedstawić w postaci (14). Różniczkując ten wzór po czas e otrzymujemy
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skąd dla x = x* e 8Q* można — wobec (35) — otrzymać związek

8WV
(*t\fu). t\f, «o i Vo), (x*, t) e 8Q* x T, (36)

przy czym gęstość H potencjału WS wyznacza się na podstawie równania całkowego (15),
Jednakże funkcja ub(C, t), (§, t)e8Qx T, jest jedną z funkcji poszukiwanych. Jeśli więc

funkcja u(x, t), (x, 0 e Q x T, ma być rozwiązaniem problemu 3, to gęstość H musi być
wyznaczona na podstawie równania (36), które możemy przepisać w postaci

c> / - F ( y ; 0 * ms. o^c© - **(**> o -
(37)

8WV
7TT ^ik j l> \J ) M() j Ł/0/ J V"™1 ł * / *- Ł/«« A i •

Przechodząc w (37) z chwilą ć do zera otrzymujemy związek (34). Przejście to wynika
z własności potencjału objętościowego WV (por. [7], s. 247 i 249 - 251; w monografii tej
wprowadzono inne niż w przedstawionej pracy oznaczenia). Całkując natomiast (37) od 0
do t, wykorzystując (14) i przechodząc z t do zera otrzymujemy (11)x.

Po wyznaczeniu funkcji H(%, t), (£,, t) e 8Qx T, funkcję u(x, t), (x, t) e TntJQ x T, wy-
znacza się ze związku (14), a ub(£, t) i u„(Ę, t), (£, t)e8Qx T, na podstawie związków (15)
i (24).

W sposób podobny jak wyżej można także sformułować problemy odwrotne, w któ-
rych na różnych częściach powierzchni 8Q* dane są różnego typu WO. Tego rodzaju pro-
blemy prowadzą do układów równań całkowych na płatach otwartych, przy czym istnienie
i jednoznaczność rozwiązań tych równań jest sprawą otwartą. Dla przykładu jeśli 8Q* =
- Sf u S | i 8Q* n 8Q = 0, przy czym na Sf dana jest WOP, a n a S 2 * - WOO, to w celu
wyznaczenia gęstości H potencjału WS trzeba rozwiązać układ równań całkowych, na
które składają się równanie (29) dla (x*, i) e S\ x Toraz równanie (32) dla (x*, t) e S* x T,

W następnej części pracy rozważymy pewne jednowymiarowe przypadki zagadnień
odwrotnych. Ponieważ wówczas x 6 E1, więc w miejsce x będziemy pisać x. Również oś
Oxlt orientującą przestrzeń E1, oznaczymy Ox.

4. Zagadnienia jednowymiarowe

W przypadku zagadnień jednowymiarowych, gdy x s U1, obszary Qi Q* są odcinkami
lub półprostymi, a ich brzegi 8Q i 8Q* — zbiorami punktów izolowanych. Potencjały WS
i WV oraz całki powierzchniowe, występujące w równaniach całkowych (33), (32) i innych
przyjmują szczególnie prostą postać. Jeśli Q = {x e E1 : 0 < x < 1} = (0,1) <=• El, wów-
czas 8Q = {x: x = 0 v x = 1} == {OJ}, a. wspomniane wyżej potencjały i całki przyjmują
postacie następujące: •'

(x,t)eElxT, (38)



GRANICZNE ZAGADNIENIA ODWROTNE 91

wv(x, t\f, u0, ©o) - -%• j [»oO>) + « O ( J ) - ^ +f(y, 0 * I n(t-

(x,t)eE1xT, (39)

ł
~ d V

1

Tutaj «(x*) jest równe 1 lub - 1 . Gdy Q = {x e E1 : x > 0} = (0, oo) c jC1, 5i3 = {0},
we wzorach (38) i (40) trzeba pominąć sploty zawierające H(l, t), we wzorze zaś (39) —
górną granicę całkowania zamienić na +oo.
Problem 4

Niech Q = {x e j?1 : x > 0} = (0, co) oraz niech Q* = (x*, oo) x* > 0 (rys. 2). Roz-
ważmy dla takich obszarów problem 1, w którym dana jest funkcja n*(x*, t), t eT, opisu-
jąca WOP, funkcje uo(x), vo(x), xeQ, spełniające warunki (26), oraz funkcja f(x, t),
(x, t)s QxT; współczynnik c = const. Należy wyznaczyć funkcję u(x, t), (x, t) e ( i 3 \
\{x*}) x T, spełniającą warunek (27) oraz warunki początkowe (11). Ponadto należy wy-
znaczyć funkcje w6(0, t) oraz w„(0, t), t eT, stanowiące w rozważanym przypadku prawe
strony związków (13) i (23). a

an ={o)
an ĄĄ

Rys. 2

Wobec (38) równanie całkowe (29) przyjmuje tutaj postać następującą:

',*!/. Wo»»o), teT. (41)

Równanie to łatwo rozwiązuje się w transformatach Laplace'a. Otrzymujemy

- ~ e x p l-=~-ł_O#*(je*. s)- WV(x\ s\f, u0, v0)], (42)

gdzie nadkreślenie oznacza przetransformowaną postać funkcji; s — parametr transfor-
macji.

Związek (14) ma w rozważanym przypadku postać następującą:

t\f, uo,v0), (x,t)eQx.T, (43)
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Wstawiając prawą stronę związku (42) do przetransformowanego wzoru (43) i odwracając
transformaty znajdujemy

•v __ v ^

C /+ \ c
•WV(x,t\f,uo,vo), (x,t)sQxT,

f,uo,vo) +
/ +

gdzie

iU(x,t) dla t Ss 0,

\0 dla / < 0.

Funkcję WV(x, t\f, uo,v0), (x, t) e QxT, można przekształcić do postaci
x+ct

J v0Q>)dy +
1 1

x-ct

-J f f{y,x)dydx, (x,t)sQxT

(45)

0 x-c{t-x)

znanej jako rozwiązanie d'Alemberta drgań struny, [8], s. 583. O funkcjach uQ, v0 i / za-
kłada się przy tym, że są nieparzystymi funkcjami argumentu x e E1. Jak łatwo spraw-
dzić, funkcja u{x, t), określona wzorem (44), spełnia warunki (11) i (27). Wynika to stąd,
że dla t = 0 i x—x* < 0 ma miejsce równość

u*(x*,-*Li) = wv[*r
związana z faktem, że dopóki zaburzenie nie dojdzie od brzegu do punktu x*, dopóty
wartość funkcji H(X*, t) w tym punkcie zależy tylko od warunków początkowych i funkcji
opisującej wewnętrzne źródła zaburzeń (por. także [10]).

Wykorzystując związki (13) i (23) oraz fakt, że WV(0, t\f,uo, vo) = 0, znajdujemy

% ( 0 , 0 = u* [x*, t+ *^- , "o, ©o), teT,

1 \8U*(X*,T) dWV(x*>r\f,u0,v0)'\
- T L dr ~JT " L i ,(46)

8WV(x,t\f,u0>v0)
3x teT.

Problem 5
Niech Q = (0, /) oraz niech i3* = {x e E1 : 0 < ^ < x < x2 < /}, (rys. 3). Rozważ-

my dla takich obszarów problem 1, tzn. problem, w którym dana jest funkcja w*(x*, t),
(x*, t) e £Q* x T, opisująca WOP, funkcje wo(x) i vo(x), x e Q, spełniające warunki (26)
oraz funkcja f(x, t), (x, t) e Q x T i współczynnik c = const. Wyznaczyć należy funkcję
u{x, t), (x, t)e (Q\8Q*)x T, spełniającą warunek (27), oraz warunki początkowe (11).
Ponadto należy wyznaczyć funkcje ub(C, t) oraz «„(!, t), (£, t)£dQx T, stanowiące w roz-
ważanym przypadku prawe strony związków (13) i (23). •
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-x=x 2

Q = ( o , n

en={o,i}

Rys. 3

Wobec (38) równanie całkowe (29) przyjmie tutaj postać układu równań na funkcje
H(0, t) i H{1, t), t e T:

Z - * , 1

xnw,t)-t-n\t —
c

I H(l, t) m

(47)

m — [u*(Xi> t) - WV(x„ t\f, u0, ©o)],
c

i — 1,2. Układ równań całkowych (47) bez trudu rozwiązuje się w transformatach La-
place'a. Otrzymujemy

H(0,s) = ;«*(*!, s) - l^K^! , s\ f, «0, *>o)] exp
csinAl—>?i

\ c /

-\u*(x2,s)-WV(x2>S\f,u0,

H(l,s)= -
inhl — s)csinA

\[u*(xL,s)-

(48),

- [u*(x2, s) - WV(x2, s\f, M0.

gdzie L — x2—xl. Związek (14) ma w tym przypadku postać

(49)

+ WV(x,t\f,uo,vo), {x,t)eQxT.
Wstawiając prawe strony wzorów (48) do przetransformowanego wzoru (49) i wykorzystu-
jąc związki z tablicy B.2 z monografii [9] do odwrócenia transformat otrzymujemy

00 r / \ /
U(X, t)<m \ \u* I Xi, t+ Xl~X~ 1\ +u*[X2)t-

^—J L \ c / + • \

-Wv[xl,t+
Xl~X~2Ln f,u0,'

c1-x + 2Ln

*

(50)



94 K. GRYSA

~WV\xut f,uo,vo\ -WV[x2,t + — f,tło,vo) \ +
\ c 1+ \ c /+|

+ WV(x,t\f,uo,vo), (x,t)eQx7.
Funkcję WV można przekształcić do postaci (45) przy założeniu, że uo(x) = - i / 0 ( _ x ) ;

uo(x+2I) = uo(x), vo(x) = -Vo(-x), vo(x+2l) = vo(x), f(x, t) = -f(-x, t),f(x+2l
O=/fcO,(x,t)eJB

1xT'.
Kładąc we wzorze (50) x = 0 lub x = 1 otrzymujemy związki (4.7) z pracy [10], opisu-

jące funkcję Wj,(l, 0> (i, t)ed£2x T. Cytowane wzory otrzymano w pracy [10] na drodze
odmiennej od przedstawionej tutaj. Wyznaczenie wzorów opisujących funkcję «„(£, t),
( | , t)e8Qx T, nie przedstawia większych trudności, dlatego ich tutaj nie będziemy przy-
taczać.
Problem 6

Niech Q = (0, oo) oraz niech Q* => (x*, co), x* > 0 (rys. 2). Rozważmy dla takich
obszarów problem 3, tzn. problem, w którym dana jest funkcja ©*(**, i), t e T, opisująca
W0V, uQ(x); vo(x), x eQ, spełniająca warunek (34), oraz funkcja f(x, t), (x, t) e QxT
i współczynnik c — const. Wyznaczyć należy funkcję u(x, t), (x, t) e QxT, spełniającą
warunek (35) oraz warunki początkowe (11). Ponadto należy wyznaczyć funkcje H6(0, ()
oraz M„(0, t), i e T, stanowiące w rozważanym przypadku prawe strony związków (13)
i (23). D

Wobec (38) równanie całkowe (37) przyjmie postać następującą:

x*,t\f,uo,vo), teT, (51)

Równanie to rozwiązujemy w transformatach Laplace'a. Otrzymujemy

WV(x*, s\f,uo,vQ)],H(0, s) :- ~ exp |-^i j [~ v*(x*, s) - WV(x*, s\f,uo,vQ)], (52)

Z porównania związków (52) i (42) widać, że mają one analogiczną budowę. Postępując
dalej tak jak w problemie 4 otrzymujemy ostatecznie

u(x, t) = J v*(x\ z)drr) (t- -£™-) - WV [x*, t - ^f\ ' C " ' "' "j ($ty

+ WV(x,t\f,u0,v0), (x,t)eQxT,
Związki opisujące funkcje M4(0, t) i w„(0, t), teT, wyznacza się podobnie jak w problemie 4.

5. Uwagi końcowe

Przedstawiona w pracy metoda rozwiązywania granicznych zagadnień odwrotnych dla
równania falowego, bazująca na całkowym sformułowaniu problemu, pozwala bez trudu
sformułować równania całkowe lub układ równań całkowych na gęstość potencjału opóź-
nionego warstwy pojedynczej bez względu na rodzaj WO i wymiar zagadnienia. W przypad-
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ku zagadnień jednowymiarowych równania te przyjmują bardzo prostą postać, pozwala-
jącą na otrzymanie rozwiązań ścisłych. Fakt ten jest wart podkreślenia, gdyż graniczne
zagadnienia odwrotne teorii przewodnictwa cieplnego, którym głównie poświęcano uwagę
w ostatnich latach, nie doczekały się jeszcze rozwiązań ścisłych.

Do budowania równań całkowych dla zagadnień odwrotnych rozpatrywanych w pracy
wykorzystano reprezentacje całkowe rozwiązań zagadnień prostych, zawierające potencjał
opóźniony warstwy pojedynczej. Jak pokazano w problemie 1, wykorzystanie reprezentacji
całkowych zawierających potencjał opóźniony warstwy podwójnej nie zmienia typu rów-
nania całkowego na gęstość potencjału. Budowanie równań całkowych dla problemów
1 - 3 i ich jednowymiarowych egzemplifikacji w oparciu o twierdzenie 3 nie nastręcza
większych trudności i dlatego w pracy nie poświęcono im uwagi.

Interesujący jest fakt, że całki powierzchniowe ze splotów można w przypadku zagad-
nień trój- i dwuwymiarowych sprowadzić do całek potrójnych. Wynika to z postaci roz-
wiązania podstawowego równania falowego, (2). W przypadku gdy/(x, ł) = 0, (x, t) e Q x
x T, oraz zerowych warunków początkowych fakt ten znacznie upraszcza zagadnienie

rozwiązania problemu odwrotnego.
Gdy obszar Q <= Em, m — 2,3, ma złożony kształt, wówczas przy rozwiązywaniu

zagadnień odwrotnych można posłużyć się metodą elementów brzegowych, często wykorzys-
tywaną do rozwiązywania zagadnień prostych, [16 - 19], gdyż punktem wyjścia dla tej
metody jest właśnie sprowadzenie rozważanego problemu do układu równań całkowych,
zawierającego całki powierzchniowe.
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S u m m a r y

BOUNDARY INVERSE PROBLEMS FOR WAVE EQUATION

The multidimensional boundary inverse problems for the wave equation are considered. On the basis
of the potential theory the integral representations for the solutions of the initial-boundary problems are
derived. Next, the integral equations for the inverse problems are formulated, in which density of the
simple layer potential is an uknown function.

The exact solutions for three one-dimensional inverse problems are found by means of the integral
formulation.
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1. Wstęp

Przedmiotem pracy jest stateczność w zakresie sprężystym siatkowych dźwigarów po-
wierzchniowych o gęstej i regularnej siatce elementów. Celem rozprawy jest wyprowa-
dzenie równań jednowymiarowego modelu ciągłego powyższego problemu [1], Poszuki-
wane równania uzyskamy, stosując koncepcję kontinuum z więzami wewnętrznymi [2]
do powierzchniowego ośrodka typu Cosseratów, będącego ciągłym dwuwymiarowym mo-
delem rozważanych dźwigarów [3],

Prezentowany problem jest złożony. Stosowanie opisu dyskretnego prowadzi do ko-
sztownych obliczeń lub znanych trudności z uzyskaniem „zamkniętych rozwiązań" szer-
szej klasy równań różnicowych [4, 5]. Wykorzystanie opisu kontynualnego [3] powoduje
konieczność całkowania równań różniczkowych cząstkowych. Możliwość otrzymania
rozwiązań analitycznych tych równań jest ograniczony, natomiast przybliżone całkowanie
numeryczne jest na ogół również stosunkowo kosztowne. Z powyższych względów liczba
uzyskanych do tej pory rozwiązań jest niewielka i dotyczy szczególnych rodzajów kształtu
i struktury dźwigara oraz typu obciążenia i warunków brzegowych (por. np. [3], [4]).
Wydaje się zatem, że celowe jest poszukiwanie prostych i dostatecznie dokładnych modeli
stateczności rozpatrywanych dźwigarów, zezwalających na rozszerzenie zakresu możli-
wych do efektywnego rozwiązania zadań praktycznych.

W tej pracy przyjmiemy następujące założenia:
1. Przez zagadnienie stateczności rozumiemy problem wyznaczenia krytycznej wartości

obciążenia, dla której możliwe są różne postacie położenia równowagi. Inaczej mówiąc, dla
pewnej wartości parametru stanu obciążenia istnieją nieznikające tożsamościowo funkcje
określające stan przemieszczenia, zaburzające podstawowe położenie równowagi, tak że
bez zmiany obciążenia zewnętrznego i warunków podparcia możliwa jest dalej równowaga
konstrukcji.

2. Materiał dźwigara jest liniowo-sprężysty.
3. Przemieszczenia i odkształcenia są małe, umożliwiające wykorzystanie liniowej postaci

związków geometrycznych.
4. W równaniach równowagi, w statystycznych warunkach brzegowych oraz w związ-

kach wiążących składowe pól statycznych i geometrycznych w bazie konfiguracji odkształ-
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conej i nieodkształconej można pominąć składniki jawnie nieliniowe względem składowych
stanu przemieszczenia.

5. O utracie stateczności położenia równowagi decyduje liniowa część przyrostu
(wariacji) równań równowagi względem przyrostu składowych stanu przemieszczenia,
zaburzających stan równowagi podstawowej.

6. Powierzchnia podstawowa dźwigara w konfiguracji początkowej różni się od tej
powierzchni w konfiguracji aktualnej głównie położeniem w przestrzeni i kształtem, tzn.
zmiana na skutek deformacji długości elementarnych łuków i pól elementarnych powierz-
chni nie wpływa na stateczność położenia równowagi.

7. Stan podstawowy (niezaburzony) konstrukcji obciążonej można określić korzystając
z równań liniowych teorii infinitezymalnej (przy uwzględnieniu zasady zesztywnienia).

8. Spełnione są założenia stosowalności ciągłego modelu pierwszego przybliżenia
konstrukcji siatkowych. W szczególności powierzchnia podstawowa składa się z pewnej
liczby gładkich płatów niezbyt zakrzywionych; osie elementów tworzą gęstą, regularną
i dyskretną siatkę krzywych na tej powierzchni [3].

9. Będziemy rozważać ruszty powierzchniowe złożone z dwu lub trzech rodzin prętów
w przybliżeniu pryzmatycznych, dostatecznie smukłych i sztywno połączonych w węzłach,
oraz powłoki perforowane o stałej grubości, złożone z dwu rodzin elementów o niezbyt
dużej szerokości, tworzących siatkę ortogonalną.

10. Równania idealnych więzów typu kinematycznego i statecznego są całkowalne
i liniowe.

11. Równania jednowymiarowego modelu stateczności wyprowadzimy dla dźwigarów
ukształtowanych na powierzchni w kształcie jednoparametrowej rodziny konturów łukowo
gładkich.

Wymienione wyżej założenia ograniczają oczywiście zakres stosowalności prezentowa-
nej dalej teorii. Jednak przypadki spełniające przyjęte postulaty stanowią z praktycznego
punktu widzenia ważną klasę konstrukcji. Pewne wątpliwości mogą nasuwać silne założenie
liniowości równań stateczności. Wydaje się jednak, że dla określenia krytycznego obciąże-
nia powodującego „globalną" utratę stateczności dźwigarów dostatecznie „smukłych"
względem jednego z charakterystycznych wymiarów, wyprowadzone w pracy równania
mogą być użyteczne. .

W podanych dalej równaniach i wzorach będziemy stosować ujęcie tensorowe w notacji
wskaźnikowej. Konwencja sumacyjna dotyczy wskaźników oznaczonych małymi literami
greckimi przyjmującymi wartości „ ł " i „2".

2. Równania stateczności teorii dwuwymiarowej
z wężami wewnętrznymi

Niech n oznacza płat powierzchni podstawowej dźwigara powierzchniowego w konfi-
guracji początkowej, parametryzowanej współrzędnymi (ua), ( r a ,« 3 ) i (ra,a3) — bazę
i kobazę lokalną, gxll, bafl, eal> — tensor metryczny, krzywiznowy i pseudotensor Ricciego,
(...) I—symbol powierzchniowej pochodnej kowariantnej, n — nara = nar

a — wersor
normalny do przekroju normalnego powierzchni n, w szczególności brzegowego b%
(rys. 1).
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Przez n0 oznaczymy obraz n po deformacji, przez (7a, S3) i (/", a3)— bazę i kobazę
lokalną, ga/) —tensor ^metryczny przy parametryzacji n0 również współrzędnymi (w"),
a przez n - nara = nara wersor normalny do przekroju normalnego n0, będącego obrazem
przekroju normalnego n.

Rys. 1

Na mocy założenia 4, 6, po wykorzystaniu znanych z geometrii wzorów, przyjmiemy

+ yaa3, a3 = a3-yar
a, (2.1)

gdzie

y«/j = ©/i l« - Kp v, ya = v\a + bivp, (2.2)

jest wektorem przemieszczenia i & — &aT
a-Jr-tfaz — rozpatrywanym dalej

wektorem małego obrotu cząstki ośrodka.
Oznaczymy przez p^ i m^ gęstość liniową siły i momentu oddziaływań wewnętrznych

w ośrodku w przekroju o normalnej n.
Dokonując rozkładu

otrzymujemy po uwzględnieniu (2.1) zależności

Wprowadzając gęstości powierzchniowe obciążenia zewnętrznego typu sił i momentów
? = Q"^a+co3, li = harx+ha3 i gęstości liniowe obciążenia brzegowego 'p = 'para+'pa3,
m = 'mara+'ma3 otrzymujemy w znany sposób przy wykorzystaniu zał. 4 i 6 i (2.3), (2.1)
równania równowagi elementu „dn"

= 0, p% + * „ / + ?•+ r - 0.
+ ^ + ̂ - O , (2.5)

P* + h + s = 0,
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oraz statyczne warunki brzegowe
P*nf = y + r", P>n„ - > + T,

gdzie r", risa, s oraz T", ri ft, p są składowymi w bazie (Fa, a3) reakcji typu sił i mo-
mentów odpowiednio na n0 i 8n0 więzów wewnętrznych typu kinematycznego nałożo-
nych a priori na stan przemieszczenia ośrodka [1, 2].

Geometryczne warunki brzegowe przyjmujemy w postaci

»« = '««, o - ' ® , #« = '#«, # = ' # (2.7)

gdzie 'va, 'v oraz '#«, i? są składowymi danego na brzegu wektora przemieszczenia 'v
i obrotu '# w bazie (?*, a3).

Postulujemy idealność więzów typu kinematycznego za pomocą zasady

J (radva + r<5fl + sad&a + sdv)dn+ J (zabva + %dv + /fd&a + /j£&)d{8n) = 0, (2.8)

dla dowolnych wariacji dva, dv, d§a, d& zgodnych z więzami, których równania sprecyzu-
jemy dalej.

Związki fizyczne przyjmiemy w postaci (por. [3] i zał. 2)

gdzie A*^, ,..,B*S oznaczają tensory sztywności sprężystej, a f t , ^ — Składowe
tensorów odkształcenia.

Jeżeli nakładamy na składowe stanu napięcia więzy idealne [1, 2], to przy uwzględnie-
niu (2.1)3 mamy

- 0 (2.10)

dla dowolnych wariacji dpa?, dpa, dmap, dma zgodnych z więzami typu kinetycznego,
których równania sprecyzujemy dalej, natomiast (por. [3] i zał. 3)

y* = v^ + b^ + e^p,

Rozważymy przypadek, gdy ośrodek jest ciągłym dwuwymiarowym modelem dźwigara
siatkowego (por. zał. 8, [3]) złożonego z kilku rodzin A (A = I, II, III, ...) elementów,
których osie tworzą regularną siatkę dyskretną krzywych na powierzchni podstawowej
(rys. 1).

Wprowadzamy na n wzdłuż każdej krzywej rodziny A ortonormalną bazę (ta, Q,
gdzie td jest wersorem stycznym, tń = a3 x td — normalnym, przy czym

U^PK, tA"tala.
 : . (2.12)

Jeżeli fd = °tafa, t% = t^fa są odpowiednio obrazami tA i tA po deformacji, to zgodnie
z zał. 4, 6 można przyjąć

Ż'-<2. f=?A. (2.13)
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W przypadku rusztu prętowego (por. zał. 9) przy uwzględnieniu (2.13) jest [3]

A), A«* -
A

(2.14)

gdzie
p . J . «, l i p r v

Rń ~fT' *d ~W' R= ui-
(2-15)

AJA ?. ĆZ.A A « _ -̂ l̂ •'/I

przy czym iJj, G^ oznaczają moduł Younga i moduł skręcania, lA, lA — długość elementów
rodziny A i odległość między „sąsiednimi" elementami tej rodziny (rys. 1), AAiJA, JA,JA —
pole przekroju oraz osiowy i główne środkowe momenty bezwładności tego przekroju

względem osi TA,fA, ~a3(A = I, II lub A - I, II, III).
Natomiast dla powłoki perforowanej przy wykorzystaniu (2.13) mamy (por. zał.

9 i [3])

v , ^ . v (2-16)

A ' r

gdzie

Mi J \ViSu Sn J

D EAu ~ hAuaA v t,ĄU . _.
-n̂ l 5 «, «, , Aj — L2 , O/-1 , .AS2 > ^ ^ ~ Ł2 ' K*'11)

d2 v EAaAdlA

SA = fcj 2(1-H-)1 5 j =

przy czym £, ł> oznaczają moduł Younga i współczynnik Poissona, J — grubość powłoki,
kj — współczynnik skręcenia dla przekroju prostokątnego; znaczenie aA, aA, bA, bA wy-
jaśniono na rys. 2 (A = 1 , II).

Wielkości v, & oznaczają (w punktach przecięcia krzywych siatki dyskretnej) przemiesz-
czenia i kąty obrotu węzłów dźwigara.

Jeżeli przez PA = PA1°+P t°+PJt3 i MA = Mj° + M 7°a+M a3 oznaczymy wektor
siły i momentu w przekroju środkowym pręta rodziny A (rys. 3), to zgodnie z założeniami,
ciągłego modelu rozważanych ustrojów oraz (2.13) mamy [3]
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= a n

— b,=Bn—-

- I

.4- L.z:
-~idr

Rys. 2

A

PA =

M, ™ MA -

(2.18)

• Założymy dalej, że powierzchnia n jest utworzona przez jednoparametrową rodzinę
odcinkowo gładkich i spójnych konturów P(u x ) (M1 6 (u\, ti^}) tak, ż e f (w*) n -T(Mfc) = 0
dla ul

a J= ul oraz na brzegu różnym od F(ul) (gdy F{ul) nie jest konturem zamkniętym —
— 8F(ul) ^ 0 ) dane są jedynie statyczne warunki brzegowe. Na brzegu r(t/J) (gdy
Fu(\) ?Ł /"(u^) mogą być one statyczne lub geometryczne (zgodne z przyjętymi więzami).
Jako zmienną u2 powyższej klasy powierzchni podstawowej ośrodka przyjmiemy parametr
konturu IXw1).

Rozważania poniższe ograniczymy do całkowalnej i liniowej postaci równań więzów
typu kinetycznego (por. zał. 10, [1, 2])

^vs, v, St^Mi (2-19)

Rys. 3

1 , 2
gdzie ^ K są nieznanymi przemieszczeniami uogólnionymi, vaK, ..., $K znanymi funkcjami

Więzy typu kinetycznego postulujemy w postaci wyrażającej często stosowany w prak-
tyce fakt pomijalności wpływu niektórych składowych stanu napięcia na zachowanie się
dźwigara

< f m«\ m«na
mma, (2.20)
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gdzie 7if, . . .,<„ są parametrami przyjmującymi wartości „0" lub „ ł " w zależności od
tego, czy dana składowa jest pomijana czy dowolna. Formalny zapis (2.20) powyższych
więzów zezwala na niewyszczególnienie na etapie ogólnych rozważań, którą z wielkości
statycznych można uznać za pomijalnie małą.

Zajmiemy się następnie wyprowadzeniem równań stateczności. Przyjmiemy, że składo-
we stanu obciążenia są na tyle duże, że bez zmiany warunków brzegowych możliwe są
różne postacie położenia równowagi określone przez zaburzenie stanu podstawowego przez
dodatkowe wektory małego przesunięcia dv - 8var

tx + 8va3 i obrotu 8§ = 8&ar
a+8§a

3

zgodne z więzami (2.19), tj. określone przez przyrosty 8fK(K = 1, 2, ...,N) przemieszczeń
uogólnionych (por. zał. 1)

(8va, dv, Ma, 8ff) = £ KV«K> »*. 0 « , &K)8fK + (vaK, lK, §aK, §K)8y>'K]. (2.21)
1

Wykorzystując fakt, że „całkowity" i „podstawowy" stan przemieszczenia, napięcia
i odkształcenia spełnia równania i związki (2.2), (2.4) - (2.11), (2.19). (2.20) oraz uw-
zględniając założenie 5 otrzymujemy równania problemu stateczności:

równania równowagi

• dp%-tfdpP + dr o 0, 8p«\a + ba/!8p«e + 8r=>0,

^) + 8sa = 0, (2.22)

p fY fy = 0,

statyczne warunki brzegowe

dp^np m 8ra, 8pił = 8x, dfiPrtp = 8/f, 8m% = dp, (2.23)

geometryczne warunki brzegowe (zgodne z więzami typu kinematycznego)

dva = 0 , dv = 0, <9#« = 0, 8& = Ó, (2.24)

gdzie

3y«e - dvp^-b^dv, dYa = dv\a + bgdvf (2.24)

oraz

Sp* , .3pP* + g«%fyidpl>r + Bfopl*) - g^hSp? + Sfapt),

Bp? = V + yv8pfr + 8yypt>v, (2.26)

8hł m 8nł + yy

związki fizyczne

8p = A8ys,

8ma - B ^ ,

związki geometryczne

- ba§8v -fyM, 8y* m 8v\a + bi
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oraz zasadę idealności więzów kinematycznych

J (8ra8va + 8r8v + 8s«8§a + 8s8&)dn + j (8r*Sva + 8xdv + ĄuW a + 8[id§)d{8n) - 0,

(2.29)

i kinetycznych

^ ? d4^ma]d7z = 0, (2.30)

przy czym

df* = nf8paf), 8p" = na
p8p", 8ma(l = TgSbnP, 8ma = fadnf. (2.31)

W zależnościach (2.31) parametry nf, ..., ST", przyjmują wartości „ 0 " lub „ 1 " , przy
czym w stosunku do (2.20) odróżniono nf, ..., ^ od nf, ..., n%, z uwagi na fakt,- że
pomijalność pewnej składowej stanu napięcia w stanie podstawowym może być nieuza-
sadniona w stanie zaburzonym i odwrotnie.

Jeżeli nie nakładamy więzów wewnętrznych to wobec dowolności i niezależności
dva, ..., d& oraz dp"?, ..., dm* z zasad idealności (2.8), (2.10) i (2.29), (2.30) wynika, że

ra = r = 0, sa = s = 0, T" = r - 0, aa- = u = 0,
(2-32)

oraz
dr" = 3r = 0, Sf' = 8s = 0, 8ra == 8% = 0, ^Ma = 3« = 0,

(2.33)
• dyla, 5ya = ^y„, -cl^s =

Zatem wyprowadzone równania sprowadzają się do równań statyki i stateczności mo-
delu dwuwymiarowego.

Otrzymane rezultaty mogą być podstawą dalszych uproszczeń.
Zgodnie z ogólnym postulatem liniowości prezentowanej w tej pracy teorii przyjmiemy

(por. zał. 7), że w równaniach stanu podstawowego (2.4), (2.5)

yap = 0, £ a = 0. (2.34)

Często w praktyce, zwłaszcza w przypadku, gdy znany jest rozkład pap, pa, mal>, ma za-
kłada się, że stan podstawowy ośrodka jest „sztywny", tzn. równości (2.34) uwzględnia się
również w (2.22), (2.26).

Inne możliwe uproszczenia wyprowadzonych równań i związków dogodnie i bardziej
stosownie jest rozważać dla konkretnych pod względem kształtu i struktury typów dźwigara
oraz rodzajów obciążenia i warunków podparcia.

3. Równania stateczności modelu jednowymiarowego

Po wyznaczeniu z (2.5), (2.6) składowych reakcji więzów, a z (2.19) wariacji składowych
stanu przemieszczenia i po podstawieniu do zasady idealności (2.8), wykorzystaniu zgodnie
z zał. 7 związków (2.34), zależności (2.20) oraz n = {F{ul), u1 e <u\, ul}} otrzymujemy
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po wykonaniu całkowania wobec dowolności i niezależności dy>K(K = 1,2, ...,N) uogól-
nione równania równowagi stanu podstawowego [6, 7]

2 2 1 1 2 1
XP'K -QK-WK + QK+K-FK = 0 (u1 e(u\, ul)) (3.1)

i warunki brzegowe
2 2 1 2 1 1

•WK-^K-^K+FK = -GKa lub fK = VKa,

2 2 2 (3-2)
XPK - G K a lub 1/4 = ^ (M1 = Mi),

gdzie uogólnione siły wewnętrzne, zewnętrzne przęsłowe i brzegowe określone są odpo-
wiednio wzorami:

Y C I Y Y V Y \ -J~^

V f* i V V Y V \ i /

ni) " *** VJ7
Y C l V Y Y Y \ l/ o

FK = I Xff'Vg.j^ + qvK + Aa#aK + h$K) — — = -

r n*3 [[' «v

przy czym Ldu1 «= d(^i n (u 1 )), jeśli BFiu1) ^ 0 ; (...)' - d(...)ldul, natomiast
y Y Y Y Y Y Y Y

(3.4)

S22

Podstawiając (2.19) do (2.11) i wykorzystując znane z geometrii powierzchni wzory
znajdujemy

y* =
N

Y Y Y Y

gdzie yapK, yaK) ya/)K, yaK są określone za pomocą (3.4), <5a/3 — jest symbolem Kroneckera.
Związki fizyczne odwrotne do (2.9) zapiszemy w postaci

(3.6)
gdzie Va/3f,,, ..., 9«f są tensorami podatności sprężystej. Stosunkowo łatwo może je wyzna-
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czyć w przypadku rusztu prętowego i powłoki perforowanej (por. (2.14) - (2.17)), gdy
A «• I, II i dyskretna siatka osi elementów pokrywa się z ortogonalnymi liniami parametry-
cznymi powierzchni podstawowej.

Uwzględniając (3.6) i (2.10) w zasadzie idealności (2.20) otrzymujemy

-Y$)n% - 0,

(nie sumować względem a,/?).
Na podstawie (3.5), (3.7) łatwo znajdujemy wyrażenia na niezerowe składowe stanu

napięcia w funkcji y>K, ip'K, yi'. Postać tych wyrażeń jest następująca:
N 3 N 3 .

N 3 , Ni, (3.8)

K=li=l

gdzie wprowadzono oznaczenia
i t l ) = fK, W, ii, dla i m 1, 2, 3. (3.9)

Po podstawieniu (3.8) do (3.3)! 2 otrzymujemy uogólnione związki fizyczne
N 3 N 3

y = yy
i = l

gdzie
i = i i = i t-i i=\

/•(„i)

= J (rffyvKptf + KyaKpl +3$^Kntf + j&taKml) — F ^
(3.11)

W przypadku gdy wszystkie parametry nf, . . . , < ' są równe jedności, to po bezpośred<
nim uwzględnieniu (3.5) w (2.9) wobec y*? => y%i, y« = y$, xa/} => x$p, xK => tit (por. (2.10))
a następnie w (3.3),,2 uzyskujemy następujące wzory na uogólnione sztywności

k =

oraz

(3.12)
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® j [A^ A* B#^ * (3.13)

4L
VS22

y3 r I *

^ - L = J U l K l
V 82

y3 f /= J U^1

r(>)
J V Jj

r(u>) V S22
Po uwzględnieniu (3.10) w (3.1), (3.2) łatwo otrzymujemy równania różniczkowe

i warunki brzegowego jednowymiarowego modelu stanu podstawowego — równania sta-
tyki jednowymiarowej teorii infinitezymalnej.

Następnie wyprowadzimy równania stanu zaburzonego. Obliczając z (2.22), (2.23)
przyrosty reakcji więzów, a z (2.19) wariacje składowych stanu przemieszczenia, i uwzględ-
niając w (2.29), wykonując całkowanie przy wykorzystaniu znanych z geometrii powierzchni
wzorów, zależności (2.20), (2.31) oraz n — {Fty1), u1 e <«}, u1^)} otrzymujemy wobec do-
wolności i niezależności dy>K(K = 1, 2, ...,N) równania równowagi

łdł°K" - dh' - W + dOl = 0, (w1 e (u\, ul)) (3.14)
i warunki brzegowe

d&l-dWZ = 0 lub dfK = 0,
(3.15)

% = 0 lub dę'K = 0 (w1 - «4)
gdzie wprowadzono oznaczenia

f (;^%K ł , ? 1 ^ + M \ K + m 4 K ) -pL- du\

(3.16)

egdzie yapK, yaK, «a j 3 x, XxK są określone za pomocą (3.4).

Podstawiając (2.19) do (2.2), (2.25) znajdujemy (por. (3.5))

YVO K + Y° K¥4- + di (i KW +1 K¥K)\ >
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(3.17)
[cd.]

gdzie (por. (3.4))

v v
Y°K ^ Y«K-<$$I}K- (3.18)

Postępując analogicznie jak przy wyprowadzeniu związków (3.5) - (3.8) otrzymujemy
na podstawie (2.27), (2.28), (2.30), (2.31)

8y* = _

i 2 n 2 \l (3.19)

V f ! 2 /' ' 2

X = l

a następnie
JV 3 . AT 3

Km 1 f. 1 # = 1 (= 1
(3.20)N 3 N ?

j r=i ;=i JC=I 1=1

gdzie

^ V K " 1 ' = dyic> dyK) dy>K dla i = 1,2, 3, (3.21)
i i i i i

8ptf, 8p%, 8mf, 8m% są znanymi funkcjami zmiennych (ua) (równymi odpowiednio/^

Pl, mf, ml, jeśli nf = nf, n« = nj, <f = nff, «• = ag).
Uwzględniając (2.20), (2.31) w (2.26), a następnie w (3.16) przekształcamy wyrażenia na

o c
8WK, 3&K następująco:

(3.22)

gdzie

(3.23)
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J
•rc1)

+ t

VS22

K]-^dr,
Viii

= J [g
rc1)

JL,dr, ( 3 . 2 3)

U-Ji.

^^ + yj&Bf

g22

Po podstawieniu (3.17)3 ) 4 do (3.23)3,4 ) a (3.20) do (3.23)x 2,5,6 i uwzględnieniu (3.21)
można wielkości (3.23) łatwo doprowadzić do postaci (j - 1, 2, 3)

gdzie przykładowo jest (por. (3.11))

gi r U e ' „
KŁ J \ p VaKWL T-

AT 3 , * W 3

(3.25)
e' C * e '

&KL = WpY*BK.dp\
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• • , . al

Zależne od składowych stanu napięcia w stanie podstawowym miary sztywności <P|Ł>
(? '

<J|Ł można po wykorzystaniu (3.8) przedstawić w funkcji liniowej przemieszczeń uogól-
nionych tego stanu

N 3 . JV 3 .

• for. = 21 Phi?-", *h= 22 ML^-1' (3.26)
/= 1 j= 1 /-1 /-1

i podobnie zależne od deformacji konfiguracji początkowej miary sztywnpści W£L, 0^L moż-
na po uwzględnieniu (3,17)i.a» (3-9) wyrazić następująco:

W 3 . ( W 3 .

fe = £2 &&.$-». &L = U^ife^y-1'- (3.27)
Jml y = l J - l ;=1

Wyznaczając z równań (3.1), (3.2), (3.10).jednowymiarowego problemu brzegowego
uogólnione przemieszczenia ipK w funkcji parametru stanu obciążenia, a następnie podsta-
wiając je do (3.26), (3.27) otrzymujemy na podstawie (3.14), (3.15) i (3.22), (3.24) równania
jednowymiarowego uogólnionego zagadnienia na wartości własne, z którego obliczamy
krytyczne wartości parametru obciążenia i postacie wyboczenia określone przez dfK.

Jeżeli pominiemy wpływ deformacji powierzchni n w stanie podstawowym na wyżej
opisany problem stateczności dźwigara, to zgodnie z (2.34) w związkach (3.22) należy
przyjąć (por. [1]) .

bW\ = 0, dh = 0. (3.28)

4. Uwagi końcowe

Wyprowadzone w p. 3 ogólne równania mogą być podstawą budowy jednowymiaro-
wych modeli stateczności.

- Jeżeli kształt i struktura dźwigara odpowiada przyjętym w pracy założeniom, a szeroko
rozumiane doświadczenia wskazują na praktycznie uzasadnioną możliwość przyjęcia hi-
potez geometrycznych i statycznych prowadzących do rozważanych postaci równań wię-
zów, to w wyniku postępowania opisanego w p. 3 otrzymujemy stosunkowo prosty model
zagadnienia. Oczywiście istotnym czynnikiem jest również typ obciążenia zewnętrznego
i warunków podparcia oraz relacje między charakterystykami geometrycznymi dźwigara.

Konkretny przykład zastosowania przedstawionej koncepcji ujęcia problemu statecz-
ności wraz z propozycją dalszych uproszczeń otrzymanych równań zamieszczono w pracy
[8].

Prezentowane w p. 2 i 3 rozważania wskazują, że uogólnienie koncepcji na przypadek
teorii geometrycznie nieliniowej jest możliwe. Jednak złożoność odpowiednich równań
i wzorów oraz stopni trudności uzyskania rozwiązania tych równań znacznie wzrasta.

Pewne inne uogólnienia i rozszerzenia w zakresie liniowym możliwe stosunkowo łatwo
do adaptacji na zagadnienie stateczności (w rozumieniu tej pracy) zawiera poświęcona pro-
blemom statyki i drgań obszerna rozprawa [7]. Rozszerzenia te dotyczą głównie struktury
dźwigara, kształtu powierzchni podstawowej i postaci równań więzów wewnętrznych.
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W pozycji [7] poruszono również tematykę poprawności i dokładności modelu jednowy-
miarowego i podano bardziej wyczerpującą literaturę dotyczącą ciągłych modeli dźwigarów
siatkowych i mechaniki kontinuum z więzami wewnętrznymi.

Obszerną bibliografię problemu matematycznego formułowania zagadnień z mecha-
niki ustrojów siatkowych (w tym zagadnienia stateczności) zawierają.monografie [3, 4,5]
oraz rozprawa przeglądowa [9],

Spis literatury

1. R. NAGÓRSKI, Stability of a one-dimensional continuous model surface lattice beams, Bull. Acad. Polon.
Soi., Serie Sci. Techn., 30, 5-6, 1982.

2. Cz. WOŹNIAK, On the non-standard continuum mechanics. I. Basic concepts. Contimta with constrained
kinematic fields. II. Continua with kinetic and kinematic-kinetic constraints, Bull. Acad. Polon. Sci., Serie
Sci. Techn., 24, 1, 1976.

3. Cz. WOŹNIAK, Siatkowe dźwigary powierzchniowe, PWN, Warszawa 1970.
4. W. GUTKOWSKI, Regularne konstrukcje prętowe, PWN, Warszawa 1973.
5. H. FRĄCKIEWICZ, Mechanika ośrodków siatkowych, PWN, Warszawa 1970.
6. R. NAGÓRSKI, Statics and vibrations of a one-dimensional continuous model of surface lattice beams, Bull.

Acad. Polon. Sci., Serie Sci. Techn., 30, 5 - 6, 1982.
7. R. NAGÓRSKI, Jednowymiarowe modele ciągle siatkowych dźwigarów powierzchniowych, Zesz. Nauk. Poi.

Warszawskiej, Seria: Bud. (w druku).
8. R. NAGÓRSKI, Jednowymiarowy ciągły model stateczności sprężystej płaskiego dźwigara siatkowego, Mech.

Teor. i Stos. (ibid.).
9. W. GUTKOWSKI, Mechanika ustrojów siatkowych, Usp. Mech., t. 1, nr 3/4, 1978.

P e 3 io M e

OflHOMEPHOft HEITPEPBIBHOft MOflEJIH CETKOOEPA3HBIX

ynpyrax ITOBEPXHOCTHBIX

HacTOflmeii paSoiŁi HBJIHIOTCH jinHeHHtie ypaBHemwi ycrottMHBoCTH B cMticne S&iepa
noBepxHocnibix ynpyrnx CHCTCM C rycroń peryjmpHOH ceiKoft aneiweHTOB. 3 T H ypaBHemm nojiyjeHH
B pesynbTaTe, npHMeneHHH nojiowemdł MexaHHKH KOHiHRynia c BHyipenHbiMH CBH35IMH * I . Bo3bHHKa

noBepxHOCTH THna KoccepaTOB HBjiHwmeHcn HenpepHBHoii Mofleneii

S u m m a r y

STABILITY OF A ONE-DIMENSIONAL CONTINUOUS MODEL OF LATTICE-TYPE
ELASTIC SURFACE STRUCTURES r

The paper deals with linear equations of stability for a one-dimensional continuous model of elastic
surface structures with a dense regular lattice of elements. The equations were obtained by applying
Wozniak's concept of continuum mechanics with internal constraints to equations of stability of Cosserats'
surface, being two-dimensional continuous model for surface grids and perforated shells. The condition
of stability in the Euler sense was formulated, i.e. the adequate one-dimensional boundary — value
problem was presented.

Praca została złożona w Redakcji dnia 16 listopada 1983 roku
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1. Wstęp

Przedmiotem pracy są równania i przykłady rozwiązania problemu stateczności w za-
kresie sprężystym płaskiego dźwigara siatkowego o gęstej, regularnej i ortogonalnej siatce
prętów pryzmatyc2nych.

Celem tej rozprawy jest podanie przykładowej realizacji zaproponowanej w pracy [1]
koncepcji budowy równań ciągłego, liniowego modelu jednowymiarowego stateczności
dźwigarów siatkowych ukształtowanych na powierzchniach w postaci jednoparametrowej
rodziny konturów. Do sformułowania wymienionych wyżej równań wykorzystano w [1]
metody mechaniki kontinuum z więzami wewnętrznymi [2] i równania ciągłego dwuwy-
miarowego modelu rozpatrywanych dźwigarów [3].

Rozważymy płaski ustrój w kształcie prostokąta (siatkowy płaskownik), dla którego
po przyjęciu określonych hipotez geometrycznych i statycznych (analogicznych jak w teorii
prętów pełnościennych) wyprowadzimy równania stateczności w sensie Eulera. Podamy
przykłady rozwiązania dla konstrukcji w kształcie wspornika, utwierdzonego wzdłuż jed-
nej krawędzi i obciążonego osiowo wzdłuż krawędzi przeciwległej, przyjmując pręty o prze-
kroju prostokątnym i stałe charakterystyki geometryczno-fizyczne w obszarze dźwigara.

Szczegółowe założenia, dotyczące przyjętego modelu stateczności, podano w pracy [1].

2. Równania stateczności teorii dwuwymiarowej
z więzami wewnętrznymi

Rozważymy w przestrzeni Ox1x2xz obszar prostokątny na płaszczyźnie (x1, x2) =
= (*> y)y będącej płaszczyzną podstawową dźwigara w stanie nieodkształconym i niena-
prężonym, przyjmując (rys. 1)

xi-*.e(0,L), ^2=^e(-y'- |)- ^ 2 l 1 )

Wykorzystamy następujące liniowe równania podstawowego stanu odkształconego [1]:
— równania równowagi

8 Mech. Teoret. i Stos. 1/85



114 R. NAGÓRSKI

- O

= 0, - 0.

statyczne warunki brzegowe
dla x = 0

- i i

dla x = L

*n

1 -dla ̂  = - y L

-m
21 w 2 2 =

2, m1 = inĄ-fj,,

-y =
!, — m2 = 'm + fi,

dla y = -̂ r-L

== 'ml+/tl
t m22 = 'm2+n2, m2 - '

Rys. 1

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

gdzie pali, p* i nP#, m" — oznaczają składowe stanu napięcia typu sił i momentów, qa, q,
ha, h i 'p*, 'p, 'ma, 'm — składowe stanu obciążenia zewnętrznego powierzchniowego i brze-
gowego, ra, r, sa, s i T", T, /f; /x — reakcje powierzchniowe i brzegowe więzów wewnętrz-
nych (w bazie elt e2, e3) — a, /? = 1,2, rys. 1),
— związki geometryczne
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Y* = v,x + $2, yj-p,,-^, «?«#,„ A**&,y, (2.7)
* n * n * n * tl

gdzie va, v i # K , 5' są składowymi wektora małego przemieszczenia i obrotu.
— związki fizyczne, które dla dźwigara prętowego złożonego z dwu rodzin ortogonal-
nych prętów pryzmatycznych sztywno połączonych w węzłach i osiach równoległych do
linii parametrycznych".* = const, y = const przyjmują postać (rys. 1):

p11 = R,Yiu P12 = RiYi.2, P21 = R11Y21, P22 = R11Y22,

p1 = R1Y1, p2 = RuYi, m1 = S7H1, m2 = *S,iX2, (2.8)

— ŁJ^rtj^j fit — O j /VJ2 > >|'* — ^11 ^ 2 1 > " * — ^11 'i 22 i

gdzie ya/J, y a , xa!t, xa są składowymi stanu odkształcenia, R,i,RA, Rj, S , SA,S — ciągły-
mi miarami sztywności sprężystej dla prętów rodziny A (A = I, II),
— zasady idealności więzów typu kinematycznego (geometrycznego)

L T^ '

/ J
o 1 7

L

= 0 (2.9)

dla dowolnych wariacji dvx, dvi, <5#a, <5#(a = 1 , 2 ) zgodnych z więzami,
— zasadę idealności więzów typu kinetycznego (statycznego)

o 1 -

= 0 (2.10)

dla dowolnych wariacji óp^, ..., dnf zgodnych z więzami.
Równania więzów wewnętrznych sprecyzujemy w p. 3.

Następnie wykorzystamy zlineryzowane wariacje równań dla zaburzonego stanu od-
kształconego w stosunku do stanu podstawowego — liniowe równania stateczności [1]:
— równania równowagi

+ 3rl - 0, dpi2 + dp22dr2 = 0,

= 0,
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sl = 0, (2.11)

-y21dp

+ 8y2p
2l+y23p2l+8s2 = 0,

2

= 0.

statyczne warunki brzegowe
dla x = 0

~8p11 = 3r1, -dp12 = ar2, -8pl = 8z,

-8m11 - ą«V -Srh12 = a,a2, -5m 1 = 8ft,

dla x = L

a / u = ar1, a;312 = 8x2, dp1 m dr,

dm11 - a^1, am12 = a^2, 8m1 m d/i,

dla j = - y i

oiai _ fl-i _^A22 ^ 3 T 2 _ 5 ^ 2 = 3 T

. . . . (2.14)

2 1 = ar1, a/22 = 8r2, 8p2 - Sr, j
2 5 2 d

związki statyczne

dp11 = 8pli + 8ynp
xl + yndp11 + 3y2lp

12 + y2iSp12 -Syip
l -y , V .

8p2i o

(2.16)
8mxl - am11 + a r u 7 n u + yufl/»u +8y2im

12 + y2ldm12-87im
l-yi8m\

8m12 =
a/^21 = 8m2i + 8yilm

21 Ą-y^Sm21 + 8y2im
22

8m22 - 2 2

8m2 =
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— związki geometryczne

Yn - Oi.*, yi2 = w 2 > x , y 2 ł = «>! y 2 2 = w2 ,
(2.17)

oraz
sYi m dv.x, 8y2 = Svty,

dyn = ^ I . * , ay1 2 = 8v2<x, 8y21 = dvliy, 8y22 = 8v2i3,,

dyli - ft>i,« ^y*2 = 8v2iX-m, dytt - 5oi,, + fl#, Sy|2 « ^ 2 i J ! (2.18)

— związki fizyczne

a ^ 1 . ^ z a y i , a^2 = i X i ay 2 , dm1 = st8xu m2 = ś„a«2, (2.19)
. 8m11 = S^Hu, 8m12 = 5,3^2, a/n21 = ~Sn8x2U 8m22 - S n 5« 2 2 ,

— zasadę idealności więzów typu kinematycznego

/ / (*••

2 '

L

+ J [(8r16v1+dr2dv2 + drdv + d/i1d&1 + dfi2d&2 + 8ft8&)\ _ i -
(2.20)

]dx+

"~2L

= 0,

zasadę idealności więzów typu kinetycznego (2.21)

+ (8y22 - 8y*2)óp22 + {Sy1 - dyf) dp1 + (8y2 - 8y*) dp2 + (dx, - 8x*) dm1

Ą.(dH22-dx*2)5m22)dydx = 0

dla dowolnych dva, dv, ..., dm* zgodnych z więzami wewnętrznymi (nałożonymi na przy-
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rosty stanu przemieszczenia i napięcia w stosunku do stanu podstawowego). Symbol
„d(...)" oznacza przyrost danej wielkości typu geometrycznego lub statycznego.

Rozważymy również uproszczenia wymienionych wyżej równań, przyjmując w (2.11),
(2.16)

Yaf) = 0, ya = 0 (2.22)
oraz

- 1. l + ^ r « = 1 (« - U 2) (2.23)

Jeżeli na składowe stanu przemieszczenia i napięcia oraz ich przyrosty nie nakładamy
żadnych więzów, to wobec dowolności i niezależności 6va, ..., <5# i dpaP, ..., dirf wynika
z zasad idealności (2.9), (2.10) i (2.20), (2.21), że składowe reakcji więzów i miary niezgod-
ności odkształceń oraz ich przyrosty są równe zeru. Zatem równania (2.2)- (2.8), (2.11)-
(2.19) sprowadzają się do równań dwuwymiarowego modelu ciągłego stateczności rozważa-
nego dźwigara.

W monografii [3] podano uzyskane za pomocą szeregów Fouriera rozwiązania tych
równań, tj. rozwiązanie zagadnienia na wartości własne dla niektórych typów obciążenia
i warunków podparcia przy dodatkowych uproszczeniach (pominięciu wielkości małych
wyższych rzędów). Nie uzyskano do tej pory, w przekonaniu autora, zdawalających
(prostych i dostatecznie dokładnych) rozwiązań problemu stateczności rozważanego dźwi-
gara (w ramach przyjętego w tej pracy liniowego modelu ciągłego) dla wielu innych prak-
tycznie ważnych rodzajów obciążenia i podparcia. *

3. Równania teorii jednowymiarowej

Przyjmiemy następujące liniowe równania idealnych więzów typu kinematycznego
w postaci całkowalnej [1]

»i = Wi~02y, v2 = wz, v = w3 + 01y,
(3.1)

&

gdzie wL, w2, w3, 0±, 02, q>i, <p2, <p3, A są nieznanymi funkcjami zmiennej x — przemiesz-
czeniami uogólnionymi.

Równania (3.1) wyrażają hipotezę prostoliniowości przekroju x = const po odkształ-
ceniu oraz taką postać funkcji obrotów węzłów, aby w szczególności spełnione były zało-
żenia Bernoulli'ego-Timoshenki-Wiasowa dla płaskownika pełnościennego. Dla dużej
gęstości siatki elementów dźwigara obserwujemy bowiem duże podobieństwo między za-
chowaniem się konstrukcji o strukturze siatkowej i ciągłej. Ponadto w pracy [4] wykazano,
że w zakresie zginania statycznego równania więzów (3,1) prowadzą do dobrej zgodności
z rezultatami ścisłymi w ramach modelu dyskretnego.

Po uwzględnieniu (3.1) w (2.7) otrzymujemy

yfi m w[~6'2y, y*2 = w'2~(p3, y*t = — 6>2 + c?3, y*2 = 0,

t t-(pu p*f- 9»i, «5 - 0, (3.2)
«*i « 0, «*s = A,

gdzie (...)' = d(...)/dx.
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Więzy typu kinetycznego przyjmiemy w postaci wyrażającej fakt pomijalności niektó-
rych składowych stanu napięcia na zachowanie się ustroju [1]

n«Jm<*, nf = n«mm\ (3.3)
gdzie 7if, n% ri$, ?t« przyjmują wartości „0" lub „ 1 " w zależności od tego, czy dana skła-
dowa stanu napięcia może być pominięta, czy nie.

Po wyznaczeniu z (2.2) - (2.6) reakcji więzów, a z (3.1) wariacji składowych stanu prze-
mieszczenia i po podstawieniu do zasady idealności (2.10) otrzymujemy po wykonaniu cał-
kowania wobec dowolności i niezależności <5w1; ..., ÓX równania równowagi modelu
jednowymiarowego dla stanu podstawowego (x s (0, L))

PT +/ - 0, Pf +/2» = o, PT +f» = o,
Mf-Pf+gf = 0, Mf-Pf+gf m o,

*
PX2dy,

Pxydy, Pf . / ^rfy, . Aff =.

4

„ £

*L

4'

oraz warunki brzegowe (x = 0, L)

i 7 - 'P?a lub Wi = 'wlx,
PZ - 'P^ lub w2 - 'w2a,
P% - 'P?a lub w3 = V 3 a ,
Mf = 'Mfa lub 6>! = '0la,
Mt='M9

2a lub 6>2 = '<92a> (3.5)
M\ - 'ML lub <px = Vi«,
Ml - 'ML lub c , 2 = '<p2a,
Ml = 'Mf« lub n = V3 a,
-ffA = 'Hx lub 2 = X,

gdzie uogólnione siły wewnętrzne określone są następująco

i . J.

ł
= f m12ydy,

4 4*
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a siły zewnętrzne przęsłowe i brzegowe dane są odpowiednio wzorami (dla x e (0, L))

/ » • 1 V

- J
i

i

= J L

~2L

~ + 'm2

±r «- / ~2L

= J -^-Lltl

oraz (dla x = xa; x1 = 0, x 2 = L)

^
T«-(-l)a J

(3.7)

1 L '

'Jl/f9A/fa=(-l)

«

'^k<^»
4*

iz

" I 1

:-iy J 'wk^y,

(3.8)
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Na podstawie (3.3), (2.8), (2.10) oraz (3.6) znajdujemy związki fizyczne modelu jedno-
wymiarowego (przy założeniu stałości miar sztywności RA, ... SA dla A = I, II)

2 ) ,

Mf = S?(6>J + A), Pf = i ? ? ^ - ^ ) , Ml - -Sjfii,
pf = ii!(c»3-©2), Mf

gdzie

Sf =
1 2 (3.10)

L C'cp lic* T Cip 12, O 7"
, o>i = 7im ojLi, oj = nm ctjL,

citp _ 1 o f rpA A 12 C7 r 3 oA „22 c /"
O3 — n,nOjl-,, 1 — "TT''1!)! «/•" > ° — nm ^Ili-i-

W przypadku gdy przekroje prętów dźwigara są prostokątne o osiach głównych równo-
ległych do osi układu współrzędnych (rys. 1), mamy

( 1 ,

l Ji = TTj.A/1-r-

Al = TTp Aj , -f<2 = ^P Aij-y— I , Ji = JIpAf j - 1 ,
2

r \ 2 / _ \ 2

Z-2

^ - 12'"""" E„\Lj\Ll[\fal \hi
gdzie

K = R L = ^-ajd L, (3.12)

przy czym a , d oznaczają szerokości (w płaszczyźnie podstawowej konstrukcji) i grubość
elementów rodziny A,\ = I m _ — długość, E iG moduły Younga i skręcania {A = I, II).
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Zauważmy, że równania stanu podstawowego rozdzielają się na niezależne układy
opisujące

I. Rozciąganie (ściskanie) osiowe (wj,
II. Zginanie z płaszczyzny dźwigara (M>3 , q>2)
III. Zginanie w płaszczyźnie dźwigara (w2, 02 > fs)
IV Skręcanie (<91; <pt, X)

(w nawiasach podano przemieszczenia uogólnione określające dany stan zachowania się
konstrukcji).

Wyprowadzimy następnie równania modelu jednowymiarowego dla stanu zaburzone-
go.

Założymy, że więzy typu kinematycznego są również postaci (3.1), tzn.

t = 8 w l - d 0 2 y t d v 2 = d w 2 , dv = 8 3 r i y ,

8&i = 8<pu 8&2 = 8cp2 + 8Xy, 80 = 8<p3

gdzie 3w 1 ; ..., 8(p3 są przyrostami przemieszczeń uogólnionych.
Na podstawie (3.1), (3.13) oraz (2.17), (2.18) otrzymujemy

yl2 = w'2, y2l = -<9 2 , 7 2 2 = 0 ,
(3.14)

Yl = w'3 + 6[y, y2 = 6>i,
oraz

8yn = 5wi —36>27, 3y1 2 = dw'2, 8y21 == —892, 8y22 = 0,

3yt - Swa + a^iy, 8y2 = 3©!, (3.15)

3yfi = 8w[-8Q'2y, . 3yf2 = dw'2-B<p3, 8y*2l » -892+8<p3, 8y*2 = 0,

dyf = dw'3 + d<p2 + (8&l + dX)y, 8y* = 89,-8<pu 84 = 8^, 8x*2 = 0 ,

•Mi = ^ i , a*f2 = a^+3A>, a«Ji = o, a«|2 = w.

Więzy typu kinetycznego przyjmiemy również w postaci (3.3)

8p«P m £#8p#, 8p« m fcpdp«, 8nf* = wjfSirf*, ama = ^ 3 m a , (3.16)

gdzie parametry rftf, ..., ̂  przyjmują wartość „ 1 " lub „0", przy czym w stosunku do (3.3)
niekoniecznie te same przyrosty składowych stanu napięciapaf>, ..., w" mogą być pominięte,
co składowe w stanie podstawowym (a, /? = 1, 2).

Po wyznaczeniu z (2.11) - (2.16) przyrostów reakcji więzów, a z (3.13) wariacji składo,
wych stanu przemieszczenia i po podstawieniu do zasady idealności (2.12) oraz uwzględ-
nieniu związków (2.16), (3.14), (3.15) i zasady idealności (2.21), związków fizycznych (2.19)
oraz wyrażeń (3.16) otrzymujemy po wykonaniu całkowania i wykorzystaniu oznaczeń
(3.6) wobec dowolności i niezależności dwlt ..., 6X równania równowagi

8Pf + (8w[ PY - 80'2 Mf - 80 2 P% - 8w'3 P? - 80[ Mf)' + (w[ 8PY - 0'2 8Mf - 02 dPJt -

ft' - 0,
o,
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M2 + 80lP»)' + (w'38P? + 0'18Mf + 018PZy « 0,

8Mf+ (3w'3Mf + -~Ł28©lP?j +L'38MI+~

[8Mf - ~L20'28P?- w3dMf -

'38Pf = 0,
8Mf + (8w[Ml-892Ml-8w'3Mf)' + (w[8M\-928M%

+ 8Pf + 8w^Pi~P?) + 8w'2PZ + w^dP®-PZ) + w'2dPZ . 0, (3.17)

8Mf + (8w'2Mf-801M$)' + (w'28Mf~018M'i)' -8PZ-8w'1Plv+

f 8P?-8Pl) = 0, '

8Mf + (8w'3 M\+80,. Mf)' + (w'3 8M\ + 0t 8Mf)' + 8P% - 8P% +

® f01dPZ = 0,

8H*'-8Mf-dM*-dw[Mt+-^L2d02P3
v~w[dMf+-^L2028P3

v = 0

oraz warunki brzegowe

+ w'18Py-02dMi-©2dP2
v-w3dP3

v-018Mf - 0 lub 3wt = 0,

8P^Ą-8w'2P^-89i_P^ + w28P^-018P^ = 0 lub 8w2 = 0,

8P? + 8w3 Pr + 8&\ Mf + 801P? + w3 8P? + 0[ 8M% + 0X 8P^ = 0 lub 8w3 = 0,

f + 8w'3M
e
z+ -^L280[P? + w38Mi+ -^L20[dP? = 0 lub 80, = 0,

8Mf +8w'1M
e
2- -^-L2802PT-8w'3Mf- ~L286[P^'+ (3.18)

+ w[dMf - ~L2028P?-w^Mf^-^-L2©',8Pt = 0 lub 802 == 0,

w'1Mf-802M2
D-dw3M3

D + w'l8Mf-028M$-w38Mt = 0 lub 3

źaAf^ei^Mf = O lub 8ę2 = 0, ^

e iaMI = 0 lub 3c>3 = 0,

8HX = 0 lub 8X = 0,
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gdzie siły uogólnione P?, ..., Ml wyrażają się za pomocą (3.6), a ich przyrosty BP?S ..., 8MX

następująco:

\l iL \l

dPZ = / 8plldy, 8P? - J 8p12dy, BP? - f dpldy,
l x Il

i -
1

,2~ \~ < 3 - 1 9 )

8p dy9 dM\ = dm dv, fiM\ = cm\ dy> •
1 i-Z — - 1

1 , 1 ? 1 ;

= . J dmldy, 8HX = J 8m12ydy, 8MX = J 3m22i/);,
-Ll -It _±1

2

przy czym

• a * * (3.20)
dPf = R%d<p%-8Q2), BM1 = Sfd<p[ 3Mf = Sld<p'2,

8MI = S%d<p3, 8HX =I
* *

natomiast R™, ..., S* określone są wzorami (3.10) (lub w szczególności (3.11)) po zastąpie-
niu Ttp1, ..., ni odpowiednio przez n],1, ...,%%.

W przypadku uwzględnienia założeń (2.22), (2.23) w (2.11), (2.16) równania równowagi
(3.17) i warunki brzegowe (3.18) upraszczają się do postaci

P? + B6[Mf)' = 0,
^y = 0,
? i' = 0,

8M?+ \dw'3Mt + ~L280lpA -8P?-3w'2Pt = 0,

/ 1 - V (3-2ł)
8Mf- idw^Mf + ^tfd&iP?} ~dPf + 8w'3Pf = 0,

Z = 0,
= 0,

8Mf + (8w'3 Mł + 80! Mf) + 3PI - 3P% + 8w'3 P? - S0, P3
W = 0,

8Hx'~8Mf-8Mx =• 0, '
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o r a z

f + 80[Mf) = 0 lub 8\Vi — 0 ,

- 0 l u b 8w2 = 0 ,

°2 = 0 l u b 8w3 = 0 ,

BMf + 8w'3Mf + -^iz86[P? = 0 l u b 8 6 y = 0 ,

BMf- \8w'3Mt+-r^Lz86[P^ = 0 lub 362 = 0, (3.22)

| ) = 0 lub d î = 0,

SMJ+MAfT-^Af? = 0 lub 8<p2 = 0 ,

8Ml + 8w'3Mt + 8 6 L M l - 0 l u b < 9 $ > 3 = 0 ,

a f f * - 0 l u b 3 A = 0 ,

4 . S t a t e c z n o ś ć s t a n u o s i o w e g o ś c i s k a n i a

Równania stanu podstawowego składają się z równania równowagi (3.4), i warunków
brzegowych (3.5)i, związku fizycznego (3.9)j

PY = 'P& lub Wi = V l a ) (4.1)

Rozważmy dla przykładu dźwigar w kształcie wspornika obciążony siłami o wypadko-
wej TPIa = - P . Tak jest np. gdy węzły krawędzi x = L obciążone są równomiernie rozło-
żonymi siłami o gęstości 'P1 — —P\L. Wtedy bowiem zgodnie z (3.8) dla a = 2 jest
'•Pik — ~P, a. pozostałe brzegowe siły uogólnione są równe zeru.

Rozwiązanie równań (4.1)1 ( 3 d l a / " = 0, rcj1 = 1 i przy warunkach brzegowych

Wi - 0 dla * = 0, P r - - P dla x = L (4.2)

wyraża się następująco:

W i = ; _ £ Ł } PY = _ P . ( 4 . 3 )

R ó w n a n i a r ó w n o w a g i s t a n u z a b u r z o n e g o ( 3 . 1 7 ) u p r a s z c z a j ą s i ę p o u w z g l ę d n i e n i u ( 4 . 3 )
i ( 3 . 2 0 ) d o p o s t a c i

v'l - 0 5

R%(d\V2 - 8<p3) - P8w'2' = 0, ( 4 . 4 )
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P ~ *

• %

= 0,

(4.4)
0, ted.]

. 0,

*" - 1st -Pj~\ (S&'i + 8X) - S'-dX = 0,

natomiast warunki brzegowe dla dźwigara w kształcie wspornika do postaci
— dla x = 0

8Wl = 8w2 = dw3 = 0, 8&i = c)02 = d<pt = 3c32 = dę3 = 0, 3A = 0, (4.5)

— dla x = L

r2 \

"12" "̂ R™"/

(4.6)
- o, stiaei+BX) - ~L2d&[ - o,

* . *
O \ /

*
/ * w
i w p x

J = 0, Sfa^ś - 0, TxdX = 0.
Z równań (4.4) wynika, że możliwe są trzy niezależne, jakościowo różne postacie wy-

boczenia określone przez następujące układy przyrostów przemieszczeń uogólnionych:
(dw3, 8<p2), (dw2, 862, 8(p3), (80x, 8q>1} 8X) (możliwą teoretycznie czwartą postać dla

Wi =f(x) przy /(0) = 0 i P = J^i?57CR?+-Rr') należy odrzucić jako fizycznie niedopusz-
czalną).

Stosując znane postępowanie dla zagadnienia na wartości własne dla równań różnicz-
kowych zwyczajnych o stałych współczynnikach otrzymujemy następujące wyrażenia lub
równania algebraiczne na podstawowe wartości własne — wartości obciążenia krytycznego
i odpowiadające im funkcje własne — postacie wyboczenia (dla n^ = n™ = n^ = 7t]l =

(4.7)
x
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oraz

2V-

a3 = R2

dw2 = ^ 1 - c o s —

71

P2\RIJR&2~P2(R2' + Ri)

2L

2L
*

«2
1

a3 -

'

n R2~P2 A .„ n x

"XT'

. 0,

(4.8)

(4-9)

gdzie A jest stałą dowolną. Skrętnej postaci wyboczenia nie podajemy.
Następnie zbadamy możliwość uproszczenia otrzymanych wyżej zależności na wartości

obciążeń krytycznych. W tym celu wykorzystamy równania (3.21) i warunki brzegowe (3.22),
które po uwzględnieniu (3.20), (4.3) doprowadzamy do postaci

k\dw'{ m 0, RZ(8w'2'-d<p£-PdwZ = 0,

f(80['

• Side? -Rf(.8f3 - 892) = 0, SI V

oa) « 0, SVs
1 ~ s<Pt) = 0,

2 - 8<p3) -

= 0,

(4.10)

- Rf(8<p3 - 892) = 0, J*BX" - Sf(.S0[ + BX) - SA3A = 0



128 R- NAGÓRSKI

oraz dla dźwigara w kształcie wspornika
— dla x = 0

8Wl = dw2 = dw3 = o, a©! = 8@2 => a<Pl = &p2 = a^3 = o, 8x = o,

— dla x = L

iiv3wi = 0, ^ ( ^ - f t p s ) - ^ ^ = 0,

)-P8w3 - O, Sf(80[ + dX)— -r—L280[ = 0, (4.12")
12

* * • *

Sfd<p[ = 0, Sldę'2 = 0, 5?3(p3 = 0, TX8X' — 0.
Zauważmy, że jeżeli

* * * *
1, •/—<!. (4.13)

sl s? sf Sli

to możliwe są również dodatkowe uproszczenia w wyniku przyjęcia

ni = 0, Z% = 0, ni2 = 0, ni2 = 0(wTx) (4.14)

przy ^J 1 = nl
p - n2

p = %l2 = atp1 = 1 (por. (3.11) w przypadku prostokątnego przekrojup - np = %l
prętów dźwigara po zastąpieniu nf, ..., n% przez 7ćf,..., n%,).

Innego typu uproszczenia obliczeń można otrzymać zauważając, że jeżeli (dla ii\ =
1)

* • * * *

Ą < U * ^ * - <ś 1, T Ł <̂  1, f - r - ^ I (4-15)

to w równaniach (4.10) uzasadnione są następujące asymptotyczne przybliżenia:

Rl°+Re
2

= 80,- Ę-8w{ m 80x

Rf

Stosując znany sposób postępowania wyznaczamy z (4.10) - (4.12) podstawowe obciąże-
nia krytyczne i odpowiadające im giętne i skrętne postacie wyboczenia (przy n1/ = nl

p -
_ 12 *\2 *2l _ n— Tip — 7lp —Tip — 1)
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Mamy zatem

dla nl% - 1

- dla S?/L2^ ^ 1 fe2 = 1)

R?L2

(4.17)

— dla ^ = 1

2 ~~AT 1 # * 2 ~ ~ AT 1 #

4 L i f 4L is-

2L~77~ • 2 L'

dla &, = 0

p f c _ ^ 2 ^ 1 „ _ ^ 2 | f „* _ flTJf
4 L2 l + « 4L Rf RZ + Rf

. % X
s m T T

dla klV(.k+M)<

9 Mech. Teoret. i Stos. 1/85

(4.20)

(4.21)
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/.
1S 2a,

(4.22)
*

Sf

1 _•_ 1
12 c"

dla JT,!,2 = 0, ni1 = 1 (nfn
2 = 0 lub

. . 1 2 * •

2L [i1 12 Ą

S05 = 3 ^ =

4L»

- dla ̂ ,2 = 1, Zx = 0 (^ 2 - 1 lub 1% = 0)

S*f a

12 | ?

T*

(4.23)

(4.24)

x
T'

Pi =

l Asm 
2̂

lub

* *

IT
x

L

(4.25)

(4.26)
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dla Sf/L2Rf < 1 &„2 = 3 " - 1, &J = 1 lub 1% = 0)

-i 3 — 1.6 3 -

a^JjT

71r\ a i l l f * -A- l

as d(p\ = ^4 ( 1 — c o s - * - - * - ) ,

a, = (4.27)

w /, PS i a , If \ . . w JC

2£ \ 12 ca Ss / 2 I

Tabela 1

Nr N \

1

2

3

4

. 5

6

7

8

9

10

11

12

13

. 14

15

16

17

18

19

20

21

22

ai

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,40

0,40

0,40

0,10

0,10

0,10

0,05

0,10

0,10

0,20

0,10

0,20

0,40

0,40

an

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,05

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

di = dn

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,20

0,10

0,05

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,20

1.

1,0

2,0

1,0

1,0

2,0

4,0

In

1,0

1,0

0,5

1,0

1,0

1,0

L

18,0

36,0

L

6,0

9*
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- dla §JL2Mf 4 1, fr/L2(Ś?+h < 1 (k2 = k,1 - 1,

«'- -£

ay = -;

gdzie A jest stałą dowolną.

COS
71 X

= 1 lub - 0)

(4.28)

Tabela 2

[kN]
Nr

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Pi

11,4

22,8

11,4

91,3

11,4

22,8

11,4

91,2

45,6

45,6

36,5

22,8

2,85

22,8

11,4

2,85

2,85

5,71

2,85

5,70

11,4

91,2

(xlO3)

7,38

13,5

11,5

14,8

2,80

6,68

3,84

5,60

8,98

43,1

18,0

• 18,6

9,30

6,64

3,84

4,79

2,32

5,35

0,83

2,63

4,00

8,01

(xlO3)

7,38

13,4

11,5

14,8

2,80

6,62

3,83

5,59

8,29

42,7

16,6

18,6

9,29

6,62

3,84

4,80

2,32

5,33

0,83

2,62

3,84

7,68

P3

(xlO2)

8,06

16,8

15,5

24,2

6,15

14,7

9,53

18,2

38,3

36,5

210

10,9

2,41

8,03

5,12

8,44

6,51

15,5

- 5,37

13,9

30,2

203

Pl
(xlO2)

7,16

15,3

14,7

23,5

5,35

13,5

8,82

17,6

30,5

34,5

193

10,8

2,20

7,96

5,02

7,16

5,35

13,5

4,45

12,6

29,7 '

191

Pl
(xlO2)

3,65

3,80

11,2

12,6

1,84

1,99

5,30

6,68

2,24

6,13

9,48

3,80

0,75

0,93

3,65

3,57

1,77

1,83

0,86

0,92

1,00

3,82

(xlO2)

3,54

3,58

11,1

11,7

1,74

1,77

5,22

5,80

1,79

5,70

^5,87

3,58

0,72

0,73

3,55

3,55

1,74

1,77

0,84

0,87

0,87

2,92

Pl
(xlO2)

7,27

15,6

14,8

24,4

5,46

13,8 .

8,91

18,5

31,1

35,0

198

11,0

2,22

8,19

5,13

7,19

5,38

13,6 •

4,48

12,7

29,9

192

(xlO2)

7,16

15,4

14,7

23,5

5,36

13,6

8,82

17,6

30,7

34,6

194

10,8

2,20

7,96

5,02

7,16

5,35

13,6

4,45

12,6

29,8

191
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Na podstawie (4.7) - (4.9), (4.17) - (4.28) wyznaczono wartości krytyczne parametru
obciążenia P przyjmując

Em 3 • 107 J^L; v = ł/6, ni2 = 1

oraz «I( an, d\ = d„, 1I ; l n , L, L zgodnie z tabeli 1. Rezultaty obliczeń zamieszczono
"w tabeli 2. Dodatkowo w tabeli 3 podano wartości miar sztywności (zgodnie z numeracją
z tabeli 1).

Stwierdzono, że dla rozpatrywanych danych liczbowych różnice między P'{, P%, P |
oraz odpowiednio Plt P2, P3 nie przekraczają>O,l%, a różnice między Pl i P\ — 0,5%.
Z przedstawionych w tabeli 2 wyników wnioskujemy, że wartości P2, P\ praktycznie
pokrywają się (poza P2,P\z pozycji 9, 11, 21, 22 w tabeli 2). Różnice między P3 oraz Pl,
P{ są bardzo duże. Natomiast zbliżone do siebie na ogół wartości P\,P\, P{v/ pewnych
przypadkach różnią się mało od P 3 , a w innych przypadkach różnią się stosunkowo znacz-
nie, przy czym najbliższa P3 jest wielkość P | (mniejsza od P3, a więc bezpieczna z punktu
widzenia projektowania). W rozpatrywanym przykładzie wyniki przybliżone są bliskie
ścisłym (w ramach rozważanego modelu) w przypadku giętnej postaci wyboczenia, a w przy-
padku postaci skrętnej obarczone są większymi błędami.

Zauważymy, że wielkości Pilu/L są dokładnymi wartościami krytycznymi obciążenia
dla pręta o długości L i o przekroju ptostokątnym aty.Ą.

5. Uwagi końcowe #

Na podstawie uzyskanych w p. 4 rezultatów można wnioskować, że przyjęcie niezależ-
nych parametrów obrotów węzłów w stosunku do parametrów obrotu przekroju x = const
(por. (3.1), (3.13)) ma istotne znaczenie przy formułowaniu jednowymiarowego modelu
rozważanego w pracy dźwigara. Oznacza to, że formalne przeniesienie hipotez typu Bcr-
noulli'ego-Timoshenki-Własowa z teorii dźwigarów pelnościennych na konstrukcje siat-
kowe może prowadzić do znacznych błędów (por. również [4]).

Oczywiście można było przewidzieć, że najmniejszą z wartości krytycznych parametru
obciążenia w rozważanym w p. 4 przykładzie jest Pt i można ją łatwo wyznaczyć w sposób
ścisły na podstawie zarówno modelu dyskretnego, jak również dwuwymiarowego modelu
ciągłego. Przedstawiona analiza ma przede wszystkim na celu zbadanie stopnia trudności
rozwiązywania problemów stateczności w ramach zaproponowanego modelu jednowymia-
rowego oraz możliwości dalszych jego uproszczeń. Przykłady innych, bardziej technicznie
interesujących zagadnień stateczności (jak np. problemu utraty płaskiej postaci zginania)
będą przedmiotem dalszych prac autora. Pełniejszego wyjaśnienia wymaga również zakres
stosowalności omówionego modelu jednowymiarowego.
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OJtHOMEPHOfi HEIIPEPŁiBHOKt MOflEJIH CETKOOEPA3HLIX

ynpyrax IIJIACTHHOK

paSoTM HBJMIOTCH jiHHeitabie ypaBHemisi ycTofttaiBOCTH npjiMoyronbiioH ceTi<oo6pa3-
Hoił njiacTHHKH Tuna poersepKa c rycroH, perynapHoii opToroHanbHoft ceTKoft npiraMaTH^iecKHX one-
MeiiTOB. 3 T H ypasHeHHH nojiyneHbi B pe3y^cBTaTe npHMeneHHJi npeflCTaBJieuHoil B pa6oTe [1] HHejwnoc-

TpOeHHH OflHOMepHOH HenpepŁIBHOM MOPfiSm yCToft̂ HBOCTH CeTK006pa3HBIX noBepXHOCTHblX CHCTeM.

fljiH i<OHCTpyi<i(HH B cJDopMe KoHconH onpefleJieHBi KpHTH^ecKHe napaiweTpbi Harpy3KH npn oceBOM
COCTOnHHH OKaTHJI

S u m m a r y

STABILITY OF A ONE-DIMENSIONAL CONTINUOUS MODEL
' OF LATTICE-TYPE ELASTIC PLATES

The paper deals with linear equations of stability for an elastic grid with dense, regular and ortho-
gonal lattice of prismatic rods. The equations were obtained by applying the concept of the one-dimensio-
nal continuous model of the lattice-type surface structures, presented in [1]. The critical values of load for
the grid in the shape of cantilever in the state of axial compression were obtained and analysed.

Praca została złożona w Redakcji dnia 16 listopada 1983 roku
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ANALIZA REOLOGICZNA SIATEK WYKONANYCH Z LIN STALOWYCH*'
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1. Wstęp

Wstępnie napięte siatki cięgnowe, stosowane jako konstrukcje przekryć w budownictwie,
są z reguły wykonywane z lin stalowych. Właściwości Teologiczne stali, jako tworzywa
konstrukcyjnego, nie są zbyt znaczne. Wzrastają one w podwyższonych temperaturach, co
jednak raczej nie ma miejsca w przypadku przekryć budowlanych. Wydawałoby się więc,
że badanie wpływów Teologicznych we wstępnie napiętych siatkach cięgnowych nie ma
większego znaczenia. Okazuje się, że wpływy te mogą być na tyle istotne, że uwzględnianie
ich przy projektowaniu siatek cięgnowych powinno być brane pod uwagę.

Wiadomo [1], że pełzanie lin jest ok. 20% większe od pełzania pojedynczych drutów.
Jest to wynik wewnętrznej struktury liny: odwijanie się splotów, wybieranie luzów i po-
wstawanie poślizgów pomiędzy poszczególnymi drutami lub splotami ma przebieg po-
wolny i długotrwały. Można powiedzieć, że na pełzanie „materiałowe" nakłada się w li-
nach pełzanie „strukturalne". Te długotrwałe zjawiska pełzania i relaksacji są niepożądane,
bowiem przebiegają poza kontrolą konstruktora i na ogół pogarszają parametry konstruk-
cyjne i eksploatacyjne ustroju. W celu zmniejszenia skutków pełzania stosuje się wstępne
naciąganie lin. Norma PN-8O/B-O32OO „Konstrukcje stalowe, obliczenia statyczne i pro-
jektowanie" podaje współczynniki sprężystości podłużnej dla lin stalowych wstępnie na-
ciągniętych siłą równą 40% nominalnej siły zrywającej. Badania nad wpływem wstępnego
przeciążenia na pełzanie i relaksację cięgien stosowanych w konstrukcjach sprężonych
prowadził M. Kosiorek [2]. Z badań tych wynika, że wpływ wstępnego naciągania jest
znaczny: odkształcenia pełzania lin zmniejszają się o 35-r65% po 1000 h, a ralaksacja na-
prężeń po 1000 h jest mniejsza o 35-=-40%. Zmniejszenie właściwości pełzania i relaksacji
dotyczy przede wszystkim początkowego okresu eksploatacji. Po dłuższym czasie właści-
wości Teologiczne lin wstępnie naciąganych i nienaciąganych zbliżają się do siebie. Ograni-
czony w czasie wpływ wstępnego naciągania potwierdzają badania E. Engeberga i L. Walii-
na [3].

Praca została wykonana w ramach P. W. 05.12.
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Wpływ zjawisk Teologicznych w konstrukcjach cięgnowych znacznie wzrośnie w przy-
padku zastosowania lin stalowo-aluminiowych, lin z rdzeniem niemelatowym (np. konop-
nym lub z tworzyw sztucznych) oraz lin wykonanych w całości z tworzyw sztucznych.

Niezbyt liczne są w literaturze dane dotyczące parametrów Teologicznych lin. Większość
badań dotyczy drutów i lin stosowanych do konstrukcji wstępnie sprężonych. Badania lin
zastosowanych do budowy przekryć stadionu olimpijskiego w Monachium przeprowadził
G. Mayr [4]. Krzywa pełzania podana przez Mayra została wykorzystana w pracy [5] do
wyznaczenia parametrów lepkosprężystości liny. Na rynku krajowym bardziej dostępne są
liny stosowane do sprężania betonu. Dlatego w niniejszej pracy wykorzystane zostaną głów-
nie wyniki badań J. Kmity [6]. Badania Kmity zostały również wyczerpująco opisane
w znanej monografii I. Kisiela [7]. Przyjęto więc, że w zakresie sprężystym można przy-
porządkować linie stalowej reologiczny model standardowy (model Zenera), dla którego
j e s t Ą = 1880000 kG/cm2, E2 = 120000 kG/cm2, i] = 4249000 kG dni/cm2 (jednostki
podaje się za I. Kisielem [7], w dalszym ciągu będą stosowane jednostki z układu SI).

Ze względu na skąpe dane w literaturze ograniczymy się do analizy wpływów reolo-
gicznych w siatkach cięgnowych z lin stalowych, zwracając uwagę, że wyprowadzone tu
wnioski będą tym bardziej aktualne dla lin wykonanych z innych tworzyw.

Celem niniejszej publikacji jest zbadanie, w jakim stopniu właściwości reologiczne lin
stalowych wpływają na pracę złożonych układów cięgnowych. Podana zostanie metoda
numeryczna obliczania cięgnowych konstrukcji lepkosprężystych, bazująca na wynikach
pracy [8] i polegająca na uogólnieniu metody elementów skończonych na lepkosprężyste
układy cięgnowe. Mając na uwadze studialny charakter niniejszej pracy, zrezygnowano
z niektórych uogólnień zawartych w pracy [8] i ograniczono się do najprostszej wersji
metody numerycznego całkowania konstytutywnych równań lepkosprężystości, opisanej
w cytowanej wyżej pracy. Dzięki temu można było zbudować stosunkowo prosty program
na EMC, który pozwolił na wykonanie obliczeń reologicznych dla kilku przykładów wstęp-
nie napiętych siatek cięgnowych wykonanych z lin stalowych.

2. Lepkosprężysty element cięgnowy

Uogólnienie metody elementów skończonych na siatki lepkosprężyste jest możliwe
w oparciu o wyprowadzone przez autorów w pracy [8] równanie stanu w ujęciu dyskret-
nym. Zgodnie z tym równaniem odkształcenie w danej chwili jest określone przez napręże-
nie w tejże chwili oraz przez stan układu w chwili poprzedniej. W pracy [8] przyjęto, że
równanie' konstytutywne materiału łepkosprężystego ma postać związku różniczkowego

a0a+a1a + a2'ó = 60« + M + Ve (2.1)

z pięcioma niezależnymi parametrami (stałymi materiałowymi). Dopuszczono nieciągłości
pierwszego rodzaju (skoki) dla funkcji o(t) i jej pochodnej a(t) oraz dla funkcji e(t) i e(t).
Oś czasu podzielono węzłami (numerowanymi: r = 0, 1, 2, ...) na przedziały o długości
A, przy czym funkcja a(t) powinna być ciągła wraz z pierwszą pochodną w każdym
otwartym przedziale (tT, tT+1). Dla funkcji a(t) zastosowano w poszczególnym przedziale
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aproksymację liniową lub kwadratową. W pracy [8] przeanalizowano błąd obliczeń w za-
leżności od rodzaju aproksymacji i długości kroku oraz przeprowadzono analizy obliczeń
dla podstawowych modeli Teologicznych (Kelvin-Voigt, Zensr, Burgers).

W niniejszej pracy rozważania ograniczymy do modeli trójparametrowych (a2 = 0,
b2 = 0) i do aproksymacji liniowej. Dyskretne równanie stanu można w tym przypadku
przedstawić w postaci [8]:

8» =» Co,xsx-i_ + yx<yx
Jt-{aoc2,x — yx)cfT-i+cixCSiXA(fr_1, x— 1 . 2 , (2.2)

W równaniu (2.2) eT i aT są odpowiednio odkształceniem i naprężeniem w chwili tx (granice
lewostronne, znak „prim" oznaczać będzie granicę prawostronną), AaT jest skokiem na-
prężenia w chwili tx

Aar = a'T-ax. (2.3)
Ponadto

1
y% = -nr(«o<?3,r+flic2, r), (2.4)

Cj|T są współczynnikami zestawionymi w tablicy 1 (współczynniki cUr i c 4 | T pominięte
w tabeli, nie występują w modelu tró'parametrowym).

Tabela 1

L.p.

1

2

Przypadek

bo = 0, b x # 0

bo#O, b 1 ? t 0

Co.r

1

exp(-a#T)
a = bo/b!

i''
~d-co.r)bo

C3,T

b 0 a

Cs.r

1

b7

1
-r-Co,t
bi

Jeśli w chwili tx zachodzi nieciągłość (skok) funkcji naprężenia Aat, to skok odkształce-
nia AeT oblicza się wzorem

Asx = y0Aar, x = 0, 1,2, ..., (2.5)
w którym

(2-6)

W układzie prętowym naprężenia (siły przekrojowe) wyrażają się za pośrednictwem wa-
runków równowagi węzłów przez obciążenia. Związki te w układzie liniowym mają rów-
nież charakter liniowy i dowolna aproksymacja naprężeń jako funkcji czasu przenosi się na
taką samą aproksymację sił obciążających. Przyjmując, że program obciążania konstrukcji
jest znaną funkcją czasu, dobieramy krok §x w ten sposób, żeby otrzymać wystarczająco
dobrą aproksymację tej funkcji. W układzie geometrycznie nieliniowym, jakim jest siatka
cięgnowa, aproksymacje przebiegu naprężeń i obciążeń nie będą równoważne. Jednakże
badania numeryczne prowadzone przy różnej długości kroku # r wskazują, że i w tym przy-
padku, przynajmniej w odniesieniu do siatek cięgnowych, istotna jest tylko dobra aproksy-
macja funkcji opisującej program obciążania, i przy spełnieniu tego warunku długość kroku
nie ma widocznego wpływu na wyniki.
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Przejście od stanu obciążenia PT_ x do stanu Px przebiega więc zgodnie z przyjętą apro-
ksymacją i uzależnione jest od zmiany konfiguracji układu, która w każdym kroku czaso-
wym jest uaktualniana.

Zadanie nieliniowe (geometrycznie) rozwiązuje się w każdym kroku czasowym metodą
iteracyjną Newtona-Raphsona, stosując postępowanie typowe dla metody elementów
skończonych. Odcinki cięgien między węzłami traktuje się jako elementy prostoliniowe.
Element „e" łączący węzły „ i " i „k" w chwili tx jest rozciągany siłą Sr i ma długość lx. Pole
przekroju pręta jest równe A. Wprowadza się lokalny układ współrzędnych (xc, ye, ze)
z początkiem w węźle „i", którego oś xe pokrywa się z osią pręta, a oś ye leży w płaszczyźnie
poziomej. W lokalnym układzie współrzędnych wektory przemieszczenia węzłów będą
wyróżnione nadkreśleniem:

H;,T *=CO\(uxt,r,Uyt,r,Uzi,r),

uktt = co\(uxkiT,Tiyk,r,ti,kir).

Wektory sił węzłowych oznacza się podobnie:

Fi,x = col(FxitZ, Fyi<x, Fzi,r),

ktZ,Fyk,t, F2k,x).

1 — —

Biorąc pod uwagę, że aT = SxjA, et = -y- (uxk,x~~uxi,t), FxiiX = -St, Fxk,x, = Sx,

otrzymuje się z (2.2) wzory transformacyjne dla sił brzegowych FxitX i FxkiX w postaci:

— A Ac
F ( « w ) £ i i ( " w ) +

( 2 7 )

j [ U x t t — Uxk,z)+ —j
»0 Vi: '0 Yr

lX_ A ,
\ Vt I T Yr

Pozostałe składowe sił węzłowych są zależne tylko od aktualnego położenia odcinka
„ik" cięgna w przestrzeni:

P

Fyk, X — 7— (Kyi, X — Uyk, r) ,

(2.8)
— S

s
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Równania (2.7 -^8) można zapisać w postaci macierzowej

Ve - \ A 1 4- Sx (1 T ^1 i?e Ać°'r T i?"
L'oYr 'T J /O?!

J o = 001(1,0,0,-1,0,0), I = diag (1,1,1), 1, m diag (1,0,0).

Po przejściu do globalnego układu współrzędnych otrzymuje się:

141

•ura-
(2.9)

(2.10)

Yt i JT=I.2,...

Siły węzłowe i przemieszczenia w układzie globalnym zapisuje się bez nadkreślenia.
W równaniu (2.10) K? = K£ > r +K G i T jest macierzą sztywności elementu, K£,r — macierzą
sztywności lepkosprężystej, KG, T — macierzą sztywności geometrycznej:

T - T ] sr fl —T T - I
-I I-T '

T =
sym.

nynx

nznz

H = col(H!, - Hi = col(«x, ny, nx),

nx, ny, nz są współrzędnymi wektora nc w globalnym układzie współrzędnych (x, y, z).
Wektor ne jest wektorem jednostkowym, kolinearnym z osią xe, skierowanym od węzła „i"
do węzła „k". Równanie (2.10) jest równaniem lepkosprężystego elementu cięgnowego
w globalnym układzie współrzędnych zapisanym dla chwili tT.

W każdej chwili tx musi być spełnione równanie równowagi

2 F ? , T - P ( , t . O , / = 1 , 2 , . . . ,« , (2.11)

w którym P I > r = col (Pxi.r, Pyi.r. PZ/,T) jest wektorem siły zewnętrznej działającej na węzeł
„/" w chwili tx, a sumowanie £ obejmuje wszystkie elementy zbiegające się w węźle „i".

e

Uwzględniając w (2.11), że

aoC2,r\r,, ITT

l^r-1 Hi,
Yr I i

(2.12)

oraz warunek zgodności przemieszczeń «f,T = U|>T dla wszystkich elementów „e" zbiega-
jących się w węźle „i" .otrzymuje się ogólnie znaną regułę agregacji macierzy globalnej.
Macierz T jest odnoszona w każdym kroku czasowym i w każdym kroku iteracyjnym do
konfiguracji aktualnej.
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Równanie macierzowo-rekurencyjne siatki lepkosprężystej można zapisać w postaci

Krur = P r + c 0 > l K Ł , T U r - i - Q T - i . T = 1 , 2 , . . . . (2.13)

Stan układu z chwili poprzedniej tx_ y został doliczony do wektora obciążeń. Macierz
QT_i buduje się następująco:

""" [,..]«H! dla węzła " 1 "

(2.14)

[...]'- i - 1

dla węzła "«'

«oc2,,

Macierz KT jest styczną macierzą sztywności przyporządkowaną aktualnej konfiguracji
określonej przez nieznany wektor «,. Równanie (2.13) należy więc rozumieć jako schemat
wyjściowy do zastosowania iteracyjnej metody Newtona-Raphsona. Należy jednak zwrócić
uwagę na to, że człon obciążeniowy jest zależny od aktualnej konfiguracji (układ jest nie-
zachowawczy), wobec czego metoda Newtona-Raphsona wymaga pewnej modyfikacji.
Zmodyfikowany tok postępowania iteracyjnego ilustruje rys. 1. Jeżeli dla większej zwięzłości
wywodu równanie (2.13) zapisane zostanie w postaci

K(u)-u~P+N(u),

^ u ^
Rys. 1

a dla ułatwienia graficznej interpretacji ograniczymy układ do jednego stopnia swobody, to
tok zmodyfikowanego postępowania iteracyjnego można przedstawić następująco:

Biorąc wartość wyjściową przemieszczenia w(0) budujemy równanie K(um) • w(1) =
= P+N(ul0)), z którego obliczamy w(1), a następnie N(ua)), 5 ( n oraz niezrównoważoną
siłę AR\ = P—SiX). Jednocześnie korygujemy poziom obciążenia o wartość AR" =
= iV(M(1))—N(ui0)). Obliczeniowa siła niezrównoważona jest więc równa ARX = AR1+
+AR1 (na rysunku 1 uwzględniono, że na ogół będzie ZlRf < 0 i ZlR? > 0). W drugim kroku
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iteracyjnym rozwiązuje się równanie #(«( 1 )) • Aui2) = ARX, skąd: AuS2\ u ( 2 ) = « ^ +
+Au<-2\ N(u<2)) i S& oraz

ARP
2 = P~S<-2\ ARN

2 = N(u<-2))-N(u<-1:>), AR2 =

W trzecim kroku iteracyjnym rozwiązuje się równanie K(u^2)) • Au& = AR2, skąd oblicza
się A$~^ .-• ltd.

Jeśli w węźle„T" na osi czasu pojawia się nieciągłość (skok) funkcji P;(0 (/ = 1,2, ...,«),
to skokowi APiiT może towarzyszyć skok AuiiT. Będzie to zachodzić, jeśli at <£ 0 i b^ =£ 0.
W takim przypadku rozwiązuje się dodatkowo równanie

KozluT = /IP r , r = 0,1,2,.. ., (0.15)

będące w istocie zwykłym równaniem statyki siatki sprężystej, w którym do macierzy
sztywności wprowadza się E = l/yQ.

Warunek początkowy realizuje się przez wprowadzenie stanu wyjściowego („zerowe-
go"). Stan „zerowy", to znaczy stan dla t = 0 - e, e -> 0, uzyskuje się za pomocą równania
statyki dla siatki sprężystej

• Kuo = P„. (2.16)

Stan „zerowy" będzie na ogół stanem wywołanym tylko wstępnym napięciem i ciężarem
własnym siatki. Równania (2.15) i (2.16) stanowią schematy wyjściowe do procesu itera-
cyjnego Newtona-Raphsona.

3. Program na EMC, przykłady obliczeń i analizy

W oparciu o podane w ust. 2 równania opracowany został program na EMC MERA 400
w języku FORTRAN1. Program wykorzystuje wyłącznie pamięć wewnętrzną, co ogranicza
wielkość rozwiązywanego zadania do układu złożonego z nie więcej niż 35 cięgien lub ma-
jącego co najwyżej 60 stopni swobody. Taki rozmiar zadań jest wystarczający na etapie
studialnym, mającym rozpoznać wpływ zjawisk Teologicznych na pracę realnych siatek
cięgnowych. Możliwości programu zwiększa łatwe przejście na EMC serii ODRA 1300.

Dla każdej chwili tx przemieszczenia węzłów konstrukcji wyznacza się iteracyjnie, wy-
korzystując metodę Newtona-Raphsona. Procedury tworzenia macierzy sztywności i roz-
wiązywania układów równań zaczerpnięto z wcześniej opracowanego programu obliczeń
statycznych STAC-AM102.
Przykład 1

Przeprowadzono analizę zachowania się w czasie siatki pokazanej na rysunku 2. Siatka
jest obciążona w węźle 6 siłą P = 2,5 kN nagle przyłożoną w chwili t = 0 i następnie stałą
w czasie. Wstępny naciąg i wstępna konfiguracja opisane są na rysunku. Siatka zbudowana
jest z lin stalowych o przekroju A = 0,5 • 10~4 m 2 . W odniesieniu do parametrów reolo-
gicznych liny oparto się na danych zawartych w monografii I. Kisiela [7] i odnoszących

1 Program napisał Marek Ratajczak.
2 Program STAC-AM10 byl przedstawiony w publikacji: J. Pulikowski, J. Rakowski, R. Świtka,

Algorytm obliczeń statycznych konstrukcji cięgnowych, IV Konf. Nauk. nt. Metody komputerowe w me-
chanice konstrukcji, Koszalin 1979.
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| P(t)=2.5H(t) IKN]
Ł-U^ŚOKN A=0,5*10 V

Eii

E,= 184,24 GPa
E2= 11,76 GPa
n*359,77><105GPaa

Rys. 2

się do badań J. Kmity [6] nad liniami stalowymi stosowanymi do sprężania betonu. Przy-
jęto model standardowy Zenera z parametrami: Et = 184 240 MPa, E2 = 11760 MPa,
rj = 3,5977 • 1010 MPa • s. Obliczenia wykonano w przedziale czasu (0,360 dni), czyli
(0,31104 Ks) ze stałym krokiem # r = & = 5 dni = 0,432 Ms.

Wyniki obliczeń zawarte są w tablicy 2 oraz na rysunkach 3 i 4. Obliczenia reologiczne
starano się porównać z wynikami dla modelu sprężystego siatki. Przy takich porównaniach

Tablica 2

-

Wstępne
sprężenie

Model
lepko-
sprężysty

Model
sprężysty

/ = o-

/ = 0+

t = 30 dni

/ = 60 dni

t = 150 dni

t = 360 dni

E = 145 GPa

E = 175 GPa

Ugięcie w x 102 [m]

Węzeł
nr3

0,0

-0,1544

-0,1599

-0,1624

-0,1642

-0,1643

-0,1877
(A = 12,5%)

-0,1696
(4 = 3,1%)

Węzeł
nr 6

0,0

1,3565

1,4045

1,4262

1,4424

1,4440

1,8133
(A = 20,4%)

1,4603
(A - 1.1%)

Siły w cięgnach [kN]

S6-8

20,3961

21,9981

21,2889

20,9901

20,7846

20,7674

22,0066
<A = 5,6%)

22,0086
(A - 5,6%)

S2-3

10,1980

10,7932

10,4431

10,2935

10,1904

10,1818

10,7263
(A - 5,1%)

10,7628
(A = 5,4%)

S6_7

10,1980

5,0113

4,6591

4,5090

4,4059

4,3974

5,1361
(A = 14,4%)

5,0675
(A = 13,2%)

natrafia się na trudność w doborze modułu sprężystości liny. Autorzy odwołują się tu do
obowiązujących w projektowaniu polskich norm. Według PN-8O/B-O32OO „Konstrukcje
stalowe, obliczenia statyczne i projektowanie" dla lin z rdzeniem stalowym o profilu otwar-
tym należy przyjmować E = 145 GPa. Natomiast norma PN-76/B-03264 „Konstrukcje
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1.35

1.39

1,43

10 20 40 60 BO 100 120 t [dn

|iMs |3MS |5Ms |7Ms 9Ms |i2Ms

Rys. 3

S,.,[KNl

10.1 5.0

150 t [dni]
12Ms 15 Ms

Rys. 4

betonowe, żelbetowe i sprężone, obliczenia statyczne i projektowanie" zaleca przyjmować
dla lin stosowanych do sprężania betonu E = 175 GPa. Z uwagi na znaczną rozpiętość
zalecanych przez normy wielkości, obliczenia porównawcze wykonano dla E = 145 GPa
i dla E = 175 GPa. Dla obu przypadków różnica między modelem lepkosprężystym
a sprężystym jest dość istotna: w ugięciach przekracza odpowiednio 20% i 3%, w siłach —
14% i 13%.

10 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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Przykład 2
Dla siatki z przykładu 1 analizowano relaksację wstępnego napięcia (P(t) = 0). Prze-

bieg relaksacji ilustruje rys. 5. Można stwierdzić, że stabilizacja procesu relaksacji następuje
po upływie 12-f-15 Ms. Spadek wielkości sił po upływie 360 dni wyniósł 6%.

W przykładzie powyższym badano również wpływ długości kroku § na wyniki (tabli-
ca 3). Długość kroku w tym przypadku, praktycznie rzecz biorąc, nie mą znaczenia. Zgod-
ność należy tłumaczyć niewielkim udziałem czynnika lepkiego w badanym układzie lepko-
sprężystym.

SIKN]

20,2

i

19,8

\

iqfili0i\

19,4

19.2

9 9 \ >

V
\

9.7 \

9.5

' i

l 1 i

Pit kO relaksacja

X
I

eqna nosne

tldni]

30

60

180

360

spadek
sUy[%]

3,A4

4,90

5,96

6,00

cięgna napinające

i

i i i
0 30 90 150 210 270 330

|5Ms |10MS |15Ms |20Ms |25Ms

t [dni]

Rys. 5

Tablica 3

t [h]

0
120
240
720
960

1440
2160
3600

0 = 6h

20,3961
20,2348
20,0948
19,6964
19,5672
19,3964
19,2679
19,1891

Relaksacja w cięgnie

# = 24h

20,3961
20,2350
20,0950
19,6969
19,5679
19,3972
19,2687
19,1900

& = 120h

20,3961
20,2350
20,0950
19,6969
19,5678
19,3971
19,2687
19,1899

6—8, S6_s [KN]

& = 240h

20,3961
—

20,0950
19,6968
19,5677
19,3970
19,2686
19,1900

# = 720h

20,3961
—
—

19,6953
—

19,3958
19,2678
19,1898
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Przykład 3
W dalszym ciągu badano wpływ długości kroku na wyniki w przypadku siły zmienia-

ącej się według wzoru

2,5 sin -Ąj [kN].

Przebieg w czasie obciążenia i przemieszczeń ilustruje wykres na rys. 6. Wyniki w anali-
zowanym przedziale czasu (niewielkim, bo wynoszącym tylko 96 h) nie są obarczone zbyt
dużym błędem nawet dla ft równego 1/2 okresu obciążenia. Oczywiście długość kroku
większa od 1 /2 okresu siły, przy stosowanej aproksymacji liniowej, będzie dawać wyniki
rozbieżne w czasie.

O.AMs

Przykład 4
Wykonano obliczenia wstępnie napiętej siatki przedstawionej na rysunku 7. Siatka

jest wykonana z lin stalowych 0 15,5 mm (A = 14,15 • 10-5 m2) i każdy jej węzeł (swobod-
ny) jest obciążony siłą pionową P = 30 kN, przyłożoną nagle w chwili t = 0. Parametry

x-̂

Rys. 7

ax=Qy=6 O m
P(t)=30H(t)(KN]
H*=Hy=100KN

lepkosprężystości przyjęto jak w przykładzie 1. Konfigurację początkową (dla t = 0 - e
e -> 0) i końcową (dla t = 360 dni) zestawiono w tablicy 4. Przebieg składowych piono-
wych przemieszczeń węzłów („ugięć") w czasie przedstawia rys. 8, przebieg sił —rys. 9.
Na dołączonej do rysunku tablicy zestawiono wyniki dla modelu lepkosprężystego i dla
modelu sprężystego. Różnice, jak widać, są w tyra przypadku bardzo duże.



0,47

0.48

0.49

0.50

[m] w 6

Rys. 8

IKN)

30 60 90 120
|3Ms |6Ms |9Ms

Rys. 9

Tablica 4

150
|i2Ms 15Ms

Nu-
mer

węz-
ła

3

6

7
•

Początkowa t =» o -
Model lepkosprężysty

t = 360 dni

X

12,0
12,0

6,0
5,9772

12,0
.12,0

Y

6,0
6,0116

12,0
12,0

12,0
12,0.

z
0,25

0,5347

-0,25
0,1038

0,0 !
0,5001 ,

Konfiguracja siatki [m]

E =

X

12,0

5,9757

12,0

• 145 GPa

Y

6,0126

12,0

12,0

Model sprężysty

Z

0,5655
(.A = 5,4%)

0,1328
(A = 21,8%)

0,5522
(4 -9.4%)

X

12,0

5,9771

12,0

E= 175

Y

6,0118

12,0

12,0

GPa

Z

0,5417
{A = 1,3%)

0,1074
{A = 3,4%)

0,5097
(A =1,9%

[148]
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Przykład 5
Dla liny o geometrii i obciążeniu jak w przykładzie 4 wykonano obliczenia relaksacji

wstępnego napięcia dla dwóch wariantów parametrów lepkosprężystych.
Wariant pierwszy odnosi się do danych z przykładu 1 (wg badań Kmity), natomiast w wa-
riancie drugim przyjęto parametry wyznaczone w pracy [5] w oparciu o badania G. Mayra
[4]. Krzywe relaksacji pokazuje rysunek 10 (linia przerywana — wariant pierwszy, linia
ciągła — wariant drugi).

Relaksacja liny badanej przez G. Mayra, jakkolwiek znaczna (spadek siły przekracza
6,8% po 2 Ms) jest wybitnie krótkotrwała. Jest to niewątpliwy wynik właściwej technologii.

t [dni]
20

||2Ms
40 60 80 100 120 140

; |6MS |8Ms |1OMS |12MS

Rys. 10

Przykład 6
Na zakończenie zbadano wpływ początkowej historii obciążenia na zachowanie się

układu. Siatkę cięgnową z przykładu 4 poddano trzem wariantom przebiegu obciążenia:

t [dni]

l3Ms

1Ms
101 15

2Ms
20 25 30

3Ms

s

m

w,a
riant
obc

1
n
m

ugięcie w 7 [ m ]

t=10dni
0,4803
0,2790
0.1695

t=20dni
0,4850
0,4352
0,3342

i

t=30dni
0,4866
0,4862
0.4847

t=120dni •
0,4991
0,4989
0,4988 .

0.Ł

Rys. 11
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— wariant I: P(t) = P0H(t);
t

— wariant II : P(t) — ? T
Po,

— wariant III: P(t) =
t

Po,

t
T/'

0 < f < T,

T,

Czaas obciążnia konstrukcji Tprzyjęto równy 30 dniom. Wyniki zestawiono na rysunkach
• 11 i 12 oraz w tabeli 5. Wpływ sposobu obciążania konstrukcji istotny w trakcie trwania
obciążania, okazuje się mało istotny już w chwili zakończenia obciążania i zupełnie nie-
stotny dla czasu przekraczającego znacznie czas obciążania.

t [dni]

Rys. 12

Tablica 5

Cięgno

Nośne
Ss-6

Napinające

Wariant
obciążenia

I

11

III

1

II

III

t = 10 dni

238,6904

174,7402

142,7650

22,0682

46,6523

64,5446

Siła w cięgnie [KN]

t = 20 dni

237,5867

222,4009

190,1778

21,3448

25,9568

38,1216

t = 30 dni

236,7536

237,3135

237^6478

20,8034

20,4790

20,2634

t m 120 dni

234,3565

234,4040

234,4323

19,3067

19,2796

19,2616
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4. Wnioski

Opisana w pracy metoda okazuje się efektywnym narzędziem obliczania wstępnie na-
piętych siatek cięgnowych o właściwościach lepkosprężystych. Podstawową zaletą metody
jest jej mała czułość na długość kroku. W wielu przypadkach krok może być bardzo długi,
co jest niezwykle ważne przy badaniu skutków długotrwałych obciążeń.

Właściwości reologiczne lin stalowych, na pozór nieznaczne, mogą mieć istotne znacze-
nie dla pracy konstrukcji cięgnowych. Wpływ pełzania na zmiany w aktualnej konfiguracji
siatki jest rzędu kilku procent, w pewnych przypadkach może przekraczać 20%. Wpływ
ten na zmiany sił w cięgnach jest poważniejszy i może się wahać od kilku do ponad 50%.

Relaksacja wstępnego napięcia (dla siatki nieobciążonej) powoduje spadki sił o ok. 6%.
Warto zwrócić uwagę na niebezpieczeństwo spadku sił w cięgnach napinających; nie można
wykluczyć wyłączania się cięgien na skutek rozwoju procesów Teologicznych.

Z przeprowadzonych badań można więc wyciągnąć wniosek, generalny, że zjawiska
reologiczne w sposób istotny wpływają na pracę wstępnie napiętych siatek cięgnowych wy-
konanych z lin stalowych i powinny być uwzględniane przy ich projektowaniu. Wynika
stąd potrzeba opracowania dalszych, bardziej doskonałych i bardziej efektywnych metod
i programów obliczeń siatek lepkosprężystych, oraz potrzeba prowadzenia bardziej syste-
matycznych badań nad właściwościami Teologicznymi lin.
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P e 3 w M e

PEOJIOrH^ECKHfł AHAJIH3 CETOK, H3rOTOBJIEHHBIX H 3 CTAJILHBIX KAHATOB

B HacTOHmeii pa6oie o6cyH<flaeicH xjHCJieHHbift iweTOfl pacue'Ta BH3Koynpynix ceTOK. 3TÓT
Mo«<eT 6ŁITŁ HcnojKOBaH npn BecbMa flUHHHWM maroM, MTO npeflCTaBJiaeT SOJIŁIHOH iirnepec npn Hccne-
AOBaHHH npoflOJMcnTe.ni.Hbix peojiorłraecKHx npoqeccoB. ABKUIHS pa3JimiHbix pacie'TOB
HanpjKKeHHtix TnroBbix ceioK, rraroTOBJieHHbix H3 crajiBHwx KamTOB noi<a3biBaeMj ITO
ii penaKcatpM HiwewT cymecTBeHHoe BJimnme Ha aKTyajiEHyio KOHcbHrypaqrao CCTKH, Taioi<e Ha BenH^miiy
H cooTHOineime CHJI.
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S u m m a r y

REOLOGHICAL ANALYSIS OF NET STRUCTURES MADE OF STEEL CABLES

The numerical method of calculating viscoelastic nets is presented. The method can be applied for
a long step of time which is important in the study of long reologhical processes. The analysis of stressed
net structures made of steel cables indicates, that the creep and relaxation are important for a actual con-
figuration of net and for the size and force distribution.

Praca została złożona w Redakcji dnia 26 kwietnia 1983 roku
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WPŁYW OSCYLACJI NA KONWEKCYJNE PRZEKAZYWANIE CIEPŁA
W ZASTOSOWANIU DO ZBIORNIKÓW OKRĘTOWYCH

STEFAN DOERFFER

Intytut Maszyn Przepływowych
PAN w Gdańsku

W pracy rozważono wpływ oscylacji ośrodka płynnego na średnią w czasie wymianę
ciepła przy ścianie pionowej zbiornika okrętowego. Zbudowano model matematyczny
zjawiska bazujący na równaniach warstwy przyściennej. Analizę przeprowadzono wykorzys-
tując metodę małych zaburzeń. Uzyskano zadowalającą zgodność wyników teoretycznych
i eksperymentalnych.

Oznaczenia

a — współczynnik wyrównywania temperatury,
Ao — amplituda kołysań zbiornika,
b — połowa szerokości zbiornika,
L — wymiar charakterystyczny, długość ściany,
t — czas,
T — temperatura,
T* — okres oscylacji,
u, v — składowe prędkości w warstwie,
U — prędkość przepływu zewnętrznego,
« — współczynnik przejmowania ciepła,
d — grubość warstwy przyściennej,
© — różnica temperatur,
X — współczynnik przewodnictwa cieplnego,
v —• współczynnik lepkości kinematycznej,
co — częstotliwość kołowa oscylacji,

Indeksy dotyczą

m —wartości średniej wzdłuż ściany,, tL

o — składowej stacjonarnej,
T — termicznej warstwy przyściennej,
w —ściany,
oo — parametrów na zewnątrz warstwy przyściennej,

U Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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1 — składowej pulsacyjnej,
H wielkości bezwymiarowych, ^
<> — wielkości uśrednionych w czasie jednego okresu drgań.

Liczby podobieństwa:

(Nu) = — liczba Nusselta,
A

(Gr) = °=^^- — liczba Grashofa,

(Pr) = ~ liczba Prandtla,

(Pr) = — ~ = — liczba Froude'a,

(Re) = As^k liczba Reynolds^,
v

(Ra) = (Gr)(Pr) — liczba Rayleigha,

(Sh) = -7-5 liczba Strouhala.

1. Wstęp
•f

W wielu zastosowaniach praktycznych istotna jest znajomość wpływu oscylacji na wy-
mianę ciepła. Dotyczy to między innymi zbiorników okrętowych, w których transportuje
się ciecze wymagające ogrzewania podczas rejsu. Kołysania statku wymuszają ruch cieczy
w zbiornikach, który zmienia mechanizm wymiany ciepła między cieczą a ścianami.
Względy ekonomiczne szczególnie w odniesieniu do dużych statków wymagają dokładnej
znajomości tego zagadnienia, aby móc precyzyjnie projektować systemy grzewcze.
W pracy rozwiązano jedno z podstawowych zagadnień — przejmowanie ciepła przez pio-
nową płytę, wzdłuż której ma miejsce laminarny przepływ oscylacyjny o małych częstotli-
wościach. Płyta modeluje te ściany ładowni zbiornikowca (burty), które mają największy
udział w odprowadzaniu ciepła do otoczenia.

W przeciwieństwie do wielu rozważań literaturowych, np. [1, 2, 3], główny nacisk
w pracy położono na określenie średnich w czasie zmian w wymianie ciepła wywołanych
oscylacjami harmonicznymi. Zagadnienie rozwiązano w oparciu o metodę uśrednień układu
równań zachowania.

Do zweryfikowania tej teorii skorzystano z wyników badań japońskich opisanych
w [4], dotyczących przepływu laminarnego. Ze względu na obecne potrzeby okrętownictwa
przeprowadzono własne badania eksperymentalne [5] dla zbiorników, w których wy-
stępuje turbułentna wymiana ciepła. Ma ona miejsce głównie w ładowniach wielozadanio-
wych statków, np. typu OBO. Z uwagi na to, że w przepływie turbulentnym formuje się
laminarna podwarstwa przyścienna, która stanowi główny opór przepływu ciepła, przed-
stawiona teoria może być również wykorzystana do analizy warstwy turbulentnej.
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2. Model matematyczny

W celu określenia wpływu oscylacji harmonicznych na średnią w czasie wymianę ciepła
przyjęto:

— płaską, pionową płytę pokazaną na rys. 1,
— istnienie dwuwymiarowej, laminarnej warstwy przyściennej, na granicy której pa-

nuje przepływ Unix, t),
— jednakową i stałą temperaturę płyty Tw oraz płynu poza warstwą Tw, przy czym

* CO ** J Itf 5

— płyn nieściśliwy o stałych własnościach,
— pomijalny wpływ dyssypacji energii,
— jako dominujący ruch w warstwie przyściennej ruch wywołany przepływem U«,(x, t).

\

Ujx.t)

Rys. 1

Przepływ ten wynika ze specyficznych ruchów cieczy w zbiorniku poddanym drganiom
harmonicznym [6],

W myśl przyjętych założeń zjawisko opisuje następujący układ równań:

8u 8u 8u T r 8Uca 8UX

8t 8x 8y 8x 8t + v
82u 1
8y2 '

8 u , 8 v _
T. 1 ii— —
ox 8y

86 86
+

826

(1)

łącznie z warunkami brzegowymi: m

j ) = = 0 u = u = 0, 0 = 0 W , V

j ; - * o o K - UM(X, / ) , 6> = 0 , |

Przepływ oscylacyjny m a postać:

Ua>(x, t) = U0(x) • coscot

gdzie amplituda U0(x) =/(geometrii zbiornika, AQ, w,'x) podaną w [6].

(2)

(3)
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Rozwiązań poszukuje się w postaci:
u(x,y, t) = uo(x,y) + u1(x,y, t),
v(x,y, t) = vQ(x, y) + vx{x,y,t), (4)
®(x,y,t) = eo(x,y) + 0l(x,y,t)

w którycli funkcje z indeksem „zero" stanowią średnie w czasie wartości tych rozwiązań,
a oznaczone „ 1 " są składowymi pulsacyjnymi. Średnia w okresie drgań T* wartość skła-
dowych pulsacyjnych wynosi zero:

<Ml> . <Wl> = <6>!> . 0.

Podstawiając (4) do układu (1); uśredniając równania w okresie drgań T*, otrzymuje
się układ równań określający średnie w czasie składowe rozwiązań (4). Równania po-
zwalające na obliczenie składowych pulsacyjnych otrzymuje się z odjęcia równań uśred-
nionych w czasie od równań pełnych [3].

Pole prędkości w warstwie przyściennej wywołane oscylacyjnym przepływem {/^(x, l)
określa się z uproszczonej postaci równania ruchu dla składowych pulsacyjnych w posta-
ci:

8t ^ 8y2 ' (5)

równania ciągłości:

i warunków brzegowych:
8x 8y

, - 0 , « i - ^ - 0
y-> co, «! = C/OO(A', P

Uzyskane rozwiązania mają postać:
I -" / 1

U i = f/o cos co/ —e " cos I w/ — . -

ITT \ t\

(8)v ~ _ _ £ . - y COS CO/+ —;.7-rc5 COS ( C O / - - j - I ~ -

* f L i ? 2 \ 41 ]/2

•T / J'
fl COS £0/-

/ 2v
gdzie '5 = 1/ — może być traktowana jako grubość hydraulicznej warstwy przyściennej

przy wzdłużnym opływie oscylacyjnym płaskiej płyty. Zmienność składowej u\/U£max

w funkcji odległości od ściany przedstawiono na rys. 2.
Poszukiwane pole temperatury określa się z równań:

— dla składowej pulsacyjnej <9t w postaci:

860 8&i 3 0 !
dt T W 1 8x T " ° 8x ™ 3x ^ c / 1 3^ n "° 8y

6i I 3 0 ! 30X \
(9)

3^ / 3j^
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1,0

0.8

0.6

X 0,4

0.2

-0,2

-0A

3/8 TT

x^const

3 A
y7«*

TT/2

Rys. 2

dla składowej średniej w czasie 0 O w postaci:

S0Q 30o / 30

i warunków brzegowych:

y = 0
y = ó

• 0 W J 0 ! o 0,|
= 0, ©i = 0.1

(10)

(11)

Rozwiązań (9) i (10) z warunkami (11) poszukuje się w sposób przybliżony zakładając, że:

0o(x, y) = ©£(*, j;) + 0'o'(x, y), (12)

gdzie 00, jako pierwsze przybliżenie, stanowi rozkład temperatury dla swobodnej kon-
wekcji a 0'ó uwzględnia wpływ oscylacji. Przyjmuje się ponadto:

0 ; > 0o
oraz że średnie w czasie pole prędkości w warstwie przyściennej u0, v0 pochodzi od swo-
bodnej konwekcji.
W rezultacie otrzymuje się profil temperatury, a następnie zależność na lokalną liczbę
Nusselta opisującą wymianę ciepła dla rozważanego zjawiska:

W zależności (13) pierwszy człon opisuje wymianę ciepła przy czystej, swobodnej kon-
wekcji. Natomiast

(14)
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stanowi poszukiwany, stacjonarny przyrost liczby (Nu) spowodowany oscylacjami prze-
pływ ii:

= / 2 [ (Re) , (Pr) , (Sh) ,*V+] (15)

jest składową pulsacyjną liczby (Nu).
Funkcje fx, f2 stanowiące złożone wyrażenia analityczne, podane są w pracy [6].
Dla ilustracji pokazano na rys. 3 zmienność (Nuć') i | (NuŁ)| — amplitudy składowej

pulsacyjnej (NuO w funkcji współrzędnej x+, obliczone na emc.

A = 0,21 rd =12

UJ - 0,078 rt!/s

2b=0,4m

= 0,25m

Rys. 3

3. Badania eksperymentalne

Badania przeprowadzono na modelu zbiornika o wymiarach 0.4 x 0.3 x 0.5 m (sze-
rokość x długość x wysokość), wykonanym ze szkła organicznego. Zbiornik poddany był
rotacyjnym wymuszeniom harmonicznym o amplitudach kątowych Ao e (0—0.175 rd) =
= (0 — 10°) i okresach T* e (0.7 — 3.6 s) względem osi obrotu leżącej w płaszczyźnie sy-
metrii zbiornika. Wymuszenie ruchu zbiornika realizowano odpowiednim napędem hydrau-
licznym. Cieczami modelującymi ciecze rzeczywiste, tj. ropy naftowe, paliwa, oleje, były
woda destylowana i olej wrzecionowy.

Badania przeprowadzono zmieniając napełnienie zbiornika, położenie osi obrotu,
amplitudę i okres kołysań oraz stany cieplne zachowując warunki turbulentnej wymiany
ciepła, tj. (Gr)-(Pr) > 2-.107. Parametry geometryczne stanowiska badawczego oraz
parametry jego pracy określono z zasad podobieństwa zjawisk.
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Do opisu rozważanego zjawiska uzyskano następujące równanie kryterialne:

(Nu) = /[(Re), (Pr), (Gr), (Fr), (Sh)]. (16)

Wyniki badań przejmowania ciepła przez ścianę pionową przedstawiono w układzie:

(Nu) [ (Gr) 1
(Re)1/2(Pr)1'3 J [ (Re)2(Pr)ł'3 J

i pokazano je na rys. 4.

(17)

10'

ze.

10

obszar dominacji

Konwekcji wymuszonej
I I I I I I

konwekcja

mieszana
I I

o woda H=032m h=0,19m
• woda H=O,32m h«0,31m
' olej H=0J1m h=0,31m
D olej H = Q20m h=0J1m

obszar dominacji

konwekcji swobodnej
I I I I I I

8 10"' 8 10° 6 8 101

(Gr)

Rys. 4

Badane zjawisko jest konwekcją mieszaną, a stosunek (Gr)/(Re)2 jest miarą udziału
konwekcji swobodnej do konwekcji wymuszonej w tymże zjawisku. Stąd przedstawienie
wyników badań w układzie (17) (zmodyfikowanym o liczbę (Pr)) pozwala określić obszary
dominacji konwekcji swobodnej czy wymuszonej w badanym zjawisku i dla każdego z nich
poszukać odpowiedniej korelacji. Natomiast parametr (Gr)/(Re)2 • (Pr)1'3 pozwala uznać
jako kryterium rozstrzygające o charakterze zjawiska i określające obszar jego występowa-

nia.
Dla wartości parametru

(Gr)
> 0,4 •

określono dominację konwekcji swobodnej. W obszarze tym obowiązuje korelacja:

(Nu)* = 0.31(Ra)0-291. . (18)

Przebadany zakres zmienności liczb kryterialnych wynosił:

(Ra) e (7 • 107, 3 • 109), (Pr) e (2.8, 233),
(Re) e (3.2 • 102, 2.8 • 104), (Sh) e (8.9, 36.7),

(Fr)e(1.03- 10-2,4.12- lO" 2 ),

Wyniki badań tego obszaru przedstawiono na rys. 5. Na rysunku tym oznaczono przez
H — wysokość cieczy w zbiorniku, a przez h — położenie osi obrotu w stosunku do dna
zbiornika.
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Dla wartości parametru 0.1 < p 1/3- < 0.4 określono występowanie konwekcji

mieszanej opisane zależnością:

(Nu)„, = 2,882 • 10-2(Re)°'503(Pr)1/3(Ra)0'15(Fr)°'15(Sh)oa. (19)
Rys. 5

Przebadany zakres zmienności liczb kryterialnych wynosił:

(Re)e(7-102,6-104), (Pr) 6(2,7, 220), (Ra) e(7,6 • 107, 2,9 • 109),

(Sh) £(5,7,36,7), (Fr)e(l,71- 10"2, 6,3- lO"2).

Dla wartości parametru ._. \ . „ . , i . < 0.1 określono obszar dominacji konwekcji wy-
(Re)2{Pry13

muszonej opisanej przez:

(Nu)m = 0,185- ( i t e ) 0 ' 6 0 ^ ) 1 / 3 ^ ) 0 ' 1 5 ^ ) 0 ' 1 .

Przebadany zakres zmienności liczb kryterialnych dla tego obszaru wynosił:

(Re) = (103, 5-104), (Pr) e(3.9,249), (Ra)e(8.6- 107, 8.8 • 108),

(Sh) e(8.9, 36.7), (Fr) e(2.47 • 10~2, 6.51 • 1Q-2),

4. Porównanie wyników teoretycznych i eksperymentalnych

Jedynymi, znanymi badaniami eksperymentalnymi nad wpływem oscylacyjnego prze-
pływu, o charakterze rozważanym w niniejszej pracy, na laminamą swobodną konwekcję
są wspomniane badania [4]. Służyć one mogą za materiał do weryfikacji przedstawionej
teorii. Teoria opracowana została dla małych zaburzeń, stąd jej zasięg obejmuje jedynie
dolny zakres badań [4]. Porównanie wyników dla dwóch zbadanvch cieczy zawarto w ta-
beli 1.
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Tabela 1

Czynnik

Woda

Olej

Eksperyment

(Nu)„,

14,54

18,92

(Nu'0')„,

0,672

0,258

Teoria

(Nu'0')m

0,677

0,255

Opracowany model teoretyczny nie nadaje się do bezpośredniej analizy turbulentnej wy-
miany ciepła, jednak pozwala na uproszczoną, jakościową analizę tych przypadków. Jest to
możliwe przy założeniu, że całkowity opór cieplny ma miejsce w podwarstwie laminarnej.
Na tej podstawie oszacowano grubość rozpatrywanej warstwy:

v T)m L *mL ~" (Nu)„, ' W

Korzystając z tej wielkości poddano analizie kilka punktów pomiarowych obejmowanych
przez teorię, a uzyskanych we własnych badaniach. Wyniki przedstawiono w tabeli 2.
Tabela 2

nr. p. pom.

63

88

145

czynnik

woda

olej

woda

Eksperyment

(Gr)/(Re)2 • (Pr) 1 ' 3

3.081

0.398

0.099

(Nu),„

157.77

119.54

115.19

(Nu'0),„

161.7

117.9

104.9

Teoria

(Nu'0')m

0.648

2.666

3.823

5. Zakończenie

Przedstawiony model teoretyczny pozwala określić średni w czasie wpływ oscylacji
harmonicznych przepływu wzdłuż pionowej ściany zbiornika okrętowego na swobodną
konwekcję. Porównanie jego wyników z eksperymentem japońskim [4] przedstawione
w tabeli 1 jest zadowalające. Model odnosi się do laminarnego charakteru wymiany ciepła.
Wyniki przedstawione w tabeli 2 świadczą również o jego przydatności do analizy turbu-
lentnej wymiany ciepła, i to zarówno pod względem jakościowym, jak i ilościowym. Ten-
dencja zmian wielkości (Nwó% jest zgodna z wynikami badań— rys. 4, tzn. ze zmniejsza-

( G )niem się wartości parametru wzrasta udział składnika ujmującego wpływ
(Re)2 • (Pr)1'3

oscylacji w całkowitej wymianie ciepła.
Rozwiązanie uzyskano dla małych zaburzeń pola temperatury, przyjmując ponadto,

jako pierwszą iterację, że wielkości stacjonarne są taki,e, jakie wynikają ze swobodnej kon-
wekcji. Dla małych zaburzeń przybliżenie to uznano za wystarczające. Rozwiązań w szer-
szym zakresie zmian parametrów poszukiwano na drodze eksperymentalnej, modelując
zjawisko pod kątem wykorzystania wyników badań w okrętownictwie.



J62 S. DOERFFER

Bardzo istotne przy opracowywaniu wyników badań okazało się kryterium 75^2 . / p y/r-

Pozwoliło ono wyróżnić obszary dominacji swobodnej lub wymuszonej konwekcji
w badanym zjawisku konwekcji mieszanej a przez to uzyskać poprawne korelacje dla po-
szczególnych obszarów. Uzyskane korelacje bezwymiarowych liczb kryterialnych mogą być
przydatne w praktyce projektowej.

Zaprezentowane w pracy części: teoretyczna i eksperymentalna dają pewien spójny
obraz zjawisk wymiany ciepła podczas oscylacji zbiornika i to zarówno pod względem
ilościowym, i jakościowym oraz w pewnym stopniu wypełniają lukę w tej dziedzinie wiedzy.
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TEnJIOOEMEH B KOJIEEJIIOmHXOT KHCTEPHAX

B daTte pacciwaTpiiBaeTCH BjiiiHHHe i<ojie6aHHH WH/H-COCTH Ha TerraooTfla*iy OT BepTHKaJiHioft CTCHKH
iTHCTepHti. TeHeime >KH,HKOCTH npHHOTO TawiM, Kanoe cjie^yei H3 rapiwonirqecKHX i<ojie6anHH iiHCTep-
HBI. B CTaTte onacaHO BjiHHHrie Tai<nx KOJie6aHHił Ha cpe^Hiie no speiwenn aiianenKn nojieił CKopocreił
H TeMnepaTypti, Koxoptie onnctiBaioT Tenjioo6ivieH, JXJIH SToro nocrpoena iwaTeMaraqecKaH MOflent H B -

ocHOBanHaa na ypaBHeHHax norpaiiHMnoro cnoa. Pemenne MOflenw nojiyvteno fljia JiaMiiHapnoro
CJIOH H RJIH Majifeix BO3MymeHHH TeMnepaTypHoro nojia. TeopeTH^ecroie pe3yjiwaibi

CpaBHeHHH C 3KCnepHMeHTajIbHWMH nOKa3aJIH yflOBJieTBOpUTejIŁHylO CXOflHMOCTL. IlpHBefleHHblH
MO>i<eT 6biTb npHMeHeH fljia TenjioBbix pac îeTOB cyflOBfaix

S u m m a r y

HEAT TRANSFER IN OSCILLATING TANK

The effect of liquid oscillations on the heat transfer to a vertical wall of a tank is considered. The
liquid flow along the wall which has been assumed results from rotational, harmonic oscillations of the
tank. The influence of these oscillations on the time-averaged quantities i.e. velocity and temperature fields,
describing heat transfer is determined. To obtain these quantities a mathematical model based on conserva-
tion equations is developed. Solutions for the laminar boundary layer and for small perturbations of the
temperature field have been sought. Theoretical results have been compared with experimental ones and
there has been obtained satisfactory agreement. This method may be useful for thermal calculations of
ship tanks.

Praca została złożona w Redakcji dnia 1 lutego 1984 roku
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III NIeraiecko-Polskie Sympozjum Naukowe „Mechanics of Inelastic
Solids and Structures", Bad Honnef (RFN)

W dniach 9-15 września 1984 roku w miejscowości Bad Honnef (RFN) odbyło się trzecie niemiecko-
polskie sympozjum naukowe z zakresu mechaniki, obejmujące zagadnienia mechaniki niesprężystych ciał
stałych i konstrukcji. Sympozja te odbywają się co trzy lata (dwa poprzednie miały miejsce kolejno w War-
szawie oraz także w Bad Honnef), a ich celem jest utrzymanie współpracy naukowej (oraz rozszerzenie za-
kresu tej współpracy) między specjalistami z Polski i RFN zajmującymi się mechaniką ciał niesprężystych.
Warto nadmienić, że ze strony polskiej inicjatorem tych spotkań był, niedawno zmarły, prof. Antoni Saw-
czuk, którego działalność organizacyjna i szerokie międzynarodowe kontakty naukowe przyczyniły się za-
równo do pomyślnego przebiegu poprzednich sympozjów, jak i do realizacji sympozjum w bieżącym roku.
W sympozjum tym strona polska była reprezentowana przez 29 osób, w tym: 18 osób z PAN, 8 osób
z różnych polskich politechnik, 2 osoby z WAT oraz jedna osoba (piszący to sprawozdanie) z Uniwersytetu
Warszawskiego. Strona RFN-owska była reprezentowana przez 28 osób, z większości czołowych ośrod-
ków naukowych z zakresu mechaniki w RFN. Na sympozjum wygłoszono łącznie 47 referatów; po każdym
referacie odbywała się dyskusja. Poziom naukowy zdecydowanej większości referatów był wysoki, co świad-
czy o starannej selekcji prac zgłoszonych do sympozjum, tak ze strony polskiej, jak i niemieckiej. Tematyka
prac obejmowała problemy: pękania, zniszczenia, pełzania, modelowania konstytutywnego, stabilności,
plastyczności, dynamiki oraz rozchodzenia się fal w ośrodkach niesprężystych. Szereg prac było rezultatem
już uprzednio nawiązanych kontaktów naukowych między pracownikami nauki obu krajów. Na uwagę
zasługuje doskonała organizacja samego sympozjum. Referowane tam prace mają zostać opublikowane
w osobnym numerze Archiwum Mechaniki Stosowanej.

Czesław Woiniak

V-te Polsko-Francuskie Sympozjum
Nieliniowe Zagadnienia Mechaniki, (Rydzyna k. Leszna, 25 - 30.VI.1984 r.)

Istotne przedsięwzięcia mające na celu rozwój mechaniki w Polsce podejmuje i realizuje Komitet
Mechaniki PAN. Jedną z form działalności tego Komitetu jest organizowanie międzynarodowych i dwu-
stronnych spotkań naukowych. Świadczą o tym dobitnie odbyte dotychczas sympozja: polsko-brytyjskie,
polsko-francuskie, polsko-radzieckie, polsko-szwedzkie, polsko-włoskie oraz sympozja na temat mechaniki
niesprężystych ośrodków i konstrukcji organizowane przez mechaników polskich i zachodnio-niemieckich.

Poprzednie, IV Sympozjum Polsko-Francuskie odbyło się w roku 1980 w Marsylii. Tradycyjnie już
sympozja polsko-francuskie odbywają się co trzy lata, na zmianę w Polsce i we Francji.

Sympozjum odbyło się w Ośrodku Stowarzyszenia Inżynierów i Mechaników Polskich w Rydzynie
k. Leszna. Ośrodek ten mieści się w pięknym pałacu, pamiętającym czasy króla Stanisława Leszczyńskiego..

Wszystkie dotychczasowe sympozja polsko-francuskie odbywały się pod patronatem W. Nowackiego
z PAN-u i P. Germain, będącego Secretaire Perpetuel de 1'Academie des Sciences. Przewodniczącym Ko-
mitetu Organizacyjnego V Sympozjum był W. K. Nowacki, sekretarz naukowy Komitetu Mechaniki PAN.
W skład Komitetu Organizacyjnego wchodzili: W. Szczepiński, przewodniczący Komitetu Mechaniki PAN
i M. Źyczkowski z Politechniki Krakowskiej. Sekretarzem był J. J. Telega z Instytutu Podstawowych Pro-
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blemów Techniki PAN. Przdwodniczącym delegacji francuskiej był J. M. Pierrard z Instytutu Mechaniki
w Grenoble. W sposób istotny do zorganizowania Sympozjum przyczynił się Zakład Teorii Konstrukcji
IPPT PAN oraz International Centre for Mechanical Sciences (Udine, Włochy).

W obradach wzięło udział 51 uczestników z wielu ośrodków naukowych, co uwydatnia znaczenie,
jakie obydwie strony przywiązywały do tego przedsięwzięcia. Uczestników z Polski było 35 (Instytut Pod-
stawowych Problemów Techniki PAN, Instytut Geofizyki PAN, Politechnika Krakowska, Politechnika
Łódzka, Uniwersytet Warszawski, Wojskowa Akademia Techniczna). Z Francji wzięło udział 16 osób
(Institut de Mecanique de Grenoble, Electricite de France — Department Mecanique et Modeles Numeri-
ques (Clamart), Ecole Polytech-ique (Palaiseau), Universite Pierre et Marie Curie (Paris), Universite de
Franche-Comte (Besancon), Universitc des Sciences et Technique du Languedoc (Montpellier), Labora-
toire de Mecanique et Technologie — ENSET (Cachan), Institut National Polytechnique de Grenoble,
Ecole Centrale de Lyon). Jednym z uczestników był doktorant z Wietnamu, który w ostatnich latach przy-
gotowywał doktorat w Instytucie Podstawowych Problemów Techniki PAN.

W imieniu Komitetu Organizacyjnego uczestników powitał jego przewodniczący, W. K. Nowacki.
Następnie głos zabrał, w imieniu Komitetu Mechaniki PAN, W.-Szczepiński. Podkreślił on ważność kon-
taktów naukowych mechaników polskich i francuskich, czego jednym z dowodów jest i to, już piąte z kolei,
sympozjum. Sporo uwagi poświęcił zmarłym ostatnio dwóm wybitnym uczonym: J. Mandelowi z Francji
i A. Sawczukowi z Polski. Ten ostatni był aktywnym organizatorem sympozjów polsko-francuskich od sa-
mego ich początku, czyli od 1971 roku. W imieniu strony francuskiej na rozpoczęcie obrad głos zabrał prze-
wodniczący delegacji francuskiej, J. M. Pierrard. Omówił on zwięźle rolę tych sympozjów oraz podkreślił
żywe kontakty naukowe istniejące pomiędzy różnymi ośrodkami francuskimi i polskimi.

W czasie Sympozjum wygłoszono 42 referaty, w tym sześć 45-cio minutowych, a pozostałe 25-cio mi-
nutowe, z tego 10 referatów w języku francuskim, a 32 — w jęz, angielskim. Trzy referaty były wspólne,
polsko-francuskie; ponadto przedstawiono jeden referat polsko-niemiecki i jeden polsko-wietnamski.
Obrady podzielono na 7 sesji, a problematyka poruszona w czasie Sympozjum dotyczyła: zniszczenia,
uszkodzenia, pękania, stowarzyszonej i niestowarzyszonej plastyczności przy małych i dużych odkształce-
niach, lepkoplastyczności. lepkosprężystości, homogenizacji rozmaitych ośrodków o strukturze periodycz-
nej i quasi-periodycznej, ośrodków ziarnistych i mechaników gruntów, tomografii, zagadnień unilateral-
nych i kontaktowych, propagacji fal w ośrodkach nieliniowych, cieczy nie-newtonowskich, nośności granicz-
nej i optymalizacji.

Pierwszą sesję otworzył 45-cio minutowy referat P. Suqueta (Montpellier) na temat plastyczności
silnie niejednorodnych ośrodków, przy czym przedyskutowano głównie niejednorodności periodyczne
i quasi-periodyczne przy zastosowaniu metod homogenizacji. Drugi 45-cio minutowy referat wygłosił
H. Petryk (Warszawa), który na bazie wprowadzonego przez siebie kryterium stateczności procesu defor-
macji przedstawił wynikające stąd, dosyć silne, ograniczenia na związki konstytutywne dla ośrodków plas-
tycznych.

W czasie obrad wszystkie dyskusje, oczywiście te oficjalne, odbywały się tuż po wygłoszeniu referatu.
Podczas pierwszej, najkrótszej sesji głos zabrało 4 uczestników (6 wypowiedzi), którzy prosili o wyjaśnienia,
komentowali i uzupełniali wygłoszone referaty, a czasem krytykowali przedstawione rezultaty. Było tak
przez cały czas trwania obrad.

P. Perzyna (Warszawa) rozpoczął sesję drugą 45-cio minutowym referatem dotyczącym lokalizacji
odkształceń plastycznych i zjawiska zniszczenia jako szczególnych etapów procesów niesprężystego pły-
nięcia. Dwa dalsze referaty dotyczyły: jakościowej analizy jednowymiarowego równania ewolucji, opisu-
jącego zachowanie się pokrytyczne i zniszczenie ciał dyssypatywnych (P. Perzyna, A. Drabik — Warszawa),
trzech typów bifurkacji w ośrodkach geologicznych i ziarnistych modelowanych jako materiały niestandar-
dowe, czyli materiały o niestowarzyszonym prawie płynięciu (B. Loret — Palaiseau). Pozostałe cztery re-
feraty wiązały się z różnymi zagadnieniami homogenizacji (uśredniania); w szczególności prace te dotyczyły:
związków konstytutywnych dla ośrodka plastycznego ze wzmocnieniem otrzymanych na bazie prostego
micromechanizmu Franka-Reada (D. Leguillon — Paris), makroskopowego związku konstytutywnego
opisującego kompozyt z uszkodzeniami w przypadku uproszczonego opisu kontaktu pomiędzy matrycą
a włóknami (D. Leguillon, F. Lćne — Paris), dynamicznej analizy kompozytu sprężystego o strukturze
periodycznej w przypadku gdy długość fali jest znacznie większa od charakterystycznego wymiaru okresu
(J. L. Auriault, G. Bonnet — Grenoble), Iiniowo-spręźystego ośrodka spękanego w przypadku periodyczne-
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go rozkładu szczelin (W. S. Barański, O. Gajl — Łódź). W dyskusji zabrało głos 9 uczestników (18 wypo-
wiedzi i komentarzy).

Trzecią sesję otworzył 45-cio minutowy referat na temat konstrukcji niesprężystych poddanych ob-
ciążeniom zmiennym, przy czym omówiono również zagadnienie śrutowania, które sprowadzono do pro-
blemu dynamicznego przystosowania (G. Inglebert — Palaiseau). W następnym referacie, przedstawionym
przez W. Szczepińskiego (Warszawa), omówiono teoretyczne i doświadczalne wyniki badania modeli opi-
sujących zniszczenie ciągliwe materiałów plastycznych w przypadku regularnego układu szczelin. Referat
Q. S. Nguyena (Palaiseau) i M. Potier-Ferry'ego (Paris) stanowił próbę jednolitego podejścia do opisu nie-
stateczności plastycznej i zagadnienia rozciągania szczelin. Cztery pozostałe referaty przedstawione w trakcie
tej sesji poświęcone były zagadnieniom unilateralnym i kontaktowym. W szczególności przedstawiono:
teorię nośności granicznej w przypadku jednostronnych warunków brzegowych z tarciem i bez tarcia, przy
czym subróżniczkowe prawo tarcia dopuszcza anizotropię i niewypukłość warunku plastyczności (J. J, Te-
lega — Warszawa), problemy istnienia i jednoznaczności rozwiązania zagadnienia quasi-statycznej ewolucji
dla ciał liniowo-sprężystych w przypadku nieliniowo-lepkiego prawa tarcia (C. Licht — Montpellier),
sformułowanie dualne w sensie Mosco — w postaci nierówności quasi-wariacyjnej — dla zagadnienia
Signoriniego z ogólnym prawem tarcia dla ośrodka liniowo-sprężystego oraz trzy różne podejścia do formu-
łowania zadania dualnego dla płyt von Karmana (W. Bielski, J. J, Telega — Warszawa), możliwości za-
stosowania analizy niestandardowej do ogólnej analizy zagadnienia sprężystości w przypadku jednostron-
nych więzów na naprężenia i odkształcenia oraz zastosowanie operatorów maksymalnie monotonicznych
do dowodu istnienia rozwiązań dla takich zagadnień (Cz. Woźniak, Z. Naniewicz — Warszawa). W dys-
kusji głos zabrało 9 uczestników co dało 14 wypowiedzi.

J. Supeł (Warszawa) rozpoczął sesję czwartą 45-cio minutowym referatem na temat badań doświadczal-
nych z zakresu kruszenia i kontaktu ziaren w ośrodkach ziarnistych. Dalsze wystąpienia dotyczyły: synte-
tycznej analizy związków konstytutywnych opisujących grunty (Z. Mróz — Warszawa), dynamicznego
wypływu materiału ziarnistego ze zbiornika stożkowego, przy czym materiał opisywany jest przez niestowa-
rzyszone prawo plastycznego płynięcia (J. Zawidzki —• Warszawa, E. Degny —. Grenoble), niektórych teo-
retycznych i doświadczalnych aspektów jedno- i dwuwymiarowego pełzania aluminium w warunkach pod-
wyższonych temperatur (C. Lexcellent •— Besancon), pomiaru energii dyssypowanej w postaci ciepła przez
sprężysto-plastyczne próbki poddane rozciąganiu w zakresie dużych odkształceń (A. Chrysochoss — Mont-
pellier), nowszych rezultatów z zakresu geometrycznego opisu wzmocnienia plastycznego metali (M. Życz-
kowski, T. Kurtyka — Kraków), wpływu efektów drugiego rzędu na pokrytyczne zachowanie się konstrukcji
plastycznych (M. Duszek — Warszawa). W trakcie dyskusji głos zabrało 8 uczestników (20 wypowiedzi).

Sesję piątą rozpoczął nie przewidziany w programie, przedstawiony przez G. Inglebert, referat J. F. Ar-
nould (Palaiseau) na temat modelowania uszkodzenia w kompozytach warstwowych. Modelowanie anizo-
tropowego uszkodzenia w betonie przedstawiono w referacie F. Sidoroffa i F. Supartono (Lyon). Cztery
dalsze referaty dotyczyły: związków konstytutywnych opisujących izotropowe materiały sprężysto-plastycz-
ne w zakresie dużych odkształceń i przy dowolnych ciśnieniach hydrostatycznych (B. Raniecki — Warszawa,
Nguyen Hun Viem — Hanoi), konstrukcji powierzchni plastyczności dla monokryształów w przypadku
poślizgu ołówkowego (J. L. Raphanel, J.-H. Schmitt — Grenoble), modelowania sprzężenia pomiędzy
starzeniem a mechanicznym zachowaniem się metali (D. Marquis, J. Dufailly — Cachan), półanalitycznej
metody elementów skończonych w zastosowaniu do analizy stateczności powłok obrotowych (Y. Bamber-

ger.Y. Merabet—Clamart). Referat A. Cagnasso, H J . Latiere'a (Marseille) i 'A. SAWCZUKA (Warszawa)

na temat możliwości zastosowania tomografii do pomiaru gęstości ośrodka odkształconego przedstawił
R. Wojnar (Warszawa). Nie przewidzianą w programie pracę P. Beresta i Nguyen Minch Duca (Palaiseau),
dotyczącą analizy ośrodka wokół wyrobiska w skale solnej modelowanej jako ośrodek sprężysto-lepkoplas-
tyczny, przedstawił B. Loret. W dyskusji głos zabrało 10 uczestników (12 wypowiedzi).

45-cio minutowy referat na temat propagacji fal przyspieszenia w przypadku dużych odkształceń
ośrodków sprężysto-plastycznych o pamięci dyskretnej, rozpoczął sesję szóstą (P. Gućlin, S. Han — Gre-
noble; W. K. Nowacki — Warszawa; P. Pegon, B. Wack — Grenoble). Następne dwa referaty również
dotyczyły zagadnień dynamicznych, a mianowicie: analizy wpływu opóźnienia plastycznego na dynamiczne
płynięcie materiałów sprężysto-lepkoplastycznych (G. Bąk, A. Stolarski — Warszawa), dynamiki jedno-
wymiarowych modeli liniowych i nieliniowych kompozytów sprężystych z uwzględnieniem solitonów (Z. We-
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sołowski — Warszawa). W kolejnym referacie rozpatrzono zagadnienie numerycznego modelowania procesu
formowania włókien szklanych (J. R. Clermont, C. Godet, J. M. Pierrard — Grenoble). Dwa pozostałe
referaty przedstawione na tej sesji dotyczyły pewnych zagadnień związanych z przepływami cieczy nie-
newtonowskich; i tak S. Zahorski (Warszawa) rozpatrzy! dwuwymiarową warstwę graniczną dla cieczy
„prawie" nieściśliwej zaś M. Gosiewski (Warszawa) — przepływ cieczy nieściśliwej w warstwie pomiędzy
dwoma niewspółosiowymi walcami. W dyskusji głos zabrało 8 uczestników (10 wypowiedzi).

Ostatnią, siódmą sesję rozpoczął referat na temat metod numerycznych przydatnych w rozwiązywaniu
pewnej klasy zagadnień liniowych i nieliniowych, w których czas występuje jawnie (Cz. Rymarz, I. Winnicki
— Warszawa). Pozostałe referaty dotyczyły: analizy i optymalizacji ram plastycznych w przypadku pól lo
sowych (K. A. Sikorski, A. Borkowski — Warszawa), badań doświadczalnych nad przystosowaniem rur
obciążonych ciśnieniem wewnętrznym i zmiennym polem temperaturowym (J. A. Konig — Warszawa,
K. Leers — Hannover, O. Mahrenholtz — Hamburg), różnego rodzaju oszacowań, w tym przemieszczeń
maksymalnych, dla ciał sprężysto-plastycznych przy uwzględnieniu pełzania (S. Dorosz — Warszawa).
Ostatni referat, nie przewidziany w programie, stanowił uzupełnienie i rozszerzenie przedstawionych na
sesji piątej rezultatów dotyczących możliwości zastosowania tomografii w mechanice ciała stałego (A. Chry-
sochoos — Montpełlier). W ramach dyskusji głos zabrało 8 uczestników.

Należy zaznaczyć, że podczas wszystkich sesji dyskusje były żywe i bardzo rzeczowe.
Na zakończenie obrad jako pierwszy głos zabrał P. Perzyna, przewodniczący ostatniej sesji, który był

uczestnikiem wszystkich dotychczasowych sympozjów polsko-francuskich. Przypomniał on historię czte-
rech poprzednich sympozjów oraz mocno podkreślił inspirującą rolę A. Sawczuka jak i jego starania o współ-
pracę z wiodącymi ośrodkami naukowymi we Francji. Ponadto zwrócił uwagę na istotną rolę odgrywaną
Przez mechaników francuskich w dziedzinie badań doświadczalnych i w zastosowaniach analizy funkcjo-
nalnej do rozwiązywania zagadnień brzegowych i początkowo-brzegowych jakie stawia współczesna mecha-
nika ciała stałego. Jako członek Redakcji Archiwum Mechaniki Stosowanej poinformował uczestników
o tyrh, że przewidywane jest wydanie specjalnego numeru tego czasopisma zawierającego prace przedsta-
wione na Sympozujm. Następnie głos zabrał członek Komitetu Organizacyjnego, M. Życzkowski. Podzięko-
wał on uczestnikom za udział w Sympozjum i za stworzenie odpowiedniej do takich obrad atmosfery.
Według niego, prace przedstawione w czasie.obrad obejmowały następujące dziedziny: sprężystość, plas-
tyczność, reologia, uszkodzenie, mechanikę zniszczenia, ośrodki ziarniste, metody matematyczne. Jako
ostatni zabrał głos J. M. Pierrard, przewodniczący delegacji francuskiej. Przedstawił on własne impresje,
bardzo pozytywne, dotyczące prac przedstawionych na Sympozjum jak i samej organizacji tego spotkania.
Wspomniał o zauważalnym w ostatnich latach renesansie mechaniki francuskiej. Ze względu na istniejące
trudności w rozwiązywaniu zagadnień numerycznych, polscy mechanicy zwrócili swoje zainteresowania
w kierunku problemów teoretycznych i zagadnień analitycznych. Jest to jeszcze jeden powód do zacieśniania
wspólnej współpracy, która w przyszłości może dać wiele interesujących rezultatów.

Józef Joachim TELEGA

Konferencje Naukowe

1. Badania Konstrukcji Budowlanych i Inżynierskich, Szklarska Poręba 1986-03- 21 i 22. Organizatorzy:
Komitet Inżynierii Lądowej i Wodnej PAN i Politechnika Wrocławska. Adres Komitetu Organizacyj-
nego: Politechnika Wrocławska, Instytut Budownictwa, Plac Grunwaldzki 11, bud. C-7, p. 506, 50—370
Wrocław.

2. European Turbulence Conference, Ecole Centrale Lyon, 1986-07-01 do 04. Adres: Professor J. Mathieu,
lub Professor G. Comte-Bellot, Ecole Centrale de Lyon, Laboratoire de Mecanique des Fluides, B. P.
133, F-69131, Ecully, Cedex, France. Zgłoszenia do 15 grudnia 1985 r.
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III Sympozjum Brytyjsko-Polskie z Mechaniki

W dniach od 30 marca do 2 kwietnia 1985 odbyło się w Glasgow III Sympozjum Brytyjsko-Polskie
z Mechaniki (Third Brittish-Polish Mechanics Symposium), organizowane przez Uniwersytet Strathclyde
w Glasgow. Sympozja te dotyczą mechaniki ciała stałego i mechaniki konstrukcji, przy czym zasadniczym
tematem omawianego sympozjum była mechanika kompozytów. Ze strony polskiej udział wzięło 11 pra-
cowników nauki reprezentujących: IPPT PAN (8 osób), WAT (jedna osoba), Uniwersytet Warszawski
(jedna osoba) i Politechnikę Łódzką (jedna osoba). Ze strony brytyjskiej udział wzięło 9 pracowników,
reprezentujących uniwersytety w Nottingham (3 osoby), Glasgow (2 osoby), Bath (2 osoby) oraz Nor-
wich i Coventry (po jednej osobie). Wygłoszono 21 referatów godzinnych lub półgodzinnych, z których
trzy nie dotyczyły bezpośrednio bądź pośrednio mechaniki kompozytów. Z pośród 18 referatów na temat
mechaniki kompozytów, tylko dwa omawiały wyniki prac eksperymentalnych i realizacji inżynierskich;
tym samym obrady i dyskusje po referatach, jak również dyskusja okrągłego stołu poświęcona tendencjom
rozwojowym mechaniki kompozytów, dotyczyły przede wszystkim zagadnień teoretycznych. Dyskusje te
wykazały zbieżność kierunków badawczych nad teorią kompozytów prowadzonych w Polsce i w Wielkiej
Brytanii, przy czym prowadzone prace dotyczą w większym stopniu zagadnień modelowania konstytu-
tywnego i rozwiązywania zagadnień o znaczeniu technicznym niż zagadnień o charakterze matematycznym
(matematyczna teoria homogenizacji). Dużą uwagę poświęcono zwłaszcza związkowi między mechaniką
„mikro" i „makro" oraz zagadnieniom rozchodzenia się fał w materiałach lub ciałach kompozytowych.

Czesław Woiniak

Odsłonięcie tablicy pamiątkowej poświęconej pamięci Profesora Witolda Wierzbickiego

W uznaniu zasług Profesora Witolda Wierzbickiego w gmachu Wydziału Inżynierii Lądowej Poli-
techniki Warszawskiej została wmurowana piękna tablica pamiątkowa. Z inicjatywy profesora Jerzego
Mutermilcha i szeregu osób starania w tej sprawie podjęła Rada Wydziału Inżynierii Lądowej oraz specjal-
nie powołany Komitet Organizacyjny. 30 stycznia 1985 r. upłynęła dwudziesta już rocznica śmierci Pro-
fesora W. Wierzbickiego — pierwszego Prezesa Zarządu Głównego Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej. Urząd ten piastował od chwili powstania Towarzystwa w roku 1958 do chwili
śmierci.

W dniu 25 czerwca 1985 r. odbyło się uroczyste odsłonięcie tablicy pamiątkowej, którego dokonała
Profesor Karyna Wierzbicka-Michalska, córka Profesora. Po uroczystości odsłonięcia tablicy członkowie
Rady Wydziału i liczne grono gości, złożone z przyjaciół, współpracowników i uczniów Profesora oraz
osób oficjalnych uczestniczyło w specjalnym posiedzeniu Rady poświęconym pamięci Profesora Witolda
Wierzbickiego. Zebranych powitał Dziekan Wydziału Docent Andrzej Gomuliński. Referat pt. Witold
Wierzbicki — Życie i Dzieło wygłosił Profesor Jerzy Mutermilch. Krótkie przemówienia wygłosili J. M. Rek-
tor Politechniki Warszawskiej Profesor Władysław Findeisen, Przewodniczący PTMTS Profesor Józef
Wojnarowski, oraz Przewodniczący Komitetu Organizacyjnego Profesor Przemysław Jastrzębski. Odczy-
tany został list od Profesora Romana Ciesielskiego, Przewodniczącego Rady Głównej Ministerstwa Nauki
i Szkolnictwa Wyższego. Dziekan Andrzej Gomuliński wręczył wielu uczestnikom zebrania kopie pięknego
medalu pamiątkowego wybitego dla uczczenia pamięci Profesora W. Wierzbickiego.

Wydrukowana została broszura pt. Witold Wierzbicki 1890—1965 zawierająca artykuł pióra Profesora
Jerzego Mutermilcha, zdjęcie portretowe Profesora Wierzbickiego, listę wypromowanych przez niego dok-
torów nauk technicznych, bibliografię publikacji i fotografię medalu pamiątkowego. Warto wspomnieć
przy tej okazji że Profesor Wierzbicki opublikował artykuły o PTMTS w Nauce Polskiej (nr 3, 1963 s.
139—144) i w języku angielskim w Rev. Pol. Akad. Sc. (nr 3, 1963 s. 73—76). W Mechanice Teoretycz-
nej i Stosowanej ukazała się Jego praca pt. Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany 2,1964
s . 7—34) i wspomnienie o profesorze Kazimierzu Zarankiewiczu w Biuletynie MT i S (1959, s. 1—3)

W ramach cyklu „sylwetki profesorów Politechniki Warszawskiej" ukazał'się życiorys Profesora Wi-
tolda Wierzbickiego pióra Profesora P. Jastrzębskiego (Prace Historyczne B. G. P. W. nr 30). Wspom-
nienie pośmiertne o Profesorze Witoldzie Wierzbickim opublikowaliśmy w Mechanice Teoretycznej i Sto-
sowanej wraz ze spisem prac naukowych i zdjęciem portretowym w 1/1966, s. 1—8.

Zbigniew Olesiak
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do: K. Majorkowska-Knap, Fale sprzężone mechano-termo-elektryczne w stałym ośrod-
ku piezoelektrycznym, Mech. Teoret, i Stos., 22, 3/4 (1984), 509—523.
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