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JUBILEUSZ PROFESORA WITOLDA NOWACKIEGO

m

Dnia 25 czerwca odbyło się w Warszawie w sali Okrągłego Stołu w Pałacu Staszica
plenarne zebranie Komitetu Mechaniki Polskiej Akademii Nauk* poświęcone przedsta-
wieniu sylwetki i działalności naukowej Profesora Witolda Nowackiego w związku z ju-
bileuszem Jego 70 lecia. W porządku dziennym znalazły się wystąpienia kilku uczonych
i referat Profesora W. Nowackiego. Słowo wstępne wygłosił i otworzył zebranie prze-
wodniczący Komitetu Mechaniki PAN prof. Antoni Sawczuk.

Profesor Jerzy Litwiniszyn w swoim wystąpieniu przypomniał działalność Jubilata
. w czasach przedwojennych i w obozie jenieckim w Woldenbergu, a następnie omówił
Jego zasługi w rozwoju badań naukowych oraz jako organizatora nauki w całym okresie
powojennym.

Profesor Zbigniew Kączkowski w swoim wystąpieniu wiele uwagi poświęcił działal-
ności naukowej i organizacyjnej Profesora W. Nowackiego na Politechnice Gdańskiej.
Omówił również rolę Profesora jako inicjatora różnych poczynań rozwijających życie
naukowe na uczelni oraz opiekuna i promotora zdolnej młodzieży i kierownika biura
konstrukcyjnego przy katedrze. W latach pięćdziesiątych, działając już w Warszawie,
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w charakterze Sekretarza Wydziału IV — Nauk Technicznych PAN Profesor W. No-
wacki był inicjatorem powołania Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Sto-
sowanej, nieco później PTETiS i innych towarzystw naukowych przy IV Wydziale, a na-
stępnie patronował powstaniu naszego kwartalnika Mechanika Teoretyczna i Stosowana.
Następnie prof. Ż. Kączkowski omówił działalność naukową Jubilata.

Profesor Dominik Rogula wygłosił referat pt. „Pola sprzężone i nieklasyczne ośrodki
ciągłe". Referat ten drukujemy jako pracę przeglądową w dalszym ciągu niniejszego
numeru MTiS. Profesor W. Nowacki wniósł znaczny wkład do rozwoju pól sprzężonych
w mechanice ciała stałego.

Profesor Marek Sokołowski wygłosił referat problemowy pt. „Teoria sprężystości
i termosprężystość". Omówił w nim ciekawy sposób osiągnięcia naukowe Profesora
Witolda Nowackiego, w szczególności w teorii sprężystości, i termosprężystości oraz
w mechanice budowli.

W obszernej wypowiedzi Profesor W. Nowacki podziękował Komitetowi Mechaniki
PAN, a przede wszystkim swoim przedmówcom za zorganizowanie zebrania i przygoto-
wanie referatów. Następnie wygłosił referat przeglądowy na temat" termosprężystości
i jej perspektyw rozwojowych. Referat ten publikuje poniżej.

Dnia 3 lipca 1982'w Pałacu Kazimierzowskim w Warszawie odbyło się uroczyste
posiedzenie Senatu Uniwersytetu Warszawskiego, na którym Profesor Witold Nowacki
otrzymał doktorat honoris causa. Na Uczelni tej wykładał przez ponad ćwierć wieku,
będąc kierownikiem Katedry Teorii Sprężystości i Plastyczności w latach 1955 - 69, na-
stępnie pierwszym Dyrektorem Instytutu Mechaniki w latach 1969 - 78.

Dyplom Doktora Honoris Causa wręczył Jubilatowi J. M. Rektor Uniwersytetu
Warszawskiego profesor Henryk Samsonowicz, promotorem był prof. Zbigniew Olesiak.
Godzi się wspomnieć, że był to już ósmy doktorat honoris causa przyznany Profesorowi
W. Nowackiemu. Wpłynęły liczne gratulacje i życzenia od władz i osób prywatnych, a chór
akademicki Uniwersytetu wykonał kilka uroczystych pieśni.

Również Politechnika Warszawska uhonorowała Profesora Witolda Nowackiego
doktoratem honorowym. Z Uczelnią tą Profesor W. Nowacki był związany w latach
1952 - 55, pełniąc obowiązki kierownika katedry. W kameralnej uroczystości dnia 16 gru-
dnia 1981 dyplom Doktora Honoris Causa Politechniki Warszawskiej wręczył J.M. Rek-
tor Profesor Władysław Findeisen, promotorem był prof. Jerzy Mutermilch.
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ZAGADNIENIA TERMOSPRĘŻYSTOŚC1

WITOLD N O W A C K I

PAN

Mechanika ciała stałego odkształcalnego XIX wieku, to głównie teoria sprężystości,
traktowana jako dział fizyki matematycznej.

Równolegle z teorią sprężystości rozwijały się jej zastosowania techniczne w ramach
tzw. nauki o wytrzymałości materiałów, teorii płyt i powłok oraz mechaniki konstrukcji.

W okresie powojennym zaczęły się rozwijać nowe działy mechaniki ciała odkształ-
calnego, mianowicie teoria plastyczności, lepkosprężystość i reologia. Jednocześnie na-
stąpił renesans klasycznej teorii sprężystości. Z powodzeniem rozwijano jej waiiant nie-
liniowy. W liniowej teorii sprężystości na plan pierwszy wysunęły się zagadnienia szczelin,
znaczną rolę odgrywające w fizyce pękania materiału.

Jednocześnie obserwujemy burzliwy rozwój teorii pól sprzężonych ciał sprężystych.
Pod tym mianem rozumiemy wiązanie co najmniej dwu działów fizyki fenomenologicznej,
dotąd oddzielnie rozwijanych. Typowym przykładem takiego wiązania pól jest termo-
sprężystość. Wiążemy tu klasyczną teorię sprężystości i teorię przewodnictwa ciepła w cia-
łach stałych w jedną, syntetyczną dziedzinę. Badamy wpływ zmiany temperatury na od-
kształcenie ciała jak i wpływ odkształcenia na zmianę temperatury. .

Impuls do badania pól sprzężonych przyszedł od techniki; w związku z rozwojem
konstrukcji lotniczych i maszynowych a przede 'wszystkim z rozwojem inżynierii che-
micznej (zwłaszcza jądrowej). Coraz częściej elementy konstrukcyjne narażone są na pod-
wyższone temperatury, wyższe ciśnienie; pracują w warunkach radiacji, dyfuzji oraz
w silnym polu magnetycznym.

W niniejszym referacie ograniczymy się do przedstawienia jednego tylko pola sprzę-
żonego— termosprężystości. W tej bowiem dziedzinie mechanika polska ma szczególne
osiągnięcia.

Wiadomo, że w klasycznej teorii sprężystości stosuje się odmienne założenia termo-
dynamiczne w elastostatyce i elastodynamice. Jeszcze inne założenia stoją u podstaw
teorii naprężeń cieplnych.

W elastostatyce przyjmuje się, że w czasie powolnego narastania obciążeń, a co za tym
idzie i odkształceń, występuje pełna wymiana ciepła z otoczeniem. Zakłada się, że w całym
ciele panuje stała temperatura To, temperatura stanu naturalnego. Wiadomo, że wektor
przemieszczenia «, którego pochodne opisują deformację ciała, spełnia równania różnicz-
kowe

(1) ^V2«+(A+iu)graddivH+-X'= 0,
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gdzie

(2) (i > 0, 3A + 2/i > 0.

Tutaj « jest wektorem sił masowych, a fx, X stałymi materiałowymi Lame'go dla stanu
izotermicznego. Nierówności (2) wynikają ze stwierdzenia, że energia odkształcenia jest
formą kwadratową, dodatnio zdefiniowaną.

Natomiast w klasycznej elastodynamice zakłada się, że wymiana ciepła, odbywająca
się za pośrednictwem przewodnictwa cieplnego następuje w sposób bardzo powolny,
oraz że w ciele brak jest źródeł ciepła.

Powyższe założenie odpowiada warunkom procesu adiabatycznego. Przemieszczenie
u spełnia tu równanie ruchu

(3) /j,V2u + (X+ft)gi&ddivu+X = QU.

Tutaj Q oznacza gęstość a QU jest siłą bezwładności. Stałe Lame'go [i, X występujące w rów-
naniu (3) odnoszą się do stanu adiabatycznego. Również i one spełniają nierówności

[j, > 0, 3X+2[i > 0.

Innego typu założenia przyjmuje się w teorii naprężeń cieplnych. Uwzględnia się dzia-
łanie źródeł ciepła oraz ogrzanie powierzchni ciała, ale pomija się wpływ odkształcenia
ciała na zmianę pola temperatury.

Odkształcenie całkowite ey składamy z dwu części, z dystorsji termicznej cy =
= a,0dij oraz z odkształcenia sprężystego ê -. W rezultacie otrzymamy

(4) eu = at0dlJ+2fj,'au+ X' du akk,

gdzie

2 w ' - J _ ,y=
 X

P " l i i 2/t(3JL+2fi)'
Zależność efj = a,0d[j opisuje znane zjawisko fizyczne: proporcjonalność dystorsji
termicznej do wzrostu temperatury & = T—To, gdzie T jest temperaturą bezwzględną
a To stałą temperaturą stanu naturalnego. Przez <xt oznaczono współczynnik liniowej
rozszerzalności termicznej. Ze związków (4) otrzymamy tzw. związki Duhamela-Neu-
manna. *

(5) au

Wstawiając powyższe do równań ruchu, dochodzimy do równań przemieszczeniowych
teoriijiaprężeń cieplnych

fjt, > 0, (3A+2/U) > 0, y=(3l+2/i)at>Q, at > 0.

• Pole temperatury opisane jest tu klasycznym równaniem przewodnictwa cieplnego

(7) (kV2-cQd,)& = -Qh, k> 0, c > 0.

W równaniu tym h jest ilością generowanego ciepła, odniesionego do jednostki masy,
cjest ciepłem właściwym, odniesionym do jednostki masy (przy ustalonym odkształceniu),
wreszcie k jest współczynnikiem przewodzenia ciepła.
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Równanie przewodnictwa cieplnego (7) nie uwzględnia wpływu odkształcenia ciała
na zmianę temperatury. W tym stanie rzeczy wyznaczamy temperaturę z równania prze-
wodnictwa cieplnego i wstawiamy do prawej strony równania ruchu (6). Możemy zatem
z rozwiązania równania ruchu wyznaczyć pole przemieszczenia wywołane ogrzaniem
(czy oziębieniem) ciała. Nie możemy jednak rozwiązać zagadnienia odwrotnego, wyzna*

.czenia zmiany temperatury wywołanej odkształceniem ciała.
W rozpatrywanych tu przypadkach otrzymaliśmy trzy różne równania przemieszczenio-

we, uwzględniające różne założenia termodynamiczne. Dążenie do uzyskania jednego
układu równań różniczkowych opisujących wszelkie procesy termodynamiczne stoi
u podstaw sprzężonej termosprężystości.

Sprzężenie pola deformacji i. temperatury postulował już J. M. C. DUHAMEL [1].
Dołączył on do klasycznego równania przewodnictwa cieplnego człon dylatacyjny. Tak
rozszerzone równanie przewodnictwa cieplnego miała postać

(8) D0 = fdivw = -Qh, D = kV2-CQd„

nie zostało jednak uzasadnione termodynamicznie. Zanotujmy dalsze usiłowania uza-
sadnienia termodynamicznego równania (8) podjęte przez W. VOIGTA [2] i H. JEFF-
REYS'A [3]. Jednak dopiero w 1956 r. M. A. BTOT [4] opierając się na termodynamice
procesów nieodwracalnych, podał pełne uzasadnienie termodynamiczne równania [8].

Podstawą dalszych rozważań są: bilans energii oraz nierówność Clausius'a-Duhema

(9)

00)

Tutaj s jest energią wewnętrzną, odniesioną do jednostki masy, r\ jest entropią odnie-
sioną do jednostki masy. Kropka na r\ i s oznacza materialną pochodną czasową. Wreszcie
q jest wektorem przepływu ciepła. Człon ffki"Vi,k jest przyrostem energii odkształcenia, po-
miniętym przy wyprowadzaniu klasycznego równania przewodnictwa cieplnego.

Z bilansu energii wewnętrznej uzyskuje się równania konstytutywne, związki między
naprężeniami i entropią a odkształceniami i przyrostem temperatury

(11)

(12)

Nierówność Clausiusa-Duhema prowadzi nas do prawa Fouriera przewodnictwa
cieplnego

(13) ąt = ~/c<9>(.

Z bilansu entropii oraz z równania ruchu otrzymuje się równanie przewodnictwa cieplnego
oraz równanie przemieszczeni owe

(14) V 2 ©- — ^

(15)
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Powyższe równania stanowią komplet równań termosprężystości. Równania te są ze sobą
sprzężone. Równanie (15) jest dla y = 0 równaniem hiperbolicznym; równanie (14) dla
| = 0 równaniem parabolicznym. Układ równań (14) (15) jest złażonym układem równań
hiperboliczno-parabolicznym.

Przyczynami wywołującymi odkształcenie ciała i zmianę temperatury są tu siły masowe
i źródła ciepła, zadane warunki brzegowe oraz warunki początkowe.

Termosprężystość staje się uogólnieniem i syntezą dwu dotąd oddzielnie rozwijających
się dziedzin, przewodnictwa cieplnego w ciałach stałych oraz teorii sprężystości. Termo-
sprężystość ma fundamentalne znaczenie tam, gdzie głównym celem badań jest okreś-
lenie energii dysypacji. Znaczenie termosprężystości polega przede wszystkim na jej wa-
lorach poznawczych; pozwala ona głębiej wniknąć w mechanizm procesu odkształcenia,
powiązanego z efektami termicznymi w ciele stałym. •

Równania (14) (15) zawierają cały szereg przypadków szczególnych. Jeżeli przyczyny
wywołujące odkształcenie i zmianę temperatury zmieniają się bardzo wolno w czasie,
to można pominąć w równaniu (15) człon inercyjny QU. Równania (14) (15) pozostają
nadal sprzężone. Rozprzężenie równań termosprężystości następuje jedynie w przypadku
procesu stacjonarnego. W tym przypadku równanie przewodnictwa cieplnego staje się
równaniem Poissona; równanie przemieszczeniowe jest równaniem typu eliptycznego.

Jeśli przyjąć, że S — 0, co pociąga za sobą q = 0, /z = 0 oraz

(16) 0 = - — div»;
CQ

to równania (14) (15) przechodzą na równania klasycznej elastodynamiki (3). Jeśli mamy
do czynienia z zagadnieniem statycznym, to przy 0 = 0, T = TQ oraz h = 0, otrzymamy
równania (1). Wreszcie pominięcie członu dylatacyjnego ł?divw w równaniu (14) prowadzi
do równań teorii naprężeń termicznych.

Równania termosprężystości są bardzo złożone i trudne do rozwiązania. Rozseparo-
wanie równań termosprężystości polega na zastosowaniu dekompozycji wektora przemiesz-
czenia sił masowych na część potencjalną i solenoidalną.

u = gra.&<P+rotW X — # (grad # +rot #)

(17) i o 1
D < 5 < 9 4 # D&rjV20 = -"-, • t S / = - - r Z -

W ten sposób równanie termosprężystości zastąpimy układem równań (H. DERE-
SIEWICZ, H. ZORSKI [5] [6]):

(18) {dxD-rjydtV
2)0 == -eD&-yeh,

(19) D 2 ^ = -Ql,
gdzie

• i = (A+2Ał)V2e3? D 2 = /uV2-Qdf, D=kV2-ce8t.

Równanie (19) opisuje falę poprzeczną. W nieskończonej przestrzeni termosprężystej
fala podłużna jest generowana przez część potencjalną sił masowych i przez pole
temperatury: fala poprzeczna przez część solenoidalną sił masowych. Fala poprzeczna
jest niezaburzona przez pole temperatury.
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Zauważmy, że funkcja O spełnia równanie

2)6 D?Q(20) (n1D
" C i £?

Budowa tego równania jest identyczna z równaniem (18); różnica polega na prawych
stronach tego równania.

Równanie jednorodne fali podłużnej (18) daje się przedstawić jak to wykazali L. BRUN
[7] i J. IGNACZAK: [8] w sposób analogiczny do rozwiązania T. BOGGIO [9] w elastodynamice
klasycznej.

Wróćmy do równań termosprężystości. Przedstawmy jednorodne równanie prze-
wodnictwa cieplnego (14) w ten sposób, aby człon zawierający pochodną czasową dylatacji
znalazł się po prawej stronie tego równania. Funkcję rjdivu potraktujemy jako źródło
ciepła w klasycznym równaniu przewodnictwa cieplnego. Rozwiązanie tego równania
w nieskończonej przestrzeni termosprężystej przedstawimy w następującej postaci

t

(21) 0(x, t) = j dt J G(x', x,t~r) -~ divas', r)dV(x'),
o v

gdzie

G(x, x', t) = — r exp — - . —
8 ( ) ł I 4«t

Wstawienie funkcji 6 ze wzoru (21) do równania przemieszczeniowego (15) prowadzi
do układu równań różniczkowo-całkowych w przemieszczeniach (H. ZORSKI [10]).

Analogon do rozwiązania Cauchy-Kowalewskiej-Somigliano został w termosprężys-
tości podany niezależnie od siebie przez S. KALISKIEGO [11], J. PODSTRIGACZA [12] i D. Ru-
DlGERA [13].

Wprowadzając funkcję wektorową cp i skalarną r przyjmujemy następującą reprezen-
tację przemieszczenia « i wzrostu temperatury 0

(22) u = Qę—grad AivCT(p)+y grad T,

(23) 0 =

gdzie
1, r = (U fi)D~yrjdt.

Wstawienie powyższe reprezentacji do równań termosprężystości (14) (15) prowadzi
do równań falowych

(24) D2fic»+X=0,
(25) Qt+gh = 0.

Powyższe równania są bardzo wygodne do wyznaczenia funkcji Greena w nieskoń-
czonej przestrzeni termosprężystej.

Obecnie termosprężystość stanowi już rozwiniętą teorię polowa. Sformułowane zo-
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stały metody rozwiązania układu równań (14) (15) oraz niektóre podstawowe ogólne
twierdzenia.

Z tych ogólnych twierdzeń na plan pierwszy wysuwa się zasada-prac wirtualnych,
sformułowana przez M. A. BIOTA [14]. Zasada ta stanowi kombinację zasady prac wirtu-
alnych Lagrange'a dla teorii sprężystości (z członem termicznym) z zasadą wariacyjną
dla zjawiska przewodnictwa cieplnego. M. A. Biot w sformułowanej przez siebie zasadzie
wprowadza funkcję wektorową H, związaną z entropią oraz z wektorem przepływu ciepła
następującymi zależnościami
(26) S - -divH, q= T0JŁ .

Zasada prac wirtualnych termosprężystości ma postać (przy h ~ 0)

{27) ó('W + 0'+2)) = j(Xt-QU,)duldV+ J ptdutdA- f GritdHidA.
V A A

Tutaj W jest pracą odkształcenia, & potencjałem cieplnym, a 3) funkcją charaktery-
zującą dysypację energii.

Znane są jeszcze inne sformułowania zasad wariacyjnych. Zwrócić należy uwagę na
twierdzenie wariacyjne G. HERMANNA [15], D. IESANA [16], R. E. NIKJELL'A i J. Ł. SACK-
MAMN'A [17] oraz P. RAFALSKIEGO [18]. Są to uogólnienia znanych z elastodynamiki kla-
sycznej twierdzeń wariacyjnych. Twierdzenie wariacyjne dla kwazistatycznych zagadnień
termosprężystych podali V. IONESCU-CAZIMIR [19] oraz H. BEN-AMOZ [20].

Wróćmy do zasady prac wirtualnych M. A. Biota (27) i załóżmy, że przyrosty 5ut,
detj, dHi pokrywają się z przyrostami rzeczywistymi występującymi przy przejściu od
chwili t do t+dt. W tym przypadku otrzymamy z zasady prac wirtualnych twierdzenie
energetyczne

( 2 8> dt
V A A

W powyższym wyrażeniu .yf przedstawia energię kinetyczną, if pracę odkształcenia
a %T jest funkcją dysypacji

(29) Xr=kT0 ( l^X dV,
y Wo /

Równanie (28) przedstawia bilans energii w ujęciu globalnym (przy h = 0). Podsta-
wowe twierdzenie energetyczne wykorzystał J. H. WEINER [21] do określenia jednoznacz-
ności rozwiązań równań termosprężystości. Zagadnieniem tym zajmowali się jeszcze
R. J. KNOPS i L. E. PAYNE [22] oraz L. BRUM [23].

Ważną rolę, tak przy rozwiązywaniu równań termosprężystości przy użyciu funkcji
Greena jak i w twierdzeniu o istnieniu rozwiązania odgrywa twierdzenie o wzajemności
prac. Zostało ono obmyślone przez V. IONESCU-CAZIMIR [24]. Twierdzenie to, w którym
występują dwa niezależne od siebie układy przyczyn i skutków, ma następującą postać

(30) r]x { f (XlQu'i-X'iOut)dV+ J (PiQu't-p'tQu^dA) m
v A

- ? J(Q*&'-Q'*e)dV+yM f(&'*&itt-&*0[n)dA.
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W równaniu tym wprowadziliśmy następujące oznaczenia splotowe
i

(31) X&u't - fxt(x, t-r) fo<*' T) dr,
o

(32) Q*0' = J £>(*, t~r)0'(x, x)dr, i.t.d.

Twierdzenie o wzajemności prac zawiera szereg przypadków szczególnych, między
innymi twierdzenie O. GRAFFIEGO [25] dla elastodynamiki i twierdzenie o wzajemności
prac dla klasycznego równania przewodnictwa cieplnego.

W. NOWACKI [26] wychodząc z twierdzenia o wzajemności prac podał uogólnione
na termosprężystość twierdzenie Somigliana i Greena; podał wreszcie rozszerzone na termo-
sprężystość twierdzenie Mayziela.

Zagadnienie mieszanych warunków dla termosprężystości zostało rozwiązane przez
W. NOWACKIEGO [26] poprzez sprowadzenie zagadnienia do rozwiązania układu równań
całkowo-różniczkowych. Zasługą W. NOWACKIEGO [27] jest wreszcie wykorzystanie roz-
wiązań teorii naprężeń cieplnych do rozwiązania zagadnień termosprężystości.

Ważnym zagadnieniem osobliwych równań całkowych termosprężystości zajęli się
we wspólnej pracy J. IGNACZAK i W. NOWACKI [28]. Uzyskane równania całkowe są oso-
bliwymi równaniami całkowymi Fredholma drugiego rodzaju. Przedstawiono proces
budowania przybliżonych rozwiązań równań termosprężystości przez wykorzystanie
tzw. kanonicznych, funkcjonalnych równań całkowych.

Ważnym zagadnieniem stało się przekształcenie falowych równań różniczkowych dla
potencjałów sprężystych 0, W i temperatury © w postaci wyrażeń całkowych (rozszerzenie
znanych z elastodynamiki twierdzeń Kirchhoffa, Webera, Poissona i Volterry). Uzyskanie
tak uogólnionych twierdzeń było przedmiotem prac W. NOWACKIEGO [29, 30].

Podstawowe zagadnienie termosprężystości, dowód twierdzenia o istnieniu rozwiązań
równań różniczkowych termosprężystości stał się przedmiotem kilku prac. I tak W. D. Ku-
PRADZE i T. W. BURCZUŁADZE [31] przedstawili dowód istnienia rozwiązań dla przypadku
drgań ustalonych i czterech podstawowych typów warunków brzegowych. Zagadnienia
brzegowe zostały doprowadzone do osobliwych równań całkowych przy pomocy alterna-
tywy Fredhclma dowiedziono istnienie ich rozwiązań. Rozpatrzono, zagadnienie wewnętrz-
ne i zewnętrzne. Ostatnio, w znakomitej monografii autorów: W. D. KUPRADZE, T. G. GE-
OELIA, M. D. BASZELISZWILI i T. W. BURCZUŁADZE [32], poświęconej przestrzennym
zagadnieniom teorii sprężystości i termosprężystości, ukazał się obszerny rozdział doty-
czący dowodu istnienia .dla zagadnień dynamicznych periodycznych i również aperiodycz-
nych. Na uwagę zasługuje również praca C. M. DAFERMOSA [33] poświęcona dowodowi
istnienia oraz asymptotycznej stabilności rozwiązań w odniesieniu do ciała anizotropowego
i niejednorodnego.

Liczne są prace dotyczące propagacji fal harmonicznych w nieograniczonym i ograni-
czonym obszarze sprężystym. Kluczowe znaczenie ma tu praca P. CHADWICKA i I. N. SNED-
DONA [34]. W pracy tej autorzy zanalizowali w sposób bardzo szczegółowy wpływ powią-
zanych ze sobą zmian objętościowych i cieplnych na postać fal harmonicznych. Wykazali,
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że fale poprzeczne nie mają wpływu na efekty termiczne. Istnieją dwie odrębne fale po-
dłużne, z których jedna w swej naturze jest podobna do czysto podłużnej fali rozpraszanej
i pochłanianej przez ośrodek, druga zaś jest podobna do fali czysto termicznej.

Zagadnienie propagacji naprężeń termicznych w prętach metalowych, wywołanych bądź
wzbudzeniem termicznym, bądź mechanicznym, zostało rozpatrzone przez I. N. SNED-
DONA [35]. Analogiczne zagadnienie dla półprzestrzeni sprężystej i warstwy sprężystej
ziostało opracowane przez W. NOWACKIEGO [36]. Zagadnienie propagacji harmonicznych
fal kulistych i walcowych w nieskończonej przestrzeni termosprężystej rozwiązane zostało
przez W. NOWACKIEGO [37]. Ważne zagadnienie rozwiązań podstawowych (funkcje
Greena) dla sił i źródeł ciepła zmieniających się w sposób harmoniczny w czasie, zostało
opracowane przez W. NOWACKIEGO [38] oraz G. EASONA i I. N. SNEDDONA [39].

Zagadnieniem propagacji fal powierzchniowych Rayleigha w ośrodku termosprężystym
przy swobodnej wymianie cieplnej w płaszczyźnie ograniczającej półprzestrzeń zajął się
F. J. LOCKETT [40]. Zagadnienie propagacji fal termosprężystych harmonicznych w wars-
twie sprężystej przedyskutowali W. NOWACKI i M. SOKOŁOWSKI [41].

Fale harmoniczne podłużne rozprzestrzeniające się w pełnych i wydrążonych walcach
stały się przedmiotem pracy F. J. LOCKETTA [42]. J. IGŃACZAK i W. NOWACKI [43] roz-
wiązali zagadnienie drgań wymuszonych harmonicznych w walcach o przekroju prosto-
kątnym, wywołanych ich rozgrzaniem oraz drganiami wymuszonymi płyt średniej grubości.
J. IGŃACZAK [44] podał odmienną drogę rozwiązania zagadnienia propagacji fal.w pręcie
póhiieskończonym, dogodną w przypadku jednorodnych warunków brzegowych ale nie-
jednorodnych warunków początkowych.

Zagadnienie osiowo-symetryczne, odnoszące się do koncentracji naprężeń, wywołanych
płaskim przepływem ciepła (przepływ ten zmienia się w sposób harmoniczny w czasie)
wokół pustki walcowej i kulistej, było przedmiotem pracy J. IGNACZAKA i W. NOWAC-
KIEGO [45].

Zagadnienie propagacji naprężeń w półprzestrzeni termosprężystej, ogrzanej na po-
wierzchni lub pobudzonej do drgań siłami mechanicznymi, ma już obszerną literaturę.
Zagadnienie osiowo-symetryczne i płaskie Lamba, dla przyczyn harmonicznie zmiennych
w czasie, zostało opracowane przez W. NOWACKIEGO [47]. Zagadnienie nierównomiernego
ogrzania płaszczyzny ograniczającej półprzestrzeń sprężystą zostało opracowane przez
G. EASONA i J. N. SNEDDONA [39] i W. NOWACKIEGO [40].

Dodać jednak należy, że uzyskane tu ogólne rozwiązania mają w dużej mierze charakter
rozwiązań formalnych; na tym etapie nie udało się nawet dla najprostszych przypadków
uzyskać wyników w postaci zamkniętej przy użyciu znanych funkcji przeważnie wyniki
uzyskano w postaci całek niewłaściwych.

Zanotować należy tu kilka prac odnoszących się do przybliżonego rozwiązania tzn.
problemu W. I. DANIŁOWSKIEJ [49]. Problem polega na nagłym przyłożeniu temperatury
do powierzchni półprzestrzeni sprężystej. Został on rozwiązany przez W. I. Daniłowską
w ramach teorii naprężeń cieplnych. Rozszerzenie tego problemu na termosprężystość
jest owocem prac kilku uczonych (LESSEN [50], R. B. HETNARSKI [51], [52], MUKI i BRA-
UER [53]) którzy podali swe rozwiązania stosując metodę małych perturbacji oraz stosując
transformację Laplace'a dla małych czasów.

Jak. z powyższego przeglądu prac wynika, rozwiązane zostały dotąd zagadnienia naj.-
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prostsze ale i najważniejsze. Tym niemniej mamy do czynienia już ze spójną syntezą pola
temperatury i pola odkształceń.

Powyżej przedstawiona termosprężystość bazowała na klasycznym modelu teorii
sprężystości. Podstawowymi funkcjami pola były przemieszczenia u i przyrost tempera-
tury ©. W latach 60-tych renesansu doznała mikropolarna teoria sprężystości, obmyślona
na początku tego wieku przez braci Cosseratów (podstawowe ich dzieło „Theorie des
corps deformables" pochodzi z 1909 roku). Materiały mikropolarne są z grubsza mówiąc
materiałami klasycznymi z dodatkowymi niezależnymi stopniami swobody dla lokalnych
obrotów. Materiały te przejmują działanie sił i momentów masowych: przez element
kontaktowy przenoszą działanie naprężeń siłowych i naprężeń momentowych. Obok
przemieszczenia u wystąpi niezależny wektor obrotu ę.

Teoria termosprężystości ośrodka mikropolarnego została opracowana przez W. N o
WACKIEGO [54]. Dotyczy to nie tylko twierdzeń podstawowych (twierdzenie wariacyjne,
twierdzenie energetyczne, twierdzenie o wzajemności prac, jednoznaczność rozwiązań itd.)
ale i rozwiązań równań falowych (fale płaskie, kuliste i walcowe, rozwiązania podstawowe,
zagadnienia brzegowe).

Wyniki prac W. Nowackiego zostały zebrane w IV-tyra rozdziale monografii „Teoria
niesymetrycznej sprężystości" PWN Warszawa, 1972.

W ostatnich latach rozwinięto termosprężystość liniową ciał bardziej złożonych niż
ciało mikropolarne Cosseratów. Mam tu na myśl ośrodki hemitropowe mikropolarne
(niecentrosymetryczne) oraz ośrodki mikromorficzne. Pełna teoria termosprężystości
ośrodków mikropolarnych hemitropowych została obmyślona przez W. NOWACKIEGO
[55], J. P. NOWACKIEGO [56], i J. LENTZA [57].

Omówmy pokrótce inne dziedziny o szerszym sprzężeniu. I tak w piezoelektryczności
sprzęga się quasistatyczne pole elektryczne z polem odkształcenia i temperatury. Powstaje
nowa dziedzina: piezo-termo-elektryczność. Teoria tej dziedziny została obmyślona przez
R. D. MINDLINA [58] [59]; szereg twierdzeń i rozwiązań, rozszerzających tę dziedzinę
podali K. MAJORKOWSKA-KNAP, L. MULLER, W. NOWACKI, J. P. NOWACKI, St. BRZE-
ZIŃSKI.

Magneto-sprężystość rozwinięta przez S. KALISKIEGO i J. PETYKIEWICZA [60] rozsze-
rzona została na magnetotermospręźystość przez W. NOWACKIEGO [61].

Obszerne omówienie wyników uzyskanych przez polskich uczonych w tej dziedzinie
podane zostało przez G. MAUGINA W jego artykule przeglądowym w Int. J. Eng. Sci.
[62], 1981.

Dodać należy, że termosprężystość, piezotermosprężystość oraz magneto-termosprę-
żystość zostały obszernie omówione w monografii W. Nowackiego „Dynamie Problems
of Thermoelasticity" 1966, pierwszej monografii w tej dziedzinie.

W ostatnich latach rozwinęła się dyskusja nad fizyczną zawartością klasycznego rów-
nania przewodnictwa cieplnego, które dopuszcza jedynie nieskończoną prędkość rozcho-
dzenia się ciepła. Wielu badaczy podaje w wątpliwość to stwierdzenie i dąży do modyfi-
kacji klasycznego równania przewodnictwa cieplnego.

W gronie osób zajmujących się tym problemem nie zabrakło badaczy polskich. Wy-
mienić tu należy pracę S. KALISKIEGO [63].
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Na uwagę wreszcie zasługują liczne prace Cz. WOŹNIAKA [64], odnoszące się do za-
gadnień termosprężystości ciał z więzami i ciał z mikrostrukturą.

O ile badania nasze w dziedzinie naprężeń cieplnych były liczne i skupiały wielu ba-
daczy, w dziedzinie termosprężystości były mniej liczne i absorbowały mniejszą grupę
badaczy. Były to badania na wyższym poziomie. Dotyczyły twierdzeń i metod. Co więcej
podstawowe równania różniczkowe termosprężystości okazały się nowym typem równań
różniczkowych fizyki matematycznej. Interesujące jest to, że typ równań hiperboliczno-
parabolicznych termosprężystości występuje również w innych polach sprzężonych,
w termodyfuzji ciał stałych, w magnetotermosprężystości. Tematyka badań stawała się
zatem ciekawą zarówno dla mechaników jak i dla matematyków.

Interesująca była też konstrukcja syntezy dwu dziedzin fizyki fenomenologicznej.
Otrzymano twierdzenie o większej ogólności. Degradacja sprzężeń prowadziła do znanych
wyników.

Żałować należy, że badania w dziedzinie termosprężystości rozpoczęto o kilka lat
później niż w innych ośrodkach naukowych świata, gdy część pola badań została już
wyeksploatowana.

Planowanie badań było typowym planowaniem w obrębie dyscypliny.
Badania rozpoczynano od sformułowania twierdzeń podstawowych (twierdzenia

wariacyjne, energetyczne, o wzajemności prac, o jednoznaczności rozwiązań i ich istnieniu).
Następnie przechodzono do rozpatrzenia propagacji w ciele nieskończonym (fala płaska,
walcowa i kulista) propagacji fal w ciałach ograniczonych (fale powierzchniowe) dalej
funkcje Greena dla przemieszczeń i temperatury oraz zagadnienia brzegowe.

Problematykę termosprężystości rozwijano u nas intensywnie w latach 1957 - 1967.
Okres 10-ciu lat okazał się wystarczający do spenetrowania i wyeksploatowania tej dzie-
dziny. Oczywiście obowiązywał tu wymóg maksymalnej koncentracji badań.

Prace wykonywane były przez grono pracowników naukowych IPPT—PAN, Insty-
tutu Mechaniki UW oraz Wojskowej Akademii Technicznej. Byli to głównie samodzielni
pracownicy nauki (profesorowie i docenci) oraz doktoranci. Miejscem spotkań i dyskusji
były seminaria prowadzone w wymienionych instytucjach oraz c-orocznie organizowane
konferencje krajowe mechaniki. Własnymi siłami zorganizowaliśmy dwa międzynaro-
dowe sympozja, sympozjum Euromech VIII w Jabłonnie w 1967 r. oraz sympozjum termo-
mechaniki w CISM w Udine w 1973 roku.

Zorganizowano ponadto dwie szkoły letnie (krajowe), na których prezentowano te
wyniki, które mogły znaleźć bezpośrednie zastosowanie.

Stymulatorem badań było również współzawodnictwo międzynarodowe. Nawiązaliśmy
kontakty z centrami badań w Glasgow (prof. I. N. Sr.eddon) w Wiedniu (prcf. H. Parkus)
w Providence (prof. E. Sternberg) w Kijowie (akac. AN Kowalenko) i Tbilisi (prof.
W. D. Kupradze). Istniała stała wymiana profesorc w i stażystów jak i pełna informacja
o pracach i wynikach naukowych.

Dążono do możliwie rychłej dokumentacji wyników. Większość prac ukazywała się
w Biuletynie Zagranicznym PAN (seria nauk technicznych) a to ze względu na krótki
okres (4 miesięcy) między oddaniem pracy do redakcji i jej opublikowaniem.

Szereg prac opublikowano w „Archive of Mechanics" oraz w „Proceedings of Vi-
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brations Problems". Liczne prace ukazały się we wiodących czasopismach zagranicznych
(np. Journal of Elasticity, Journal of Thermal Stresses.).

Dążono do możliwie rychłego podsumowania wyników w postaci monografii. W naszym
szczególnym przypadku termosprężystości, termopiezoelektryczności i termomagneto-
sprężystości była to monografia W. Nowackiego p.t. „Dynamiczne zagadnienia termo-
sprężystości" 1966 r., przełożona później na język rosyjski w 1970 r. oraz na język an-
gielski w 1975 r.

Interesujący jest fakt, że nasze prace z termosprężystości nie figurowały w planie prac
rządowych i węzłowych. Badania nie były dodatkowo finansowane.

Organem koordynującym badania naukowe i wytyczającym kierunki rozwoju mecha-
niki w Polsce jest Komitet Mechaniki PAN. Stanowi on krajową reprezentację naukową
mechaniki, jest najbardziej autorytatywnym organem stymulującym jej rozwój. Ostatnie
wytyczne dotyczące rozwoju mechaniki zostały podjęte przez Komitet w 1973 r., podczas
Kongresu Nauki Polskiej.

Obecnie punkt ciężkości badań nad termosprężystością przesunął się na pola sprzężone^
w których ważną rolę odgrywa pole temperatury. Atakowane są problemy magneto-
termosprężystości, problemy oddziaływania pola temperatury w stałych dielektrykach
i ferromagnetykach oraz zagadnienia termodyfuzji w ciałach stałych.

Dalszy rozwój termosprężystości (w związku z polami połączonymi) jest w naszej
mechanice zapewniony. Została wypracowana interesująca tematyka, istnieje znakomite
grono badaczy. Powstały ośrodki krajowe, specjalizujące się w różnych kierunkach termo-
mechaniki. Wzrosło znaczenie mechaniki polskiej w skali międzynarodowej.

Jestem szczęśliwy, że w rozwoju termosprężystości danem mi było z Wami (kolegami
i współpracownikami) uczestniczyć, a w pewnej mierze na rozwój ten oddziaływać.
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POLA SPRZĘŻONE I NIEKLASYCZNE OŚRODKI CIĄGŁE

DOMINIK R O G U L A

1. Wstęp

Inspiracją badań naukowych rozważanych w niniejszej pracy była refleksja nad pod-
stawowymi problemami mechaniki ciał deformowalnych i jej związkami z innymi zjawis-
kami fizycznymi. Podstawowe pojęcia mechaniki ośrodków ciągłych, w postaci odpowied-
niej do opisu deformowalnych ciał stałych były prawie całkowicie sformułowane w pierw-
szej połowie XIX wieku, a ściślej w latach 1820 - 1840, w historycznych pracach Naviera,
Cauchy'ego i Greena. Pojęcia te do dnia dzisiejszego stanowią podstawę mechaniki ciał
odkształcalnych i jej ogromnych osiągnięć w pobudzaniu i kształtowaniu ludzkiej dzia-
łalności technologicznej. Idee te okazały się tak żywotne, że przez półtora wieku były
i pozostają nadal bogatym źródłem inspiracji w stosowanych gałęziach mechaniki.

Sytuacja taka jest dla naukowców niekwestionowanym powodem do satysfakcji.
Z wyjątkiem może elektrodynamiki Maxwella, trudno byłoby znaleźć teorię naukową
o porównywalnych osiągnięciach praktycznych.

Z drugiej jednak strony sytuacja ta była powodem do nie zawsze łatwego do odparcia
zarzutu pewnej stagnacji w mechanice, przynajmniej jeśli chodzi o jej głębszy rozwój.
Bez wątpienia można dowodzić, że mechanika klasyczna daje sobie radę w prawie wszyst-
kich praktycznie interesujących problemach mechanicznych, nie jest więc usprawiedliwione
ani pogłębianie jej rozwoju, ani rewolucjonizowanie podstaw, jako że takie próby będą
przypominały przysłowiowe szukanie dziury w całym. Obrona taka jednakże nie wytrzy-
mała próby historii. We wczesnych latach sześćdziesiątych pojawiła się fala prac przed-
stawiających nowe idee w dziedzinie mechaniki ośrodków materialnych. Zrewolucjoni-
zowały one podstawy mechaniki ośrodków ciągłych i odsłoniły perspektywy dalszego
rozwoju i poszerzenia zakresu jej zastosowań. Idee te pojawiły się niezależnie w wielu
ośrodkach naukowych całego świata, w tym również i Polski. Udział polskiej nauki zwią-
zany jest w przeważającej części albo z profesorem Nowackim osobiście, albo z jego
uczniami, a większość tych prac dotyczyła problemów sprzężonych pól mechanicznych,
termicznych i elektromagnetycznych i (lub) nieklasycznych modeli ośrodków materialnych
ze wzbogaconą strukturą kinematyczną lub dynamiczną. Czytelnikowi głębiej zaintere-

Referat wygłoszony na zebraniu Komitetu Mechaniki PAN z okazji 70-lecia profesora Witolda No-
wackiego.
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sowanemu tą problematyką radzimy sięgnąć do monografii Nowackiego [1 - 5] i podanej
w nich literatury.

2. Klasyczny ośrodek ciągły.

Wprawdzie interesujemy się tutaj nieklasyczną, uogólnioną teorią ośrodków ciągłych,
przedstawimy jednak krótko podstawowe założenia klasycznej mechaniki kontinuów.
Będziemy się dalej na nie powoływali. Zamierzeniem danego tu sformułowania założeń
jest przedstawienie id'ej' stanowiących podstawową architekturę mechaniki ośrodków
ciągłych, bez wdawania się w szczegóły czy formalizację.

1. Podstawowe założenie kinematyczne: ciało materialne jest ciągłym zbiorem bez-
strukturalnych obiektów zachowujących się jak punkty materialne.

Kinematyka ciała jest w pełni określona przez funkcję
• (2.1) x:BxT^-E,

gdzie J3, T i E przedstawiają odpowiednio materialny ośrodek ciągły, czas fizyczny i prze-
strzeń fizyczną. Odwzorowanie to przedstawia konfigurację ciała w funkcji czasu.

2. Podstawowe założenia dynamiczne: oddziaływania wewnętrzne w materii są w każ-
dej chwili jednoznacznie określone przez pole symetrycznego tensora naprężeń. Dokład-
niej mówiąc jest to czteropoziomowa hierarchia następujących stwierdzeń:

(i) istnieją tylko oddziaływania kontaktowe,
(ii) oddziaływania te są dane przez wektory sił,

(iii) wektory sił są określone przez tensor naprężeń,
(iv) tensor naprężeń jest symetryczny.
Mówiąc bardziej szczegółowo znaczenie założenia (i) polega na dopuszczeniu tylko

„dwuciałowych" lub „binarnych" wzajemnych oddziaływań pomiędzy nieskończenie
bliskimi cząstkami materialnymi. Przy tym założeniu ma sens pojęcie „oddziaływania
przez element powierzchni". O oddziaływaniu przez rozłączone obszary powierzchni
zakłada się, że jest addytywne.

Zgodnie z założeniem (iii) siły oddziaływania działającego przez elementy powierzchni
mogą być wyprowadzone z wektora pt danego wzorem:

(2.2) Pk = otknu.

gdzie tensor naprężeń alk nie zależy od elementu powierzchni. W szczególności oznacza to,
że wektor naprężeń p{ zależy od wektora normalnego nk. Założenie (iv) mówi, że od od-
działywań między cząstkami nie może pochodzić żaden moment sił działający na cząstkę.

3. Podstawowe założenie konstytutywne: tensor naprężeń w punkcie materialnym
X może być całkowicie określony na podstawie tensora deformacji w tym samym
punkcie.

Opierając się na powyższych założeniach mechanika ośrodków ciągłych osiągnęła
wiele sukcesów w rozwiązywaniu rozmaitych problemów. Jednak w wielu okolicznościach
niektóre z tych założeń są całkowicie lub częściowo naruszone. Można tu przytoczyć
następujące przykłady: Koncentracje naprężeń w pobliżu mikrodefektów, drgania o wy-
sokiej częstotliwości i bardzo małej fali, efektywne własności kompozytów i innych ma-
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teriałów posiadających mezostrukturę, materiały makromolekularne, oddziaływanie z po-
lem elektromagnetycznym poprzez silną polaryzację elektryczną lub magnetyczną itd.

Efektem szeregu prób usunięcia tych braków teorii klasycznej było powstanie wielu
uogólnionych, nieklasycznych modeli ośrodków materialnych.

Autorzy kierowali się różnymi koncepcjami. Wiele z nich, jak np. oddziaływania przez
momenty kontaktowe lub siły nielokalne, czy też uogólniona kinematyka z dodatkowymi
stopniami swobody może być wyprowadzone z klasycznych prac Cauchy'ego, Voigta,
i Duhema.

3. Nicklasyczne ośrodki ciągle

Dopuszczając pewną swobodę wyrażeń, przez nieklasyczny ośrodek ciągły będziemy
rozumieć matematyczny model ciała materialnego, który narusza (lub przynajmniej nie
w pełni honoruje) jedno lub więcej założeń klasycznych, pozostawiając jednakże ideę
ciągłego rozkładu materii. Zależnie od rodzaju i stopnia naruszania tych założeń powstają
różne nieklasyczne teorie materialnych ośrodków ciągłych.

1. Założenie kinematyczne można naruszyć przez obdarzenie ośrodka rodzajem struk-
tury lokalnej definiowanej dla każdej cząstki ciała. Struktura taka, a priori niezależna
od konfiguracji (2.1), do przedstawienia stanu kinematycznego ciała wymaga pewnych
dodatkowych definiowanych nad nim pól. Ze względu na dodatkowe wynikające z takiej
struktury stopnie swobody pole wektora przemieszczeń nie wystarcza już do tego celu.
Przez specyfikację określonych struktur lokalnych można otrzymać różne teorie nie-
klasyczne.

W znanej pracy COSSERATÓW [6] każdy punkt materialnego ośrodka ciągłego został
wyposażony w sztywną prostokątną triadę, której osie zależą od punktu materialnego
i mogą zmieniać się w czasie, definiując w ten sposób lokalną strukturę z dodatkowymi
stopniami swobody typu rotacyjnego.

We współczesnej historii problemu niektórzy autorzy, kierowani ideami fizycznymi,
wyprowadzili nieklasyczne ośrodki ciągłe takie jak ciecz wirująca WAYSSENHOFFA i R.AA-
BE'EGO [7] lub ciecz cząsteczek dwuatom owych ŻELAZNEGO [8].

Z fenomenologicznego punktu widzenia najprostsza fizycznie spójna struktura lokalna
polega na przyjęciu m i k r o r o t a c j i , niezależnych od lokalnych rotacji pochodzących
od pola przemieszczeń. Idea ta prowadzi do tzw. teorii m i k r o p o l a r n e j , omówionej
szerzej w następnym rozdziale.

Następnym krokiem w uogólnieniu kinematyki materialnego ośrodka ciągłego jest
dopuszczenie deformowalnej mikrostruktury, w przeciwieństwie do sztywnej mikro-
struktury w teorii mikropolarnej. Tutaj najlepiej znane są: teoria m u l t i p o l a r n a
Greena i Rivlina [9] oraz Toupina teoria kontinuum obdarzonego dowolnym układem
wektorów k i e r u n k o w y c h [10].

Dalsze uogólnienie polega na traktowaniu cząstek materialnego ośrodka ciągłego
jako oddzielnych mikrokontinuów, niezależnych kinematycznie od przemieszczeń w zwyk-
łym makro-poziomie kontinuum. Na takiej idei oparta jest m i k r o m o r f i c z n a
teoria ERINGENA i SUHUBI'EGO [1]. Przy takim podejściu każdy punkt materialnego kon-
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tinuum posiada nieskończenie wiele lokalnych stopni swobody. Jednakże często trzeba
ograniczyć mikrokontinuuni do skończonej wartości liczbę lokalnych stopni swobody,
co efektywnie redukuje ten przypadek do poprzedniego.

Ogólnie, stan wzbogaconej struktury kinematycznej materialnego kontinuum może
być przedstawiony przez funkcję o następującej postaci

(3.1) x-B-^ExY

gdzie Y oznacza odpowiednią przestrzeń struktury lokalnej. Chociaż w najprostszych
przypadkach 7 jest przestrzenią wektorową, w ogólności założenie takie nie jest konieczne.
Nawet więcej: istnieje wiele fizycznie uzasadnionych przykładów przestrzeni struktur
lokalnych które nie mogą być wyposażone w sensowną strukturę wektorową, jak świadczą
0 tym przykłady skończonych rotacji, nasyconego spinu czy przestrzeń sieci Bravaisa
rozważana w pracy [12].

2. Najprostsza możliwa modyfikacja założenia dynamicznego polega na odrzuceniu
stwierdzenia (iv) przy pozostawieniu trzech poprzednich (i - iii). Tym sposobem dopuszcza
się niesymetryczne tensory naprężeń. Podejście takie, na gruncie czysto mechanicznym
proponował BODASZEWSKI [66]. Bardziej konsekwentne wydaje się jednak wprowadzenie
asymetrycznego tensora naprężeń przez połączenie tej modyfikacji z inną, kinematyczną
lub konstytutywną.

Następna modyfikacja mogłaby polegać na odrzuceniu stwierdzenia (iii), przy po-
zostawieniu (i - ii). W tym kierunku nie wykonywano jednak żadnych badań. Idea ta
może prowadzić do zależnego od krzywizny przenoszenia sił przez elementy powierzchni.

Jeśli bowiem założy się, że przekazywanie sił nie zależy od zakrzywienia, wtedy przy
pomocy podręcznikowych argumentów wnioskuje się, że zależność przekazywanej siły
od wektora normalnego do elementu powierzchni jest liniowa. W konsekwencji powinien
istnieć tensor naprężeń i założenie (iii) byłoby spełnione.

Przy modyfikacji stwierdzenia (ii) można stworzyć wiele nieklasycznych modeli ośrod-
ków ciągłych. Najprostsza modyfikacja tego typu polega na pozostawieniu założenia (i)
1 modyfikacji (ii) przez dopuszczenie, oprócz oddziaływania przez wektory sił, dodatko-
wych oddziaływań przez wektory momentów sił. Prowadzi to do tzw. teorii n a p r ę ż e ń
m o m e n t o w y c h . Zgodnie z tą teorią oddziaływania kontaktowe pochodzą od ogól-
niejszego stanu naprężeń, który może być opisany przez dwa pola tensorów: zwykły
tensor naprężeń siłowych <flk i dodatkowy tensor naprężeń momentowych juik.

Wektor naprężeń momentowych dany jest wzorem
(3.2) mt « iiklnk,

a tensor jiu wchodzi do bilansu momentu pędu. Ani c^, ani jj,ik nie muszą być symetryczne.
Wprowadzone powyżej dodatkowe oddziaływania mogą być założone w sposób ogól-

niejszy. Można mianowicie wprowadzać h i p e r n a p r ę ż e n i a coraz wyższych rzę-
dów, opisujących nieklasyczne oddziaływania przez, multipole sił wyższych rzędów. Jako
przykład można wskazać teorię TOUPINA [10], nieprostych materiałów z hipernapręże-
niami najniższego rzędu.

Hipernaprężenia w węższym sensie definiują oddziaływania kontaktowe, które nie
wchodzą bezpośrednio do bilansu sił i pędów. Jednakże zawsze wchodzą one do bilansu
energii.
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Również stwierdzenie (i) może być modyfikowane. Daje to pewien rodzaj nielokalnych
dynamicznie modeli typu całkowego [14, 15].

3. Klasyczne założenie konstytutywne również może być naruszane w sposób różny.
Można je modyfikować przez branie tensora naprężeń zależnego nie tylko od tensora
deformacji, ale również od jego gradientu, lub nawet gradientów wyższych rzędów. W te-
oriach ze strukturą lokalną w odpowiednich związkach konstytutywnych mogą również
pojawiać się odpowiednie dodatkowe stopnie swobody, jak np. w sprężystości mikropo-
larnej. Można również założyć, że tensor naprężeń zależy od temperatury i/lub pola
elektromagnetycznego, co prowadzi do teorii pól, sprzężonych. Nie mniej ważna jest
możliwość odrzucenia zasady lokalności zawartej w klasycznym założeniu konstytutyw-
nym, przez przyjęcie, że tensor naprężeń w punkcie X zależy od sytuacji w punkcie Y po-
łożonym w skończonej odległości od X. W ten sposób otrzymano modele kontinuum
z nielokalnym związkiem naprężeń z odkształceniami [16-19].

4. Możliwe, a czasem nawet konieczne są również odpowiednie kombinacje powyższych
modyfikacji, z należytym wszakże uwzględnieniem ich wzajemnych zależności. Następne
rozdziały będą poświęcone kilku przykładom.

4. Ośrodki mikropolarne

Jak wspomnieliśmy poprzednio pomysł ośrodka mikropolarnego był wynikiem do-
puszczenia lokalnie sztywnej mikrostruktury z niezależnymi mikro-rotacyjnymi stopniami
swobody. Oznacza to, że klasyczne założenie kinematyczne zmodyfikowano przez wpro-
wadzenie zamiast (2.1) następującej postaci funkcji

(4.1) xx&:BxT-> Ex$,

gdzie # przedstawia przestrzeń mikrorotacji. Element tej przestrzeni może być repre-
zentowany matematycznie jako t r i e d r e t r i r e c t a n g l e Cosseratów, sztywna triada
Toupina, czy macierz ortogonalna, lub inny równoważny sposób. W liniowej teorii mikro-
polarnej naturalne jest zastąpienie przestrzeni skończonych mikrorotacji •& przez liniową,
trójwymiarową przestrzeń wektorową, której elementy reprezentują infinitezymalne
mikrorotacje. W rozdziale tym ograniczymy się do przypadku liniowego. Wektor mikro-
rotacji będzie oznaczony przez cpi, a odpowiedni moment bezwładności (dla uproszczenia
założono izotropowość) przez /.

Aby istniało oddziaływanie między mikrorotacjami w różnych punktach konieczne
jest wprowadzenie pola przedstawiającego przekazywanie odpowiednich sił uogólnionych.
Najprostszym rozwiązaniem są tutaj naprężenia momentowe. Podobnie, aby zapewnić
oddziaływanie między mikrorotacjami, a polem przemieszczenia, konieczna jest antysy-
metryczna część tensora naprężeń. Aby otrzymać nietrywialną teorię trzeba więc mody-
fikację (4.1) założenia kinematycznego uzupełnić przez odpowiednie modyfikacje zało-
żenia dynamicznego.

Przy tych założeniach bilanse pędu i momentu pędu przybierają postać
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gdzie fiji, yt, i (pt oznaczają odpowiednio tensor naprężeń momentowych, momenty ma-
sowe i infinitezymalne mikrorotacje.

W przypadku liniowego izotropowego sprężystego ośrodka mikropolarnego gęstość
energii sprężystości może być wyrażona jako

X B
(4.3) U = wopyUj) + ay«j>y<!J> + ̂ ykkynn + yxitJ)xiiJ) + £x<!J>xOj> + ?~

gdzie wprowadzono następujące skróty:

Yn = uu-ekJl<pk,(4.4)
Kn = <PI,J>

Wtedy

fit U ) = 2y %(M) + flxkk d u ,

i,, podstawieniu tych wyrażeń do (4.2), otrzymuje się następujący układ równań dla pól
przemieszczeń i mikrorotacji

(4.6) (ł« + a)V2M + (A+/ii—«)gra.ddrvu+2ocvot(p + X = Q'U,

Układ ten stanowi podstawę do formułowania i rozwiązywania szczegółowych pro-
blemów teorii mikropolarnej. Wiele z nich zostało już rozwiązanych lub w pełni zbadanych,
jak podstawowe związki, twierdzenia wariacyjne, równania naprężeniowe, potencjały
uogólnione, różne problemy statyczne i dynamiczne, powstawanie i rozchodzenie się fal,
warunki promieniowania, jednoznaczność rozwiązań i inne [3, 4, 20 - 38]. Badany był
również przypadek związanych mikrorotacji [39]; skonstruowano uogólnienia włączające
efekty cieplne [40 - 46], pola elektromagnetyczne [47 - 53] i defekty [54 - 56].

5. Pola sprzężone. Magneto-termo-sprężystość

Rozwój dziedziny pól sprzężonych w ośrodkach materialnych motywowany jest pod-
stawowymi przesłankami. Z jednej strony wzajemna zależność między zjawiskami w przy-
rodzie jest zasadniczym problemem wiedzy ludzkiej, z drugiej strony związki między
zjawiskami cieplnymi i mechanicznymi, lub mechanicznymi i elektromagnetycznymi
stanowią fundament nowoczesnej technologii. Wiele szczególnych zjawisk z dziedziny
pól sprzężonych jest znanych w przyrodzie i wykorzystywanych w technice. Można tu
wymienić magnetohydrodynamikę (pompa metalu ciekłego, generator MHD), zjawisko
piezoelektryczne, elektro- i magnetostrykcję, magnetoakustykę, zjawiska elektro-akustycz-
ne, wzmacniacze elektromechaniczne, efekt żyromagnetyczny i wiele innych.

Jako przykład rozważmy dziedzinę znaną jako magneto-termosprężystość [57 - 62, 5],
w przypadku stałego ośrodka o skończonym przewodnictwie elektrycznym Ao w pierwot-
nym polu magnetycznym //. Zlinearyzowane równania pola przybierają postać
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(5.1)

gdzie h oznacza zaburzenie pola magnetycznego (całkowite natężenie pola magnetycznego
jest równe H+li). Dla gęstości prądu elektrycznego otrzymuje się następujące wyrażenie

Równanie ruchu ma ogólną postać

gdzie tensor Tij przedstawia dodatkowe naprężenia pochodzenia elektromagnetycznego.
Może on być przedstawiony przez zlinearyzowane wyrażenie Maxwella

(< 1\ T Po ru

Po wyeliminowaniu z powyższego równania pola elektrycznego i po wzięciu pod uwagę
przewodzenia ciepła dochodzi się do następującego układu równań

V2/i-/5A=

(5.4) /J,V
2u+(^.+^)gvadu-(>u+^rot(.hxH)+X= ygrad<9,

kV2&-ce0-r) div ii = -W,

gdzie współczynniki przedstawiają stałe materiałowe. Ten układ równań może być uogól-
niony dla ośrodka mikropolarnego przez wprowadzenie mikrorotacji. Podobnie dla
ośrodków polaryzowanych elektrycznie lub magnetycznie. Szczególnie ciekawa sytuacja
powstaje, gdy wektor polaryzacji lub magnetyzacji jest kinematycznie niezależny od pola
elektromagnetycznego lub makro-ruchu. Wtedy ośrodek jest obdarzony strukturą lokalną
bezpośrednio czułą na pole magnetyczne. W przypadku polaryzacji magnetycznej pod-
stawowe równania pól sprzężonych, włączające dynamikę spinów magnetycznych, są
wyprowadzone w pracy [63] przez wykorzystanie odpowiednio zmodyfikowanej techniki
nawiasów Poissona.

Dla ogólnie nieliniowych równań pól sprzężonych przy włączeniu dowolnej skończenie
wymiarowej struktury lokalnej pokazana jest w pracy [64] technika Lagrange'a. W szczegól-
ności technika ta jest odpowiednia do rozpatrywania dynamiki polaryzacji elektrycznej.

Oprócz wielu zjawisk wynikających z pojedynczych sprzężeń takich jak wspomniane
na początku tego rozdziału, znane są zjawiska związane z bardziej skomplikowanymi
układami sprzężeń. Jako przykład możemy podać wzmocnienia ultradźwiękowe w pół-
metalach [65], gdzie fala ultradźwiękowa przenosi się w skrzyżowanych polach magne-
tycznym i elektrycznym Hi Ew kierunku ExH.
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Przy założeniu, że nośniki prądu są sprzężone z falą dźwiękową przez potencjał de-
formacji wynika wzmocnienie ultradźwięku, pod warunkiem, że

(5.5) Ec > Hs

gdzie e i s oznaczają odpowiednio prędkość światła i dźwięku. Ilościowo efekt ten jest
dość silny: w sprzyjających warunkach może osiągnąć 300 db/cm. Efekt znika gdy nie ma
pola elektrycznego lub magnetycznego, albo nośników, albo sprzężenia między falą dźwię-
kową i nośnikami, lub wreszcie gdy dryf nośników w kierunku Ex H jest słaby. Pouczający
jest fakt, że interesujące zjawisko może wynikać z dość skomplikowanego układu pól
i sprzężeń.
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1. Wstęp

Wzrastająca liczba konstrukcji metalowych, poddanych działaniu wysokich temperatur,
stanowi główną przyczynę studiów na temat metod przewidywania zachowania się takich
konstrukcji w warunkach ich eksploatacji. Przy tym istotną rolę odgrywają zagadnienia
ekonomiczne i wymagania bezpieczeństwa, narzucające bardzo ostre warunki.

Rozwój współczesnej termodynamiki [1] i analizy funkcjonalnej [2] umożliwia budo-
wanie związków konstytutywnych odnoszących się do złożonych zjawisk. Ponadto możliwe
jest formułowanie metod obliczania konstrukcji nieliniowych. Dzięki temu rozwojowi
otrzymuje się zasady pozwalające sformułować, przy ograniczającym założeniu izotropii,
związki konstytutywne plastyczności, lepko-plastyczności, pękania oraz związki opisu-
jące zjawisko uszkodzenia materiału. Anizotropia pozostaje nadal zagadnieniem otwartym.

Jeśli chodzi o obliczanie konstrukcji, potrafimy formułować zagadnienia plastycznej
nośności granicznej oraz pewne zadania ewolucji, ale jedynie w przypadku uproszczonych
związków konstytutywnych. Jednym z wielkich tematów mechaniki ciała stałego na lata
80-te jest bez wątpienia wprowadzenie do obliczeń większej dawki fizyki.

Drugi korzystny punkt to możliwość znalezienia na maszynach liczących przybliżonych
rozwiązań numerycznych tych zagadnień, których nie można rozwiązać na drodze anali-
tycznej. Silne nieliniowości, z jakimi mamy do czynienia w zjawiskach pełzania i znisz-
czenia powodują, że zagadnienia można rozwiązywać jedynie krok po kroku na drodze
linearyzacji. Każdy postęp w zakresie szybkości maszyn liczących wnosi możliwość rozwią-
zywania nowych zadań.

Obliczenia dotyczące przewidywania zachowania się konstrukcji, znajdującej się pod
działaniem podwyższonych temperatur, można schematycznie ująć w następujące etapy:

1. Zdefiniowanie geometrii konstrukcji.
2. Zdefiniowanie historii obciążeń zewnętrznych.
3. Wyznaczenie pola temperatur.

1 } Referat problemowy wygłoszony na XXII-ej Polskiej Konferencji Mechaniki Ciała Stałego w Go-
luniu, wrzesień 1980 r.
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4. Ustalenie związków konstytutywnych lepkoplastyczności dla rozpatrywanych
materiałów.

5. Wyznaczenie pól naprężeń i odkształceń w warunkach stabilizacji względem cy-
klicznego wzmocnienia lub osłabienia materiału oraz redystrybucji naprężeń,
spowodowanej lepkoplastyczności ą.

6. Określenie punktu, lub punktów, najbardziej narażonych na zniszczenie.
7. Ustalenie praw opisujących proces uszkodzenia i mających na celu przewidywanie

pojawienia się lokalnego zniszczenia w postaci elementarnej szczeliny makro-
skopowej ;

8. Określenie czasu (lub liczby cykli), po którym pojawia się taka makroszczelina.
9. Ustalenie praw wzrostu szczeliny.

10. Określenie procesu ewolucji powstałej szczeliny, lub szczelin, aż do zupełnego
zniszczenia na skutek niestateczności konstrukcji.

Powyższe zestawienie obejmuje praktycznie całą mechanikę materiałów i konstrukcji.
W naszej pracy ograniczymy się do części dotyczącej zniszczenia, tzn. punktów 7 -10,
przy czym nacisk położymy na sformułowanie i ustalenie związków opisujących uszko-
dzenie i pękanie. Podstawowym narzędziem będzie termodynamika procesów nieodwra-
calnych, a dla opisu uszkodzenia uogólnimy pojęcie naprężenia efektywnego, wprowa-
dzone przez KACZAXOWA [3, 4]. Uogólnienie pojęcia prędkości uwalniania energii, wpro-
wadzonego pierwotnie przez GRIFFITHA [5, 6], pozwoli opisać pękanie.

Praca zorientowana jest zasadniczo na przedstawienie zagadnienia zniszczenia kon-
strukcji poddanych działaniu podwyższonych temperatur, gdy lepkoplastyczność odgrywa
istotną rolę. Chodzi tutaj o temperatury w przybliżeniu wyższe od 1/3 absolutnej tempera-
tury topnienia rozpatrywanego metalu.

2. Rozpoczynanie się szczelin

Uważa się, że szczelina pojawia się w ciele stałym wtedy gdy w elemencie o reprezen-
tatywnej objętości pojawia się nieciągłość materialna pewnej wartości. Chodzi tu o taki
wymiar charakterystyczny, począwszy od którego nie można stosować mechaniki ośrodków
ciągłych bez uwzględnienia geometrii tej nieciągłości. Dla metali wymiar ten w praktyce
wynosi 0,1-1 mm.

Aby, przy wykorzystaniu równań mechaniki ośrodków ciągłych, przewidzieć poja-
wienie się szczeliny makroskopowej koniecznym jest zdefiniowanie parametru uszkodzenia,
opisującego deteriorację materiału począwszy od jego stanu pierwotnego, aż do utworzenia
się szczeliny. Metalurgia fizyczna pozwala zidentyfikować mechanizmy powstawania
i wzrostu mikropustek i mikroszczelin składających się na uszkodzenie materiału [7].
Matematyczne metody homogenizacji zagadnień w mechanice pozwalają zbudować
modele teoretyczne1 zachowania się makroskopowego; modele takie schematycznie uwzględ-
niają wspomniane mikrodefekty, jednakże bez zdefiniowania makroskopowego parametru
uszkodzenia [8]. W ramach termodynamiki można natomiast określić zbiór makrosko-
powych parametrów, koniecznych do opisu zjawisk Teologicznych oraz można podać
równania ewolucji tych parametrów. Jednakże termodynamika maskuje część rzeczywis-
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tości fizycznej, która wchodzi do rozważań jedynie na poziomie hipotez. Mimo to obiera-
my właśnie taką drogę.

2.1. Makroskopowy parametr uszkodzenia. Po raz pierwszy koncepcja mechanicznego pa-
rametru uszkodzenia pojawiła się w 1958 roku w pracach KACZANOWA, dotyczących
zniszczenia w warunkach pełzania przy rozciąganiu, por. [3]. Idea ta opiera się na pojęciu
naprężenia efektywnego, którego uogólnienie na przypadek trójwymiarowej anizotropii
stanowi nadal nierozwiązany problem podstawowy.

Rozpatrzmy przekrój S, o normalnej n, rozpatrywanego elementu o objętości V, na
który działa wektor naprężenia T związany z tensorem naprężenia Cauchy'ego a, por.
rys. 1.

f-On

T=0n

Rys. 1. Definicja wektora naprężeń efektywnych

Jeśli w elemencie istnieją uszkodzenia w postaci mikropustek lub mikroszczelin, to-
jedynie część S przekroju przenosi naprężenia T. Związek

(2.1) " S = (l-JD)S

określa parametr uszkodzenia D, przedstawiający nieciągłości powierzchniowe istniejące
w przekroju S.

W przypadku gdy uszkodzenie ma charakter izotropowy, D jest skalarem niezależnym
od n i bez trudu określa się wektor f oraz tensor naprężeń efektywnych a pisząc

(2.2) Śf= ST,

gdzie T = (\-D)-lT, przy czym f = an oraz
(2.3) an= (l-D^an,

(2.4) (?= (l-D)-*ff.

Jeśli uszkodzenie ma charakter anizotropowy, D zależy od normalnej n. Parametrowi
uszkodzenia można nadać sens tensorowy na kilka sposobów. Mianowicie uszkodzenie
można tłumaczyć nie tylko osłabieniem przekroju, ale również jego obrotem [9], któremu
jednakże trudno nadać sens fizyczny

S-+Ś n^h.

Mamy wówczas zależność:

(2.5) Śh
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w której [1— £>] oznacza tensor drugiego rzędu. Prowadzi to do następujących związków

(2.6) f^ll-D}-lT,
(2.7) 5 = ff[l-D]-1.

W ogólnym przypadku tensor naprężeń efektywnych nie jest symetryczny. Dlatego więc
aby spełnić na przykład związek fizyczny sprężystości, trzeba zdefiniować inny tensor
efektywny, otrzymamy przez symetryzcicję tensora a.

Dla przykładu, w pracy [9] przyjęto

(2.8) S^jlll-Dl-ie + all-D]-1],

podczas gdy w [10] rozpatruje się następujący tensor

(2.9) S"={l-DY*oll-Dy*.

Istnieją i inne możliwości, ale jaki jest ich sens fizyczny?
Inne podejście polega na zapisaniu potencjału termodynamicznego We jako funkcji

odkształceń sprężystych e? i tensora a określającego własności sprężyste materiału uszko-
dzonego

(2.10) efe = j<ieese.

Parametr uszkodzenia rozpatruje się jako operator, który działając na tensor naprę-
żenia a, celem określenia naprężeń efektywnych a, pozwala zapisać związek fizyczny
sprężystości w zależności od tensora sprężystości a materiału nieuszkodzonego [11]

(2.11) a m a&e.
Korzystając z potencjału termodynamicznego otrzymujemy

(2.12) a = aee,

skąd
(2.13) a = aarxa = Aa,

Tensor A jest więc tensorem czwartego rzędu, trudnym do zidentyfikowania; punktem
wyjścia do jego określenia jest przypadek szczególny sprężystości.

Teoria reprezentacji funkcji tensorowych pozwala formułować różne związki anizo-
tropowe [12]; ale i przy takim podejściu trudno wyprowadzić nadające się do zastosowania
przypadki szczegółowe.

Prostsze sformułowania można podać ograniczając się do szczególnych przypadków
anizotropii, lub nawet do obciążeń radialnych [13]. Jednakże nie rozwiązuje to podstawo-
wego problemu anizotropii, który nadal pozostaje otwarty.

Do dalszych rozważań przyjmiemy hipotezę uszkodzenia izotropowego. Wynika stąd,
że skalar D określa naprężenia efektywne, czyli mamy

<2.H) i . ^ .

Ponadto, przyjmujemy następującą fundamentalną hipotezę: „Każdy związek konsty-
tutywny materiału z uszkodzeniami otrzymuje się zastępując zwykłe naprężenia, naprężę-
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niami efektywnymi w związku fizycznym, opisującym material pierwotny". Założenie to
ilustruje rys. 2.

Materiał

pierwotny 2 uszkodzeniem
S

Funkcjonał niezmieniony

Rys. 2

2.2. Sformulawanie termodynamiczne. 2.2.1. Zmienne termodynamiczne. Wartość zmiennej D
charakteryzuje więc uszkodzenie materiału; pomiary mikrograficzne powierzchni mikro-
szczelin i przekroi mikropustek wystarczają do określenia stanu uszkodzenia. Na po-
ziomie związku konstytutywnego, tzn. zależności opisującej proces uszkodzenia w za-
leżności od obciążeń, wielkość D jest zmienną stanu w sensie termodynamiki. Zmienną
tę traktuje się jako parametr wewnętrzny, ponieważ nie jest ona mierzalna bezpośrednio,
przy pomocy zwykłych środków termomechaniki.

Jeśli oprócz zniszczenia uwzględnia się sprężysto-lepkoplastyczność, to do rozważań
należy wprowadzić dalsze zmienne stanu. Są nimi; odkształcenie sprężyste e* występujące
w pracy odwracalnej, temperatura T oraz parametry wewnętrzne «P opisujące wzmocnie-
nie [11, 14].

Zmiennymi stowarzyszonymi są następujące wielkości:
1. tensor naprężenia a stowarzyszony z ee,
2. entropia s, stowarzyszona z T,
3. prędkość uwalniania energii uszkodzenia Y, stowarzyszona z D,
4. zmienne Ap, stowarzyszone z a P.
Otrzymujemy je z potencjału termodynamicznego jako funkcji wszystkich zmiennych

stanu.
Jeśli c oznacza tensor odkształcenia, to tensor odkształceń plastycznych zdefiniowany

jest następująco
(2.15) -8P = 8-e e .

Tablica 1. Tablica zmiennych termodynamicznych

Zmienne stanu
Obserwowalne _Wewngtrzne

G
_ _ . _—s

D Y

OCr,U V p _

Zmienne stowarzyszona

_ _ A t

3 Mech. Tcorot. i Stos. 1—2/82
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2.2.2. Potencjał termodynamiczny. Biorąc za potencjał termodynamiczny energię swobodną
i przyjmując, że funkcja ta jest wypukła względem wszystkich zmiennych stanu [1]

V(ec, T, D, a,)

równania stanu zapisują się w postaci zależności

(2-16) "-e-f?.

(2.17) ' - " % .

gdzie Q jest gęstością na jednostkę objętości.
Zmienne stanu stowarzyszone z parametrami wewnętrznymi są określone przez związki

(2.18) Y~C-BD>

A ty

Pokażemy jak pierwsza z tych dwu zależności prowadzi do kryterium rodzenia się
szczeliny. Dla metali rozsądnie jest przyjąć hipotezę, że nie ma sprzężenia pomiędzy sprę-
żystością i uszkodzeniem a wzmocnieniem. Oznacza to, że energia swobodna ma postać

(2.20) V = Wc(se, T, D)+ipP(<xP, T).

W przypadku izotermicznej sprężystości liniowej, \pe jest dodatnio określoną formą
kwadratową odkształceń sprężystych ee, liniową względem (l—D), a to z uwagi na wpro-
wadzoną definicję naprężenia efektywnego. Mamy więc

1
(2.21) Qfe — — (1 —D)flEe£e,

gdzie a oznacza tensor modułów sprężystych. W rezultacie otrzymujemy

(2.22) ff= (1 ~D)as«,

o -m v ty 1 e e

(2.23) y = e - ^ - = -JaeB-
Widzimy, że wartość Fjest równa połowie zmiany energii sprężystej We, spowodowanej
zmianą uszkodzenia przy stałych naprężeniach i stałej temperaturze.
Wyznaczamy dWe = adz*, biorąc dt? z wyrażenia da = 0.
Mamy więc

(2.24) da - (l-D)adEe-as'dD = 0,
skąd otrzymujemy

(2.25) dW, = <™*T3̂ ->

czyli

(2.26)
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Ostatecznie otrzymujemy następującą zależność

(2.27) 7 - ~5-~£S-
*• "Li CT, T = const.

Rezultat ten jest analogiczny z definicją prędkości uwalniania energii w mechanice
zniszczenia [15].

Przez analogię z odpornością Gc materiału, kryterium rodzenia się szczeliny definiuje
się następująco

\Y\ = Yc -> istnieje szczelina makroskopowa (2.8)
Podany warunek można również zapisać w zależności od parametru uszkodzenia D.

Jeśli We oznacza energię sprężystą przy zniszczeniu

(2.28) W* = ~ aRs% = yCl-DJaeŁai - ( l - D B ) 7 e i

to dochodzimy do zależności

(2.29) D c = l - - ^ - .

Doświadczenie pokazuje, że dla metali najczęściej można przyjąć
(2.30) D c £ l .

2.2.3. Potencjał dyssypacji. Związki opisujące ewolucję parametrów wewnętrznych wy-
prowadza się z potencjału dyssypacji. Postulujemy istnienie takiego potencjału [1]. Za-
piszmy gęstość dyssypacji w postaci nierówności Clausiusa-Duhema

(2.31) < T Ś - e ( y + S T ) - ( 7 - ^ - ^ 0,

grad Tgdzie q oznacza wektor strumienia ciepła, stowarzyszony z — — — .

Funkcja y>, jako funkcja zmiennych stanu, przyjmuje postać

(2.32) y = -sf+-(a&e+YD+APvP),

gdzie EP = E—EC. Po prostych przekształceniach otrzymujemy

(2.33) ak-Yb-APx-q^^~> 0.

Wielkości ep, D, acP, q, oznaczają odpowiednio prędkości zmiennych dyssypatywnych.

Natomiast a, Y, Ap,^£— są odpowiednimi zmiennymi dwoistymi (siłami) [16].

Zakła"da się więc, że istnieje funkcja skalarna cp, wypukła względem zmiennych dualnych,
przy czym zmienne stanu traktujemy jako parametry. Jest to więc hipoteza uogólnionej

normalności [17] [stowarzyszone prawo płynięcia w przestrzeni sił termodynamicznych

a, Y, A„, - i ^ £ — tłum). Z funkcji '
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otrzymujemy więc
— równania konstytutywne lepkoplastyczności

S " ATa'
(2.34)

.-. _ , d(P

— prawo Fouriera

(2.35) q - -

— równanie ewolucji opisujące proces uszkodzenia

(2.36) * - - * . £
Funkcje skalarne A i l̂D oznaczają odpowiednio mnożnik lepkoplastyczny i mnożnik

uszkodzenia.
Termodynamika nie pozwala pójść dalej. Jednakże rozważania fenomenologiczne

i badania doświadczalne prowadzą do modelowania i identyfikacji przedstawionych
równań konstytutywnych.

2.3. Pomiar uszkodzenia. Chcąc modelować potencjał <p, tzn. nadać mu możliwie naj-
prostszą postać analityczną, należy przede wszystkim wyłowić zmienne odgrywające
istotną rolę, a tym samym wyeliminować zmienne, których wpływ jest znikomy. Na-
stępnie należy zastanowić się, w jakiej postaci analitycznej występują zmienne istotne.
Tym samym doszliśmy do delikatnej części metody fenomenologicznej; chodzi bowiem
o wykorzystanie jak największej liczby danych doświadczalnych: obserwacji występu-
jących mechanizmów fizycznych i pomiarów zmiennych w przypadkach szczególnych. Na
tym etapie mamy do czynienia z pracą niezbyt ścisłą, gdzie intuicja, seris fizyczny i rodzaj
rozpatrywanych zastosowań odgrywają wielką rolę.

Pomiary uszkodzenia są więc niezbędne. Bezpośrednich pomiarów powierzchni de-
kohezji w materiale przy pomocy mikroskopii jakościowej nie można brać — poza bada-
niami podstawowymi — pod uwagę, ponieważ są długotrwałe i należą do badań niszczą-
cych, jako że trzeba badać przekroje materiału [18]. Dzięki sprzężeniu deformacji z uszko-
dzeniem pojęcie naprężeń efektywnych prowadzi w naturalny sposób do oszacowań,
drogą pośrednią, stanu uszkodzenia.

2.3.1. Sprężystość sprzężona z uszkodzeniem. Wiemy, że potencjał termodynamiczny, będący
funkcją kwadratową odkształceń sprężystych ee, jest liniowy względem (l—D). W rezul-
tacie otrzymuje się związek konstytutywny sprężystości

(2.37) or= (l-D)ase.

Jeśli rozpatrzymy przypadek sprężystości izotropowej, stosującej się dobrze do metali,
to dla zagadnienia jednowymiarowego równanie (2.37) redukuje się do zależności

(2.38) a = (1
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gdzie E oznacza moduł Younga materiału pierwotnego. Przy okazji można sprawdzić
podstawową hipotezę dotyczącą naprężeń efektywnych.

Wyrażenie (l-D) E ma sens modułu sprężystości materiału z uszkodzeniami [19J;
znając moduł Younga E materiału pierwotnego, każdy pomiar wielkości a/ee pozwala
wyznaczyć parametr uszkodzenia z wzoru " —-

1 a
(2.39) D==l-ETe-

Przykład podano na rys. 3. Dotyczy on próbki poddanej rozciąganiu i ściskaniu w pod-
wyższonych temperaturach, przy czym cykle odkształceń mają dosyć niską częstotliwość,
tak aby uszkodzenia wywołane zmęczeniem i pełzaniem występowały jednocześnie. Ewo-
lucję procesu uszkodzenia opisuje wzór (2.39), w którym wielkość ajse obliczano na pod-
stawie nachylenia pętli naprężenie-odkształcenie. Na rys. 3 pętle oznaczono linią przery-
waną.

0,5 1

Rys. 3. Ewolucja uszkodzenia podczas próby na obciążenia cykliczne. Stal ASI 316, T m 55O°C,
e = ±10-*

2.3.2. Lepkoplastyczność sprzężona % uszkodzeniem. D l a materiałów b e z uszkodzeń j edna
z prostych specyfikacji potencjału <p prowadzi do modelu HOFFA-LEMAITRE'A [20] izo-
tropowej lepkoplastyczności. Model ten, dla drugiego stadium pełzania, redukuje się do
prawa ODQVISTA [21]; to ostatnie stanowi uogólnienie jednowymiarowego prawa NORTONA
[22]

(2.40) «' - (f) '
gdzie eP oznacza prędkość odkształceń plastycznych, zaś A i Nsą. współczynnikami charakte-
ryzującymi pełzanie danego materiału.

Podstawowa hipoteza o naprężeniach efektywnych pozwala zapisać następującą za-
leżność dla materiału z uszkodzeniami

Tutaj też, znając X i N dla materiału pierwotnego, każdy pomiar wielkości eP i a dla
stanów z uszkodzeniami (np. trzeciego stadium pełzania), przy wykorzystaniu zależności

(2.42) D = 1-
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pozwala ocenić to uszkodzenie. W przypadku próby pełzania przy stałych naprężeniach

T) *
dla trzeciego etapu pełzania mamy

(2.43)
IN

Przykład zastosowania tej metody do oceny uszkodzenia przy pełzaniu przedstawiono
na rys. 4.

O" 05 1 t

Rys. 4. Ewolucja uszkodzenia w czasie próby cyklicznego pełzania. Stop IN 100, T = 1000°C.

2.4. Modelowanie 1 Identyfikacja. 2.4.1. Model ogólny. Wyposażeni w możliwość przeprowa-
dzenia pośrednich p o m i a r ó w uszkodzenia, możemy zaproponować rozsądne równanie
ewolucji p a r a m e t r u D

(2.44) A--VS

Należy zaznaczyć, że pojawia się tu nowa trudność. Aktualnie możliwe pomiary dotyczą
zagadnień jednowymiarowych, a obliczać trzeba konstrukcje dwu- i trójwymiarowe.
Nawet przry przyjęciu hipotezy uszkodzenia izotropowego, istnieje szerokie pole badań
teoretycznych i doświadczalnych. Jednakże można uprościć wyrażenie na funkcję q>, prze-
prowadzając następujące rozważania:
— rozsprzężenie efektów mechanicznych i termicznych,
— rozsprzężenie efektów lepkoplastyczności i uszkodzenia czyłi

9 - . Apl s.e,T, D, Y; e«, T, D, ; T, D,

— W wyrażeniu na <pD można zastąpić ee przez a, korzystając ze związku fizycznego
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sprężystości. Z hipotezy izotropii uszkodzenia wynika ponadto, że funkcja q>D zależy
od niezmienników skalarnych tensora naprężenia

(2.45) er, = trtr, cr„ = trS2,

gdzie S oznacza dewiator tensora naprężenia. Podobnie jak i w plastyczności pomijamy
wpływ trzeciego niezmiennika tensora naprężenia.
— Oprócz szczególnych przypadków efektów pamięci, takich jak korzystny wpływ prze-
ciążeń na uszkodzenie przy zmęczeniu [23], można pominąć wpływ parametrów wzmocnie-
nia na uszkodzenie.
— Jeśli założymy, że funkcja yD jest liniowa względem Y to otrzymujemy następujące
równanie ewolucji

(2.46) b = - XD - |?- = - Xo^r = XDf{a,, er„ ,T,D).

2.4.2. Pojęcie naprężenia równoważnego przy uszkodzeniu. Obserwacje metalurgiczne upoważ-
niają do stwierdzenia, że naprężenie średnie ma silny wpływ na powstanie i rozwój mikro-
pustek

(2.47) 0m = ~tro.

Natomiast jeśli chodzi o mikroszczeliny, to raczej naprężenie równoważne Misesa <f od-
grywa zasadniczą rolę,

(2.48) 5 =

gdzie 1 oznacza tensor jednostkowy. Stąd idea wprowadzenia naprężenia równoważne-
go a*, odpowiadającego powstaniu uszkodzenia, jako kombinacji liniowej wielkości
<tm\~5
(2.49) o* = Ocm+(\-C)o).
C oznacza współczynnik wrażliwości na tworzenie pustek lub szczelin, który należy ziden-
tyfikować dla każdego materiału. Do rozważań bierzemy jedynie część dodatnią tzn.
<x> = x, jeśli X- > 0; <x> = 0 jeśli x < 0, aby przynajmniej w przybliżeniu spełnić wa-
runki zamykania się mikroszczelin. I wreszcie a* dobieramy w ten sposób aby wielkość ta
była identyczna z jednowymiarowym naprężeniem przy rozciąganiu. Przedstawione wy-
rażenie na naprężenie równoważne jest przypadkiem szczególnym, a zarazem znacznie
prostszym, wyrażenia zaproponowanego pierwotnie przez BURZYŃSKIEGO [24] w 1928 roku.
HAYHURST [25, 26] podjął ten problem na nowo, ale w innej formie.

Na rys. 5 przedstawiono identyfikację współczynnika C (C £ 0,25) na podstawie
wyników próby zniszczenia w zakresie pełzania dwuosiowego, zgodnie z rezultatami
pracy [25]. Każdy punkt reprezentuje wartości naprężeń ax i a2 w momencie zniszczenia,
odniesionych do naprężenia równoważnego o1*.

2.4.3. Wpływ temperatury. Bardzo liczne wyniki badań doświadczalnych nad zniszczeniem
przy pełzaniu i zmęczeniu pokazują, że efekt temperaturowy można opisać z dobrą do-
kładnością, wprowadzając pojęcie naprężenia zredukowanego przy pomocy ilorazu [11, 27]
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We wzorze (2.50) wielkość au{T) oznacza naprężenie końcowe, w zakresie zniszczenia
statycznego, w zależności od temperatury. Chodzi tutaj o rezultat empiryczny zasługujący
na głębsze zbadanie od strony termodynamicznej. Przykład funkcji aK{T) podano na rys. 6.

Rys. 5. Próba na zniszczenie przy pełzaniu dla stanu dwuosiowego. Stopy ogniotrwałe.

1000

5001

500 1000

Rys. 6. Ewolucja naprężenia końcowego jako funkcji temperatury. Stop ogniotrwały IN 100.

2.4.4. Przypadki szczególne. Uwzględniając koncepcje naprężenia równoważnego i zre-
dukowanego, ogólne równanie ewolucji parametru uszkodzenia sprowadza się do postaci

(2.51) = XDf

Wychodząc z tego związku można otrzymać wiele różnych modeli szczegółowych,
z których każdy posiada ograniczony zakres stosowalności [28]. Dla przykładu rozpatrzmy
dwa modele pełzania i zmęczenia.

Pierwszy z nich to model uszkodzenia w zakresie pełzania, wyprowadzony z modelu
KACZANOWA, uwzględniający nieliniową kumulację efektów [29]

(2.52) D = f —^
(T)Model taki scharakteryzowany jest przez pięć parametrów materiałowych: a, a„, r, ki C.

Można je określić doświadczalnie; przeprowadzając mianowicie próby pełzania aż do
zniszczenia, jak o tym wspomniano w podrozdziale 2.3.2. Ponadto należy przeprowadzić
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kilka doświadczeń dla przypadku dwuwymiarowego, celem wyznaczenia współczynnika C,
por. rys. 5.

Drugi to model opisujący stan uszkodzenia spowodowanego zmęczeniem; również
w tym przypadku uwzględniona jest nieliniowość kumulacji efektów, bowiem mamy [30]

(2,3, ^ - P - ( l

W zależności (2.53) —r~- jest przyrostem zniszczenia na cykl obciążenia; zaś da* i a*
O/V

oznaczają odpowiednio amplitudę i wartość średnią naprężenia a* •— również dla cyklu.
I <t*\Cztery charakterystyczne parametry materiałowe: /?, a — , M(a*), <fu(T) (oraz współ-
\ 0*u /

czynnik C) określa się korzystając z próby zmęczeniowej na rozciąganie — ściskanie przy
stałej amplitudzie naprężeń, przy przeprowadzeniu pomiaru uszkodzenia.

W przypadku konstrukcji znajdujących się w podwyższonych temperaturach istotną
rolę odgrywa wzajemne oddziaływanie pomiędzy zmęczeniem a pełzaniem. Z konstrukcja-
mi tego typu mamy do czynienia w inżynierii reaktorowej, chemicznej oraz w przypadku
turbin. Kombinacja obydwu przedstawionych poprzednio modeli szczegółowych pozwala
opisać proces uszkodzenia wywołany pełzaniem i zmęczeniem jednocześnie.

Niech więc dla jednego cyklu o okresie At zachodzi zależność

Równanie (2.54) rozwiązuje się metodą krok po kroku, przy następującym warunku
początkowym: Ń = 0 -+ D = Do (uszkodzenie początkowe), albo D = 0 aż do warunku
końcowego: D = Dc ~ 1 -> N — NR (zapoczątkowanie szczeliny makroskopowej w roz-
patrywanym punkcie).

Zastosowanie tego rodzaju obliczeń w celu przewidywania daje wyniki o współczynniku
dokładności ±2.

3. Wzrost szczelin

Interesować nas teraz będzie rozwój powstałej szczeliny makroskopowej. Możliwe są
dwa podejścia:
a). Podejście lokalne, oparte na mechanice procesu uszkodzenia — takiej, jaką przed-

stawiono w rozdziale drugim. W tym przypadku należy obliczyć w każdym punkcie
parametr uszkodzenia D(M), przy istnieniu szczeliny makroskopowej, która staje się
zbiorem punktów Mc tzn. punktów o krytycznej wartości parametru uszkodzenia,
równej Dc. Możemy więc napisać

(3.1) D(MC) = Dc-+ Mce szczeliny.

Nasza praca zawiera formalizm właśnie takiej metody. Jednakże realizacja tej metody
napotyka na problemy numeryczne, które stanowić będą dziedzinę badania przez
kilka lat!
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b). Inne podejście, określane jako globalne, polega na uogólnieniu pojęć liniowej mecha-
niki pękania na przypadek nieliniowej lepkoplastyczności. Jak wiadomo, liniową me-
chanikę pękania stosowano z powodzeniem w badaniu zachowania się szczelin w ośrod-
kach sprężystych. Właśnie takie podejście przedstawimy obecnie, ale ograniczymy się
do obciążeń „prostych" w sensie plastyczności.
3.1. Sformułowanie termodynamiczne. 3.1.1. Zmienne termodynamiczne. Rozpatrzmy ciało trój-

wymiarowe, sprężysto —lepkoplastyczne w przypadku izotermicznym. Załóżmy, że w ciele
istnieje szczelina, której ewolucja zależy tylko od jednego parametru, a mianowicie od
powierzchni szczeliny A. Na ciało działa obciążenie jednoparametrowe o parametrze P,
zgodne z geometrią szczeliny; np.: może to być szczelina wywołana obciążeniem P. Niech
u oznacza przemieszczenie stowarzyszone z P. Zakładamy, że u można przedstawić w po-
staci sumy przemieszczeń sprężystych ue i przemieszczeń plastycznych up, czyli mamy,
por. rys. 7.

(3.2) u = ue+up

Dla rozpatrywanego ciała można skonstruować termodynamikę, zupełnie podobną
do tej jaką dla elementu objętości przedstawiono w podrozdziale 2.2 [31, 32].

Rys. 7. Mechanizm wzrostu szczeliny.

Zmienne stanu termodynamicznego to zmienne obserwowalne: przemieszczenie sprę-
żyste ne i temperatura T oraz parametry wewnętrzne: powierzchnia A szczeliny i uogól-
niony parametr wzmocnienia o^. Zmiennymi stowarzyszonymi są odpowiednio obciążenie
P, określona dla całego ciała entropia s, zmienna G oraz dualna zmienna wzmocnienia 7t.
Okazuje się, że G jest prędkością uwalniania energii w sensie GRIFFITH'a.
Tablica 2.

3.1.2. Potencja! termodynamiczny. Jako potencjał termodynamiczny można wziąć energię
swobodną, tym razem określoną dla całego ciała

f(ue, T,A,txP).
Tym,samym zmienną G określa zależność

(3.3) G= - ~dA
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Tablica 2. Tablica zmiennych termodynamicznych

Zmienne stanu

U e

T

.Wewnętrzne

5

A G

CCP

Zmi&nne stowarzyszone

- - T i p

Wykażemy, że wielkość G jest równa połowie zmiany energii sprężystej We wywołanej
przyrostem szczeliny, przy stałym obciążeniu i stałej temperaturze.

Założenie o obciążeniu jednoparametrowym pozwala dokonać rozsprzężenia efektów
sprężystych i lepkoplastycznych w wyrażeniu na energię swobodną, czyli mamy

(3.4) y> - V.(Mc, T, A) + y>P(<xP, T)

Rozpatrując przypadek sprężystości liniowej można wprowadzić sztywność R ciała przy
pomocy wzoru

(3.5) P = Rue

i przyjąć następujące wyrażenie za energię swobodną \pe

1
(3,6)

Wnioskujemy stąd, że

(3.7)

czyli

(3.8) dR

Ostatecznie otrzymujemy

(3.9) G

We = jR(A,T)u

G - dy) -° dA '

pdue
P ul '

1 du„
2 dA

2
e ••

1 3
- ~ "2" u i

dR
dA'

jeśli P = const.

1 dWe

2 dA P, T=*const.

Rezultat ten, dobrze znany w liniowej mechanice pękania pokazuje, że wielkość G, wpro-
wadzona jako zmienna .stowarzyszona z powierzchnią szczeliny, jest po prostu prędkością
uwalniania energii sprężystej. W ten sposób pojęcie to zostało rozszerzone na przypadek
sprężysto — lepkoplastyczności [15].

3.1.3. Potencjał dyssypacji. Nierówność Clausiusa-Duhema, w której y> wyrażono przez
zmienne stanu, przyjmuje postać

(3.10) . Ptip-GA~a.P7t^ 0.

W nierówności (3.10) wyrażenie GA oznacza energię dyssypowaną w procesie pękania.
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Załóżmy ponadto, że istnieje potencjał dyssypacji y

<p(P,G,n;ue, T,A,«p),

tym razem określony dla całego spękanego ciała.
Z potencjału <p otrzymujemy stowarzyszone prawo ewolucji szczeliny

d<p
(3.11) A = Xf dG'

gdzie A/-jest mnożnikiem skalarnym.
Przedstawione proste wywody opierają się na istotnym założeniu o obciążeniu jedno-

parametrowym, z którego wynika, że wzrost szczeliny zależy również tylko od jednego
parametru. Rozszerzenie takiego formalizmu na przypadek obciążeń złożonych, których
ewolucja zależy od więcej niż jednego parametru, pozostaje problemem otwartym. Chociaż
zaproponowano już kilka kryteriów postaciowych [15, 33, 34], to jednak pozostaje do
rozwiązania problem zakresu ważności tych kryteriów.

3.2. Modelowanie i identyfikacja. Rozwój szczelin, spowodowany pełzaniem i zmęczeniem,
w metalach poddanych podwyższonym temperaturom, gdzie lepkoplastyczność odgrywa
istotną rolę, jest jeszcze dziedziną mało zbadaną, bowiem trudną i to zarówno z punktu
widzenia teoretycznego jak doświadczalnego.

Można- v/ybrac taką samą metodologię jak w przypadku uszkodzenia, a mianowicie:
•— rozsprzężenie efektów lepkoplastycznych i pękania, czyli

(3.12) <p = <pvP(P, a; ue, T, A, aP)+<pf(G;ue, T, A, ocP),

— eliminację zmiennych, które mają znikomy wpływ na pękanie, czyli

(3.13) A - ^ g ' *> - A/ g(G, T).

Następujący przykład pozwala lepiej utrwalić podstawowe idee:
— Model zmęczenia: równanie PARISA [35], zmodyfikowane w pracy [36] celem uwzględ-

nienia częstotliwości / obciążenia

-"(3-14) - ^ - CfG'Uf

GM oznacza wartość maksymalną wielkości G, osiąganą podczas cyklu obciążenia. Cj, r\j
i b są trzema współczynnikami, które należy zidentyfikować dla każdego materiału i dla
każdej temperatury na podstawie badań pękania przy dość wysokich częstotliwościach
(5-10 Hz); np. na próbkach poddanych ściskaniu-rozciąganiu.
— Model pełzania, skonstruowany w pracy [36]

(3.15) A=Cc<&c

Cc i rjc oznaczają charakterystyczne dla danego materiału współczynniki, które można
otrzymać z próby pękania przy stałym obciążeniu.

Na rys. 8 przedstawiono porównanie wyników teoretycznych z doświadczalnymi,
w odniesieniu do przypadku gdy wzajemne oddziaływanie pomiędzy zmęczeniem a peł-
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zaniem ma postać wyraźnego wpływu częstotliwości na prędkość wzrostu. W tym przypadku
prędkość wzrostu szczeliny oblicza się ze wzoru

da
ÓN

(3.16) ~ []/EGu)'*Cftb+ J {\/'EG)"'C'cdt.
1 okres

1 0 5 ^
10 20 30 40 50

VUG MPaN/m

Rys. 8. Porównanie badań teoretycznych z doświadczalnymi nad wzrostem szczeliny w przypadku zrnę-
czsnia i pełzania. Stop AISI 304, T - 538°C.

3.3. Obliczanie wzrostu szczeliny. W zakresie wymienionych hipotez o obciążeniu jedno-
parametrowym i rozsprzężeniu efektów sprężystych i lepkoplastycznych w wyrażeniu na
energię swobodną, zmienną G można wyznaczyć przy pomocy analizy sprężystej, stosując
na przykład metodę elementów skończonych. Znając kolejne postacie szczeliny, określonej
przez A, wystarczy przeprowadzić obliczenia dotyczące energii sprężystej We, odpowia-
dającej różnym wartościom powierzchni A, przy obciążeniu jednostkowym P = 1. Wów-
czas można wyznaczyć prędkość uwalniania energii zredukowanej Gr [6] metodą inter-
polacji funkcji We{A)

(3.17) = 1).

Ponieważ G jest proporcjonalne do Pz, więc jeśli obciążenie jest dane jako funkcja czasu
w postaci ,P(0, to G otrzymujemy z zależności

(3.18) G(A,t) = Gr(A)-<P2(t)-

Funkcję tę wystarczy następnie wprowadzić do równania opisującego wzrost szczeliny;
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na przykład do modelu uwzględniającego oddziaływanie pomiędzy zmęczeniem a pełza-
niem,

(3.19) ' 4*T= CfGU{A,N)f-"+ JCcG{A,t)dt.
O i V At

Równanie (3.19) można rozwiązać metodą krok po kroku dla każdego cyklu o okresie At,
przy warunku początkowym

N = 0 -> A = Ao, (na przykład Ao = 1 mm2).

W ten sposób otrzymujemy opis wzrostu szczeliny A(N) aż do warunku kruchego znisz-
czenia na skutek niestateczności, zdefiniowanego przez zależność

. G ~ Gc — odporność materiału w rozpatrywanej temperaturze.
A oto zbiorcze przedstawienie „życia" konstrukcji aż do zniszczenia

Materiał Rozpoczynanie się Wzrost Zniszczenie
pierwotny szczeliny szczeliny konstrukcji

D = 0 •«•> Dc = 1, A = Ao —r+ A(t) ~*-~-> A —» co, dla G = Gc
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pragnie gorąco podziękować swojemu przyjacielowi, Prof. A. Sawczukowi, za inicjatywę
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P e 3 IO M e]

PA3PyiHEHHE IIPH YCJIOBHHX n O J I S y ^ E C T I I

Pac^eibi npor-HocTJi coopy>KeHnii na pa3pymeHne B o6meM npoBOfliiTcH B flByx sianax: nopowfleime
H HX pacnpoerpaHeHHe.

B nepBoft nacTH pa6oTW pacciwaTpiiBaeTCH TeopeTmiecKan sapfma. MexenHKn pa3pymeHHH OCHO-
oft Ha HfleH 3d)(beKTHBHbix HenpHweHHft. ITpH noMomH TepiwoflHuaMHKH Heo6paTHMtix npoiieccoB

HenpepbiBHbift napaivseTp pa3pyuieiiHH npHxo^H K SBOJiiomiOHHbiM ypaBHei'.HHM H K conpa-
JKCHHH Aê jopiHauHH c pa3pymeHiiejH. 3TO conpHjKenne Hcnonb3yeTCH AO nocpe^cTBeKHLix H3MepeHHli
pa3pymeHHH npn noji3yuecTH H B nocneflCTBHH cnoco6cTByeT iifleHTHc{)HHHpoBaHHio i
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Bo BTOpoft i a c r n npeA-naraeTcn o6o6mennH noaaxwi CKopocTii ocBo6o>KfleHHH 3HepraHj
Horo c jiKiieHHoił iviexaHHKH pa3pymeHHHj HS HeJiHHeftHtie safla^H BflSKonjiecTHtmocTH.TaioKe H B 3TOM
cny^ae TepMoAHHaiMH^ecKHe HccjiefloBamw Beflyi K Mo#ejiH onHcyiomeii BO3pocr mejiH 3a meT ycia-
JIOCTH H pa3pyineHHH c BKJitoyeHHeM HX B3aHM0fleHCTBHa,

S u m m a r y

FRACTURE IN CREEP CONDITIONS

Deteririnatin of structure resistance to fracture generally takes place in two stages: initiation of cracks
and their propagation. Ir. the first part of the paper we develop the mechanical theory of fracture, based
upon the notion of effective stress. Using the thermodynamics of irreversible procssses, a continuous
variable of fracture-deformation coupling. This coupling enables to dsvelop indirect measurements of
creep and fatigue fracture, and hence to identify the models of evolution.

In the second part we present a gsneralization of the notion of ths rate of ensrgy release, well-known
in the linear fracture mechanics, to problems of nonlinsar viscoplasticity. Also in this case thsrrnodynamical
considerations lead to modjls of a crack growth due to fatigue and fracture, the interaction baing taken
into account.

Praca została złożona w Redakcji dnia 29 października 1981 roku.
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O ZAGADNIENIU ODWROTNYM DLA RÓWNANIA FALOWEGO

KRZYSZTOF G R Y S A (POZNAŃ)
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Wstęp

Równanie falowe jest w literaturze naukowej chyba najbardziej znanym równaniem.
Rozwiązanie tego równania w przypadku jednowymiarowym, gdy x e (a, b), gdzie a i b są
liczbami skończonymi, bądź są równe nieskończoności, są powszechnie znane i opisane
(por. [1, 2, 3] i in.). Mało natomiast spotyka się w literaturze rozwiązań tzw. zagadnień
odwrotnych dla równania falowego.

Warto tu nadmienić, że samo określenie „zagadnienie odwrotne" jest dosyć niejedno-
znaczne. I tak np. szkoła radziecka rozumie pod tym hasłem zagadnienia wyznaczania
nieznanych, stałych lub zmiennych współczynników równań różniczkowych, [4, 11],
bądź funkcji źródła [21, 5] przy znanym rozwiązaniu tych równań, bądź też problem wy-
znaczania rozwiązania zagadnienia dynamicznego dla t < t0 przy znanym rozwiązaniu
w chwili / = tę, [6]. Dla odmiany szkoła amerykańska używa tego określenia w przypadku
zagadnień dynamicznych, w których na podstawie znajomości rozwiązania równania
różniczkowego jako funkcji czasu w pewnych punktach obszaru określoności tego rozwią-
zania, poszukuje się warunków brzegowych, które powodują taką .właśnie zmienność
w czasie rozwiązania w tych punktach (por. [12, 13, 14, 15] i in.). Można zatem z grubsza
podzielić zagadnienia odwrotne na zagadnienia identyfikacji funkcji źródła, zagadnienia
identyfikacji współczynników, zagadnienia odtwarzania historii procesu oraz zagadnienia
identyfikacji obciążeń brzegu obszaru. Zwykłe zagadnienia brzegowo-początkowe nazy-
wane są — w odróżnieniu od wspomnianych wyżej — zagadnieniami prostymi lub bez-
pośrednimi.

Rozważania na temat zagadnień odwrotnych dla równania falowego spotyka się w li-
teraturze radzieckiej, (np. [7, 8, 21]), są to jednakże głównie zagadnienia identyfikacji
współczynników lub funkcji źródła bądź zagadnienia odtwarzania historii procesu. Na-
tomiast brak jest prac traktujących o identyfikacji obciążeń brzegu obszaru, w którym
rozważa się zagadnienie propagacji fal. O takim właśnie zagadnieniu traktuje niniejsza
praca. •

Problem identyfikacji dynamicznych obciążeń brzegu sprowadza się w niniejszej
pracy do zagadnienia rozwiązania równań całkowych pierwszego rodzaju, typu. splotowego,
[9]. Zagadnienia tego typu należą do tzw. zagadnień źle postawionych, [10]. W pracy
pokazany jest sposób rozwiązania tego typu zagadnienia w przypadku równania falowego.

4 Mech. Teoret. I Stos. 1—2/82
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Podano również ograniczenia, których spełnienie warunkuje otrzymanie rozwiązania
stabilnego w sensie TICKONOWA, [10].

1. Sformułowanie problemu

Rozważmy jednowymiarowe zagadnienie propagacji fal w ośrodku sprężystym. Rów-
nanie rozchodzenia się fali ma w tym wypadku analogiczną postać jak np. równanie struny,
czy np. równanie rozchodzenia się dźwięku. Jest to mianowicie równanie hiperboliczne.
Dynamiczne obciążenie brzegu obszaru oznacza w przypadku ośrodka sprężystego zadanie
zmiennych w czasie przemieszczeń czy obciążeń siłowych na brzegu, podczas gdy np. w przy-
padku struny skończonej będzie to zadane, zmienne w czasie przemieszczenie końców
struny.

Rozważany w pracy problem będziemy — dla ustalenia uwagi — utożsamiać z pro-
blemem drgań struny ograniczonej. Tym niemniej otrzymane wyniki będą funkcjonowały
i dla innych zagadnień fizycznych, o ile tylko zespół równań i warunków opisujących te
zagadnienia będzie się pokrywał z zespołem związków podanych niżej.

Niech w stanie niewymuszonym struna pokrywa się z osią Ox. Wychylenie struny bę-
dziemy charakteryzowali przesunięciem u(x, t) punktu x w chwili t, prostopadłym do osi
Ox. Przyjmiemy, że napięcie p struny jest stałe, podobnie jak i jej gęstość liniowa Q. Niech

fx(x, t) oznacza rzut na oś Ou siły działającej na jednostkę długości struny. Wprowadza-
jąc współrzędne bezwymiarowe £ = x/l, gdzie /jest długością struny, orazr =
możemy opisać drgania struny równaniem

gdzie/(I, r) =/i(f, r)l2/p. O funkcji/(£, T) zakładamy, iż jest funkcją lokalnie sumo-
walną [3] ze względu na obie zmienne. Przyjmujemy, że w chwili początkowej przemiesz-
czenia i prędkości punktów struny są znanymi funkcjami zmiennej f. Ponadto zakładamy,
że zadane są przemieszczenia końców struny jako funkcje czasu. Prowadzi to do warunków

dr
(1.2)

T - 0

gdzie />,(£) 6 C(0, 1), i = 0, 1, oraz
«(0, r) = u„(r),
I I ( 1 , V ) . - U , ( T ) . ( - i }

. Równanie (1.1) z warunkami (1.2) i (1.3) stanowi dla rozważanej struny zagadnienie
proste (brzegowo-początkowe). Rozwiązanie tego zagadnienia w transformatach Lapla-
ce'a ma postać

'
- f *i(£,
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Tutaj nadkreślenie oznacza transformatę Laplace'a funkcji, s jest parametrem trans-
formacji, oraz

*i(f.a)-./V.»)-tfotf)-J>itf). • (1.5)

Jeśli przedłużymy funkcje po(£), p^i) i/(f, T) na całą prostą O£ w ten sposób, że [16]

j>,(£), i = 0, 1,
, r) . - / ( - I , T>, /(f+ 2, r) = /(f, T), ( L 6 )

to możemy wówczas przepisać rozwiązanie (1.4) w postaci

y J Pi(x)afx-y f J f(x,t)dxdt,

gdzie funkcja g(f, z), dana wzorem

(1.8)

jsst znanym rozwiązaniem d'Alemberta zagadnienia drgań struny ograniczonej o końcach
unieruchomionych.

Załóżmy teraz, że znana jest zmienność funkcji w(£, T) W punktach ^ i f2, gdzie
0 < l i < | 2 < 1. Funkcje

Mi(T) = M^i, T) oraz M2(T) s u(f2, T), (1.9)

nazywać będziemy wewnętrznymi odpowiedziami struny (w skrócie WO) na działanie
s i ł/( | , T), warunków na brzegach, oraz na warunki początkowe. Funkcje te muszą speł-
niać warunki zgodności

"i(0) = Po(£i), "2(0) = po(£2)- (1-10)

Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie funkcji MJ(T) i ug(r), opisujących przemiesz-
czenia końców struny, przy znanych WO, oraz przy znanych funkcjach /(£, z), pa(M)

1 Pitt).
Zwykle stosowane metody rozwiązywania zagadnień identyfikacji warunków brzego-

wych (dynamicznych obciążeń brzegu) polegały na rozwiązaniu zagadnienia brzegowo-
początkowego dla £ e Q±, f2), a następnie na ekstrapolacji tak otrzymanego rozwiązania
poza ten przedział (por. [12, 13, 17] i in.). Jak widać, przy takim podejściu WO trakto-
wane są wstępnie jako warunki brzegowe. W pracy niniejszej stosuje się podejście odmienne
od wyżej wspomnianego. Punktem wyjścia jest tu związek (1.7).

2. Układ równań typu splotowego

Jeśli znane są funkcje opisujące WO, M^T) i u2(r), i jeśli są to funkcje typu wykładni-
czego, [18], to można — na podstawie równania (1.7) — napisać następujący układ równań
na transformaty Uj(s) i ug(s):
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Po odwróceniu transformat występujących po obu stronach równań (2.1) otrzymujemy

« A ) - •^•bi<i(r)*Kl(Sjfr)+ua(r)*K2{Sj, T ) ] + * ( £ , , r ) , 7 = 1 , 2 , (2.2)

gdzie

(2.3)
K2{t;j, T) = 2_, 1 j ( T +^~2n— 1)— \ r](r—^j—2n + \).

Tu * oznacza mnożenie splotowe, [2, 18], zaś 7](x) jest funkcją Heaviside'a. Sposób przejścia
od równań (2.1) do (2.2) powiązany jest ze specjalną techniką sumowania szeregów trygo-
nometrycznych, którą krótko przedstawiono w Dodatku.

Równania (2.2) stanowią układ równań całkowych typu splotowego, [10]. Ponieważ
wyznaczenie poszukiwanych funkcji, ud(r) i ug(r), na podstawie tych równań jest bardzo
kłopotliwe, w niniejszej pracy wyznacza sieje na podstawie równań (2.1). Jak zatem widać,
zamiast równań całkowych rozpatruje się układ równań w postaci przetransformowanej.
Natomiast na podstawie związku (2.2), zapisanego dla dowolnego f e [0,1], łatwo jest
wyznaczyć rozwiązanie zagadnienia brzegowo-początkowego. Ma ono postać

00

(2.4)co

gdzie [1]
lu(x) gdy x > 0,

" ( X ) + - { 0 gdy x < 0. ( 1 5 >

3. Warunki ograniczające dla funkcji opisujących wewnętrzne odpowiedzi

Traktując układ równań (2.1) w sposób formalny, jak układ dwóch równań algebra-
icznych z niewiadomymi Ua(s) i iłe(s), można łatwo je wyznaczyć. Otrzymujemy

_ , . sinh(sf2) ._ , . _.. ., sinh(s|:1) r_ , .
wCs) - i i [ " ( s ) ^ s ) ] - i [ S ( s )

(3.1)
sinh[s(l-lt)] sinh[s(l-f2)] r_ , . -,„ N1

gdzie I, = Si-Sf
Widoczne jest, iż nie każda funkcja Uj(r) może opisywać WO. Wynika to z faktu, iż

ułamki, występujące po prawej stronie wzorów (3.1), są transformatami Laplace'a dystry-
bucji singularnych, [3]. W ogólności, aby formalne rozwiązanie (3.1) było odwracalne
i aby po odwróceniu miało sens fizyczny, muszą być spełnione następujące warunki:
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1° WO muszą mieć skończoną granicę dla r -» 0+ oraz dla r -» co
2° WO muszą być ograniczone dla T e [0, oo)
3° Transformaty wd(j) i uff(j) muszą być odwracalne w zbiorze funkcji rzeczywistych.
Oznacza to, że jeśli pewna funkcja F(r) ma opisywać WO, to

| lira F(r)\ = |limsF(s)| < +00, (3.2)
r->0+ i-»oo

IlimFCx)! = |Hmsf(s)| < +oo, . (3.3)

przy czym zakłada się, że te granice istnieją, oraz

V A \F(r)\<M, M — stalą dodatnia. (3.4)
M> 0 TE [O, 00)

Ponadto, jeśli W(T) jest funkcją opisującą przemieszczenie któregoś końca struny, to z wa-
runku 3° wynika, że musi być spełniony warunek (por. [18], str. 102 i 117)

limu(s) = 0 dla Res > xx + d, d > 0, (3.5)
f-»0O

gdzie Rej oznacza część rzeczywistą liczby zespolonej s, zaś xz jest odciętą zbieżności
funkcji W(T). W omawianym przypadku z (3.4) wynika, że xx = 0.

Zamiast warunku (3.5) wykorzystamy warunek silniejszy, związany z odwracaniem
transformat metodą residuów. Warunkiem koniecznym odwracalności transformaty me-
todą residuów jest spełnienie przez nią założeń lematu Jordana, [18]. Wynika stąd, że aby
F(s) była transformatą, odwracalną metodą residuów, musi istnieć taki ciąg k„ liczb do-
datnich, że

gdzie limifcn = 0, limi?„ = +oo, a ponadto funkcja F(s) musi być ciągła dla |*| = Rn,
n-»oo . n-taa

Rej > xz (w naszym przypadku Rej > 0).
Nierówność (3.6) można zapisać w postaci równoważnej, a mianowicie

< ~ dla dużych \s\, (3.7)
I s I

gdzie K, y > 0, y — dowolnie mała liczba dodatnia.
W rozważanym przypadku żądanie spełnienia dla dużych \s\ nierówności (3.7) przez

poszczególne składniki prawych stron wzorów (3.1) prowadzi do następujących ograniczeń
na uj(s) oraz £(£,, s), j = 1, 2:

\uM-g(£j, »)\ < ^ f le-lDjl, J - 1. 2, (3.8)

gdzie Klt K2, y — stałe dodatnie, 0 < ft < f2 < 1, oraz

D, - max(f j , 1 + ft -2f 2 ) , D2 = max(l - 1 2 , 2ft - ft). (3.9)

W szczególnym przypadku, gdy ft > 0.5 oraz ft < 0.5, otrzymujemy

0i = ft, Z ) 2 = l - f t . (3.10)
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Nierówności (3.8) będą spełnione, jeśli dla x s[C>,D}], j — 1,2, będą miały miejsce
następujące związki:

(r-r)

(x,t)dxdt\Pt(x)dx-[ f f(x,t)dxdt\ = 0.(3.11)
tj-r O f/-(r-i)

Zwróćmy uwagę na fakt, iż dla r = O powyższe równania przechodzą w związki zgodności
(1.10).

Równania (3.11) określają związki pomiędzy WO a funkcjami />0(f)> PiQ) i /(£, T)
w czasie od chwili początkowej do chwili, w której do punktu, w którym rejestrujemy WO,
dotrze zaburzenie, wywołane przez warunki na brzegach. Jest oczywiste, że możliwość
identyfikacji funkcji ug{r) i ua(r) na podstawie WO pojawia się dopiero po czasie Dj, jako
że dopiero wtedy ujawni się wpływ warunków brzegowych na WO. WO będą zatem opi-
sane funkcjami czasu o przesuniętym argumencie; również w przypadku funkcji g należy
rozważać jej wartości tylko dla r > Dj.

Wobec powyższego transformaty Uj(s) oraz g(£j, s), j = 1,2, dla których mają sens
związki (3.1), muszą mieć taką postać, aby zawartości nawiasów kwadratowych we wspo-
mnianych związkach miały postać

-J P, P>Dj, 7 = 1 , 2 , (3.12)

Funkcja G(s) musi spełniać warunek

\G(s) | < iśT3|s|-v dla Res > x 0 > O, (3.13)

gdzie -fiT3 > O, y > 0. Jeśli dodatkowo G(s) jest funkcją holomorficzną w półpłaszczyźnie
Res > x 0 (gdzie x0 jest dobrane tak, aby spełniona była nierówność (3.8)), to jest ona
wtedy transformatą Laplace'a dystrybucji typu wykładniczego (por. [2], str. 309). Jest to
szeroka klasa dystrybucji, do której należą m.in. wszystkie funkcje transformowalne.

Gdy WO spełniają ograniczenia podane wyżej, wówczas rozwiązanie jednowymiaro-
wego odwrotnego problemu falowego jest stabilne w sensie Tichonowa (por. [10], stn 40).

4. Ścisłe rozwiązanie zagadnienia odwrotnego

D o odwrócenia transformat danych wzorami (3.1) wykorzystamy następujące przed-
stawienie funkcji Uj{s) oraz gj(^n s):

Pn

Dj (4-1)
S%, s) = g(ij, s)e-sD'+ f e-"g(fj, r)dr, j = 1,2,

b
gdzie

uj(r) = Uj(r+Dj)rj(r),
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Wobec (4.1) zachodzą — na mocy (3.11) — równości

«/(*)-*($/, s) - [SJW-IQJ, 5)]e-iD^ y = 1, 2. (4.3)

Oczywiście muszą być także spełnione nierówności

Ifijtol < - ^ p IItfj, 5)1 < - ^ j - , ' / - 1.2. (4.4)

W miejsce równań (3.1) możemy zatem napisać równania

_ , . sinh(s|2) -= sinh(s#) -= s\

sinh(sL)
i " e 2[«2(s)-g(l2, s)]- (4.5)

Odwrócenie transformat danych wzorami (4.5) prowadzi do następujących wyników:

J
— sin -y-(T-;J Y L

(4.6)

-sin [^- (1-| 2) | J sin [— (r-f)] [«iO)-«(fi.X -t«2(0-*tfa. 0]

Prawe strony wzorów (4.6) można przedstawić również w innej postaci, posługując się
bądź techniką sumowania szeregów trygonometrycznych, przedstawioną w Dodatku,
bądź bezpośrednio odwracając transformaty (4.5) na gruncie teorii dystrybucji, [20].
Wykorzystując wzory zawarte w tablicy B.2 cytowanej monografii otrzymujemy

+-f(fai z-h-2nL)+]-

« = 1

(4-7)
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+u2(T+l-£2-2nL)+-g(C2,r+l-C2-2nL)+]-

+ u 2 ( r -
Tutaj

t _ ' Jsd.O gdy
,0+ - \

0 g d y t < 0

Warto zwrócić uwagę na fakt, że sumy, występujące po prawych stronach wzorów
(4.7), są w rzeczywistości sumami skończonymi, gdyż dla każdej chwili czasu r liczba
funkcji, których argument jest dodatni, jest skończona. Jest to cecha wspólna rozwiązań
(4.7) oraz (3.4). W przypadku szczególnym, gdy ^ = 0, otrzymujemy związek

«d(r)=.«1(T)-g(0, T), (4.8)

który koresponduje z (2.4), oraz

Ji-O

(4.9)

Podobnie upraszczają się związki (4.7), gdy f2 = 1, a fi e (0, 1).

5. Inne możliwości stawiania problemu odwrotnego dla równania falowego

W miejsce warunków brzegowych (1.3) można sformułować inne warunki. I tak —
w przypadku, gdy równanie falowe opisuje falę podłużną, przemieszczającą się w nieskoń-
czonej warstwie sprężystej o grubości / od jednego jej brzegu do drugiego, przy czym fala
ta wywołana jest zmiennym w czasie obciążeniem jednego, czy też obu brzegów warstwy,
to zamiast warunków (1.3) można sformułować warunki

f-0

Zagadnienie odwrotne oznaczałoby w tym wypadku problem wyznaczenia funkcji
S / T ) i ^ ( T ) na podstawie WO, przy czym te ostatnie mogłyby być zadane zarówno wzo-
rami (1.9) jak i innymi. Jeśli w dwóch punktach wewnętrznych warstwy (o której — jak
wynika z powyższych uw#g — zakłada się, że jest w jednoosiowym jednowymiarowym
stanie naprężenia lub odkształcenia) znane będą funkcje opisujące zmianę w czasie od-
kształceń, wówczas One właśnie .mogą stanowić WO. Oczywiście należy powtórzyć rozumo-
wanie z części 3 -pracy w celu ustalenia ograniczeń, jakim podlegałyby tego typu WO.



O ZAGADNIENIU ODWROTNYM 57

Możliwe jest również wyznaczenie obciążeń dynamicznych brzegu przy pomocy WO,
których charakter jest inny niż charakter tych obciążeń dynamicznych. Na przykład można
odtwarzać obciążenie brzegu warstwy przy znanych przemieszczeniach w dwóch punktach
wewnętrznych, lub przy znanych funkcjach, opisujących np. zmiany w czasie .przemiesz-
czenia i prędkości w jednym punkcie warstwy.

Należy podkreślić, iż niezależnie od rodzaju warunków brzegowych otrzymane roz-
wiązania odwrotnego problemu falowego mają postać zbliżoną do (4.7). i

6. Wnioski

Przedstawiona metoda rozwiązywania zagadnień odwrotnych, dotyczących identyfi-
kacji obciążeń brzegu, może być zastosowana bez zmian do rozwiązywania problemów
odwrotnych, w których równanie różniczkowe opisujące zmiany badanej wielkości fizycznej
jest typu odmiennego niż hiperboliczny. Jednakże w przypadku równań hiperbolicznych
otrzymane rozwiązanie ma postać szczególnie przydatną dla celów eksperymentalnych.
Jeśli bowiem znany jest zbiór danych dyskretnych, opisujących odpowiedzi wewnętrzne
dwóch punktów wewnętrznych, to odtworzenie zmienności w czasie obciążenia brzegu
obszaru jest szczególnie proste. Wystarczy na podstawie tych danych zbudować funkcje,
opisujące w sposób przybliżony WO, a następnie wykorzystać wzór (4.7), który idealnie
nadaje się do obliczeń numerycznych. W przypadku ciągłego zapisu danych pomiarowych,
dotyczących wewnętrznych odpowiedzi, (gdy zapis ten odzwierciedla przebieg pewnego
pomiaru), identyfikacja obciążeń brzegu może być niemal natychmiastowa, o ile dane te
będą bezpośrednio poddawane obróbce numerycznej wg wzoru (4.7). Oczywiście konieczna
jest przy tym znajomość warunków początkowych oraz obciążenia/(£, T); to ostatnie
zwykle jest bądź stałe, bądź pomijalnie małe.

Wydaje się, że przedstawione rozwiązanie jednowymiarowego odwrotnego zagadnienia
falowego mogłoby być przydatne wszędzie tam, gdzie zachodzi potrzeba określenia dyna-
micznego obciążenia brzegu ohszaru, w którym można dokonać pomiarów wewnętrznej
odpowiedzi, podczas gdy niemożliwy jest bezpośredni pomiar poszukiwanej wielkości
na brzegu.

Dodatek

Występujące we wzorze (2.1) ułamki są postaci smh(,sx)/sinh.s. Po pomnożeniu i po-
dzieleniu takiego ułamka przez s otrzymuje się wyrażenie sf(s), dla którego można łatwo
wyznaczyć retransformatę

oo • ca (D.l)

x+ y — sin[jn»(T+;c)]- > -i — sin[?rn(T-x)].
j i nit i i nn

y s n [ ( + ) ] >
j—i nit ,i i , nn

l n=l '
Szeregi występujące po prawej stronie wzoru (D.l) mają argumenty funkcji trygono-
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metrycznych spoza przedziału (0, 1), przez co niemożliwe jest bezpośrednie wykorzystanie
odpowiednich wzorów sumacyjnych, zawartych np. w pracy [19]. Jednakże wykorzystując
związek

ńn(nny) = (-l)nEWsin[nn(y-E(y))], (D.2)

gdzie E(y) jest funkcją o wartościach równych części całkowitej argumentu, można spro-
wadzić argumenty funkcji występujących po prawej stronie wzoru (D.l) do przedziału
(0, 1). Dokonując przejścia granicznego z xdo 1 we wzorze (5.3) z pracy [19], oraz wy-
korzystując (D.2) można wyprowadzić następujący związek:

(y—2«-l), y e(~\, co), (D.3)
nn

Podstawienie prawej strony wzoru (D.3) do wzoru (D.l), a następnie wykorzystanie faktu,
iż operator .s jest transformatą operatora różniczkowego 8jdr prowadzi bezpośrednio
do wzoru (2.2).
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P e 3 io M e

HEKOTOPAK 0BPATHA5I 3A,IWłA ,II,JI5I BOJIHOBOrO YPABHEHHH

B ciaiŁH npeflCTanjiei-ra oflHopa3MepHa npoSjieivia HfleHTHcbjiKamiH Kpaestix yauoBira .HJIH
Hoii CTpyHbi. npco6pa3ODaHHe Jlanjiaca peuicHiw STOH aafla^H HaxoAHTcn: Ha ocHOBe peuieHHji
HO — Kpaesoii aa^a^H nponarauiin BOJIH. OnpeAenaeTcsi yoiOBHJi J U H cjjyHKmiH flonycKaeMLix
y3o6pa5KeHHH Tai< Ha3i>iBaeMbix BHyipeHHbix oTBeroB, a IIOTOM onpeflejiaeTca u ^HCKyTHpyeTCii
pememie npo6nemw.

S u m m a r y

ON AN INVERSE PROBLEM FOR WAVE EQUATION

The one-dimensional problem of a boundary condition identification for a finite cord is considered.
Solution of an initial-boundary valus probhm of ths wavs propagation is exploited to obtain transformed
form of a formal solution of the problem. The conditions imposed on ths admissible functions describing
so-called internal responses are settled and then the exact solution of the problem is found and discussed.

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 września 1981 roku.
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METODA OZNACZANIA WSPÓŁCZYNNIKÓW CHARAKTERYZUJĄCYCH
PROCESY OPISANE RÓWNANIEM PARABOLICZNYM
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1. Wstęp

Wiele procesów występujących w technice i badaniach naukowych jest opisanych
równaniami różniczkowymi drugiego rzędu typu parabolicznego:

div(Xgrad«)- ~ = 0, (1.1)

z warunkiem brzegowym:
n • grad« +a(u—u0) = 0. (1-2)

W ogólnym przypadku współczynnik K może być funkcją postaci
K = K(P,t), PeV,

a współczynnik a może' mieć postać
a=a(A,t) AeV.

Tutaj Fjest wnętrzem obszaru, w którym przebiega proces, B V jest brzegiem tego ob-
szaru, n — normalną zewnętrzną do brzegu, u0 — wielkością, do której odniesione są
wartości funkcji w. W dalszej części pracy współczynniki K i a są przyjęte jako stałe. Współ-
czynnik K opisuje przebieg procesu w obszarze ciała, a współczynnik a charakteryzuje
zjawiska zachodzące na powierzchni. Znajomość współczynników występujących w opisie
matematycznym procesu niezbędna jest do analizy przebiegu procesu. W pracy przedsta-
wiono jedną z możliwych metod wyznaczenia powyższych współczynników. Zazwyczaj
stałe takie wyznacza się poprzez pomiar pewnych wielkości na powierzchni próbki lub
w jej wnętrzu. Metoda przedstawiona w pracy bazuje na efektach globalnych dających się
zmierzyć w otoczeniu próbki, np: ilość ciepła wymienionego z otoczeniem w procesie wy-
miany ciepła, lub zmiany wagi próbki w przypadku procesu dyfuzji.

Podstawowym narzędziem analizy prowadzonej w pracy jest technika transformat
Laplace'a [3] i wynikający z niej rachunek splotowy. Transformatę Laplace'a funkcji

f(t) definiuje się następująco:

f(s) = JS?[/(O](s) - / mt-*<dt, . (1.3)
o

gdzie s — parametr transformacji.
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Z uwagi na wykorzystanie w obliczeniach rachunku splotowego koniecznym jest po-
siadanie pełnych danych dotyczących przebiegu procesu. Przez pełne dane w tym przypadku
rozumie się dane od początku procesu do co najmniej badanej chwili czasu. Do opisu
funkcyjnego wyników eksperymentu proponuje się w pracy użycie splajnów [8].

Problem doświadczalnego wyznaczenia stałych charakteryzujących procesy opisane
zagadnieniem brzegowym (2.1)H-(2.4) rozważany był wielokrotnie. Najczęściej spotykane
metody opierają się na znajomości (z pomiaru) zmienności w czasie wybranej wielkości
wewnątrz obszaru. Współczynniki wyznaczone są bądź metodami iteracyjnymi (np. [12],
[13]), bądź poprzez skomplikowane obliczenia analityczne (np. [14]). W niektórych pracach
badana jest jednoznaczność i istnienie rozwiązań problemu, polegającego na wyznaczeniu
stałych przy znanym przebiegu procesu w punkcie wewnętrznym obszaru (np. [4]). W ni-
niejszej pracy, jak wspomniano wyżej, proponuje się metodę wyznaczania stałych, opartą
o pewne efekty globalne. Tego typu podejście nie wymaga wprowadzenia do wnętrza
próbki czujników pomiarowych, które zawsze zakłócają przebieg procesu.

2. Określenie zmian globalnych zachodzących w ciele

W pracy rozważa się zagadnienie jednowymiarowe. Rozważania prowadzi się jedno-
cześnie dla warstwy, walca i kuli, tzn. że obejmują one trzy podstawowe geometrie. Uzys-
kuje się to przy pomocy parametru kształtu /?. Równanie różniczkowe (1.1) przyjmuje
postać:

dr2 r dr K dt v

gdzie
dla walca /? = O,
dla kuli /} = -0 .5,
dla warstwy p = 0.5.

Warunek brzegowy (1.2) będzie miał w przypadku rozważanych ciał postać

•£- + « = 0 . (2.2)
«\ r-JJ

Warunek początkowy przyjęto niezależny od współrzędnych przestrzennych

«Uo = "o- (2.3)

Ponadto przyjęto warunek symetrii (dla warstwy — warunek izolacji)

= 0 (2.4)
dr

Sformułowane zagadnienie brzegowo początkowe (2.1)-ł-(2.4) po przetransformowaniu
przyjmie postać:

d2u 1-2/3 du su .
+ +_

dr2 + r dr K + K
~ '
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du
+ ocw|r=R = 0, (2.5)

dr

= 0.
du_
dr

Rozwiązanie zagadnienia (2.1) do (2.4) w transformatach Laplace'a ma postać.

iI
gdzie p = \fs-K~1, I„(*)>— zmodyfikowana funkcja Bessela I rodzaju, rzędu v. Zmianę
wielkości globalnych można opisać zależnością

r? = y f(uo-u)rsdV, (2.7)
V

gdzie ^oznacza: w przypadku kuli jej powierzchnię całkowitą, w przypadku walca część
powierzchni bocznej, uzyskaną przez wycięcie z nieskończonego walca jego części, ograni-
czonej dwoma płaszczyznami prostopadłymi do jego osi; V oznacza w tym przypadku
objętość odciętej części. W przypadku warstwy o grubości R, F oznacza pole powierzchni
tej podstawy graniastosłupa, na której jest określony warunek (2.2); V oznacza objętość
tego graniastosłupa. Współczynnik rg jest określony poprzez fizykę procesu (porównaj
część 6 pracy). Związek (2.7) można przekształcić do postaci:

'<• o

(2.8)

Ponieważ rozwiązanie zagadnienia (2.1) do (2.4) jest podane w transformatach, za-
leżność (2.8) należy również przedstawić w transformatach. Przy obliczaniu transformaty
prawej strony związku (2.8) wykorzystuje się twierdzenie Fubiniego o zamianie kolejności
całkowania [2]. Po tych przekształceniach otrzymuje się

) . (2.9)

Wstawiając (2.6) do (2.9) ostatecznie 'otrzymamy:

T =
9

3. Wyznaczenie stałych charakteryzujących proces

Ponieważ do wyznaczenia są dwie stałe, wygodnie będzie wykorzystać dwa doświadcze-
nia; stała K nie zmienia się w obu doświadczeniach, natomiast stała a ma postać:

( - 1 , 2 , (3.1>
<x0 — wielkość niezależna od doświadczenia, którą wyznaczymy
at — wielkość zależna od doświadczenia, znana lub zadana (porównaj część 6 pracy).
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Wstawiając (3.1) do (2.10) otrzymujemy zależności na nieznane współczynniki

. ł _ i o

Po prostych algebraicznych przekształceniach otrzymamy następujące zależności po
zwalające oznaczyć współczynniki

1 aif92-a2fgl _ I
1^ ^ -

( , , ff2)(l2) V ; ^ n ! I t f l i ^ 2 - a 2 Tf J . (3.4)

Po odwróceniu zależności (3.3) i (3.4) otrzymamy wzory prowadzące do wyznaczenia
poszukiwanych stałych:

J fliT,a(0aaTgl(0

(3.6)
U(

Tutaj

gdzie ij(r) jest funkcją Heaviside'a, [3], zaś Jr(x) — funkcją Bessela I rodzaju rzędu v.
We wzorach (3.5) i (3.6) występują sploty, których istnienie jest zapewnione na mocy
twierdzenia Titchmarsha [7, str. 28]. Podstawową zaletą zależności (3.5) jest możliwość
bezpośredniego wyznaczenia współczynnika a0, jeżeli znamy współczynnik K. Pewną
niedogodnością zależności (3.6) jest konieczność stosowania iteracji do wyznaczenia
współczynnika K. Można również wymnożyć stronami zależności (3.3) i (3.4). Otrzymamy
wtedy prostą zależność pozwalającą określić w sposób bezpośredni iloczyn a.QK\

^(Tgi-fg2) - sfgl Ąafo-aj). (3.7)

Po odwróceniu i uporządkowaniu otrzymamy

K*° = ^ f l i / C O ' t r W r W ] ' ( 3 ' 8 )

4. Opis wyników doświadczenia

Wyniki eksperymentu są przeważnie określone dla chwil czasu, tworzących pewien
zbiór

{*,}e<0, 7}; i = 0,1,2,3 . . . (4.1)
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Wyniki są zapisane jako zbiór wartości {/,} w chwilach czasu {*,}. W przypadku gdy opis
jest dany w innej postaci to zawsze można go do powyższego opisu sprowadzić. Wyko-
rzystując zbiór danych pomiarowych {/J można, w sposób przybliżony, opisać funkcję
f(t) przy pomocy splajnu [8]. Otrzymujemy

j

/(O = Aot+ + £ Ai(t _uy+ ( 4 i 2 )

gdzie J jest liczbą wyników (odczytów) pomiarów.
Współczynniki At określone są związkami

h' ' (t2-hY-

f J y A ( t -tr-At ( 4 3 )

gdzie
(t-tk)"+ - (t-tkyt)(t-tk)

5. Końcowa postać wzorów

Do końcowego zapisu wzorów (3.5), (3.6), (3.8) wygodnie jest użyć splajnu pierwszego
rzędu, tj. splajnu określonego związkiem (4.2) dla n = 1. Można oczywiście użyć także
splajnów wyższych rzędów. W tym przypadku df. (4.2) sprowadza się do postaci

gdzie

Ap = tp+1-tp
 ; A° = hm ( 5 ' 2 )

Ze względu na jednolitość zapisu, a nie zmniejszając ogólności rozważań, można za-
łożyć, że funkcje Tgl i Tg2, zbudowane według wzoru (5.1), czyli w oparciu o zbiory danych
pomiarowych, można opisać na tym samym zbiorze chwil czasu {i,}, co znacznie upraszcza
zapis ostatecznych wzorów. W związku z powyższym opis. wyników będzie postaci

*i)+, < o = O (5.1)
/ - i .

1=0

(5.3)

5 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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gdzie

Tl+l— £ AĄt + i—tł) _,
igl.l

o
(5.4)

podobnie określa się Ą.
Ostatecznie wzory (3.5), (3.6) i (3.8) edpowiednio przyjmą postać

(5.5)

(5.6)
(J-o

j

3 2 AtBJ{t-tl-tj)\{al-a2)
K<x0 - ^ j , (5.7)

gdzie
/ J

W3

l-16(l-/3)2(2-jS)jr
n-.-O

Najwygodniejszym podej^ciemdo oznaczenia współczynników a0 i AT jest:
1. rozwiązać równanie (5.6) ze względu na K przy pomocy kolejnych przybliżeń
2. przy znanym współczynniku K ze wzoru (5.7) wyznaczyć współczynnik a0.

6. Przykład interpretacji współczynników

Rozważmy nagrzane do stałej temperatury względnej u0 ciało w kształcie warstwy,
kuli lub walca nieskończonego, na powierzchni którego znajduje się cienka powłoka
o grubości d, gdzie

d <ś R, (6.1)

Ze względu na przyjęcie założenia (6.1) można przyjąć, że
— krzywiznę powłoki można zaniedbać
— przepływ ciepła w powłoce jest ustalony.
Niech funkcja Ht(r, 0 opisuje rozkład temperatury w warstwie (kuli, walcu), a u2(r, t) —
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w powłoce. Proces ochładzania takiego dwuskładnikowego ośrodka będzie opisany rów-
naniami

d2ut 1 — 2/3 du, 1 du.

d2u2-^f=0 ' (6.3)

z następującymi warunkami:
— warunki sklejenia

[<7i — ?2]|r=j? = 0 równość strumieni ciepła, (6.4)

[«i —M2]lr-« = 0 równość tempeiratur, (6.5)

— warunek brzegowy dla powierzchni zewnętrznej

ttzlr.a+a = 0, *(6.6)

—• warunek początkowy dla ciała

"jJr=o = " o , (6.7)

Stałe mają następujący sens fizyczny:
K± — współczynnik wyrównania temperatury

Kt = A-, (6.8)
CPQI

Xt — współczynnik przewodnictwa ciepła,
6i — gęstość ciała,
cp — ciepło właściwe przy stałym ciśnieniu.

Strumień ciepła q określony jest następująco:

q = -gradu .. ' (6.9)

Dla ciała i pokrywającej go powłoki mamy

(6-10)

Stąd zależność (6.4) przyjmie postać

zagadnienie rozkładu temperatury w powłoce pokrywającej rozważane ciało jest opisane
następującymi równaniami:

d2u2 _ n

dr2 ' (6.12)
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Rozwiązanie tego zagadnienia ma postać

W I V * Y , „ ,R + d_ry> re(RtR + 8). (6.13)
O

Ostatecznie zależność na strumienie (6.4) przyjmuje postać:

= 0, (6.14)
dr ó

czyli dla rozważanego ciała otrzymamy na rozkład temperatury zagadnienie

dr2 r 8r K, 8t
(6.15)

= 0; u 1 | t = 0 = u 0 .
dr r Xi d

Szukanymi stałymi są:

K, i a0 = 4 1 " '
zatem należałoby w celu ich wyznaczenia przeprowadzić dwa doświadczenia z różnymi
grubościami powłoki. Mamy przy tym

Oi-4-1 Oa-4-- ( 6 - 1 6 )
Mierzoną wielkością globalną byłoby ciepło przekazane otoczeniu przez powierzchnię

jednostkową:
R

'l-2\uo~u)cpQdr. (6.17)
o

Jak zatem widać, w tym wypadku
rg=cpe. (6.18)

Znając G i ( 0 i Q2if) przy odpowiednich at i a2 możemy wyznaczyć współczynniki prze-
wodnictwa ciepła Ar i X2 ze wzorów (5.6) i (5.7) przedstawionych w pracy.

7. Wnioski

Przedstawiona w pracy metodyka oznaczania współczynników charakteryzujących
wspomniane we wstępie procesy, pozwala efektywnie je znaleźć w przypadku, gdy są one
stałe (nie zależą od zmiennych niezależnych (r, i) oraz od procesu). Szczególnie prosto
daje się wyznaczyć współczynnik a0 przy znanym K, lub iloczyn obu wielkości ze wzoru
(5.7). Iloczyn ten nie zależy w sposób bezpośredni od przyjętych kształtów próbek, a tylko
od mierzonych wielkości globalnych. Zaletą metody jest możliwość wyznaczenia współ-
czynnika K niezależnie od nieznanego a0 (por. wzór (5.6)). Cechą zależności (5.5) do (5.7)
jest występowanie w nich czasu jako parametru, od którego to współczynniki a0 i K po-
winny być niezależne. Własność ta pozwala, w przypadku wyników obliczeń wskazujących
naich zmienność w czasie, określić, na ile postawione zagadnienie (2.1) do (2.4) odpowiada
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rzeczywistemu procesowi. Występowanie w końcowych wzorach (5.5) do (5.7) sum' nie
stanowi — wobec coraz bardziej dostępnej techniki obliczeniowej (komputery, mini-
komputery, kalkulatory programowalne) — poważnego utrudnienia. Część sum jest
skończona, a ilość wyrazów zależy od opisu wyników eksperymentu, zaś sumy nieskoń-
czone występujące we wzorach są szybko zbieżne z uwagi na występowanie członów
wykładniczych. Proponowana metoda wyznaczania współczynników będzie również
funkcjonować jeśli w miejsce opisujących proces wielkości zostaną wzięte odpowiednie
strumienie, czy prędkości. Można również otrzymać podobne wyniki przy innym posta-
wieniu wyjściowego zagadnienia brzegowo — początkowego.
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P e 3 IO M e

METOJJ, OnPEflEJIEHMJI KOSOOHUEHTOB, KOTOPBIE XAPAKTEPBI3YIOT ITPOUECBI
H3OEPA3KEHME YPABHEHHEM nAPAEOJIH^ECKOrO THIIA

B CTaTbH aHajiH3Hpyexca npoSjiewubi BbraicneHHJi, Ha ocuose sKcnepHMeHTa, KO3(b<himei-rroB KOTO-
pbie HaxoflflTca B KpaeBo Haiajmoił .3afla-qn napaSoniraecKoro rana. Ko3<i>cbKu.eHTŁi onpeflejienbi Ha
oCHOBe neKOTopbix o6mnx 3cbc]>eKTax. ^-roSbi nojry^HTb KOHijoBŁie coOTHomeHHH iicnojii>3yeTcs HHTer-
pajibHoe npeo6pa3OBanne Jlannaca H CBepTKOBtift "aHajiH3. K H3o6paweHH peayjibTaios SKcnepHMeHTa
B BHfle (JjyHKiiHH Hcnojib3yeTCH cnjiatiHbi. Pe3yjiBiaTbi npeACTaBjieHbi B CTaibH HMeioT oco6eHHO npocTbift
BHA Koryja pe3yjibTaTM SKcnepHMeHTa H3o6paH<eHbi c noMomro cnnaiiHOB nepBoro nopHflKa.

S u m m a r y

METHOD OF DETERMINATION OF THE COEFFICIENT CHARACTERIZING THE PROCESSES
DESCRIBED BY PARABOLIC EQUATION

In the paper a method of determination of coefficients in the boundary-value problems of the parabolic
type is considered. The approach takes into account the experimental results and is based on some global
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effects. The Laplace transform techniques and convolution analysis are exploited to obtain the formulas
defining the coefficients. In order to represent the experimental data in the analytical form a spline approxi-
mation is used. The results have especially simple form when the splines of the order 1 describe the measuring
data.

Praca została złożona w Redakcji dnia 17 września 1981 roku.
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Spis oznaczeń

— funkcja obliczona na podstawie funkcji SO0, S0T, itd.
Atf(t) — funkcja obliczona na podstawie funkcji S^Q, S± T, itd.
a — współczynnik przejmowania ciepła
an m Tin
<xt — współczynnik rozszerzalności cieplnej

Bi = —r- —liczba Biota
A

/? — p a r a m e t r kształtu; = + 0 . 5 , 0 , —0.5 dla warstwy, walca lub kuli
2 _ 2Gh2(l -v)

c " QX2(1-2V)

cp — ciepło właściwe przy stałym ciśnieniu.
AT — krok czasowy przy pomiarze temperatury medium grzejącego
AB — krok czasowy przy pomiarze WOT
Au — krok czasowy przy pomiarze WOP
£«(f > T ) — odkształcenie
G — moduł ścinania
h — grubość warstwy
I,(JC) — zmodyfikowana funkcja Bessela I rodzaju, rzędu v
/„(*) — funkcja Bessela I rodzaju, rzędu v

k = - u.h

x = '• — współczynnik dyfuzyjności temperaturowej
QCp

A — współczynnik przewodnictwa cieplnego

A. =

— kolejne pierwiastki równania
— liczba Poissona
— strumień ciepła
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6 — gęstość
s —parametr transformacji Laplace'a
SofO) — przybliżenie funkcji f{t) przez funkcję schodkową
Sif(t) — przybliżenie funkcji/(r) przez funkcję odcinkowo-liniową
cff{(ź) —naprężenie ,
t —czas
Tf(r) ' —temperaturą medium grzejącego warstwę, obliczana względem tem-

peratury odniesienia To

Tp = T/-(pAT) —wynik pomiaru temperatury medium grzejącego w chwili czasu
,pAT, p;- 1, ...,P

tit
x = -Tj" —• liczba Fouriera (bezwymiarowy czas)
<9(f, T) —temperatura punktów warstwy, obliczana względem temperatury

odniesienia To

0k = 6>(f*, fc^©) — wynik pomiaru temperatury w punkcie wewnętrznym ciała w chwili
c z a s u k A e , k = 1 , . . . , K -••• •

6>, T, u, ... —transformaty Laplace'a funkcji©, T, u, ...
u( | , T) — przemieszczenia punktów warstwy
ur — u(C*, rAu) — wynik pomiaru przemieszczenia w punkcie wewnętrznym ciała

w chwili rAu, r=\,...,R
WOP — wewnętrzna odpowiedź przemieszczeniowa
WOT — wewnętrzna odpowiedź temperaturowa
Yv(x) . — funkcja Bessela II rodzaju rzędu v
r}(x) — funkcja Heaviside'a
x — współrzędna przestrzenna
f = x/h — przestrzenna współrzędna bezwymiarowa
f* — punkt, w którym znana jest WOP lub WOT; £* e [0, 1]
* — mnożenie splotowe

Wstęp

W wielu przypadkach w technice znajomość współczynnika przejmowania ciepła
odgrywa istotną rolę. Wyznaczanie tego współczynnika jest bardzo trudne z uwagi na to,
iż umieszczanie czujników (termopar czy innych) na powierzchni elementu maszyny za-
kłóca warunki nagrzewania. Często umieszczenie czujnika na ogrzewanej powierzchni
jest bardzo utrudnione (ścianki silników odrzutowych czy spalinowych, łopatki turbin itp.)
lub nawet niemożliwe (np. na powierzchniach współpracujących). Trudności związane
z wyznaczaniem liczba Biota i współczynnika przejmowania ciepła są znane (por. [1],
a także [2,3] i in.), a kolejne metody ich wyznaczania, proponowane w literaturze dają —
przy tym samym zestawie danych wyjściowych — często znacznie różniące się od
siebie wyniki (por. [2] i [4]). Niektóre spośród proponowanych metod zawierają niedomó-
wienia znacznie utrudniające ewentualne ich wykorzystanie (np. [5]); inne prace oferują
metody bardzo złożone, dla których brak jakiejkolwiek weryfikacji eksperymentalnej czy
numerycznej (por. [3]).
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W niniejszej pracy rozważa się pole temperatury w warstwie o grubości h w przypadku,
gdy jedna z jej powierzchni ograniczających jest cieplnie izolowana, zaś na drugiej powierz-
chni mamy do czynienia ze swobodną wymianą ciepła pomiędzy nośnikami ciepła, a roz-
ważaną warstwą. Zakłada się, że temperatura poszczególnych punktów warstwy zależy
tylko od odległości od powierzchni izolowanej oraz od czasu. Tak więc rozważane jest
zagadnienie jednowymiarowe. Wzory, określające liczbę Biota, wyprowadzono przy wy-
korzystaniu transformacji Laplace'a.

Zagadnienie wyznaczania współczynnika przejmowania ciepła nazywane jest czasami
zagadnieniem odwrotnym przewodnictwa ciepła (por. [2, 6] i in.). W niniejszej pracy
zagadnienie to potraktowane jest nie tylko inaczej niż w pracach [2, 3, 4] czy [5], lecz także
szerzej. Proponowane poniżej dwie metody określania liczby Biota i współczynnika przej-
mowania ciepła bazują: pierwsza — na odwrotnym zagadnieniu przewodnictwa ciepła,
zaś druga —na odwrotnym zagadnieniu teorii naprężeń cieplnych. W pracy podano
także możliwości uogólnienia metody na przypadek ciał o innej geometrii (kula, walec,
ew. warstwa sferyczna i rura), jak również przedyskutowano inne możliwe podejścia do
rozważanego problemu. Otrzymane wyniki zilustrowano przykładem numerycznym.

1. Zagadnienie odwrotne przewodnictwa cieplnego

Rozważmy jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa ciepła w cieplnie izotropowej;
warstwie o grubości /?. Przyjmijmy, że oś Ox skierowana jest od dolnej powierzchni war-
stwy, będącej powierzchnią o równaniu x = 0, w górę. Ponadto założymy, że dolny brzeg
warstwy jest cieplnie izolowany, zaś na brzegu górnym mamy do czynienia ze swobodną
wymianą ciepła. Warunki początkowe dla temperatury przyjmiemy jednorodne. Wpro-
wadzając bezwymiarowe współrzędne f = xjh oraz r = xtjh2 można sformułować nastę-
pujące zagadnienie brzegowo-początkowe:

\ di2 dr I (1.1)

0(f, O) = O, (1.2)

50

es
80

= 0, (1.3)

= -Bi[6>(l,T)-7>(T)]. (1.4)

W dalszym ciągu rozważań płaszczyznę o równaniu £ = const będziemy identyfiko-
wać — z uwagi na jednowymiarowość zagadnienia — z punktem o współrzędnej f.

Aby wyznaczyć liczbę Biota Bi przyjmujemy, iż temperatura Tf{x) medium grzejącego
warstwę jest znaną funkcją czasu oraz że znana jest zmienność w czasie temperatury
w punkcie o współrzędnej £* (tzw. wewnętrzna odpowiedź temperaturowa, w skrócie
WOT); £* e [0, 1], Zarówno WOT jak i Tr(r) może być przy tym dana w postaci zbioru
danych dyskretnych, pochodzących z pomiarów.
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Aby wyznaczyć liczbę Biota na podstawie WOT i Tf, należy rozwiązać zagadnienie
(1.1)-(1.4). Po prostych obliczeniach otrzymujemy następującą postać transformaty
Laplace'a temperatury

ys sinh y

Przekształcając wzór (1.5) otrzymujemy związek

g g ^ . l g f c t H gfr.) . l ^ _ (i.6)
s cosh |/j s B l j/s cosh |/j

Odwrócenie transformat po lewej i prawej stronie związku (1.6) nie nastręcza trudności.

Otrzymujemy równanie

l + 2 ^ ~ ^ c o s ( a , ) e - H = v{r)*8(S, r)+^-0((, r)* JSV«',

skąd

B i = i=l . (1.7)

Załóżmy teraz, iż zarówno IV0T jak i Tj- znane są w postaci zbiorów danych dyskret-
nych, pochodzących z pomiarów. Przyjmijmy, że obie serie pomiarów zostały rozpoczęte
w tej samej chwili czasu, która jest jednocześnie chwilą początkującą proces nagrzewania.
Założymy, że kroki czasowe w obu seriach pomiarów są stałe i wynoszą, odpowiednio,
As i AT. Wówczas mamy do czynienia ze zbiorami {0fc}k=1,...,K oraz {Tp}pzs:t P opi-
sującymi zmienność funkcji &(£*, z) i Tf(r) w chwilach czasu równych odpowiednio
kAB i pAT. Przyjmujemy przy tym, że chwile KAe i PAT nie są zbyt od siebie odległe;
liczbę Biota będziemy bowiem określać w przedziale czasu [0, min(KAe, PAT)]. Mając
oba wspomniane zbiory danych łatwo można skonstruować funkcje, opisujące w przy-
bliżeniu zmienność ©(£*, r) i 7}(T) W czasie. Najprostszymi tego typu funkcjami ciągłymi
są splajny [7]; najbardziej „zgrubne" przybliżenie obu funkcji można uzyskać aproksy-
mując je funkcjami schodkowymi.

I tak — aproksymacja WOT oraz Tf przy pomocy funkcji schodkowych prowadzi
do wzorów

p

7}(r) « S07>(T) = £(Tp-Tp^)r)(T-pAT),

(1.8)

0( |* . T) * So&(£*, r) = £(e*-e*-i)i7(T-*4,),

kml

gdzie TQ = &0 = 0. Otrzymujemy wówczas

Bi « ^oBi(r) = L 0 ( T ) / M 0 ( T ) , (1.9)
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gdzie

-.) 11-2
L

1.10)

2

(1.11)

W przypadku, gdy 7/(T) = Tf = const, mianownik ułamka określającego liczbę
Biota, MQI przyjmuje szczególnie prostą postać, a mianowicie

_ 2

«=•!
(1.12)

fc-1

Aproksymacja WOT i Ts przy pomocy najprostszego splajnu, jakim jest funkcja ciągła,
odcinkowo-liniowa (łamana) prowadzi do wzorów

•, T) *, r) - J (1.13)

Wówczas

gdzie

Bi = L^/M^r),

- ^ T ) } . 0-14)

(1.15)

-~

+ 2 ^ ^ e " ł

^) \r-kAe- ~

(1.16)
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(1.17)

K

xQ _e-«(f-pJe>)l«(T_pJT)}_—__ \ {(6>ft+1-

~20k+0k^)(r-kAsYn(r-kA&)}.

W przypadku, gdy 7/(T) = Tf = const, funkcja Mt (T) przyjmuje szczególnie prostą
postać, a mianowicie

(1-18)

Przy wyprowadzaniu wzorów (1.9)- (1.18) wykorzystano wzory 0.234 z tablic [8] oraz
wzór (4.13) z pracy [9] dla przypadku H = 0 i a -> 0.

Ze wzorów (1.16) i (1.17) widoczne jest, iż określanie liczby Biota przy pomocy WOT
i 2/(T) przybliżonych funkcjami łamanymi wymaga znajomości „przyszłych" wartości
WOT i 7/(T) W stosunku do chwili czasu, dla której określana jest funkcja AiB\{r). Wy-
korzystanie „przyszłych" wartości WOT i Tr polepsza dokładność otrzymanych wyników —
jednakże przedstawianie WOT i Tf w postaci splajnów wyższych rzędów znacznie kompli-
kuje wzory. Z tego też względu nie będziemy przedstawiać związków opisujących A„Bi(r)
dla n > 1.

Warto na zakończenie tej części pracy zaznaczyć, że zależność funkcji A„~Bi(r) od czasu
wynika tylko i wyłącznie z faktu przedstawienia WOT i Tf(j) w sposób przybliżony. Jest
to więc raczej zależność od 5„6>(f*, T) czy S„Tf(r) niż od czasu. Przy wzrastających war-
tościach x funkcja A„ Bi(t) zbliża się do pewnej wartości stałej będącej właśnie poszuki-
waną liczbą Biota. Ilustruje to dobrze przykład liczbowy, zamieszczony w części piątej
pracy.

2. Wyznaczanie liczby Biota na podstawie wewnętrznej odpowiedzi przemieszczeniowej

Do założeń sformułowanych na początku części pierwszej dołożymy założenia nastę-
pujące :
— warstwa jest sprężysta, izotropowa
— dolna powierzchnia warstwy jest unieruchomiona
— górna powierzchnia warstwy jest wolna od obciążeń
— przemieszczenia odbywają się tylko w kierunku osi Ox
— przemieszczenia i prędkości początkowe punktów warstwy są równe zero.

Rozważany jest zatem jednoosiowy jednowymiarowy stan odkształcenia w warstwie
sprężystej, wywołany ogrzewaniem górnej powierzchni warstwy w sposób, opisany zwiąż-
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kiem (1.4). Zespół równań (1.1)- (1.4) należy uzupełnić równaniami i warunkami nastę-
pującymi :

de
--r-rrl ! ' ( £ . T) = /C

c2-
(2.1)

«-o. |»- = 0,

«(0, r) - O,

du
51 ł - i

(2.2)

(2 3)

(2.4)

Warunek (2.4) wynika z założenia o braku obciążeń na górnej powierzchni warstwy
(por. wzór (3.11) dla /? = 0.5 i p(r) — 0). Aby wyznaczyć liczbę Biota Bi przyjmujemy
tym razem, iż oprócz funkcji T/(T) znana jest zmienność w czasie przemieszczenia w punkcie
o współrzędnej f* (tzw. wewnętrzna odpowiedź przemieszczeniowa, w skrócie WOP).
Zagadnienie brzegowo-początkowe składające się ze związków (1.1)-(1.4) i (2.1)-(2.4)
rozwiązujemy przy zastosowaniu transformacji Laplace'a. Po prostych obliczeniach otrzy-
muje się następującą postać transformaty Laplace'a przemieszczenia:

T>(s)kcBi scosh j / s dnh
«(f,s)= —

l —c)/s |/s) cosh -

s(s—c)2cosh —li/s si

Przekształcając wzór (2.5) otrzymujemy związek

s

ys sinh |/ s

csin

+Bicosh/s]

coshp s sinh (f—

|/s (s — c2) sinh ] / s cosh —

inhff |/.s

(2.5)

s(s — c2)sinh

(2.6)

Odwrócenie transformat po lewej i prawej stronie związku (2.6) nie nastręcza trudności.
Otrzymujemy

1
Bi

- ' ' | = P(T)*2/CC7>(T),

gdzie
H = l

c

(2.7)
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Stąd

|sinhl/2cA„ U „ s i n l c A n T - ~ I - C C O S I C A „ T - — I -

-sin \'2cXn

Bi =
2/CCT/(T)*P(T)-U(|, r)*(l+2 £ exP(-a2-r))

(2.8)

(2.9)

- Przyjmując, podobnie jak w poprzedniej części pracy, iż tak WOP jak i 7}(T) dane są
w postaci zbiorów danych, dyskretnych, pochodzących z pomiarów, można zbudować
w analogiczny jak uprzednio sposób funkcję A„Bi(r), opisującą liczbę Biota w sposób
przybliżony. Jeśli zatem {MP}I-=I,...,« jest zbiorem danych dotyczących zmian przemiesz-
czenia od chwili T = Au do r = Rdu> zaś {rp}p = l i , . ? p — zbiorem danych dotyczących
temperatury medium grzejącego, przy czym chwile PAT i RAU nie są od siebie zbyt odległe,
to aproksymując WOP i 7/(x) — przykładowo — funkcją schodkową, otrzymujemy

Bi -, u0 = 0,

gdzie

2kc

(2.10)

(2.11)
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Wzór (2.10) jest znacznie bardziej złożony, niż związki (1.9) czy (1.15). Jeszcze bardziej
złożona będzie postać funkcji A„Bi(r), zbudowanej na podstawie WOP i 7}(T) przybliżo-
nych splajnami rzędu n. Tym niemniej widoczne jest, że również na podstawie WOP
można w — mimo wszystko — stosunkowo prosty sposób wyznaczyć liczbę Biota.

3. Uogólnienie metody na przypadki kuli i walca

Wykorzystując tzw. parametr kształtu, [6, 10], można sformułować zagadnienie wy-
znaczania liczby Biota jednocześnie dla walca, kuli i warstwy, a także dla warstwy sferycznej
i rury. Równanie przewodnictwa ciepła można bowiem zapisać w postaci [6]

gdzie parametr kształtu /? przyjmuje wartości +0.5, 0, —0.5 odpowiednio dla warstwy,
dla walca i dla kuli. Po prawej stronie równania (3.1) można — w razie potrzeby — umieś-
cić człon odpowiedzialny za produkcję ciepła [10]. Uzupełniając równanie (3.1) warunkami
(1.2), (1.3) i (1.4) otrzymujemy zagadnienie brzegowo-początkowe dotyczące bądź warstwy
o grubości 1, bądź walca i kuli o promieniu 1 (jest to jedynka bezwymiarowa). Dla wyzna-
czenia liczby Biota niezbędna jest znajomość WOT oraz Tf(r), przy czym mogą one być
zadane w postaci zbiorów danych dyskretnych, pochodzących z pomiarów.

Transformata Laplace'a temperatury, ©($, s), ma w tym wypadku postać

^ (3.2)

Stąd po przekształceniu otrzymujemy

L I f e s)i^±ilvZL • ( 3 3 )
/ l d / )

Odwrócenie transformacji prowadzi do następującego równania:

(3.4)

, T)* V . - * ,
" = 1

gdzie /*„ są pierwiastkami równania J-pi/j.) = 0. Stąd otrzymujemy wzór
co

Bi = _ - > T * n = ' e , (3.5)
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którego szczególnym przypadkiem jest związek (1.7). Dla fi — +0.5 mamy bowiem
ji„ = Xn oraz

sinx, J-ł(*) = 1/ — cosx.

Dalszy tok postępowania przy wyznaczaniu liczby Biota jest analogiczny jak w części
pierwszej pracy. Otrzymuje się wzory o postaci zbliżonej do (1.9) czy (1.15); występujące
w tych wzorach niektóre szeregi nieskończone można zastąpić ich sumami, wykorzystując
wzory (22) i (17) z pracy [12], przy czym we wzorze (17) należy dokonać przejścia granicz-
nego z parametrem a do zera; oba te wzory należy wykorzystać dla «=—/?. Dla /? ==
= —0.5 i +0.5 funkcje Bessela przechodzą w funkcje trygonometryczne — tak więc
wówczas, tzn. dla przypadku warstwy i kuli, otrzymane wzory mają postać szczególnie
przydatną do obliczeń numerycznych. Wzorów tych nie przytaczamy z uwagi na prostotę
ich wyprowadzenia.

Jak widać ze związku (3.5), wartość liczby Biota jest powiązana z kształtem próbki,
dla której znana jest WOT. Związek ten staje się jeszcze bardziej widoczny, jeśli zamiast
warunku (1.3) przyjąć warunek

.•89
At — _ . = qw(x), lub np. (3.6)

i

tzn. gdy mamy do czynienia z warstwą o grubości A(l-f0), warstwą sferyczną czy też
rurą, o takich sarrfych grubościach ścianek. Tutaj qw(r) i Tw(v) są funkcjami opisującymi —
odpowiednio — strumień ciepła i temperaturę na ściance | = £0. Powiązanie liczby
Biota z kształtem ciała jest wówczas o tyle bardziej złożone, że oprócz funkcji J-p(x)
pojawia się we wzorze opisującym liczbę Biota także funkcja Y~p(x).

Jeśli równanie (3.1) z warunkami (1.2), (1.3) i (1.4) uzupełnić równaniem

1-2/5 d 1-2/? 1 d2 \ ru . ; d&(S, T)
) — "> ^TZ

i warunkami (2.2), (2.3) oraz

to otrzymuje się uogólnienie metody przedstawionej w części drugiej pracy. Jednakże
wzory, określające w tym wypadku liczbę Biota są bardziej złożone od (2.9) i (2.10).
Warto tu może zwrócić uwagę na fakt, że przyjęcie w miejsce warunku (2.3) warunku

u(S0, x) = Ł/(r), * (3.10)
lub w miejsce (3.9) warunku

gdzie U(r)-i p(x) opisują —odpowiednio —przemieszczenie brzegu $ — f0 lub obcią-
żenie brzegu £ = 1, prowadzi do wzorów, z których wynika, że wartość liczby Biota wy-
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znaczana na podstawie WOP i 7}(T) zależy od warunków natury mechanicznej, w jakich
próbka się znajduje. Jest to wniosek dosyć oczywisty zważywszy na to, iż do określenia
liczby Biota ma być w tym przypadku wykorzystana wielkość, na którą tego typu warunki
mają istotny wpływ.

4. Inne możliwości wyznaczania liczby Biota

Liczbę Biotą można wyznaczać nie tylko na podstawie znajomości WOT czy WOP.
Można w tym celu wykorzystać np. strumień ciepła <?(£*, T) (O ile uda się go w punkcie
wewnętrznym czy brzegowym w jakiś sposób zmierzyć), odkształcenie £ { J ( £ * , T ) =

= ~r,j-u(£, T)|J=£* czy naprężenie <%(£*, T), określone wzorem (3.11) (oczywiście dla

£ = £*), gdzie i* £ [0, 1]. Wystarczy w tym celu dokonać odpowiednich operacji na wzo-
rach (1.5) i (2.5), czy też odpowiadających im wzorach, opisujących temperaturę i prze-
mieszczenie przy wykorzystaniu parametru kształtu /?. Np. różniczkując wzór (1.5) po | ,
mnożąc obustronnie przez współczynnik przewodnictwa cieplnego A oraz zastępując

8&(S s)wyrażenie X-—, ' przez —qQ*,s) można, przekształcając tak otrzymany wzór na

transformatę strumienia ciepła, otrzymać związek

2q(S,r)*2 e"«ł

r>: _ izl (4 n
2A3>(T)* £ (-l)"ńn(H„)^t~v(r)*q(S, r)

5. Przykład liczbowy

Wykorzystując wzory (1.9) oraz (1.15) wyznaczymy liczbę Biota na podstawie danych
eksperymentalnych, dotyczących pomiarów temperatury na zewnętrznej ściance rozbieżnej
dyszy silnika rakietowego, dokonanych podczas testowania tegoż silnika, [4]. Dane te
wielokrotnie służyły do wyznaczania liczby Biota i współczynnika przejmowania ciepła
(por. [2, 4, 5]; w pracy [5] wyznaczono także wartość współczynnika przejmowania ciepła
metodą przedstawioną w pracy [11]). Wspomniana dysza miała ściankę o grubości h =
= 0.0211 m, co pozwoliło tę ściankę traktować w przybliżeniu jako warstwę płaską (sto-
sunek promienia zewnętrznego do wewnętrznego by$ na całej długości dyszy bliski jedności).
Pozostałe dane są następujące: temperatura otoczenia dyszy To = 300°K, temperatura
gazów w dyszy Tg = 2946,2° K, Q = 7900 kg/m3, cp = 545 Ws/kg°K, średni współ-
czynnik przewodnictwa cieplnego X — 35 W/m°K; czas pracy silnika— 16 sekund. Na
podstawie danych temperaturowych określono, podobnie jak w pracach [2, 4, 5], wartości
0 i Tf wg wzorów

6 = l~T° , Tf = % °̂ = 1, T - temperatura bezwzględna. (5.1)

6 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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Ponieważ dane eksperymentalne są niepełne i dotyczą temperatury w chwilach czasu
od t — 6 s do t — 16 s co 1 s, otrzymane wyniki wykazują tendencję do ustalania się do-
piero dla t > 10 s. Wartości liczby Biota, otrzymane ze wzorów (1.9) i (1.15) przeliczono
następnie na wartości współczynnika przejmowania ciepła wg wzoru

a = Bil/h. (5.2)

Otrzymane wyniki przedstawiono w tabeli 1; podano tam także dla porównania wyniki
otrzymane w pracach [2, 4, 5], oraz rezultaty cytowane w [5], a otrzymane metodą przed-
stawioną w pracy [11]. Warto zaznaczyć, że we wszystkich cytowanych pracach zakładano
stałość liczby Biota. W pracach [5] i [11] zakładano dodatkowo, że współczynnik prze-
wodnictwa cieplnego, A, jest funkcją temperatury. Spowodowało to znaczne zmniejszenie
wartości współczynnika przejmowania ciepła, a, w stosunku do wyników otrzymanych
przy założeniu, że A = const.

Jak widać z tabeli 1, wartości współczynnika przejmowania ciepła otrzymane różnymi
metodami cechuje duża rozbieżność. Na tle rezultatów otrzymanych w cytowanych pra-

Tabela 1. Porównanie wartości współczynnika przejmowania ciepła, a, wyznaczonego różnymi metodami
na podstawie tych samych danych.

t
[s]

6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16

0(0, /)
bezwym

0.00933
O.01S88
0.02116
0.03020
0.03855
0.04724
0.05291
0.06046
0.06764
0.07823
0.08615

(1.9)

738.8
1074.2
1175.7
1241.7
1291.6
1318.9
1300.4
1279.6
1257.6
1255.2
1248.5

(1.15)

239.5
696.6
884.3
969.5

1056.9
1111.7
1138.5
1133.6
1129.0
1127.0
1135.5

[4]

2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2
2254.2

a

[2]

1821.9
1810.0
1610.3
1690.9
1669.7
1641.9
1497.6
1443.1
1387.0
1413.0
1383.7

[5]

536.6
600.6
592.6
674.2
712.9
737.4
718.2
723.6 .
723.0
753.6
758.3

[11]

581.7
587.0
598.4
685.3
693.2
730.0
721.9
725.8
725.1
765.0
770.0

each, wyniki uzyskane przy wykorzystaniu wzorów (1.9) i (1.15), wyróżniają się tym, że
dla / > 10 mają tendencję do oscylowania wokół pewnej stałej wartości. Tendencję taką
mają także wyniki przedstawione przez R. C. Mehtę w pracach [2] i [5], jednakże metoda
kolejnych przybliżeń, jaką wykorzystał on do uzyskania tych wyników, jest nieporównanie
bardziej złożona od metody zaprezentowanej w niniejszej pracy.

Warto zwrócić uwagę na fakt, że wyniki uzyskane w niniejszej pracy na podstawie
wzoru (1.15), są gorsze (por. tabela 3) od wyników uzyskanych na podstawie związku (1.9).
Wynika to z fragmentaryczności danych z pomiarów. Przy znajomości danych pomiaro-
wych dla chwil od ż = 1 do / = 16 z krokiem czasowym równym 1 s, wyniki uzyskane
na podstawie wzoru (1.15) są oczywiście dokładniejsze od rezultatów bazujących na (1.9).

Następnie sprawdzono, jaki jest związek pomiędzy wartościami współczynnika przej-
mowania ciepła, otrzymanymi w niniejszej pracy oraz w pracach [4] i [2], a wynikami
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pomiarów temperatury ścianki dyszy, [4], przedstawionymi w drugiej kolumnie tabeli 1.
W związku z tym obliczono średnią wartość współczynnika a, biorąc przy tym pod uwagę
dane następujące (por. tabela 1)
— dla (1.9): od t = 10 do t = 16,
— dla (1.15): od t = 11 do t = 16,
— dla [2]: od t = 12 do t = 16.

Otrzymane w ten sposób współczynniki aś r, a także odpowiadające im liczby Biota,
przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Przybliżone wartości współczynnika przejmowania ciepła, tąt i liczby Biota, Bi ś r .

Biśr

(1.9)

1278.83

0.77095

(1.15)

1129.22

0.68076

[4]

2254.2

1.35896

[2]

1424.88

0.859

(1.9) popr.

1376.78

0.83

Wartości temperatury 0(£, T) można obliczyć na podstawie wzoru
CO

ft) (5.3)

który otrzymuje się, odwracając transformatę, daną związkiem (1.5): Tutaj (i„ są pier-
wiastkami równania

ptgp = Bi. (5.4)

Wstawiając do wzoru (5.3) w miejsce Bi wielkości, podane w tabeli 2, wyliczono war-
tości temperatury dla chwil od t = 6 do / = 1 6 s. Otrzymane wyniki przedstawiono w ta-
beli 3.

Tabela 3. Wartości temperatury w chwilach od t = 6 s do t = 16 s, obliczone na podstawie współczynników
z tabeli 2.

[s]

6
7
8
9
10
11
12-
13
14
15
16

pomiar

0.00933
0.01588
0.02116
0.03020
0.03855
0.04724
0.05291
0.06046
0.06764
0.07823
0.08615

(1.9)

0.00754
0.01238
0.01824
0.02494
0.03232
0.04025
0.04860
0.05728
0.06620
0.07530
0.08453

0(0,0

(1.15)

0.00674
0.01109
0.01635
0.02239
0.02906
0.03622
0.04379
0.05166
0.05976
0.06804
0.07644

[4]

0.01228
0.01999
0.02921
0.03965
0.05104
0.06314
0.07577
0.08878
0.10203
0.11544
0.12893

12]

O.OO83O
0.01361
0.02002
0.02735
0.03540
0.04404
0.05312
0.06255
0.07222
0.08208
0.09206

(1.9) popr.

0.00805
0.01321
0.01944
0.02656
0.03440
0.04281
0.05165
0.06084
0.07027
0.07988
0.08962

6*
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Wyniki przedstawione w tabeli 3 dyskwalifikują w zasadzie rezultaty pracy [4] oraz wartość
liczby Biota otrzymaną na podstawie wzoru (1.15). Co do tego ostatniego, stwierdzono
już wyżej, iż wynika to z fragmentaryczności danych. Każdy bowiem wzór określający
liczbę Biota w oparciu o 5„0(|*, T) wymaga znajomości danych pomiarowych począwszy
od chwili początkowej przy stałym kroku czasowym; brak danych dotyczących pierwszej
fazy procesu wymiany ciepła powoduje tym większe zafałszowanie wyników, im dokładniej
przybliżona jest funkcja &($*, T) przez SnG, tzn. im wyższa jest wartość n. Najmniej
wrażliwa na brak informacji z pierwszej fazy procesu jest funkcja SO0 — widać to w ta-
beli 3.

Na podstawie obliczonych dla Bi = 0.077095 wartości temperatury dokonano po-
nownego obliczenia liczby Biota, biorąc także pod uwagę tylko wyniki dla chwil czasu
od t = 6 s do t = 16 s. Oszacowana na podstawie tych obliczeń wartość liczby Biota,
różniąca się (na skutek niepełnych danych z „pomiarów") od wartości wyjściowej, posłu-
żyła do oceny stopnia dokładności wyników z tabeli 2 w przypadku stosowania wzoru (1.9)
do wspomnianych na wstępie danych z pracy [4], Stwierdzono, iż fragmentaryczność
danych z pomiarów powoduje zaniżenie wartości liczby Biota. Poprawiona — w oparciu
o te rozważania — liczba Biota została podana w tabeli 2 jako „(1.9) popr.". Odpowiada-
jąca jej zmiana temperatury 6>(0, t) przedstawiona jest w ostatniej kolumnie tabeli 3.
Porównując te wyniki z danymi pomiarowymi widać, iż są one znacznie im bliższe niż
wyniki otrzymane na podstawie wzoru (1.9). Jednocześnie widać dużą zgodność tak otrzy-
manych rezultatów z rezultatami otrzymanymi na podstawie pracy [2].

W przypadku posiadania pełnych danych z pomiaru, od t — 1 do dowolnej chwili
czasu, wartości wyliczone na podstawie wzorów (1.9) czy (1.15) bardzo szybko dążą do
pewnej wartości granicznej, o ile oczywiście wartość liczby Biota jest stała w rozważanym
procesie grzania (chłodzenia). Co do przedstawionego wyżej zestawu danych pomiarowych,
oraz otrzymanych na ich podstawie wyników, widać, że założenie o stałości liczby Biota
było tu niesłuszne. Tym niemniej otrzymana wartość liczby Biota, przedstawiona w ostat-
niej kolumnie tabeli 2, ma charakter pewnej wartości średniej.

Natomiast symulacja numeryczna, polegająca na obliczeniu zmiany w czasie tempera-
tury w punkcie £ = f * przy zadanej liczbie Biota, a następnie odtworzenie tej liczby Biota
na podstawie wzorów (1.9) czy (1.15) całkowicie potwierdza przydatność tych wzorów
w przypadku, gdy Bi = const.

6. Wnioski

Przedstawione metody wyznaczania współczynnika przejmowania ciepła oraz liczby
Biota różnią się nieco w zależności od kształtu próbki (badanego obiektu) oraz rodzaju
wewnętrznej odpowiedzi, na podstawie której wspomniane wielkości się wyznacza. Otrzy-
mane wzory, opisujące tę zależność, są proste, a do otrzymania na ich podstawie wyników
wystarcza maszyna cyfrowa o niedużej pamięci operacyjnej. (Przedstawione w części
piątej wyniki otrzymano na kalkulatorze programowalnym TI-59). W przypadku przy-
bliżania odpowiedzi wewnętrznej przez splajny wyższych rzędów należy wziąć pod uwagę,
iż dokładność otrzymanej przy ich pomocy liczby Biota zależy w dużym stopniu od znajo-
mości historii procesu, począwszy od chwili t — 0, od kroku czasowego, a także od ilości
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posiadanych danych. Wobec możliwości wykorzystania danych z wnętrza ciała, a nawet
z brzegu przeciwnego w stosunku do grzanego, przedstawione metody umożliwiają okre-
ślenie liczby Biota i współczynnika a w takich warunkach, gdy nie ma możliwości doko-
nania pomiaru temperatury na brzegu grzanym, lub gdy pomiar taki jest bardzo trudny
do przeprowadzenia. Prezentowane tu podejście nie wymaga stosowania procedur itera-
cyjnych, co jest wspólną cechą wielu innych metod, przedstawionych w literaturze. Przy
fragmentarycznych danych zastosowanie podejścia zademonstrowanego w piątej części
pracy pozwala w prosty sposób określić przybliżoną wartość liczby Biota.

Wydaje się, iż przedstawione w pracy wyniki mogłyby stać się punktem wyjścia do
zbudowania urządzenia pomiarowego, które na podstawie danych temperaturowych,
przemieszczeniowych czy innych obliczałoby wartość liczby Biota czy współczynnika
przejmowania ciepła.

Warto tu też zaznaczyć, że przy znanej wartości liczby Biota można na podstawie
przedstawionych wyżej wzorów wyznaczyć temperaturę 7} czynnika grzejącego w przy-
padku, gdy jest ona stała. Wystarczy w tym celu przekształcić wzór (3.5) do postaci

SA ^ - f + i W

Wzór na określenie Tf można też łatwo otrzymać przekształcając związek (2.9) w przy-
padku, gdy Tf = const. Prowadziłoby to do możliwości określenia temperatury gazów
np. w silniku rakietowym czy odrzutowym bez potrzeby umieszczania czujników w tymże
gazie. ,

Można wreszcie wyznaczyć jednocześnie i liczbę Biota i temperaturę nośnika ciepła Tf
(gdy jest ona stała), jeśli znane są odpowiedzi wewnętrzne w dwóch różnych punktach
badanego ciała.

Wydaje się, że rozwinięcie metod, przedstawionych w pracy, na przypadek współ-
czynników zależnych np. liniowo od temperatury, a także na przypadek innych procesów,
opisywalnych układem równań różniczkowych liniowych, mogłoby doprowadzić do po-
wstania nowych metod badań nieniszczących.
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P e 3 IO Me

METCĘ OnPEflEJIEHHfl ^HCJIA BHO H K03*OHIJ;HEHTA TEITJTOOEMEHA

B craTM npeffCTaBJieHM jrse MeTOflbi onpefleneHHH MHCJia EHO H Koac^dpiinneirra TermooSMeHa.
O6e Meioflti BMBefleHM npii Hcnojn>30BaHHH HHTerpajibnoro npeo6pa3OBaHHH Jlamiaca. IlepBasi meTOfl
noJiyMena BC^eACine pemeniiH o6paTHoii aajxeMn TeroionpoBOflHocTii. J^o BbiBefleniui BTopoii Hcnont-
3oaano penieHHe O^HOH npo6neMMti xeopHH TepMH'-iecKHX nanpHM-cenHH. ripeflCTaBJienbi xowe flpyrae
BO3MO>KHOCTH onpe^ejieHHa micjia E H O . 3aTeM, ncnojib3yH HeKOToptie flaimbie H3iviepHTejibHbie, vprni-

u /jpyriix CTaTLHX, Cflejiano Mucnosyio npoBepKy nepEofi MeTOflM. BwMHcniiTejiŁHbie pe3yjii,-
cpaBHeno c pe3yni>TaTaMH nonynenHMMH flpyraMH aBTopaMH.

S u m m a r y

METHODS OF DETERMINATION OF THE BIOT NUMBER AND THE HEAT TRANSFER
COEFFICIENT

In the paper two methods of determination of the Biot number and the heat transfer coefficient are
presented. Both methods are based on the Laplacs transform techniques. The first method takes into
account a solution of an inverse heat conduction problem. In order to dsrive the second method a solution
of a problem of ths thsory of thermal stresses is exploited. Other possibilities of the Biot number d;termin-
ation are also mentioned. Making use of some measuring data, quoted also in other papsrs, a numerical
verification of the first method is made. The results of computation are compared with those obtained
by other authors.

Praca została złożona w Redakcji dnia 9 września 1981 roku.
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1. Metody wyznaczania pola naprężenia w przypadku płaskiego stanu naprężenia

Rozwiązanie płaskiego zagadnienia polega na określeniu trzech składowych tensora
naprężenia tj. oxxs cryy, axy. Składowe te jak wiadomo spełniają równania równowagi
oraz równanie nierozdzielności

dx + dy ~ U > : ; • ,, , _.

^ + ^ = o, • ( u )
dx dy ' *

id2 d2 \
\ dx2 + dy2 j (oxx+cryy) = 0.

Równania (1.1) łącznie z warunkami brzegowymi pozwalają na rozwiązanie płaskiego
zagadnienia, Eliminacja dwóch spośród trzech niewiadomych prowadzi1 do uzyskania
jednego równania biharmonicznego. Rozwiązaniem jest na ogół funkcją nieelementarną
i może być efektywnie przedstawiona jedynie w postaci dyskretnej. Do rozwiązania sto-
suje się metody numeryczne np. metodę różnic skończonych. Procedura ta jest jednakże,
bardzo pracochłonna. Zasadniczą wadą dotychczas stosowanych metod, jest określanie
wartości funkcji wewnątrz obszaru na podstawie jej wartości i pochodnych na brzegu.
Powoduje to znaczne odstępstwa od faktycznego pola fizycznego wywołane-nie tylko błę-
dami metody ale i błędami doświadczalnymi wyznaczania własności pola na.brzegu obszaru.
Błąd pomiarowy jest propagowany przez algorytm do wnętrza obszaru na znaczne odległoś-
ci co powoduje jego zwielokrotnienie. Wad tych można uniknąć przez prowadzenie eks-
perymentu, w którym pomiary są wykonywane również wewnątrz obszaru, skracając
drogę od dowolnego punktu wewnątrz obszaru do najbliższego punktu pomiarowego.
Techniki elaśtooptycżne między innymi pozwalają na uzyskanie jednego dodatkowego
równania do układu (1.1). Poprzez eliminację trzeciego z równań (1.1) uzyskuje się zmniej-
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szenie stopnia układu o 2, powodując zmniejszenie błędów numerycznych i poprawiając
dokładność rozwiązania.

2. Klasyczne techniki elastooptyczne

W elastooptyce stosuje się powszechnie metody oparte o wykorzystanie izochrom
i izoklin. Obydwie metody pozwalają na uzyskanie jednej funkcji naprężeń w badanym
obszarze, dotyczącej układu głównego naprężeń. Definiując przez „p" połowę sumy na-
prężeń głównych, przez „q" połowę ich różnicy a przez „y" podwojony kąt transformacji
tensora naprężeń z układu przyjętego w eksperymencie do układu głównego, można za-
pisać tensor naprężenia w postaci

oxx = p+gcosy,
(2.1)

Metoda izochrom pozwala na pomiar „q" a metoda izoklin na „yi". Po wyeliminowaniu
„p", za pomocą równań równowagi, uzyskuje się równanie postaci

W przypadku techniki izochrom niewiadomą w tym równaniu jest „y". Jest to równanie
silnie nieliniowe i rozwiązanie jego jest trudne i pracochłonne. Znajomość pola izoklin
prowadzi wprawdzie do równania liniowego na „q", lecz pomiar wartości kąta przy po-
mocy izoklin jest obarczony dużym błędem (są one zwykle bardzo rozmyte). Z pierwszego
lub drugiego równania równowagi wyznacza się „p" po wyznaczeniu „g" i „f". Obydwie
techniki są wobec tego mało przydatne do dokładnego wyznaczania pól naprężeń, metoda
izochrom z powodu generowania równania nieliniowego a metoda izoklin z powodów
błędów eksperymentalnych. Nowe możliwości eksperymentalnych badań stworzone zo-
stały dzięki wykorzystaniu zjawiska modulacji intensywności światła rozproszonego
poprzez składowe stanu naprężenia wzdłuż drogi wiązki światła padającego na model.
Począwszy od 1939 roku [6] następuje szybki rozwój tej metody w różnych zastosowaniach
do analizy stanu naprężenia. Jednakże bardziej powszechne jej stosowanie było ograni-
czone między innymi zbyt uproszczonym modelem matematycznym, opisującym inten-
sywność światła rozproszonego jak również błędami zniekształceń geometrycznych obrazu
wynikającymi ż zastosowanych technik obserwacji i rejestracji.

Zaproponowana w pracy [3] nowa koncepcja tzw. zintegrowanego polaryskopu oraz
przedstawiony model matematyczny zjawiska pozwala na uniknięcie szeregu błędów po-
miarowych i stwarza nowe możliwości szerszego stosowania tej metody w badaniach
elast ooptycznych.

3. Elementy teorii izodyn
: Termin izodyny wprowadzony został po raz pierwszy w pracy [4], dla określenia no-

wego typu charakterystyk w płaskim stanie naprężenia. Przyjmijmy dowolnie wybrany
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kierunek w obszarze, w którym panuje płaski stan naprężenia, nazywany dalej kierunkiem
charakterystycznym „y". Niech brzeg modelu opisuje funkcja y — fo(x) rys. 1. Izodyna
«-tego rzędu y = f„{x) jest miejscem geometrycznym punktów w modelu, dla których

jaxxdy = const. (3.1)

kierunek propagacji
światła

Rys. 1

Doświadczalnie izodyny można uzyskać stosując metodę światła rozproszonego wy-
korzystującą pryzmat integrujący opisany w [3]. Przykłady zastosowania tej metody poda-
ne są m.in. w [1] [2] [5]. W płaskim stanie naprężenia, gdy azz — 0, naprężenie crxx wyzna-
czyć można tą metodą wprost z zależności:

oxx = Ay
(3.2)

gdzie: Am — liczba izodyn przecinających odcinek Ay leżący wzdłuż kierunku świetlnego
światła spolaryzowanego padającego na model, zaś S„ — stała elastooptyczna wyznaczo-
na doświadczalnie. Łatwo zauważyć, iż dla grubości modelu „b" mamy:

/ baxxdy = APX, (3.3)
h

gdzie APX jest tą częścią siły zewnętrznej Px, która przenoszona jest przez odcinek przekroju
modelu wzdłuż y od brzegu modelu do izodyny/„. Na rys. 2b i rys. 3b pokazano rodziny
izodyn y — f„(x) a na rys. 2a i 3a schematy obciążeń dla obydwu modeli przy prześwietlaniu
ich promieniem świetlnym wzdłuż kierunku y.

4. Metoda izodyn

Jak opisano w punkcie 3 w technice izodyn można wyznaczyć jedną składową sy-
metryczną pola naprężenia wprost z przebiegu izodyn. Dzięki temu możliwe jest uzyskanie
pola naprężenia bez rozwiązywania równań różniczkowych cząstkowych a jedynie przez
całkowanie równań równowagi. Różniczkowanie równania izodyny (3.1) po „x" daje

/«
/„• <rxx(.x,fu)-fo-<rxx(x,fo)+ [ ?~dy = 0. (4.1)

%f C/A
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a)

'///' //S/S
i-h/2

•i

1
Hlłli

lir 1
Rys. 2

Rys. 3
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Uwzględnienie pierwszego równania równowagi (2.1) prowadzi do zależności na axy

w dowolnym punkcie izodyny rzędu „ n " ,

<rxy(x ,fn) = axy(x, f0) +/„ • exx(x, /„) -f0 • o^x, f0) (4.2)

W powyższym równaniu, dla wyznaczenia ffxy należy podać wartość kombinacji skła-
dowych cfxx i <?xy na brzegu obszaru. Można je uzyskać z warunku brzegowego

an = y, (4.3)

gdzie: a •— tensor naprężenia
n — wektor normalny do brzegu
y — wektor obciążeń brzegu

Równanie brzegu ma postać
B(x,y)-0, (4.4)

gdzie: B(x,y) = fo(x)-y.
Wektor normalny ma tutaj postać

3-^2. ' (4.5)

Pieiwsze z równań (4.3) ma wtedy postać

y x V fl + 1 = axx(x, /0) ./0 - axy(x, f0) (4.6)

co podstawione do (4.2) daje ostatecznie

oxy(x,/„) = /„ • oxx(x,/„)-y X V1 +/g (4.7)

Wartość cfyy może być otrzymana z drugiego równania równowagi

Sffj,, daxy (4.8)

W powyższej metodzie, polegającej na całkowaniu równań równowagi przy zadane
wartości aXK, łatwo można wyliczyć jedynie składową cxy i to w punktach leżących na
izodynie, przy zadanych warunkach brzegowych. Do wyznaczenia pozostałych składowych
konieczne jest uzyskanie algorytmu wyznaczania pochodnych po „y" oraz wartości funkcji
axx we wszystkich punktach obszaru analizowanego.

Dla przykładu podajemy wykresy wartości izodyny n rys. 4a, składowej naprężenia
<*xx rys. 4b, składowej naprężenia oxy rys. 4c dla przekrojów modelu pokazanego na ry-
sunku 2 w odległościach 1/8 h, 1/4 h, 1/2 h, od punktu przyłożenia siły zewnętrznej.

5. Metoda ciągłego pola izodyn

Efektywne wyznaczenie pola naprężeń przy użyciu izodyn możliwe jest jedynie wtedy,
gdy znana jest funkcja izodyn ułamkowych, czyli rozkład funkcji ciągłej, która na izodynach
przyjmuje wartości całkowite. Jest to funkcja N(x, y), gdzie „N" jest liczbą rzeczywistą,
„n" wartością izodyny i

•tf(*,'/.(*)j-n. (5-1)
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ylmm)

Rys. 4

Dla celów praktycznych celowe jest sformułowanie funkcji „H" w postaci

H(x,y) = S'a-N(x,y),
i wtedy

8H

co daje

i
By

Po zastosowaniu pierwszego równania równowagi (1.1)

/

—

Funkcja g(x) może być wyznaczona z warunku brzegowego

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Podstawienie (4.6) i (5.3) do (5.6) pozwala uzyskać efektywny wzór na funkcję g(x):
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Wartości ary wyznacza się z drugiego równania równowagi

Całkując (5.8) po „y" w granicach f0, y otrzymuje się wzór na ayy w postaci
y

ayy = {ayy)lx,fo) -g(x) • (y -fQ) + J -^ - dy. (5.9)
/o

Funkcja (<7yy\x.f0) Jest określona przez

W M ) - S •fl-(vxfo + Vy)\/^+Ji. (5-10)
\ oy /(-v./o)

Uzyskuje się to wykorzystując drugie równanie (4.3) i znaną wyrtość axy.
Wariant metody ciągłego pola izodyn. Wykonanie trzech fotografii izodyn, przepusz-

czając wiązkę światła w trzech kierunkach w płaszczyźnie „xy", pozwala na uproszczenie
obliczeń i uzyskanie składowych naprężenia wyłącznie poprzez obliczenia algebraiczne.
Wychodząc ze wzoru transformacyjnego

ffa' = fafT, (5.11)

gdzie T(<p) jest macierzą obrotów o kąt „<p" i po wyliczeniu stąd składowej cf'xx uzyskuje się:

e'xx = o-xx • cos2cp+2oxy-sirup- cos cp + ayy • sin2(p. (5.12)

Wykonanie fotografii izodyn w trzech kierunkach pod kątami —cp, 0, (p daje na at

y, c t E
2sin2<p xx{ } S Vt (5.13)

4sin<p-cos<j?

6. Numeryczna metoda wyznaczania ciągłego pola odpowiadającego izoliniom

Znajdowanie ciągłego pola będącego „rozmazaniem" izolinii na obszar płaski jest
typowym zadaniem dla metod aproksymacji. Występuje tutaj jednakże podstawowa
trudność polegająca na tym, że doświadczalna izolinia jest pasmem o znacznej, w stosunku
do jej długości szerokości. Zapamiętywanie w pamięci komputera takiej linii jest w znacz-
nym stopniu przypadkowe, gdyż rejestrowany jest jeden punkt z szerokości linii. Zasto-
sowanie jakiejkolwiek aproksymacji wymaga uwzlędnienia tego rozrzutu. Wykluczone
są tutaj wobec tego metody interpolacji. Zastosowanie metody najmniejszych kwadratów,
jako najkorzystniejszej pod względem numerycznym metody aproksymacji, jest niecelowe,
gdyż rozkład intensywności światła w poprzek izolinii spada z funkcją cos2x, co należy
uwzględnić w poszukiwanym algorytmie. Celowe jest wobec tego zastosowanie metody
transformacji pasma w pojedynczą linię, uwzględniając określony przez fizykę zagadnienia
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rozrzut pomiarów. Metoda taka podana jest w [7]. Ma ona za zadanie utworzyć linię,
która przebiega możliwie blisko danych doświadczalnych i jest jednocześnie klasy CL.
Tak uzyskane dane pośrednie są danymi wejściowymi do drugiego programu, który tworzy
ciągły rozkład funkcji [8]. Kryterium wyboru jej wartości w węzłach dowolnej siatki
dobrane jest tak by przechodziła ona blisko danych doświadczalnych i tworzyła powierzch-
nię o możliwie małej krzywiźnie. Ze względu na już uzyskaną gładkość izolinii korzystne
jest stosowanie miary odchylenia jako sumy kwadratów błędów. Przyjęcie miary krzywizny
w postaci kwadratowej funkcji drugich pochodnych powoduje, że tak postawione zadanie
prowadzi do układu równań algebraicznych, liniowego względem wartości funkcji w punk-
tach węzłowych. Mimo, że w równaniu tym występuje wielka liczba niewiadomych dość
łatwo można je rozwiązać. Proponuje się stosowanie obydwu wymienionych wyżej metod
do uzyskiwania funkcji N(x, y) zdefiniowanej w punkcie 5.

7. Podsumowanie

Dotychczas stosowane metody elastooptyki mają istotne braki, polegające na ko-
nieczności stosowania pracochłonnej procedury do wyznaczania pola naprężeń. W me-
todach tych pomiarowi podlega skomplikowana funkcja składowych naprężenia. Uzyskanie
składowych tego tensora wymaga realizacji przez komputer wielu operacji arytmetycznych
(rozwiązywania równań różniczkowych cząstkowych), które w przypadku stosowania
metody izochrom są silnie nieliniowe. Metoda izokłin jakkolwiek daje równanie liniowe
to pasmo pomiarowe jest szerokie, co zmniejsza znacznie dokładność. Metoda izodyn
jest techniką prostą w użyciu dając dobrze określone wąskie pasma w całym badanym
obszarze. Prosta fizyczna interpretacja izodyn, pozwalająca na bezpośrednie wyznaczenie
jednej składowej tensora naprężeń, powoduje, że zastosowanie dwóch równań równowagi
daje algorytm wprzód (bez rozwiązywania równań algebraicznych na każdym kroku
procedury) wyznaczania pozostałych składowych. Zastosowanie metody „rozmazywania"
izolinii po obszarze płaskim daje wygodny algorytm do wyliczania pochodnych funkcji
ułamkowej izodyny. W wyniku tego można uzyskać pole naprężenia w dyskretnej formie
(na siatce o dowolnej odległości węzłów). Możliwe są dwa warianty metody izodyn. Pierw-
sza polega na wykonaniu jednego eksperymentu i zastosowaniu równań równowagi do
wyliczenia składowych pola naprężenia poprzez całkowanie tych równań. Potrzebne
wzory są następujące:

8H

- f
y

J o

(7.1)

ffl
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W przypadku gdy brzeg, od którego liczy się izodyny jest swobodny przyjmują one
następującą postać:

dH

f d2H
, A182H

yy

dH (8H\ ldH\ •

Druga metoda wymaga dokonania tylko prostych działań algebraicznych ale niezbędne
jest przeprowadzenie trzech eksperymentów, co w przypadku brzegu o rozwiniętej linii
jest trudne. Składowe tensora naprężeń wyznacza się z prostych wzorów (5.13)

O wyborze metody decyduje wobec tego kształt brzegu.
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S u m m a r y

DETERMINATION OF PLANE STATE OF STRESS FROM THE IMAGE OF ISODYNES
OBTAINED BY A METHOD OF SCATTERED LIGHT

A new method of interpreting the image of isodynes has bsen shown. Using the image of isodynes,
•obtained experimently, and the equation of internal equilibrium it is possible to gjt the tensor of
stress (in plane state) in any point of the image. The calculations can be automizsd. During the course
of calculation the experimental data are equalized. Advantages, of the method as compared with other
well known experimental and analytical — experimental methods used in photoelasticity, have been
pointed out.

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 maja 1981 roku.
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SKOŚNE PRZEŚWIETLANIE W METODZIE WARSTWY ELASTOOPTYCZNEJ
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Politechnika
Warszawska

Wstęp

Metoda warstwy elastooptycznej jest metodą dość powszechnie stosowaną do pomiaru
odkształceń konstrukcji. Pozwala ona bezpośrednio wyznaczyć na badanej powierzchni
różnicę głównych odkształceń i ich kierunek. Natomiast uzyskanie informacji o wartości
każdej składowej tensora odkształcenia wymaga przeprowadzenia dodatkowych badań
doświadczalnych lub analiz numerycznych. Z opracowanych metod doświadczalnych
wyznaczania składowych tensora odkształcenia na czoło wysuwa się metoda skośnego
prześwietlania warstwy elastooptycznej. Jest ona prosta i szybka, ma jednak pewne wady,
które mogą stać się źródłem poważnych błędów, jeżeli metodę tę stosować bezkrytycznie.

Wady te zostaną szczegółowo omówione.

Układy polaryskopu do skośnego prześwietlania warstwy elastooptycznej

Stosowane powszechnie polaryskopy do skośnego , prześwietlania przedstawiono
na rys. 1 i 2. Najprostszy pod względem optycznym układ, rys. I, wymaga w praktycznej
realizacji zbudowania specjalnego polaryskopu z polaroidami ustawionymi kątowo.

v,\v\ \ \ \\\V- v\ badana
s\\\\\\\) konstrukcjo

1 pokrycie

Rys. 1

7 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82

Rys. 2

badana ;
konstrukcja.

pokrycia'-..
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Układ polaryskopu do badań w świetle przechodzącym skośnie ze zwierciadłami (rys. 2)
jest najbardziej typowy. Umożliwia on zastosowanie tego samego polaryskopu typu V
do normalnego i skośnego prześwietlania warstwy. Łatwe też jest ustawienie polaryskopu
tak by płaszczyzna odbicia światła pokrywała się z płaszczyzną jednego z kierunków
głównych odkształceń.

Promienie światła podczas przejścia przez warstwę elastooptyczną ulegają względnemu
opóźnieniu, proporcjonalnemu do różnicy ąuasigłównych odkształceń w warstwie, ale
również podlegają wielokrotnemu odbiciu i załamaniu na granicy ośrodków.

Odbicie i załamanie na granicy powietrze-warstwa elastooptyczną jest szczególnie
istotne. Kąty ©2 i <93 (rys. 2) są powiązane prawem SnelPa

sin<93 = —sin© (1)

n3 — współczynnik załamania światła na granicy warstwa elastooptyczną powietrze
Dla średniej wartości współczynnika załamania żywicy epoksydowej 77 3 s 1,5 odpo-

wiadające sobie kąty &2 i @3 przedstawia wykres na rys. 3. Łatwo zauważyć, że w układach
podanych na rys. 1 i 2 jest praktycznie niemożliwe uzyskanie większych kątów 6>3 niż 40°.
Dodatkowo dla kątów @2 > 70° energia światła odbitego od powierzchni zewnętrznej
warstwy elastooptycznej jest większa od energii promieni załamanych, odbitych od po-
wierzchni odblaskowej i wychodzącej z warstwy elastooptycznej. Silny strumień światła
odbitego od powierzchni zewnętrznej nie niesie informacji o odkształceniach i uniemożliwia
pomiary.

Dla uzyskania większych kątów 03 oraz wyeliminowania odbicia promieni od po-
wierzchni zewnętrznych w obydwu układach polaryskopow można zastosować "pryzmat
(rys. 4), szczelinę pomiędzy warstwą elastooptyczną i pryzmatem wypełniając cieczą im-
mersyjną.

50°

10"

tfl

I 1 1 1

n=1,53

l I

i i

. -

l i

ciecz immersyjno

~ ~ \ - / - j \ - - -)

0° 10 40°

Rys. 3

90°

' Rys. 4 /

W praktyce w metodzie warstwy elastooptycznej światło po przejściu przez warstwę
odbija się od warstwy metalu o pewnej chropowatości lub od specjalnego kleju odblasko-
wego, który zawiera najczęściej proszek aluminiowy dobrze odbijający światło. W obu
tych przypadkach mamy do czynienia z rozproszeniem światła lub odbiciem dyfuzyjnym
(rys. 5a) a rzadko możemy mówić o odbiciu zwierciadlanym (rys. 5b).

Efekt rozpraszania jest od dawna wykorzystywany w polaryskopach typu „V" podczas
badań w świetle przechodzącym normalnie (rys. 6). Ponieważ promienie światła odbite
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na granicy powietrze-warstwa elastooptyczna pogarszają lub uniemożliwiają rejestracje
izochrom polaryskop ustawia się tak, że promienie docierające do obserwatora przez
analizator biegną pod kątem 62 ¥* ®P •

b)

Rys. 5

r̂ r: '

Rys. 6 Rys. 7

W rezultacie licznych doświadczeń autorzy zaproponowali stosowanie tego samego
polaryskopu. do badań w świetle przechodzącym normalnie i skośnie (rys. 7) [17]. Metoda
ta wymaga zastosowania nieco silniejszego źródła światła. Natomiast układ ten ma szereg
zalet, które zostaną wyeksponowane w dalszej części pracy. Korzystne jest też zastoso-
wanie specjalnego kleju odbijającego światło w kierunku z którego ono pada. Efekt ten
uzyskuje się dzięki dodaniu do kleju kulek szklanych stosowanych między innymi do pro-
dukcji farb odblaskowych „retro paints". Identyczny układ został niezależnie zapropono-
wany przez Hung'a i Pottinger'a [6].

Skośne prześwietlanie warstwy

Prześwietlając warstwę lub model elastooptyczny wzdłuż normalnej do ich powierzchni
otrzymuje się informacje o różnicy odkształceń głównych w płaszczyźnie warstwy lub
modelu.

e i - e 2 = d„/2kt = NJcn,
gdzie: . ,*

£i, e2 — są odkształceniami głównymi warstwy

7*
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<5 —jest kątem względnego opóźnienia fazowego
k —jest stałą elastooptyczną
t —jest grubością warstwy elastooptycznej

n— odnosi się do wielkości uzyskanych w normalnym prześwietlaniu
fzn — wartość rzędu izochromy
Nn — rząd izochromy

Jeżeli model lub warstwa znajduje się w płaskim stanie naprężenia to odkształcenie w kie-
runku normalnym wynosi

gdzie
v —jest współczynnikiem Poissona.
Dla cienkich warstw i niedużych gradientów odkształceń w płaszczyźnie warstwy

możemy przyjąć, że względne opóźnienie obserwowane przy skośnym prześwietlaniu
jest proporcjonalne do różnicy tzw. ąuasi-głównych odkształceń w płaszczyźnie prosto-
padłej do biegu promieni.

Jeżeli tak dobierzemy płaszczyznę odbicia, że jeden z kierunków głównych przy prze-
świetlaniu normalnym np. s^ pokrywa się z normalną do tej płaszczyzny przy prześwietlaniu
skośnym to możemy napisać

«i-£28 = d@l2ktg = N9feQ, (4)
gdzie:
indeks @ — odnosi się do wielkości uzyskanych w skośnym prześwietleniu ;

tB—jest drogą promieni w warstwie przyprześwietlaniu skośnym tQ = t/cos&.
Jeżeli płaszczyzna odbicia jest dowolna wtedy:

e i e - £ 2 0 = do/2kt& = N0fe&. (5)
Znając kąt 0 prześwietlania warstwy, położenie płaszczyzny odbicia względem kierun-

ków głównych odkształceń w interesującym nas punkcie (kierunki główne określamy
prześwietlając normalnie światłem spolaryzowanym liniowo) możemy powiązać wartości
ex i e2. nowym równaniem wykorzystując zależność (3) i (4) lub w ogólniejszym przypadku
(5):

Ae1+Be1= ±(Cói+Dd2
nyi2/2kt, (6)

A, B, C, D — są współczynnikami zależnymi od kąta prześwietlania, kierunków głów-
nych odkształceń i współczynnika Poissona dla warstwy [6]

C = al3

£> = 1-al '3

UD — są cosinusami kierunkowymi osi i = 3, względem układu 123 (rys. 8) możemy więc
wzory (7a) przedstawić w postaci w której kąt a między normalną do płaszczyzny odbicia
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a jednym z kierunków głównych i kąt prześwietlania warstwy występują w sposób jawny:

A = (sin2a—cos2@cos2a) H (sin2©),
1— v

B = (cos2a — c o s 2 0 s i n 2 a ) + - (sin2©),

C = cos2©,

D = -(sin2acos©) 2 .

(7b)

Rys. 8

Dysponując dwoma równaniami wiążącymi dwie niewiadome ex i s2 otrzymujemy
układ niejednorodny z którego wyznaczamy et i e 2 . Mamy więc możliwość rozdzielenia
odkształceń przez wyznaczenie opóźnienia w skośnym prześwietlaniu. Ze względu na
postać otrzymanych zależności wartości względnych opóźnień d„ i de muszą być wyzna-
czone z jak największą dokładnością. Niewielki błąd ich wyznaczenia powoduje duże
błędy Sx i e2 [16].

Model matematyczny polaryskopu

Światło przechodzące przez warstwę elastooptyczną podlegające załamaniom i odbi-
ciom podlega przemianom, które zależą od wielu czynników. Po opuszczeniu warstwy
elastooptycznej strumień światła jest nośnikiem informacji o przebytej drodze. Najwy-
godniejszym sposobem prześledzenia przemian promienia jest analiza oparta na macie-
rzowym rachunku Jones'a [1] [4],

Promień światła można przedstawić przy użyciu tzw. wektora Jones'a

[V} = (8)

Ax, Ay są amplitudami fąli świetlnej w płaszczyźnie oxz i oyz, gdy promienie biegną równo-
legle do osi z.

ex, ey uogólnionymi fazami odpowiednio w płaszczyźnie oxz i oyz.
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Poszczególne miejsca w których promienie podlegają przemianom w układzie polary-
skopu do skośnego prześwietlania pokazano na rys. 9. Miejsca te oznaczono numerami
od 1-7.

Punkty oznaczone: 1 i 7 oznaczają odbicie od powierzchni zwierciadeł, 2 i 6 — ozna-
czają załamanie i odbicie na granicy tworzywo powietrze, 3 i 5 — oznaczają odcinki

Rys. 9

drogi w warstwie elastooptycznej, gdzie wzajemnie ortogonalne składowe promieni bie-
gnących w płaszczyznach odkształceń ąuasi-głównych ulegają opóźnieniu, 4 — oznacza
odbicie na granicy tworzywo warstwa odblaskowa. Promień wychodzący z układu [Vw y]
opisany jest iloczynem promienia wchodzącego [VWCH] > macierzy elementów składowych
układu.

(9)

lub inaczej
[Vwr] = [T][VWCH], (10)

gdzie [T] jest iloczynem macierzy od [Rj] do [P*]. W trakcie pomiarów rejestrujemy
obrazy interferencyjne dlatego nie musimy zajmować się bezwzględną wartością natężenia
światła. Pozwala to przedstawić macierze występujące w równaniu (9) w następującej
postaci:

— jest macierzą transmitancji amplitudy w punkcie odbicia tgi/)oD =
= £11/^ gdzie <?|| i 0i są współczynnikami Fresnela dla odbicia.

—jest macierzą transmitancji amplitudy w punkcie załamania, wów-
czas tgy>za = tjt\\ gdzie fjL i f|| są współczynnikami Fresnela dla
załamania.

—jest macierzą względnego opóźnienia składowych promieni równo-
ległych (||) i prostopadłych (J_)do płaszczyzny odbicia w punkcie r

[P?*l =

o i
"1 0

[Rr] =

Mil 0

mlt ml2

m22

—jest macierzą opisującą efekt przejścia przez ośrodek dwójłomny
na drodze r.

mu = cos2a+sin2a-e~'' 5 ' 2

m21 = sin2a+cos2<x-e~w / 2

ml2 — m21 = (1— e~w / 2)sinacosa
(11)
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a—jest kątem między kierunkiem polaryzacji analizatora i kierunkiem quasi-głównych
odkształceń . <

<5 —jest względnym opóźnieniem promieni wynikającym z efektu dwójłomności.
Wartości tgy i wartości A dla macierzy opisujących odbicie od zwierciadeł metalowych

i wykonanych z dielektryka (punkty 1 i 7) w funkcji kąta padania © są podane na rys. 10.
Dla wyznaczenia wartości tgy i A towarzyszących odbiciu od powierzchni różnych

stali i stopów aluminium stosowanych w budowie maszyn dla powierzchni o różnej chro-
powatości oraz dla klejów odblaskowych dokonano pomiarów przy użyciu elipsometru,
oraz polaryskopu z kompensatorem Soleil-Babineta [17] [18].

Wyniki pomiaru tgip i A w funkcji kąta & dla różnych stali i różnych stopów aluminium
są zbliżone do tych przedstawionych na rys. 10.

W przypadku stosowania układu podanego na rys. 1 macierze [i?a][P*] i [-^H-P*]
w wyrażeniu (9) należy pominąć. W macierzach opisujących przejście światła z powietrza
do tworzywa, które jest dielektrykiem (punkt 2) i z tworzywa do powietrza (punkt 6)
występuje tg^; którego wartości w funkcji kąta 0 podano w rys. 11. Wartości e'^2 =
= e~M'2 — 1 gdyż nie zachodzi tu względna zmiana fazy promieni (A = 0).

W przypadku stosowania pryzmatu w wyrażeniu (9) należy pominąć macierze [iytP**]
i [Rei W*]-

180' b)

a stal

o aluminium

x dielektryk

204 3to» 50° 60" • 70" 80" 90°
e

Rys. 10
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Przy obserwacji powierzchni chropowatych i klejów odblaskowych w polaryskopie
nowego typu do niesymetrycznego skośnego prześwietlania okazało się że opóźnienie
A ~ OT a tgv> s 1 co pozwala przypuszczać, że część światła wykorzystywana w pomiarach

podlega odbiciu od mikroobszarów powierzchni ustawionych prawie normalnie do prze-
biegu promieni tak jak to przedstawiono schematycznie na rys. 12.

Podczas przejścia promienia przez odkształconą warstwę elastooptyczną promienie
biegnące w płaszczyznach quasi-głównych odkształceń, ściśle biorąc, załamują się pod
nieco różnymi kątami. Jednak ze względu na bardzo małą zmianę współczynników za-
łamania, wynikłą z istniejących odkształceń [3] oraz małą grubość warstwy, można przy-
jąć, że promienie biegną jednym torem wynikającym z wartości współczynnika załamania
tworzywa bez odkształceń.

meta!
Rys. 12

drugie przejście
-przez warstwę

Rys. 13

pierwsze przejście
przez warstwę

Jeżeli promienie przechodzą przez warstwę w obu kierunkach pod kątem & lub ©z =
S®p = 0 to względne opóźnienie promieni jest dla obydwu przejść identyczne. Należy
jednak zwrócić uwagę, że kierunek ąuasi-głównych odkształceń względem płaszczyzny
odbicia przy pierwszym przejściu równy jest a natomiast przy powrocie wynosi — a (rys. 13).
Powoduje to zmianę znaku wyrazów mtJ dla i ^ j macierzy [Br] (11). Przejście światła
przez ośrodek dwójłomny można opisać w sposób wyżej podany jeżeli nie zachodzi na
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drodze promienia skręcenie kierunków głównych. Przypadek skręcania kierunków głów-
nych opisany jest w dalszej części pracy.

Do wyznaczenia kierunków głównych odkształceń warstwy potrzebny jest polaryskop
liniowy w którym zapewniona jest możliwość obrotu polaryzatora i analizatora wokół osi
optycznej. Patrząc od strony źródła światła płaszczyzny polaryzacji muszą pozostawać
podczas obrotu wzajemnie prostopadłe. Przebieg izokliny odpowiadający danemu kątowi
płaszczyzny polaryzacji wyznacza punkty o kierunku odkształceń głównych warstwy
równemu danemu kierunkowi polaryzacji.

Obserwacje izochrom, więc punktów o stałej różnicy głównych odkształceń, dokonuje
się w polaryskopie kołowym. W tym celu należy ustawić osie szybkie ćwierćfalówek tak
aby patrząc na polaryskop od strony źródła światła (rys. 14) były one skrzyżowane i usta-
wione pod kątem 45° do płaszczyzny polaryzacji skrzyżowanego analizatora i polaryza-
tora. Dla takiego ustawienia polaryskopu następuje wygaszenie izoklin. Rozdzielenie
głównych odkształceń metodą skośnego prześwietlania wymaga wyznaczenia rzędów
izochrom w interesujących nas punktach konstrukcji z dużą dokładnością. Z reguły pod-
czas pomiarów metodą warstwy elastooptycznej odkształceń sprężystych konstrukcji
stalowych lub duraluminiowych uzyskuje się nie więcej niż 3 rząd izochrom. Stąd koniecz-
ność stosowania kompensacji dla zwiększenia dokładności odczytu rzędów izochrom.

poloryzotor

źród-to1

światki

warstwa elastoopłyczna
na konstrukcji

'rejestrator

Rys. 14

Efekt normalnego przejścia światła spolaryzowanego liniowo
przez warstwę elastooptyczną

Jeżeli światło pada normalnie do powierzchni warstwy lub kąt padania światła jest
nie większy niż 5°, oraz w układzie nie ma zwierciadeł kierujących wiązką to wektor świa-
tła wychodzący z analizatora można przedstawić następująco: (rys. 15)

0 0
0 1

m,
-m2l

~m12

m22

1 0
0 - 1

m, m, 2

m 2 1 m22
0 '

(12)

gdzie:
1
0

0 0
0 1

—jest wektorem światła poziomo liniowo spolaryzowanego

—jest macierzą analizatora o pionowej płaszczyźnie polaryzacji.



106 J. KOMOROWSKI, J . STUPNICKI

Łatwo dowieść, że

gdzie

Ex

Ey
=

0 0
0 1

1 0
0 - 1

Mu Ml2

M2l M22

1
0

M u = mli + mli = cos2a + sin2a-e~w,
M22 = mlz+mlz = sin2a+cos2a-e~'1',
M2i = M12 = (m11+m22)mi2 = (l-e- '^si

(13)

analizator

źródło
światła

x polaryzator

płaszczyzna polaryzocji
., II do osi x

"i \ a

V!—•*— pierwsze przejście
przez warstwę i opóźnienie 5/2

odbicie od warstwy odblaskowej

drugie przejście przez warstwę,
opóźnienie 6/2

Rys. 15

Po przemnożeniu macierzy (13) otrzymano

Ey = — = (e~st— l)sinacosa,

Natężenie światła promienia po przejściu przez polaryskop jest proporcjonalne do
Ey • E*, * oznacza wielkość sprzężoną. Stąd:

J ~ £„•£* = 4-sin22a(l-cosó), (14)

a jest parametrem izokliny, d = (e^ — s2)2kt jest kątem opóźnienia fazowego.
Natężenie światła w danym punkcie obrazu jest równe zero (/ = 0) gdy ó .«•

gdzie N jest rzędem izochromy lub gdy a = 0, n/2. Jeżeli chcemy uzyskać izokliny odpo-
wiadające innemu kątowi głównych odkształceń musimy obrócić skrzyżowany polaryzator
i analizator o kąt <p (rys. 16). Obrót ten powoduje zmianę wyrazów macierzy i równanie (13)
ma postać:

sin2 <p 1 0

0 - 1

M,, M1 2

M,

COSCJ
(15)



SKOŚNE PRZEŚWIETLANIE 107

stąd przyjmując s — sirup, c = cos99

Ex~ s[(Mn~M22)sc-M12(c2

Ey =

polaryzotor
płaszczyzna polaryzagi

analizator

Rys. 16

Natężenie światła promienia jest proporcjonalne do Ex- E* + Ey- E*

J ~ Ex-E

= (2 —2cosó)[(cos2«—sin2a)sin<pcosc)—sinacosa(cos2c5

Widzimy więc, że izokliny pojawiają się w punktach w których

a = q> i a = (p + n/2

(16)

(17)

Efekt normalnego przejścia światła spolaryzowanego kołowo przez warstwę elastooptyczną
i kompensator

Zgodnie z zasadą kompensacji oś główna kompensatora musi być ustawiona równo-
legle do kierunku głównych odkształceń w punkcie badanym (rys. 17).
1 Jeżeli przyjmiemy oś kompensatora równolegle do kierunku większego odkształcenia

et(—a) to macierz kompensatora można opisać następująco:

= cos2a+sin2a-e~' ' ' c
)

= sin2a+cos2oc-e-'as (18)

M\2 = Mii = - ( l - e - W c ) s i n a c o s a .

2 Jeżeli przyjmiemy oś kompensatora równolegle do kierunku mniejszego odkształcenia
£2(7r/2—a) to otrzymamy

Mii. = sin 2 a+cos 2 ae~ W e ,
M%2 - cos2a+sin2ae-"<, (19)
M\2 — Mli = —(1—e~**c)sinacosa.
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polaryzator

ćwierćfalówta
oś szybka

pierwsze przejście
przez warstwę
opóźnienie S/2

odbicie, opóźnienie i

drugie przejście
przez warstwę
opóźnienie 6 / 2

<
kompensator
opóźnienie 6.

Rys. 17 "

Promień światła wychodzącego z analizatora może być opisany wektorem:

0 0
0 1

1 i
i 1

M\2
1 0
0 - 1

M n Mi

M,, M,
1 i
i 1

gdzie:

(20)

1 i
i 1

— są macierzami cwierćfalówek których osie szybkie tworzą kąt 45° z płasz-
czyzną drgań strumienia światła (rys. 17)

Po wykonaniu mnożenia macierzy otrzymamy:
Ex - 0;

Natężenie promienia wychodzącego jest proporcjonalne do Ey*E* i wynosi

J ~ 2(1—cos((5 + (3c)) dla przypadku 1

(21)

(22)

J ~ 2(l-cos((5-<5c)) dla przypadku 2 (23)

W powyższej analizie przyjęto, że oś kompensatora jest prostopadła do osi odpowiadającej
większym odkształceniom płytki kompensującej w przypadku odwrotnego ustawienia
płytki kompensatora wyniki dla przypadków 1 i 2 należy zamienić.

Uzyskane zależności na natężenie światła są analogiczne do znanych zależności uzyski-
wanych w elastooptyce dla modeli prześwietlanych na wskroś. Istotne różnice wykazują
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ustawienia polaryzatora i analizatora w polaryskopie liniowym oraz ćwierćfalówek w po-
laryskopie kołowym, (rys. 16, 17) Takie ustawienie jest konieczne ze względu na opóźnienie
występujące przy odbiciu od powierzchni odblaskowej.

Efekt skośnego przejścia światła spolaryzowanego liniowo przez warstwę dastooptyczną

Chcąc wyznaczyć de z dużą dokładnością na ogół posługujemy się kompensatorem.
W tym celu na wstępie musimy określić quasj-główne kierunki odkształceń czyli znaleźć
parametry izoklin w skośnym prześwietlaniu. Korzystając z (10) i (15) napiszemy:

es c'
C = COS(p

s —

[T]
(24)

Z definicji izokliny, podobnie jak w (17), wiemy że warunkiem koniecznym wygaszenia
światła jest by Ex = 0 i Ey = 0 dla a = q> i a = <p+n/2.

Ponieważ w większości układów do skośnego prześwietlania można przyjąć, że światło
przechodzi przez warstwę w obu kierunkach pod tym samym kątem & mamy więc układy
w których (rys. 9)

(25)
= A1<= A.

Możemy więc przyjąć oznaczenia:

(26)

W =
V =
E =

Stąd po przemnożeniu macierzy w wyrażeniu (24) otrzymamy

Ex = W2cs2(milE-mj2F) + V2s2c(Fm2
22-Emj2) +

+ WVc2s(m22F-mllE)m12 + WVs3(milE-m22F)m12. (27)

W ogólnym przypadku <p ^ 0, rp ^ n\2 dla a — ep Ex ?£ 0 praktycznie oznacza to, że
w układach przedstawionych na rys. 1, 2 i 4 nie można wyznaczyć poprawnego przebiegu
izoklin w skośnym prześwietlaniu. Wprawdzie w praktyce obserwuje się linie analogiczne
do izoklin są one jednak rozmyte i niezbyt kontrastowe.

Jeżeli jeden z kierunków głównych odkształceń leży w płaszczyźnie odbicia promienia
wtedy warunek Ex = 0 jest zawsze spełniony. Poszukiwanie kierunków ąuasi^głównych
odkształceń jest wówczas niecelowe, gdyż są one równoległe i prostopadłe do płaszczyzny
odbicia.

W układzie zaproponowanym przez autorów (rys. 7) warstwa odbijająca zachowuje
się tak, że:

= 1 i AA = n •
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stąd jeżeli dodatkowo zastosujemy ciecz immersyjną lub pryzmat (rys. 9) to W = V = 1
i z (27)

Ex = Cs2(ml1 + mi2)~cs2(m:i2 + ml2)-c2s(m11+m22)mi2 + s3(m11+tn22)m12, (28)

Ex = 0 dla <p — a i <p = a + jr/2.
W tym układzie otrzymuje się prawidłowy przebieg izoklin dzięki właściwościom

odbicia „retro".
Należy tu podkreślić, że dzięki zaproponowanemu układowi możliwe jest wyznaczenie

kierunków w których należy, ustawić kompensator do wyznaczania opóźnienia <50 w wars-
twie poza oczywistym przypadkiem w którym kierunek odkształceń głównych leży w płasz-
czyźnie odbicia.

Efekt skośnego przejścia światła spolaryzowanego kołowo przez warstwę elastooptyczną
i kompensator

W układzie skośnego prześwietlania przy ustawieniu zespołu polaryzatora ćwierć-
falówek i analizatora tak jak w. polaryskopie kołowym do prześwietlania normalnego
amplitudy składowych promienia wychodzącego mogą być opisane następująco:

Ex = 0,
(29)

Q

gdzie K, L, M, N i Q są współczynnikami wynikającymi z przemnożenia macierzy (9):

K = it
L = -

M = [ g y l g P ( > ( 2 2 2 1 ) +
( 3 0 )

Q = i

W ogólnym przypadku pomiar opóźnienia przy użyciu kompensatora nie jest możliwy
ze względu na brak możliwości wyznaczenia kierunków ąuasi-głównych odkształceń.
Nawet pobieżne porównanie wyrażenia na Ey (29) z wyrażeniem na Ey dla prześwietlania
normalnego (21) wskazuje na to, że na podstawie wyrażenia (29) nie można określić
opóźnienia w skośnym prześwietlaniu. Wartości natężenia Ey we wzorze (29) zależy nie
tylko od opóźnienia wywołanego różnicą odkształceń głównych lecz równreż od kierunku
odkształceń ąuasi-głównych w danym punkcie. Nie można tu stosować zależności analo-

. gicznej do zależności (22) i (23) na natężenie światła wychodzącego z polaryskopu koło-
wego przy prześwietlaniu normalnym. Dotyczy to zarówno metody 1 heocarisa [5] z pryz-
matem i pomiarem de w dwóch dowolnych wzajemnie prostopadłych płaszczyznach
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odbicia jak i układu z warstwą odblaskową typu retro tak jak ją zastosowali Hung i Pot-
tinger [6]. .

W tym ostatnim przypadku natężenie światła promienia wychodzącego z układu bez
kompensatora jest proporcjonalne do wyrażenia:

| 5 (31)

gdzie: tgyZA ^ 1 bo O ź 0°
analiza zależności (31) wskazuje wyraźnie, że dla danego 0 (dane tgyZA) minimum natę-
żenia światła zależy od kierunku odkształceń quasi-głównych. Punkty w których natężenie
światła jest najmniejsze mogą nie pokrywać się z położeniem izochrom. Błąd popełniany
przy interpretacji tego obrazu przy użyciu zależności / <— 2(1 — cos d) jest błędem systema-
tycznym i nie da się go zmniejszyć przez wykorzystanie metody najmniejszych kwadratów
jak to proponują Hung i Pottinger [6].

W przypadku gdy jeden z kierunków głównych odkształceń leży w płaszczyźnie odbicia
promieni, otrzymujemy dla najbardziej skomplikowanego układu z lustrami i z kompen-
satorem :

2+2hkcos(2A +A4+ de±dc), (32)

gdzie: h = tg2y2 A; k = t
Łatwo zauważyć, że / m i n dla

+ de±Sc= (2Nen+7t) gdzie NB •- 0, 1, 2, 3 ...

Jeżeli zmierzymy przy pomocy kompensatora w punkcie o zerowej różnicy odkształceń
(dla dg = 0) ile wynosi dc = — n—AA—2A wtedy możemy dokładnie wyznaczyć rząd
izochromy. Kontrast prążków jest nieco zmniejszony ale izochromy są na ogół czytelne.
Zastosowanie w tym układzie pryzmatu dla zwiększenia kąta prześwietlania 0 prowadzi
do zmniejszenia kontrastu prążków.

Jeżeli zastosujemy układ z warstwą odblaskową retro w układzie w którym płaszczyzna
odbicia pokrywa się z jednym z kierunków głównych to otrzymujemy zależność

J~/i2-2hcos(<50±<5c)+l. (33)

W tym układzie również kontrast jest nieco zmniejszony jednak nie występuje konieczność
wprowadzania poprawki na opóźnienie wynikające z odbicia.

W układzie z zastosowaniem warstwy odblaskowej retro oraz pryzmatu, po wyznaczeniu
kierunków ąuasi-głównych odkształceń ustawiamy odpowiednio do nich kompensator
w polaryskopie kołowym i otrzymujemy natężenie światła, które może być opisane nastę-
pującą zależnością

J~2[l-cos(<5e±(5c)]. (34)

Wyrażenie to jest identyczne do wyrażenia uzyskanego dla przypadku normalnego
prześwietlania warstwy.
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Metody badań odkształceń z zastosowaniem skpsnego prześwietlania warstwy elastooptycznej

Na podstawie podanych powyżej rozważań można zaproponować dwie metody badań
dla rozdzielenia odkształceń w konstrukcjach, z zastosowaniem skośnego prześwietlania.
Obydwie wymagają we wstępnym etapie wyznaczenia kierunków głównych oraz różnicy
głównych odkształceń przy prześwietlaniu normalnym.

Według pierwszej metody opisanej między innymi w [15J konieczne jest zgranie płasz-
czyzny odbicia promieni z kierunkiem jednego z odkształceń głównych. W tym celu pola-
ryskop musi być wyposażony w układ zwierciadeł kierujących i musi istnieć możliwość
obrotu polaryskopu wokół osi prostopadłej do płaszczyzny polaroidów. W takim poło-
żeniu dokonuje się pomiaru opóźnienia przy użyciu kompensatora. Kąt przebiegu promieni
przez warstwę jest wyznaczony przez ustawienie zwierciadeł i współczynnik załamania
światła w warstwie.

Wyznaczenie składowych tensora odkształceń sprowadza się do podstawienia wyników
pomiarów do następujących wzorów:

6 1 = JE(Z+Ej[±cos0d&+Bd»]>
1

» - 2kt(A+B)
gdzie

A - -cos2ć> +
i i — v

B- -cos2<9

Stałe A i B zależą, od kąta @. Ze względu na występujące znaki ± uzyskuje się dwie pary
odpowiedzi. Wybór właściwego wyniku na ogół nie nastręcza trudności dzięki dodatko-
wym informacjom o odkształceniach badanego obiektu.

Według metody drugiej, obserwacje izochrom dla skośnego prześwietlania dokonujemy
jednostronnie wykorzystując własności odbicia retro (rys. 7). Układ ma przewagę nad
układem pierwszym w warunkach ograniczonego dostępu do badanej konstrukcji, pola-
ryskop może być prostszy gdyż nie ma konieczności obrotu całym układem polaroidów.
Konieczne jest zastosowanie pryzmatu wykonanego z materiału o współczynniku załama-
nia zbliżonym do współczynnika załamania warstwy elastooptycznej. Pryzmat narzuca
kąt prześwietlania warstwy, przy czym kąt ten może być większy niż w pierwszej meto-
dzie (rys. 18). .

Opracowanie wyników w drugiej metodzie jest bardziej pracochłonne gdyż składowe
tensora odkształcenia wyznacza się z zależności: *

(36)

w których stałe A, B,C i£> przyjmują różne wartości w poszczególnych punktach konstruk-
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cji zgodnie z wyrażeniami (7). Tak jak w pierwszej metodzie wybór właściwej pary od-
kształceń głównych z czterech uzyskanych wyników na ogół nie nastręcza trudności. Sto-
sując pryzmaty o różnych kątach można uzyskać dodatkowe dane, które pozwalają na
uśrednienie wyników [6], [7], [8].

Rys. 18

Uwagi końcowe

Dla uzupełnienia wymienimy poniżej kilka dalszych powodów, które mogą stać się
przyczyną uzyskiwania błędnych wyników w trakcie badań metodą warstwy elastooptycz-
nej.

Zasadniczą ideą metody warstwy elastooptycznej jest założenie, że warstwa naklejona
na powierzchni konstrukcji posiada odkształcenia równe odkształceniom powierzchni
konstrukcji

Wielkość względnego opóźnienia składowych promieni w warstwie elastooptycznej wyraża
się następującą zależnością (2) (5)

d = 2kt(El-s2)P, (37)

gdzie t—jest grubością warstwy
k —jest współczynnikiem czułości warstwy

elt e2 — są odkształceniami głównymi w warstwie.
Wielkości ex i e2 rzeczywistych konstrukcji znajdujących się w zakresie odkształceń

sprężystych nie przekraczają wartości 5 • 10"3. Wartość k zależy od stosowanego materiału
i waha się w granicach k = 0.05-r 0.15

Dla uzyskania dużych efektów elastooptycznych, dużego względnego opóźnienia
składowych promieni, należałoby stosować grube warstwy elastoptyczne. Nie jest to
jednak możliwe z dwóch powodów

a. Efektu umocnienia konstrukcji przez warstwę elastooptyczną [9]
b. Nierównomierności rozkładu odkształceń wzdłuż grubości warstwy [10].
Efekt wzmocnienia zmusza do wprowadzenia pewnych współczynników korekcyjnych

przy obliczaniu odkształceń konstrukcji. Wartość tych współczynników została podana
między innymi w pracach [15] [14].

Nierównomierność rozkładu odkształceń na grubości warstwy zaczyna odgrywać
istotną rolę wtedy gdy badana konstrukcja nie znajduje się w płaskim stanie naprężeń

8 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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lub gdy różni się współczynnik Poissona warstwy i konstrukcji. Różnice te występują
w szczególności przy badaniu konstrukcji z materiałów anizotropowych. Nierównomier-
ność rozkładu odkształceń wzdłuż grubości warstw pojawia się też przy badaniu stref
plastycznych. Obserwowany efekt elastooptyczny w tym przypadku jest pewnym uśrednie-
niem co w niektórych przypadkach może prowadzić do znacznych błędów. Uwzględnienie
tego efektu jest trudne i wymaga indywidualnej analizy w każdym przypadku. Ograniczenie
grubości stosowanych warstw sprzyja zmniejszeniu tego rodzaju błędów. Szczególnie
stosując metodę skośnego prześwietlania należy pamiętać, że wyniki mogą być poprawne
tylko wtedy gdy warstwa elastooptyczna znajduje się w płaskim stanie naprężenia.

Dość często przy badaniu np. powłok mamy do czynienia z nałożeniem się stanu
zginania ze stanem błonowym. Dochodzi wtedy do ciągłej zmiany kierunków głównych
wzdłuż grubości warstwy. W pracach [11] [12] zaproponowano metodę wyznaczania od-
kształceń przy założeniu, że skręcanie kierunków głównych jest równomierne wzdłuż
grubości warstwy,

Przy stosowaniu metody skośnego prześwietlania na skutek istnienia gradientu naprężeń
wzdłuż normalnej do płaszczyzny warstwy może również powstawać błąd w wyniku
zmiany kierunków głównych. Wielkość tego błędu została oszacowana w pracy [13].

Autorzy niniejszej pracy zaobserwowali, że przy skośnym prześwietlaniu warstwy
na skutek dyfuzji wody z atmosfery do płyt z żywicy epoksydowej Epidian 5 pojawia się
pewien wstępny efekt elastooptyczny analogiczny do efektu brzegowego. Wynika to z faktu,
że dyfuzja następuje na wszystkich powierzchniach warstwy [18] [20]. Na pojawienie się
tego efektu może też mieć wpływ sposób odlewania płyt. W rezultacie mamy w warstwie
pewien wstępny zmieniający się wzdłuż grubości rozkład odkształceń. Stan ten nakłada się
na stan odkształceń wynikających z odkształceń konstrukcji powodując skręcanie kierun-
ków głównych wzdłuż grubości warstwy. Stan ten nie ujawnia się w przypadku prześwietla-
nia normalnego natomiast przy prześwietlaniu skośnym odgrywa istotną rolę. Wynika
stąd konieczność sprawdzenia warstwy elastooptycznej przed obciążeniem zarówno
w świetle przechodzącym normalnie jak i skośnie.

W pracy przedstawiono metodę analizy przemian strumienia światła w polaryskopie
do badań metodą warstwy elastooptycznej. Przedstawiono też układ pozwalający na ba-
danie w świetle przechodzącym skośnie przy wykorzystaniu zwykłego polaryskopu bez
konieczności dodatkowego wyposażenia. Omówiono też zalety i wady układu w porówna-
niu z układem standardowym.

Zbudowanie modelu matematycznego do analizy przemian strumienia światła w pola-
ryskopie pozwoliło na wyjaśnienie szeregu przyczyn powstawania błędów pomiarów,
szczególnie przy zastosowaniu metody skośnego prześwietlania.

Przedstawione wyniki pochodzą z prac wykonanych w ramach problemu węzłowego
05.12 „Wytrzymałość i optymalizacja konstrukcji maszynowych i budowlanych" ko-
ordynowanego przez IPPT PAN.
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P e 3 IO M e

METO.Ii; HAKJIOHHOrO ITPOCBEtlHBAHHfl ctOTOynPYTHX nOKPLITHft

B pa6oTe npeflcraBJieHa MaTeiwaTHMecKaa MOflenB AJIH aHajiim acjitbeKTOB, noHBJiHioiirHXCH Bcne-
pa3JHMHft B KOHCTpyKIlHH IIOJIHpHCKOnOBj HpHMeHHeMfelX B MeTOfle (bOTOynpyrHX nOKpfclTHH

MOfleJIŁ riO3BOJIHJia BbWCHHTB pflfl npjJiIHH OUIH60K H3MepeHHft, EtejIBK) KOTOpblX SBJlHeTCH pa3^e-
fletpopMariHH. FjiaBHbie npeHwymecrBa sToro cnoco6a COCTOHT B KcnoJiB30BaHHH cxaHflapiHoro

narmpncKona 6e3 flonoJiHHTejiLHbix ycrpoHCTB vi B BO3MO>HHOCTH nonyiHib
C

S u m m a r y

OBLIQUE INCIDENCE IN PHOTO-STRESS METHOD

Paper presents mathematical model permitting analysis of the effect of different type of polariscopes
in photo-stress method. This model enable pointing out errors in oblique incidence method. New technique
of photo-stress measurement to separate strains is also described. Its principal advantages are that only
standard photo-stress equipment is needed and results obtained by this method are more reliable.
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Politechnika Śląska w Gliwicach

Streszczenie

W pracy sformułowano jedno z możliwych ujęć zadania syntezy układów mechanicz-
nych w reprezentacji grafów. Rozważono układy dyskretne złożone z elementów Voigta
lub Maxwella. Wykazano, że w zadaniu syntezy istotne znaczenie mają dwa typy szczegól-
nych 2-drzew grafu będącego obrazem struktury połączeń układu mechanicznego. W za-
kończeniu pracy podano algorytm syntezy dyskretnego układu mechanicznego z elementami
Voigta.

1. Wprowadzenie

W wielu dziedzinach nauki i techniki opracowuje się metody oraz algorytmy syntezy
układów fizycznych różnych typów.

Zadanie syntezy drgającego układu mechanicznego można ująć następująco: na pod-
stawie siłowej lub prędkościowej funkcji przejścia układu należy podać strukturę połączeń
oraz wartości liczbowe wszystkich parametrów układu. W tak sformułowanym zadaniu
korzystnie jest zastosować model układu w reprezentacji grafów. Są one, jak również
i hipergrafy [3, 8], wygodnym sposobem opisu struktury połączeń elementów układu
mechanicznego.

W odróżnieniu od prac [1], [2] używane grafy są obciążone, z założenia, wagami w po-
staci wielomianów. Funkcje przejścia, o których mowa powyżej można przedstawić w po-

A-z,

die Di rfiEOi

gdzie di — z-drzewo, Dt — pewne zbiory /-drzew grafu układu mechanicznego, i = 1,2;
w(') — pewne wyrażenia- przypisane /-drzewom, z — wielkość przypisana pewnej krawędzi

1 } Profesor Instytutu Podstaw Konstrukcji Maszyn
2 ) Asystent Instytutu Matematyki
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grafu. Wyrażenia L, M można przedstawić i obliczać wieloma sposobami, np. za pomocą
funkcji jednoczesności i funkcji wyznacznikowej [1, 2, 8].

W niniejszej pracy scharakteryzowano zbiór D2, czyli zbiór 2-drzew istotnych w pro-
cesie syntezy dla pewnej klasy układów mechanicznych określonych w rozdziale 2.

Definicje takich pojęć, jak układ mechaniczny [2], funkcja przejścia [4, 8], graf, cha-
rakterystyki grafu [5], liczba strukturalna, działania na liczbach strukturalnych [2, 6, 8]
przyjmujemy za znane.

W modelowaniu układów mechanicznych za pomocą grafów istotne znaczenie odgry-
wają pewne zbiory grafów częściowych danego grafu, a mianowicie drzewa i 2-drzewa
[8, s. 37].

Definicja 1. Niech X = [LJf, 2X, 3X] jest grafem. Oznaczamy ^A"] = nx, ^-drzewem
grafu X, k = 1,2, ..., rti, nazywamy graf częściowy o n1— k krawędziach nie tworzących
cykli ani pętli, 1-drzewo nazywamy drzewem.

2. O rozważanych układach mechanicznych

W pracy będziemy rozważać układy dyskretne, liniowe, o skończonej liczbie stopni
swobody n, z elementami o modelach Teologicznych Voigta lub Maxwella. Elementy
mają niezmienne w czasie własności mechaniczne oraz są niezorientowane, tzn. zmienna
jest przekazywana przez dany element w ten sam sposób niezależnie od zwrotu zmiennej.

Na układ, na który nałożono więzy holonomiczne, obustronne, działają wymuszenia
siłowe. Przy tych założeniach w procesie syntezy układu poszukujemy struktury funkcjo-
nalnej układu mechanicznego U w postaci modelu Teologicznego według schematu Voigta
lub Maxwella, spełniającej empiryczną postać funkcji przejścia K(p) postaci:

gdzie:
/, m, r, seNu {0}; at, g-t, e R; p e C; N, R, C oznaczają odpowiednio zbiory liczb

naturalnych, rzeczywistych i zespolonych.
Funkcja przejścia K(p) układów stabilnych spełnia następujące warunki [4, 7]:
2.1. Funkcja K(p) nie ma biegunów dla takich p, że Re(//) > 0 oraz jeżeli ma bieguny

na osi urojonej, to są one pojedyncze o urojonych residuach.
2.2. Funkcja K(p) nie ma zer dla takich p, że Re(p) > 0.

3. Klasa grafów układów mechanicznych

W prezentowanej metodzie strukturę połączeń dyskretnego układu mechanicznego U
przedstawiamy w postaci grafu biegunowego X, mocno spójnego, którego krawędziom
przyporządkowujemy poszczególne charakterystyki układu [9, s. 96]. Wtedy można
mówić o równoważności X^ U a graf biegunowy X, czyli trójka: graf abstrakcyjny
oraz para funkcji opisujących, zapisujemy w postaci:

(2) X=[X,J,J],
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gdzie: X = [tX,2X,3X] J e s t grafem abstrakcyjnym, czyli trójką zbiorów XX— zbiór
wierzchołków, tX—zbiór krawędzi, 3X—relacja incydencji, 3X <= xXx 2Xx XX, nato-
miast funkcje xf, 2f definiujemy następująco:

(3) ifhX->\xS,iSl,
(4) tf-.iX -+ [N, Z],

Z = {miP2,biP, ct}, i = 1,2,... to zbiór wag krawędzi będących sztywnościami dyna-
micznymi, iS,2S — para wielkości fizykalnych charakteryzujących układ U.

Z uwagi na to, że graf X układu będziemy przedstawiali bez krotnych krawędzi1', to
przypisane im wagi w ogólnym przypadku mogą być wielomianami o postaci z{ = m(p

2-f
+bip+ct. Zauważmy, że grafy dyskretnych układów mechanicznych posiadają wyróżniony
wierzchołek xx0 reprezentujący układ odniesienia oraz n wierzchołków j# f , i«- 1,...,?»
reprezentujących masy, z tym że w układach z elementami Maxwella, a więc z szeregowo
połączonymi sprężynami i tłumikami występują jeszcze tzw. wierzchołki przegubowe.

Stopień incydencji wierzchołka xx0 reprezentującego układ odniesienia dla układów
mechanicznych z elementami Voigta wynosi n+n\ gdzie n' oznacza ilość krawędzi czynnych
reprezentujących wymuszenia.

W dalszym ciągu będziemy rozważać układy z jednym wymuszeniem siłowym ri — \,
ponieważ dla układów rozpatrywanych w tej pracy spełniona jest zasada superpozycji.

Przyjmujemy, że krawędź reprezentująca wymuszenie łączy wierzchołek odniesienia

tx0 z pierwszym wierzchołkiem txt reprezentującym masę mx. Jest to jedyną parą wierz-
chołków grafu połączona dwoma równoległymi krawędziami. Graf częściowy Xb złożony
wyłącznie z krawędzi biernych jest grafem zwykłym .(w sensie Korzana [5]).

Graf X układu traktujemy jako obraz geometryczny liczby strukturalnej A, dzięki
temu siłową funkcję przejścia K(p) można wyrazić za pomocą funkcji jednoczesności

( *l A +ł A \ i *\ A \

-rr, —— oraz funkcji wyznacznikowej det \-^-\ liczby strukturalnej A [2, 8].
cl di I z \ól J

Mamy wówczas: '

det(
z \

dA

W
gdzie 2( jest wagą krawędzi łączącej wierzchołek odniesienia !X0 z wierzchołkiem jX|

• reprezentującym badaną odpowiedź drgającego układu mechanicznego.
Tak więc krawędzie „ 1 " oraz „/" reprezentują odpowiednio wymuszenie siłowe i od-

powiedź układu. W tych rozważaniach przyjmujemy, że są one skrajnymi krawędziami
grafu układu mechanicznego (rys. la).

W rozważanych grafach, które muszą być planarne [2] mogą jeszcze występować
krawędzie spn ężeń.

Przykładowo na rysunku 1 będzie to krawędź 4.
W interpretacji grafów składniki licznika funkcji K(p), wyrażonej wzorem (2), są
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2-drzewami grafu X (rys. lc). Znaki funkcj i jednoczesności określa się na podstawie prze-
ciwobrazu geometrycznego liczby strukturalnej A, graf dualny do X jest przeciwobrazem
liczby A. Tylko grafy planarne posiadają graf dualny.

Krawędzie łączące wierzchołek odniesienia oraz wierzchołki reprezentujące masy
będziemy nazywali krawędziami masowymi. Z rozważań o postaci grafu wynika, że wszyst-
kie współczynniki jednomianów funkcji jednoczesności mają ten sam znak (plus) bowiem
krawędzie „ 1 " oraz „i" są incydentne (układ ma tzw. strukturę trójnikową). Ze struktury
trójnikowej wynika również następujący warunek na funkcję przejścia

(6) O ^ \K(p)\ < 1 dla peR.

b)

2 drzewo : typu QX 0

3 6

typu0Xn

Rys. 1

4. O postaci 2-drzew w syntezie drgających układów mechanicznych

O ile zawsze określamy zbiór wszystkich drzew grafu jako modelu układu mechanicz-
nego, to w zbiorze 2-drzew będziemy interesowali się szczególnym ich podzbiorem. Zgodnie

-rr . -TT-1 jest sumą algebraiczną jedno-
ol di I

mianów odpowiadających takim 2-drzewom grafu X, których kolumnowa reprezentacja

występuje równocześnie w liczbach -r-r- oraz-^rr-. Innymi słowy interesują nas tylko te
2-drzewa, które stają się drzewami grafów zredukowanych Xt oraz X( powstałych z grafu
X przez zwarcie końców odpowiednio krawędzi 1 oraz i,

Te szczególne 2-drzewa charakteryzuje następujący lemat.
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Lemat 1. O postaci 2-drzew grafu biegunowego będącego modelem układu mechanicz-
nego.
Założenia: X— graf reprezentujący układ mechaniczny dyskretny składający się z elemen-
tów Voigta.
A — liczba strukturalna taka, że graf X jest obrazem geometrycznym.

dA dA
Teza: szczególne 2-drzewa reprezentujące kolumny liczby -37-n-^T- są dwu typów:

Xa — dwudrzewa, które nie zawierają krawędzi masowych. Jedna składowa spójności
rozpięta jest na wierzchołkach masowych (jest drzewem grafu generowanego przez
wierzchołki masowe), druga jest zdegenerowana, tworzy ją izolowany wierzchołek

Xjj — dwudrzewa, których obie składowe spójności zawierają krawędzie. Do jednej skła-
dowej należą wierzchołki leżące pod krawędziami sprzężenia i wierzchołek odniesienia.
Do drugiej składowej spójności pozostałe wierzchołki reprezentujące masy. Krawędzie
należące do obu składowych spójności tworzą drzewa podgrafów rozpiętych na odpo-
wiednich zbiorach wierzchołków.

dA dA
Dowód: szczególne 2-drzewo Xa reprezentuje kolumnę liczby strukturalnej — - n — —,

bo operacja zwarcia końców krawędzi 1 oraz i prowadzi do powstania grafów XL oraz
Xi o ilości wierzchołków o jeden mniejszy niż w grafie -STOÂ I = \XĄ = n1 — 1), a krawę-
dzie tego 2-drzewa tworzą teraz graf częściowy spójny grafów przekształconych Xt oraz
Xi, bez pętli i cykli, o «x—2 = \Xi\ — l = \Xx\- 1 krawędziach, czyli drzewo grafów Xt

oraz Xi. Ponieważ grafy Xt oraz Xt są obrazami geometrycznymi liczb - ^ - oraz -7—

więc kolumna złożona z numerów krawędzi 2-drzewa znajdzie się w obu tych liczbach.
dA BA

Szczególne 2-drzewo Xp, reprezentuje jedną z kolumn liczby ^ r n ^ " > bo zwarcie

dwóch składowych spójności wierzchołkami przynależnymi do różnych składowych nie
powoduje powstania cyklu i prowadzi do powstania spójnego grafu częściowego XL, Xi
grafów przekształconych Xx oraz Xt w zależności od zwarcia krawędzi a mianowicie

zwarcie ,, , zwarcie
0 krawędzi 1° krawędzi i

Mamy lĄ Î = \Xt\ oraz XltXi posiadają zbiór krawędzi ponumerowanych tymi samymi
liczbami naturalnymi, mają więc taką samą reprezentację kolumnową (rys. 2).

Liniami podwójnymi zaznaczono 2-drzewo Xp grafu X (rys. 2a), drzewo Xt grafu Xy

(rys. 2b) i drzewo Xt grafu X% (rys. 2c). W 2-drzewie Xp nie może być również drogi z wierz-
chołka !•*<, do txt ani tx„, bo po zwarciu krawędzi 1 lub /powstałby cykl, czyli otrzymany
graf częściowy nie byłby drzewem grafów X^ lub Xt .Q

Mając na uwadze powyższy lemat można wykazać, że siłowa funkcja przejścia K(p}
układów z elementami Voigta musi spełniać następujące warunki:

4.1. m e parzystych,

4.2. 2<Km-r\,
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a)

b)

x,

IlsWodowa
spójności

Rys. 2

xn-1 1xn

4.3.

4.4.

4.5. ale nie może być f = s = r.

Wykażemy, przykładowo niektóre z nich:'
4.1. Wartość drzewa składającego się z krawędzi masowych zawiera składnik mltn2 •••

... m„pz", ponieważ czynnika o wyższej potędze niż pltt nie ma, więc maksymalny stopień
mianownika funkcji K(p) m — 2ru

4.2. Stopień licznika / = 2 realizuje się w układzie, którego graf przedstawiono na
rys. 3.

Pi A 7\ A

Zauważmy, że liczba strukturalna-^-- <^-~r- ma tylko jedną kolumnę. Licznik funkcji

K{p) jest więc postaci c1c2, •••, <?„_! • zt. Waga z, jest wielomianem stopnia drugiego więc
i = 2.

Stopień / = m—l jest zrealizowany w układzie o grafie przedstawionym na rys. 4.
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Z lematu o postaci 2-drzew wynika, że 2-drzewo zaznaczone na rysunku 4 podwójnymi

[iami reprezentuje jedną z kolumn liczl

składnik m2m3 ... w»-i • bsm,,p2(n-^+1.

SA dA
liniami reprezentuje jedną z kolumn liczby -jr-n-^-, a więc licznik funkcji K(p) zawiera

Rys. 3 Rys. 4

Nie ma innego składnika, w którym byłoby więcej krawędzi masowych, przeto / =

Pozostałe warunki 4.3 - 4.5 można analogicznie wykazać.
Dla układów o elementach Maxwella warunki dla siłowej funkcji przejścia przyjmują

postać:
4.1. n = 1 = * m = 3,
4.2. 3 n < m < 5 n - 3 dla n > 2,
4.3. m-2n m a x +2 ^ / ̂  m-2,
4.4. I zmienia się co 2,
4.5. s = nm!,x+l,
4.6. r = n m a i ,

gdzie:
«maX — największa liczba naturalna « spełniająca warunek 4.2.

5. Algorytm syntezy dla układów mechanicznych dyskretnych z elementami typu Voigta

Na podstawie danej funkcji przejścia K{p) należy podać graf układu mechanicznego
oraz wartości wszystkich jego parametrów.

Funkcja K(p) musi spełniać warunki 2.1, 2.2, zależność 6 oraz warunki 4.1 -4.51'.
Jeżeli funkcja nie spełnia warunków 4.1 -4.5, to oznacza, że nie można znaleźć układu
składającego się z elementów Voigta realizującego tę funkcję, co nie wyklucza możliwości
zbudowania układu składającego się z innych elementów.

Po skonstruowaniu grafu obciążonego układu mechanicznego wyznaczamy liczby

strukturalne potrzebne do dalszych obliczeń a w szczególności A,

dA BA

8A dA BA
61 ' dl ' di oraz

dl- rv di •

Następnie tworzymy układ równań przyrównując at, gt do odpowiednich wyrażeń
zapisanych za pomocą funkcji działających na liczbę strukturalną A, czyli porównujemy
u dla elementów Voigta
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wzory (1) i (5). Otrzymamy ir = l-sĄ-p-r+2 równań. Metodę rozwiązywania układu
równań takiej postaci można znaleźć np. w pracy [1]. Musi być wtedy spełniony dodatkowo
warunek:

5.1. in>h,

gdzie i„ — ilość niewiadomych poszukiwanych parametrów układu. Warunek 5.1 pociąga
za sobą następującą nierówność

5.2. m S* 6.

Podany teraz sposób rysowania grafów obciążonych układów mechanicznych, których
wykładniki transmitancji spełniają warunki

m > 6, m e zbioru liczb parzystych,

2 < / < -— +1 oraz warunki 4.3—4.5.

1° Rysujemy n± wierzchołków, nx = — + 1 . Jeden z nich tx0 traktujemy jako wierzchołek

odniesienia, pozostałych — wierzchołków reprezentuje masy układu.

2° Łączymy krawędziami wierzchołki masowe tXi z wierzchołkiem odniesienia ,,x0 i do-
łączamy krawędź wymuszenia (łączy pierwszy wierzchołek masowy 1xl z wierzchoł-
kiem odniesienia). Przypisujemy wagi postaci rriip2 kolejnym krawędziom masowym.

3° Dla zapewnienia wykładnika / krawędziom łączącym wierzchołki reprezentujące masy
nadajemy wagi bp lub c. Wagę bp nadajemy 1—2 razy, pozostałym krawędziom przy-
pisujemy wagi c. Dla różnych konfiguracji takiego przyporządkowania mamy różne
układy mechaniczne.

4° Dla zapewnienia w liczniku wykładnika s wagi postaci bp zmieniamy na bp + c. Możemy
również zmienić wagę krawędzi /-tej na tnp2 + bp, mp2 + c lub mp2+bp+c, tak aby
suma minimalnych stopni wykładników p wielomianów Z\ oraz odpowiadającego
2-drzewu o największej ilości wag postaci bp + c była równa s.

5° Dla zapewnienia wykładnika r uzupełniamy teraz wagi krawędzi masowych o składniku
bp, c lub bp + c. Krawędzie masowe nie wchodzą do żadnego 2-drzewa reprezentującego

kolumnę liczby -T-r-n-^r-, więc wartości /ani śnie zmienimy. Aby na podstawie danego

grafu można było prowadzić dalsze etapy syntezy musi być spełniony warunek doty-
czący ilości parametrów układu /,,, /„ ̂  l—s+p — r+2. Do niektórych wag krawędzi
masowych można jeszcze dodać składniki bp lub c tak, aby powyższa nierówność

była spełniona. Możemy to przeprowadzić bowiem dla s = 0, r = 0, / = -— + 1 , mamy

, m „ 3
ir — m—r+l—s+2 = m + -~- + 3 = — -m + 3,

L=~m-2.
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Zauważmy, że dla m > 6, in > ir. Jeżeli /, s lub r zmienia się o 1, to ubywa również po
jednym parametrze układu i nierówność też jest zachowana.

Przykład
Narysować graf układu realizującego funkcję przejścia w postaci :

flóP6+ci5p
5Ą- ... +a1p+a0 '

Dla funkcji (7) warunki 4.1 - 4.5 są spełnione. Załóżmy, że K(p) spełnia również warunki

2.1, 2.2, 3.1. Z postaci funkcji przejścia (7) wynika, ż e m = 6 , / = 3, s = l , r = 0. Ozna-

cza to, że liczba wierzchołków grafu wynosi \X\ = — + 1 = 4. N a rysunku 5 przedsta-
Z,

wiono kolejne etapy rysowania grafu i przyporządkowania jego krawędziom wag.

a) . . b)O
1*1

1*0

1-2=3-2=1
Jedna krawędź otrzymuje wagę
postaci bp.

Waga drzewol2,5,6)zawiera skład-
nik qcjc^ .czyli r= 0.
Mamy i.. = 8 , ir- =10-

b3p

5 : 1 ^(minimalny wykładnik pwz;)+
•(minimalny wykfodnik p w wodze

2- drzewa (5,61, czyli 0)-

Po zmianie wag krawędzi 2,3 mamy:
in=11. ir = 10, Czyli in >ir-
Wykładniki m.l.r.s nie uległy zmionie.

Rys. 5
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Przedstawiony sposób jest możliwy do stosowania dla układów o małej liczbie stopni
swobody, ponieważ na każdym etapie istnieje kilka możliwości przyporządkowania wag
i dlatego sposób ten jest trudno algorytmizowalny.
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P e 3 K) M e

O KJIACCAX 2-AEPEBBEB B CHHTE3E flHCKPETHBIX MEXAHKHECKHX
CHCTEM

B paSoTe cdpopiwyjnipoBaHa oflHa M3 BO3Mo>Ktibix 3a,ąaM CHHTe3a MexaHHqecKHX CHCTeiw npeflcra-
rpacbaivra. PHJJ, paccywcfleioifi npencraBJieH fljin n.HCKpeTHt>ix CHCTOW, COCTOHIUHX H3 3JieMeH-

TOB <J>oiirra H MaKCBejuia. JJoKasaHO3 *rro B aap.aMe CHirreaa cymeciBeHHoe 3HaMeHHe HiweioT flBa THiia
oco6wx 2-flepeBbes rpatpa, HBjiHiomerocH H3o6pa>KeHHeM CTpyKTypw CBH3H MexaHH^ecKoii CHcreMbi.
B KoHije pa6oibi npe^cTaBJieH anropH(J)M cHHTe3a flHCKperaoii ciicTeiwbi c sJieiweHTaMH ^of t r ra .

S u m m a r y

ON THE CLASSES OF 2-TREES IN THE SYNTHESIS OF DISCRETE MECHANICAL
SYSTEMS

In the paper a formulation of the problem of synthesizing mechanical systems has been proposed.
The discussion refers to discrete mechanical systems composed of Voigt's and Maxwell's elements. It has
been proved that in the problems of synthesis two types of 2-trees graphs (the images of joint structure
of mechanical systems) play an important role. An algorithm of the synthesis of discrete mechanical systems
with Voigt's elements has been given.

Praca została złożona w Redakcji diia 23 grudnia 1980 roku.
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OPTYMALNE KSZTAŁTOWANIE BELKI TRÓJ WARSTWOWEJ
W PROCESIE USTALONYCH, HARMONICZNYCH DRGAŃ
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R. A. Di TARANTO [1] wyprowadził równanie różniczkowe drgań wolnopodpartej
belki trójwarstwowej (typu „sandwich"), w której warstwa wewnętrzna posiada liniowe
własności lepkosprężyste (moduł zespolony) pełniąc rolę elementu tłumiącego drgania..
Drgania wymuszone takiej belki analizowano w [2]. W obu wymienionych przypadkach
była to belka o stałej grubości i stałej szerokości. W niniejszej pracy uogólniono równanie
podane przez Di Taranto na przypadek belki o dowolnie zmiennej wzdłuż osi szerokości
b{x) (rys. 1). Dla takiej belki sformułowano zagadnienie optymalnego kształtowania [3],

Rys. 1

(optymalnego doboru funkcji b(x)) ze względu na minimum (zdefiniowanej dokładnie
niżej) amplitudy harmonicznych drgań wymuszonych. Problem rozwiązano w oparciu
o zasadę maksimum PONTRIAGINA [4]. Przedstawione wyniki otrzymano na drodze obliczeń
numerycznych przeprowadzonych na EMC.

1. Równania różniczkowe ruchu

Podobnie jak w [1,2] założymy, że warstwy zewnętrzne są idealnie sprężyste o modu-
łach Younga Et i E3, zaś warstwa wewnętrzna posiada liniowe własności lepkosprężyste
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charakteryzujące się zespolonym modułem Kirchoffa G*{a>) - G1(w) + iG2(oi), (co —
częstość drgań wymuszonych). Pomijamy wpływ naprężeń ścinających w warstwach
zewnętrznych na poprzeczne ugięcie belki. Zakładamy, że przemieszczenia poprzeczne
wszystkich warstw są identyczne. W związku z tym, warstwa wewnętrzna podlega tylko
odkształceniu postaciowemu. Przyjmujemy, że nie ma poślizgów między warstwami.
Rysunek 2 przedstawia zakładaną deformację elementu belki podczas drgań poprzecznych.

-dx-

JL

L ł

Rys. 2

Przekrój A — C przechodzi w A' — C, B — D w B' — D'. Siły osiowe w zewnętrznych
warstwach wynoszą odpowiednio

^ - , (2)

gdzie Ux i U3 są przemieszczeniami wzdłużnymi. W warstwie wewnętrznej, zgodnie z przy-
jętymi założeniami siła osiowa nie występuje. Na podstawie warunku równowagi sił osio-
wych w całym przekroju belki

2\+Ą«0, (3)

otrzymujemy
du3 Ei/ij diit

stąd
dx

u3 =

dx '

-u,.

Zależności geometryczne (rys. 2) prowadzą do związków

(4)

(5)

(6)
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Oddziaływanie warstwy środkowej na warstwy zewnętrzne ogranicza się do sił stycznych
(rys. 3). Warunek równowagi elementu warstwy 1 prowadzi do związku

dx
Z drugiej strony mamy

b(x)r12 =
Fx '

(7)

(8)

gdzie T 1 2 jest naprężeniem stycznym w warstwie środkowej. Lepkósprężystość warstwy
środkowej zdefiniowano przez

gdzie if G jest operatorem całkowym [5]
i

= Gr
xF(t)+ { G(t-x)^— dr, (10)

J O T ••
— DO

-dx-

warstwa 1
element warstwy 2

warstwa 2

Rys. 3

w którym G jest funkcją relaksacji oraz G, modułem zrelaksowanym. Biorąc pod uwagę
(1), (8) i (9) otrzymujemy

(U)

gdzie £t?zl jest operatorem odwrotnym do i ? c . Po uwzględnieniu (4), związek (5) prowadzi
do równania

w którym

k =

k
d'

Et

E3

1

1
ydb(x)

-E3/13

h3 '

a
dx

(12)

Moment zginający w całym przekroju belki (rys. 4b) wynosi

9 Mech. Teorct. i Stos. 1—2/82
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II, h,

1 + Z1)dF1 + J (2h2-d+h3-Z3)dF3,

a)
..1 l»i

ośobgfctno cołośri J

b)

Rys. 4

gdzie całkujemy po całej powierzchni przekroju danej warstwy oraz gdzie 6 jest odległością
warstwy I do osi obojętnej całej belki (rys. 4a) oraz zt, z3 są współrzędnymi określającymi
odległość danego punktu przekroju do osi obojętnej określonej warstwy (rys. 4a). Ko-
rzystając z

v)dz3,

/ zidzt = 0;
ft.

-ht

1

wyrazimy moment zginający w całym przekroju wzorem

(13)

Na podstawie równania belki jednorodnej

d2M 82w

w którym M oznacza moment zginający, w jest przemieszczeniem poprzecznym, q(x, t)
jest obciążeniem zewnętrznym oraz Q jest masą na jednostkę długości, otrzymujemy
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gdzie m = 2(h1Q1 + h2Q2 + hiQ3), oraz Qt, Q2, g3 są gęstościami odpowiednich warstw.
Ponieważ

0 l l
dx'

więc równanie (12) przyjmuje postać

Równanie (14) i (15) stanowią poszukiwany układ równań różniczkowych opisujących
ruch trójwarstwowej belki. W przypadku b(x) = const układ ten można sprowadzić
do jednego równania 6-go rzędu [1, 2].

2. Warunki brzegowe

Mamy do określenia 6 warunków brzegowych na końcach belki (dla x* — 0 i x* — L).
Mogą to być warunki:

1. w(x*, t) = O, lub J 1 ^ - — = 0, (16)

2. M(x*, t) = 0, lub 8M(**' ° = 0, (17)

oraz warunki dotyczące przemieszczeń i sił wzdłużnych w przekrojach warstw zewnętrz-
nych:
3. Gdy warstwy zamocowane są tak, że ich końce nie mogą się przemieszczać w kierunku
osiowym to

«i(x*, t) = 0. (18)

4. Gdy \varstwy«ewnętrzne nie są ze sobą sztywno połączone; w związku z czym na końcu
może wystąpić tzw. „ukosowanie" (rys. 6), to

* ^ i > - 0. - (19)

Rys. 5
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5. Gdy warstwy zewnętrzne są na końcach sztywno ze sobą połączone (rys. 7), skutkiem
czego nie występuje „ukosowanie", to y>(x*, t) = 0, czyli (patrz (11))

8
dxl i ~ (20)

Rys. 7

3. Sformułowanie problemu optymalizacji

Problem optymalizacji zostanie sformułowany dla stanu ustalonego drgań belki, wy-
muszonych harmonicznie zmiennym obciążeniem

q(x, t) = q(x~)eimt. (21)

3.1. Równania stanu. Drgania wymuszone rozpatrywanej belki można przedstawić
w postaci

Równania (14), (15) prowadzą wtedy do układu
[a.(0u" + w')]"-p2aii = p(x),

( 2 3 )

w którym wprowadzono wielkości bezwymiarowe
x = x/L, u = UL/L, W = w/L

a(x) = b(xL)/d

* T C Im J ^ ^ ' * A l i

G*

oraz G* jest modułem zespolonym. Przedstawiając zespolone rozwiązanie układu (23)
oraz wymuszenie w postaci w = wt+iw2; u = u1 + iu2, p = Pi + ip2 oraz dokonując
podstawień:

>'9=W'1,
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otrzymujemy układ równań różniczkowych pierwszego rzędu, nazywanych dalej równa-
niami stanu

y'2
1

y's =

1
a

y* = - /
1
a

(24)

gdzie

W dalszej części ograniczymy się do rozpatrzenia belki wolnopodpartej (rys. 8) z dwoma
wspomnianymi sposobami połączenia warstw zewnętrznych na końcu. Oznaczymy te

rnrTI
7w/,

przypadek A

przypadek B

Rys. 8

przypadki przez „ A " i „B"- Warunki brzegowe odpowiadające wymienionym przypadkom
wyrażają się następująco:
Przypadek „ A "

yM = yM = yd1) = y»(D - o,
ys(0) = y6(0)-= j ; s ( i ) = y6(}) = o, (25A)

= o.
Przypadek „ B "

= y2(o) - yi(i) - y*0) - o,
(25B)

= 0.

3.2. Sformułowanie problemu. Sformułujemy problem optymalizacji w sposób następujący:
Określić funkcję a(x), spełniającą warunki ad < a(x) < ag, gdzie atf i at są danymi ograni-
czeniami (górnym i dolnym) oraz warunek

i

*(*)<**= «0, (27)
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dla której funkcjonał
i

J * f (yl+yl)dx, (28)
o

osiągnie wartość minimalną.
Tak sformułowany problem, przy spełnieniu równań stanu (24) i warunków brzegowych

(25A) lub (25B), jest typowym zagadnieniem optymalnego sterowania [4]. Funkcją ste-
rowania jest tutaj funkcja a(x) opisująca kształt belki. Warunek (27) jest warunkiem
izoperymetrycznym (zadana z góry objętość). Funkcjonał (28), zwany funkcją celu określa
uśredniony wzdłuż długości kwadrat amplitudy drgań belki.

Do rozwiązania niniejszego problemu zastosujemy zasadę maksimum Pontriagina.
Warunek izoperymetryczny (27) uwzględniamy przez zmodyfikowanie funkcjonału (28)

(29)

Mnożnik Lagrange'a A dobiera się tak aby był spełniony warunek (27). Po wprowadzeniu
zmiennej

X

yo = f(y\+y22+M)dx, (30)
o

otrzymujemy dodatkowe równanie
yJ-.yJ+j>2 + A«, (31)

wraz z warunkiem
yo{0) = 0. (32)

Dzięki temu funkcjonał (29) można zapisać bardzo prosto jako

h = yo(i). (33)
Utwórzmy hamiltonian

12

(34)

gdzie/} oznaczają prawe strony równań (24) i (31), a fj są rozwiązaniami układu równań
sprzężonych

v'J=~Wi' I " = 0 ' 1 ' - > 1 2 ' < 3 5 )

spełniających warunki brzegowe, określone na podstawie warunków transwersalności
oznaczają wariacje).

12

= 0. (36)

Biorąc pod uwagę (33) oraz wykorzystując związki jo(O) = 0 (na podstawie (32)) i tp'Q =
= 0 otrzymujemy najpierw y0 — —I- Po wykorzystaniu warunków brzegowych (25A)
i (25B) i przyrównaniu do zera pozostałych współczynników stojących przy niezależnych
wariacjach otrzymujemy:
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Przypadek A
V3(0) = vuCO) = ViO) — V4O) = O»
V7(0) = y>8(0) = V7(l) = VsO) - O,

= Vio(0) — y>9(V) = Vio(l) = 0.
Przypadek B

/clV>3(0)+/c2V9(0) - kin(G)+k2yj10(0) <=> 0,

= V>s(O) = V7(l) = V8(l) = 0 , ;

Równania sprzężone oraz hamiltonian (po opuszczeniu wyrazów niezależnych od a)
przyjmują postać . / ' . • = , • '

(37A)

(37B)

1
0<x

= -vs.
(38)

H ( a ) = - - J - (39)

gdzie

y =

G2 = ni
Zgodnie z zasadą maksimum wg której optymalna funkcja spełnia warunek

otrzymujemy:

H ( a u p t ) = sup

Dla AT>0 i Y>0
a.„ gdy a* > a,,
a* gdy ad ^ a* < rt„
<xd gdy a* < atf,

gdzie a* =

W przeciwnym wypadku

(40)

a, gdy H(«a) >
ad gdy
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4. Obliczenia numeryczne

Przedstawiony problem sprowadza się do nieliniowego zagadnienia brzegowego w skład
którego wchodzą równania (24), (38) wraz z warunkami (25A) lub (25B) i (37A) lub (37B).
Nieliniowość jest wynikiem związków (40), które należy podstawić w miejscu a(x) do rów-
nań (24) i (38). Rozwiązywanie problemu tego typu wymaga stosowania metod numerycz-
nych. Przedstawione niżej wyniki otrzymano po zastosowaniu metody kolejnych przybli-
żeń [6]. Proces iteracyjny rozpoczyna się od przyjęcia pewnej funkcji a^x) jako pierwszego
przybliżenia funkcji optymalnej, rozwiązania kolejno zagadnień brzegowych (24), (25A)
lub (25B) i (38), (37A) lub (37B). Na podstawie otrzymanych rozwiązań, opierając się na
(40) określamy nowe przybliżenia <x2(x). Iteracja zostaje zakończona, jeżeli osiągnie za-
daną dokładność £, tj. jeżeli spełniona będzie nierówność

f ( 2 ( ) i { ) ) ^ e.
o

Zaletą przedstawionej metody jest to, że na każdym etapie iteracji rozwiązujemy liniowe
zagadnienie brzegowe (dzięki danej w sposób jawny funkcji oc(Jć)), przy czym wystarczy
osobno rozwiązać najpierw równania stanu a następnie równania sprzężone. Rozwiązania
równań stanu wchodzą do równań sprzężonych jako niejednorodności. Obliczenia prze-
prowadzono na maszynie CYBER 72 w oparciu o program napisany w języku FORTRAN.
Do rozwiązania liniowych zagadnień brzegowych zastosowano program biblioteczny
o nazwie LINBVP (MATHSCIENCE LIBRARY), oparty na metodzie sprowadzenia
liniowego zagadnienia brzegowego do zagadnienia początkowego [7].

5. Wyniki obliczeń

Przedstawione wyniki otrzymano przy następujących danych:
oc0 = 20; ocB = 40; ad m 10
fei = 2; k2 = 0.01
6> = 4.167 x l0- 4 ; 7 = 4 x 1 0 * ;

Przyjęto obciążenie stałe na całej długości belki

Pl(x) = 10-3; p2(x) s 0

Dla zbadania wpływu wielkości tłumienia w warstwie wewnętrznej na optymalny
kształt przeprowadzono obliczenia dla całkowitego braku tłumienia (g2 = 0) oraz przy
wielkości g2fgi — 0,5.

Określono optymalny kształt belki dla obu przypadków (A i B) zamocowania końców
oraz dla trzech wartości 0: 0.02, 0.2, 1. Na rys. 9 przedstawiono optymalne kształty belki
dla przypadku „A" z uwzględnieniem tłumienia, odpowiadającego podanym wartościom /?•
W tabelach podano liczbowe wartości funkcji a0Pt(-*) w różnych punktach belki oraz
wartości ugięć )>i{x) z yz{x) dla belki optymalnej. Dla każdego przypadku określono
stosunek wartości funkcjonału (28) określono dla belki o stałej szerokości /(a0) do war-
tości minimalnej J(a0[ll).

Na rysunku 10 przedstawiono analogiczne wyniki odpowiadające przypadkowi „B"-
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10.:

(3 = 0,02 J [ c x o j / J (<xopt|=1.07

5

10

20

-f-
1

X
0,0
0,1

0,2

0,3
0.4
0.5

ot x)

10.00
U 92
20,71

2123
2435
24,68

ytxicr3
0,00
0,48
0.87

1,17
1,35

1,(1

y2x10<I

O.0D

- 0 j 0 5

- 0 , 1 0

- 0 . 1 4

- 0 , 1 7

- 0 . 1 7

X

0.0
0,1
0 2
0.3
0.4
0 5

ot(x)
40.00
40,00
13,80
13,11
12.92
12,87

yiX10'3

0.00
0.94
1,84
2,58

3.06
3,23

y2xi0"3

0 00
-0,44
- 0 85
-1,18

-1.47

o=o; J(a0), ,40

X

0,0
0.1
02
0.3
0.4
0,5

alx)
10.00
10,00
10,00

10.00
40.00
40,00

y^lO-4

0 000
-0,080
- 0.089

- 0,447
-0,711
-0,811

y?*10"Ł

O.000
-0,009
-0,012

-0,007
-0.000,

0,002

0=1.0 J(a0l/J(oto p t)=2,22

Rys. 9

(3=0,02 J(ct0]/j(cO=i,17

0=0,2 J(a0l/j(o(Opi)=1l23

13=1.0 J(ao)/Jlacp|l=2,80

Rys. 10

X

o.o
0.1
0.2
0.3
0,4
0,5

a(x)
3603
1B.68
11,27
17.78
23.31

25,13

yi x i o y

0,000
0,093

0.235
0,370
0.457
0.486

y2*1ff4

opoo
-0.010
-O.OŁ3
- 0,087

-OJ21
-0,133

X
0,0

0,i
0.2
0.3
0.4
0,5

a(x)
10.00

22 47
12.26

15.S6
19,86
21,10

yi xiO"3

0.000

0.1U
0.238

0.464
0.582

0,624

y2x10Ł

0,000
-0.018-
-0.067

-0,132
-0,184

-0,203

X
0.0
0.1
02
0,3
0.4
0,5

<x(x)
10.00
10.00
10.00

10.00
40.00
40,00

yi xiO"4

0.000
0.026

- 0.124
- 0,437

- 0.675
-0.768

yzx10«
0,003
0.234
0.564
0.780

0.565
- 0 W B
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6. Wnioski

1) Optymalny kształt zależy od częstości wymuszenia. „Działanie" optymalnego
kształtu polega jak widać na odpowiednim przesuwaniu najbliższych częstości rezonanso-
wych w taki sposób, aby zapewnić minimum amplitudy drgań wymuszonych.

2) Na podstawie przeprowadzonych obliczeń stwierdzono, że tłumienie w warstwie
wewnętrznej (w rozpatrywanych przypadkach podparcia i obciążenia) nie ma zauważal-
nego wpływu na optymalny kształt.

3) Istotny wpływ na optymalny kształt, przy niektórych częstościach wymuszenia
wywiera sposób połączenia warstw zewnętrznych na końcu belki.
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Praca została wykonana w ramach tematu węzłowego 05.12 „Wytrzymałość i optymalizacja konstrukcji
maszynowych i budowlanych", koordynowanego' przez IPPT PAN.

P e 3 IO M e

OnTHMAJIBHOE <E>OPMHPOBAHHE TPEXCJIOftHOft BAJIKH B IIPOUECCE
YCTAHOBHBIIIHXCfl, rAPMOtttMECKHX BBIHyaCJIEHHblX KOJIEBAHHft

B pa6oTe BbiBefleHbi fl:ncb<bepeHUHaJM>Hbie ypaBHeHHH KOJieSamiił TpexcnoftHoS 6EJIKH (sandwich)
c nocTOflHHoił TOJimHHoft cjioeB H npoH3BOJiŁHo nepeiweHHoft iimpHHe. JJjra TaKoft 6ajn<H 4>opMyjiHpyeTca
Bonpoc onTHMajiŁHoro noflSopa 4>VHKUHHJ onpeflejunomefi iiiHpjnry 6ajiKn H3-3a MHHHMyjwa ycpe/;HeH-
Horo B^ajiŁ fljiHHbi KBaflpaia aMnnirryflbi rapjwoHHqecKHX BbiHywfleHHtix KOJie6aHHfi.
4)HpoBaHne BHyxpeHHero cjioa (KOMnnencHaa moflyjib) peiueHa npo6jieM8j onapaacb Ha
MaKCHMyMa FIoinpHrHHa H npHMeHeHHH 3BIHM.

S u m m a r y

OPTIMAL DESIGN OF THE THREE-LAYER SANDWICH BEAM UNDER STABLE
HARMONICAL EXCITATION

For the triple-layer sandwich beam, with the constant, thickness and variable width of the layers, the
differential equations have been derived. The problem of optimal choice of the beam width, based on the
minimum of the mean square value (along the lenght) of amplitude of forced harmonica! vibrations, has
been formulated.
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Taking into consideration dampoing in the inner layer (complex modulus) and basing on Pontriagin's
principle the problem has been solved with the aid of computer.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 czerwca 1980 roku.
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1. Aktualny stan zagadnienia

Przyjęcie wydłużalności osi łuku prowadzi do jakościowo innych zagadnień w proble-
matyce badania stateczności w porównaniu np. do łuków będących w stanie bezmomento-
wym (1), gdzie przez utratę stateczności rozumie się wystąpienie stanu giętnego. Wyróż-
niając w łukach o osi wydłużalnej stan deformacji statycznej oraz badając nałożone na
niego małe, liniowe drgania można wyznaczyć krytyczne wartości obciążenia i równo-
cześnie typy utraty stateczności (bifurkacja, przeskok).

Forma utraty stateczności zależy od sposobu podparcia, kształtu osi łuku, wydłużal-
ności jak również samej wyniosłości.

W ostatnim czasie zagadnienia krytycznego i pokrytycznego zachowania się łuków
są przedmiotem coraz intensywniejszych poszukiwań. SCHREYER i MASUR [13] w oparciu
o metody energetyczne rozważają kryteria utraty stateczności łuku pryzmatycznego obcią-
żonego stałym ciśnieniem gazu. DICKIE i BROUGKTON [3] rozważają łuk obciążony radialnie.
Praca ma charakter teoretyczny i doświadczalny. Wykorzystując energetyczną metodę
badania stateczności stosowaną w [13] autorzy przeprowadzają porównanie otrzymanych
rezultatów z danymi doświadczalnymi. Bifurkacja luków wyniosłych z uwzględnieniem
wydłużalności osi jest rozpatrywana przez DYMA [4]. Utracie stateczności oraz pokrytycz-
nemu zachowaniu się łuków kołowych poddanych równomiernie rozłożonemu obciążeniu
o nie zmieniającym się kierunku działania, poświęcony jest rozdział książki DYMA [5].
Również BRUSH i ALMROTH [2] rozważają stateczność kołowych pierścieni. Analiza za-
chowania się liniowo-sprężystego łuku kołowego, przy założeniu hipotezy płaskich prze-
krojów i przyjęciu nieliniowości geometrycznej badana jest przez SCHMIDTA [9, 10, 11, 12].
Podstawą analizy jest opis łuku poprzez układ sześciu równań różniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzędu. Praca [12] zawiera ponadto przegląd literatury poświęcony temu za-
gadnieniu poczynając od 1884 r. PLAUT [8] analizuje stateczność ciągłych elementów
konstrukcyjnych (pręty, łuki) obciążonych niezależnie działającymi obciążeniami typu
konserwatywnego jak i niekonserwatywnego, lecz w zakresie statycznego kryterium utraty
stateczności [1]. Z nieliniowego równania stanu wyróżnia się równania opisujące stan
zerowy (stan statycznego ugięcia w procesie obciążenia), wyboczenie oraz stan pokry-
tyczny. Obok wspornika rozpatrzono kołowy łuk utwierdzony przegubowo, obciążony
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pionowo trzema siłami skupionymi. Zbadano wpływ niedokładności przyłożenia siły
skupionej. KORNISZYN i ISAKBAJEWA [6] rozważają zachowanie się powłok kołowych
o stałej grubości z uwzględnieniem warunku stateczności. Podana jest analiza form utraty
stateczności.

Celem obecnej pracy jest zbadanie stateczności pryzmatycznych łuków z materiału
liniowo-sprężystego poprzez analizę małych, liniowych drgań nałożonych na stan sta-
tycznego, nieliniowego ugięcia. Na przykładzie łuku kołowego zostanie przedstawiony
związek między formami drgań, a formami utraty stateczności.

2. Geometrycznie nieliniowe sformułowanie zagadnienia. Wyprowadzenie równań ruchu.

2.1. Związki geometryczne, prawo fizyczne. Rozpatrzmy łuk nieodkształcony w kartezjań-
skim układzie współrzędnych (rys. 1), którego równanie osi środkowej ma postać:

x = / cos <9(£)d£,

y -

gdzie kąt 0 mierzony jest między osią OX, a styczną do osi łuku w punkcie s. Związek

y

\8+d9

Rys. 1 Rys. 2

między elementem długości łuku ds, a zmianą kąta dO pokazano na rysunku 2. Krzywizna
łuku oraz związki między wersorami n, r zdefiniowane są następująco:

1 dO dn , , dr
ds = -kn. (2)

Niech tak opisany łuk ulegnie odkształceniu (rys. 3).
Promień wodzący dowolnego punktu s przed odkształceniem r oraz po odkształceniu ?*
związane są z przemieszczeniem u następująco:

r*(ś) = Ks)+u(s), (3)
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przy czym zachodzą następujące związki:

= r*—ds*

—— = A*r*s gdzie A\ dr*
ds

k* =
d&*
ds*

dr*
~ds*

(4)

Rys. 3

Odkształcenie osi środkowej łuku e0 w dalszym ciągu będzie rozumiane w sensie
miary Cauchy'ego jako:

ds*~ds
ds -Al-1. (5)

Odkształcenie e warstwy łuku odległej o z w kierunku normalnej od osi środkowej (rys. 4)
może być zapisane:

(R*-ż)d0*-(R-z)d&
6(2) =

Korzystając z (4) i (5) otrzymujemy:

1

(R-z)

-• —Tg- {s0+zl(l+e0)k*-k]}.

(6)

(7)

W układzie współrzydnych (?,H) związanym z osią nieodkształconą, przemieszczenie
u zapiszemy:

u— vt+wn. (8)

Z (3) i (4) otrzymujemy:

co)?* = (l+ii'+kw)T+(w'-kv)n. (9)
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Korzystając z rozkładu wektora T* W bazie (T,/J) otrzymujemy z (9) następujący
•układ równań:

(l + £o)cos(6>*-<9) = \ + v'+kw,

- ( 1 - £0)sin(6>*-6>) = w ' - t ó .
(10)

Rys. 4

Po podniesieniu stronami do kwadratu równań (10) i dodaniu otrzymuje się następu-
jący związek między odkształceniem osi środkowej e0 i składowymi przemieszczenia v, iv:

e0 — — 1 + y (I + v'+kw)2 + (iv'— kv)2 . (11)

Wprowadzając oznaczenie:

• fy = <9*-0,
zapiszemy związek między zmianą kąta 0, a składowymi v, w w postaci:

w — kv
= —arctg

+ v'+kw
Jeśli oznaczymy:

to odkształcenie (6) można zapisać:

e(z) =

. zaś naprężenie (zgodnie z prawem Hooke'a)

a(z) -
l+/cz '

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Należy zauważyć, że w elementarnej teorii zginania łuków na ogół przyjmuje się n =
= k* — k (pomijając e0 we wzorze (14)).

2.2. Równania ruchu. Po podstawieniu (16) do wzorów określających siły uogólnione:

(17)
M= -JJ ozdA,
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A A

(gdzie N oznacza siłę podłużną, M — moment zginający) otrzymamy następujące zależ-

• ••N=EAsó-EIiOk(-e>ok4xy,\'

gdzie [15]: " „/ v ' \ / ' . A , v ; '

.C - t-i.-S + t V . l+:fczV\) ( O ' . ; .:•..

Korzystając z (13), (14) i (18) otrzymujemy następujące równania (po rozwiązaniu ze
względu na v\ w', y ' ) : ."'-•' '••• =• "•'.

v = fcw(l)+^k

w1 = -

- < I ( 1 9 )

, .Równania ruchu układu wyprowadzimy z zasady'prac przygotowanych. Warunkiem
koniecznym i wystarczającym równowagi układu/poddanego więzom ustalonym (tzn. nie-
zależnym od czasu), jest równość zeru sumy prac, wirtualnych sił.działających, na układ
(z uwzględnieniem sił bezwładności) .. , . . ^. .... •,, ,."... '. *

dL~0^ . . . •: v (20)

gdzie d W jest sumą prac przygotowanych, sił Vtewnętt?ipych;, 9L zaś sumą prac przygoto-
wanych sił zewnętrznych.

Pracę wirtualną sił wewnętrznych i zewnętrznych obliczamy z równań:

d W = / / f a u d stj dV m, J (ftS e0 -W&k)ds,
v 5 / •'•'•• A ••• i.

przy czym w pracy sił zewnętrznych pomijamy prac^.pomdntu pochodzącego od bez-
władności obrotu przekroju poprzecznego łuku. Całkując przez części wyrażenie (21)
oraz korzystając z równań (18) i (11) otrzymujemy: : •• ';-.j ' "• w - ł ł ^ w i w £

; - •

o

10 Mech. Teoret. I Stos. 1—2/82
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oraz

ÓL = / {[(f T)-QAV]ÓV+ [(/• n)-QAw]6wds. (23)
o •o

i 5)Posługując się (20) (wobec dowolności wariacji dv i 5w) otrzymuje się:

Ń * 'w = 0,
^ A . . . * A A A - _ i } (24)

sm v> ~ 6 cos v) — (Ncosv+Qsinv)' — (/• T)+gAw = 0,
g d z i e . . . • , . . ,

M' = _ ( l + eo)Q. (25)

Scałkowane wyrazy dają warunki brzegowe do tych równań:

-M6y\'o - 0,

[(Ńcosy>+Qsmy))óv]\'0 = 0.

Wprowadzając nowe zmienne zależne JV, 3C:

otrzymamy z (19) i (24-25) układ cząstkowych nieliniowych równań różniczkowych
opisujących nieliniowe drgania łuku sprężystego:

»' = — kw— (1—cosv»)+£ocosy>,

• - . ; w* = kv—siny— e0siny,

V "" "JB/20
 C°' (28)

/(/•' _ Ł.^"
%/r —• — K i * —

M ' = -
gdzie

e0 =-=rT"(*/^C0SV"~":^"smV~'c-'^)> (^)

z warunkami brzegowymi:
(Mdy>)\'0 = 0,
(JT<5H-)|'O - 0, (30)

- 0.

3. Analiza stanu nieliniowego statycznego ugięcia, liniowych drgań i stanu krytycznego.

Wprowadźmy do.równań stanu rozwinięcia zmiennych stanu, parametrów określa-
jących odkształcenie osi środkowej łuku i obciążenie zewnętrzne, pozwalające na zbadanie
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małych drgań nałożonych na statyczne ugięcie lub zbadanie form utraty stateczności:

v(s, t) = vo{s)+svi(s, t)+ ...
w(s, 0 = WoW+sfitCs, 0 + •-

Mis, i) m M0(s)+eM1(s, 0 +
q(s) =

gdzie: (/• T) == £; (f-n) = p; s — mały parametr który może być zdefiniowany nastę-

pująco: e =
Zerowy człon tego rozwinięcia opisuje statyczne'ugiecie łuku, które jest dane przez

następujący układ niejednorodnych, nieliniowych równań różniczkowych pierwszego
rzędu:

v'o = kw0 — ( 1 — c

(32)
l 2 0

Ji o

gdzie

Do układu (32) dołączymy warunki brzegowe:

OI'o = 0 ;

3.1. Opis liniowych drgań luku nałożonych na stan statycznego ugięcia. N a nieliniowe statyczne
ugięcie łuku nakładamy małe liniowe drgania. Z (28) i (31) po podstawieniu:

i — Jr
lexp(icot), (34)

otrzymujemy układ równań
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M
=~
EI20

(35)

z warunkami brzegowymi:
' ^ o ) ^ 0,

W o ) ! ^ 0,

• (Jr
odvi+jVldvo)]l

o = 0.

Równania (35) będziemy nazywać dalej równaniami stanu. Rozwiązanie równań stanu (35)
zależy od rozwiązania (vo(x), wo(x),y)Q(x),^'o(x),^'o(,x),Mo(xy) układu (32).

4. Analiza zachowania się obciążenia zewnętrznego

4.1. Obciążenia konserwatywne, i) ciągłe obciążenie zewnętrzne na jednostkę długości
osi x.

Na rysunku 5 przedstawiono schemat obciążenia o danej intensywności g(x) na jed-
nostkę długości x.
Elementarna siła dF liczona w kartezjaóskim układzie współrzędnych (x, y) ma współ-
rzędne:

dF(0, -g(x)dx). (37)

Rys. 5
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Natomiast wektor f <— dFjds obciążenia zewnętrznego ma postać:

/(O, -£(s)cos0(s)). (38)

Składowe (p, q) tego wektora, liczone względem lokalnego układu odniesienia (n, r)
można zapisać:

<l = ( / ' ? ) = —g[x(ś)]sin&(ś)cos©(s) = q0,
— (39)

P = (/• n) = g[x(s)]cos2<9(s) = po.
Obciążenie takie prowadzi do samosprzężenia układu (35).

ii) stały kierunek obciążenia w przestrzeni.
W tym przypadku składowe (p, q) dadzą się zapisać:

ą— (/• T) = gA:[j(s)]sin@(s)cos6>(5)—gy[x(s)]sin0(s)cos@(s)5

P - (/• «) - gx[y(s)]sm2e(s)+gy[x(s)]cos20(s) ( 4 O )

iii) intensywność obciążenia zmienia się w określony sposób.
Jeśli przyjmiemy obciążenie zewnętrzne w postaci:

/ = f(s, r, r',u) =fi(s,~r,r', u)r+f2(s, r, f', u)n , (41)

to prowadzi ono do samosprzężenia układu równań stanu w przypadku gdy obciążenie
/ posiada potencjał V(s, r, i', u) tzn. \

gdzie V{s, ~r, f, w) oznacza dowolną funkcję.
4.2. Obciążenia niekonserwatywne. i) stałe ciśnienie zewnętrzne na jednostkę długości osi

nieodkształconej.
Oznaczając stałe, zewnętrzne, ciśnienie działające na jednostkę długości osi nieod-

kształconej przez p — po — const, można kolejno: wektor / oraz jego składowe (q,p)
w bazie (n, T) zapisać:

/ = p(s*)«* = pon*,

? = ( / * ' ?l = Po(«* ' T) = Posinip, (43)
. p = (/• r} = p0Cl* • h) m J)0COSy.

Rozwijając składowe (p,q)w szereg:
q = p0siny)0+p0cosy)0eipi+ ...

(44)
p = p c o s v P s m v 6 V +

otrzymujemy następujące człony tego obciążenia:

q0 = i

które nie prowadzą do samosprzężenia równań stanu (35).
ii) stałe ciśnienie na jednostkę osi odkształconej (ciśnienie rzeczywiste).
W tym przypadku elementarna siła dF - pods* • n*. Wektor/można zapisać:

(46)
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zaś jego składowe (j>, g):

<1 ==(/'?) = po(l + £o)sinv,

- P ~ (f'") =
korzystając z (31) i (34) otrzymujemy po przekształceniach

q = p 0 ( l + £0o)sin^o + £[(l 0 o ) y o V i V o o i ] P o »
(48)

/5 = pQ(l+e00)cosy>0 + e[— (l + e oo) s i r i yoVi+ c o s Vo £ Qi]po+ ....

Z (48) wynikają następujące składowe obciążenia:

Po = Po( + o o ) y 0 5

(49)

gdzie

«oi = ST

Pełny schemat klasyfikujący 27 różnych sposobów zachowania się obciążenia z uwagi
na:
•— aktualny kierunek obciążenia
— prostą działania obciążenia
— intensywność obciążenia
został opracowany wspólnie z J. Skrzypkiem i zamieszczony w jego pracy [12].

5. Przykład. Łuk kołowy.

5.1. Równania opisujące statyczne ugięcie oraz małe, liniowe drgania luku. Rozpatrywać będzie-
my sprężysty łuk kołowy o długości /, promieniu R, obustronnie sztywnie zamocowany,
obciążony stałym ciśnieniem hydrostatycznym p0 liczonym na jednostkę długości osi nie-
odkształconej (tzn. ciśnienie pozorne). Przyjęcie) takiego ciśnienia podyktowane było
względami numerycznymi i jak wynika z porównania wzorów (49) (ciśnienie rzeczywiste)
i (45) (ciśnienie pozorne), nie prowadzi do zasadniczych zmian ilościowych z uwagi na
nierówności: s0Q <̂  1 oraz e01 «$l.

Wprowadzając następujące zmienne bezwymiarowe i oznaczenia:

x = s/f, v% = vall, wg = wo/f,

R*A0 Po
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gdzie
Q — gęstość materiału
E — moduł Younga, Ao, IQ — oznaczają pole powierzchni przekroju poprzecznego oraz

jego moment bezwładności w punkcie x0 zdefiniowanym tak aby Ao I — V (objętość
łuku)

równania opisujące statyczne ugięcie łuku mają postać:

wg' = ~evo-(l+eoo)simpo,

(51)

Mg' = -
gdzie

A = Ao0(x); ho = /o/C*); fm =$"; v = 1, 2, 3,
(52)

0 — bezwymiarowy przekrój poprzeczny łuku.
Do równań (51) dołączamy następujące warunki brzegowe wynikłe z obustronnego sztyw-
nego utwierdzenia:

«*(0) = 0, wJ(0) = 0, vg(0) = 0,
«8(i/2) = o, vS(i/2) = o, • jrso/2) = o.

Warunki te odpowiadają symetrycznej formie ugięcia. Z (35) otrzymuje się następujące
równania stanu:

vf, =

w},' = - C T } ' , -

(53)

Aff/ = -

z warunkami brzegowymi:
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a) antysymetryczna forma drgań (/ = 1)

^^(0) — 0, wfi(0) - 0, fh(fy - 0,

wfi{l/2) = 0, yK"ifi(l/2) =a 0, M^t(l/2) = 0,

b) symetryczna forma drgań (i = 2)

w|2(0) = 0, w?2(0) = 0, v*2(0) = 0,

w?2(l/2) = 0, V'izC1/2) = °> ^hO-l?) = 0.
5.2. Związek między drganiami, a formami utraty stateczności. W celu zbadania statecznego za-

chowania się łuku całkowano numerycznie równania statycznego ugięcia (51) z warunkami

brzegowymi (52). Otrzymane rezultaty dla wyniosłości s — 1,571 i —~ = 1/100 przedsta-

wiono na rysunku 6. Punkt b (rys. 6) odpowiada krytycznej wartości obciążenia dla którego

(54)

(55)

70
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Aol

30
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10'

1. [ho/l =i/3)o:=0.0i0000000
2. <lyl=i/MoC=0.005208110
3. (iyI =1/8) a=0,00130 2053
/.. (h./Ui/B)c<=0,000S33333
5. (h0/l=1/2O)a=O,00O208333
6. lh0/t=VW3a=Q,000008333

h c

a r o 535o 0200 osSo 0355̂  0,350 0/D0
wod/2)

Rys. 6

0500

następuje utrata stateczności przez przeskok. Gałąź (b—c) odpowiada niestatecznemu
zachowaniu się łuku, z uwagi na formę symetryczną wyboczenia. Zbiór krzywych w funkcji
parametru a zestawiono na rys. 6. W celu określenia obciążenia krytycznego odpowiadają-
cego bifurkacji rozpatrzono małe, liniowe drgania nałożone na stan statycznego ugięcia
wyznaczony z rozwiązań równań (51) z warunkami (52). Wykreślono zależność między
wartościami kwadratów częstości antysymetrycznej Df i symetrycznej Qs, a ugięciem
wo(l/2) w środku łuku. Odpowiednie wartości otrzymano całkując numerycznie równania
stanu (53) z warunkami (54) dla antysymetrycznej lub (55) dla symetrycznej linii ugięcia.

Dla -j- * 1/100 otrzymano krzywe przedstawione na rysunkach 7 i 8.

Krzywe te wspólnie z krzywą z rysunku 6 charakteryzują zachowanie się łuku pryzmatycz-
nego. Ze wzrostem siły, ugięcie wo(l/2) rośnie, zaś częstość Qs maleje (gałąź (a—b)).
W punkcie b (siła krytyczna) następuje przeskok na gałąź d lub niestateczne przejście po
gałęzi (b—c) (Qs pozostaje wtedy ujemne). Począwszy od punktu c cala gałąź (c—d)
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odpowiada statecznemu zachowaniu się łuku (ze względu na wyboczenie symetryczne).
Dla drgań antysymetrycznych gałąź (e—f) odpowiada statecznemu zachowaniu się łuku.
Punkt f odpowiada bifurkacji. Gałąź (f—h) charakteryzuje niestateczne zachowanie się

I 1 I I I V O
-400 -200 200 400 600 800 1000 1200 ttOU1600 1800

n A ,n s

Rys. 7

2000:

Rys. 8

łuku. Obszar stateczności pojawia się dopiero na gałęzi (h—g). Odpowiednie obszary
stateczności i niestateczności, przeskok oraz bifurkacja mogą być również dobrze zilustro-
wane w innym układzie współrzędnych (rys. 8). Dla parametru -j- - 1/100, 1/10, 1/4

analogiczne wykresy zestawiono na rys. 9, 10, 11, 12, 13, 14.
h

Jak widać z rysunku 11 i 12 dla.-y- = 1/10 nie występuje utrata stateczności przez bifur-

h

kację (QA > 0). Zaś dla —• = 1/4 w ogóle nie jest możliwa utrata stateczności, ani poprzez

bifurkację (gdyż QA > 0), ani poprzez przeskok ponieważ Qs > 0.
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Rys. 12
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6. Zakończenie

Przedstawiona koncepcja -wyróżnienia stanu nieliniowego, statycznego ugięcia z równo-
czesnym nałożeniem na niego małych, liniowych drgań oprócz swej funkcji prowadzącej
do badania stateczności może być wykorzystana do optymalnego kształtowania łuków
o osi wydłużalnej. s •'

W zakończeniu pragnę również wyrazić wdzięczność doc. dr. hab. inż. Antoniemu
Gajewskiemu za pomoc w wykonaniu tej pracy. / !
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P e 3 K> M e

AHAJIH3 yCTOftrHBOCTH nPH3MATH^IECKHX BAJIOK C ! PACnDKHBAEMOfł
OĆEfit ..,- • '

eTCH 3dj(araa ycrroifaHBocTH ripiraMaumecKinc apoK, B KOTOPHX ynoipeSjineTCH pacra-
OCH (HC npHHHMaercH BO BHHMaHHe 6e3MOMeHTHoro COCTOHHHH). BbiBefleHfci TOTOwe ypaB-

ABH>KeHHSi, a noTOM BWBefleHO HejiHHeHHoe- cocToaHHej Ha Koropoe HaKJiaflUBaeTCH
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KOJieGaHHH, HT06bI nOJiyWHTB BO3M0JKH0CTE yUHTHBaHHH yCTOfirHBOCTH HJIH flJIfl 6HĆJ)yp-
Kai(Hi1 HJIH flJia nepecKOKa. ^ H c n e H H w e pe3yjiBTaTbi nojiy^iHJiHCb ffnn Kpyrjiofi a p x a

S u m m a r y

STABILITY ANALYSIS OF EXTENSIBLE PRISMATIC ARCHES

The stability problem of a prismatic curved rod in which an extensibility of an rod axis and a bending
state are taken into account, is discussed. The linear vibrations are imposed on the deformed state
in order to analyse the buckling problem either by a bifurcation or by a snap-through aprouch. Appropriate
results for a circular arch under external pressure are provided.

Praca została złożona w Redakcji dnia 27 stycznia 1981 roku.

Praca wykonana została w ramach problemu węzłowego 05.12 pt. „Wytrzymałość i optymalizacja kon-
strukcji maszynowych i budowlanych".

11 Mech. Teoret. 1 Stos. 1—2/82
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STATECZNOŚĆ EULEROWSKA PRĘTÓW PRZEKŁADKOWYCH
Z RDZENIEM O ZMIENNEJ CHARAKTERYSTYCE

PIOTR A. W R Z E C I O N I A R Z (WROCŁAW)

1. Wstęp

Pojawienie się tworzyw o zmiennych własnościach umożliwiło otrzymanie konstrukcji
przekładkowych z rdzeniami o zmiennej charakterystyce [1]. Dotychczas rozważono
utratę stateczności płyty przekładkowej z rdzeniem o celowo zróżnicowanych na grubości
własnościach wytrzymałościowych [2]. Przedstawiono metodę określania sił krytycznych
grubych płyt przekładkowych w przypadku lokalnej formy utraty stateczności [3]. W ba-
daniach doświadczalnych [4, 5] wykazano, że zastosowanie rdzenia o zmiennej gęstości
powoduje wzrost sił krytycznych fałdowania nawet o 68% w stosunku do płyt przekładko-
wych z rdzeniem o stałej charakterystyce, przy tym samym ciężarze obu rodzajów płyt.

Praca niniejsza uzupełnia dotychczasowe o przypadek wyboczenia eulerowskiego pręta
przekładkowego z rdzeniem o zmiennej na grubości charakterystyce wytrzymałościowej.
Analizuje się swobodnie podparty pręt poddany działaniu jednokierunkowego obciążenia
ściskającego przyłożonego w płaszczyźnie okładzin. W celu wykazania korzyści związanych
ze stosowaniem tego typu konstrukcji porównuje się wartości sił krytycznych prętów
o stałych i zmiennych charakterystykach rdzenia.

2. Analiza mechanizmu utraty stateczności

Rozważany pręt przekładkowy (rys. 1) charakteryzuje się rdzeniem o zmiennej na gru-
bości gęstości pozornej. Tworzywo o największej gęstości pozornej, a więc i najwyższych
własnościach wytrzymałościowych, znajduje się bezpośrednio przy okładzinach.

Rys. 2 przedstawia przekrój poprzeczny tego pręta. Jak wykazały badania [2, 4, 6]
zmiany w tworzywie mają charakter ciągły, przy czym istotne różnice występują jedynie
w cienkich zewnętrznych warstwach rdzenia, natomiast jego warstwa środkowa charakte-
ryzuje się własnościami stałymi. Można więc w rdzeniu wyodrębnić trzy warstwy: dwie
cienkie zewnętrzne o grubości t, charakteryzujące się podwyższonymi i zmieniającymi się
własnościami wytrzymałościowymi oraz wewnętrzną o własnościach stałych.

Utrata stateczności w kierunku osi y (rys. 2) jest mało prawdopodobna z uwagi na
znaczną sztywność okładzin zginanych w swej płaszczyźnie. Wyboczenie pręta może
nastąpić w kierunku osi z. Ponieważ sztywność rdzenia w kierunku osi x, w tym i jego
warstw zagęszczonych jest mała w porównaniu ze sztywnością okładzin, więc się ją po-
wszechnie pomija. Jest to równoznaczne założeniu, że rdzeń nie przynosi naprężeń po-

1 1 * i
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dłużnych, które w całości przynoszone są przez obie okładziny. Powszechnie też przyjmuje
się, że w cienkich okładzinach naprężenia normalne mają rozkład liniowy na grubości t,
natomiast naprężenia ścinające są równe zeru. Tak więc utrata stateczności związana
będzie ze zginaniem obu okładzin, obu warstw zagęszczonych oraz warstwy środkowej.
Obok zginania występować będzie, charakterystyczne dla konstrukcji warstwowych,
ścinanie rdzenia, który przenosi całkowitą siłę poprzeczną. Naprężenia ścinające występu-
jące we wszystkich warstwach rdzenia nie mogą być pominięte, gdyż mają one duży wpływ
na zachowanie się konstrukcji przekładkowych.

Rys. 1. Wyboczony pręt przekładkowy.

Rys. 2. Przekrój poprzeczny pręta przskładkowego z rdzsniem o zmiennej charakterystyce.

W rozważanych prętach rdzeń połączony jest z okładzinami na całej ich powierzchni.
W przypadku rdzeni o zmiennej charakterystyce nie jest możliwe stosowanie technologii
spieniania „in situ" między okładzinami. Tak więc połączenie elementów składowych
konstrukcji może odbyć się przez klejenie. Z uwagi na stosowane obecnie kleje, charakte-
ryzujące się znaczną elastycznością, można przyjąć, podobnie, jak w pracy [3], założenie
upraszczające o istnieniu poślizgów na granicy okładzin i rdzenia.

: . 3. Obciążenia krytyczne

Obciążenia krytyczne określone zostaną dla pręta swobodnie podpartego na obu
końcach. Czyni się przy tym następujące założenia wynikające z p. 2 lub też. powszechnie
czynione w przypadku rozważania konstrukcji warstwowych:
-»- utrata stateczności pręta, o jednostkowej szerokości b, następuje w zakresie sprężystym,
— na pręt działa równomierne obciążenie ściskające Px przyłożone na końcach pręta
.. i przenoszone w całośei przez obie okładziny,
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— wszystkie warstwy pręta są sprężyste i izotropowe, ., '.
— dopuszcza się występowanie poślizgów na granicy okładzin i rdzenia,
— rdzeń składa się z dwóch jednakowych warstw zewnętrznych o grubości t, oraz jednej

warstwy wewnętrznej o grubości 2c,
— każda cienka warstwa zewnętrzna rdzenia ma własności wytrzymałościowe równe

średniej arytmetycznej własności ekstremalnych w niej występujących.
Ostatnie z przedstawionych założeń sprowadza w zasadzie rozważany pręt przekładko-

wy do pręta o trójwarstwowym rdzeniu. Jak wykazały cytowane badania [2, 4, 6] zewnętrz-
ne warstwy rdzenia o zmiennej charakterystyce mają niewielką grubość w stosunku do
grubości warstwy środkowej. Ponadto w warstwach tych uzyskuje się własności o różnym
trudnym obecnie do uchwycenia, charakterze zmian. Przyjęcie uproszczonego modelu,
identycznego z przedstawionymi w [2, 3], zawęża oczywiście uniwersalność przedstawio-
nych rozważań.

Całkowite ugięcie wyboczonego pręta (rys. 1) jest sumą ugięć częściowych, z których
wg pochodzi od zginania, natomiast ws od sił poprzecznych występujących w rdzeniu.

w = w , + w s . (3.1)

Na podstawie klasycznej teorii gięcia można napisać, że

d2w M

g d z i e : • • :• • •

B jest sztywnością na zginanie.
Od sztywności poprzecznej S zależy ugięcie wa

dX ,„ -.
- ^ - , , (3.3)

przy czym

8X x dx1

Równanie (3.1) można więc przedstawić w postaci

Pamiętając o tym, że M = P • w można napisać

d2w Px-w
~dx2~ B

lub po przekształceniach
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Dla warunków swobodnego podparcia pręta na obu końcach mamy

x = 0 w = 0

x = / w = 0

Oczywiście powyższe warunki brzegowe odnoszą się tylko do sumy ugięć w, a nigdy
do wg lub ws oddzielnie. Rozwiązanie równania (3.7) przy założonych-warunkach brzego-
wych przyjmuje ostateczną postać

' P.t. - P'p (3.8)

Siła eulerowska PE określona będzie zależnością

PE = - ^ B (3.9)

Przed przystąpieniem do dalszych rozważań przyjmuje się, że n — 1, gdyż wówczas otrzy-
muje się najmniejszą wartość siły wybaczającej.

W sztywności na zginanie B (3.9) uwzględnić należy zginanie obu okładzin, obu warstw
zagęszczonych oraz warstwy środkowej

B = Et-Jt+Er-Jr + Ec-Jc. (3.10)

Odpowiednie momenty bezwładności oblicza się jedynie względem osi środkowej pręta,
gdyż sztywności na zginanie okładzin i warstw zagęszczonych liczone według własnych
osi są pomijalnie małe dla rozważanego przypadku (cienkie okładziny, cienkie warstwy
zagęszczone). Moment bezwładności okładzin określa zależność:

(2tr+2c)3

12 12
lub

2, = ~l(t+tr+c)3-(tr+cy]. (3.12)

Analogicznie moment bezwładności warstw zagęszczonych wyniesie

2 „

Moment bezwładności warstwy środkowej

J (3.14)

Uwzględniając zależności 3.10-f-3.14 siła eulerowska określona może być równaniem

P {~ { E t [ ( t + t r + c ) ( t r + c y ] + Er[(tr + c ) - c ] + E c c 3 } . (3.15)

Siła Ps, związana z efektem przekładkowym, uwzględnia ścinanie we wszystkich fragmen-
tach rdzenia, zarówno tych o stałej, jak i zmiennej charakterystyce. Jak wiadomo jest
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ona równa iloczynowi powierzchni przekroju rdzenia A oraz modułu sprężystości po-
przecznej G.

S = A-G (3.16)
Dla rozważanego pręta przekładkowego otrzymamy

P, = 2-c-b-Gc + 2-tf-b-G, (3.17)
Dla pręta o jednostkowej szerokości można oczywiście napisać

Ps== 2 c G c + 2 f r - G r . (3.18)

Uwzględniając (3.15) i (3.18) silę krytyczną z równania (3.8) opisuje ostatecznie zależność

2c-Gc+2łr-Gr .
Postępując analogicznie określić można siłę krytyczną dla pręta obustronnie zamurowanego
lub o mieszanych warunkach brzegowych. W tych przypadkach zależność (3.9) ulegnie
zmianie podobnie jak dla prętów jednorodnych, podczas gdy (3.8), (3.10) i (3.18) pozostaną
w tej samej postaci.

4. Porównanie prętów przekładkowych z rdzeniami o stałych i zmiennych
charakterystykach

W celu sprawdzenia efektów związanych z ewentualnym stosowaniem prętów z rdze-
niami o zmiennej na grubości charakterystyce wytrzymałościowej porównuje sieje z odpo-
wiednimi prętami o klasycznych rdzeniach spienianych. Obliczenia przeprowadza się dla
rdzeni ze sztywnego tworzywa poliuretanowego, którego warstwy zewnętrzne mają cha-
rakterystyki identyczne do Wcześniej otrzymanych [2, 4, 5], Dobiera się do nich takie
rdzenie o stałych własnościach, których gęstość pozorna jest równa średniej gęstości po-
zornej tych pierwszych. Innymi słowy porównanie dotyczy prętów przekładkowych o tej
samej masie. Oczywiście pozoptałe wielkości takie jak wymiary gabarytowe, stałe materia-
łowe i grubość okładzin, warunki brzegowe oraz sposób obciążenia są identyczne dla obu
rodzajów prętów.

Obliczenia przeprowadza się dla prętów o długości / = 500 mm i całkowitej grubości
rdzenia 16 mm. Wymiary powyższe gwarantują pojawienie się eulerowskiej formy utraty
stateczności! Przyjmuje się ponadto, że okładziny o grubości t - 1 mm wykonane są
z blachy duralowej o Et = 72,9 • 103 MPa oraz vt = 0,3.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy zmian gęstości pozornej w trzech różnych rdze-
niach. Zgodnie z założeniami przedstawionymi w p. 3 oraz w oparciu o metodę określania
związków między gęstością pozorną a własnościami wytrzymałościowymi [6] można okreś-
lić stałe materiałowe rdzenia. Dla warstwy zagęszczonej o grubości 3 mm, I-szego pręta
mamy Er — 51,2 MPa oraz G> = 25,6 MPa, natomiast dla warstwy środkowej o grubości
10 mm odpowiednio Ec = 6,88 MPa i G> = 3,44 MPa.
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Siłft :eulerqwskja,i:-isg®.diiie-z:.3.15 wyniesie 416,9 N/mm, a-siła-.i*, zgodnie z 3; 18 —
180 N/mm. . . . - •• •
•; (^statecznie siła krytyczna przyjmuje wartość Pxkt = 129,6 N/mm. Podane jednostki
wynikają z rozważań pręta o szerokości i = 1. Średnia gęstość pozorna rdzenia wynosi
98,2 kg/m3, a odpowiedni moduł Younga 15,4 MPa [6]. Można więc obliczyć silę krytycz-
ną cila pręta z rdzeniem o stałej charakterystyce. Wynosi ona 95 N/mm.

[mml 16 [mm] 16 [mm].

Rys. 3. Zmiany gęstości pozornej w trzech rdzeniach.

16

Postępując analogicznie określono siły krytyczne dla prętów z rdzeniami przedstawio-
nymi na rys.; 3b i ,c oraz dla odpowiadających im prętów z rdzeniami o stałej gęstości po-
zornej. Wyniki obliczeń zestawiono w tablicy 1. Odpowiednio podano: średnią gęstość
pozorną rdzenia cir wartość siły krytycznej dla pręta z rdzeniem o zmiennej charakte-
rystyce PxtTz oraz dla odpowiedniego pręta o charakterystyce stałej Pxktst, AP różnicę
między obydwiema wartościami sił krytycznych oraz przyrost procentowy liczony w sto-
sunku do siły PXktz-

. . . Tablica 1
. Porównanie sil krytycznych prętów z rdzeniami o stałych i zmiennych charakterystykach

6it •

kg/m1

98,2
247
346,8.

Pxkrt

N/mm

129,6
304,7
364,9

-P*kr>l

N/mm

95,0
263,7
324,4 •

AP

N/mm

34,6
41,0
40,5

• 100°/
•fjilcri

/o

36,4
15,5 •
12,5

Z przedstawionego zestawienia wynika, że wybaczające siły krytyczne dla prętów
z rdzeniami o zmiennej charakterystyce są większe niż dla prętów z rdzeniem o tej samej
średniej gęstości ppzornej lecz charakterystyce stałej. Podobnie jak dla płyt różnica ta jest
największa dla najniższej średniej gęstości pozornej rdzenia i maleje wraz z jej wzrostem.
Podane przykłady wykazały, że w przypadku stosowania obecnie wytwarzanych rdzeni poli-
uretanowych o zmiennej charakterystyce można pominąć sztywność zginania warstwy
środkowej, k1;óra jest znacznie mniejsza od sztywności na zginanie obu okładzin i warstw
zagęszczonych. Można więc tym samym uprościć zależność 3.10 i dalsze w konkretnych
obliczeniach inżynierskich.

Wykazane w poprzednich pracach korzyści płynące z zastosowania konstrukcji prze-
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kładkowych z rdzeniami o zmiennej charakterystyce znalazły również potwierdzenie
w niniejszym opracowaniu. Należy spodziewać się, że ewentualne dalsze prace mogą;
również wykazać celowość wprowadzenia tego typu elementów w miejsce dotychczas,
stosowanych konstrukcji przekładnikowych o stałych charakterystykach rdzenia.

Przedstawiona propozycja określenia stateczności prętów przekładkowych z rdzeniem
o zmiennej charakterystyce nie jest jedyną możliwą. Zastosowanie innych metod oblicze-
niowych takich, jak np. MES pozwoli na bardziej efektywne analizowanie zjawisk wystę-
pujących w konstrukcjach warstwowych o celowo zróżnicowanych własnościach wytrzy-
małościowych materiału rdzenia.
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B paSoTe pacciwoTpena npo6nejna noiepH afinepoBoił ycToirtSHBoerH TpexoroftHoro crepWHa c 3a-
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3anojiHHTeJiH. BbffieAeHŁi ypaBHemiH KpiromecKoii Harpy3i<H fljiH cTepwna CBOSOHHO onapToro
Ha KOHmax H c>KHMaeMoro B njiocKociH nnecTHH. CpaBHeHHe pe3yntTaT0B # J I « TpexcnoflHbix crepwHeii
c 3enojiHHTejjHjra o nocroHHHoft it nepeineHHoft xapaKiepHCTHKe noKa3bmaeT npeBocxoflcrBO 3THX.
BTOpHŁK.

S u m m a r y

OVERALL INSTABILITY OF SANDWICH STRUTS WITH A CORE OF VARIABLE
CHARACTERISTIC

The problem of overal instability of a sandwich strut with a core of the highest strenght properties
near the faces and decreasing towards to the axis of symmetry is considered. A formula for the critical
load for a strut having both ends free supported and compressed with forces acting in the planes of the
faces is derived. The calculation shows superiority of sandwich struts with the core of variable characte-
ristics over struts with constant properties.

Praca została złożona w Redakcji dnia 10 marca 1981 roku.





LIST DO REDAKCJI

1. Tezy pracy [1], jak również prac [2], [3] podważają stan wiedzy w dziedzinie transportu
energii poprzez przewodnictwo cieplne oraz przenoszenia masy drogą dyfuzji, bez podania
zadowalającej argumentacji. Na fakt ten zwrócił uwagę R. Żelazny, opiniując rozprawę [2J.
W pracach tych E. Bobula proponuje nowy matematyczny model jednowymiarowego
i nieustalonego procesu transportu. Przewodnictwo ciepła lub dyfuzja ma być zacho-
wawcza w obszarze skończonym, o brzegu przemieszczającym się w czasie. Zatem Autor
zamierza usunąć paradoks nieskończenie wielkiej prędkości rozchodzenia się energii lub
masy, będący konsekwencją stosowania równań parabolicznych. Natężenie' strumienia
energii lub masy 0 E. Bobula przyjmuję w postaci:

>, o)?.
gdzie x' e (— oo, + oo) — współrzędna położenia, t e [0, co) — czas, p — temperatura lub
stężenie, c—-siły zewnętrzne, bodźce wewnętrzne lub wypadkowa wszystkich oddziały-
wań, i — wersor na osi Ox'.

Po przyjęciu silnych założeń, że p(x', 0) = p(—x', 0), c(x', t) — —c(~x', t), wpro-
wadzeniu nowej zmiennej niezależnej x — \/Dpx' i po przekształceniach Autor przedsta-
równanie bilansu w postaci:

W pracach [2] i [3] oraz w rozdziale 3 [1] Autor rozważa problem gdyc = 0. Dla skrócenia
wywodów w niniejszych rozważaniach zwrócono uwagę głównie na ten przypadek szcze-
gólny.

2. Uwagi krytyczne

2.1. Jeszcze przed znalezieniem rozwiązania Autor zakłada, że funkcja/? nie posiada

pochodnej -~ dla x = 0, t > 0. Gdy natężenie strumienia energii lub masy podaje wzór {1},

c = 0, a proces przebiega w ośrodku jednorodnym to nawet w przypadku, gdy p(x, 0)
nie posiada pochodnych po x w skończonej ilości punktów Xi równanie zachowania ma
postać

** Nawiasy {}. dotyczą numerów wzorów tej pracy. Wzory z rozprawy [1] posiadają numery w na-
wiasach ( ) .
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oraz posiada klasyczne rozwiązanie. Zagadnienie takie znane jest pod nazwą problemu
Cauchy'ego dla równań parabolicznych. Jego rozwiązaniem jest całka Poissona, która
jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna względem zmiennych x i t (np. [25]). Powstaje
więc wątpliwość dlaczego rozwiązanie p musi posiadać właściwości nieistnienia pochodnej

po xt dla x — 0, t > 0. W przypadku ośrodka jednorodnego pochodna — - nie istnieje

dla tych x w których działają punktowe źródła lub upusty energii lub masy. Autor nato-
miast stwierdza ([1] str. 31) "... zatem otrzymane równanie ((12( {2} J.W.) jest równaniem

( p. \

~l—I-C/J I ó(x) przedstawia źródło energii
ox lx=o-

lub masy. Wskutek jego działania od punktu x = 0 płyną dwa makroskopowe strumienie
energii lub masy o natężeniach równych odpowiednio:'£ 8P

Rozwiązanie spełniające warunki (14) i (15) [1] oraz zerujące się dla \x\ nie

dla trzech, a nie dla jednej wartości x. Są to Xj = 0,posiada klasycznych pochodnych

x2 = +A(O> *3 — ~h{Q. Wobec tego równanie bilansu ma postać

{4} £ - d(x)- Bp_
dx

8p
dx

która różni się od (13). Ponadto winny być spełnione warunki

dx dx dx

JC=+A(t)-

dx

Twierdzenie J. Szarskiego [2] „Jeżeli p(x, 0) jest nieujemne w przedziale — A(0) ^ x ^
< A(0) i zeruje się na zewnątrz tego przedziału i jest ograniczone dla x -* oo to rozwiązanie

jest nieujemne dla — X(t) < x < X(t) oraz zeruje się na zewnątrz tego przedziału" nie
dotyczy równania (13), lecz równania {4}. Spełnienie warunku (14) jest rezultatem dosto-
sowania natężenia źródła energii lub masy w punkcie x = 0 do intensywności jej odbioru
na ruchomych brzegach obszaru, zatem Autor rozważa proces ze źródłami a nie zacho-
wawczy jak podaje.w tytule. Omawiany problem może być przeformułowany na przypadek
źródeł rozłożonych, na co zwrócił uwagę R. Żelazny [2].

2.2. Problemy transportu masy i energii stanowią przedmiot termodynamiki procesów
nieodwracalnych [4], [5]. Metodologia badania procesów transportu oparta jest na poję-
ciach bodźców (sil) i przepływów termodynamicznych, na lokalnym ujęciu II zasady
termodynamiki. Użyteczne bywa pojęcie źródła entropii.

Można przypuszczać, że używając słowa „gęstość" w przypadku dyfuzji Autor ma na
myśli stężenie, a więc gęstość cząstkową, parcjalną. W powszechnie przyjętym rozumieniu
transport masy przez wybraną powierzchnię oznacza sumę transportów cząstkowych po-
szczególnych składników wyróżnialnych w układzie. Transporty te mogą być skoniugowane
lub sprzężone. Bodźcami do transportów skoniugowanych mogą być ułamki molowe.
Fragmenty tekstu ze str. .35 i 36 rozprawy [1] przynoszą rewizję tego ogólnie przyjętego
stanowiska. \,
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,,... transport pewnych składników odbywa się w kierunku przeciwnym do kierunku
wyznaczonego przez gradient gęstości ... W tym przypadku modułem napędowym trans-
portu jest potencjał elektrochemiczny". „Jeśli proces dyfuzji posiada strumień, który
zależy również od gęstości, jak w przypadku transportu zachodzącego pod wpływem po-
tencjału elektrochemicznego ..., wówczas c{x, t) ... jest czynnikiem ... wpływającym na
kształt rozwiązania ..." W dyskusji nad tymi sformułowaniami można stwierdzić:
— bodźcem napędowym transportu cząstkowego jest gradient potencjału chemicznego,

a uproszczeniem jest przyjęcie za bodziec gradientu stężenia,
— transport przeciwny do kierunku wyznaczonego przez gradient „gęstości" nie jest

wywołany potencjałem chamicznym lecz jest sprzężony z innymi bodźcami,
— potencjał chemiczny jako bodziec powinien występować w postaci gradientu a nie

w czynniku c(x,t), • ,-
— pojawienie się w równaniu transportu składnika zależącego od „gęstości" cząstkowej

utożsamiane jest z działaniem siły zewnętrznej,
— w rozumieniu Autora byłby to czynnik wewnętrzny c(x, t). W tym znaczeniu czynnik

ten reprezentuje jakąś właściwość układu. Jak Autor wyjaśnia zmianę znaku tej właści-
wości dla x = 0, lub ewentualną nieciągłość w tym punkcie?

xPonadto biorąc pod uwagę wzór na c(x, t) = — ze str. 27 [1] należy stwierdzić,

że ma miejsce niezgodność zwrotów wszystkich bodźców termodynamicznych oraz ma-
kroskopowego przepływu energii lub masy. Zatem rozdział 4 [1] kwestionuje lokalne
ujęcie II zasady termodynamiki.

2.3. Autor sugeruje, że wyrażenie na strumień {1} pochodzi od M. Smoluchowskiego
z pracy [6], gdzie podany jest wzór (niektóre oznaczenia za pracą [1]):

gdzie u—jest ruchliwością cząsteczek, F—rzutem siły zewnętrznej skierowanej równo-
legle do osi x.

Porównując wyrażenie {1} ze wzorem M. Smoluchowskiego, używanym do dziś [7],
[8] należy spostrzec, że w odróżnieniu od wzoru {1} w zależności {5} drugi składnik nie
zależy od współczynnika dyfuzji, strumień cząstek transportowanych pod wpływem siły
zewnętrznej (zależnej tylko od położenia) jest zgodny z jej zwrotem.

2.4. Odnośnie bibliografii.
a) Autor nie uwzględnia prac dotyczących problemu przewodnictwa cieplnego i dyfuzji
po J. B. J. Fourierze i A. Ficku. Należało powołać się m.in. na monografie [9], [10],
17], [U], [26] oraz. na prace A. Einsteina, M. Smoluchowskiego, J. E. Boltzmanną,
P. G. Shewnona oraz na twórców termodynamiki procesów nieodwracalnych [12], [13],
[14] oraz [4], [5], [15].
b) Problem impulsu cieplnego czy masowego o „skończonej prędkości" należy prawie
do klasycznych, wywodzi się bowiem od Maxwella. Istnieje polska bibliografia z tego
zakresu [16], [17]. Hipotezę Maxwella uzasadnił C. Cattaneo w oparciu o kinetyczną
teorię gazów, implikującą równanie hiperboliczne [18], [19]. Omawiany problem był
przedmiotem prac P. VERNOTTE [20], M. E. GURTINA i A. C. PIPKINA [21]. Interesująca
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jest koncepcja J. MUllera, przedstawiona w kilku publikacjach syntetycznie omówionych
w monografii K. WILMAŃSKIEGO [22], gdzie zamieszczona jest pełna bibliografia. Podobny
wykaz piśmiennictwa można zestawić dla zagadnienia dyfuzji, zaczynając od pracy S. Gold-
steina [23] która od lat znalazła stale miejsce nie tylko w bibliografii problemów dyfuzji
lecz także przy omawianiu zagadnień probabilistycznych. Efekt „skończonej prędkości"
uzyskuje się także w niektórych przypadkach nieliniowych równań różniczkowych para-
bolicznych. Wówczas rozwiązanie zachowuje ciągłość, której nie zapewnia równanie
hiperboliczne. Autor nie cytuje podanych tu czy ewentualnie innych pozycji literaturo-
wych. W tej sytuacji Autor nie porównuje swojej propozycji z dotychczasowym stanem
wiedzy w zakresie „skończonej prędkości" mimo, że problem ten ma stanowić zasadnicze
osiągnięcie prac [1], [2] i [3].

2.5. Praca nie zawiera erraty, więc pragnąłbym się nie ustosunkowywać do drobnych
błędów, które mogły być naniesione w toku drukowania pracy.

Literatura cytowana w tekście

1. E. BOBULA, Równanie zachowawczej dyfuzji w przestrzeni dystrybucji a możliwość wpływu na jej prze-
bieg, ZN AGH, Górnictwo, z. 104, Kraków 1979 r.

2. E. BOBULA, Psemloź ród/owa hipoteza transportu parabolicznego, rękopis wraz z recenzjami oraz pismem
Jacka Szarskiego złożony w Bibliotece Jagiellońskiej, praca doktorska UJ 1974 r.

3. E. BOBULA, ZN AGH nr 428, MFCh z. 19, 1975 r.
4. K. GUMIŃSKI, Termodynamika procesów nieodwracalnych. PWN 1962 r.
5. S. WIŚNIEWSKI, B. STANISZEWSKI, R. SZYMANIK, Termodynamika procesów nierównowagowych, PWN

1973 r.
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Non-linear theory of the stability of sandwich shells with transverse deformability of the core
JAKUBOWSKI, Analiza stanu zakrytycznego swobodnie podpartej tarczy prostokątnej poddanej

działaniu mimośrodowego ściskania i jej zastosowanie do przybliżonego obliczania cienko-
ściennego dźwigam skrzynkowego •

. ĄHajin3 nocJieKptiTH^iecKoJt cra^HM npHMoyrojiŁHoft njiaciHHKH HarpymenHoń 3KcijeHTpH-
• •qecKoft cwHMaiomefi cHJioii H ero npuMeHeHHe B npn6jiH>KeHHOM iweiofle BtmHCJieHHJi TOH-

The po5t-buc!ing state analysis of a rectangular plate subjected to an eccentric compresion and
its application in an approximate calculations of thin walled box girder

K. QRYSA, Z. KOZLOWSKI, O jednowymiarowym zagadnieniu identyfikacji strumienia ciepła na
brzegu warstwy płaskiej • • . -
O6 ojjHOMepHoii 3aflane JtnetroribHKamra TeruiOBoro noroKa Ha noBepxHOCTH
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