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W  pra cy  tej b ada l i śm y  rów nan ie  ca łk ow e  

.b

/. N ( x , y )  cp (y) dy =  f (x); (a <  x <  b);

gdzie jądro  N ( x . y) jest  funkcją  anal i tyczną z osobl iwością  b i eg u n o w ą  dla 
y =  x; symbol  całki  m a  sens  nas tępu jący:

.b

N ( x , y) (y) dy =  lim
. o

_ x-
N . <p . dy  -f- / N . <p . dy

Badan ia  rozszerzyl iśmy nas tępni e  na  p rz y p a d e k  ró w nan ia  ca łk o w eg o  z j ą 
d re m  nieanal i tycznem:

K  ( x . y )  =  A  ( x . y )  N ( x , y )  -j- B ( x , y ) ;

N ( x , y )  jest  powyżej  okr eś loną  funkcją,  zaś  A  ( x . y )  i B ( x . y )  są  funkcjami  nie- 
anali tycznemi .  W r eszc ie  rozważyl iśmy w y p a d e k  rów na n ia  n iel injowego z osobl i 
wością  b iegun ow ą .  ,

W  b a d a n ia c h  powyż sz ych  opar l i śmy  się n a  własności  d w ukro tne go  ca łk o w an ia  
funkcyj  anal i t ycznych z osobl iwością  b ieg un ow ą ,  p odane j  przez  H. Poincare go  
(T héor ie  des  marées ,  1910); w łasn o ść  tę rozszerzyl iśmy dla funkcyj nieanali-  
tycznych w celu zb a d an ia  ró w n a ń  ca łk ow ych  z j ąd re m  osobl iwem nieanal i tycznem.  

S zczegó łow e  obl iczenie p o d a n e  jes t w za łą czo n y m  tekście  f rancuskim.



Sur les équations intégrales singulières 
de prem ière espèce.

PAR
W I T O L D  P O G O R Z E L S K I .

C O M M U N IC ATIO N  PRÉSENTÉE à LH SOCIÉTÉ PO LYTECHNIQUE DE VARSO VIE  10.XI.23.

D ans  ce travail  nous  nou s  p ro p o s o n s  d ’é tudier  une  c lasse  des  équa t ions  in
tégrales  d e  p remiè re  es pèce  don t  le no yau  a d m e t  la singulari té polaire.  Les  
équa t ions  de  ce tte  es pèce  é ta ient  é tudiées  pou r  la p re miè re  fois pa r  O. K ellogg')  
d ’aprè s  les formules  de  D. H ilbert:), d an s  le cas par ticulier  du  noyau  s ingulier 
Cotg  ( x — y). En su i t e  H. Poincaré*) a d o n n é  une m é th o d e  généra le  po ur  l’é t ude  
d es  équa t ions  de  sec o n d e  e sp è ce  avec  le noyau  s ingulier analytique. D ans  ce 
travail  nous  avon s  é tudier  les équa t ions  intégra les  d e  p re miè re  e s p è ce  l inéaires 
et  non  l inéaires avec  le noyau s ingulier non analytique.

i. Les propriétés d’une intégrale singulière.

Soit  N ( x , y )  une  fonct ion analyt ique,  qui p our  x =  y a d m e t  la m ê m e  s ingu
larité qu e  la fonction Co tg  (x — y). Nous  dés igno ns  la valeur  pr incipale d e  Cail- 
chy d e  la façon suivante

(D
b

F (x) =  '/' N (x , y) dy =  lir N . dy

-\- f  N . dy
J X+e

; (a <  x <  b)

et nous  l’appe le ro ns  l’in tégra le singulière.  O n  sait que  la valeur  (1) es t égale  

à la m o y e n n e  ar i thmét ique  d e  d e u x  intégra les  j N (x y) . dy,  j  ̂ N (x y) . dy  le

*) G ôttingen Nachr.
2) D . Hilbert. Grundzüge allg. th. d. Integralgl. (1910).
3) H. Poincaré. T héorie  des marées.  (1910).



long des  chemins  curvil ignes  C et C ’ s itués clans le p lan  d e  la var iable com plexe 
y et e m b r a s s a n t  le s egm en t  réelle ( a , b).

La  fonct ion F (x) a d m e t  les dér ivées  de  tous  les ordres  d ans  l’intervalle 
( a . b ) .  Si f (y) es t une  fonction dér ivable,  le symbole

—  3 —

( 2) (x) N (x . y) f (y) dy

conserve  encore  le sens,  11 est  facile à m ont re r  que  la fonction (2) a d m e t  les 
dér ivées  de  deux  ordres  d an s  (a • b). si f (y) a d m e t  les dér ivées  de  trois ordres.  
La  fonct ion (2) en généra l  a u g m en te  logar i thm iquemen t  si X  tend vers l’e x t r é 
mité d intervalle ( a , b); mais  si nous  s u p p o so n s  que N ( x . y) es t u n e  fonction 
analy t ique  pér iod ique pa r  r a p p o r t  aux var iables  X  et  y  de  pér iode  égal  à (b — a) 
et que  la fonction f (y) rempl it  les condi t ions

( 3 ) ....................... f ( a ) - f  (b); f' (a) — f' (b); f" (a) =  f" (b); f '" (a)  =  f"' (b).

la fonction (2) avec  ses deux  dér ivées  ten d  vers  les l imites dét erminées ,  si x 
t end vers  l’ext rémité  d ’interval le ( a , b ) .  L ’in tégra le s ingul ière (1) es t p e rm utab le  
avec  l’in tégrale s imple

(4)
r b r b b - h

L
j  N (x , y) dyJ a

dx  =  j
a

j  N (x . y) dx
■ a

dy

mais  cela n ’a p a s  lieu d ans  le cas  de  l’intégra le singul ière d o u b lem en t  appl iquée .  
Soient  d o n c  d eu x  fonctions  ana lyt iques  pér iod iques  N (x , y) et N, ( y , y') avec  
les singulari tés  polai res  pou r  x =  y et y —  y'- C ons idé ro ns  d eu x  express ions  
dé te rminées

(5)

N ( x . y ) N, ( y - y ' )  dy'

I f  N ( x , y) N] (y ,y ' )  dy
a ‘ a

Nous s ignalons que la fonction

dy ; (a <  x  <  b)

dy '  .

( 6)

r b
j  N (x , y) N, ( y ,  y') dyJ a



d e  deux  var iables  réelles ( x , y') est éga le  à la m o y e n n e  ar i thmét ique  des  in té
grales curvil ignes le long d e  deux  chemins  e m b ra s san t  le s eg m en t  réelle ( a , b), 
donc  cet te fonct ion et tous ses dér ivées  restent fin ies lorsque la différence x —y' 
tend vers zéro. H. Poincare (1. c.) a d ém o n t ré  que  les express ions  (5) rempl i s 
sent  la relat ion f o n d am en ta le  suivante:

_  4 —

(7) N (x , y) N, (y ,y ' )  dy dy

-  / N (x , y) N, ( y , y ' )  dy dy' —-  x2 R (x) . R,  (x)

R  (x) et R, (x) dés ig n en t  les rés idus  des  fonctions  N (xy) et N, (xy) cons idérées  co m m e  
les fonctions  de  la var iable  y, po u r  le pôle  y = x * ) .  Nous  d o n n o n s  b rév ie m en t  d e  la façon 
un p eu  modif iée  la d ém o n s t r a t io n  de  la propr ié té  (7). C ons id é ro ns  d o n c  d a n s  le p lan  de

la var iable  co m plexe  d eu x  chemins  cur
vil ignes A  M B et  A  M ' B  jo ignant  les ex 
t rémité A et B du seg m en t  réelle (a . b) et 
e m b ra s san t  ce segment .  Express ion

B
(8) . . . F  fy) = 2 J  N, (yy' ) dy '  +

AMB

2 I Ni (yy') dy'
AM’B

est  un e  fonction h o lom orphe  de  la var iable  y d an s  le do m a in e  em b ra s sé  p a r  la 
courbe  A M B  M' A  qui p re n d  les val eur s  égales  à l’in tégra le  singulière

,, b

N| (y y') dy* aux points  du s eg m en t  réelle A  B. S u p p o s o n s  d an s  l’expres-  

sion (8) la var iable  y  réelle et cons idérons  l’in tégra le singul ière suivante

( 9 ) ............................. i  F (y) . N (x . y) dy  —

f  N (x > y) N, ( y y )  dy ' dy

x é t an t  u n e  va leur  réelle com pr i se  d an s  l’intervalle ( a , b). D ’ap rès  la propr ié té 
d e  la fonct ion F (y), l’in tégrale (9) a le sens  et sa  val eur  coïncide  avec  la

*) Dans l’ouvrage c itée  se  trouve une erreur concernant le signe devant l'expression  
11“ R (x) . Ki (x).



m o y en n e  ar i thmét ique  d e  deux  intégra les  le long de  ch emins  A  P B et 
A P ' B  s ituées  d an s  le d o m a in e  d ’ho lom orp h ie  (A M B M ' A )  de  la fonction F (y) 
et e m b ra s s an t  le s eg m en t  ( a , b ) :

—  5 —

( 1 0 ) ....................... 2 j ' F (y) N ( x y )  dy =
a

=  I F  (y) N ( x y )  dy - f  (  F (y) N (x y) dy 
APB AP'B
(y) (y)

Nous  s ignalons que la fonction (9) es t dér ivab le  por  ra p p o r t  à X.  D ’après  
(8), nou s  aurons

( 11) . 4 j  N (x
J a

y) / n ,
- a

(y y') dy' dy =

=  / J N . N, . dy . dy' -f- / / N . N, •dy dy' +
APB
(y)

AMB
(y)

APB
(y)

AM’B
(y)

+  / / N . N! dy dy' -J- f r ZZ

dy dy'
AP'B
(y)

AMB
(y’)

AP'B AM’B
(y) (y)

Nous s ignalons  q u e  les symboles  y et y' dés ignen t  les valeurs  réelles dans  
le p re mie r  t e rm e  et que  les chemins  curvil ignes ne  t rave rs en t  les pôles  corre
spondan t .

C h an g eo n s  m a in t e n a n t  l’o rd re  de  l’in tégra t ion d an s  le premier  des  ex p r e s 
sions (11). L ’in tégra tion p a r  ra p p o r t  à y  fournit  la fonction

• b
( 1 2 ) .............................j N ( x , y )  N. ( y ,  y') dy =  O  (x y')

a

de  deux  var iab les  x et y'  comprises  d an s  l’intervalle (a, b) qui est bornée avec



ses dérivées même quand x y' tend vers zéro. La sec o n d e  in tégra tion ordinaire 
de la fonct ion (12) pa r  ra p p o r t  à y' nous  d o n n e  la valeur

(13) .
b

2 I O (x y') dy'
a

- / N ( x y )  N\ (y y') d y
APB

(y)

f b 
dy'  +  /J a

N (x y) N! (y y') d y
A P ’B

(y)

dy

y ’ et x dés ign en t  de ux  no m b res  réelles d ' interval le  (a , b).
Nous  allons co m p a r e r  les express ions  (11) et (13); y  é t an t  un  pôle des  fon

ct ions  N et N, si tué sur  le chemin A P B ,  compr is  ent re  A  M B et le s eg m en t  AB.  
nous  const ru isons  le lacet  i ssue du point  arbi tra ire du seg m en t  A  B en tou ra n t  le 
pôle  y  et nous  au rons  ( r ega rdez  la figure)

( 1 4 ) .............................  j N, (y y' )  dy'  =  j N, (y y') dy '  - f
AMB a

—f- 2 te i R, (y) ; (y sur A P B )

Si le point  c o r re s p o n d a n t  à la var iable  y sera  situé sur le chemin A  P 'B ,  on aurait

-b
N, (y y') dy '  =  J

AMB
(15) j  N, (y y') dy '  =  j  N, (y y') dy '  ; (y sur AP 'B)

D e  m ê m e  nous  au rons  les relat ions

(16)

J N, (y y') dy'  =  j N, (y y') dy '  +  2r. \ R, (y) ; (y sur A P 'B )

AM-B

Ni (y y') dy '  == / Nj (y y') dy '  ; (y sur A P B )
AM-B

Nou s  s ignalons  que  d a n s  le cas (14) le lacet  es t  p a rcouru  d an s  le sens  ré 
t rog ra dé  et d ans  le cas  (16) d an s  le sens  direct.

A p p l iq u o n s  m a i n t e n a n t  les re la t ions  (14), (15) et (16) à la formule  (11); 
nous  au rons



(17) . N (x,y) N, (y .y )  dy ' dy

— 2 J j  N (x,y) N, (y,y') dy  dy '  +  2 J f N (x,y) N, (y,y') dy  dy'-f-
APB
(y)

AP‘B a
(y)

2 lt i j N (x,y) R, (y) dy
(AP'BPA)

(y)

O r  la fonction N (x.y) a d m e t  le pôle  réelle y = x  avec  le rés idu R  (x) donc

I  N (x,y) R! (y) dy =  2x i R  (x) . R, (x)
(AP’BPA)

E n  c o m p a r a n t  les express ions  (17) et (13) nous  ar r ivons  à la re la t ion fon
d a m e n t a l e  (7).

Nous  al lons généra l iser  la propr ié té  p r écéd en te  pou r  les fonct ions  non  a n a 
lyt iques.  Soit  la fonction de  deux  var iables  f (x ,y )> d é te rm in ée  et cont inue  avec  
les dérivées secondes d an s  le dom aine

(18) <  x <  b

et  vérifiant a u x  bo rd s  d e  ce d o m a in e  les condi t ions

(19)

f (a,y) =  f (b,y) ; f (x,a) =  f (x,b)

= (If) ' (* )  “(£ )

m

x = a x = b
d x I

x = b

3 f

y = a

y = a

y —b

? f
dy

y = b

Nous  p o u v o n s  d o n c  considérer  la fonct ion f (x y) c o m m e  une  fonctions pér iodi 
q u e  d e  pé r io de  b — a. qui  es t cont inue  avec  ses dér ivées  premières .  D ’après  les 
re m a r q u es  p r écéd en te s ,  l’in tégra le singul ière

(20) F (y) =  I N, (y,z) f (y,z) dz
J a



sera  une  fonction de  la var iable  y  dé te rm in ée  et dér ivab le  d a n s  l’intervalle (a,b) 
qui te nd  avec  sa dér ivée  vers les valeurs  dét er minées ,  y  t endan t  vers  les ex t ré 
mité  d ’intervalle (a,b). L ’intégra le

8 —

(21)

b
W (x) =  f  N (x , y)

a
N, (y,z) f (y,z) dz dy

sera  d o n c  une fonction con t inue  et dé te rm in ée  d an s  (a,b). P o so n s

. . . .  , f ( y .z ) - f  (y .y)
(22) . . . <f ( y , z )  =  — 7------— ----- —  ; a

sin a (y— z)

2 îc

d ’après  les propr ié té s  de  la fonction f, la fonct ion (22) sera  pér iodique,  dér i 
vab le  et b o r n é e  p o u r  y =  z. No us  p o u v o n s  écrire

.b i b 
*F (x) =  /- N (x,y) N, (y,z) dz f (y,z) dy

,b
- f  f  N (x,y)

a

.b
N, ( y , z )  sin a (y~z,> • ? (y > z) dz dy

en posan t

(23) $ (x , y) ==
f ( y . y )  — f ( x , x )

sin a (x— y)

no us  aurons  ensui te

(24)
b

'F (x) =  f (x , x) f  N (x , y)
a

j  N, ( y , z) dz dy

f b f
-f- / N (x , y) <!> (x , y) sin a (x—y)

J a
f  N, ( y , z )  dz

- a

b b

Z

/ N, (y , z) sin (y— z) <p (y , z) dz
- a

dy



Le dernier  t e rme a le sens,  la fonction <p (y , z) é t ant  dér ivable.  C h a n g e 
ons  m a in t e n an t  l’ordre  d ’in tégra tion d an s  (21). D ’ap rés  (22) et  (23), on au ra

—  9 —

(25) d > ( x ) =
a

N (x , y) N, (y , z) f (y , z) dy

=  f (x , x)
,b

a
N (x , y) N, (y , z) dy

-,j- / f  N ( x , y) sin a (x — y) <J> ( x , y) N! (y z) dy
• a ' ą

.b .b
+  J j  N, ( y , z) sin a (y —  z) <p ( y , z) N ( x , y) dy

C o m p a ro n s  les expr es s ions  (24) et (25). Les  fonct ions  N ( x , y) sin (x— y) a et 
N) ( y , z) sin a (y — z) é t an t  régul ières  po u r  x =  y et y =  z, les d eu x  derniers  ter 
m es  d ans  les expres s ion s  (24) et (25) ne  con t i ennen t  q u ’u n e  intégrale impropre  
et p a r  c o n s é q u en t  sont  r e spec t ivem en t  ég au x  (voir la formule (4)).  Q u a n t  aux 
premie rs  termes ,  nous  avons  d ’ap rès  la re la t ion (7) de  H. Poincaré:

rb
f  N ( x y )
7 a

j  N, (y , z) dz
- J a

dy  = -  R  (x) R, (x) +

+  /  j  N ( x . y )  N, ( y . z )  dy

nous  av o n s  d o n c  d é m o n t r é  la p ro p r ié té  suivante:

.b
(26) N ( x . y )

a
Ni ( y , z )  f (y , z) dz dy

=  — x 2 R  (x) R, (x) f ( x , x) - r

b - b
l- J j  N ( x , y )  N, ( y , z) f ( y . z )  dy
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qui généra l ise la re la tion  (7) de  Poincaré p our  les fonct ions  non analyt iques .  
Nous  nous  servons  de  la re la t ion (26) d ans  l’é t ude  suivan te  des  équat ions  intégrales .

11. Le noyau singulier fermé.

Soit  5)t (x , y) un e  fonct ion analy t ique  avec  la s ingulari té polai re  p our  x =  y. 
La  fonct ion 93i (x , y) sera  di te le noyau singulier fermé, si l’équa t ion intégra le

(27) 9)i ( x , y) h (y) dy =  o

n ’a d m e t  d ’aut re  solut ion q u e  la solut ion b an a le  h =  o.
Le n o yau  sera  dit fermé au sens  im propre ,  si la condi t ion (27) n ’es t sat isfaite 
p a r  a u c u n e  fonction,  a d m e t t a n t  les deux  dér ivées  déterminées ,  out re  la fonction 
h — o. C ons idé rons  u n e  fonction h (y) qui satisfait  à la relat ion  (27) et a d m e t  
les dér ivées  du  s econd  ordre;  elle v a  d e  m ê m e  rempl i r  la relat ion

(28) 3)ï ( z , x ) 9K ( x , y) h (y) dy dx =  o

donc,  d ’ap rès  l’ident i té  (10), la relat ion

( 2 8 ' ) ............................. — R 2 (z) h (z) +

,.b ,.b

dx h (y) dy =  0
b b

+  J  J  3R ( z , x) 901 ( x , y)

R  (z) é t an t  le rés idu de  la fonct ion 93J ( z , x) po u r  le pôle x =  z q u e  nous  s u p 
p o so n s  di fférent de  zéro:

(28'') . . . v  . . . | R  (z) | #  0

d a n s  tout  le dom aine .  Le  n o yau  de  l’équa t ion  intégrale h o m o g è n e  (28') es t 
b o rn é  avec  ses  dér ivées  pou r  z — y, d 'a p rès  la propr ié té  citée de  l’intégrale (6). 
Nous  en  conc luons  le résul ta t  suivant : p ou r  que  le noyau  s ingulier ( x , y) soit 
fe rmé  au sens  im p ro p re  il faut  et  il suffit que  le noyau

1 f b
(29) . . . . . .  -■_ j  9K (z , x) (x , y) dx

R (z) J a

1n a d m e t  la va leur  ca ractér is t ique  X =  -------
7ta
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La condi t ion  est  en effet suffisante,  pui squ e d an s  ce cas  l’équ a t ion h o 
m o g èn e  (28') n’a d m e t  qu e  la solut ion b ana le  h =  o; elle es t aussi  nécessa i re ,  p u 
isque la solut ion h (z) de  (28') a d m e t  les dér ivées  de  tous les ordres ,  d ’ap rès  la 
propr ié té  du  no yau  (29), p a r  conséquen t  la relat ion  (28') ent ra ine  la relat ion (28), 
do n c  la relat ion (27), le noyau é t an t  fermé.

Cons idé rons  m a in t e n an t  le cas  généra l  du  noyau non analy t ique  de  la forme

( 3 0 ) ....................... K. (x , y) =  A  (x , y) N (x , y) -j- B (x , y)

N (x , y) es t une  fonction an aly t ique  pér iod ique  (pér iode  égal  à b — a) ave c  la 
singulari té polai re  p o u r  x =  y; A  ( x , y) es t une  fonction dét erminée ,  bo rn ée  et 
a d m e t  les dér ivées  des  quatre ordres ; B (x , y) est  de  m ê m e  b o rn ée  et  a d m e t  les 
dér ivées  des  trois  ordres .  En  outre  la fonct ion A  (x y) avec  les dér ivées  de  trois 
ordres  et B ( x , y )  avec  les dér ivées  de  d e u x  ordres  r empl i s sen t  les condit ions 
ana logue s  aux relat ions  (19) d an s  le d o m a in e  (18). Le  noyau  s ingul ier K es t dit 
fermé,  si l’équa t ion

.b
( 3 1 ) ............................. j K ( x , y )  h (y) dy — 0

a

n ’a d m e t  que  la solut ion ban a le  h =  o; il sera  dit  fermé au sens  impropre ,  si la 
fonction h — o es t la solution un ique ad m e t t a n t  les dér ivées  secondes .  La  fon
ct ion h, a d m e t t a n t  les dér ivées  de  deux  ordres  et vér if iant  l’équa t ion  (31), va  
aussi  rempl i r  la relat ion

(32) 931 ( z , x ) K (x , y) h (y) dy dx  =  0

?)ï é t an t  le noyau singulier fermé.  D ’aprè s  la pro pr ié té  (26), ce t te  fonction h s a 
tisfait  alors à la re la tion

(32') It- R  (z) R, (z) A  (z , z) h (z) +

(z , x) K (x , y) dx
a - a

h (y) dy =  0 ; (dans  a , b)

Ri (z) é t an t  le rés idu de  la fonction N ( z , x) au pôle  x =  z, no us  admet tons :

( 3 2 " ) ............................. | R (z) R, (z) A  ( z , z) ^  0

Le n oyau  d e  l’équa t ion  (32') es t borné ,  d 'a p rè s  la propr ié té  de  l’intégra le (26);



nous  allons mon tre r  que  ce noyau  a d m e t  les dér ivées  des  d e u x  ordres  bornées .  
Con s idé rons  d o n c  l 'express ion

—  12 —

(33) 3)î (z , x) K (x , y) dx  =

b „b

3Dt (z , x) N (x , y) A  (x , y) dx  -J- f  (z , x) B (x , y) dx

d o n t  le s econd  t e rm e  a d m e t  les dér ivées  d e  d eu x  ordres ;  z et y é t an t  d eu x  v a 
leurs di fférentes  compr ises  ent re  a et  b.

N ous  p o u v o n s  écrire ensu i te

(34) 3JÏ (z , x) N (x , y) A  (x , y) dx  =

=  A  (z , z) j  3)î (z , x) N (x , y) dx  j  9R (z , x) sin a (z — x) .
a

.b
^ (z , x) N (x , y) dx  -j- f  N ( x , y) sin a (x — y) . ? (x , y) 93Ï (z , x) dx

a

on a p ose

(35)

<J> ( z , x)  =  A ( * . x )  —  A  ( z . z) ;<pfXjV) =  A  ( x . y )  —  A  ( x , x )
(z —  x) a sin a  (x — y)

L a  p re miè re  in tégra le  à droi te  d an s  la relat ion  (34) a d m e t  les dér ivées  
d ’ordre  arbi trai re qui re s ten t  b o rn ées  lorsque y  tend  vers Z.  Les d eu x  aut re s  in
tégra les  d an s  (34) son t  év id e m m e n t  dér ivables  d eu x  fois p a r  r a p p o r t  à la v a r ia 
ble Z,  d ’ap rè s  la propr ié té  de  la fonction A  ( x , y ) .  L ’exis tence  des  dér ivées  s e 
condes  bornées ,  po u r  y — z t e n d a n t  vers zéro,  du  noyau  (33) es t  donc  d é 
montrée .

L a solut ion h de  (32f) a d m e t  d o n c  les dér ivées  s eco n d es  et ce tte  solut ion 
v a  rempl i r  inve rs em en t  l’équa t ion (32). Le  ra isonnemen t ,  ident ique ave c  celui 
co n c e rn a n t  le n o yau  SDî, fournit  la propr ié té  suivante:
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p our  que  le n oyau  K ( x , y) soit  fermé au sens  im pro pre  il faut  et il suffit que  
le n o yau  borné

(36)
R  (z) R, (z) A  ( z , z )

3R (z , x) . K (x , y) dx

n ’a d m e t  la valeur  carac tér is t ique  X =  ----— . Si le no yau  5)t ( z , x) n ’était  pas
Jta

fermé,  la condi t ion  én o n c ée  n ’étai t  q u e  suffisante.
C h erc hons  p a r  ex e m p le  d e  la condi t ion  plus  expl ici te p our  le noyau  de  la 

forme par ticulière

(37) , K (x , y) =  A,  (y) . Co tg  a (x — y) +  A 2 (x) . A ;i (y); a =

La solut ion h (y) d e  l’équa t ion

(38) . . . . K. ( x , y)  h (y) dy =  0

va  rempl i r  d e  m ê m e  l’équa t ion

(38') Co tg  a (x —z) -j-  p. K (z , y) h (y) dy dz =  0

JJ. é t an t  une  cons tan te  di fférente de  zéro.  La  re la t ion  (38') ent ra ine,  d ’ap rè s  (26), 
la re la t ion

(39)

,.b „b

ir- R 2 (x) A,  (x) h (x) +

I j  (Cotg  a (x — z) +  fJ.) K. (z , y) ds
îi . J a

h (y) dy =  0

OU

O r

R (x) =
1 b - :

a it

f
j  Cotg  a (x — y) dy =
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d onc

,b
(C otg  a (x — z) -f- JJ.) K. (z , y) dz  —

/ b f— A, (y) f  Co tg  a (x — z) Co tg  a (z — y) dz  +  u. A 3 (y) f  A ,  (z) dz  -f-

b
+  A 3 (y) . f  A 2 ( z )  Cotg  n. (x — z) dz 

a

D ’aprè s  les relat ions

Co tg  a (x —: z) . Co tg  </- (z — y) =  1 -j- Cotg  a (x — y) 

. [ C o t g  a (x — z) +  Cotg  a (z — y)]
(40)

.b ,.b
Cotg  a (x — z) dz =  f  Cotg  a (z — y) . dz — 0

C otg  a (x — z) . Co tg  a (z — y ) ,  dz  == b — a;

d o n c  l’équat ion h o m o g è n e  (39) au ra  la forme:

( 4 1 ) ............................. A,  (x) . h (x) =  X / [ A ,  (y) (b — a) +
,b

~r A ;) (y) (P'k -f- A ,  ( x ) ) ]  h (y) dy

où l’on a pos é

(42) . .
„b

Â ,  (x) =  j  A.J (z) . Cotg  a (x — z) dz ;
J a

r b=  / A 3 ( z )  dz; X =
J a

I

( b - a T



O r  l’équa t ion in tégra le (41) peu t  ê tre résolue  d i rec tement ;  on au ra  p o u r  son d é 
te rm inan t  caractér is t ique  l’express ion

—  15 —

(43) D (X) =  —  {i X . I A ,  (y) . dy  . / - 3 dy J - J a A, (y)

Le noyau (37) est  donc  fermé,  si les fonctions  A 2, A :1 rempl i ssent  la condi tion:

(44)
fb
f A ,  (y) dy . J A» (y)

a A, (y)

111. L’équation intégrale singulière linéaire de première espèce.

Soit  l’équ a t ion  intégra le de  p re miè re  e sp è ce

.b
(45) . . . . K- (x  . y )  <P (y )  dy =  f (x);

le noyau  singul ier  K a la fo rme (30) et f (x) es t une  fonct ion dé te rminée  a d m e t 
tan t  les dér ivées  t ro is ièmes qui vérif ient  les condi t ions  (3). O n  su p p o s e  que le 
noyau  K (x , y) es t fermé.

C ons idé ro ns  le noyau  auxiliaire fermé 9)ï (z , x) p ré c é d e m m e n t  précisé.  La  
fonct ion <p (y) qui rempl i t  la re la t ion  (30) et a d m e t  les dé r ivées  de  deux  ordres ,  
satisfait  de  m ê m e  à la relat ion

(46) 9)1 (z , x)
„b

K ( x , y )  <p (y) dy — f (x) dx  —0

par  co n séq u en t  de  m ê m e  à la relat ion

( 4 7 ) ................................... — x2 R (z) R, (z) A  ( z , z) <p (z) -f-

„b„b b

f J a
f  m  (z , x) K  (x , y) dx

- a
<p (y) dy =  J

L e n o yau  K (x , y) é t an t  fermé,  le noyau  borné  (36) de  l’équa t ion de  Fred-
1

holm  (32') n ’a d m e t  la va leur  caractér is t ique  X =  — - — . L ’équa t ion (47) a d m e t
ît2

d o n c  une  et  u n e  seule solut ion dét e rm in ee  (f (y) d o n n é e  p a r  la formule conn ue 
d e  Fredholm. Mais la fonction f, (z) et le noyau  (36) a d m e t t e n t  les dér ivées  du



16 -

s ec ond  ordre  bornées ,  d o n c  la solut ion d e  l’équa t ion (47) a d m e t  aussi  la dér ivée  
du secon d ordre  et p a r  co n séq u en t  elle rempl it  la relat ion (46) et alors la re la
tion p r o p o s é e  (45), le n oyau  SCft é t ant  fermé.

IV. L’équation intégrale non linéaire de première espèce.

Nous  ex p o s o n s  encore  b ré v ie m en t  l’é tu d e  d e  l’équa t ion singul ière non  l iné
aire d e  p re miè re  espèce:

/■b
(48 )  f  K (x , y) F  [ x , y , œ (y) ] dy  — f (x)

J a

'£ é t an t  la fonct ion inconnue.  K ( x , y) et f (x) p ré sen ten t  les propr ié té s  p r é c é 
d e m m e n t  précisée.  La  fonct ion F ( x , y , ç) est  d é te rm in ée  et b o rn é e  d an s  le 
d o m a in e

( 49  )  a < x < b ; a < y < b ; a < c p < ( 3

et a d m e t  les dér ivées  s eco n d es  p a r  r a p p o r t  aux  var iables  (x , y , ). La  fonction 
F et ses  dér ivées  p a r  r a p p o r t  au x var iables  X  et y  rempl i ssen t  au bord  du d o 
m a ine  a <C (x ; y) <C b les condi t ion  ana logu es  aux relat ions (19). E n  aut re  nous  
s u p p o s o n s  que  la fonction F es t  m o n o t o n e  p a r  r a p p o r t  à la var iable  'f d a n s  le 
d o m a in e  (34) et que  le modu le  d e  la dér ivée  I F'm | a d m e t  d ans  (34) une borne 
inférieure différente de zéro.

Cons idé rons  d o n c  un no yau  fermé 9)c (x , z) et la relat ion

( 5 0 ) ............................. f  m (x , y)
' a

La solut ion de  l’équ at ion (48), a d m e t t a n t  les dér ivées  sec on des ,  satisfait  
à l’équ a t ion  (50) et à l’équ a t ion

.b

(51) . . ît2 R ( x ) R ,  ( x ) A ( x , x ) F [ x , x , ' f  ( x ) l +  j1 ‘f» [ x . y . t p  (y)] dy  =  f, (x)J a

où l’on a pos é

b
(x , y , œ) — j  K (z , y) 9)c (z , z) F (z , y , <p) dzJ a

(52) . . i

f, (x) •— j  9)ï (x , z) f (z) dz
J Q

K  (z  , y )  F  (z  , y  , (f (y )  )  d y  —  f  (x )  =  0
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les fonctions  R  (x) et R, (x) r e p ré s en t e n t  les rés idus des  noyaux  9JÎ (x y) et 
N ( x , y) pou r  y =  x, on  s u p p o s e

( 5 2 ) .............................J R  (x) R, (x) A  (x , x) j ^  0 d a n s  (a , b).

D après  les substi tu t ions évidente ,  nous  écr ivons  l’équation intégra le (36) sous  la 
forme:

.b
(52") . . F ( x , x , cp (x) ) =  f2 (x) +  I <!>, [ x , y , œ  (y)] dy

a

les fonctions  F, f.it <r>1 son t  bo rn é es  et dé terminées .
Nous  so m m es  donc a m en é  à r é soud re  1 équat ion  non l inéaire (52").
Nous  p ouvons  fixer les d eu x  n o m b res  (J-, et \>-i tel les q u ’on ait

b
(53) . . . {Ł, <  f2 (x) +  f 0 .  [ x , y , <J) (y) ] dy  <  |J.,

a

pou r  toute  la fonction cont inue  <{j (y) qui rempl it  la condi t ion  à t[i (y) (j dans  
(a , b) et pou r  toute  la val eur  pos i t ive  b — a <C '<[• Soient  M, et Mo les bornes  
de  la fonct ion F d ans  le d o m a in e  (49):

(54 )  M, <  F  (x , y  , 'f) <  M,

nous  su p p o s o n s  que

(55 )  M, <  ^  ^  <  M,.

Soit  m a in ten an t  une  fonction dér ivable  <p„ (x) vérif iant  la condi t ion  a <C <fQ <" fj 
d an s  (a , b); d ’ ap rè s  la propr ié té  (55) et la p ropr ié té  de  la fonction F (x , y , <p) 
co n c e rn a n t  la var iable  'f ,  la re la t ion de  récu rre nce

.b
(56) . . . r  ( x , x ,  <pn (x) ) =  f. (x) p J [ x , y , c p n__4 (y) ] dy

a

fournit  d une  façon unique un e sui te infinie des  fonct ions dé te rm inées  et  dér ivables

( 5 7 ) ....................... fo (x), tpx (x).........................<pn (x), (x) ....................

qui rempl i ssent  la condi t ion

« <  ?n W  <  P d ans  (a , b).



18

Or,  d ’ap rè s  l ' ex istence  de  la b o rn e  infér ieure posi tive de  |F'^, | ,  on  pou rr a  
fixer p o u r  tou te  la suite (42) une  co n s tan te  pos i t ive k, telle que

( 58 ) • • • • • • I ?n —  ? n —1 I <  k  { j ‘t>, [ x ,y ,< p n_ i  ( y ) ]  d y  f

,b

—  J ‘**1 [ x . y . ' P n — 2 (y) ]  d y  }

on a donc,  quelqu e soit n,

(59) . • • . | <p„ — T n - l  I <  k k'  (b — a) |  «Pn—ï — ? n - 2  I

3
k' é t ant  la b o rn e  supér ieu re  de O n  en conclut ,  po u r  b— a suff isament

3 tp i
pet ite,  l’exis tence  de  la limite <f =  lim ç n de  la sui te (57) qui es t la solut ion de  
l’équ a t ion  (51). Or,  d ’ap rè s  l ' ident ité (51), ce tte  fonction 9 a d m e t t r a  les dér ivées  
second es ,  d o n c  elle satisfait  à l’équa t ion  (50) et à l’équa t ion p r o p o s é e  (48), le 
noyau auxi liai re é t an t  fermé.



W arunki fizyczne powstawania wyboczenia 
sprężystego.

PRZEZ

H. C Z O P O W S K I E G O .

P R A C A  R E F E R O W A N A  NA 34-tem POSIEDZENIU N A U K O W E M  W. T. P. d. 16/11— 1924 r.

Jeżeli prę t  sprężysty ,  us tawion y np. p ionow o i obc iążony w zd łu ż  swej osi, 
odchyl imy  nieco z tego po łożen ia  w jaki b ąd ź  sposób ,  np.  siłą u b o c z o n ą  ( p o m o 
cniczą) i nas tępn ie  po zo s t a w im y  go s a m e m u  sobie,  u s u n ąw s z y  up rz edn io  siłę u b o 
czną,  to może nas tąpi ć  dw ojak iego  rodzaju  z jawisko:  a lbo pręt ,  p od  dzi a łaniem 
sił, na  n iego dzia ła jących,  powróci  do pi e rw o tn ego  położenia ,  lub też odchy lać  
się będz ie  dalej  pomimo usunięcia siły ubocznej*) .  W  p rzypadku ,  gdy pręt,  po  usu
nięciu siły odchylającej ,  powróc i  do pi e rw o tn ego  położen ia ,  mówimy,  że prę t  zna j 
duje  się w r ó w n o w a d z e  stałej;  w drugim zaś p r z y p a d k u  — gdy p rę t  będz ie  się 
dalej  odchy la ł  — mówimy,  że jes t on w ró w n o w a d z e  niestałej;  w ten  s posób  
ok reś la  się zwykle  z jawisko „ w y b o cze n ia” . Który  z tych p rz y p a d k ó w  będz ie  
miał  miejsce w d an y m  przykładzie ,  za leży od wielkości  siły obciążającej ,  przy 
zresz tą  tych sam y ch  w a r u n k ach  fizycznych.

Dla  p e w n y c h  war tości  sił obciąż aj ąc ych  ró w n o w a g a  b y w a  stałą,  d la  innych
— nies tałą;  zmienia jąc  np.  w s p o só b  ciągły wielkość siły obciążającej ,  na t ra f imy 
n a  t aką  jej wielkość,  że najdrobnie jsze  jej p ow iększen ie  wyt w orz y  ró w n o w ag ę  
np.  nies tałą;  — a zmniejszenie  — s tałą.  W a r t o ś ć  tej siły naz yw aj ą  k ry tyczną 
i o znacza ją  li terą Pkr .

C h arak te ry s ty czn ą  s t roną  tego z jawiska  jest  to, iż w yboc zen ie  m oże  na s tąpić  
dop ie ro  po  prz ek roczen iu  prz ez  siłę obciąż aj ąc ą  ściśle określonej  war tości  
P  =  Pkr ; gdy ty m cza sem  w ogóle  u k ł ad y  sp rę ży s te  u jawniają  odkszta ł cen ia  
jednocz eśn ie  z rozpoczęci em  dzia łan ia  siły odkszta łca jące j .  C h arak te ry s ty czn ą  
c e ch ą  w yboczen ia  sprężys tego  jest  jeszcze  ta okoliczność,  że rodzaj  równow ag i  
przy prz ek roczen iu  siły P  — Pkr zmienia  się nie w s k u te k  zmiany poł ożen ia  bryły 
lub gieometrycznej  pos tac i  jej podpory ,  jak to b y w a  w wielu innych p rzyk ła dach ,  
lecz jedynie  w sk u tek  zmiany  war tości  siły obciążającej .  Clebsch**) obl iczając  o d 

*) Rozpatrywać b ę d z iem y  to zjawisko ze  strony tylko statycznej; o drganiu przeto  m ówić  
nie będziem y.

**) T heor ię  d, el. str. 221.
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kszta łcenia ,  pow s ta j ąc e  przy wyboczeniu ,  zaznacza ,  że s p o ty k a m y  się tutaj  z „p rzy 
p ad k iem  godnym  u w a g i” , że odchylenie  takiego p rę ta  nie nastąpi ,  jeżeli  siła o b 
c iążające  P  jest  mnie jsza  od pe w ne j  ściśle określonej  war tości  Pkr .

Stwierdzić  tu przeto  należy,  że w z jawisku w yboczen ia  za chodzi  p e w n a  n ie
ciągłość właściwości  s t a ty czny ch  przy przejściu  wa r tości  siły P  =  Pkr ; rodzaj  b o 
wiem rónow agi  p rę ta  zmienia  się nagle.

W  celu „w yjaśn ie ni a” sobie tej nieciągłości,  szu k an o  analogj i  w z jawiskach 
ró w now ag i  sz tyw ny ch u k ła d ó w  pu nktów.  Fopp l  np.  p o r ó w n y w a  z jawisko w y 
bocz en ia  b ąd ź  ze zw ykłym p rz y k ła d em  bryły,  będące j  w położen iu  rów now ag i  
niestałej ,  b ą d ź  też, wychodzi  z innych właściwości  z jawiska  wyboczenia*) .  Jede n  
z angielskich  autorów**) prz y tacza  p ew ie n  m ode l  mechaniczny ,  który  m a  s łużyć 
do z i lus t rowania  z a ch o d zą cy ch  w wybo czen iu  s tosunków.

Przykłady te j e d n a k ż e  n iedo s ta teczn ie  u jmują  warunk i  w yboczen ia  i nie 
dają  tych korzyści  czy to naukow ych ,  czy też dy d ak ty czn y ch  (na  te os tatn ie  
k ładz ie  autor  niniejszego szczególny nacisk),  jakie pow in n y  d a w a ć  tego rodzaju  
analogje.

Z ad a n ie ,  jakie  sobie tutaj  pos tawi łem,  po lega  n a  znalezieniu takiego modelu  
mechaniczne go,  k tó ryby p o s iad a ł  właściwości  p o d o b n e  do  z jawiska  w ybo czenia  
mianowicie,  aż eby  w nim n a s t ę p o w a ł a  zm iana  rodzaju  rów now ag i  nie prz ez  zmianę 
uk ład u,  lecz tylko przez  zm ianę  war tości  siły; i w k tó ry m mogl ibyśmy widzieć 
w z a jem n e  dzia łanie  czynników,  wy wołu jąc ych  tę nag łą  zm ian ę rodzaju  ró w n o 
wagi; ażeby n a s t ę p n i e  p o r ó w n a ć  te warunk i  z takimiż w a r u n k a m i  w yboc zen ia  
sprężystego;  i w ten  s posób  m ó d z  d a ć  o d p o w ied ź  n a  pytanie:  jakie w arunki  fizy
czne p o w o d o w u j ą  w ybo czenie  sprężyste.

W  tym celu w e źm y  p o d  u w a g ę  przykład ,  zn any  w e l emen tarnej  mechan ice ,  
mianowicie,  w e źm y  p o d  rozpa t ry w an ie  p u n k t  mater ja lny ciężki,  k tóry jes t 
p rzyczepiony  do j ednego  k o ń c a  nici nierozciągl iwej ,  której  drugi  kon iec  jes t u m o 
co w an y  do p u nk tu  n ie ru c hom ego  w przes t rzeni  (t. zw. w a h a d ło  m a tem atyczne ) .  
P u n k t  ten zawieszony  spok o jn ie  przyjmie  po łożen ie  p ionowe;  gdy zaś odchyl imy 
go od pionu i n a d a m y  mu obró t  około  osi p ionowej ,  p rz echodzące j  przez  punk t  
zawieszenia ,  w tedy  położen ie  jego ró w n o w ag i  (względnej)  będz ie  odchylone od 
pionu i będz ie  w y zn aczo n e  przez  pew ie n  ką t  a, jaki u two rzy  nić z p ionem;  oczy- 
wis tem jest,  że kąt  «  pozo s ta j e  w zależności  od  p rędkośc i  obrotowe j  <p.

Z w ią z e k  między tenii wielkościami  ( a , <f) zna jdz iemy s p o s o b e m  e l em e n ta r 
nym z w a r u n k ó w  rów now ag i  (względnej)  d an e g o  p u n k tu  i w tym celu przyłożymy 
do niego siłę b ezw ładnośc i  m x ' f ' ,  ciężar m g  i n ap rężen ie  nici S; s u m a  rzutów 
tych sił n a  p ro s to p ad łą  do  k ierunku  nici d a  bez p o ś red n io  nast .  rów nan ie  
równ owag i

tnx<f- . co s  a —  mg  . s in a  =  0 ; ............................... (1)

*) „Drang u. Z w a n g ” 1920. U str. 322.

**) Southwell .  Phil.  Trans. Roy Soc. London. Ser. A vol. 213. 1913 str. 187; (jest w odb itce  
i znajduje się  w Biblj. Uniwers.  Warsz.: sygn. 19 .  21. **/i)-
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a po pods tawieniu  w to równanie  x =  l . s ina ,  gdzie x jes t p o s to p ad łą  od le 
głością p u n k tu  od osi obrotu ,  nap isze my rów nan ie

s i n a  . (/ cp2 cos  a — g )  =  0 ; .........................................(2)

z k tó rego o t rz ym am y dwie  odpowiedzi :

I) sin » 0 ; .......................................................................................(3)

g
2) / <p2 • cos  « — g  — 0; sk ąd  cos  « =  -------  . . . . . (4)

/ <f2

P ie rw sza  o d p o w ied ź  wskazu je ,  że przy a =  0, zachodzi  r ó w n o w a g a  n ieza 
leżnie od prędko ści  <f, t. j. n iezależnie od  czynnika ,  wyw ołu jącego  odchy lenie  w a 
hadła;  d ru ga  zaś o d p o w ied ź  daje  związek  między odchyleniem  « i p rę dkośc ią  <f; 
go d n y m  w tym przyk ładz ie  uwagi  dla nas zych  ro z pa t ry w ań  jes t ten  wynik,  że

>  g
od chylenie  ro z p o czą ć  się m oże  do piero  przy <f2 — ~ ~ , t. j. ro zpoczą ć  się może 

od skończone j  war tości  <f; jak  to było  w wyb oc zen iu  z siłą Pkr i d la  mniejszych
g

wartości  <f" <C ~  , odchy len ia  nie o t rzymamy,  choć w y p ro w ad z im y  ten  punk t

z po ło żen ia  równow agi .
P at rząc  na  ten  wynik  z m a tem a ty cz n eg o  s tan owiska ,  widzimy w tym razie 

zwykły  p r z y p a d e k  funkcji  d w u c h  zmiennych ,  z k tórych j ed n a  p r z y r ó w n a n a  do 
ze ra  nie daj e  dla drugiej  zmiennej  war tości  zera;  funkcje  takie p rzed s taw ia ją  się 
p rzez  wykresy  nie p rz e c h o d z ą c e  przez  pocz ą t ek  u k ł ad u  osi. F izycznie zaś b io
rąc  tę sp rawę ,  z jawisko to ud e r za  swą  nieciągłością ,  odchylenie  bo w iem  nie n a 
s tęp uj e  j ed nocz eśn ie  z rozpoczęci em  obrotu,  gdyż np.  dla <p — o, a = u r o j o n e ;  lecz 
dopiero  po  p rzek roczen iu  pe w ne j  war tości  d la  <p. P rz y k ła d  ten  należy u w a ża ć  za 
analogiczny do wyboczenia .

A n a lo g ja  ta dalej  sięgnie,  jeżeli ro zpa t rz ym y rodzaje  ró wnow ag i ,  w jakich 
znajdaje  się d an y  punkt .  W  celu obliczenia rodzaju  rów now ag i  naszeg o w a h a 
dła,  za s tosu jemy twierdzenie  Dirichlet ’a: że ró w n o w a g a  jes t stałą,  gdy war tość  
funkcji  sił w d a n e m  położen iu  ró w now ag i  jes t na jwiększą  t. j. gdy d ru g a  p o c h o 
d n a  funkcji  siła wzg lę dem  niezależnej  zmiennej  i d la  jej wartości ,  odpow iad a ją ce j  
po łożeniu  równow ag i ,  p o s i ad ać  będ z ie  z n a k  ujemny.

P ie rw szą  p o c h o d n ą  tej funkcji  p rz ed s t aw ia  już rów nanie  2-gie; d ru gą  zaś  p o 
ch o d n e  obl iczymy przez  obl iczenie p ochodne j  tego rów nan ia  w zg lę dem  a; p o 
c h o d n a  ta

32 L
----------— l (coss a— sin2 a) <pJ — g  . cos a ................................  (5)
3 a 3
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Dla pun k tó w  prostej  a =  0, wy kresu  (<x, tp2), rys I -szy; gdy:
g  3'J L

ty ' 8  ^ 0 ;  t. j. gdy <f2 <  — ; w yra z  — — p o s i ad a  z n a k  uj em ny  i to jest
L S a 2

max;  d la  war tości  więć  0 <[ <f2 <C —— , p u n k t  

d an y  zna jduje  się w ró w n o w a d z e  stałej.  Dla przy-
ff

p a d k u  zaś, gdy - y -  <  <f2 < < o ,  p u n k t  dany

zna jdu je  się w r ó w n o w a d z e  niestałej ,  gdyż d ru 
ga  p o c h o d n a  m a znak  doda tn i  i na jdrobn ie jsze  
w tym razie odchylenie  za p o m o c ą  siły u b o 
cznej  z po łożen ia  p io n o w eg o  s p o w o d u je  po  
usunięciu tej siły  dalsze  jego odchylenie.  W  r a 
zie zaś jeżeli  p u n k t  d an y  znajdu je  się w ró w 
n o w a d z e  przy pe w ne j  skończone j  war tości  
a, to po p o d s taw ien iu  z rów nan ia  4-go :

ty* — ------- do  ró w n a n ia  5-go o t rz ym am y
cos  a

32 L s in2 a

32 a 2 cos a

TT
co wyraża;  że p u nk ty  na gałęzi  A  B dla  wszystkich  o <C a wyrażają

r ó w n o w a g ę  stałą.  A n a lo g ja  przeto  tego mod el u  z p rę tem,  ob c iążonym  osiowo, 
zachodzi  b a rd zo  daleko ;  prę t  bo w iem  obciążon y idealnie ś r o d k o w o  po zos tan ie  
p ro s tym  przy wszelkich  wa r t ośc iach  siły P  od 0 do ® ; zmien ia  on jedyn ie  przy 
pew ne j  war tości  P  =  Pkr rodzaj  równowagi :  przy P <C Pkr będz ie  on w r ó w n o 
w a d ze  stałej,  przy  P  Pkr >— w r ó w n o w a d z e  niestałej .

A n a lo g ja  pr zebiegu  z jawiska  w yboczen ia  i po łożen ia  tego w a h a d ł a  pochodz i  
z p o d o b ie ń s tw a  u k ład ó w  sił, jakie w y s tęp u ją  w o b y d w ó c h  p rz y p ad k ac h .  A ż eb y  
to p o d o b ień s tw o  uwidocznić ,  w y o b ra źm y  sobie w p rzyk ładz ie  z w a h a d ł e m  s trzałki  
wszys tk ich  sił o d w ró c o n e  w p rz ec iw n ą  s t ronę  i zamia s t  nici w y obra źm y  sobie prę t  
sz tywny,  a o t rz ym a ny  ukł ad  sił nie zmieni naszego  r a ch u n k u  i będz ie  ten układ 
sił p o d o b n y  do uk ład u  sił, wys tępu jących  przy wyboczeniu;  p u n k t  b o w iem  dany 
będz ie  p rzyciągany do po łożen ia  p io n o w eg o  siłą za leżn ą od odchylenia  (jak prę t  
siłą sprężystości ) ,  a ciężar p u nk tu  będz ie  go odciąga ł  od  tego po łożen ia  ( jak o b 
c iążenie  p i o n o w e  w pręcie);  o t rzymujemy przeto  uk ład  sił, k tóry jes t p o d o b n y  do 
sił, dz ia ła jących  na  prę t  obciążony os iowo;  — s tąd  ta analogja.

Z b a d a j m y  t eraz  w aru nk i  s t a tyczne d an e g o  w a h ad ła ,  przy których na s tęp u je  
zm iana  rodzaju  równow ag i .  W  tym celu w eźm y p o d  u w a g ę  p u n k t  naszego  m o - 
delu,  zawies zony idealnie p ionowo;  nie d o zn a  on w t em  po łożeniu  od chylenia  
przy największej  p rę dkości  <p, siła b ow iem  odś ro d k o w a ,  m o g ą c a  go odchyl ić,  nie 
wys tąp i  w tem położeniu;  od chylmy nas tępn ie  ten puk t  siłą np.  poz iom ą  rów ną  
A H  o kąt  Aa,  k tó re m u  o d p o w i a d a  rz ędna  -ix,  w tedy po w s tan i e  siła o d ś ro d k o w a
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tli  . \  X  . f '2; odchylenie  p od  dz ia ła niem prędkości  <p po usunięciu siły A H  nas tąpi  
tylko wtedy,  gdy będz ie  siła ni . \  x  . tf- >  AH,  t. j. gdy siła o d ś r o d k o w a  stanie 
się większą  od siły pomocniczej  odchyla jącej  =  A H. P o n ie w aż  A H  i A x  są  wiel 
kościami  n ieskończenie  m ał em i  tegoż rzędu,  o t rz ym am y przeto  dla <p p e w n ą  s k o ń 
czoną  war tość ,  z p ow iększen iem  której  po  usunięciu  siły A H  m oże  nas tąp ić  o d 
chylenie;  n a  po d s t aw ie  tych ro z p a t ry w a ń  s t a tycznych po w iem y  pog lądow o,  że 
p r ę d k o ś ć  (f od  0 do <fkr idzie na  w yw ołan ie  sił odś ro d k o w y ch ,  zmniejszających 
siłę u b o cz n ą  A H  przy tem s a m e m  odchyleniu,  a po  z rów nan iu  się z nią prze- 
w y ż k a  jej idzie n a  właśc iw e od chylanie  w a h ad ła .  P r ę d k o ś ć  przeto  krytyczna 
jes t to t ak a  wielkość  prędkości ,  k tó ra  wyw ołu je  siłę o d ś r o d k o w ą  ró w n ą  sile u b o 
cznej,  k tó ra  odchyl iła d an y  pun kt ,  z p o w ięk szen iem  której  przeto  ro z p o czy n a  się o d 
chylenie dalsze  p o m im o  usun ięcia  siły A H.

T ak ie ż  s am e  s tosunki  s ta tyczne z a ch o d zą  przy wyboczen iu  o m aw ia n y c h  p r ę 
tów sprężystych,  obciąż ony ch  osiowo.  Przez  odchylen ie  bowiem  k o ń ca  p rę ta  od 
po łożen ia  p io n o w eg o  o A/  siłą u b o cz n ą  p o z io m ą  A H ,  — w y w o ła m y  m o m e n t  
P  . A/ ,  a odchylenie  dal sze  m oże  nas tąp ić  wtedy ,  gdy P  . A/  ^> A H  . /. P o n ie 
w aż A H  i A/  są  wie lkościami  n iesko ńczenie  m a łem i  tego s am eg o  rzędu  (A f  przyj 
m ujem y  p ro porc jona lne  do siły AH) ,  siła przeto  Pkr musi  być  wielkością  skończoną .

Siłą przeto  kry tyczną w yboczen ia  jes t to ta siła, której  m o m e n t  s tani e  się 
ró w ny  m o m en to w i  siły ubocznej  A H.

Z jaw is k o  więc  w yboczen ia  p o w s ta j e  wtedy,  gdy w d a n y m  uk ład zi e  pow" 
s tają dw ojak iego  rodzaju  siły: jedne,  k tóre  d a n y  u k ład  odchyla j ą  od  poł ożen ia  
równ owag i ;  np.  siła o d ś r o d k o w a  w w ahadl e ;  lub m o m e n t  P. siły obciążającej  
pręt;  drugie,  k tóre  s p r o w a d za j ą  d an y  u k ład  do  po łożen ia  równo wag i ;  np.  s k ł a 
d o w a  c iężaru w ahad ła ;  lub siły sp rężystości  w pręcie.

Z  ta k iem  p o jm o w an iem  zjawiska  w yboczen ia  zgadza  się również  pojęcie 
„stopni  s t a teczności" ,  w y p ro w a d z o n e  p rzez  So m m e r fe ld a  (Zft.  d. Ver .  D. Ing. 
1905 st. 1321) na  po d s t aw ie  d y nam icznego  zach o w a n ia  się p r ę t a  p o d  ob c iąż e 
niem,  zbl iża jącem się do krytycznego;  — w s ta ty cznych zaś rozpat ry w an ia ch ,  
tutaj  p rzeds tawiony ch ,  s topnie  te w y ra żą  się wa r tością  różnicy o b y d w ó c h  m o 
m entów .

N a  po d s t aw ie  takiego p o jm o w an ia  siły krytycznej ,  m o żem y  pos tawić  wn io 
sek,  że gdy  p u n k t  zewieszen ia  naszego  w a h a d ł a  u m o cu jem y  nieco z b o k u  osi 
obrotowej ,  — t. j. m im o ś ro d k o w o ,  to odchylenie  ro zpoczn ie  się jedn ocześn ie  
z rozpoczęci em  obrotu;  wys tępu je  tu b ow iem  z pocz ą tk i em  obrotu  siła o d ś r o d k o w a
o pr ędkości  przeto  krytycznej ,  w znaczen iu  tu s to sow anem ,  m o w y  być  nie może.  
P o d o b n e g o  też p rz eb iegu  z jaw iska  należy sią s p odz iew ać  w p rzykładzie  z p r ę 
tem  m im o ś r o d k o w o  obciążonym.

W  niek tó rych j ed n a k ż e  pod rę czn ik ac h  Nauki  o W y t rzym ałośc i  sp o ty k am y  się 
z tego rodzaju  p o s t ęp o w a n ie m ,  że autorzy dla obl iczenia siły Pkr przyjmują ,  że 
m im o ś ró d  istnieje od p o czą tk u  obciążenia;  obliczają  na  tej zasadzie  odchylenie  
p rę ta  i o t rzymują  dla pew ne j  war tości  P, jak  się wyrażają ,  n iepomiern ie  wielkie 
odkszt a łcenia .  W y n i k  ten byłby przeto  sp rz eczny z p rz e d s t aw io n em  tutaj  p o j 
m o w a n ie m  wyboczen ia .  A ż e b y  bliżej tę s p r a w ę  zbadać ,  obl iczyłem b e z p o 
średnio  zw iązek  ( P , / )  d la  p rę ta  z różnymi m imośrodam i ,  s tosując  do tego d o 
kł adny  wzór  d la  pro mien ia  krzywizny w przypuszczeniu ,  że sprzeczność ,  j aka
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wynika  z tego ro z u m o w an ia  z wyn ikam i  obl iczeń pochodzi  z rozszerzeniu za 
kresu s tosowalności ,  wzoru,  op a r te go  na  przybl iżonym wyrazie  promien ia  
krzywizny.

W  d an y m  p rzykładzie  przyją łem  do obliczenia prę t  o przekroju  p ro s to k ą t 
nym 1 2 x 1  m/m,  d ługości  100 m/m  i obl iczyłem zw ią zek  (P, f), przyjmując  ści 

sły wyraz  dla promien ia  
krzywizny.  Obl iczenie  to 
zrobi łem dla  m im o ś r o d ó w  
od m — 5,0 do 0,1 m/m.  
Do obl iczeń l i czbowych 
s to so w a łem  od p o w ied n ie  
tablice; obl iczenie to p o 
mieści łem w „C zaso p iś 
mie techn icznem "  Nr. 7 
1924 r.

W y k r e s y  obl iczeń p r z e d 
s t awi łem  na  rys. 2-gim, 
z k t órych wynika ,  że siła 
P  wca le  się nie zbliża 
as ym pto tyczn ie  do siły 
Eu lerow sk ie j  Pkr =  4,946

0  10 ZO 30  4  0  50  60 7 0  SOmm  kg.; jak  się mówi  w po- 
p y s - 2  dręcznikach;  ani  też nie

p o s i ad a  żadnej  granicznej
wartości ;  a przeciwnie,  p rz ek ra cza  war tość  siły Eulerowskie j  bez  jakiej  b ąd ź  nie
ciągłości  odks zta ł ceń ,  i odchylenie  przy tem przejściu  nie rośnie n iepomiernie,  
a rośnie z p ow iększen iem  się siły obciążającej  w s posób  mniej  lub więcej  szybki,  
lecz w s p o só b  ciągły. A  więc  wyniki  tego ścis łego obl iczenia  są zgodne  z wyło- 
żone m  tu p o jm o w an iem  zjawiska  wyboczenia .  Jeżeli prze to  i stnieje m imośród  
obciążenia,  — o sile E u le r ’a m o w y  być nie może.  Mis tycznie też brzmi  wniosek,  
opar ty  na  obl iczeniach przybl iżonych,  a p rzyt aczany  przez  różnych autorów;  że 
obciążen ie  prę ta ,  w sp a r t eg o  na  d w ó c h  po d p o ra ch ,  siłą p o p rz ecz n ą  i os iową,  nie 
w p ły w a  na  war to ść  siły krytycznej .  Jeżeli  siła p o p r z e c z n a  i p o d łu żn a  są  s k o ń 
czone,  to m a m y  zw ykłe  gięcie.  Jeżeli zaś  siła p o p rz e c z n a  jes t  n i es kończenie  
małą ,  a siła p o d łu żn a  rośnie,  to o t r zy m a m y  zw ykły  p rz y p a d e k  wyboczenia ;  
a więc i zw yk łą  w tym razie wa r t ość  siły wyboczenia ;  n iem a  więc w tym wyniku 
nic wybi tnego.

Na  po d s t aw ie  takiego p o jm o w an ia  z jawiska ,  w y b o czen ia  m o ż e m y  da ć  o d p o 
wiedź na  dosyć ogólne  pytanie,  jakim w a r u n k o m  g ieo m et ry czn ym  i f izycznym p o 
winien o d p o w i a d a ć  u k ł ad  p rę tó w  sz tywnyc h  i uk ład  sił na  n iego działa jących,  
aż eby  dany  u k ład  w całości  d o zn a ł  wy bo czen ia ;  inaczej  -— jaki  powin ien  być 
uk ład  prę tów,  k tóryby, b ę d ą c  w r ó w n o w a d z e  po d dz ia ł an ie m  d a n y c h  sił z e w n ę 
t rznych,  ze zmianą ,  p ro p o r c jo n a ln ą  war tości  wszystkich  sił, zn a jd o w a ł  się w różnych 
ro d za jach  ró wnow ag i .  W  d a n y m  razie  nie idzie o w y b o c ze n ie  poszc zegó lnych  
p rę tów ,  pr zy jm ujem y  je bow iem  sztywnymi,  lecz idzie o warunki  w yboczen ia  d a 
nego  u k ład u  ja ko  całości.
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W  celu dan ia  o d pow iedz i  w y o b ra źm y  sobie g ieometrycznie  zmienny uk ład  
prę tów,  połączonych  przegubow o.  P o m im o  tego,  że uk jad  taki jest  gieome" 
t rycznie zmienny,  m o żem y  go obciążyć szczególnym  u k ł a d e m  sił, p od  dzia łaniem 
których będz ie  on p o zo s t aw a ł  w ró w now adze ;  oczywis tem  jest, że dany  u k ład  
prę tów pod  dzia łaniem takich sił będ z ie  p o z o s t a w a ł  w r ó w n o w a d z e  i wtedy,  gdy 
wszystkie  te siły p ow iększać  będz ie m y  lub zmnie js za ć  proporcjonalnie .  Jeżeli 
nas tępn ie  u k ład  taki w y p r o w ad z im y  np.  d o w o l n ą  siłą u b o cz n ą  z tego położenia ,  
to p o w s t a n ą  m o m e n ty  sił zewnęt rznych,  k tó re  po usunięciu  siły ubocznej ,  albo 
s p r o w a d z ą  d an y  uk ład  do  p ierw o tn ego  położenia ,  lub go o d d a l a ć  b ę d ą  od tego 
położenia,  to zależy od rodzaju  ró w now ag i  sił; przyjmijmy nas tępn ie ,  że war tość  
funkcji  d a n y c h  sił nie jest  max. ,  t. j. że r ó w n o w a g a  w y tw o rz o n a  jes t nie stałą.  
Przyjmijmy nas tępn ie ,  że o d k sz ta łcen ia  k ą tó w  po m ięd zy  prę tam i ,  spo tyka jącymi  
się w węz łach ,  są  sprężyste;  w tedy p o w s ta ł e  m o m e n ty  sił zewnęt rzny ch ,  gdy 
uk ład  nie p rz ed s t aw ia  max.  pracy,  nie za wsze  w ywoła ją  dal szą  zmianę układu;  
po w s ta ł e  b ow iem  m o m e n ty  obciążenia  zna jd ą  sprzeciw w odks zta ł cen iu  w mo" 
men tach,  p o w s ta ły ch  w w ęzł ach  sprężystych.

Nas tę pn ie  zwrócić  należy uwagę ,  że m om en ty ,  w y s tęp u jąc e  w węzłach 
sp rężystych przy d a n e m  od kszt a ł cen iu  są  wielkościami  s tałemi , m o m en ty  zaś sił 
z e w nę t rz nych  przy t em że  odchylen iu  od p o łożen ia  rów now ag i  m o g ą  się zmieniać ,  
za leżnie od sp ó łczy n n ik a  proporcjonalności ,  w spó lnego  dla wszystkich  sił o b c i ą 
żających; przy pe w n y ch  p rzeto  war tości ach  
tego spó łczynn ika  u k ład  taki,  o d c h y 
lony z po łożen ia  równow agi ,  może  p o w r ó 
cić do po łożenia  równowagi ,  przy innych 
zaś  w y k o n a  dal sze  odchylenie.

W ar to ść  spó łczynn ika  od którego roz
po cznie  się odchy len ie  n az w ać  m ożem y 
spółczyn n ik iem kry tycznym.  S półczy nn ik  
ten o d p o w i a d a  sile krytycznej  (lub 
pr ędk oś ci  krytycznej ).  W s z y s tk i e  przeto  
linje ciśnień (o ile p rzyjmiemy że są 
n ierozciągl iwe i nieścis łowe) ,  m o g ą  być 
u w a ż a n e  za u k ład y  g ieomet ry czne zm ienn e 
ze sprężys tymi  węzłami;  a obciąż on e 
siłami, maj ącem i  wa r t ość  funkcji  sił nie 
m a x i m u m , '— p o s iad ać  m u s zą  spó łczynniki  
krytyczne.

Prę t  pros ty,  wyżej rozpa t ry wany ,  m oże  być również  u w a żan y  za  u k ł a d  zło" 
zony z pew nej  ilości n ie sko ńczen ie  małych  p rę tó w  (w tym razie ściśl iwych lub 
sz tywnych) ,  p o ł ąc z o n y ch  z so b ą  wę złam i  sp rężystymi  i tw orz ącyc h  linję pros tą;  
ża d n e  obciążenie  w zd łuż  osi tak ieg o  uk ład an ie  nie wypro w ad zi  go z pos tac i  p r o s t o 
linijnej; u b o cz n e  odchylenie  j ed n ak ż e  przy pewnej  wielkości  siły obciążającej ,  
m o że  w y w o ła ć  wyboczen ie .  W y r a z e m  m o m e n t ó w  w tym razie  w y s tępu jących  
w w ęzłach jest  wielkości  J i E; w y ra zem  zaś m o m e n t ó w  sił z e w n ę t rz n y ch  są 
wielkości  P  i I.

W  takich w a r u n k a c h  zna jdu je  się również  np.  rura  o p rz ek ro ju  ko łowym ,
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0 c ienkich śc iankach,  p o d d a n a  ze w n ę t rz n em u  ciśnieniu np.  hydraul i cznem u;  rura 
t ak a  p o s i a d a  też ciśnienie krytyczne t. j. spó łczy nn ik  krytyczny.

W  związku  z obl iczeniem i w y k re sem  (P, f), z rob ionym  dla ob ciąż eń  dan e g o  
p rę ta  z rozmai tymi  m imośrodam i ,  rys. 2 gi i 3"ci, za uważę,  że p rz eb ieg  gieome" 
t ryczny w y k re só w  tych jes t  p o d o b n y  do wykresów,  s p o r z ą d z o n y c h  na  po d s t aw ie  
doświadczeń ,  p o d a w a n y c h  np.  u T im o szen k i  *) lub u R. M eye ra  **). Z  tego p o d o 
b i eń s tw a  wynika;  że w tych d o ś w iadc zen iach  w y s tę p o w a ły  mimośro dy ,  i gdy np.  
ze wzoru ścisłego obliczyłem m imośród  dla  j ednego  z p o d a n y c h  p rzez  Ki rscha  ***) 
do św iadczeń ,  to o t rz ym a łe m  war tości  odchyleń,  w y m ie rzo n e  z doświadczeń .  
Obl iczenie,  przy to czone  zap rz ecza  przeto  twierdzeniu ,  że te wy kre sy empi ryczne  
zbliżają się as ym pto tyczn ie  do granicy Eoulerowskie j ,  jak  g łoszą  n iektórzy autorzy;  
należały  przeto  przyjąć,  że przebi eg  ich jes t taki, jaki  w y p a d a  z obliczenia
1 jaki, jest  p rz ed s t aw io n y  n a  rys 2-im.

Na  rys. 3-cim, k tóry  jest  rys. 2"gim w powiększon ej  skali,  nan ios łem  jeszcze  
w y k re sy  (P, f) z ró w nan ia

P  P
a —  - -U — (f -U m )

F W

dla  <3 =  6 kg. /mm." i d la  tych sam ych  m i w y m ia ró w  prę ta ,  jakie  s to sow ałem  
pop rzednio ;  p u n k ty  przecięc ia  się tych w y k re só w  z poprzednimi ,  da ją  związek  
(P, f) przy n ap r ężen iu  a =  6 k g . /m m . 2; jak  widzimy z rysunku ,  g ieomet ryczne 
miej sce  tych p u n k t ó w  (wykres  obci ąż eń  bez piecznyc h)  p rz ed s t aw ia  linję, zbl iżoną 
do  pros tej  i p r a w i e  p r o s to p a d łą  do osi f; co w skazu je  z jak o szy bk ością  s p a d a  
d o p u s zc za ln a  wy trz ymałość  p rę ta  z p ow iększen iem  mimośrodu.

R É S U M É .
LES CO NDITIONS PHYSIQUES DE L ’EXISTENCE DE F L fiM B E M E N T .

H.  C Z O P O W S K I .
L ’au teu r  ten d à éc la irer  au point  d e  vue  phys ique  les condi t ions  de  

l ' ex is tence  d e  f l ambe ment ;  d a n s  ce  bû t  il an a ly se  la stabi li té re la t ive du pen du le  
s imple,  qui tourne  au tou r  d ’un axe  ver tical  p a s s a n t  p a r  le point  de  suspens ion et 
d ’où l’angle  d ’écar t  c o m m e n c e  à par t i r  d ’u n e  certa ine  va leu r  finie d e  la v i tesse  
angu la i re  d e  rotat ion,  va leur  an a lo g u e  à la force d ’Euler.

Ensu i t e  l’au teu r  m o n t re  l‘ana logie  p a r  r a p p o r t  au c h a n g e m e n t  des  c o n d r  
t ions de  s tabil i té et l ' ex is tence  du  point  de  bi furcat ion fig. 1.

Le travai l  es t co m plé té  p a r  le calcul  nu m er iq u e  des  déf o rm at ions  d e  la 
bar re  sumise  à l 'effort de  com pre s s io n  avec  une  excentrici té (m) d o nnée .  Le  calcul,  
ex e cu té  p a r  Ja formule exact e  du ra yon  de  courbure ,  d é m o n t r é  que  la de f o r 
mat ion de  ba r re  se  p rodu i t  d 'u n e  m an iè re  tout à fait con t inu e  et que  ce tte  con" 
t inuité es t  co n se rv ée  m ê m e  p e n d a n t  le p a s s a g e  d e  la va leur  d e  force p a r  la li
mite d 'Euler ,  fig. 2 et 3, résul ta t  contra i re  aux opinions,  en o n cées  d an s  b e a u c o u p  
d es  t rai tés  spéc iaux.

*) T im oszenko.  W ytrzym ałość ,  str. 336,
**) Rudolf  Meyet.  Der Knickfestigkeit ,  st. 126,
***) Zft. d. V. D. lng. 1905.



BADANIA NAD DIELEKTRYKAMI.
PRZEZ

M I E C Z Y S Ł A W A  W O L F K E G O .
PRACA REFEROW ANA NA POSIEDZENIACH NAU KO W YCH W. T. P. d. 1/111 i 22/111 . 24.

O pie r a j ąc  się na  teorji  d i e l ek t ry ków  zap o czą tk o w an e j  przez  P. D e b y e ’ a, 
k tór a  t ł omaczy  za leżność  stałej  d ie lekt rycznej  od t em p er a tu ry  przez  egzys tencje  
samois tn ie  spo la ry zo w an y ch  molekuł,  tak  zw anych  „dipoli",  p ró b o w a łem  o t r z y 
m ać  t rwa łe  s p o la ry zo w an e  die lekt ryki  przez  zes ta lanie  ich w polu e lekt rycznem.  
Badan iom  tym p o d d a ł e m  p o cz ą tk o w o  par af inę  i siarkę,  a n as tęp n ie  w t e m p e r a 
tu rze  c iekłego p ow ie t rz a  n a s t ęp u ją ce  dielekt ryki :  e ter  etylowy,  a lkohol  e ty lowy 
i metylowy,  aceton,  chloroform,  cz te rochlorek węgla,  s iarczek węgla ,  benzol ,  
naf tę i gl icerynę.  O k a z a ł o  się, że wszys tk ie  te d ielekt ryki ,  n iezależnie od  tego,  
czy p o s i a d a j ą  dipole,  czy też nie, zes ta lone  w polu e l ek t r ycznem 300 vol t /cm 
w ykaza ły  z jawiska  o d p o w ia d a ją c e  polaryzacj i  trwałej .  Bliższe zba d an ie  tych 
z jawisk d ow iod ło  jednak,  że p rz yczyną  ich jes t nie po laryzacja  t rwa ła  dielekty-  
ków,  a jony e lekt rol i tyczne „ z a m r o ż o n e "  zna jd u jące  się w die lektyku dzięki  s ł a 
b e m u  p rzew odn ic tw u  jego e lekt rol i tycznemu w s tanie ciekłym.

W  trakcie  tych d o ś w ia d c z e ń  za uw aży łe m,  że p o d cz a s  ze s ta lan ia  się d ie l ek 
t ryka  bez  po la  e lekt ry cznego  na  e lektrodzie,  izolowanej ,  umieszczonej  p o n a d  jego 
powierzchnią ,  p o w s ta j ą  ł adunk i  e l ek t ryczne indu kow an e .  Ł a d u n k i  te ro sną  i m a 
leją skokami ,  pr zyczem  każdej  nagłej  zmianie  ich o d p o w i a d a  cha rakterys tyczny  
t rzask  w e w n ą t r z  d ie l ek t ryka  zes ta lonego.  Sze reg do św iad c z eń  w y k o n a n y ch  nad  
pow yżej  w ymieniony mi d ie lekt ry ka mi  z am ro żo n y m i  w t e m p e r a tu rze  c iekłego p o 
wiet rza  p r z ek o n a ł  mię, że p r zyczyną  p o w s t a w a n i a  tych ł a d u n k ó w  jes t  p ęk an ie  
ze s ta lonego die lekt ryka.  Da lsze  b a d a n ia  w tym k ie runk u w y k o n a łe m  n ad  die lek
t rykami  s tałemi .  O k a z a ł o  się, że p ra w ie  wszystkie  pr zezem nie  b a d a n e  kryszta ły, 
lub ciała o budowie m ikrokrystalicznej o ile były do bremi  izolatorami ,  'wykazywały 
przy  łupaniu ich na powierzchniach łupania swobodne ładunki elektryczne. Najsi l
niejsze były  te ł ad un ki  u miki,  soli kam ienne j  i fluorytu,  słabiej  d aw a ły  to zja
wisko s iarczan  po ta su ,  kalcyt ,  o c t an  miedzi ,  kw as  winow y i inne.

D o  in terpre tacj i  tego n o w e g o  z jawiska  za s to so w a łem  teorję p r a w d o p o d o 
b i eń s tw a  podzia łu  pos zc zegó lnych  jonów  d a n e g o  krysz ta łu  p o m ięd zy  oby dw ie  
p owie rzchn ie  łupan ia .  W  wyl iczeniach mych o p a r łe m  się na  najpros tszej  hypo- 
tezie,  że p ra w d o p o d o b i e ń s t w o ,  iż jakiś  d o w o ln y  jon do d a tn i  lub ujemny,  po roz
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ł upan iu  znajdzie się na  jednej  z d w u c h  powierzchni  ł u p an ia  jest  n iezależne od 
ro zk ła du  pozos ta ł yc h  jonów.  Na  po d s t aw ie  tego za łożenia  obl iczyłem p r a w d o p o 
dob ień s tw o  wielkości  p ow s ta jąc ych  przez  łupanie  ł a d u n k ó w  i s tąd ś redn ią  w a r 
tość tych ł a d u n k ó w  dla wielkiej ilości doświadczeń .  I lościowe do św iadczen ia  
p rz e p r o w a d z o n e  dla soli kamienne j  da ły  wa r tość  ś redn ią  rzędu  wielkości  obli
czonej  teore tycznie,  lecz cokolwiek  od tej ostatniej  większą.

Miał em zam ia r  z jawisko to zb a d a ć  w próżni,  lecz do w iedz ia łem  się od prof. 
Eh re n fe s ta  w L e iden  (w maju  r. b.), że prof. Joffe z Pie t ro grodu również  z a o b 
s e r w o w a ł  to z jawisko i b a d a ł  je n a s t ęp n ie  dla soli i miki w próżni,  o t rzymując  
n iezmiernie don ios łe  i c i ek aw e  wyniki.  P rac ę  swoją  re ferował  prof. Joffe w końcu  
kwietni a  r. b. na  ko ngres ie  So lveyow skim w Brukseli.

R É S U M É .

E n  t ra in de  ses  r e che rches  sur les d iélec tr iques  l’au teur  a cos ta té ,  q u e  
sur les surfaces de clivage des cristeaux, qui sont bons isolateurs, ils se produisent 
pendant le clivage des charges eltctriques libres. L ’auteur  a é tudié  ce p h é n o 
m è n e  qua l i ta t ivemen t  et quant i t a t ivem en t ,  en m e su ra n t  les ch arges  produi tes ;  
il a d o n n é  auss i  un e  in terp ré ta t ion  théor ique  d e  ce n o u v ea u  p h én o m èn e .

A p r è s  avoire  fini son  travai l  l’auteur  a appr is  de  M. Ehrenfes t ,  professeur  
à Leyd e ,  que  M. Joffe, professeur  à Pe t ro g ra d ,  a t rouvé le m ê m e  p h é n o m è n e  
et l’a é tudié  d a n s  le vide.  M. Joffe a référé son travai l  à la fin du mois d ’avril
a. c. au Con grès  de  Bruxelles.



Stała dielektryczna ciekłego helu.
PRZEZ

M. W O L F K E G O  z W a r s z a w y  i H. K A M E R L I N G H  O N N E S ' A  z Leydy.  
PRACA Z ŁO ŻO N A  W  KR Ó L. AM STERDAM SKIEJ A K A D . NAUK.

W  Z ak ła d z i e  Kryogen icznym  Un iwers y te t u  Lejde jskiego oznaczy l i śmy po  raz 
p ierwszy  s ta łą  d ie l ek t ry czną  c iekłego helu  w tem p e r a tu rze  jego wrzen ia  po d ci
śn ieniem atmosfe ry czne m.

M eto d a  p o m ia ró w  p rzez  nas  użyta,  pos ługu jąca  się drg aniami  n iegasnącemi
0 wysokiej  częs to tl iwości ,  zos ta ł a  up rz edn io  przez  j e dnego  z nas  w y p r a c o w a n ą  
w Z a k ł a d z i e  Fizycznym I-ym Pol i techniki  W a rs za wskie j .

A p a r a t u r a  p o m i a r o w a  s k ł ad a  się w zasadzie  z d w u c h  o b w o d ó w  drga jący ch
1 i II (rys. 2) luźnie ze so b ą  sp rzężony ch z a p o m o c ą  c e w e k  samoinduk -  
cyjnych L, i L>.

O b w ó d  1 s łuży jako g ene ra to r  p r ą d ó w  s zybkozmiennych .  S ch em a t  jego jest 
przeds taw iony  na  rys 1. W ła śc iw y  o b w ó d  sk ł ad a  się z k o n d e n s a to r k a  o b ro 
towego C, i d w u c h  c e w e k  sam o in d u k cy jn y ch  L i L, .  Z a p o m o c ą  aud jonu  A  w y 
tw arza ją  się w obw odz ie  tym drgania  
n iegasnące  o wysokiej  częs tot liwości.
Ż a r z ą c a  się k a t o d a  audj on u jest  w p u n k 
cie E  uziemioną.  T e n  sys tem łączenia  
okaz a ł  się jako najbardziej  gwa rantuj ący 
s tałe ampl i tudy  d rg ań  *).

O b w ó d  drgań II (rys. 2) jes t właśc i 
wym o b w o d e m  mierniczym,  s k ł a d a  się 
on z cewki  samoinduk cy jnej  L 2, z p r e c y 
zyjnego k o n d e n s a to r k a  ob ro to w eg o  d o 
kł adnie  w y c ech o w a n eg o  C 2 i z te rmoele-  
m en tu  p ró żn io w ego  T,  k tóry s łuży tutaj  
jako d e t e k to r  p r ą d ó w  szyb koz mie nn ych.
Z  k o n d e n s a to r k ie m  C ,  zw ią zana  jest  
po jem n o ść  C, k tó ra  z a p o m o c ą  ru c h o m e g o  ko n ta k tu  K może  być d o łąc z o n ą  r ó w n o 
legle do  k o n d e n s a to r k a  C 2, lub też od niego od łączoną.  P o je m n o ść  tę s t anowi

*) Porówn. J. H erw eg ,  Verh. d. D. Phys G. 21. 572. 1919.
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mał y  k o n d e n s a to r e k  cylindryczny, z a w ar t y  w szkl anny m naczy ń k u  i zanużony  
w kryostac ie  op i sanym  poniżej  (rys. 3). K o n d e n sa t o r e k  ten  m oże  być napełn iony  
substancją ,  której  s ta ła  d ie lekt ryczna  m a  być wyz naczoną ,  lub też m oże  on być 
wypró żnion y z a p o m o c ą  p o m p y  próżniowej .  O b w ó d  jes t uz iem iony w punkci e  E.

Siła e l ek t romoto ry czna  ter- 
m o e le m e n tu  T  mierzy 
się m e t o d ą  k o m p e n s a c y j 
ną  z p o m o c ą  precyzyjnej  
skrzynki  opo rowe j  R  i gal- 
w a n o m e t r u  G, k tóry  s łuży 
jako  in s t rumen t  zerowy.  
U ż y w an y  p rzez  nas  ter 
m o e lem en t  daj e  7,5 m V  
na 10 m A  p r ą d u  w o b 
wo dzie  II. Czu łość  gal- 
w a n o m e t r u  wy nos i ł a  2.10 11

A  n a  m m  skali  w odległości  6.5 m.
O b ro t o w y  k o n d e n s a to r e k  C, p o s i ad a  o d p o w ie d n ie  u rz ądze nie  tak,  iż może 

być precyzyjnie  na s t aw io n y m  z a p o m o c ą  p rz ek ładn i  z l inkami  z miejsca o b s e r 
wato ra .  Do o d czy ty w an ia  nas taw ie n ia  tego k o n d e n s a to r k a  s łuży skal a  o d łu 
gości  przesz ło  5 m u m ieszczo n a  wkoło  osi k o n d e n s a to r k a  n a  kole zakreś lonem 
p r om ien iem  o długości  2 m. Maleńk ie  wklęs łe  lus terko um ieszczone  na  osi kon- 
d e n s a to r k a  w pu nkci e  ś r o d k o w y m  tego ko ła  rzuca  p ow iększony  obraz  rzeczywis ty  
silnie oświet lonej  szczel iny o szerokości  0.2 mm. Przesunięcie  się promienia  
świet lnego na  skali  o 1 cm o d p o w i a d a  zmianie  po jem nośc i  k o n d e n s a to r k a
o 0.518 cm.  P o d o b n y  s posób  od cz y ty w an ia  m e t o d ą  s u b jek ty w n ą  z a p o m o c ą  lu
ne tk i  był  użyty  p rzez  M. Jeżewskiego  *) w jego po m ia ra ch  stałej  dielekt rycznej .  
M yśm y obrali  m e to d ę  o b jek ty w n ą  ze wzg lędu  n a  w y g o d ę  pomiarów.

K o n d e n s a t o r e k  C wraz  z k ry o s t a t e m  jes t p rz e d s t aw io n y  na rys. 3. S am  k o n 
d e n s a to r e k  C sk ł a d a  się z 5 'ciu koncen tr yczn ie  u m ieszczo n y ch  mos iężnych  c y  
l inderków.  Z e w n ę t r z n a  ś redn ica  k o n d e n s a to r k a  wynos i  34 mm, zaś d ługość  około  
100 mm, p o je m n o ś ć  jego r ó w n a  się mniej  więcej 90 cm. K o n d e n sa t o r e k  ten  znaj 
duje  się w szk lanym  w e w n ą t rz  w ys reb rzo n em  naczy ń k u  G. N aczyńko  to m oże  
być nape łn iane  o d p o w ie d n ią  substanc ją ,  której  s ta łą  d ie lekt ryczną chc em y w y 
znaczyć,  za p o ś r e d n ic tw e m  ru rek  T,  i T 2. N a cz y ń k o  G zna jdu je  się w d w uch  
naczyn iach  D e w a r a  D x i D* zam k n ię ty ch  u góry n a k r y w k a m i  H  i W .  Naczynia  
te m ogą być za leżnie od pot rz eby  nap e łn io n e  c iekłym w o d o rem ,  lub też c iekłym 
helem. Zewnętrznie naczynie  D e w a r a  D 3 jes t o tw ar te  i nap e łn i a  się ono c iekłem 
pow iet rzem.  E lek t ro d a  Ej k o n d e n s a to r k a  jes t izo lowaną;  w y p r o w a d z o n a  jes t ona  
naz e w n ą t r z  n a c z y ń k a  G i koń cz y  się m e ta lo w ą  kaps lą .  Bezpoś rednio  p o n a d  tą 
k ap s l ą  znajduje  się ru ch o m y  k o n tak t  K, k tóry  z a p o m o c ą  rączki  Ki  m oże  być 
o puszczony  aż  do ze tknięcia  się z e l ek t rodą Ej,  lub też podn ies iony  i od łączony  
od niej. D ru g a  e l ek t rod a Ej p ro w adz i  od zew nę t rz nego  cy l inde rka  k o n d e n 
sa to rk a  C; jes t o n a  po ł ącz o n a  z w e w n ę t rzn ą  pow ie rzchnią  po s reb rzo n ą  n aczyńka  G

*) M. Jeżewski,  Krak. Akad. t. IX. Ser. A. Str. 73. 1920.



i w y p r o w a d z o n a  naz ew n ą t r z  tego n ac zy ń k a  łączy się z n ak r y w k am i  H  i W.  N a '  
krywki  te, a tem sam em  i e l ek t roda E 2 są  p o ł ącz o n e  z uz iem ioną  zbroją kon" 
d e n s a to r k a  C 2 (rys. 2). Cały  ten sys tem  uziemien ia  s t anowi  d o s t a t ec z n ą  ochronę  
po jemności  C pr zec iw ko zew n ę t rz n y m  w pływ om .

P o m ia r  poj emności  C (rys. 2) us ku teczn ia  się 
w  n as tęp u jący  sposób.  O b w ó d  1 n as taw ia  się zapo-  
m o cą  k o n d e n s a to r k a  ob ro to w e g o  Cj n a  o d p o 
wiednią  d ł ugość  fali, k tóra  przy naszych p om ia ra ch  
wyn os i ł a  400 do 600 m. Przy o tw ar ty m  kon takc ie  
K i p e w n e m  okre ś lonem nas taw ieniu  k o n d en s a to r k a  
mierniczego C2 k o m p en s u je  się p rą d w obwod z ie  
gal w anomet ru  do zera.  N a s tęp n ie  k o n tak t  K zo
s ta je  zamknię ty ,  przez  co po jem n o ść  C do łącza  
się do pojemności  k o n d e n s a to r k a  C2. P o cze m  
zmniejsza  się p o jem ność  k o n d e n s a to r k a  mierni 
czego przez  obracan ie  jego osi aż do chwili,  gdy 
n ar u szo n a  ró w n o w ag a  w obw odz ie  gal w anomet ru  
zos tanie  p rzyw ró co ną i ga lw a n o m e t r  wskaz u je  zn o 
wu zero. W  ten s posób  d o d a n a  do k o n d en s a to r k a  
mierniczego p o jem ność  C zos ta je  s k o m p e n s o w a n ą  
przez  odp o w ied n ie  zmniejszenie  jego własnej  p o 
jemności .  Liczba po dzi a ł ek  na  skali  k o n d e n s a to r k a  
mierniczego, o k tó rą  p ro m ień  świet lny się p rz esuną ł  
przy tej kom pen sac j i  poj emnościowe j ,  da je  nam  
po jem n o ść  k o n d e n s a to r k a  C w jed n o s tk ac h  wzg lę d 
nych.  Oczywiście  za leżność  p o m iędzy  odczytaniami  
na  skali  k o n d e n s a to r k a  mierniczego,  a jego zm ian ami  
poj em noś ci  musi  być p rzy tem  ściśle l injową, co tez 
w  obsza rze  naszych p o m ia ró w  było  sp ra w dzone .

Sta ła  dielektryczna danej substancji oblicza się 
jako stosunek pojemności kondensatorka C napełnio
nego tą substancją do pojemności jeg o  w  próżni 
w  tej samej temperaturze. P różnia  daje się z ł a 
twością  wy tw orzyć w naczyńku  G  (rys. 3) zawie- 
ra ją cem  k o n d e n s a to r e k  z a p o m o c ą  p o m p y  próżniowej .

W o b e c  tego,  że k o n tak t  K, łączący  k o n d e n 
sa to rek C z k o n d e n s a to r k ie m  mierniczym C 2 zna j 
duje się bez p o ś red n io  przy e lekt rodzie  E Ł , to p o 
zosta je  jedynie  p o j em n o ś ć  kapsl i  tej e lekt rody,  
k tór a  może  p o w o d o w a ć  b ł ąd  w oznaczeniu
stałej  d ielektrycznej .  Błąd ten  daj e  się ł a t wo  ocenić;  po je m n o ść  tej kapsli  wynosi  
około  0,4 cm, t. j. mniej  niż 0,6'î, po jemnoś ci  C, w obec  tego jed nak,  że po jem n o ść  
k o n d e n s a to r k a  n ap e łn i o n e g o  c iekłym helem,  w e d łu g  naszych  pomia rów,  różni  się 
jedy nie  o ca. 5% od poj em noś ci  jego w próżni,  to b łąd  s p o w o d o w a n y  p rz ez  d o 
d a t k o w ą  po jem n o ść  kapsl i  nie wyniesie  więcej  niż 0,03°/o o t rzym anej  war tości  s t a 
łej dielekt rycznej .



32

O d c zy tan i a  na  skali  k o n d e n s a t o r k a  mierniczego m o g ą  być  ucz yn ione z d o 
k ł adnośc ią  do je d n eg o  milimetra ,  co przy o b s e r w o w an y c h  przez  nas  wychy len iach 
gw ara n tu je  d o k ła d n o ś ć  p o m ia ru  0,1$. Błąd p r a w d o p o d o b n y  (nie sys tema tyczny)  
wynosi ł  przy wszystk ich  naszych  p o m ia rach  znacznie  mniej.

P o d o b n ą  m e t o d ę  p o m ia ró w  uż yw ał  n i ed a w n o  Bryan*).
N asza  m e t o d a  p o m ia ró w  stałej  d ie lekt rycznej  nie uwzględn ia  p rz ew o d n ic tw a  

substancj i  w kon d en sa to r ze .  A b y  ocenić  b łąd  s p o w o d o w a n y  p rzez  to, zm ie 
rzyl iśmy zg ru ba  m e t o d ą  ga lw a n o m e t ry cz n ą  o pór  k o n d e n s a to r a  n ape łn ione go  
c iekłym helem.  O p ó r  ten wynosi ł  mniejwięcej  2 .  10' omów,  w o b ec  czego j asnem 
jest,  że b łąd  s p o w o d o w a n y  prz ez  p rz ew o d n ic tw o  c iekłego helu nie po t r ze bu je  być 
b ra n y m  p o d  uwagę.  Z n a j ą c  wy miary  k o n d e n s a to r k a  C, m ożem y obl iczyć opor
ność w łaściw ą ciekłego helll na cm" przekro ju  i cm długości ,  w ten spo só b  ot rzy
mal iśmy war to ść  ca. 2,6 10'° omów.

Czułość  naszej  m e to d y  daje  się z tego ocenić,  że w s tanie s k o m p e n s o w a n ia  
z m ian a  po jem no ści  k o n d e n s a to r k a  mierniczego,  o d p o w i a d a j ą c a  odchyleniu  na  
skali  o 1 cm,  t. j. mniejwięcej 0,5 cm pojem no ści  około  6-ciu cen tymetrów .

P o d cza s  p o m ia ró w  poj em ności  k o n d e n s a to r k a  n ap e łn io n eg o  c iekłym helem,  
n ac zy ń k o  szk łan e  G  (rys. 3) było  n ap e łn io n e  c iekłym helem d o p e ł n a  i h e r m e 
tycznie zamkni ę te .  N aczyńko  to było  również  za nurz one  w c iekłym helu,  k tóry 
w ype łn ia ł  naczynie  D e w a r a  Dj ; he l  z tego nac zy n ia  o d p a r o w y w a ł  p o d  c iśnieniem 
a tm o s fe r y czn em  s w o b o d n ie  do wielkiego gazomet ru .  Dla  ochrony p rz ec iw ko  c ie
płu  z e w n ę t r z n e m u  naczyn ie  D e w a r a  D^ było n a p e łn io n e  c iekłym w o d o rem ,  a n a 
czynie D :, c i ek łem  pow iet rzem.

P o je m n o ś ć  by ła  6 razy mierzoną  przy 3-ch różnych dług oś ciac h fal z a w a r 
tych po m ięd zy  400 do 600 m. K a żd y  po m ia r  jes t ś re dn ią  a ry tm e ty c zn ą  z 6-ciu 
odczytań.  Na  za sadz ie  m e tody  najmnie jszych  k w a d r a t ó w  obl iczyl iśmy dla każd eg o  
p o m ia ru  jego wagę,  jak o  wielkość odwro tn ie  p ro porc jona lną  do  sumy k w a d r a t ó w  
b ł ędów .  W  ten  s posób  ot rzymal iśmy dla  poj em noś ci  k o n d e n s a to r k a  n ap e łn ionego  
c iekłym helem w cen ty m e tr ach  skali  k o n d e n s a to r k a  mierniczego  n a s tęp u jące  
war tości  ;

P o j e m n o ś ć :  178,9 178,9 179,0 178,9 178,8 178,9 

W a g a :  45,5 9,8 7,3 10,75 40,0 14,5

Biorąc pod u w a g ę  względn e war tości  w ag  p ow yższych  rezul ta tów,  o t rzymujemy,  
jako os t a t ec zn ą  wa r t ość  po jem nośc i  : ^

1 7 8 , 9 ......................................................................(1)

P o  sk o ń cz o n y ch  tych p o m ia r a c h  n aczy ń k o  szk lane  za wiera jące  ko n d e n sa -  
to rek  zos ta ło  z a p o m o c ą  p o m p y  p różn iow ej  o p różn io ne  i p o j em n o ś ć  k o n d e n s a 
to rk a  w próżni  by ła  mie rz ona  w ten  sam  sposób,  jak  p o p rzedn io .  O tzy m al i śm y  
nas t ęp u ją c e  war tości  :

*) A. B. Bryan. Phys. Kev. 22, 399, 1923.



P o je m n o ś ć :  170,5 170,7 170,8 171,1 170,2 170,7 

W a g a :  20,0 66,7 2,58 8,2 4,98 12,8

z k ą d  jak o war to ść  os ta t eczna  w yn ika :

170,7 ................................................................(2).

Sta łą  d ie lekt ryczną  c iekłego helu o t rzymujemy,  obl iczając  s to sunek  po je 
mności  (1) do (2):

178,9
K : -------  =  1,048.

170,7

W o b e c  tego,  że po m ia ry  nasze  są  w y k o n a n e  z d o k ł a d n o ś c i ą  oko ło  0,1%, 
m o żem y  jak o war to ść  stałej  d ie lekt rycznej  c iekłego helu w t em p e r a tu r z e  jego 
wrzenia  po d  c iśnieniem a tm os fe rycznem  przyjąć:

K =  1,048 +  0,001.

—  33

P o d c z a s  tych p o m ia ró w  ciśnienie b a ro m e t ry czn e  wynosi ło  765 mm, co o d p o w i a d a  
t e m p e r a tu r z e  wrzenia  helu 4,2° abs.  *).

W  związku  z temi  pomia ra mi  wykon a l iśmy również  pom iar  kon trolujący p o 
jemności  k o n d e n s a to r k a  C w próżni  w t em p era tu rze  pokojowej  mniejwięcej  25" C. 
Pomia ry  w y k o n a n e  w ten sam  s p o só b  jak  p o p rzed n io  da ły  n a s tęp u ją ce  wartości :

m
P o je m n o ś ć :  171,6 171,7 171,65 171,7 171,7 171,8 

W a g a :  12,7 8,34 8,47 9,8 2,08 7,15

z k ąd  w yn ika  :

171,7  (3).

W o b e c  tego,  że po je m n o ść  k o n d e n s a to r a  jes t funkcją  l in jową jego w y m ia 
rów m o żem y  założyć n a s t ęp u ją ce  ró w n a n ie  :

A C =  « . C . A T,

gdzie  AC ozn a cza  przyros t  pojemności  ko n d en sa to r a ,  C jego po jem n o ść ,  « spół- 
czynnik  rozszerzalności  te rmicznej  i A 1 przyros t  t em per atury .  W  n as z y m  w y 
p a d k u  b ę d z i e :  A C =  1, jak o różnica  pom iędzy  war to ści ą  (3) i (2), C =  170,7

H. Kamerlingh O nnes  i S. W eber, Leiden Comm. Nr. 147b. 1915.
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i A T  =  293,8. P od s ta w ia j ąc  te war tości  w pow yższ e  równan ie ,  o t rzym ujemy 
spó łczynn ik  rozszerzalności  d la  mosiądzu ,  z k tórego  był  zrobiony nasz  kon den-  
s a to re k  :

a =  0,00002.

W a r t o ś ć  ta zg ad za  się w zupe łności  z tą j aką  o t rzym ał  H e n n in g  ') dla 
czys tego m os iądzu  w tem p e r a tu r a c h  p o m iędzy  — 191° i 16°C, co jest  j ednym  
sp ra w d z ian e m  więcej  d o k ład n o ś c i  naszej  metody.

R E S U M E ,
LR CONSTANTE D IE ’LECTRIQUE DU H ELIU M  LIQ UIDE.

Déposé à 1‘ ftcad. Roy. d 'A m ste rdam .

D a n s  ie Lab orat o i re  C ry ogén ique  de  l’Univers i té  d e  L eyde  no us  avons  m e 
suré po u r  la p re miè re  fois la co n s tan te  d ié lec t r ique  du hel ium liquide. La  m é 
th o d e  em p lo y ée  étai t  é laborée  par  un de  nous  à l’inst itut  d e  Phys iq ue  de  1 Ecole 
P o ly te ch n iq u e  de  Varsov ie .  Cet te  m é t h o d e  consis ta i t  d a n s  le r e m p l a c e m e n t  de 
la ca pac i t é  i nco nn ue  par  une  ca pac i t é  co n n u e  d ’un c o n d e n s a t e u r  à précis ion dans  
un circuit osci llant  à h au te  f réquence.  No us  avons  ob ten u  po u r  la cons tan te  
d ié lec t r ique  du hel ium liquide à la t e m p e r a tu r e  de  4,2° abs .  la valeur :

1,048 ±  0,001.

*> La n doit— Bernstein, T abc l len  II. str. 1219. 1924.



Stała dielektryczna ciekłego i stałego wodoru.
PRZEZ

M. W O L F K E G O  z W a r s z a w y  i H. K A M E R L I N G H  O N N E S ’A  z Leydy.
PRACA ZŁO ŻO N A  W KRÓL. A M STER D AM SKIEJ A K A D E M JI NAUK.

P om ia ry  w s t ę p n e  p r z y g o to w a w c z e  stałej  d ielekt rycznej  c iek łego w o doru  
były  mniej  więcej  p rz ed  rok iem w y k o n a n e  w L ab o r a to r ju m  K ry o g en iczn em  
w Leydz ie  przez  p anów  G. Brei ta i H.  Kaine r l ingh On nesa* ) .  Myśm y ob ecnie  
pomiary  te wykonal i  w s p o s ó b  bardziej  d o k ład n y  i wyznaczy l iśmy jednocześn ie  
s ta łą  d ie lek t ry czną s ta łego  wodoru.

M e to d a  p o m i a ró w  i ap a ra tu r a  by ła  ta sam a ,  k tór ą  użyliśmy p oprz edn io  
przy p o m ia ra c h  s tałej  d ie lekt rycznej  c iekł ego helu i : ), d l a t eg o  też nie p o w ta r z a m y  
tutaj  opisu m e to d y  pom ia rów,  a o d s y ł a m y  do wyżej  wymienionej  publ ikacj i .

T a k  s am o  jak  dla helu zmierzyl iśmy p rz ed ew sz y s tk i e m  opór w łaściw y ciekłego 
i sta łego  wodoru; otrzymal i śmy n as tęp u jące  war tości  :

W o d ó r  c i ek ły :  1,3. I0 ‘J om ów,  w o d ó r  stały:  powyże j  10” o m ó w  na I c m '  
przekroju  i cm długości .  W idz im y  za tem ,  że i tutaj  ew en tu a ln y  bł ąd  wyw ołany  
p rzez  p rz e w o d n ic tw o  jes t zn ikom y i nie pot rzebuj e  być b r a n y m  p o d  uwagę.

Dla  pom ia ru  po jem ności  k o n d e n s a to r k a  n ap e łn io n eg o  c iekłym w odore m ,  n a 
cz yń ko  zaw iera ją ce  ten  k o n d e n s a to r e k  było  d o p e ł n a  n ap e łn io n e  c iekłym w o d o 
re m  i szczelnie za mkn ię te .  N a czy ń k o  to było  za n u rzo n e  również  w c iek łym w o 
d o rz e  w naczyn iu  D ew ara ,  k tó re  to zn a jd o w a ło  się w dru giem  naczyn iu  D e w a r a  
n a p e łn io n e m  ciekłem pow iet rz em .  S a m e  pom ia ry  były u sk u tecz n io n e  w iden 
tyczny sposób,  jak  dla c iek łego helu.  O t rz ym a l iś m y  n as t ęp u ją c e  war tości  ;

P o j e m n o ś ć :  210,5 210.4 210,6 210,3 210,5 210,1.
W a g a :  5.56 8,85 1,37 45,5 24,4 8,92

z k ą d  wynika  :
2 1 0 , 3 ................................................................ ( I )

Po w y p o m p o w a n iu  w o d o ru  i opróżn ien iu  n a c z y ń k a  zawie ra jącego k o n d e n 
sa torek,  zmierzyl iśmy p o je m n o ś ć  jego w próżni  w tej samej  t e m p e r a t u r z e  co p o 
przednio;  o t rzymal iśmy n as t ęp u ją ce  war tości  :

P o j e m n o ś ć :  171,7 171,9 172,1 171,5 172,0 171,8 
W a g a :  33,3 0,99 1,9 9,9 8,47 2,38

*) Praca jeszcze  nie opublikowana.
**) M. W olfke i H. Kamerlingli Onnes,  praca poprzednia.
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(2)

Drugi  szereg p o m ia ró w  w y k o n a n y  w identyczny spo só b  dał  n am  war tość  :

K =  1,224.

O t r z y m a n e  war tości  różnią  się od siebie mniej  niż o 0,08°/o- My u w a ż a m y  p ie rw 
szą  wa r t ość  za do kładnie jszą ,  gdyż w n a s t ę p n y m  p o m ia rz e  po je m n o ść  k o ndensa -  
t o rk a  w próżni  nie by ła  w y k o n a n ą  b e z p o ś re d n io  po ozna czen iu  po jemnoś ci  jego 
w c iekłym w od or ze ,  lecz później .  W o b e c  tego p rzy jmujemy dla stałej  d ie lek t rycz
nej c iekłego w odoru  w t em p e r a tu rze  jego wrzenia  p od  c iśnieniem atmosferycz-  
nem n as t ęp u ją cą  wartość:

K. =  1,225 ±  0,001.

P o z a te m  oznaczyl iśmy zależność  stałej  d ielekt rycznej  c iekłego i s ta ł ego  w o 
doru  od tem peratu ry .  W  tym celu naczynie  D e w ara ,  zawiera jące  c iekły wodór,  
w k tó ry m było  za nurz one  nac zy ń k o  z k o n d en s a to r em ,  zos ta ło  po ł ącz o n e  z p o m p ą  
próżniową.  P rzez  o d p o m p o w y w a n ie  pa ru ją cego  w o doru  m o ż n a  było  do woln ie  
ciśnienie p a r o w an ia  r e d u k o w a ć  i tem s a m e m  obn iżać  t em p e r a tu r ę  kąpiel i  w o d o 
rowej.  Specja lne  u rz ąd ze n ie  u ży w a n e  w tym celu w labora to r j um  Lejdejskim 
p ozw al a ł o  u t r zy m y w ać  godz inami  s tałe  ciśnienie pa ry  w odo ru  i tem s a m e m  s ta łą  
tempera tu rę .  Mierzyl iśmy jedynie  p o j em n o ś ć  k o n d e n s a to r k a  n ap e łn io n e g o  w o d o 
rem,  zaś  d la  po jemnoś ci  k o n d e n s a to r k a  w próżni  użyl iśmy stałej wartości ,  mie 
rzonej  po przedn io ,  a to ze wz ględu na  n iewielką  war to ść  spół czynn ika  rozsze 
rza lności  w tych niskich t em p e r a tu rac h  i prze to  n i ezna czną de fo rm ac ję  k o n d e n 
sa torka  z t empe ratu rą .

T e m p e r a t u r y  o d p o w iad a ją ce  mie rz on ym  ciśnieniom z r e d u k o w a n y m  pary  
w o doru  c iekłego obliczyl iśmy z p ra cy  C a th a  i K amerl ing  Onnesa*) .

T e m p e r a t u r y  o d p o w ia d a ją c e  s t an o m  ró w now ag i  t e rm odynam iczne j  s ta łego 
w o d o ru  z jego p a rą  obl iczone zostały  w ed łu g  wzoru Simona"*) .

P om ia ry  stałej  d ie lekt rycznej  w tych do św iad c zen iac h  nie były z tą s am ą  
d o k ła d n o ś c i ą  w y k o n a n e ,  jak  pop rz ed n ie  pomiary ,  gdyż ze względu na  p a row an ie  
w o doru  należało  pom ia ry  uskutecz n ić  dość  szybko.  T a k  s am o  też ze względu  
na  b a r d zo  s łabe  p rz ew o d n ic tw o  c ieplne  c iekłego i s ta łego  w o d o ru  nie m a m y  p e w 
ności,  czy ró w n o w a g a  t e m p e ra tu r  p o m iędzy  kąpie lą  w o d o ro w ą ,  a w o d o re m  w e w 
nątrz  k o n d e n s a to r k a  n a s tą p i ł a  w dos t a t ec zn y m  stopniu .

*) P. G. Cnth and H. Kamerling O nnes,  Le i den Comm. Nr. I52a. 1917. 
*) Simon, ZS. f. Phys. 15.

s kąd  ot rzymujem y :
171,7

S ta ł ą  d ie l ek t ry czną  o t r zy m u jem y  ze s to sunku  po jem no ści  (1) do (2).

210,3
K = -------  =  1,225.

171,7



O t r z y m a n e  przez

—  3 7  —

nas war tości  są ze s tawione  

Ciśnienie  mm.

w p odane j  poniżej  

T e m p .  abs.

tabelce.

K

w o d ó r  ciekły 755 70,38 1,225

ił łł 357 18,05 1,234

1) »> 80 14,64 1,241
stały 58 14,2 1,248

1» H 42 13,6 1.224

ł> Ił 35 13,3 1,212

» n 32 13,2 1,211

Z  rezu l ta tów tych wynika ,  że sła ła  dielektryczna ciekłego wodoru rośnie 
z  malejącą temperaturą, osięga w artość najwyższą w  bliskości punktu zam arzania  
i następnie szybko maleje w  stanie stałym  w ra z z  temperaturą.

P o d o b n a  za leżność  pom iędzy  s tałą  d ie lekt ryczną,  a t em p e r a tu rą  przy przej 
ściu ze s t anu c iekłego do s t anu  s tałego,  była  w wielu w y p a d k a c h  obser wowana*) .

Pos łu gu jąc  się o t rzym anem i  przez  nas  war tościami  stałej  d ie lekt rycznej  dla 
ciekłego wodoru ,  m o ż e m y  sp ra w dz ić  wzór  C l a u s i u s - M o s o t t  i e g o .  W  tym 
celu obl iczamy gęs tości  o d p o w ied n ie  c iekłego w o doru  z pracy M a t h i a s a, 
C r o m  m e l i n a  i K a m e r l i n g h  O  n n e s a**) i pod s t aw ia j ą c  wa r tości  te we  
wzór  C l a u s  i u s  - M o s  o t t i ’ego obl iczemy s tałę  const.  wzoru tego:

— . ----- =  const .
‘ D

W ynik i  po d a jem y  w nas t ępującej  tabelce:

T e m p .  abs. Gęstość K const .

20,38
18,05
14,64

0,07084
0,07328
0.07647

1,225
2,234
1,241

0,985
0,987
0,973

W idz im y  z tego,  że wzór  C l a u s i u s  - M o s o t t i e g o  s p r a w d z a  się z d o 
k ł adnośc ią  do l° /c

I na  tem miejscu p ragn ie m y  p o d z ię k o w a ć  te chn icznem u  k ierow nikow i  in s ta
lacji kryoge n iczn ych L a b o ra to r ju m  Lejdejskiego,  p a n u  G. J. Flimowi,  jak  również  
i pe r sonal ow i  te chn icznem u  tegoż l abora to r ju m za um iej ę t ną  p o m o c  przy t r u d 
nych  pom iarach .

*) Porówn. np. H. Isnardi, ZS. f. Phys.  9 .  153. 1922.
**) E. Mathias, C. A. Crommelin aud H. Kamerlingh Onues,  Leiden Comra. Nr. 154 b. 1921.
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R É S U M É

L a  CONSTANTE DIELECTRIQ UE DE L ’HYDROGÈNE LIQ U ID E  ET SO LIDE.

Déposé à I’ f lcad . Roy. d ’A m sterdam .

N ous  av o n s  m es uré  la cons tan te  d ié lec tr ique de l’h y d ro g è n e  l iquide et solide 
par  la m ê m e  m e thode ,  q u e  nous  avons  em ployé  a u p a r a v a n t  pour  les mes ures  de  
celle du hel ium,  Ces  m esu re s  no us  avon s  fait aux di fférentes  t em per a tu res  ent re  
20 'abs.  ju sq u ’à 13°abs. Nou s  avons  t rouvé,  que  la cons tan te  d ié lec tr ique  de  
l’h y d ro g è n e  l iquide au g m en te ,  q uand  la t em p e ra tu re  d iminue,  elle obt ient  la plus 
g ra n d e  va leur  au  voi s inage du point  de  solidif ication et puis en é ta t  solide elle 
d iminue r a p id e m en t  avec  la t em peratu re .

Nous  av ons  prouvé la formul le Claus ius-Mosot t i  et il suit, q u ’elle est  d ' a c 
cord  avec  nos  m esu rę s  â 1% près.



Pierwszy m iędzynarodowy zjazd, poświęcony 
m echanice stosowanej.

PRZEZ

H. M I E R Z E J E W S K I E G O .
REFERAT W YG ŁO SZO NY N fl 38-em POSIEDZENIU N AÜ KO W EM  W. T. P. d. 24.V.1924 r.

P rze w o d n ią  myślą  m ięd z y n a ro d o w eg o  zjazdu,  po św ięc o n eg o  m ech an ice  s t o s o w a 
nej, jaki się zebra ł  w kwietniu  r. b. w Delfcie,  s iedzibie znanej  pol i techniki  h o l e n d e r 
skiej, było naw iązanie  łączności  po m ięd zy  specja lis tami ,  t ak  teo re tykami ,  jak  i e k s p e 
rym en ta to ram i ,  pracu jącymi  w ró ż n o ro dnych  dzia łach mecha n ik i  s tosowane j ,  jak  r ó w 
nież w ytworz en ie  now eg o  terenu wsp ó łdz ia łan ia  p o m iędzy  inżynierami ,  f izykami  i m a 
te m a tykam i ,  w celu w s p ó ln e g o  rozw iązyw a n ia  n as t rę cza ją cy ch  się ważk ich  a z a 
wi łych za g ad n ień  n a u k o w y c h  w zakres ie  techniki  i dziedzin  po kre w nych .  J akkol 
wiek o w e  wsp ó łdz ia łan ie  było  za w sze  j ed n ą  z p o d s t a w o w y c h  cech p o s t ęp u  t ech 
niki i wszys tk ie  p r z e ło m o w e  p rz ej aw y twórczości  technicznej  były op a r te  n a  g łę
bokiej  zna jo m ośc i  z jawisk  przyrody,  lub n a  umiej ę tn ym w ładan iu  ra chun k iem,  to 
j ed n ak  w p e w n y c h  ok re sac h  łą czność  po m ięd z y  nau k a m i  ścisłemi,  a s tosowa-  
nemi ,  b a rd zo  się rozluźniała.  Najdobi tn ie j  wyrazi ło  się to w tych czasach,  gdy 
tech n ika  zna laz ła  się pozornie  u szczytu  swej potęgi ,  uzys kując  dom inu ją cy  wpływ 
n a  przemysł ,  a tą d ro g ą  poś re dn io  i na  ca łe  życie spo łeczne.  In ic ja tywa t e ch 
niczna  s tw a r za ł a  i stotnie cu d a  dla sze rokiego ogółu.  Po la  d la  p ra cy  ru t y n o w a 
nego  inżyniera,  p os ługu jącego  się us ta lonemi  m e to d a m i  dzia łania,  nie wycho dzą-  
cemi  zresz tą  zbytnio p o z a  zakres  n ab y w an y ch  w szkole wiadom ości ,  było pod  
dosta tk iem.  M o żn a  było  podziwiać ,  jak  w kreś la rni ach  i b iu rach fabrycznych 
p o w s ta w a ły  szybk o p rojekty  i p l any  techniczne,  ko ns t ru kcj e  b u d o w la n e  i mas zynow e,  
u d an e  i pew ne ,  gdyż wielokrotnie  s p r a w d z o n e  w wyko na n iu .  Były to czasy,  gdy 
inżynier -kons t ruktor  s t aw a ł  się coraz  bardziej  organ iza to rem,  niż b ad a c z e m  
i twórcą .

Rozwój  szk oln ic twa  po l i technicznego,  po w s tan i e  l icznych lab ora to r jó w p a ń 
s tw o w y ch  i p rz em ys ło w ych ,  wreszcie  p r z e ło m o w e  wynalazki ,  jak  np.  lotnictwo,  
zaczęły  się s topn iow o  s k ł ad a ć  n a  zm ianę  is tn ie jącego s t an u  rzeczy.  O s ta tn io  
w yb u ch  wojny wszechśw ia tow e j  i zw iązany  z n im p rz ew ró t  w s to s u n k a ch  g o s p o 
darczych ,  nie pozo s ta ł  bez  w p ły w u  n a  ks z ta ł tow an ie  się now y ch  pojęć.  Zjawi ły  
się n o w e  zag ad n ien ia  techniczne niezmiernej  wagi,  k tó rych  nie m o ż n a  było roz
wiąz ać  z a p o m o c ą  metod,  będ ą cy ch  w p o w s z e c h n y m  użytku.  R o zp ow szechn ien ie



i sp o p u la ry zo w an ie  wiedzy technicznej ,  odpow iada ją ce j  p rz ec ię tnem u poz iomowi 
u m y s ł o w e m u  inżyniera,  przyczyni ło się do zba na i i zowan ia  tych wiadomości ,  k tó 
rych pos iadan ie  było p rz ed te m  p r e r o g a ty w ą  specja l i sty w tej czy innej dziedzinie.

Z b y t  wązkie  p o jm o w an ie  z a d a ń  n a u k  t echnicznych i empiryzm,  k tó remu 
świadomie ,  czy nieświadomie ,  ho łdowal i  najdzielniejsi  inżynierowie  w przemyśle ,  
co jes t rzeczą  p o n iek ąd  zrozumiałą ,  a n aw e t  wielu profeso rów,  pos iad aj ący ch  
w p ły w  n a  rozwój  i k i e runek  szko ln ic twa  po l i technicznego,  w yw o ła ło  reakcję ,  
w yra ża jącą  się w naw ro ci e  do  wiedzy  ścisłej i p rzeciws taw ien iu  się sk ra jn emu  
utyl i taryzmowi.  Z a c z ę t o  po w sze ch n ie  w y c zu w ać ,  że p ow ażn ie j sze  e tap y  p o s t ę p u  
techn ic znego  m u szą  być p o p rz e d z o n e  in tensyw nym  rozw ojem  odno śne j  gałęzi  
wiedzy ścisłej,  p rz yczem  pra cow nicy  w tej dz iedzinie  m u s zą  s t aw iać  sobie cele 
bardziej  ogólne  i idealne .  Inżynier twórczy s t awia  sobie p o n a d t o  k o n k re tn y  cel 
s p o ż y tk o w a n ia  tych n o w y c h  war tości  n a ukow ych .  T e n  k o n k re tn y  cel był  zawsze 
po t ężn y m  b o d ź c e m  w k ierunku  rozwoju sam ych  bad a ń ,  nie m oże  być on j e d n ak  
osiągnięty  bez o d w o łan i a  się do umiej ę tn ie  sko ja rzonego b a d a n ia  teo re tycznego  
i doświadc za lneg o.

R eak c j a  pr zec iw ko empi ryzmow i w technice ,  a po ś re d n io  i p rz ec iw ko 
o b e c n e m u  k ie runk ow i  kszt a ł cen ia  inżynierów,  daje  się o d c z u w a ć  we  wszystk ich  
prawie  kra jach.  O gran iczę  się do p o d a n i a  ki lku pr zyk ła dów ,  mniej  lub więcej  
znanych.  T a k  np.  w Niem czech  wyrazi ła  się o n a  w przen ies ieniu  o ś r o d k a  b a d a ń  
technicznych,  w y m ag a ją cy ch  specja lnej  p ieczołowitości  teore tycznej  i d o św iad cza l 
nej, do  un iwer sy te tu  (Getyn ga) ,  w za łożeniu  spec ja lnych to w ar zy s tw  (S tow ar zy 
szenie  m a tem a ty k i  i m echa n ik i  s to sowane j ,  to w ar zy s tw o  fizyki technicznej ,  t o w a 
rzys tw o  m e ta lo z n a w c z e  i t. d.), p o w s ta n iu  nowych czasopi sm,  p ro p a g u ją cy c h  
zbl iżenie k i e ru n k ó w  teore tycznych.  Z a c i ę t e  polemiki  p o m iędzy  przedstawicie lami

* wrog ich  k ie ru n k ó w  (Riedler  —  Giimbel) przyczyni ły  się do spo p u la ry z o w a n ia
is toty spo ru  po m ięd zy  d a w n y m  a n o w y m  kierunkiem  w technice .  W  S ta n a ch  
Z j e d n o c z o n y c h  A.  P.,  a więc w kra ju  ty p o w e g o  em pi ry z m u doś wiadc za lneg o,  
re akcja  p rz ec iw ko p o p rz e d n iem u  s t anowi  rzeczy w yra ża  się w chwili  obecnej  
w postac i  reformy labora to r jów  technicznych,  nietylko p a ń s tw o w y c h  i un iw ersy 
teckich,  lecz i p rz em ys łow ych ,  w k ie ru nku  p o d e jm o w a n ia  p rz ez  nie szerszych 
p ra c  n a ukow ych ,  gdyż zbyt  utyl i tarny p ro g ram  dzia ła lności  p racow ni  a m e r y k a ń 
skich d o p r o w a d z a ł  z natu ry  rzeczy do wyja ło wien ia  twórczości .

P o d o b n e  p rz yk ła dy  m o żn a  zacy to w ać  z ł a t woś ci ą  w odn ies ieniu  do  Anglji ,  
Francj i  i innych kra jów.  P e w ie n  p rz e łom  w um ys łow ośc i  kół technicznych,  daje  
się, n a  szczęście,  wyczuć i w naszym  kraju.

P o d c z a s  o b ra d  z j az dow ych  da ło  się zau w a ż y ć  w ysunięc ie  n ieco n ap rzód  
d w u c h  w a ż n y ch  sp raw:  właściwej  interpre tacj i  z jawisk hy dro i ae ro d y n am iczn y ch  
w zw iązku z zag ad n ien iem  burzl iwego ruchu  cieczy,  oraz  f izycznych p o d s t a w  
wy t rz ymałośc i  m a te r ja łó w  na tle za g ad n ień  plas tyczności  metal i  i teorji  pękan ia .  
T y m  t e m a t e m  po św ięc o n o  wiele czasu  i uwagi,  nie z a n ie d b u jąc  j e d n a k  p o szc ze 
gólnych dz ia łów mechan ik i  i m a tem aty k i  w za s to sow an iu  do b a d a ń  technicznych.

G. /. Taylor (C am br idge )  d e m o n s t ro w a ł  i o m a w ia ł  wyniki  swych  pięknych  
d o ś w iad c zeń  nad  ru ch em  wi rowym cieczy,  m a jący ch  na  celu wykazan ie  o ile 
teor je  h y d ro d y n a m ic z n e  s p r a w d za ją  się w rzeczywistości.  Wyn ik i  poszc zegó lnych  
d o ś w ia d c z e ń  były  p rz ew idz iane  z góry na  m o cy  o d n o ś n y ch  obl iczeń m a t e m a t y c z 
nych i do św iad c zen ie  miało  w y k a zać  w p ływ  w a r u n k ó w  brzegow ych ,  jako jednego

—  40 —



z w ażn y ch  czynn ik ów  ruchu cieczy.  J ed n o  z d o ś w ia d c z e ń  w yka za ło ,  że w cieczy 
po m ięd zy  d w o m a  w sp ó ł ś ro d k o w y m i  cyl indrami ,  ob ra ca jąc ym i  się z r ó ż n ą  p r ę d 
kością  k ą tow ą ,  po w s ta j ą  p ra w id ło w e  wiry.

Th. V. Kàrmàn (Akwizgran)  w referacie  w y g łoszonym  z wielką s w a d ą  
i t e m p e r a m e n t e m ,  om ów ił  s zc zegó łowo i krytycznie  różne p o g ląd y  n a  wa ru nk i  
s ta teczności  ruchu cieczy w wars twie  b rzegowej ,  da jąc  wyjaśn ien ie  z jawisk  tu rb u 
lencji z p u n k tu  widzenia  teorji  kinetycznej .

J. M. Blirgers (Delft) zda ł  sp ra w o zd an ie  ze sw ych  d ośw iadc zeń ,  w y k o n a n y ch  
ws pó ln ie  z van der H egge Zijnen n ad  ru c h e m  pow iet rz a  w wars twie  brzegowej .  
W  p e w n y m  dość  spec ja lnym  p r z y p a d k u  udał o  się z b a d ać  rozk ład  prędk ości
i ustal ić r ó w n o c zes n ą  ob ec ność  ruchu  l a m i n a r n e g o  i burz l iwego w wars twie  b r z e 
gowej,  oraz  am pl i tudy  fluktuacji  prędkości .

C. W itoszyński W  referacie,  k tóry  obudzi ł  d uże  za in te re sow an ie  w ko łach  
specja l i s tów,  p rz ep ro w a d z i ł  kry tykę  za sad y  cyrkulacji .  W  innym referacie  rozwi
ną ł  on  teor ję  prof ilów lotniczych.

7. Levi-C ivita  (Rzym) w w y tw o rn y m  w y k ładz ie  da ł  teor ję  fali o ampl i tudz ie  
skończ one j  n a  powierzchni  c ieczy ciężkiej.

L. Hahn (Nancy) zr efe rowa ł  teor ję t u rbom as zyn.
A. Friedmann (Petersburg)  zre fe rował  ki lka p ra c  włas nych  oraz  uczonych  

rosyjskich  z za k resu  hyd ro  i aerodynamik i .
V. Bjerkness (Bergen — Norwegja)  d em o n s t r o w a ł  d o św iad czen ia  z pulsującemi  

w w odz ie  kulami  i cyl indrami ,  k tó re  w s k u t e k  d rg ań  przyci ąga ły  się lub od pycha ły .  
P re legen t  u z a s a d n ia ł  pr zy te m  analogje,  w y g ło szo n e  p rzed  laty przez  jego ojca
A. C. Bjerkness 'a ,  po m ięd zy  is tn ieniem po la  gr awi tacyjnego i e lekt rycznego a pul- 
sac jam i  cieczy.

P o d o b n ie  jak  burz l iwemu rucho wi  cieczy,  t ak  i zag ad n ien iem  plas tycznośc i
i p ęk a n ia  ciał po św ięco n o  zna czną  część  czasu,  p rz y p a d a j ą c e g o  n a  po s iedzenie  
p lena rne ,  a p o z a t e m  j ed no  ca łkow ite  po s ied ze n ie  sekcyjne.  R e f e r o w a n e  były  
p rz y te m  p ra ce  teo re tyczne i do św ia d c za ln e  w c h o d z ą c e  w zakres  wytrzymałości  
m ater ja łów ,  częściowo  metalografj i  i fizyki, sk ł ad a j ą c  się na  dość  w szech s t ro n n y  
obraz  s t anu  wiedzy  w tej sprawie.

L. Prandtl (G e tynga)  w w ycz e rp u ją ce m  s p ra w o zd an iu  zes tawi ł  d o ty c h c z a 
so w e  wyniki pra c  n ad  r o z k ła d e m  n a p r ę ż e ń  w c ia łach plas tycznych.  Z ag a d n ien ie  
dw u w y m ia ro w e ,  do tyczące  „c ia ła n a w p ó łp l a s t y c z n e g o ” w p e w n y c h  pros tych  p rz y
p a d k a c h  obciążenia,  m o ż n a  u w a ża ć  częściowo za ro z w iązane  i zg o d n e  z d o 
św iadczen iem.  Z a p o c z ą t k o w a ł  teor ję  w tym dziale H a a r  i K à r m à n  (1909) i Mi" 
ses (1913), p ie rw sze  szczęśl iwe rozw iązan ie  d a ł  Prandtl, rozwinął  teorję dzie l 
nie Flencky (Delft),  później  znow u  Prandtl, zaś p o w a ż n e  m a t e m a t y c z n e  u z a s a 
dnienie  nowej  teorji  da ł  Caratheodory i Schmidt. Z a g a d n i e n i e  p la s tycz nego  s k rę 
can ia  p o d ją ł  N àdai (Ge tyng a)  i 7refftz . U z u pe łn ie n iem  d o ś w ia d c za ln em  prac  
Prandtl’a  i jego szkoły  by ł  refera t  Nadai'a.

FI. Flencky, k tó re m u  za w d z ięc zam y  ki lka śmiałych  p o m y s łó w  w z a k r e 
sie nowej  teorji  p las tyczności ,  w referacie  sw ym  porzuci ł  częściowo  sw e  p o p r z e 
dnie  s t anow isko,  zbliża jące gô do  Prandtl'a  i rozwinął  nowy  po g ląd  n a  tą sp rawę ,  
s t an o w iąc y  do  p e w n e g o  s topn ia  syn tezę  dawnie jszej  pracy (1904) M. T. Hubera 
(Lwów) i późniejszej  Haar'a i Kàrmàn'a (1909). Mianowicie,  pos i łkując  się p o j ę 
c iem tw ar doś ci  p lastycznej ,  czyli gęs tości  energj i  od ksz ta łcen ia  po s t ac io w e g o
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i u s to s u n k o w y w u jąc  działy  pracy sprężyste j  i odkszt a ł cen ia  p las tycznego,  o t rzy 
mał  on warunk i  ró w n o w ag i  ciała p las tycz nego  z a p o m o c ą  m e to d  rachunku  warja-  
cyjnego. Na u w a g ę  za s ługiwa ło  p rz y tem p o g ląd o w e  zob r azo w a n ie  uk ładu  n a 
prężeń,  różniące  się od wykre su  M o h r ’a,

A . A. G riffith  (Farnbo rough )  zwróci ł  u w a g ę  na  to, że siły koh ezy jn e  p r z e 
wyższają  n ie jednokrotn ie  n ap rężen ia  ś redn ie  w p ró b k a ch  wytrzym ałośc iowych 
w chwili  p ęk a n ia  od 20 do 100 razy.  Kres  wytrzymałości  d a n e g o  c iała m oże  
być znaczn ie  po więk szony ,  o ile u s u n ąć  wszelkie  d ro b n e  pęk n ięc ia  w ew n ę t rzn e
i ryski  na  powierzchni ,  w k tórych lokal izuje się ene rgja  po wie rzchn iowa .  P a ł e 
czki szklanne,  w y k o n a n e  w p o d o b n y  s p o só b  jak  zn a n e  łezki  batawskie ,  wy trzy
mują  przejśc iowo do 600 k g / m m ’ przy rozrywan iu  p od  w a ru nk iem ,  że na  p o 
wierzchni  ich n iem a  ż a d n y ch  rysek.  Nagły  s p a d e k  wyt rzymałośc i  przyp isać  n a 
leży spontan icznej  krystalizacji.  Ryski  o szerokości  kilku mik ro nów  w p ły w a ją  na 
gw a ł to w n y  s p a d e k  wytrzymałości .

A. F. Joffè (Petersburg),  fizyk rosyjski ,  w gorąco o k lask iw an y m  referacie 
przyjączy ł  się do w y w o d ó w  Griffi th’a. R e fe ro w a ł  on sw e  do św iad c ze n ia  n ad  o d 
kszt a ł cen iami  kryszta łu  soli kuchenn ej ,  k tóry  dzięki  s t a ł em u  zask lepianiu  t w o rz ą 
cych się rysek z a p o m o c ą  zanurze nia  krysz ta łu  w s tężony m  roztw orze  soli k u c h e n 
nej, os iągną ł  w y t rz yma łość  stali.

N a  u w a g ę  zas ługuje  o p r a c o w a n a  przez  Joffe’go m e t o d a  okre ś lania  granicy 
sprężys tości  z a p o m o c ą  interferencji  prom ien i  R ô n t g e n ’a. Mianowicie  ron tgene -  
gram,  o b s e r w o w a n y  na  ekranie  f luoryzującym, w yka zu je  w m o m e n c ie  p r z e k r a 
czan ia  granicy sp rężystości ,  wyraźn ie  z jawisko as t eryzmu.

B. P. H aigh  (Greenwich)  rozw iną ł  swój pog ląd na  i stotę p ę k a n ia  w sk u te k  
zmęczenia ,  p o p a r ty  sze reg iem  p ięknych obserwacj i  i do św iadczeń .

J. Czochralski (Frankfur t  n ad  M en e m )  obudz i ł  żyw e za in te re sow an ie  w y n i 
kami  sw ych  p ra c  n ad  o t r zy m y w an iem  wielkich k rysz ta łów aluminjum,  miedzi  i t. d., 
co s tanowi  wielką  zdobycz  wsp ó łczesnej  metalografj i,  b ęd ą c  p u n k t e m  wyjścia 
d la p o w a ż n y c h  teorji  wyt rzyma łośc iowy ch .  Jego b a d a n ia  nad zgniotem,  opa r te  
na  in terpre tacj i  r ó n tg e n o g r a m ó w  w ywoła ły  żyw ą  dyskus ję  i op ozycję  ze s t rony 
Polanyi'ego  (Berlin) i jego szkoły.  Mianowicie  w e d łu g  Czochralskiego zgniot p o 
lega n a  lokalnych zniszczen iach siatki  krystal icznej ,  gdy p o g ląd  p rzeciwn y  u p a 
t ruje i stotę zgniotu  w odk szt a ł cen iu  ogó lnem siatki krystal icznej  (s t ruktura  w łó 
knista).  W y s t ę p u j ą  p rz y te m  t rudności  na leżyt ego  in t e rp re tow an ia  rón tgen ogram ów .

Byłoby b ł ę d e m  mniem ać,  że wyc ze rp u jące  dyskus je  i refera ty  n ad  pl as ty
cznością  i p ę k a n ie m  przes łoni ły  zna czen ie  bardzie j  k lasyczny ch  za g ad n ień  wyt rzy
mało ściowy ch .  N a  pos iedze n iach  sekcyjnych po ruszony  zo s ta ł  szereg t em a tó w  
specja lnych,  ba rd zo  żyw otn ych  dla techniki .  Byłoby n i ep o d o b ień s tw e m  omówić 
je w ninie jszem sp ra w ozdan iu ;  p o d o b n ie  też,  jak  to uczyni ł em  w s to su n k u  do te
m a t ó w  hydro  i ae ro d y n a m icz n y c h ,  wiele z nich b ę d ę  zm u szo n y  pominąć ,  o d s y 
ła jąc  cz yte ln ików do skrótu,  w y d a n e g o  przez  kom i te t  zjazdu*).
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Internationaal Congres voor T e ch n isch e  M echanica. Ultreksels  der Voordrachten . Wyd.  
T e ch n isc b e  B oekhandel  en Drukkerij J. W altman Jr. Delft.  1924. Skróty referatów są podane w ję 
zykach angielskim, niem ieckim  i francuskim. W opracowaniu, znajdują się  rozprawy zjazdu (w przy
bliżeniu około  500 stron druku).
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C. B. Biezeno (Delft) z refe rował  sw e  m e tody  wy kreś lne  w y zn aczan ia  n a p r ę 
żeń w bel kach  i p ły tach.

E. G. Coker (Londyn)  w y w o ła ł  ogólne  za in te resowanie  swem i b ad a n ia m i  nad 
ro z k ła d em  n ap r ężeń  w p rzezroczystych  m o d e lac h  z a p o m o c ą  świat ła  s p o la ry z o
waneg o .  Jego wyt rw a ła  wielole tn ia dzi a ła lność  w tym k ie runk u wyrazi ła  się 
w za d em o n s t ro w an iu  szeregu  b a rw n y ch  przezroczy,  i lus trujących wiele c iekawych 
kwest j i  prak tycznych .  A p a r a t u r a  dośw iad c z a ln a  zos ta ł a  przez  Ceker a tak 
u lep szo na ,  że pomia ry  noszą  precyzy jny charakter .

R. V. Soułhwell (Tedd in g ton )  za jm o w a ł  się s ta tecznośc ią  cienkiej  wstęgi  
sprężystej  p od  dzi a ł an ie m  sił ścinających.  Nierówności  faliste n a  m o d e lac h  
z b l achy miedzianej  w ykaza ły  zgodność  teorji  z doświadczen iem.  Z w r ó c o n ą  z o 
s ta ła  pr zy te m  u w a g a  na  p e w n ą  analogję  hydro dynam ic zną ,  p o lega jącą  n a  o t rzy
m y w an iu  t. zw. u k o ś n y ch  wirów Lorentz'CL, których kszta ł t  o d p o w i a d a  w z u p e ł '  
ności  n ierów nościom  falistym bl achy w d o ś w iad czen iach  Soutliwell’Cl.

K. Terzaghi (K on s tan ty nopo l )  ro z w aż a ł  w ytrzym ałość  f u n d a m e n tó w  p las ty 
cznych  z mokrej  gliny. O s i a d a n ie  się z b iegiem czasu taki ego f u n d a m e n tu  ujął  
on  w rów nan ie  różniczkowe,  o d p o w ia d a ją c e  p ro s to l in jow em u p rz ew o d n ic tw u  
ciepła.

Z  m a tem a ty k ó w ,  którzy wzięli  czynny udzia ł  w zjeździe,  wymienić  należy 
R. Courant’a Z Getyngi ,  k tóry  wygłos i ł  refera t  o m e todz ie  R itz ’a rozwiązyw ani a  
zagadn ień  b rz eg o w y ch  i Mises'a (Berlin), k tóry rozwija ł  p e w n e  n o w e  teorje z z a 
kresu  ra c h u n k u  we ktoro wego.

G e n e z a  z jazdu w Delfcie była  nas tępu jąca .  W  jesieni  1922 r. z inicjatywy 
Kàrmàn a i L evi-C ivita  zw o ła n a  zos ta ł a  w Insbrucku „konferencja  hydro i a e ro d y n a 
miczna" ,  k tór a  zg romadz i ł a  p o k a ź n ą  l iczbę specja l i stów.  P o w o d z e n ie  tej konferencj i  
sk łoni ło  prof esoró w pol i techniki  delfckiej pp.  Biezeno,  Burge rs ’a, S c h o u t e n ’a
i W o l f f a  do zo rgan izow an ia  m ięd zy n a r o d o w eg o  zjazdu,  pośw ięco n eg o  mechan ice  
s tosowane j .  W k r ó t c e  też p o w s t a ł  kom ite t  organizacyjny,  w którym wzięli udzia ł  
uczeni  wszystkich  kra jów,  za  w y ją tk iem  francuzów,  k tórzy pow st rzymal i  się od 
udzia łu  w z jeździe  ze wz ględu na  ó w c z e s n e  po łożenie  pol i tyczne  (o becność  niem- 
ców na  zjeździe).  Dla nas  p o lak ó w  po w s t rz y m a n ie  się f r ancuzów od udzia łu  
w z jeździe  było  jego p rz yk rą  st roną.

W  Zjeźdz ie  wzię ło udzia ł  214 osób.  Najliczniej  re p re z en to w an i  byli ho- 
l endrzy (105) i n i emcy (54), p o t e m  angl icy (15). P o z a t e m  w zjeździe wzięli 
udzia ł  uczeni  z odleg łych nieraz kra jów świata.

O rg an izac ja  z jazdu by ła  wzorowa.  Z e  wzg lę du  na  to, że uczes tn icy  zjazdu 
nie rep rezen towal i  rządów,  czy instytucji  naukow ych ,  o twarcie  i zamkn ięci e  z jazdu 
t rwa ło  krótko.  O b r a d a m i  k ie row ał  p rz ew odn icz ący  z jazdu prof.  Biezeno,  s e k r e 
t a rzem  był prof.  Burgers.  Dzięki  sp rę żys tem u  p rz ew odn iczen iu  dys kus je  nie 
pr zeciąga ły  się i p ro g r am  zjazdu nie u legał  zm iano m.  N as tęp n y  zjazd komite t  
organizacy jny zd e c y d o w a ł  zw oła ć  w Z u ry c h u  w e  wrześniu  1926 r.

S tosunk i  ko leżeńsk ie  nie pozos taw ia ły  nic do  życzen ia  w w a ru n k a c h  p o w o 
jennych.  D a w a ł a  się z a u w a ż y ć  w szę dz ie  chęć  zbl iżenia i n aw ią zan ia  s to su n k ó w  
n au k o w y c h  na  terenie  m ięd z y n a ro d o w y m .  Silne animozje  pol ityczne,  dz ie lące  
obec n ie  p a ń s t w a  i narody ,  były  tym razem  g łęboko  ukryte.  W p ł y w a ł a  na  to 
go ścinność  gospodarzy  holenderskich ,  którzy nie szczędzil i  t rudów,  by u p rz y 
jemnić  poby t  uczes tn ikom zjazdu. Miłe w ra żen ie  pozos ta ło  wszys tk im po p o 



bycie  w p ięk n y m  i s ta ro żytnym  m ias tecz ku jakim jest  Delft,  po  wyc ieczkach  do 
A m s t e r d a m u ,  gdzie  zwiedzal iśmy  instytut  ae rodyn am iczny,  do H a g i  i Schevenin-  
gen.  Ci, k tórzy po raz p ierwszy,  j ak  my polacy,  zwiedzal iśmy Ho lan d ję ,  o c z a r o 
wani  byl iśmy ro zkwi ta j ącemi  polami  tu l ipanów  p od  H a a r l e m e m .  Po d z iw  budz i ł a  
p ra cow i tość  i w yt rw a łość  ho lendró w ,  zdo b y w a jący c h  ciągle n o w e  ziemie,  w ydz ie 
rane  morzu.  Może w szak że  więcej  wy si łków w k ł a d a  ten  n a ród  nizinny w walce
o o d rę b n o ś ć  na r o d o w ą ,  o p r a w o  do życia p a ń s tw a  z k i lkumil jonową  ludnością,  
o twar te go dla  obcych w p ły w ó w  ję zykow ych  i kul tura lnych.  N a u k a  jes t w Ho -  
landji  o rężem walki o byt.  Ś w iad czą  o tem nietylko s ł a w n e  uniwer sy te ty  i pol i 
technika:  wystarczy  wziąć  do  ręki  p ie rw szą  lepszą  gazetę  h o lende r ską  by d o w i e 
dzieć  się, że w życiu s p o łe cz eń s tw a  tu te jszego „ W e t e n s c h a p p e n “ umieję tności  b u 
d zą  tyle za in te resow ania ,  p o w s ze ch n e g o  co i życie g o s p o d a r cze  lub sporty.
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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEŃ W. T. P.

Sprawozdanie z posiedzenia Za
rządu W arszawskiego Towarzystwa Po
litechnicznego z dnia 10 listopada 
1923 r. Obecni na posiedzeniu pp. H. 
Czopo wski ,  C. Dom an iew sk i ,  A.  Psze-  
nicki, I. Radz iszewski ,  L. Staniewicz ,  
K. Taylor ,  A.  W a s iu ty i^ k i ,  C. Wito-  
szyński.

P rz e w odn iczy  p. H  Czopow sk i
1. O d c z y ta n o  i przyję to p ro tokó ł  

z p o s ied zen ia  Z a r z ą d u  dn ia  24/111—
1923 r.

2. Us ta lono  nas tęp u jący  p o rz ąd ek  
ob ra d  ogó lnego  zebran ia  W a r s z a w s k ie 
go 1 o w a rzy s tw a  Pol i technicznego:

1. O d czy tan ie  i przyjęcie proto- 
kuł u  z p o p rz ed n ieg o  p o s ied zen ia  ogól
nego z dnia  27/1— 1923 r.

2. S p r a w o z d a n ie  z działa lności  
W a r s z a w s k ie g o  T o w a r z y s t w a  Po l i t ech 
nicznego  za  rok ubiegły.

3. S p ra w o z d a n ie  Komisji  rewi
zyjnej.

4. W y b o r y  Z a r z ą d u  W a r s z a w s k i e 
go T o w a r z y s t w a  Po l i t echnicznego na 
rok  bieżący.

5. Z ap r o s z e n i e  nowych cz łonk ów  
w o s o b ac h  p a n ó w  C, Kłosa ,  A.  K ry ń 
skiego,  C. Mikulskiego.

3. Z a s a d n ic z o  u zn a n o  za p o ż ą 
d a n e  u rz ąd ze n ia  zebran ia  do rocznego .

pozos taw ia jąc  szczegóły  w ykona n ia  
rządowi .

4. Prz e w o d n iczą cy  p o d n o s i  p o 
t rzebę  rozwinięcia  agitacji  w celu zy
skan ia  pra c  do d ruku w organie  W a r 
sz aw sk iego  T o w a r z y s t w a  Pol i techn icz 
nego.

Sprawozdanie z zebrania ogólnego  
W arszawskiego Towarzystwa Politech
nicznego z dnia 24 listopada 1923 r.

O b e c n y c h  23 osób.  O t w ie r a  p o 
s iedzenie  p. H.  Czopow sk i  p r z e m ó 
wieniem ch a rak te r y zu jącem  ogólnie 
dzia ła lność  W a r s z a w s k ie g o  T o w a r z y 
s twa Po l i technicznego,  p o c z e m  z a p r a 
sza na  p rz ew o d n icz ąceg o  prof. F. Kucha-  
rzewskiego.

1. Sek re ta rz  p. C. Witos zy ńs k i  o d 
czytuje p ro to k ó ł  z pos iedzen ia  ogól
nego  z d. 27/1. 1923. P ro to k ó ł  przyjęto.

2. Przyję to  od c z y ta n e  p rzez  S e 
k re ta rz a  p. C. Witoszyńsk iego  n a s t ę p u 
jące  sp r a w o z d a n ie  z dzia ła lności  T o 
w arzystwa :  S p r a w o z d a n ie  z dzia ła l 
ności  W .  T.  P. w r. a k a d em ick im  1922/23.

R o k  ubiegły  1922/23 jes t drugim 
rok iem is tnienia W a r s z a w s k ie g o  T o w a 
rz ys tw a  Po l i technicznego.  Li czba  cz ło n 
k ó w  wynosi  135. O p r ó c z  tego m a m y  
ki lkunastu  cz łonków,  k tórzy zmienili  
mie jsce  zam ie sz k an ia  nie z a w i a d a m i a 
jąc Towarzystwa,  z tymi  cz łonkami
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mimowoli  ł ącznoś ć  jes t ze rwana .  P o 
d a n a  l iczba ogólna  zawiera  6-c.iu cz łon
k ó w  zamiejscowych.  W  roku ub ieg łym 
o dby to  15 pos iedzeń  n a u k o w y c h  od 
19-go do 33 włącznie.  S p r a w o z d a n ia  
z p o s ied zeń  do 32-go w y d ru k o w an o  
w S p r a w o z d a n ia c h  i P racach.  S p r a 
w ozdan ie  z os ta tn iego  33-go p o s i ed z e 
nia um ies zc zo ne będ z ie  w jednym  
z Nr. Nr. na s tępnych .  F re kw e nc ja  na  
pos iedzen iach  w yn os i ł a  od 15 do 30 
osób.  O p r ó c z  p o s ied zeń  n au k o w y ch  
od by ło  się w ciągu rok u s p r a w o z d a w 
czego 3 pos iedzen ia  Z a rzą d u :  26/IX.22, 
24/111.23 oraz  10/XI.23 r. S p r a w o z d a 
nia z p ie rwszych d w óch  p o d a n o  w S p ra 
w o z d an iach  i P racach,  t rzecie będz ie  
p o d a n e  w najbl iższym zeszycie.  Dalej  
odbyło  się zebran ie  ogólne  dn. 27 1.23 
og łoszone d ru kiem  w zeszycie  3-cim
1924 r. W  roku bieżącym zo r g an izo w a
ne  zos ta ły  ku rsy  dla  inżynierów,  u c h w a 
lone n a  zebraniu  ogólnem 21/X.22. 
Real izacja  tych ku r só w  us ku teczn iona 
zos t a ła  wed łu g  p ro g ram u  p rz ed s t a w io 
n ego  w swoim czas ie na  wymienio-  
nem zebran iu  przez  k ierownika  kursów 
prof.  1 Radzi szewskiego .

W ydaw nictwa. W a r s z a w s k ie  T o 
w arz ys tw o  Pol i techn iczne wyda je  w d a l 
szym ciągu organ w łasny p o d  ty tułem 
„ S p ra w o z d an ia  i P race  W a rs za w s k ie g o  
T o w a r z y s t w a  Po l i t echnicznego";  w roku 
s p r a w o z d a w c z y m  w ys ze dł  zeszyt 4 
tomu 1 oraz  zeszyt  p odw ójny  1, 2 t o 
mu 11; zeszyt  3 tomu 11 wyjdzie 
w dn iach najbl iższych.  Mate r ja ł  na  
zeszyt  4 t om u  II jes t p rzew id y w an y  
w do s ta tecznej  mierze.  W y m i a n a  z T o 
warz yst w am i  Naukow em i ,  Kra jowemi
i Z ag r an i czn e m i  u t r zy m a n a  jes t w da l 
szym ciągu,  należy j e d n a k  s twierdzić,  
że nadsy łan ie  o rg an ó w  I owarzystw 
Z ag ran icznych  nie jes t regularne.  
O p ró c z  organu  „ S p ra w o zd an ia  i P r a c e “ 
W a r s z a w s k ie  T owarzys two  Pol i t ec h
niczne wyda ło  sze reg  odbi tek  w y k ła 

dów,  wyg łoszony ch na  ku rs ach  dla  in
żynierów,  d ru k o w a n y c h  w Przeglądzie
1 echn iczny m i w Przeglądzie  E lek t r o 
technicznym.

3. P. I. Rad zi szewski  uzupe łn ia  
sp ra w o zd an ie  udz ie leniem wiadomości  
o Kurs ach  dla inżynierów.  Dalej  o d 
czytuje s p ra w o zd a n ie  f i nans ow e oraz 
sp ra w o zd an ie  Komisj i  Rewizyjnej .  S p r a 
w o zd an ia  te b ę d ą  w y d ru k o w a n e  w n a 
s t ęp n y m  zeszycie.

4. Wybory. Na  p rz ew odn iczącego  
p o w o ła n o  p. FI. Czopo wskiego .  Na 
cz łonkó w za rz ądu  wybrano:  pp.  J. R a 
dzi szewskiego,  L. Staniewicza ,  C . Wilo- 
szyńskiego i M. Wolfkiego.

P ow ołan i  zostali  jak o delegaci  wy
dzia łów :

Z  Wydz ia łu  Inżynierji  Lądo wej  
p. H. Czopowski .

Z  W y d f fa łu  1 nżynierj i  W o d n e j  
p. E. Warc ha ło w sk i .

Z  Wydz ia łu  M echan icznego  p. H. 
Mierzejewski .

Z  W y d z ia łu  E lek t ro tec hn ic znego  
p. M. Pożaryski .

Z  W ydz .  Chemji  p. C. Grabowski .
Z  W y d z ia łu  A rc hi tektu ry  p. C. D o 

maniewski .
Do Komisj i  Rewizyjnej  wyb ra no  

p o n o w n ie  pp.  B. H u m m la ,  S. Płużań-  
skiego,  Z.  St raszewicza .

5. Z a p r o s z o n o  do W a r s z a w s k ie g o  
T o w a r z y s t w a  Pol i t ec hn icznego  now yc h  
cz ło nków  :

Inż. A.  Kryńskiego,  inż. C. Kłosia,  
inż. C. Mikulskiego.

6. U ch w alo n o  wyrazić  p o d z i ęk o 
wan ie  Wyd z ia łow i  Nauki  Ministerstwa 
W y z n a ń  Rel igi jnych i Ośw.  Publ i cz
nego  w szczególności  p. Michalskiemu 
za poparc ia ,  udzie l ane  na  w yda w n ic tw a  
W a rs z a w s k ie g o  T o w a r z y s t w a  Pol i tech
nicznego.

>
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Sprawozdanie z posiedzenia Za
rządu Warszawskiego Towarzystwa Po
litechnicznego z dn. 3 grudnia 1923 r.

O b e cn ie  na  pos iedzen iu  p. C. 
Witoszyńsk i ,  H.  Czop ow sk i ,  C. G r a 
bowski,  1. Radziszewski ,  M. Wolfke ,  
L. Staniewicz ,  E. Warc ha ło w sk i .

1. Podzia ł  funkcji  pomiędzy  cz łon
kami  Z a rządu .

W i c e p rz e w o d n iczą cy m  obra no  p. 
L. Staniewicza,  S ek re ta rzami  p. M. 
Wolfk iego i p  C. Witoszyńsk iego,  
Skarbn ik iem p. 1. Radzi sze wsk iego ,  do 
za rząd zan ia  sp r z e d a ż ą  w y d aw n ic tw  W.  
T.  P. p. E. W a rch a ło w sk i ,  R ed ak to re m  
S p r a w o z d a ń  i P rac  pozos ta je  p. H. 
Czopowski .

2. O d c z y ta n o  i przyję to do wia
do m ości  list K asy  M ianow skiego w s p ra 
wie organizacj i  prac  i w ydawnictw  
nauko w ych.

Sprawozdanie z posiedzeń nauko
wych Warsz. Tow. Politechnicznego.

P o s ie d zeń  n au k o w y ch  w ciągu roku 
akad.  1923/24 odb y ło  się s iedem w n a 
s tępującej  kolejności :

Posiedzen ie  33-cie dnia  10/XI.23. 
Refe ra t  p. W.  Pogorzelskiego:  Rów
nanie całkowe z  osobliwością biegunową.

Po s ie dzen ie  34-e d. 16/11,24. Refera t  
p. H. Czopow sk iego :  O warunkach 
fizycznych pow staw ania wyboczenia.

Pos iedzen ie  35-e d. 1/111.24. R efe 
ra t  p. M. W o l f k i e g o :  Badania nad 
dielektrykami w  punkcie ich topnienia.

Pos ie dzen ie  36-e dn,  22/111.24. R e 
ferat  p. M. W o l fk ieg o :  Badania nad 
dielektrykami w  punkcie ich topnienia 
(dokończenie) .

Po s ie dzen ie  37-e. Refe ra t  p. S. 
Mil lera :  Badania nad równowagą prę
tów sprężystych pierwotnie prostolin ij
nych ściskanych i jednocześnie zg in a
nych w  pewnych poszczególnych p rzy 
padkach obciążenia i podparcia.

Pos ie dzen ie  38-e dn.  24/V.24.  R e 
ferat  p. PI. Mierzejewskiego  : Spra
wozdanie ze  Z jazdu Mechaniki Technicz
nej w  Delft, w  Holandji.

Po s ie d zen ie  39-e dn.  31/V.24.  R e 
ferat  p. S. Millera : U w agi nad pod 
staw am i teoretycznemi stateczności sprę
żystej.

O D  R E D A K C J I .

P raca  prof.  C. Witos zyńskiego „ M e c h a n ik a  profilów lo tn iczych ”, refero 
w a n a  na  pos iedzeniu  n a u k o w e m  W a r s z a w s k ie g o  T o w a r z y s t w a  Pol i t echn icznego 
dn ia  13/21. 1923 roku, wysz ła  obecnie  w Pa ryżu w j ęzyk u  f rancusk im p od  ty tu 
łem , ,La m éca n iq u e  des  profils d ’A v ia t i o n “ jako t ł omaczen ie  z polskiego,  w y k o 
n an e  przez  inż. S. Ziembińskiego .

I ------------
R ed a k c ja  zw raca  u w a g ę  na  uzupe łn ie n ie  numeracj i  zeszytów „S p raw o zd ań " :  

u góry po prawej  s t ronie ok ład k i  i p ierwszej  s tronicy będz ie  um ieszczony  Nr. k o 
lejny zeszytu  od roku poczęc ia  wydaw nic tw a ;  n u m er  zaś  zeszytu  d an e g o  tomu 

będz ie  umieszczony po lewej s t ronie  tejże s tronicy przy Nr. tomu.

«



-v- é

' ' '■ • ' r ' v v-

, ■ ;* . ' ' 1 V .  ■ : ': 'V

: ' ■' •■.  " " " v

: . , IV'il-';'::: ■ i

; " ■ -S , ■.

W  sprawach W . T. P. oraz redakcyjnych i adm inistracyjnych zw racać się  należy do  
Sekretarjatu W . T . P., W arszaw a, Politechnika; godziny 12— 1 po poł. T elef 78-21.

RF.DAKTOR
H. CZ0P0W SK1.

W YD A W C A
WARSZAW SKIE T-wo POLITFCHWICZNE.

Druk. „A . M ichalski", sp. z o . Oi \yarszaw a, Chmielna 27. T elefon 27-15.


