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1. Uwagi ogélne.

W naturze niema punktéw, linii i powierzehni w tem
znaczeniu, w jakiem je matematyka stosuje. Niema tez ma-
teryl, ktéraby odpowiadala prawu Hooka; niema takiego
plynu, ktéryby odpowlada] warunkom, ]akle przyjmujemy
do zestawienia réwnan hydrodynanncmyd) niema gazu,
ktéryby odpowiadal prawu Mariotte'a; niema zjawiska ciepl-
nego, odpowiadajacego prawu Carnota! Jednakze obliczenia
konstrukeyi technieznych opieramy na tych prawach, na
tych zatozeniach, nie odpowiadajacych rzeczywistym faktom.

Badacze przyrody sadza, powiada F. Klein 1), str. 129,
ze zwiazki, pomiedzy zmiennymi parametrami danego zja-
wiska fizycznego, wyrazaja sie funkeyami analityeznemi;
ot6z mniemanie to, powiada on, nie jest uzasadnione;funkeye
te sg tylko przyblizonym wyrazem tych zwiazkéw; a stosu-
jemy je w postaci analitycznej, przytem mozliwie prostej,
tylko w celu uproszezenia sobie tych rozpatrywan ?) 3.

Poincaré *) na str. 181 powiada: ,prawa natury zacho-
Wuja sw.j, prostote tylko w eterze %); ale wlasciwa materya

) F. Klein. Anwendung der Differential- und Intagralr. anf
Geometrie, 1902, Teubner.

%) P. Duhem. Teorye fizyczne 7)., E. Mach, Die Mechanik, oraz
odezyty popularne o ekonomii myslenia.

5) " Réwniez M. Smoluchowski. ,,Poradnik dla samoukéw* TI,
str. 42.

1)  Wissenschaft u. Hypothese w tlom. niemieckiem.

5} Mozna powiedzieé ogdlniej: ,,—w warunkach, przez nas usta-
lonych"-

Zad. mat, 1
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staje sip dla nas coraz zawilsza; wszystko, co o jo] wlasciwo-
feiach mowimy, jest tylko obrazem przyblizonym*; dalej
powiada tenze lilozol: ,przed 50 laty wyznawano zasade, ze
natura Iabi prostote“, lecz obserwacye zjawisk nie stwier-
dzily tego; prawa bowiem fizyezne, ujete w znane funkeye,
sa, tylko przyblizonym wyrazem zjawisk, zachodzacych
w rzeczywistoscl; prawa takie sa stosowane tylko w celn
ulatwienia rozpatrywan, w celu zaoszezedzenia myslenia.
TFunkeye przeto analityczne daja zwiazki tylko wyidealizo-
wanych obrazéw, nieistniejacych w naturze.

Azeby wyrazié te przyblizonosé, F. Klein ) proponuje,
w celu wyrazenia funkeyonalnej zaleznosei zmiennyeh para-
metréw danego zjawiska, utworzyé sobie zamiast pojecia
funkeyi analityeznej pojeeie pasa funkeyonalnego (Funktions-
streifen), wewnatrz ktdrego znajduja si¢ punkty, kidryeh
spélrzedne sy, wartoSciami wielkogei obserwowanych. Pasy
takich punktéw wedlug niego, nie nalezy wyobrazaé sobie
deisle ograniczonymi, lecz przeciwnie nalezy je sobie wyobra-
zi¢ z granicami nie wyraznie zanikajacemi na naszym ry-
sunku; z takimi tylko pasami funkeyonalnymi mamy do
ezynienia w rzeczywistodei, a nie z liniami analityceznemi;
taki tez zbior punktéw otrzymalby lzyk ze swych dodwiad-
czeil, gdyby przedstawil geomelrycznie uczynione pomiary
z cala Scisloscia,.

Pojecia te doprowadzaja nas do wniosku, ze kazdy
zwinzek, pomiedzy zmiennymi parametrami wszelkich fi-
zycznych zjawisk, powinien daé si¢ wyrazié nieskonezona
liezba funkeyi analityeznych; byle tylko krzywa, obrazuja-
ea dany zwiazek, znajdowala sie wewnatrz pasa funkeyonul-
nego. Matematyka przeto powiuna daé nam sposoby znaj-
dowania takich funkeyi, ktéreby wyrazaly w granicach do-
kladnodei naszych pomiaréw zwiazki zmiennych parame-
tréw danego zjawiska, t. J., powinna daé sposoby znajdowa-
nia nieskoriezenie wielu funkeyi, réwnouprawnionyeh do
wyrazania szukanej zalezno§ei.

Stosowanie pojeeia linil analityeznych zamiast pojecia
I_msd\\r .rnnk(‘,‘\"Onallly(},]l ‘]01)1'()“’11(]7,& nas (~y,(;slio (]() HI)J-:{‘UU?_
nodei pomiedzy wynikami teoryi a praktyki. Funkeya np. e~
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kidra jest wynikiem prawa Mariotte’a®), nie posiada dla skoin-
czonyech wartosei @ ani max. ani minimum; w praktyce je-
dnakze przy wyznaczeniu np. najkorzystniejszego napelnie-
nia cylindra parowego wyrdznia sig max. dla pewnych $eisle
okreslonych wartosei .

Nie JL‘plG] sprawa stol z liczbami, ktdre otrzymujemy
z pomiaréw i ktére slo~.u]cm3 do naszych obliezen. Liezby,
o ile wyrazaja pewne wielkosei przez nas dowolnie przy]jete,
moga by¢ uwazane za scisle; leez jezeli sa wynikiem pomm-
réw, to nie sa takiemi. Jozeli up. na zasadzie ponn'nnw po-
wieny, ze dlugose danego preta wynosi 10 mm; to réwniez
dobrze powm({/u\(- mozna, %o pret dany poqla(la dlngosé
10,01 man lub 10,02, Tub 9,99 mm i t. p., zaleznie od doklad-
nosei, jaka przypisujemy naszym instrumentom mierni-
(A\’lll nie jedny przeto wielko$eia, leez nieskonezona iloseia,
liczb okreslic nalezy dlugoéé ](‘dnego i tego samego preta.

Do liezb nie zupelnie Seislych doprowadzaja nas réw-
niez obliczenia wartosei pierwiastkéw, obliezenia ilorazu
dwdeh liezb, obliczenia wartosei funkeyi trygonometryez-
nyech, |O“‘d1\’fll]](‘ﬁl])’(‘1l funkeyi eliptycznych i t. p.

Mozna uwazaé, iz wymienione tutaj niedokladnosei
lunkeyi, ktéremi wyrazamy prawa fizyezne, oraz niedoklad-
nosei liezb, wynikajacych z pomiaréw, znajduja swa pray-
czyne we wzglednodei naszego poznania; leez w naukach
technicznych popelniamy inne jeszeze niedokladnosei, kto-
re popelniaé jestesmy zmuszeni wskutek odmiennego cha-
rakteru '/,agmlni( n techniki w stosunku do zagadnien teore-
tycznych, t. j. do zagadnien, przez nas poxtawlonvch Nauki
te*mulyc/no jakiemi sa dla techniki mechanika ukladéw
sztywnych, plynnych i gazowych, oraz termodynamika
i (-lv]\lnodynnnl.c maja charakter nauk seislych, leez oczy-
widcie tylko w stosunku do zalozen, na jakich oparly one
swe obliczenia; a ze zalozenia te mie sy zupelnie zgodne
z warunkami, w ktérych odbywa sie w rzeczywistosci wy-
razone przez te wzory zjawisko fizyezne, wyniki przeto
wogdle nauk teoretycznyeh maja dia nas wartosé ograniczo-

% Przy obliczaniu np. pracy rozprozajacych sig gazéw w cy-
lindrze silnika.
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na. Z rozwojem tez nauk teoretycznych, powstal rozdiwick
migdzy teorys a tak zwang praktyka,— rozdzwigk, kidry do-
prowadzil praktykéw do lekcewazenia nauk teoretycznyeh;
teoretykdw zas do zasklepienia si¢ w dziedzinie, oderwanej
od zjawisk rzeczywistych.

Potrzeby jednakze zycia praktyeznego nasuwaly uczo-
nym zagadnienia, ktérych rozwiazania zycie sie¢ dopominato;
byly to zagadnienia, odnoszace sig do budowy drég, mostéw,
budowli wodnych i budowy maszyn. lLecz do rozwiazania
tych zadan nie nadawaly sig bezposrednie wzory np. La-
grange’a, Bulera i t. p.; opieraly sie one bowiem na zaloze-
niach, ktdre nie zupelnie odpowiadaly warunkom fizycznym,
jakie wystepowaly w danych zagadnieniach; nalezalo prze-
to stworzyé nowe metody badan tych zjawisk, nowe sposo-
by wyrazenia ich wzorami matematyeznymi, oczywiscie nie
zarzucajac bez potrzeby metod, jakie stosowaly nauki teore-
tyczne i nie zarzucajac wynikéw przez nie zdobytych.

_ Terenem, na ktérym ta praca sie rozpoczela, byla
»Eecole polytechnique“ w Paryzu, ktdra zgromadzita do tej
pracy naukowej tak teoretykéw jak i praktykéw.

Nazwiska francuzdéw: Coriolisa, Naviera, Ponceleta
przytaczane sg jako nazwiska zalozycieli dzisiejszych nauk
technicznych; w Niemezech bowiem panujaca w owe czasy
filozofia czystego myslenia (Schelling, Hegel), ktéra uwa-
zala, ze wszelkie zastosowania nauki do praktyki ,zasmie-
eaja" nauke, nie sprzyjala rozwojowi nauk stosowanych;
w Anglii za$ zaspakajano si¢ w owe czasy czysto praktycz-
nem, empirycznem zalatwianiem zagadnien technicznych.
Navier w dziale konstrukeyi statyeznych; Coriolis i Ponce-
let, w dziale obliczeri konstrukeyi maszynowyeh, oraz caly
zastep badaczdw szkoly francuskiej, jak: Borda, Dubuat, Gi-
rard w dziale hydrauliki stworzyli metody badania zjawisk,
spotykanyeh w techmice, oraz stworzyli metody matema-
tycznego ich formulowania; i w ten sposéb dali oni podwa-
liny dzisiejszym naukom technicznym.

Zagadnienia techniczne sa o wiele wigcej skompliko-
wane od zagadnien teoretycznych; warunki bowiem, w ja-
kich wystepuja zjawiska Swiata technicznego, sa tak rézno-
rodne pod wzgledem form materyalnych i pod wzgledem
gil, w nich wystepujacych, ze uswiadomienie sobie ich wszy-
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stkich, a tem bardziej ujecie ich wzorami matematycznymi
okazalo sig zbyt trudne, a nieraz nawet niemozliwe; przy-
tem szezegdlne trudnosci przy teoretyczmem ich traktowa-
niu wyplywaja z wymagania, %e zadania techniczne musza
byé rozwiazane w postaci skoriczonej, w postaci liczbowej;
na co teorye matematyki nie zawsze pozwalaja. W celu prze-
to ujecia tych zjawisk w formy matematyczne przyjmowali
ci uczeni pod uwage tylko te warunki, ktére wywieraly
znaczniejszy wplyw na przebieg danego zjawiska; niektére
za$ z nich pomijali, jako majace maly wplyw na jego prze-
bieg; nastepnie zas w celu otrzymania mozliwie zgodnych
z rzeczywistoseia wzoréw, wyréwnywali réznice empiryeznie
zdobytymi wspélezynnikami. Wzory przeto, jakie otrzymu-
jemy z tego rodzaju rozpatrywain, sa przyblizone; a nieraz
nawet bardzo dalekie od wynikéw rzeczywistych. Mysl prze-
to konstruktora, korzystajacego z takich wzoréw, skierowa-
na by¢é powinna przedewszystkiem na okreslenie granic do-
kladnosei, w jakich taki wzér moze byé stosowany.

Niedokladnosei wzoréw, jakie wynikaja z pominigeia
w rachunku pewnych warunkéw fizyeznych danego zjawi-
ska, nazwiemy bledami teoryi danego zagadnienia; i tak
bledem teoryi np. obliczenia statycznego kratownic jest za-
ozenie, ze prety je] sg polaczone z sobs przegubowo; ble-
dem teoryi regulatora bylo rozpatrywanie jego ruchu ze sta-
nowiska tylko statycznego a nie kinetycznego; blad ten
jednakze byl w tym razie tak wielki, ze musiano stworzyé
noway teorye regulatora, uwzgledniajaca réwniez warunki
dynamiczne danego zjawiska.

Opréez tych bledéw teoryi posiadamy jeszeze w tech-
nice caly szereg bledéw, zawartych w wspélezynnikach
empirycznych, ktére stosujemy w naszych wzorach; takimi
83 wspdlezynniki wytrzymalosei, wypltywdéw, tarcia, prze-
wodnictwa 1 t. p.

Majac przeto do rozporzadzenia tego rodzaju nie zu-
pelnie $ecisly materyal naukowy, mozemy, przy stosowa-
niu jego do obliczefi, odpowiednio zmienié postepowanie
matematyczne, ktére stosujemy zwykle do wielkos$ei i zwiaz-
kéw S$cistych. Zmiany te wypowiemy w sposéb naste-
pujacy : »

1) Wobec tego, ze funkcye matematyczne, wyrazajace
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zwiazki zmiennych parametréw zjawisk fizycznyeh wogdle,
daja tylko przyblizony obraz rzeczywistego ich przebiegu,
mozna kazdy zwiazek wyrazié nieskonezenie wielu funkeya-
mi. Zadaniem w tym razie matematyki wielkosci praybli-
zonych jest wskazanie sposobdw odnajdywania takich funk-
eyl; takimi sg np. wzory interpolacyjne, funkeye przyblizo-
ne, szeregi, przyblizony rachunek waryacyjny i t. p.

2) Wobec tego, ze do celéw praktycznych potrzebne
sa wyniki dokladne tylko w granicach naszych pomiardw,
wszelkie przeto dzialania matematyczne takiemi wielkodcia-
mi mozna uproseié, odrzucajae np. pewne liezby czy tez wy-
razy, jako nie majace wpltywu na wynik liczbowy, ktéry po-
winien sie miesei¢ tylko w granicach praktyeznej doklad-
nosei; drugiem przeto zadaniem matematyki wielkosei przy-
blizonych jest wskazanie takich sposobdw dzialan matema-
tyeznych, ktére z najmniejszym nakladem pracy doprowa-
dzaja do praktycznyeh wynikéw, takiemi sa dzialania skon-
¢zone na liezbach nie zupelnie Seislych, calkowanie i réi-
niczkowanie przyblizone, obliczenie przyblizone pierwiast-
kéw réwnan i t. p.

Dzial matematyki, w ktdrym bierze sie pod uwage te-
go rodzaju uproszczenia, nazwano matematyka wielkosei
przyblizonych w przeciwstawieniu do matematyki Seislej,
ktdra nie pozwala na tego rodzaju uproszezenia.

F.Klein') nastr. 12 daje nastepujace okreslenie: Matema-
tyka przyblizona jest to ta cz§¢ matematyki, z ktérej rzeczy-
wiseie korzystamy w zastosowaniach; matematyka za$ sei-
sla jest tym szkieletem, po ktérym matematyka przyblizona
sie wspina. Przy tem wyjasnia on, ze nazwa matematyki
przyblizone] nie obniza poziomu tego dzialn matematyki;
gdyz, Scifle mdwiae, nie jest to matematyka przyblizona,
leez jest to matematyka funkeyi i liezb przyblizonych (dla-
tego tez daliSmy nazwe niniejszej prgcy: watematyka wiel-
kosel przyblizonych a nie matematyki prayblizoney).

Nie nalezy jednakze sadzi¢, powiada w te] kwestyi
P. Dubem ), azeby matematyka przyblizona byla matema-
tyka mniej Scisla, pobiezna, przeciwnie jest ona pelniejsza,

7). Tia l;hépri(‘ physigue, son objet et sa structure. P. Duhem,
(w tlom. rosyjskiem, str. 170),
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wigeej rozwinieta, wymaga ona czesto metod, przekraczaja-
cych daleko znane metody algebry spu]wesncj

W matematyce Seislej mamy do ezynienia z wiel-
kosSciami, odnoszacemi sig do obrazéw abstrakeyjnyeh, nie-
istniejacyeh w naturze; matematyka zas§ wielkosei przybli-
zonych uezy nas operowaé wielkoseiami, odnovqcemi sie
bezposrednio do obrazéw rzeczywistych, M\ eznych i poslu-
guje sig ona wielkosciami takiemi, ]aklerm one sa W I'Zeczy-
wistosei, t. J- nieokreslonemi w gmmcach dokladnosci na-
szyeh pomiaréw lub tez w granicach naszych zalozen teore-
tycznych.

Matematyka Scisla pomimo, a wlasciwie wskutek swej
Scislodel nie wystarcza dla badan technieznyeh, nie zawsze
bowiem pozwala doprowadzié obliczenia do odpowiedzi
liczbowyeh; nie wystarcza ona, gdyz doplowa,dm po wigk-
sz0] czesei do takich réwnan, ktore jezeli sa rézniczko-
we, nie zawsze daja si¢ wyrazié funkeyami znanemi, potoez-
nie mdwiace, nie zawsze daja sig zealkowag; lab tez, jezeli sa
skonezone, nie zawsze dajg sie rozwiazaé ‘metodami mate-
matyki seisle] ®); matematyka za$ wielkosei przyblizonych
majac znaczng swobode wyboru funkeyi, trudnosei tego ro-
dzaju zawsze moze ominad. Nastepnym brakiem matema-
tyki Scisle], wystepujaecym przy stosowaniu jej do obliezen
zagadnien technicznych (wogdle fizycznych), jest niemoz-
nosé bezposredniego stosowania jej metod do funkeyi empi-
rycznych, ktére w praktyce zwykle wyrazamy wykresami
lub szeregami zaleznych od siebie liczb. Te wige powody
sklonity 111(1(‘(3111at_yknw, cheaeych stosowac metody mate-
mafyki Scistej do zadan praktycznych, do opracowania ma-
tematyki praktycznej, do ktérej zaliczyé nalezy matematy-
ke wielkosei przyblizonych,

Celem niniejszego artyknlu jest objasnienie w krétko-
ei czytelnika, jakiego rodzaju zadania rozwiazuje bezpo-
Srednio ten dzial matematyki i jakich metod do tego uzywa.

) Roéwnanie algebraiczne calkowite mozemy 107\\11:1/.1.« Spo-
sobem ‘tl"(‘\n'\.m/m'm lvlko do czwarte] poto'rl whaeznie; dla réwnan
przestepnych mie mamy om)lm(,h 1o7wn,/'m Réwnania rézniczko-
we w wieln przypadkach mnie dajy sig wyrazié fankeyami znanemi,
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2. Dzialania nad liczbami nie zupelnie §eistemi. ?) 1°) 11) 12)

Jezeli np. liczbe 0,528, ktdrej dalszych liczb dziesigt-
nych nie jesteSmy w stanie podaé, mamy pomnozyé przez
druga podobniez niezupelnie $cista, np. 0,871 (sg to np. po-
miary bokéw prostokata), to po zwyklem przemnozeniu
otrzymamy liczbg o 6-iu dziesigtnych eyfrach 0,455583.
Lecz liezba ta nie jest jedyna, ktéra wyraza fakt fizyczny
odpowiadajacy danemu iloczynowi (jak w przykladzie po-
wyzszym nie jest jedyna, ktdra wyraza wielko§é pola
danego prostokata), gdyz wlasciwe liczby mieszczg sig po-
miedzy 0,528 i 0,524, oraz pomiedzy 0,871 1 0,872; a wige
wartosé iloczynu znajduje sie pomiedzy liczba 0,523 X871=
=0,455533, a liczbg 0,524 X 0,872=0,456 928; a poniewaz
trzy ostatnie eyfry dziesigtne tych iloczyndéw sa nieokreslo-
ne, wystarezy przeto, gdy napiszemy: 0,523X0,871=0,456;
wypisywanie dalszych ecyir jest zbyteczne, do dokladnosei
bowiem wyniku nie przyczyniaja sig. Celem praktyeznym
przeto sposobu wykonania tego mnozenia jest takie jego
wykonanie, ktéreby dalo tylko wynik 0,456, gdyz obliczenie
pozostalych cyir jest bezpozyteczng robota,.

Przyklad ten nasuwa nastgpujace ogélne zadania, kté-
re powtarzaja sie przy wszystkich tego rodzaju obliczeniach:

1) obliczyé granice bledu najwigkszego, ktéry wynika
z dzialan na liczbach nie zupelnie Scislych, jezeli dane sa
granice najwigkszych bledéw liczb poszezegblnych, stosowa-
nych do tych dzialan;

2) obliezyé, z jaka dokladnoseig powinny byé dane
liczby, azeby wynik dzialan posiadal pewna okreslona do-
kladnos$é;

3) znalezé sposéb wykonania wskazanych dzialan, aze-
by nie wkladaé w nie zbytecznej pracy.

%) < Literatura K. d. M. W. (Encyklopedie der mathematischen
Wissenschaften). 1. 2, str. 978.

1) Uwagi ogdlne o liczbach niedcistych; S. Kwietniewski
w Poradniku dla samoukdw. I, str. 33 i nast. 3

11y Podrgeznik: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Dr. J.
Liiroth. Teubner 1900.

13)  Podrecznik: Vorlesungen iiber mathematische Niherungs-
methoden. Dr. Otto Biermann. Vieweg, 1905.
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OdpowiedZz na pierwsze pytanie otrzymamy stosujae
wzor Taylora, jezeli l>ov~19m przez a, b, ¢ oznaczymy wiel-
kosei Scisle, przez a’, ¥/, ¢’ przyblizone, wzigte np. z pomia-
réw, a przez Aa, Ab, Ac réznice miedzy niemi, to kazda
f(a, b, ¢) moZna wyrazié¢, z pominieciem wyzszych poteg
wielko$ci, ktére sa bardzo male, wzorem:

|
f@bo—f@ v, )==L| . aat+T| .
o0 |g=a’ b |p—p

Jezeli mamy przeto np. iloczyn dwéch niezupelnie sei-
stych liczb (a’ . b"), to blad najwickszy, jaki powstaje z po-
mnozenia tych wielko$ei, obliczymy ze wzoru:

A{@.b0)=a .Ab--0" . Aa.
W przykladzie np. poprzednim blad ten réwna sig:
0,523 X 0,001 + 0,872 . 0,001 = 0,001,
wielkoSci bowiem 0,001 sg najwigkszymi bledami mnozni-
kéw; w danym razie powiemy, ze dokladnosé tego iloczynu
dochodzi do 1/1000.

Metoda ta daje nam réwniez mozno§é dania odpowie-
dzi i na drugie pytanie. DPytanie to moze byé np. tego
rodzaju: z jaka dokladnoscig nalezy zmierzyé boki danego
prostokatnego pola, azeby obhc7ona wielko$é tego pola by-
ta doktadna do 1 m2.

\posoby liczenia t. zw, skréconego, sformulowane
w pytaniu 8-em, polegajg w plzypadku mnozenia na mnoze-
niu wyzej st0_|a,03 ch eyfr z nizej stojacemi; np. iloczyn dwéeh
poprzednich cyfr otrzymamy sposobem skréeconym, gdy
523 pomnozymy najpierw przez 8, a nastgpnie odr /m iwszy 3,
pomnozymy je przez 7; a nastepnie odrzuciwszy 2, pomno-
zymy przez 1; mnozenie to przedstawi sie w prsdb na-
stepujacy:

528
871
4184 i wynik ten napiszemy 0,456, okreslajac je-
366 go dokladno§é ze wzoru popuedmego do
= 1/1000.
0,4555

Dzielenie skrécone wykonywa sig w ten sposéb, ze za-
miast dopisywaé zera, odrzuca sig po jednej liczbie z dziel-
Zad. mat, 9
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nika. Zrozumialem teraz sie staje, jakiem jest nie tylko nie-
zbedne do liczenia, lecz i wystarezajace pod wzgledem Sei-
slosci, narzedzie suwaka rachunkowego.
SzezegSlnych wlatwienn doznaje liczenie liezbami ma-
lemi, mozna up. napisaé: jezelia < 1; (1 + a)y'=1-4na;
n

/L 2 1 z .
T—i& =1—0a; I/l i; =14 = (o + B): a wiec napiszemy
3

bezposrednio LS 1,02.
0,96

3. Obliczenie przyblizonych pierwiastkéw réownan
dowoluych ze wspolezynuikami liczbowymi 3).

Jezeli mamy réwnanie dowolne z jedna niewiadoma,
f (@) = 0, to postepowanie obliczenia jego pierwiastkéw mo-
ze polegaé na tem, ze znajdujemy najpierw w jakibadz
gpos6b (np. droga préb lub droga wykreslna) pierwiastek
przyblizony danego réwnania, ktérego wartosé oznaczy-
my litera ; a nastepnie obliczymy poprawki tej wartosei
z dowolna dokladnoscia, opierajac¢ sie na tem, ze rdznica
A, = @ — @, jest bardzo mala, i wyzsze je] potegi w szere-
gu Taylora, na jaki rozwiniemy dang funkeye f (2, + Az)),
odrzueimy, tak iz warto§¢ poprawki moze byé latwo obli-
czona; jest to sposéb Newtonowski.

Takie samo postgpowanie moze byé stosowane do obli-
czenia pierwiastkéw wielu jednoczesnych réwnan z wieloma
niewiadomemi. Jezeli mamy np. dwa dowolnej postaci réw-
nania f, (@, ) = 0 oraz f, (x,y) = 0, ktére w przyblizeniu sa,
zaspakajane przez wartosci x, i y,, to podstawiwszy w nie
x=1y, 1Az, i y=1vy, + Ay,, gdzie Az, 1 Ay, oznaczaja
szukane poprawki, i rozwinawszy dane dwa rdwnania na
szeregi, otrzymamy dwa réwnania pierwszego stopnia z dwie-
ma niewiadomemi Az, i Ay,, gdyz wyzsze potegi tych wiel-
kofei mozna odrzucié. Zadanie wige w tym razie spro-

1) Podrecznik: Dr. C. Runge. Praxis der Gleichungen. Sam-
mlung Schubert XIV.
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wadza sie do obliczenia niewiadowych z dwéeh réwnan li-
nijnyech. :

W szezegélnym przypadku jezeli mamy dwie wartosei,
ktére, podstawione w dang funkeye, daja wartosci ze zna-
kami réznymi, to metoda, zwana, ,regula falsi“, réwniez mo-
zna obliczy¢ pierwiastki z dowolna, dokladnos$eia, przyjmu-
jac np. ze pomigdzy temi przyblizonemi wartosciami, ktére
wyobrazamy sobie w wykresie y = f () w postaci dwéch
punktéw, przeprowadzamy prosta i szukamy jej przeciecia
sie z osig x; a obliczywszy te spdlrzedna przyjmujemy na-
stepnie dwie nowe wartosei blizkie poprzednim i postepuje-
my w ten sposéb dalej, az otrzymamy wartos¢é pierwiastka
oznaczone] dokladnosei.

Do obliczenia pierwiastkéw réwnan dowolnych stoso-
waé réwniez mozna sposoby wykreslne; jezeli mamy np.
réwnanie f (x) — 0, to piszemy je w postaci ¥ = f () i, po
wykresleniu odpowiedniej temu réwnaniu krzywej w ukla-
dzie np. osi prostokatnych, szukamy punktéw przecigcia
sig jej z prosta y =0, t. j. z osia 2. Znacznie nieraz uproscic
mozna to postgpowanie, jezeli z danej funkeyl utworzymy
dwie funkcye prostsze; jezeli np. réwnanie z%4-bdx?+-cx=d
roztozymy na dwa réwnanie drugiego stopnia y =224 bx+}c
oraz zy = d, ktdére nie trudno wykreslié; to wartosei spdl-
rzegdnych punktéw ich przeciecia sig sg pierwiastkami dane-
go réwnania. Sposoby wykreslne mozna uproseié stosujac
do wykreslenia powyzszych krzywyeh skale logarytmiez-
na, i wogéle sposoby wskazane przez nomografig ) 1),
Te sposoby wykreslne daja, sig réwniez stosowaé do oblicze-
nia pierwiastkéw wielu réwnan z wieloma niewiadomemi.
Zaznaczyé tu nalezy, ze postepowanie wykreslne jest w tym
razie zupelnie $cisle; nieScislo§¢é odpowiedzi wynika tylko
z niedokladnosei rysunku.

4. Obliczanie plerwiastkow przyblizonych rownan
algebraicznych calkowitych.

Jezeli mamy rdéwnanie algebraiczne calkowite (ze
wsp6lezynnikami liezbowymi), to opréez sposobéw ogdl-
4) Traité de Nomographie par d'Ocagne. Paris 1599.

u"y Graphische Darstellung in Wissenschaft u. Technik. Dr.
Marcello v. Pirani. Sammlung Goschen 728.
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nych, podanych w paragrafie poprzednim, mamy sposoby,
oparte na szezegdlnych wlaseiwoseiach, wynikajacych z ro-
snacych poteg niewiadomych. W tym celu obliczymy naj-
pierw w jaki badz sposéb warto§¢ przyblizona szukanego
pierwiastka; warto$é te oznaczymy litera x, i podstawimy
w dane réwnanie x = x, 4+ Az,, gdzie Az, jest poprawka
wartoSci «;, a otrzymamy nowe réwnanie algebraiczne:
Ay (Aml)" -+ A,,__] (Axl)"—l + CENE Al (Am,) + Ao =26

wziawszy nastepnie pod uwage, ze (Az,) jest bardzo maly,
wielko$cia, odrzucamy wyrazy z wyZszemi potegami tej
wielkosei 1 otrzymujemy réwnanie
A,.(dz)+ 4, =0,
z ktérego obliczymy Az,; a wiee z, =z, | Ax,, gdzie z,
oznacza warto§é blizsza do x niz «, ; jezeli ta poprawka jest
niewystarczajaca, to powtarzamy to postepowanie z nowa
warto§eia, ==(x, -+ Azx,) i szukamy nowej poprawki Az, .
Obliczenie to mozna skrécié, jezeli np. po obliczeniu Az, —
= ‘249, podstawimy te warto$¢ w réwnanie nie skrécone,
a wtedyl:
Ay +4 Az +....
A

Stosujae do obliczen pierwiastkéw przyblizonych me-
tode wykreslng, a nastepnie do obliczen nowych réwnan
spos6b liczenia, podany przez Hornera 3*''), otrzymaé mozna
bardzo predko pierwiastki danego réwnania z dowolng do-
kladnoscia.

Wskazany tu sposéb obliczania pierwiastkéw wy-
maga znajomosci przyblizonych pierwiastkéw danego réw-
nania, azeby mdédz obliezyé poprawki; lecz mamy sposoby,
kiérymi bezposrednio obliczymy wartosei przyblizone wszy-
gtkich pierwiastkéw. Sposdb ten, podany przez Bernoulliego,
stosuje sie do réwnan. ktérych pierwiastki sg rézne i rézni-
ce miedzy ich wartosciami sg znaczne; wtedy bowiem przy-
ja¢ mozna z pewnem przyblizeniem, ze ich suma réwna sie
pierwiastkowl o najwiekszej wartodci; a poniewaz suma

Az, —

! . f o, . a ; = Lons
wszystkich pierwiastkéwréwna sig wspélezynnikowi — ——

”n
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przeto warto$é najwiekszego pierwiastka réwna sie w przy-

b Qp— ik o 2 .

blizeniu 2, = — — . Z wlasciwoéci innych wspdlezynni-
n

kéw réwnania algebraicznego i z przyjetych zalozen wyni-

aﬂ—-2

ka, ze z, - X, = —

, gdyz iloezyny pozostalych pierwia-
n

stkéw mozna pominaé; postepujac w ten sposéb, obliczymy
kolejno wszystkie pierwiastki. Lecz zakres réwnan algebra-
ieznych, do ktérych ten sposéb mozna zastosowaé, ze wzgle-
du na uczynione zalozenia, bylby niewielki, gdyby Graeffe
nie poradzil temu w ten sposéb, ze przeksztalea on kazde
réwnanie na inne, ktérego pierwiastki sg znacznemi potega-
mi pierwiastkéw danego réwnania; co sie daje rachunkowo
latwo wykona¢; w ten sposéb rozsuwa on wartosci pierwia-
stkéw i moze stosowaé sposéb powyzszy do kazdego réwna-
nia. Metoda ta mozna obliczyé nawet pierwiastki zespolone.
Metoda Graetfego prowadzi najpredzej do celu, jezeli chce-
my obliczyé wszystkie pierwiastki danego réwnania.

>

5. Odwrocenie szeregu.

Jezeli mamy dany szereg zbiezny

y=a,+a, x4+ ax*+4...
i chcemy dla pewnej nie wielkiej wartoseci y obliczyé war-
to$¢ x, to napiszemy z tego réwnania:

i wtedy, jezeli wartosé x jest bardzo mala, mozna zastoso-
waé metode poprzednio juz stosowana, kolejnego obliezenia
poprawek. Metoda ta, nazwana metoda iteracyi, stosuje sie
w wielu przypadkach rachunku przyblizonego.

6. Metoda iteraeyi.

Metoda iteracyi ma na celu stopniowe coraz doklad-
niejsze obliczanie pewne] wartosci np. niewiadomej danego
réwnania. Metoda ta stosuje sig wtedy, gdy dane réwnanie
f @) = 0, da sie sprowadzié do postaci z = ¢ (z) i gdy ¢ ()
malo zmienia swg warto$¢ w okolicach wartosei z, (,zyma,
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e zadosé danemu rdwnaniu; podstawiwszy bowiem w ¢ ()
wartos¢ @ >~ x,, ktora jest blizky @, otrzymamy, przy po-
wyzszem rzastrzezeniu, co do zmiennosei v (x), x, = @ (2,),
gdzie x, jest wartoscia, blizsza do z niz z, ; powtarzajac ta-
kie podstawienie dowolna ilos¢ razy, otrzymamy 2,=® (%x_,)
wartoSci coraz blizsze wartosei . Mozna okazaé, ze takie
dv () < 1.
dx

Metodg iteracyi stosowaliSmy juz w § 4 i 5-ym; mozna:
Ja réwniez stosowaé do wielu réwnain z wieloma niewiado-
memi.

Szczegblne jej zastosowanie jest przy obliezaniu catki
réwnania rézniczkowego, o ezem begdzie mowa w § 11-ym.

Charakterystyezna wlasciwoseia tego postepowania
jest ta okolicznosé, ze bierzemy za podstawe do naszych
obliczen réwnanie, w ktérem niewiadoma wyrazona jest
przez tg sama niewiadoma, znajdujacy sig tylko w pewnych
szczegdlnych warunkach matematycznych.

zblizanie sig nastepuje, gdy

7) Wzory interpolacyjne.

Gdy dane sa dwa szeregi wzajemnie zaleznych liczb
(np. temperatury i odpowiednie preznosei pary), a nalezy dla
pewnej dowolnej wartosei jednej niezaleznej, nie wehodza-
ce] w dany szereg, obliczyé wartosé drugiej zaleznej, wtedy
dzialanie takie nazywamy interpolacys. Sposéb tego obli-
ezenia polega na znalezieniu pewne] funkeyi matematyecaz-
nej, ktoraby przez kazda pare wartoSci danego szeregu liczh
byla zaspokojona, t.j. azeby przybrala wartodei zera, wte-
dy bowiem dla kazdego « znajdziemy odpowiednie . W po-
jeciach geometrycznych zadanie to polega na wykresleniu
krzywej, przechodzace] przez pewns liezbe danych punk-
téw, okreslonych przez pary wzajemnie zaleznych liezb jako
spélrzednych,

W ten sposéb jednakze postawione zadanie analityez-
nie ezy geometrycznie jest jeszeze nie okreslone, gdyz jak
rzez dane punkty mozna przeprowadzié nieskoriczenie wie-
}e krzywyeh, tak réwniez mozna znalezé nieskoniezenie wiele
funkeyi, ktére beda zaspokojone przez dany szereg liczb;
azeby przeto scisle okresli¢ zadanie, nalezy podaé jeszcze
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forme tej funkeyi, ktéra ma byé zaspokojona przez dane
liczby; np. forme algebraiczna calkowita lub ulamkowa, wy-
kladniczg, trygonometryezna i t. p.; zaznaczyé przytem na-
lezy, ze wybdr tych funkeyi nie jest zupelnie dowolny, zale-
zy on bowiem od charakteru funkcyonalnej zaleznosci, jaka
laczy dane liczby; funkeye takie nazwano wzorami interpo-
lacyjnymi. Najprostsza funkeya tego rodzaju jest funkeya
paraboliczna n-tego stopnia:

y= A4, + 4, + 4,2t . ... . Ak G
Jezeli mamy dane (n- 1) par liezb (x,, y,), (x;, ¥1)
it.d., to(n- 1) wspélezynnikéw 4,, 4, . ... 4, moze byé

bezposrednio z (# + 1) réwnan obliezona; a po ich oblicze-
niu mozna obliezy¢ dla kazdej innej wartosci  odpowied-
nig wartosé . Lecz postepowanie to jest pod wzgledem ra-
chunkowym niedogodne, i dlatego wielomian powyzszy
bywa przedstawiany w rozmaity sposéb, np. w sposéb na-
stepujacy: i

Y=, + a, (& — X,) + @ (@ — x) (@ — %) + - ..
gdzie wspdlezynniki @,, @, 1 t. d. obliczy¢ mozna z warun-
ku, ze to réwnanie zostaje zaspokojone przez dane pary
wielkosci, Wzdr ten po przemnozeniu i uporzadkowaniu
przeksztalei sig na wzér poprzedni, jest przeto tylko inna,
jego odmiana,

Sa, jeszeze inne sposoby wyrazania funkeyi parabolicz-
nej; sposoby te maja na celu badZz uproszezenie obliezenia
wspolezynnikéw, badz tez maja np. na celu takie ich obli-
czenie, azeby mozna bylo je obliczaé dla szeregéw o wiek-
szej liczbie wyrazdéw, nie zmieniajac wartosei spélezynnikoéw,
obliczonych dla mniejszej ich iloset ).

Dla funkeyi okresowych stosujemy wzory interpola-
cyjne okresowe postaci:

Yy =a;sinx + a,sin Q)+ ... a sin (nx) |

+ by + b, cos x + b, cos (2x) + . . . b cOs (n2).

Poniewaz w danem réwnaniun jest (2n-f1) wspél
czynnikdw, potrzebna jest przeto taka sama ilo$é par liczb
(z, ¥). inaczej punktéw, Wogéle powiemy, jezeli mamy n
par liczb (np. z obserwacyi), to zaleznosé miedzy niemi mo-

13) Sy to wzory funkeyi kulistych. Por. 3¢7).
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zna wyrazié dowolny funkeys posiadajaca n wspdlezynni-
kéw nieokreslonych, ktére okreslimy z n réwnan ofrzyma-
nych przed podstawieniem tych wartodei do obranej funkeyi.

Wzory interpolacyjne moga byé zestawiane réwniez
nie tylko dla funkcyi empirycznyeh, danych w postaci szere-
gu liczb, lecz i dla funkeyi analitycznych; wtedy wzory te
maja na celu zastgpienie danej funkeyi analityeznej (np.
bardzo zawile]) funkcya inna, prostsza. Azeby wzér taki
znalezé, obliczmy dla danej funkeyi analityczne] pewien sze-
reg liezb (punktéw) i obliczmy dla tego szeregu, w sposéb
wyze] wskazany, wzory interpolacyjne.

Markow °), w celu obliczenia wzoréw interpolacyjnych,
stawia zadanie w inny sposéb, a mianowicie przyjmuje, ze
dla pewnych wartosci z, znane sa nie tylko wartosei funkeyi
f (x), lecz 1 wartosei jej kolejnyeh pochodnych, a zadanie po-
lega na obliczeniu takiej funkeyi caltkowitej mozliwie nizkie-
go stopnia, ktéraby odpowiadala danym warunkom. Mo-
zna okazaé, ze ze wzoru tego wyprowadzié mozna jako szcze-
gélne przypadki wzory Taylora, Lagrange’a i Newtona.

Dla kazdego wzoru interpolacyjnego mozna obliczyé
t. zw. resztki, t. j. blad najwiekszy, jaki powstaje pomiedzy
wartosciami funkeyi analityezne] a wartosciami wzoru in-
terpolacyjnego, stosujac do tego twierdzenie Rollego.

Rosyjski matematyk Czebyszew, w celu znalezienia
wzoru interpolacyjnego, dajacego wartoSei mozliwie zblizo-
ne do wartosci danej funkeyi, oblicza najpierw takie warto-
sei dla @y, @, 1 t.d., pray ktorych warto§é iloezynu, wyraza-
jacego resztke danego szeregu

(& — @) (x—a) (T— @) ... (z— Tn),
w granicach interpolacyi, najmniej odbiega od zera. a obli-
czywszy je, oblicza nastgpnie z danej funkeyi analitycznej
odpowiednie %,, ¥, . .- ¥a idla tych w ten sposéb oblicze-
nych wartosci 2, ¥ zestawia wzory interpolacyjne,

Jezeli posiadamy wigkszg ilo§¢ par liczb, inaczej punk-
tow niz wspélezynnikéw wolnych jest w danym wzorze in-
terpolacyjnym, to sposéb powyzszy obliczenia wspdlezynni-
kéw jest nie do zastosowania, gdyz w zadaniu jest wiecej

16y T d. M. W. I 2, str. 806. Markoff, Differenzenrechnung
(ttom. z ros. Lipsk 1896).
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réownan niz niewiadomych; inna, przeto zasade nalezy w tym
razie postawié, azeby obliczy¢ wzor interpolacyjny. Prazyj-
mujemy w tym przypadku, ze liczby dane (2, %) nie maja
zaspakajaé obrane] funkeyi, jak to bylo poprzednio, lecz
podstawione w nia, maja daé¢ mniej lub wigceej wartosei bliz-
kie zera.

Funkeye takie nazwano funkeyami przyblizonemi,
wzglednie krzywemi przyblizonemi.

8. Funkeye przyblizone.

Funkeye przyblizone maja za zadanie zastapienia da-
nej funkeyi analitycznej lub empiryeznej inng funkeya. Funk-
cya ta moze by¢ mniej wigee] dowolna, powinna jednakze
mieé pewns, ilo§¢é wspélezynnikéw nieokreslonych.

Do funkeyi przyblizonych zaliczyé mozna wzory inter-
polacyjne, ktéreSmy omdwili poprzednio; w szezegdlnosci
jednakze funkeyami przyblizonemi, inaczej—krzywemi przy-
blizonemi, nazywamy krzywe, ktére nie przechodza przez
punkty, obliczone z danej funkeyi lub przez punkty dane
empiryeznie, leez ktére przechodza mimo nich, odpowied-
nio do przyjetych warunkdw. :

Niechaj bedzie dana np. funkeya przyblizona postaci
parabolicznej:

p@=a +a,ztaz:t+... a.z",
ktérej wspdlezynniki a,, @, . . . @. sa narazie nieokreslone,
funkeya ta ma zastapi¢ z pewnem przyblizeniem dana
funkeye 1 ().

W celu obliezenia tych wspdlezynmikéw mozna np.
dang funkeye f () rozwinaé w szereg i zastapié ja pewna ilo-
Seia wyrazow tego szeregu; lecz sposéb ten dotyezy tylko te-
go przypadku, gdy rozpatrujemy wartosei tej funkeyi w bliz-
kosei pewne] §cisle okreslonej wartosci, np. £ = a. Gdy za$
rozpatrujemy wartosci tej funkeyi w pewnych granicach od
z=a do x = b, to nalezy postawié pewne warunki, jakim
powinny odpowiadaé réznice pomigdzy wartosciami danej
tunkeyi a przyblizonej.

Jezeli wogéle przez f(x) oznaczymy dana funkeye,

Zad. mat. 3
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a przez ¢ (z; ay) funkeye przyblizona do niej, to blad, ktéry
oznaczyny symbolem B (x), adzie R jest wmlml( 1 niezna-
ne| funkeyi, wyrazi sie wzoreni:
[ (@) — o (@ @) = R (x).
7 warunkdw jakie sobie postawimy wzgledem warto-
gei R (), bedziemy mogh Ol)ll(‘/,)'( wspdéle /smnkl .

Warunki te moga by¢ rézne. Poncelet np. dla przykladu
Vad 4+ y? = a, x4+ a, y ™ postawil warunek, azeby warto-
Sei B () dla krancowych wartosei 2, dla ktérych dana funk-
cya ma pozostawa¢ w mocy, oraz najwicksza jej warlosé-
byly wzajemnie rdwne. Te warunki wyrazimy dwoma row-
naniami, z kidrych obliczy¢ mozna dwa wspdlezynniki
a, i a,obranej lunkeyi przyblizonej (,Technik® I, str. 45,
wzir L7-ty; poréw. réwniez %)

Rosyjski matematyk Czebyszew '7), w celu obliczenia
funkeyi przyblizonych stawia warunek, aze by najwieksza
wartosc I (x), jaka powstaé moze przy zmienne] wielkosel @,
hyla mmmmm przy zmiennych @, Oblicza on réwniez te
\Wpolw\ nniki 7z uwzglednieniem waznosei (Gewicht, poids)
spostrzezen.

Opierajac sie na te] zasadzie, oblieza Czebyszew w spol-
czynniki danej funke 'yl ]n/.y])ll/onv (pm(ll)ohwncl) Mulei
wartosci przy zmiennej x (pomiedzy danemi granicami) jak
najiniej réznia sie od zera. (eometryeznie zadanie (o po-
lega na znalezieniu t takiej krzywej, ktraby z calego zbioru
krzywych, Jaki przedstawia obrana funkeya przyblizona
przy roimye 11 wartosciach jej wspdlezynnikow, jak najwie-
cei zblizala sie do osi 2 Zadanie to /11(1](11110 miedzy inne-
mi zastosowanie przy obliczeniu takich wartosei @, , @, i t.d.,
ktdre nadaja reszice wzorn interpolacyjnego wartosci naj-
mniej rézniace si¢ od zera (por. koniee § 6-go).

') Tschebycheff. Sur les fonetions, qui different les moins
posible du zéro. Istnieje w jouyku rosyjskim, wydany przez Marko-
wa, zbior prac Czebyszewa.

¥y Wizor ten ]o\t przydatny do obliczenia np. ruchu bryl
z ||\\/ulmlmomcm tarcia. Poréw. K. Heun, str. 108, H. Lorenz Tech-
nisehe Moechanik, str. 197; réwnies Il //upowski, Mechanika teore-
tyezna 11, str, 104,

W)y Tsehebyehefl | Sur les questions de minima® daje sposoby
ogidlne zastapienia pierwiastkéw ulamkani ciaglymi.
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Zadanie to znajduje réwniez bezposrednie zastosowa-
nie w technice 1)1‘7\' obliczanin prostowoddw nieseislych.
» Lechnik“ T, str. 575 *°). W tym razie wspdlezynniki danej
funkeyi sa ]unlxe) dmi rozmiaréw czesei danego mechaniz-
mu; obliczenie przeto tych wspdlezynnikéw daje takie roz-
miary ezeSei danego mechanizmu, przy ktéryeh punkt jego
ruchomy zakresla k1'7) wa najwie (e_] zblizona do prostej.

Metoda ta daje mozno$é obliczenia odehylen pro-

stowodu niescislego od prostej, ktére w wielu Tazach sa
tak male, ze dla oka sanieuchwytne, a dla konstrukeyi sa
wazne.

Czebyszew stosowal réwniez swe wzory przyblizone do
projektowania map geograficznych o wiekszyeh obszarach;
zwyklymi bowiem sposobami rzutowanie duzych obsza-
réw kulistych na plaszezyzne dawalo zbyt male dokladnosei.

W przypadku, w ktérym liczby (xx, ¥x) sa wziete z po-
miaréw, a wige niezupelnie Scisle, do obliczenia wspdlezyn-
nikéw hmk(,yl przyblizonej stosowana bywa zasada naj-
mniejszych kwadratéw, na podstawie ktérej suma kwadra-
téw réznie pomigdzy wartosciami rzeczywistemi a przybli-
zonemi powinna by¢ minimum, co wyrazimy:

Zs
Sif@) — ¢ (@, ap) 2 . do = minimum.
z,
Ze wzoru tego obliczymy wspélezynniki ay, przyréw-
nywujac do zera pochodne czastkowe tej calki wzgledem
tych wspdlezynnikéw.

W ten sposéb zastepuje np. C. Runge 2!) wzér wyklad-
D P16 g y
niezy Bacha2 ) e=a . o™ dwumianem calkowitym e=a, s}

-I- a, 0% w ktérym wartosei @, i a, oblieza z warunku:

_/' faom — (@, o + @, 6% }?. d 6 = minimum.
0

#) Nieslusznie w ,Techniku* t. I na str. 575-¢j powiedziano,
ze prostow6éd Czebyszewa jest bardzo zlozony; poréw.. Die Tscheby-
scheffschen Arbeiten in der Theorie der Gelenkmechanismen von
N. Delaunay, Teubner 1900. ‘

) C. Runge. Zft. f. Mathematik und Physik Bd. 45, 1900,
str. 23.
#2) (. Bach. Elasticitiit u. Festigkeit 1902, str. 20.
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Przyjawszy wreszeie dla obliczenia wspélezynnikow ay
warunek, azeby wartoSeli R (z) dla kazde] poszezegdlne]
wartodei danyceh z,, 2, .. . i t. d. réwnaly sig zern, otrzyma-
my wzory interpolacyjue, omméwione w § 7-ym; w danym ra-
zie wspolezynnikdw nieokreslonych w funkeyi przyblizone]
moze byé tylko tyle, ile danych jest wartoSei @y, to jest ile
jest danych punktéw.

Wzory interpolacyjne, jak réwniez funkeye przyblizo-
ne nogy zastgpowaé dane funkeye badz analityczne badz
empiryczne we wszelkich dzialaniach nad niemi, a w szeze-
gé6lnosei przy obliezaniu np. ich ecalek, gdy calkowanie
funkeyi wlaseiwej sprawia znaczue trudnosei lub gdy calki
nie daja sig wyrazié funkeyami pospolitemi; mozna réwniez
te funkeye stosowaé do obliczenia pochodnyeh funkeyi em-
piryeznych, okreslonych przez szeregiliczb it. p. i w tem
zrozumieniu mozemy mowié np. o calee i pochodnej funk-
eyi empiryeznej, danej np. w postaci szeregu liczb, jak mdé-
wimy o calee lub pochodnej funkeyi analitycznej

9. Wyrownanie spostrzezen ®) i ).

Zadanie wyréwnania spostrzezen ma na celn oblicze-
nie najprawdopodobniejszej wartosei pewnej wielkosei, ktd-
rej kilkakrotne pomiary wskutek ich niedokladnosci daly
lieczby do pewnego stopnia rézne. Jezeli mamy zmierzyc
jedng wielkos¢, np. jezeli mamy okreslié dlugosé pewnego
preta z kilkakrotnyeh rézniacych sie migdzy soba pomia-
réw, to przyjmiemy na zasadzie intuicyi, %e dlugosé ta jest
§rednia arytmetyczna tych pomiaréw 2?). Obliczenie takie
jest utrudnione, gdy pomiedzy wartosciami zmierzonych
wielkosei zachodza zwiazki matematyezne, gdy np. suma
zmierzonych trzech katow danego tréjkata plaskiego mnie
réwna sig 180°, wtedy do obliczenia najprawdopodobniej-
szych wartosci tych katdw zastosujemy zasade ‘najmniej-

o A B. I?amolu\_\w./,. Metoda najmniejszych kwadratéw,
24) Poradnik dla Samoukdw 1, 442,
%) Lecz postcpowanie to nie zawsze daje wyniki zgodne z rze-

czy wistodeiy: pordwn, Lo d. M, W. 1, 2 str. 773.



szych kwadratéw *%), ktéra mozna uwazaé jako uogdlniona
zasade Sredniej arytmetycznej 2%),

Dzial ten matematyki przyblizone] ze wzgledu na po-
trzeby astronomdw, geodetéw i fizykéw zostal juz dawno
opracowany 7). W naukach technicznych znajduje on za-
stosowanie przy badaniach fizyko-technicznych, oraz przy
obliczeniu iunkcyl przyblizonych.

10. Obliczenie przyblizonyeh calek i pochodnych
funkeyi danych.

Jezeli funkeya, ktéra mamy calkowaé, dana jest w po-
ay : A
staci analityczne] Zf = [’ (z), lub wykreslnej w ukladzie osi

prostokatnych (3, #), to mozemy ja obliczyé z dowolnem
przyblizeniem, stosujac do tego ba[(lz metody rachunkowe,
badz wykre§lne. Jezeli funkecya, ktéra mamy /,calkowa(:,
dana jest w postaci analitycznej f’(x), to pierwsza przybli-
zona, wartosé jej calki otrzymamy, gdy wielkosciom dz i dy
nadamy pewne skoniczone wartosei Az i Ay, wtedy bowiem
napisa¢ mozemy bezposrednio wzor: Ay, = f'(x) . 8z, w kt6-
rym , 1 y, oznaczaja poczatkowe wartosei zmiennych,
a Az, 1 Ay, -ich przyrosty; wynik tego obliczenia bywa cze-
sto w praktyce wystarczajacy pod wzgledem dokladnosei.
Ze wzoru tego otrzymamy nowa warto$é y,:
Y1 ="Yo 1 () - Ay,

gdzie (x,, ¥,) sa dane spdlrzedne poczatku krzywe] calkowej.

Obierzmy nast¢pnie nowy przyrost Az,, dla ktérego
obliczymy odpowiedni przyrost:

Ay, = flizy, 4 Ax,) . Az,.

Postepujae w ten sposéb, obliczyé mozna wartosé cal-
ki dla dowolnych granie.

Sposobem tym otrzymujemy o tyle dokladniejsze wy-

#)  Pordéwn. A. B. Danielewicz: Metoda najmniejszych kwadra-
tow, str. 11, II. Wende i S-ka, 1904 r., str. 113.

#1  Dr., Kasper Weigel. Wykredlny sposéb rozwigzywania ro-
wnan normalnych z dowolny dokladnosciy wyznaczenia tak niewia-
domych jak i ich bleddéw z bledéw funkeyi, w Pamigtniku V Zjazdu
technikéw polskich we Lwowie 1912 r.

) Literatura 1&. d. M. W. I, 2
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niki, oile wartosei f/(x) nie ulegaja znacznym zmianom
w granicach obranych przyrostéw Az i, oczywiSeie, gdy
funkeya ta jest ciagla w tych granicach. Sposéh ten bywa
stosowany do obliczenia np. krzywej spigtrzen wody bieza-
¢0j?%) w kanalach z predkoseia zmienna; w tych obliczeniach
przyjmuje sie w pewnych . przypadkach z dostateczna do-
kladnoseiay Az =— 400 m. .

Dokladniejsza, wartoéé calki otrzymamy, gdy dang
funkcye rozwinliemy w szereg Taylor’a i, zbadawszy warun-
ki zbieznos$el szeregu, oraz obliczywszy resztke, zealkujemy
ten szereg. Zaznaczyé przytem nalezy, iz w razie powolnej
zbieznosel obliczonego szeregu, mozna go przeksztaleié na
inny szereg, predzej zbiezny.

Mozna réwniez obliczyé warto$é calki z wartosei [ (x)
dla pewne] ilosei z-6w. W tym celu wyobrazamy sobie,
ze pole, ograniczone krzywa y = [’ (x), rzednemi, odpowia-
dajacemi wartosciom z, i, oraz osia x, jest podzielone
na prostokaty lub trapezy; wartosé sumy pdl tych figur
beda wartoSciami z rézna dokladnoscis calek w danych
granicach calkowania. W tem postgpowaniu popelnia sig
blad, ktdrego wielko$é réwna sie ezastkom pdl, ograniczo-
nych krzywa wlasciwa z jednej strony, a bokami prostoka-
tow czy tez trapezéw z drugiej strony. Widoeznem jest, ze
te czastki pol, w przypadku stosowania prostokatdw, sa
wieksze, niz w przypadku trapezéw; blad przeto w przy-
padkn stosowania prosiokatéw jest wogdle wigkszy niz
w przypadku trapezéw.

Mniejszy blad popelnimy, gdy kazde trzy kolejne
punkty danej krzywej polaezymi lukami parabolicznymi
i obliczymy odpowiednie pole; réznica bowiem migdzy $ei-
slq wartoscia calki, a przyblizona, réwna sig¢ w tym razie
sumie wielkosei pdl, zawartych pomiedzy dana krzyws,
z jetne] strony a lukami paraboli z drugiej strony. Wuzér
calki, oparty na tem zalozeniu, wprowadzony zostal przez
Simpson’a 1 nosi jego nazwe.

W powyzszy sposéb wyprowadzone wzory daja war-
tosé calki jako sume rdéznyeh wartosei /7 (z) dla rdznych
lecz $cisle okre§lonych wartodei z; calki te maja ogdlna

18)  Torenz. Hyhraulika, str. 117, oraz (31) str. 60.
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postaé iy = X Ay. /' (z), gdzie A; sa pewne wspdlezynniki,
zalezne od postaci pdl czastkowyeh, na jakie rozlozyliSmy
dane pole.

Gauss do obliczenia swego wzoru pozostawia warto-
§ei dla A4; nieokreslonemi i przyjmuje tylko ich ilosé,
a nastepnie oblicza ich wartosei w ten sposcb, azeby blad
nie przewyzszal z géry postawionej wartosei, okreslonej pe-
wng iloSeia wyrazéw szeregu, na kidéry rozlozymy dana
funkcyv Calka w danym razie otrzymuje postac:

A?/—-/f (/l’ﬂ)da/_-‘4 f,(a;l)—i_A f’("/‘o)"“ . A f’(ilf")

0’(1/16 n jest obrang iloscig podzialek, a czynniki 4, 4, i t. d.
i, 12 it d sa na razie wielko$ciami nieokreslone-
mi. Czynniki te obliczymy, poréwnawszy ten wzér z calka
szeregu Taylor'a, na jaki rozlozymy dana funkeye, ktora
mamy calkowaé. Poniewaz czynniki te daja si¢ obliczyé
w zaleznosei tylko od ilosei obranyeh podzialek, na jakie
podzielimy warto$¢ miedzygraniczna, a nie od postaci
funkeyi, przeto samo obliczenie calki znacznie sie uprasz-
cza; ezynniki te bowiem mozna obliezyé raz na zawsze, dla
kazdej ilosci n. Wzor Gauss’a ma tg zalete, Ze z niewielkiej
ilosei  wartosci funkeyi rézniczkowej, QLLA\ muje sie ze zna-
ezny dokladnoseis wartosci liezbowe calek ok1e\lonych AL

W szezegdlnych przypadkach mozna obliezyé calke
danej funkeyi sposobem przyblizonym, obliczywszy np.
wartosei, pomiedzy ktdremi warto$é szukanej calki sig
znajduje. Jezeli np. funkcya, ktéra mamy calkowaé, jest

7y Zobrazujmy sobie dokladno$é tych wzordw z przykladu,
zapozyczonego z dziela B(‘rtr'mdzt

1
Wartodé calki (}/‘ 1‘_;*;” dx:
dokladnie: /'~: In2 = ., ... 02721982

ze wzoréw na trapezy przy n 10 , 0,27 12837

Cotes’a » n= D5 . 02722041
Simpson’a , =n == 10 . 02722012
(ranss’a n = 4 . 0,27 21980

gdzie n oznacza ilos¢ podzialek; \\Lm. Grauss'a przeto w (l.mvm przy-
padku daje najdokladniejszy wynik pomimo najmniejszej ilosei po-
dzialek.
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iloczynem kilkun funkeyi, z ktérych choé jedna waha sie
nieznacznie pomigdzy pewnemi granicami, to funkeye te,
podlegajaca slabszym zmianom, mozna zastapi¢ stala war-
toscia, réwna najwicksze] wartoSei, jaka omna przybierze
w danych granicach zmiennosei, i te warto$¢ mozna wy-
nies¢ przez znak calki, wobec czego warto$é nowej calki,
ktora juz latwiej znalezé, bedzie wicksza od wlasciwe] war-
todei; jezeli nastepnie wezmiemy najmniejsza wartosé tego
ezynnika, to warto§é tej drugiej calki bedzie mmniejsza od
szukane) wartosci; w ten sposéb warto$é wlasciwe] catki
znajdowac sie bedzie pomiedzy obliczonemi granicami. Je-
zeli réznica pomiedzy temi granicznemi wartosciami nie
daje dostatecznej dokladnos$ei, to mozna dana funkeye od-
powiednio przeksztaleié, azeby te granice zblizyly sig. Spo-
sGb ten stosuje F. Klein i Somerfeld 2°) na str. 269 do ob-
liczenia przyblizonege funkeyi eliptycznej i daje wskazéw-
ki obliezenia jej wartoSei z dowolna, dokladnoscia, 39).

W calkowaniu wykreslnem 3%), 3 nalezy wyobra-
zi¢ sobie krzywsa rézniczkowa iy’ = f’ (z) 1 krzywa calko-
wi ¢ = f(x) w ukladzie osi (¢, z) i (y, x) tak, iz dla ka-
zde] wartosei z mozna odezytaé na tej samej rzednej war-
tosé o' iy, t.j. warto§é pochodnej i calki. Krzywe te sy
wzgledem siebie w pewnym stosunku geometryecznym, wy-
nikajacym z okreslenia calki. Krzywa rézniczkowa moze
byé dang réwniez empiryeznie w postaci np. szeregu liezb,
lub tez jako bezposredni wykres przyrzadéw samopiszaeych.
Zadanie calkowania wykre§lnego polega na wykresleniu
krzywej calkowej, gdy dana jest krzywa rézniczkowa.

Z okredlenia calki i przyjetych oznaczen wynika:

YYo=/ 1 (). dz,

ezyli réznica spdélrzednych dwéeh punktéw krzywej calko-
wej rowna sig wielkosei pola, zawartego pomiedzy rzedne-

%) F. Klein und A. Sommerfeld. Ueber die Theorie des Krei-
sels, 1897.

) T, Klein w (29) poleca do obliczenia calek eliptycznych
sfosowad tablice Legendra.

oy Podrgeznik: Dr. Rudolf Mehmke. Leitfaden zum graphi-
schen Rechnens. Teubner 1917,

301y Podrgeznik: C. Runge. Graphische Methoden, Teubner. 1915,
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mi tych punktéw, krzywa rézniczkowa i osia x. Figure te
nazwiemy trapezem krzywolinijnym. Gdy przeto sa dane
spélrzedne (z,, ¥,) punktu poczatkowego krzywej calkowej,
to nastepny jej punkt (x,, ;) znajdziemy, gdy zmierzymy
w jakibadZz sposéb pole odpowiedniego trapezu krzywoli-
nijnego; polozenie przeto mastepnego punktu krzywej cal-
kowej nie zalezy od postaci odpowiedniej czeSei krzywe]
rézniczkowej, lecz od wielkosei pola odpowiedniego trape-
zn krzywolinijnego; jezeli zatem obliczymy w jakibadZ spo-
s6b pole tego trapezu, bedziemy mieli przyrost %, — ¥,-
Obliczenie tego pola wykonamy wykreslnie, jezeli zastapi-
my dany trapez krzywolinijny prostokatem o podstawie
(@, — ), t.]. jezeli zamiast boku krzywolinijnego rozpa-
trywanego trapezu, przeprowadzimy bok prosty rdéwnole-
gly do osi  w ten sposéb, azeby pole utworzonego prosto-
kata réwnalo sie wartosei pola odpowiedniego trapezu. Po-
lozenie tego boku wyznaezyé mozna ze znaczna dokladno-
seia ,,na oko*, lub tez zapomoca mnmiej lub wiece] dokla-
dnyeh konstrukeyi, (3 str. 99). Z wysokosei tego prostokata
mozna zapomoca prostej konstrukeyi wykresli¢ punkt szu-
kanej calkowej. Podzieliwszy przeto pole danej krzywej
rézniczkowej na pewna iloS¢ trapezéw krzywolinijnyeh,
wykreslimy wskazanym sposobem odpowiedniy ilo§¢é punk-
téw szukanej calkowej.

W punktach znalezionych latwo jest wykresli¢ styez-
ne; rzedne bowiem odpowiednich tym punktom, punktéw
krzywe] rézniczkowej przedstawiaja wartosei tangenséw
katow, jakie tworzg te styczne z osia .

Innym, podobnym do powyzszego, sposobem wyki®
Slenia calkowe] otrzymaé mozna styczne, jako owijace szu-
kana krzywa, calkowa oraz punkty zetkniecia.

Wykreslenie krzywej rézniczkowej moze byé uprosz-
ezone przez zastosowanie skali logarytmieznej, (3% str. 142).

Odwrotnym sposobem mozna wykresi¢ krzywa po-
chodna danej krzywej, ktéra mozemy uwazaé za calkowa;
w danym razie nalezy wykredla¢ styczne do danej krzywej
w obranych punktach i nastepnie z tych stycznych wykre-
slié krzywa, pochodna,.

W celu uniknigeia trudnodei technieznyeh, z jakiemi
sie spotykamy wogdle przy wykreslaniu styeznych do da-
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nej krzywej w obranych punktach, stosuje sie do tego pe-
wne sposoby geometryezne lub przyrzady optyczne, ktdro
umozliwiajs wykreslanie tych styeznych ze znaczna dokla-
dnoscia,. :

Przy odpowiednim zreeznym ukladzie konstrukeyi
geometrycznyeh, mozna wykreslié krzywe z malym nakla-
dem pracy kreslarskiej, co oczywiscie wplywa dodatnio na
dokladnesé wyniku.

Obliczyé mozna, ze (n + 1) punktéw szukanej krzy-
wej calkowe]j wyznaczymy zapomoca wykreslenia (41 4 1)
linti; a jezeli zechcemy i styczne wykreslié w tych punk-
tach, to nalezy jeszeze wykreslié 3 n linii.

Poniewaz przy tym sposobie wykreslania bledy sie do-
daja, przeto krancowy punkt krzywej calkowej moze dosyé
daleko odehyla¢ sie od wlasciwego polozenia. W celu po-
prawienia tego bledu, mozna wymierzy¢é np. w sposéb me-
chaniczny cale pole, utworzone przez odpowiednia krzywa,
rozniczkows, kraricowe rzedne i of az-dw, i1 z wartosel
tego pola znalezé polozenie kranecowego punktu krzywej
calkowej i nastepnie, majac na uwadze wykreslong juz cal-
kows, wykreslié nowa dokladniejsza.

11, Obliczenie przyblizonych calek réwnan rézniczkowych
linijnych pierwszego rzedu.

W celu obliczenia wartosei calki réwnania danego

1
. iz =1 @Y

wezmiemy pod uwage, ze calka jego y = [ (%) wyraza war-
to§¢ pola, ograniczonego jej krzywa rézniczkowa y'= f' (z),
odpowiedniemi rzednemi 7, iy, i osia @-dw. Lecz krzywa
rézniezkowa ¥ = f'(x) nie jest nam bezposrednio znana,
nie mozemy przeto bezpodrednio otrzymac jej calki, jak to
bylo w calkowaniach bezposrednich; wyobrazmy sobie je-
dnakze, ze y == f(x) jest znana funkeya, wtedy y'=f (@, %)
przedstawiac bedzie symbolieznie jej funkeyg rézniczkows,
a szukana calke wyrazimy wtedy wzorem:

y= /7@y . do.
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Oznaczmy granice calkowania: &, —z,=4 &, oraz y, —Y;=4Y,,
1 przyjmijmy nastepnie, ze funkeya f'(z,y) jest w grani-
cach calkowania wartoseia stala = ' (z,, ¥,), a wtedy obli-
ezymy z pewnem przyblizeniem warto$é szukanej calki ze
wzonrit: Ay, ={" (Z,, ¥,) - Ax,. Wzlr ten wyraza pole prostokata
o wysokoSeiznanej f'(z,, %,) 1 0 znane] podstawie Ax,, moze
byé przeto nwazany za pierwsze przyblizenie wartoSei szu-
kane]j calki. Cheae otrzymaé dokladniejszy wyraz calki, za-
stapmy pole krzywej rdézniczkowej, nieznanej zreszta, po-
lem trapezu, ktérego jeden bok jest styczny do krzywej réz-
niczkowe] w punkeie (x, -+ }Az)), a pozostale boki sg
przedluzonemi rzgdnemi 3, 7, i of z-dw. Pole tego tra-
pezu wyrazi sig iloczynem z rzednej punktu zetkniceia
1 wysokosei trapezu Ax; inaczej, gdy oznaczymy wielkosel
tego pola symbolem Ay, , i uwazajac ciagle, ze y = f () jest
znane, napiszemy z pewnem przyblizeniem :

£ i Ay / .
Y. =1" (@ + § Ay, Yo+ § AYo) - 243
a po podstawieniu z poprzedniego obliczenia wartosei przybli-
zonej Ay, , otrzymamy wzor;

Ay = [ @) 4 § Ay, Yo + 3 11 (X0 Yo) - A] - AT,y

Wzdr ten nazwiemy wzorem trapezéw stycznych dane-
go réwnania rézniczkowego. (Geometryezne znaczenie tego
rédwnania znalezé mozna w ') na str. 128, a Scisle anali-
tyezne obliczenia wzoréw tu przytoczonych w Math, Ann.
Bd. 46, 1895, przez C. Runge’go.

W podobny sposéb obliczyé mozna wzdr szukanej cal-
ki jako pole trapezu wpisanego w krzywsa calkowa; ozna-
czymy je znakiem Ay, i napiszemy bezposrednio wzdr tego
pola:

Ay =3 [ (@0, Yo) 1 (@, 1) ]+ Ay 5
a po podstawieniu :

Ly = 2y + Ay Yy = Yo+ AYo = Yo+ ' (X0, Yo) - A7,y ,
otrzymamy wzdr, z ktérego jak i z poprzedniego oblieczymy
przyblizona wartosé calki danego réwnania rézniczkowego,
wielkosel bowiem w,, ¥, 1 Az, powinny byé dane przez
zadanie.

Jeszeze dokladniejszy wzér otrzymamy, gdy wyobra-
zimy sobie przez punkt (z,, y,) 1 przez punkt (z,, y,) oraz
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przez punkt (x, + § Az, (y, -1 Al/”) przeprowadzony para-
bole, a pole tej paraboli, l\L(ne oznaezymy syml bolent Ay,
da nam wartosé szukanej calki ze znacznicjszem niz poprze
dnio przyblizeniem; pole to obliczymy na zasadzie znanego
wzorn pola paraboli:
Ayp = A + 1 AU —Yu) ;

a po podstawieniu odpowiednich wartosei z poprzednich
wZzorow, otrzymamy wartosé sznkanej calki, wyrazona w wiel-
kosciach z,, ¥, i Az, .

Wzory te sg w podolm) sposdb obliczone, w jaki ob-
liezylismy wzory dla calkowan bezposrednich; mmlomo tych
dwéch sposobdw przeprowadzi¢ mozna dalej : mozna obli-
ezyé np. wzory analogiczne do wzoru Gauss'a, co tez usku-
teeznil K. Heun (w , Zeitschr. f. Mat. u. P }lyblk“ Bd. 45
lub w 3. Wzory te pl/y walej ilosei wyrazdw daja war-
tosei (-alek bardzo dokladne.

Azeby oblicz zy¢ dokladnosé Wypl'owadyonych tu wzo-
viw, nalezy je rozwinaé w szeregi Taylor’a i nastepnie porg-
wnaé je z takimze szeregiem, otrzymanym z rozwinigcia
f(irq +Axy); pordwnanie to pokaze, jak daleko siega tozsa-
0S¢ wyrazéw.

Dr. Hort %!) na str. 150-ej stosuje wzoér paraboliczny
do obliezenia liczbowego ruchu korbowodu maszyny paro-
wej; obliezenie to przedstawia sie bardzo przejrzyscie we
wszystkich szezegdlach.

Rdéznica ponuod/v tymi wzorami a wzorami, wyprowa-
dzonymi poprzednio dla bezpodredniego calkowania Funkeyi
{est ta, ze w danym razie many niewiadoma, Ay tak po le-
wej jak i po prawej sironie réwnania; jest to przypadek,
z ktorym JL‘[/ spotlmhsm\ sig przy obliczanin pierw viastkdw
danych réwnan — jest to metoda iter acyi, zastosowana do
obliczania calek danego réwnania rézniczkowego. Obrawszy
droge iteracyi, mozemy tworzyé nowe n.uto\l‘\, obliczania
calek przyblizonych i zamiast szukania bezposrednich wzo-
row mozliwie dokladnych, mozemy stosowaé wzory mmiej
dokladne inastgpnie poprawiaé je metoda iteracyi; ta meto-
da, posluguje sig sposéb wykredlny calkowania.

arn - pr, Horst v. Sanden.  Praktische Analysis.

3y W, Hort. Die Differantialgleichungen des Ingenionrs.
Springer. 1914.
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W celu obliezenia sposobem wykreslnym krzywych
calkowych danyeh réwnan rézniczkowych pierwszego rze-
du, wykreslimy najpierw w danym punkeie (x,, y,) styczna,
obliczona z danego réwnania rézniczkowego, i przyjmiemy
jak poprzednio, ze nastepny punkt lezy na tej styeznej i na
rzednej * =@, . Z otrzymanej w ten sposéb wartoseiy,, oraz
z obrane] x, obliezymy z danego réwnania polozenie stycz-
nej w tym punkeie (x,, %,) 1 nastepnie w tenze sposéb po-
stapimy w celu wyznaczenia nastepnego punktu (z,, ¥/,).
W ten sposéb wykre§lona krzywa, calkows bedziemy uwa-
zali za pierwsze je] przyblizenie i réwnanie jej oznaczymy
symbolem =/, (x), gdzie znaczek ; przy f wskazuje, ze
to nie jest wlasciwa funkcya calkowa, lecz funkeya inna, zbli-
zona do niej; jezeli te wielko§¢ podstawimy w réwnanie réz-

3 = .y ‘ ’
niczkowe, to otrzymamy réwnanie IJ — i iz, f1 (@)1, ktére
o

wyraza z pewnem przyblizeniem krzywa rézniczkowa, szu-
kanej krzywe] calkowej; postepujac w ten sposéb dalej,
t. j.—metoda iteracyi, wykonana w danym razie wykreslnie,
dojdziemy do coraz dokladniejszych krzywych calkowych.
Sa sposoby, ktore predzej doprowadzaja do wykreslenia do-
kladniejszyeh krzywych calkowych, niz wskazany sposih;
sposoby te jednakze polegaja zawsze na wzglednie dowol-
nych zalozeniach, prowadzacych do przyblizonyeh wyni-
kéw, ktore nastepnie poprawiaja sie metoda iteracyi.

Sposoby tu wskazane tak analityezne jak i geome-
tryczne, mozna zastosowaé do obliczenia calek réwnani réz-
niczkowyeh z wielu niewiadomemi, oraz rédwnan wyzszych
rzedGw.

Ze szezegélnyeh sposobdw w calkowaniu réwnan r6z-
niczkowych przytocze pewien sposéb wykreslenia krzywej
calkowe] réwnania rézniczkowego drugiego rzedu. Rdéwna-
S . p : g . d*y
nie rézniczkowe jest dane np. w postaci analityeznej — e
= /'”(:1:, 1, (lll!/z')’ oraz dane sg spélrzedne (2,, y,) punktu po-
czatkowego nieznane] krzy wej calkowe]j y=f(x), wraz ze stycz-

. gt S dyhlip =t f
na w tym punkecie, okreslona wartoseia - % majac
' dz | y =1,
te wielkosei, obliezymy ze znanego wzoru na promien krzy-
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wizny w punkeie (2, 7,) i wykreslimy nim ezastke luka; Tuk
ten przedstawiaé bedzie z pewnem przyblizeniem ezesé luku
szukane] krzywej calkowej; nastepnie obierzemy na tym
luku w blizkosei punktu (x,, 7,) nowy punkt; wykreslimy
w nim styezna do krzywej calkowej, ktora z pewnent przy-

blizeniem jest rdwniez styczna do kola krzy wizny; obliezy-
my promien krzywizny w tym nowym punkeie i wykresii-
my tym nowym promieniem nowa ezastke luku. Postopu-
jae t tak dalej okreslimy krzywa calkowa z lukéw kol krzy-

wizny w podobny sposéb, w jaki “skleshhbmy ze stycz-
ny ch’ krzywa calkowa rdéwnania rézniczkowego pierwszego
rzedu. Obliczenie tego rodzaju przeprowadzone w szezegd-
tach jest podane w 32).

W podobny sposéb mozna wykresli¢ tor punktu ma-
teryalnego swobodnego, znajdujacego sie w danem polu sil;
z przyspieszenia bowiem i poczatkowej predkosei obliczyé
mozna promien krzywizny toru (réwnanie sily odsrodkowey),
nastgpnie obliezyé mozna z réwnania sily stycznej nastgpne
jego polozenie po uplywie czasu Af i postgpowanie to po-
wtarzaé. Wigcej szezegélowe wskazdwki do tego obliezenia
podane sg w 23) w tomie 1l na str. 58.

Do pewnyeh szezegélnyeh badan mozna zastosowad
uawifpu]d,c sposéb okreslenia calki, ktéry stosuje F. Klein
i Sommerfeld *%) (na str. 559, réwn. 11-te) w celu obliczenia
ruchu plecewjuorro 1nutac”nego giroskopu. Jezelimamy ny.

l
T6W namu —/” (z, 1), to spdlrzedne punktéw przegiecia

krzywej CdlkOWbJ /(J,, y)= 0 powinny zaspokoié réwnanie

2
da®
nanie to przedstawia przeto krzywa, na ktorej leza punkty
przegigeia szukanej krzywej cull\oqu Jezeli odehylenia tej
krzywe] od krzywej przegieé sa niewielkie, co mozna nie-
raz z warunkoéw hzycmycli wywnioskowag, to {1 (). =0
moze by¢ uwazana za pierwsze przyblizenie szukanej krzy-
we] calkowej.

[" (x, ) = 0 (w punktach bowiem przegigcia =0); réw-

) Zif. . Mathem. w. Physik 1916 r., str. 90, R. Rothe: Zur .
graphischen Integration v. Dilferentialgloich. zweiter Ordn.
) Mechanika teoretyczna, inz. H. Czopowski.
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Metody matematyki wielkosei przyblizonyeh, powin-
ny znalezé liczne zastosowania przy obliczaniu calek réw-
nan roézniczkowych; rozwiazanie ich bowiem metodyczne
przedstawia zwykle znaczne trudnosci. Dlatego tez z uzna-
niem nalezy powita¢ kierunek, jaki rozwija si¢ w matematy-
ce (Poradnik dla samoukdw I, str. 386 § 5 1 9), opisywania
wlasciwosei funkeyi calkowych z wlaseiwosel samyeh véw-
nan rézniczkowych, nie szukajac funkeyi calkowych danego
réwnania. Sposéb ten stosujemny up. do zbadania ruchu wa-
hadla kulistego (poréwn. np. *), 11 § 60), lub tez do orzecze-
nia, ezy ruch, przedstawiony przez dane réwnanie réznicz-
kowe, jest okresowy czy tez niepowrotny (poréwn. np.33) I1,
str. 295).

12. Rownania rézniczkowe czgstkowe.

Ogénych sposobéw przyblizonego obliczenia calek
réwnan rézniczkowyeh czastkowych nie spotkalem w odpo-
wiednie] literaturze, spotkalem tylko pewne szezegdlne
obliczenia.

(. Runge*®) np. podaje obliczenie réwnania

2 32

v

‘y

ax? 3!/2 3ol
wyrazajacego naprezenia pregta o przekroju krzyzowym, pra-
cujacego na skrecanie; sprawdza nast¢pnie dokladnosé
otrzymanych wynikéw i wykreslnie unaocznia powierzehnie
odksztalecen, t. j.—funkcye calkows. Zadanie tego rodzaju
nie daje sig rozwiazaé metodycznie ze wzgledu na dowolnosé
postaci przekroju, a jak w danym razie réwniez ze wzgledn
na postaé jego krzyzowa,.

K. Heun (Die kinetischen Probleme der wissenschaftli-
chen Technik, str. 114) pisze w tej sprawie, ze opracowa-
nie odpowiednich metod jest mozliwe wedlug wskazéwek,
danych w dzielach Euler'a, Lagrange'a i Fourier’a.

(Calkowania przyblizone réwnan rézniczkowych pro-
wadza z jednej strony droga bezposrednia i najkrétsza do

3y Zif. f. Mathematilk w. Physik. B. 56, 1908, str. 225,
C. Runge. Ueber eine Methode die partielle Differentialgl. A =0
numerisch zu integriren.
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wynikdw liczbowyeh, kidre maja na celn wiekszosé obli
czen technicznyceh; z drugiej strony usuwaja wszystkie trud-
nosci matematyki Seislej, z ktérymi uporezywie walczg ma-
tematycy.

13. Przyblizony rachunek waryacyjny.

Rachunck ten polega wogdle na znalezieniu funkeyi
(nie pewne] wartosei, jak to bywa w zadaniach na minima
i maxima), kidraby odpowiadala pewnym danym warun-
kom maximum lub minimum. Zagadnienia tego rodzaju
w technice sa bardzo liezne; trudnosci jednakze formalne,
jakie nastrecza obliczenie takiej funkeyi, zmuszaja do omi-
jania tych zagadnien. Matematyka wielkosei przyblizonyeh
nlatwila te metode: Ritz w Crelles Journal r. 1908 podaje
sposéb, wedlug kidrego odnalezienie funkeyi, odpowiadaja-
cej danym warunkom, zostaje zastapione obliczeniem nie-
znanych wspdlezynnikéw dowolnie lecz odpowiednio obra-
nej lunkeyi. W tym celu przyjmuje on, ze szukana funk-
cya jest suma iloezyndéw z niecokreslonych narazie lecz sta-
lych dla danego zadania wspdlezynnikdéw i z takich funkeyi,
ktéreby ezynity zadosé danym warunkom granicznym a zre-
szta, dowolnych. Wynik tego obliczenia jest oczywiscie
przyblizony, zalezy bowiem od ilosei i trafnosei obranych
funkeyi.

Lorenz ,Technische Elasticititslehre 1913“ stosuje ten
sposcb do obliezenia odksztalcen bryl sprezystyel; opierajae
sie na twierdzeniu teoryi sprezystosel, ze odksztaleenia ukla-
déw sprezystych sa takie, ze praca naprezen lyeznie z silami
zewnaetrznemi jest minimmmn. Rozwiagzanie w ten sposéh po
stawionego zadania nalezy do rachunku waryacyjnego; l.o-
renz jednakze rozwiszuje je jako zadanie na zwykle mini-
mum.

Zakoncezenie.
Matematycy ostatnich czaséw rozwijaja swa nauke

w kierunku formalnym, starajy si oni mozliwie jak najsze-
rzej nogdlniac jej pojecia i nadaé jej metodom mozliwie Sei-
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sta pod wzgledem logicznym postaé. Chociaz postgpowa-
nie takie odrywa przedmiot rozpatrywan matematyki od
zjawisk rzeczywistych i moze nawet tamuje jej rozwdj,
nie mozna jednakze powiedzieé, azeby niedoprowadzalo ono
do wynikéw realnych. Przez uogélnienie np. liczby natural-
nej, doszliSmy do pojgcia mniej realnego, jakiem jest liczba
niewymierna, a nawet—do zupelnie nie realnych pojeé jakie-
mi sg liczby zespolone i kwaterniony; jednakze wycieczki te
umystu ludzkiego poza zwykls realnos¢ doprowadzily do
pojecia i do teoryi wektoréw, ktdéra jest wyrazem realnego
przebiegu pewnych zjawisk fizycznych. Nie odmawiajac
przeto matematyce oderwanej stanowiska odrebnego jako
nauki, ktéra na podstawie zdobytych juz metod postepo-
wania, rozwijaé¢ sig moze sama w sobie i szuka nastepnie re-
alnych obrazéw dla swych wynikéw, powinni§my jednakze
uwazaé ten kierunek, jako jeden z kierunkdéw, na jakie ma-
tematyka sig dzieli; a oddzielnym kierunkiem powinien byé
ten, ktéry bezposrednio zaspakaja w formie praktycznej wy-
magania realne zycia naszego.

Inzynier konstruktor wymaga od metod matematyez-
nych, azeby doprowadzaly go drogg najprostsza do liczbo-
wych rozwigzan postawionych zadan, Wzory przeto nie-
rozwinigte, w postaci np. catkowej lub rézniczkowej, lub
w postaci réwnan nierozwiazalnych, nie wystarczaja dla
nauk technicznych; bez uzytku dla technika jest np. réwna-
nie, ktérego plerwiastkéw nie mozna obliczyé; na niewiele
przyda mu sig funkeya, wyrazajaca pewien zwigzek pomie-
dzy zmiennemi, gdy nie moze on z niej ,wyczué“ tego zwiaz-
ku; niezaspakaja go nawet zestawienie liczbowe tych zmien-
nych, chce on bowiem ,widzieé i czué“ ten zwiazek, a przy-
tem czesto interesuje si¢ nie tyle jego Scisloseia, ile zalez-
noscig przyblizona.

Wobec waznosci, jaka posiada matematyka w naukach
technieznych i wobec ciaglych nowych zagadnien, jakie
technika jej nasuwa, matematycy powinni zwréeié baczna
uwage na potrzeby nauk technicznych i przystosowaé jej
metody do tych potrzeb.

Matematyka powstala na tle potrzeb realnych i z tej
dziedziny czerpala swe tematy, tak tez i nadal czerpaé je
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powinna z tego 7zrddla i zaspakajaé potrzeby, jakie nasuwa
rozwdj kultury ludzkiej 3).

35) Wybitnicjszymi rzecznikami tej idei sa, migdzy innymj,
w Niemezech: T, Klein, K. Heun, H. Lorenz, w Rosyl zas — Czeby-
szew. Dwaj pierwsi zarzucaja nowoczesnym matematykorm, #e po-
rzicili badania dzialu matematyki wielkoscei przyblizonych, ktérej
podstawy dali, ich zdaniem, Poncelet, Euler, Laplace, Gauss 1 wielu
innych matematykow, ktérzy jednoczesnie byli twérecami réznych
dzialéw matematyki oderwanej. H Lorenz wypowiada (Mechanik,
str. 616) przeswiadczenie, 7e zblizamy sie do okresu pracy nauko-
wej, w ktérym wyszkoleni w matematyce przedstawiciele teoryi
i w praktyce bedacy inzynierowie siq zblizaja; co wrézy powodze-
nie tak dla nauki jak i dla techniki. W tenze sposéb, lecz o wiele
wezesnie] wyraza sig rosyjski matematyk Czebyszew.

l POLITE WAR ZAWSKIES
inrErl:G..-'_\ hotniczet B




