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1. Istota zagadnienia.

bliczenie statyczne murow, podtrzymujacych
O masy ziemne lub wodne, odbywa sie za-

pomoca jednego z dwoch nastepujacych
sposobow.

W wypadkach, gdy szczelno$¢ muréw nie ma
znaczenia pierwszorzednego, wyobrazamy sobie, ze
mur sklada sie z szeregu cienkich warstw pozio-
mych, ktére nie przesuwajg sie jedna po drugiej
ledynie dzieki tarciu, powstajacemu miedzy nie-
mi. W ten spos6b teoretycznie godzimy sie tu nie-
jako z mozliwoscig peknie¢ w murze. Obliczenie
wytrzymatosci sprowadza sie w takich wypadkach
do wyznaczenia normalnych naprezenn oy, dziata-
jacych réwnolegle do osi pionowej Y-6w (rys. 1,
gdyz, wobec dopuszczalnosci peknieé, nie mamy
potrzeby obliczania ani naprezen stycznych, ani
naprezen gtéwnych; pomijamy réwniez i napreze-
nia normalne o* réwnolegte do osi poziomej X-Ow,
gdyz naprezenia te sg zwykle duzo mniejsze od
odpowiednich naprezern oy, a znaczenie mogtyby
mie¢ jedynie przez swoj wplyw na naprezenia
gtéwne.

Rozktad naprezeh w murze staje sie znacznie
bardziej skomplikowanym, o ile powstawanie pek-
nie¢ nie moze by¢ tolerowane. W tych razach u-
ciekamy sie do sporzgdzenia tak zwanych linij jed-
nakowych naprezen, ktore charakteryzujg prace
muréw szczelnych.

Celem niniejszego artykutu jest podanie, na
tle ogolnej teorji, linij jednakowych naprezen w
wypadkach, dla ktérych to nie jest zrobione, o-
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laz oméwienie zakresu stosowalnosci obliczenia

> Termin zapozyczony z ,Podrecznika Statyki Bu-
dowli", prof. M. Thuliiego.
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miedzy parciem ziemi na mur a parciem hydrosta-
tycznem wprowadza zatozenie (konieczne do wy-
znaczenia parcia ziemi), ze ziemia na calej wyso-
kosci muru znajduje sie w stanie réwnowagi gra-
nicznej. Takie zatozenie, aczkolwiek niezupetnie
uzasadnione, pozwala nam na sporzadzenie wykre-
sow par¢ jedno-
stkowych ziemi,

odpowiadaja-
cych wykresowi
cisnienia hydro-
statycznego.

Parcie jedno-
stkowe ziemi na
ptaszczyzne pio-
nowa, W razie
naziomu ptaskie-
go i poziomego,
ma wykres trdj-
katny, podobnie
jak parcie hydro-
statyczne, i wy-
raza sie, przy po-
minieciu  tarcia
miedzy ziemig a
murem, zapomo-
ca wzoru:

S= TZVAG (45° —j j oo, 1)

gdzie 7z jest to ciezar wiasciwy ziemi, y zagle-
bienie pod powierzchnig naziomu, ¢ kat stoku na-
turalnego. Odpowiednio dla parcia jednostkowego
wody otrzymujemy:

P= 1wV s )

Z powyzszego wynika, ze wzory dla oby-
dwdch rodzajow paré jednostkowych roznig sie
od siebie jedynie wielkosciami statemi, ktore w
dodatku mogg by¢ w pewnych szczegdlnych wy-
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padkach we wzorach (1) i (2) sobie rowne. Majac
to na uwadze, mozemy w rozumowaniach, doty-
czacych rozktadu naprezen w murach, nie robic
roznicy miedzy parciem ziemi a parciem wody,
tem bardziej, ze wielkosci Y nie wplywajg zasad-
niczo na charakter linij jednakowych naprezen.
Bedziemy wiec w dalszym ciggu przyjmowali, ze'Y,

wzglednie Ytg2 |45°—  rdéwne sg 1 t/ms czyli, ze
bedziemy rozpatrywali parcie ziemi, jako parcie wo-

dy o ciezarze wihasciwym

2. Ogdlna metoda obliczenia,
Bierzemy mur, przedstawiony na rys. 1

Od strony krawedzi N'M' dziata tu cisnienie
hydrostatyczne.

Mur uwazamy za ciato sprezyste i wypisuje-
my nastepujace dwa réwnania réwnowagi nieskon-
czenie malego prostopadtoscianu o wymiarach
1X dx X dy, potozonego w dowolnym punkcie K
(réwnania rézniczkowe réwnowagi sprezystej):

©)

gdzie ymoznacza ciezar wlasciwy muru.

Przytoczone dwa rownania wyrazajg zalez-
no$¢ miedzy trzema naprezeniami, dziatajgcemi w
punkcie K, daja wobec tego nieograniczong licz-
be rozwigzan. Poniewaz wzorow dla odksztatcen
wewngtrz muru nie znamy, wiec aby dla dwoch
wchodzacych tu naprezen otrzymac rozwigzanie w
postaci znanych funkcyj spétrzednych, musimy
przyja¢ dla jednego z nich jakas funkcje znang a
priori, opierajgc sie na doswiadczeniu zadan po-
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krewnych. Robimy to, mianowicie, dla naprezenia
% na podstawie analogij nastepujacych:

1) W belkach pryzmatycznych naprezenia nor-
malne, rownolegte do osi belki, majg w poszcze-
gélnych przekrojach poprzecznych rozkiad linjo-
wy; w konsekwencji stosuje sie to i do stupow
sciskanych mimosrodowo.

2) W sklepieniach sprezystych o maitej krzy-
wiznie, przy zalozeniu przekrojow ptaskich, roz-
ktad naprezen mato rdézni sie od prostolinjowego,
podczas gdy poszczegélne odcinki sklepienia ma-
ja ksztalt trapezowy, t. j. taki, jaki miewa mur lub

Rozktad naprezen stycznych w danym prze-
kroju poziomym muru, jaki moglibySmy przyjac
na podstawie analogij powyzszych, bylby znacz-
nie bardziej ztozony, niz prostolinjowy, nie bytby
za$ bardziej prawdopodobny.

Przedstawiamy wiec dla danego przekroju
mm' naprezenia oy w postaci funkgji:

ay= fi(*)= ax-\-b . )
i wyznaczamy spoiczynniki a i b na podstawie
0g6lnego wzoru na Sciskanie mimosrodkowe:

N M
max A+ W 6)
gdzie N oznacza ciezar muru ponad danym przekro-
jem poziomym mm', A i W odpowiednio pole i wskaz-
nik wytrzymatosci tegoz przekroju, zas M =M W— M,
t.J. roznicy momentdéw od parcia wody i ciezaru wia-
snego wzgledem srodka przekroju muru.
Wzdr (5) przybiera ostatecznie posta¢ naste-
pujaca (rys. 2):
a
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W dalszym ciagu wstawiamy wzor (7) w row-
nania (3) i (4). Aby droga catkowania tych réwnan
dojs¢ do rozwigzan typu:

y=fi@iT= f3(®)». v
ustalamy przedewszystkiem tak zwane warunki
brzegowe na koncach przekroju mm'.

W tym celu wypisujemy réwnania réwnowagi
nieskonczenie matego graniastostupa o wysokosci
1ipodstawie mns, przylegajgcego do powierzchni
muru od strony powietrza-). Na powierzchnie m n
graniastostupa, ktorg uwazamy za ptaska, zadne sity
nie dziatajg, na ptaszczyzne ms dziatajg naprezenia
normalne a“i styczne 'd', a na ptaszczyzne ns
normalne o™i styczne t". Réwnania réwnowagi
przybierajg dla graniastostupa mns posta¢ naste-

pujaca:

hX —mn@*cos p—ising=0 . . (9
17= mn @ysin p— xcos @®= 0, . . (10

skad wynika, ze
0?= g tg2tg Tr=O0ytgcp. . . . (11)

W podobny sposéb dla nieskonczenie matega
graniastostupa m'n's', przylegajgcego do po-
wierzchni muru od strony wody, dochodzimy do
rownan nastepujacych :

p cos = a* cos P -(- sing . . (12

p sintd= df sing@J—>mcos g, . . (13)
w ktérych p oznacza jednostkowe parcie wody.
Z rownan tych otrzymujemy, ze

°m=P + (V"—P)tg2; = — (14)

Znajac naprezenia na koncach pewnego prze-
kroju poprzecznego mml muru, mozemy doprowa-

2) Par. Maurice Lévy, ,Note sur les diverses manieres
d'appliquer la regle du trapeze au calcul de la stabilité des
barrages en magonnerie*, Annales des Ponts et Chaussés,
1897, 4-me trimestre.
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dzi¢ do konca catkowanie rownan (3) i (4) i otrzy-
mac¢ ze wzoréw (8) naprezenia w poszczegélnych
punktach K, wzglednie sporzadzi¢ dla danego prze-
kroju wykresy odpowiednich naprezen. Naprezenia
ona (gtéwne) i ThaC(najwieksze styczne) dla poszcze-
gélnych punktéw przekroju mm' otrzymujemy ze
wzorow:

T
"4 ) 4x2  (15)

-5 oy)2-\- 42 (16)
Wreszcie sporzgadzamy wykresy naprezen "nma
i % x dla poszczegolnych przekrojéw poprzecznych
mm' muru. Na pod-
stawie tych wy-
kreséw znajdujemy
w ciele muru pun-
kty, dla ktoérych
ex lub tmex majg
te same wartosci i
taczymy je ze so-
ba linjg krzywa.
Otrzymujemy w
ten sposdb linje je-
dnakowych napre-
zen.

Mozemy i w
inny sposéb je-
szcze  wyznaczaé
linje jednakowych
naprezen w mu-
rze.

W tym celu ustawiamy réwnania:

2 ~ AT
=AY =Be. . . = (1)



— 10 -

2j/ @—yf+ 42=J, xy)= R, . (18

w ktérych Rg i i?/ oznaczajg te wartosci naprezen
max lub "mat dla ktorych chcemy otrzymaé linje
jednakowych naprezen.

Krzywe (17) i (18) budujemy wedtug punktdow.
Ostatnio wytozony sposob wyznaczenia linij jedna-
kowych naprezen jest dogodny jedynie w razie
muréw tréjkatnych, a w niniejszej pracy stosowany
nie bedzie.§

3 Por. G. Pigeaud, ,Barrages triangulaires en magonne-
rie* Le Génie Civil, 1923 i ,Résistante des matériaux” oraz
O. Mohr, ,Der Spannungszustand einer Staumauer”, Zeitschrift
der Oesterreichischen Ingenieur-und Architekten-Yereins, 1908.
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3. Mury tréjkatne.

Mamy mur o przekroju normalnym, przedsta-
wiony na rys. 3 i znajdujacy sie pod dziataniem
cis$nienia hydrostatycznego.

Wzor (7) przybiera tu posta¢ nastepujaca:

gt _
_N_ M4 2 f1Qv
A W i/tgep
2

Zak}adajac, ze mur posiada dtugos¢ 1 m, otrzy-
mujemy, ze:

A= 2gp M=y Witgqgm Me= N.i;

1 1
e= A2itgf, Mc= j2Ym2/tg-?, Mwe —y*

Y (2--Yigy) (g —2X
Oy= 2 - ma«*?, tgf < (20
gdzie Yw=Il. £ oznacza mimos$rod sity pionowej
za$ wszystkie inne oznaczenia sg te same, co
wyzej.

Wstawiajgc wzor (20) w réwnanie (4) i, majac
na uwadze, ze przy x = 0, stale t=0, otrzymujemy
dla t w danym przekroju muru wzor nastepujacy:

1
tg2

Odwotujemy sie do roéwnania (3) i, majac na

21,

oz
uwadze, ze, wobec wzoru (21), =0, dochodzi-

my do réwnania =0



— 12 —

Calkujgc to roéwnanie, otrzymujemy, ze
o*= const= 7, . . , , (22

gdyz na powierzchni muru od strony wody dziata
normalne do tej powierzchni cisnienie y.

Wykresy naprezenn ayi ox i t dla danego prze-
kroju mm' przedstawione sg na rys. 3.
O ile zadna z krawedzi muru nie jest pionowa,
woéwczas otrzymujemy zamiast (21) i (22) wzory:
ax= aX + bly, t= aXx -f-b, , (23

gdzie spoétczynniki au a2 bu b2 oznaczajg grupy
wielkosci, zaleznych od wymiaréw muru, a wcho-
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dzgcych we wzoér dla ay, zas iloczyny bty i b2 sg
to stale catkowania wzgledem X, ktore wyznacza-
my ze wzoréw (11) i (14).

Na rys. 4 i 5 podaje wyniki jednego z obli-
czen, wykonanych wedlug sposobu omdéwionego
wyzej, dotyczacego tamy trojkatnej o Sredniej wy-
sokosci (f= 30°, h— 30 m, Tn= 2,4 //m3, uwaza-
jac je za charakterystyczne dla zadan tego rodzaju.

Ukiad linij- jednakowych naprezern miedzy
wierzchotkiem a przekrojem mm' (rys. 3) nie jest
zalezny od catkowitej wysokosci tamy h,

Dla poréwnania wyznaczylem powyzszym spo-
sobem linje jednakowych naprezen dla tamy obli-
czonej przez Pigeaud’a,d otrzymujac wyniki zgo-
dne z tamtemi.

4. Mury prostokatne.

Bierzemy mur przedstawiony na rys. 6.
W danym wypadku mamy, ze:

ay }\l-z i ny; Mw= J"?/; Mc= Q

wobec czego wzoér (7) dla  przybiera postaé¢ naste-

pujaca:
y3 a—2x
- mmm (29

Obliczamy [pochodng ~ i w dalszym ciggu

otrzymujemy z réwnania (4), ze:

** LY. 25
dx— a% - a3 | (25)
Po scatkowaniu réwnania (25), wobec r=0 przy
X= 0, otrzymujemy dla r wzor nastepujacy:
3 Il-x [ _7
— (26)
a- \ a
*)  Por. Prof. J. topuszanski, ,Zbiorniki i przegrody
dolin“ w ,Podreczniku Inzynierskim", wydanym pod red,
prof. S. Bryly.
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% obli-

czong na podstawie wzoru (26), otrzymujemy
(przy x= 0, ax—y):

3ax 6yx . 12yx2
dx Pr T 283 @)

Wstawiajac w réwnanie (3) pochodng

™

Wykresy naprezen a,, ayi i w przekroju mm' mu-
ru prostokatnego przedstawione sg na rys. 6, a linje
naprezen onai ‘e narys. 7 i 8. Dotyczg one muru

0 wysokosci 30 m i

szerokosci 18 m przy

Tn= 24 fim3 Tir=

= 1t/m~ Wymiary

te wybrane sg w ten

sposoéb, aby najwiek-

Sze naprezenia nor-

malne wyciggajgce

(1,9 kg/cm? byly tu

te same, co w murze

trojkatnym, przedsta-

wionym na rys. 4.

Wobec tego pordow-

nanie ze sobg linij

jednakowych napre-

zen w obydwoch wy-

padkach moze tu by¢

Rys. 6. Naprezenia o* ay i t  mijarodajnem. Sposob
W przekrolukggrr?eg(r:luru prosto- \_Nyznaczenia tyCh ||n|]
jest ten sam, co w § 3.

5 Mury trapezowe.

Wyznaczenie linij jednakowych naprezen wmu-
rach trapezowych (rys. 9) mogtoby nie roznic sie za-
sadniczo od wyznaczenia tych linij w murach tréj-
katnych i prostokatnych, gdyby nie okolicznosé, ze
w wiekszosci muréw trapezowych wzory dla N, M,
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A i W sg bardzo skomplikowanemu funkcjami spot-
rzednych. Czyni to dziatania potrzebne do rozwia-
zania rownan (3) i (4) tak zmudnemi, ze pochodzace
stgd wzory ogolne nie nadajg sie prawie do uzycia»
Zmuszeni wiec tu jesteSmy, poza zatozeniem linjo-
wego rozktadu naprezen ay, do dalej idacych 'upro-
szczen.

Rys, 7. Linje jednakowych naprezeh cmex w murze
prostokatnym.

Chodzi mianowicie o przyjecie prostego a pra-
wdopodobnego rozktadu dla naprezen ox i i w da-
nym przekroju muru.

Naprezenia & majg w poszczegdlnych przekro-
jach murow trojkatnych przebieg prostolinjowy (rys. 3),
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a w murach prostokatnych przebieg wyrazajacy sie
wzorem (28), niezbyt wiele odbiegajgcy od prosto-
linjowego. Poniewaz mur trapezowy mozna uwazaé
za kombinacje muru prostokatnego z trojkatnym, na-

Rys, 8. Linje jednakowych naprezen tmex w murze
prostokatnym.

lezy wiec oczekiwad, iz wykres naprezeh wx w pew-
nym przekroju takiego muru bedzie sie mato roznit
od prostolinjowego. O ile przyjmiemy taki wiasnie
ksztatt wykresu dla o,, wéwczas do jego sporzadze-
nia potrzebna bedzie jedynie znajomos$¢ warunkéw
brzegowych na koncach danego przekroju mm'.
Wykres naprezen r ma w danym przekroju muru
prostokatnego ksztatt paraboliczny (rys. 6 i wzér 26),
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a w takim samym przekroju muru trojkatnego ksztatt
trapezowy (wzory 21 i 23). Nalezy oczekiwac,
ze wykres naprezen t dla danego przekroju muru
trapezowego ma ksztatt posredni miedzy podobne-
mi wykresami dla muréw prostokatnych i tréjkat-
nych &), przyjmujemy wiec dla niego ksztatt trapezu,
ograniczonego parabolg. Parabole, ograniczajacg wy-
kres, przeprowadzamy przez dwa punkty, okreslone
przez  warunki
brzegowe (rze-
dne naprezen na
powierzchniach
oznaczamy dla
danego przekro-
ju przez 4 i z9)
i przez punkt,
odpowiadajacy
Srodkowi prze-
kroju. Rzedng z2,
odpowiadajgca
temu ostatniemu,
obliczamy, wy-
chodzgc z row-
nania X = 0,
zastosowanego
do czesci muru
ponad przekro-
jem mm'. Twierdzimy, mianowicie, ze parcie wody
na wspomniang czes¢ muru musi zréwnowazyc¢ sie
z sitami stycznemi, dziatajacemi w ptaszczyznie mm .
Mamy stad, ze

w murze trapezowym.

a

2 —j zdx=10, . . . = (29
@)
gdzie catka dotyczy catego pola przekroju mm' mu-

ru (czyli pola a.1). Zastepujemy catke przez sume
wzietg Wedtug wzoru Simpsona:

) O. Mohr, op. cit.
( BIBLIO TEKAM

WYDZ.
\ ARCHITEKTURY 1
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frdx = “m(~+ 4 © . . . (30
i otrzymujemy stad przyblizong wartos¢ t2'
r — 3yl —TL+7TS
2 4321 4 SR

Na rys. 10 i 11 przedstawione sg wyniki ob-
liczen muru trapezowego z pionowag $ciang od
strony wody. Dla moznosci poréwnania, wysokos¢
muru zostata przyjeta ta sama, co w przyktadach
poprzednich (szerokos¢ podstaw 24 mi 12 m). O
ile ptaszczyzna muru od strony powietrza, przy tej
samej podstawie muru, staje sie bardziej stroma,
linje jednakowych naprezen zblizajg sie swym
ksztattem do odpowiednich linij w murze prosto-
kgtnym, przeciwnie zas—zwiekszenie -sie nachyle-
nia tej ptaszczyzny i zmniejszenie sie gornej pod-
stawy trapezu wzgledem dolnej, czyni linje jedna-
kowych naprezen podobnemi do odpowiednich li-
nij w murze trojkatnym.

W zastosowaniu do muréw roéznych ksztat-
tow zaznaczy¢ nalezy, ze charakter linij jednako-
wych naprezenn pozostaje ten sam w murach roz-
nych wysokosci. Niewielkie wahania w ciezarze
jednostkowym muru nie wplywajg réwniez na o-
gélny charakter tych linij.

6. Naprezenia v a mozliwos¢ tarcia w murach.

Wedtug Instrukcji Francuskiego Ministerstwa
Robdt Publicznych') z roku 1923, najwieksze na-
prezenia styczne w tamach powinny by¢ oblicza-
ne ze wzoru:
trex— z—— [N@*— O)2-]-4-xa— (0,j- in<t]. (32

sos ol (@ — OR1-4xa—(0--Oy)sin<t]. (32)

Wz6r ten daje nam maximum roznicy:

t= %— 190, ., (33)

-) Anmales des Pcmts et Ch-aussees, | partie, 1923
—1V, str. 289.
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w ktorej oznacza naprezenie styczne, dziatajgce
w pewnym punkcie muru na ptaszczyzne, nachylong
wzgledem osi OX o kgt w, aM—naprezenie normalne
do tej ptaszczyzny, a $— kat tarcia muru po murze.

Wzér (32) zostal niewatpliwie wyprébowany
na szeregu wykonanych budowli i wobec tego w

Rys. 10. Linje jednakowych naprezen sma* w murze
trapezowym.

sensie praktycznym moze nie wzbudza¢ watpli-
wosci, natomiast jego teoretyczne podstawy wy-
wota¢ musza zastrzezenia.

Wz6r (33) wyraza, ze w pewnym punkcie mu-
ru, na pewng plaszczyzne dziata jednoczesnie i
naprezenie styczne i tarcie rowne  tg < Otoz,
czy jest to zjawisko fizyczne realnie mozliwe?
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Jezeli dwa ciata utrzymujg sie tarciem jedno na
drugiem, to, po usunieciu tarcia, ciata te musza sie
po sobie przesuwac. Tarcie powsta¢ moze tylko
woéwczas, gdy zachodzi mozliwosé ruchu, a nie gdy
dwa ciata zwigzane sg ze sobag sitami wewnetrz-
nemu O ile moze byé mowa o naprezeniach

Rys. 11. Linje jednakowych naprezeh t w murze
,trapezowym.

stycznych «,, to rozumie¢ to nalezy wilasciwie
w ten sposob, ze ciato wzdtuz ptaszczyzny nachy-
lonej pod katem w nie zostato rozerwane, mur
stanowi wiec w tem miejscu jedng catos¢. Jezeli
wiec dwie czesci muru, rozdzielone ptaszczyznag
0), stanowig jedng catos¢ sprezystg, to nie moze
tu by¢ mowy o tarciu jednej z tych czesci o druga



i 0 niesprezystem przesuwaniu sie ich wzgledem
siebie.

Wprawdzie od czaséw Navier'a nieraz u-
wzgledniano w obliczeniu muréw jednoczesne
dziatanie sil sprezystych i sity tarcia, lub tarcia
i spoistosci ziemi w tej samej plaszczyznie, nikt
jednak, o ile mi wiadomo, nie prébowat wyjasni¢
mozliwosci podobnego zjawiska fizycznego. Prze-
ciwko dopuszczalnosci oméwionego pojmowania
rzeczy najwyrazniej, zdaje sie, protestuje Kétter 3,
wprawdzie w zastosowaniu do mas ziemnych spo-
istych.

Mozna przewidywaé, ze w czesciach muru,
w ktorych nastapito pekniecie, dziata tarcie, tam
za$, gdzie peknie¢ niema, dziatajg sity sprezyste,
lecz wspdtdziatanie obydwoch tych rodzajow sit
w jednym punkcie i na jednej ptaszczyznie nie jest,
mojem zdaniem, do pomyslenia.

O ile najwieksze naprezenia styczne, obliczo-
ne ze wzoru (16), nie mieszczg sie w granicach na-
prezen dopuszczalnych na $cinanie muru, pomimo
ze mur obaw nie wzbudza, to nalezatoby raczej
zwiekszy¢ dopuszczalne naprezenia na scinanie,
niz stosowaé¢ sztuczny sposob obliczenia.

W przytoczonych wyzej przykfadach podane
byty linje jednakowych naprezen dla T, obliczo-
nych wedlug wzoru (16), w podobny sposéb moz-
naby je jednak otrzymaé¢ i dla T,,r, obliczanego
wedtug wzoru (32), miatyby one np. dla tam troj-
katnych ksztatt linij prostych, do siebie réwnole-
gtych i stabo nachylonych wzgledem powierzchni
muru od strony powietrza.

3) F. Kotter, Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker- Vereinigung, Il, 1893, str. 111.












