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f ( 1-. Skok 3ednosl3covy — okro&lsiłie $ W£flS&o£Ci«

S’unkcjs. o kszlźP 2rcie skoku ^ocln©st?ko®®{50» f l"bo j-imkc^cj; 

skoku ^ccjaostl'ox^ego, £unk©3ą jednostir.ową, esy t e ź jg ó t k o  * 

skokiem jjednosUkov^rca. jifs^ępti^ąc.ą fu n k c ję  csrsts;

f ( t )= 0  , t <0

^  f ( t ) * 1 , t >/0 ................ 1

r ' Skok Jednostkowy będę w dr-lssym ciągu oan^cznł pi»zes 

l it .~ ę  m -  n p .li/V , a/s/ i  t.a . —  v * «
f i?  - i c'kok jednortkovy odgryv/rl sk*»$» dużą -ul-;; W t e o r i i  

r .tp n o 'X ' n i ■:• lit.:-1*'• 1 onycl:f ese-go dovrodon r- •••!t  D1 9° '• sczególne  

r.n?catiBis vr r^cliucku o;/.'0^~torovyci x ie P visld e’

P ra .̂&s’srtPicenie L rp l« c e * r afccffc* jfcdnóętkoTOgo rótme 

[>'"■' fi V 'T/s; . v

 ̂ i ,| = L, {̂ M(t)j — •**o»««*o* 2

vidno zespolone skoku jednostkow ego,/& tdLęc rów aieź  

chr-rrkterygtykP j* iaplitudowo^frgop*5/  s ię  wzorem

M ( ju ) * J Z  .................  5
Rrt ■ d»-te n^stcm i.iace c h a ra k te ry s ty k i csęeto tli-:o ściq vre _ t e j

funkcjii '
-t< 7 0 ^ ;
chp-"pkterystykę rmplitudorą A t s .~ */ 

j4(oj; = a-

charakterystykę fnzoi^ą /rysfc'i t>/

skłPdov'ą rsfeesyr/iatą ćŁrr^kterystyki cz^stotliv/osciow j

Re M(jcJ)f  O .............

sklPdov’a urojoną cb^r Pkt© rys tyki częstotliwościowe j

W  .





nie l?ouri^roT</slciegG

F (jco ) = I  { ( t ) e JU>cft ........ 0
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gdyż :I/t/ - n i:;' s.. .łn i'' r/'-tmnfcu b; z- a&lę&no * sfci*-żności
* o O

j \ f l ( ) l c r t < A  . . . . . . .  V-;
-®o

Sdsie ‘ at lLu r-Tn liczbą *z-.'czy dato*

■£y-m rdomnlcj moźń* otrzympo i:, 50 a:- po lone skolru 

3& inost!tóv;e: -o rmroat z ^t^efcsstsłcetól* Fouriera f

bez pomocy przekształć- ni* Iirp lfce**, nnożąe W  pre-j 

f — , jjpg ;- .racchod^rc do . r” ' '  ft-*  0 .

i 7

■
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a, Odpov.i.ed£ nr skok jednostkowy g.tfko kryterium 3^ko6e i 

t&l-du ręgnl _ c ,i i  •

Srgf dnienie Jaytśrium 3^dcości układu reg^l^c^i 

było dośó \7yczeT*pu jąco oprrcoiśytójąe ”• literaturze , 5 . ć!-  
taPk nic okolono- dotąd ^Pkiagoć Icrytaciyą ujłlwreeląegoŁ 

’7 o.ąólaym prpyp*»dku oceną jp kości ukł ̂ du rortulpcji pov/ic 

no pd-ev7ątpliv;ie ojc ctr ' ystycsnd. a-- cho' ' n:k d,; p .'••:•;•:• -  

tTu Trrgttlo^ne^o v.; re^lnyck, statystycznie okroólonych 

^taikrch pr^ey ukł^dti regpiro;5i  — to 3«s t  s włości■ ym 

. . ' j [  a  ^leIkości, • kształtu i  miejsce prżyłoś >ni

" : Ikićb czynników srkłóepjącycli. Te ; o T*ęazp j “uz^sruni*- 

ciii: ..>0#e jśęie nie zn^l-sło. dotąd q&fi*c9w*w&.*ę doz* m?~-. 

womechfmizm5’ml# prsy których stosuje się je z pśmym

uprosscz* niem, mipnoricie tylko 'TZględem stosunku . Oz
W

Podeóócie statystyczne nie geśt Jt.rtró i  dogodne 

do tosor iii* ; dl- colórr prrktyeznycB uży n̂ • 2 - ten by- 

-.’■/ją inr kryte-pi' , 3 rv; ply -  v.» przemyeeo^yełi. /ukiadkch 

r -ul^crji -  odnoszące zie do. preebierai prz Jściore^o• 

Jedno s t r; icli kryte r*ióy:t r rrc£o;j ca? f, — - 

kryteri&w, ê.:e t  opp.rts o odpotóle&iś, ’układu nr skok jed

nostkowy* To próbne zakłóć nie powinno przy tym być w 

srsrdzie przyłożone-'v; trkim miejscu ukłr-dn, by jekn^^b^ri- 

 ̂ zbliżyć Się do z ? kłóc-di •■realnie vystepi^-cyc;-.

• Aby móc ooró^nyr-ć między sobą różne odpowiedzi 

jednostkowe y stosowno bywe^ róine mierniki.

loch [ ] .y:ii::rdrf nr- przykład; 

cr.-e -r.:;sT3lr©^i T, akr.' ślony bądź 3 ' ko T-. • ;otrr,.:bxr .0

»mnie^3 S Eir oczątko--' 30 odckylenin o 0;', cydź J-dr o 

TQ potrzebne do zrmie jszenif tegoż odchylonip o 98<&} v: 

układzie. mnącym eov.n^nie pie^v.-sae.go ■>zed-u i  ct^ła cz*-



?-;o cLok T<=2.3Z

■ lo'- ' i..:, '~>ol ■-■-•pyrcr :i:r:in •max
r- J- 0

Tr !ub 7z

/?yj. t3

. i' ...  .' Ir.' Oi.C •..y*!'- n_v- » Or̂ njr

C“.r 'Ir; 'O o^c' , %  nr -yc9 ._______ _ ____—...... .... .... ■» —...-«■—
. ioc! o joihvk, żc r nr 1 i t : -c ;,n . okt*: £lenio

pr-.“rn:-.tr.6vr. ćfcrr*’ktst^sujjących j.'l:oćć Pf vn l-c ji js ' t  

■ ’O.Mi .' "fcylko dl-* r*o- tr ■' rc3 v?:> • tó" , i  °n7rch v'óv;n-- 

r i-  ii >i •-‘••'o-:, o i  'dr*n \0 i;Ir M':.?rd6 ’̂ b-zv-

' ;• słośonycłr problem o o .ii- / ~ .ości n- pod-

s tpr i *  wBpółcz: nnikó- -orr'-ni- chr.?p’,rfc rr. ^ c 5n--o 

/ni kiedy •?óv.ni??. 7:- rtisakÓY/ początkowych/, boa potrzeby 

r*o s’" i azyvTnir ~óvnrr.

Jednym, ż nr drgącycli się. do tc ;o -ii' ■*nikóv; 

c i ,1 ; t  proct:' Irry torium c - l '■:ov-e . ołrroćlpg.p.c : t.zw* 

poi- v l ' c ; 'i :

3i=}~elt)dt Cr *J ........... '
KvgpStttaB tO|

• t i  .;*• rto^iir.?^ [2 ] , d- ĵe nośność oblicz'.-?'!*' c- !.'•*! 

/12/ rpT-orrt; z Vyrr żenir operrtoroT' -  :;vi'! norie ie

v77 =/e&>7
<7
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'Dir odporricdai . jedn©3tkov.yei.t ącycłf vr

s te tycznych' iik ł'-'d^ch r gu lró ji, c^łkp /•‘T2/ i^ącta• 3’est? są^M 

sze nie e • :ońc zono '• c i| d l''tero  te? ogóln iejsze *ost nr stęoy- 

jące okr--'i'-l -nie kryte-•*1tbb c^ łkor^o

J f  ~r[s(i) -  e(<*o )]d t  * * " ’ •♦
o

i  zrtem

J 1' = [ e (6j - / i m s  e(s)]^ . . . . . . .
s^ o

Eryterim c^łko?® /12/ i  /1A-/ n :.e ■ nr dr je cię 

do oceny o dno’.’de dzi jednor tkowych o&cylrcyjnyohf tTproT'^dzoj- 

ro /prtrr. rrp. [i J , [ 2]/kryterix'un kv ~dr?'to^e

J2~ jC s (t)]Zd ł . . . . . . .  IG
o

Oc-.no ?/2gi^dDą pr so rer»nlo •• -• r.i ■• bk>&3 dre nrstę-i 

pu^.c;; współczynnik, v/p.rov’rdzony prsez Poldbrvr.~ [vy *l] :

P ~ .iZs. . . . . . . .  *)r,

31
przy: *ssy&, • jo.śli pr.syją.ć e0 = 1(srvss;- -,dle prz bi-.^ó' 

b©2 £>rZ ni?-.,' r -".OŚ'.- bye f )  (  dlr pTV.

i;’7!5i ••; r r,-~- r*e rjłiió^^niea*

Mrleźy zfuwrfiyć, że kryteria peJ.kO.V.© powstały j 

-  j-ek się ry$p jo -d la tego , &e łrtvd-> j je ,ioźnr obliczyć 

pr&y posługi-łjiu  óię' 'netodrmi czysto ^n^litycznyini, gdyż
#

• nie- "~e-̂  r$r ;̂ r -.r• .n>r*c3*,-ri±*s pV& xić(iii eagul'■ c;}l * i-ie są one 

jednrk ni^dy trk inforaetyvrne, jrk kastęi t  przebiera przeij 

śeiov'3go orrz eh^pj.:t€-rysując-:, - ten.kształt 'ppira try e^P:x., 

•2 , te i  t . ■. -tąd to5. nr lory  rrczej zepisec nr dobro ’uży- 

r^nej v; d~lsz: 3 csęści prrcy netody obliczeniov-ej tę oko- 

2 •'.o-.riou, M o■';■■-■■ vŁ-râ . eie jfcSSy ni •.;' •' ? I '.ony - iq »S  
O'.' joriodzi -:> "r

v>wstr;Je torrs s sr dniczy-probl. n, 17 j?kiB 

.stopniu ■ odpowi - di nr . skok je dnostkoey- jest mi?T*R jrkoćci
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v&lrdxi, c zy li mi-rą jojjo przyszłego oric—nif 1. v? re^l 

nycli '/:• -nokach or'-cy. T” ee^luyofc fordem v r̂>uiik*cb s^kłóc -• 

ni'1 dzirł*.;pce up lifcłrd nio są — ogólnie biorąc -  n,o.'r::2.

' 5 ? dno£• tkov.’ymi.

. i> ? «t ,1o 61 i  prz^;jmiW» 6© próbsy efcok jfsdaaattac ■ 

aost^i do ukł/du przyłożony ?r tyra ^nyn mi -jscr, co oojr- 

wtr-.j.&ce r>ię' późnie jjj {5łóv?n£ z>kłoc:nie, zpchov-ruiie uj

•)> ■;:°;'"±o'7:^

Hr> przykład, ;1 s l i  ukłpd będzie rai?*! choóby nieś- 

m cznj T-vzon-’ne-dln pe*i* 3  częo a tliro£ci, to przyłożenie 

w liie^sctt a^kłóc-,'nip te 3 tylko częntotli\ oćci z ^np.litudą' 

rćr.r,?. p <3n0Ści '—-ós.' "»i< :■ oc>'i" 'r ' ::;- '. "o  i* -or. w >• 

— ♦ 3tv)d teź ni którzy >t3torzy [$ ] z r ie c ^ - , y •' orzypro.-- 

krch, ;-/ay j.io:':li-ve są zrltłóceni' ®kro sone o okr-.-.'tlor/.j cz;~- 

;-to,t-li'rouci, sa. Daov 'c  obliozpó rórmieź; ' chr-r^kter;; s-

#tykę czę.3to t l i '”0śeiov/ą układu ‘.resulVe^ii oprócz s?® j .. - 

posiedzi tie ćnostfeówśj •

/

r
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3 . Związek odpowiedzi n~ skok jednostkowy .z innym i k r y t o - i  
rai ja k o ś c i wkładów.

Jpk dotąd npjbPodziej konkretne kryteri* jpkości ukła
dów znpjdujemy w teorii- serwomechanizmów - mianowiciet stP- 
v.dr ii tu w rtnski dlP stP-nu ustalonego:

r/o
zero odchyleni-- ;; rzy -^ - -0  -/"k^ps*- I ’V

zero odchylę- i- przy const f  0. /"I-cIp.jp I I ”/
a r

?,e"o o d c l" l ' n i-  ” z j  ^t t t = c o n s tfO  / " k lp s r  I I I  '/
a r 2

i  tv&. Znśr.e jest stwierdzp; ic spełnipnip tych kryteriów 
ńp podstrwie ^synptotv cbr^ekte ryśtyki p: rołitudowo-£'p z owe j 
ukłPdU otw-rte :o przy cj=C , [  J •

Poszukpjmy związku odpowiedzi rp skok jednostkowy'- z 
tymi kryteriami• Chodzi tu pr:- tyr c odpowiedź Qzn? skok 
jednostko\r - 6^ ' ładzie f i ! tyra, bowiem odpowiedź Gz XJf 
skok jednostkowy £ w układzie otv.-rtym żdrpdż* zupełnie 
bezpośrednio chr^kte^ układu, -to jest ilość cPłkow*ń, od 
której jpk wiadomo zpleży przyńrleźność do klfisy I, I I  czy 
I I I  /por.np.r J [  ]  [ J .  •

. • • d Uproszczenip razwpżpń, od - -^zu wielkość
odchyleni? w ukłrdzie zamkniętym:

e ( t )  * e u i ) - W  f f c l S ó ó 0 * 0]
we wzorze tym SE, /s/• oznrcz p prze pusto ość ukS - hi otwsrt« ;o, to o
którP dl? poszczególnych klps s -n7omechp;:izmóv .ostr- ■■■':

^  ,  /W-sJ 
o i«S J —  ̂QC&) ••••»*

/•tu N/s/ i  cys/ są wielomian'-i dającymi się 'o złożyć n- 
iloczyn /;>3,t//s-ś,//s/-s7/. . .  ,/c-Sj../ , .-idzie ' . , 3 ^.,.. 

j* /

1:1 f II B^^~SzQ(5) ••••••

hl?3P III

• . W-

1
•> łóżmy, źe 0 ,,/t/jest skokiem jednostkowym,- to jest &7(sj=y
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lim e (t) s lim s ś  1+kócśJ = ^C oo >5 u ś*o 1+Ka(S) •••••• 23

Eio^ac n* iO'TT? sc-̂ woiaeoli?ni.ssm fclroy I ,  to jjsst 

i--.■/ ot- o- igamgr • , ... • ■

Lim e (l ) = Lim 5 -t-t
i-o  3* a g

= Z? . . . . . .  24

bovi:ra. U m M  4 0, :., c Ird I- • ' m i / s/ i  Q/ś/.,S-*0 W
2̂05* /24/ dr je wp-rnariek feonioezny i  zrT*r aea- & os tatce siny»

t\f -fccf /'■'"■ don”  ae "WOiTicch'-r'isiH n; 1 do 'l- .̂ay X; $ t  to 

art sżtą oc^"1.3t:- ,już nr pod-Ptp-io o]cule.nlf;

Dl" -oTWon: cb ! rizm u -ilroy I I  "-.tny '\ynr ż.enic;, o -  • -  

r-ico ń podsi l e n i '  obu st^ o r / 2 ~ /  2 s:'.

e(s) _ i. __ L___
*~5 52 /^o(3j

j 8

t - /

• 9 •• 9 oz.

j e ( t ) d t  = L  [ s 2 i+ K 0( s ) J

i  ar tem

Lim f  e (t )d t~  Lim S^z 1 + « 0(S)  
t - r J 0 s - o

P0dct' ”1*5ąc K0/s/ ; /20/, o ,t>; yr-ugeray

///77 ------
5-0 J2 * N(S)

Q(3)

N(s)

= 0

OOV1 o o ■” • :*.0 Lim-pęrr.* O.
s~0 Q[5J

>^u23ek /28/ .jeot vr^unJcinn tonięcanya i  dostrtoes- 

;:yn nr to f by d?ny s€fwo?itJcl:;' r.izm do ’d ^ s y  I I  — bo—

”Tiom jest r/r^unłtiom toniccznyza i  dostatecznym postró TCq/s/
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uroi" eh*’ ‘ ir/1 I

■O' W0 . i  v ~
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4 , Syntese ukJraów rvrfeor - tyezne;$ regulacji v  oprrciu o 

odpowie dzi eleisentów n? skok jednostkowy.

, 4 . 1, "stęp.

Sege dnienie syntezy ukłrdów rutom*tycznej regulacji 

>nie. zrwsźe je'ct ^ lito?rturze jpsno i  jednoznacznie -oste

a l one , en i  też jreno rozwiązene, I-rzes syntezę ukłedu nale

ży ró&uedcć trfeie dobprnio i  połączenie ze sobą.elementów, 

które w rezultacie ' stworzy ukłed o z^d^nych che rPkte rys ty*- 

krełr. v: stwierdzeniu tym występują trzy części problemu sŷ Ł—
3 *

tezy: p/ dobranie elementów, b/ połączenie ich ze sobą -

t . j .  określenie struktury ukłedu, c/ kwestie ”zed£nych che-f

rPkteryetyk*f,

Kwestie ” zr d»nych 'ch^r^H^'rystyk” je 3t  sprawą może

' n* jbrrdzie j istotne.* " v io l u vypr dke eh' nr - ktyc znyc h, szczep

■gólnie w apstosovrhiech przemyć: owych, jedynym lub nieme 1
‘ i

jedynym wymrgeniam stswienym w .••••to;-:unku do ukłedu rer:plecjjj. 

jezt x:r- runek Stabilności* 7.-ywr ją również /por.rozdc. 2/

• s t° ’. I'ew -ewne bw -iwo w- rurki n? przebier; przejściowy & 

np* czes ust? Ir rd*-- f ? i , eperiodyczność, przcregulow/>ni : . 

f;.H3 j ścinek pojawię ją sio trudności -  trsebe określić o jrk i 

mienow-icic p^zebi;;^ erze jściowy chodzi. dzeez oczyviste, 

zwykle chód: i  o przebić;:; pr\e ujściowy odchylenie prran-tru 

regulowane ~o, lecz przebieg ten zeleży nie tylko od włas

ności ukłreu, lecz również od vdelkości i  kształtu zekłóce-. 

ttip ores odmiejscr jego przyłóż'• n ir , Delej, może ne ukłed 

Oddzi-ływeo kilfc* różny clą zekióceń j dno c ze śnie j może byó 

również t ukłfdzie więcej niż j den peremetr o znaczeniu 

prrrmotru  ̂ r;ulov-ne 30.

Stosunkowo n-jb^rdziej konkretnie sprawi® "zedenych 

s c-n-■ p r r k t f  rys tyk11 bywr strwiene w sorwonechrniznrch. Ghodzi
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wiś tą t ie ‘'średnio11 z^cho' rnie się pr-r*>mątru regulowanego 

■będzie nr oejoł lepsze od tPk obliczdnego,. o ile  wielkość 

prżyjjęte-go w oblic&eni-u zrfclócenir fjłó-nego będzie ©dporir- 

dale jego ra^ksyiaplnej spodziewanej w- "tości* ..

P r z y ję t r  v/ p r -c y  metodp •o b licz a n io m  /rrc h u n e k  o p rrtjr

o c ią ą i  liczbo w o, t * j *  ”r -  chunek operatorów  liczbow ych*1/  

p r-rktycsn ie  p o z w ie  .tylko np syntezę u k łrd u  dpjąceąo o k r - -

■rlojy. odpowiedź nr ząkłec'.. r4.e główna ~ nic udrje się np. 

poztrelć tylko ‘trupku  przeregulow-niir*1, rlbo ^rrunfcti 

Gs.csu ust-"lpnir s ie ’’ . Odeovriednir • •}to lykr w portępoerniti 

po.zwslr jednak n? zianiejszejiie naiwności stswi-nych arło- 

ź.ei * <

ICwestir kru-;;p y problemie syntezy, określeni© struk

tury tsklrdv, Bid er dotąd w ogóle bę zrp.ośrc dnie go rozwiąż-— 

nir# Chodziłoby tu o okroelenio z góry, jrkąś obiektywną 

ńetodą, blokowo ;o echetirtu uklrdu r gu lrc ji, który -  na przir-  

kłr d przy drug:: ssortymencie stojących do rozporządzęnip 

ólc eentów -  optymalnie spełni postrvione *Q0ftpga&l*« Kwestii 

tp w odniesieniu do û -ł̂ dów regu lrcji sterujących jednym 

pranie trem t-:- ,;;ulo rnym m-r ehrrpkter raczej esy sto rlcrdeniol* 

k ij HPtoiaiPSt zy^e-ujo nr- znrc .eniu przy złożonych ukł^dpeh 

euto.ertys»cji, gdzie ilość możliwości roz’ wiąz m i* jest 

znacznie wiekrew od te3* -którą może d^ć je Ono czy dv;r 

nętrsjgua sprzężeni?- zwrot;.-: i  sscrc;_;o' o człony kor* dc*c • jne, 

oboerym stadium teo r ii rutomr i:yki potrzebne je t  konstruir.- 

torotl od )o vie di de doźwi-' dczenio, nr podstrwie którego wv- 

bior* on trk i czy deny schemat blokOv:;-, Zpuw^ay, że tego 

rodzrju me to dr- -nr-1 ityjzr"’ zrsp&ai już i  ?tni je ^ 2-etoi- 

soleniu do ukłrdów prz k*i&?ikowo-stykowycht i  jes t prak

tycznie stosowRnr w Instytucie •'utoń.'’tyki i  $.loraech»niki 
.'i? 2)8



I  i I 'tŁ.ifl 1 III:

lin.

<£) ou
f f L  l )

\| v* JUUUJui n. K+̂ K>
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t-'.vosti* dobn^ni^ eh^rplcfeyyntylc clc:-r-p.tó'.- , yv"-c | -  

cych do. QQhomrtv. blokowego, jost -n~3b od z ie j V:ycr,eppt!;j?teo 

OOP-co ■■;-■•• O c if O ‘C'todo ch*P;\v-t~- £££dyk crĴ r.fo.tl.i' 0;'.~ 
cd o '-c}.-[. ] , [5] i  inr.,

o:!:live jję.ot -ornie: , r crd'olv '. i. 3 o- ?rxi±ez ion do 

. Vtk2, *Ó.ÓV ■ &.ic .afeyt. skażonych, opc -o- 'nie \r ôcr i  cs;ycto ' n -

/ii^Tcaayni -  ’np«'['.•] , [2 ].

y^srdniezo >’ii»r-.-‘r] vyot^pującą o.rsy obrrniu to 3 czy 

$£& :'. ■/.■•:.:ody obliczeniowe £ gą d-'\n .: ; -c-ic-vc 5 :■• < ;C dr nr-

a

mulitów/ ooźeny Isfcwie'j użyć ne'tody cnysiso *nrlityc sne;> -  

jf; t* pt^dityca dze3tc se .prs^cUd., *gdy r i  ‘-tć-? . ] 

o':?- u /n- :!c:v ci: -T -. ooio^t fce Jtjlrc^i/ ■■ -■■--• 

z do d i -  .czelno. ;o pomi- dźycie doroi^dc:- lni*

Chprp’okeny styki do drlsz-, ręo opr^co..ul*- nie n-otr* -•co'-, ><•’..•

vi.'-domo, z -£? dnicsych trudności metodyesr * - -ijoclsî  

cbF OPkitez'yrstyk' c 2: o e totl i -, o śc i  ovyc h» rj^n ni mi o 3 bfrso-.r̂ or?-- 

ćLzr-.ide poinieró^ pp-zy vy> ".13.02'. n irch ,•?irjusoidplńycfr ' — 1 .._ 

pótld y'.i i d>-u50‘trr,v.*.*s.>0,•

d i :• . , :'• >0 o '.; ' ' ■; ‘ 

no były e h r ̂  r Ir te rys ty] c i  ch'”ilo ':n , z^ykl ; -  odoood.cdś -  

noctko' *•• . ■' z r z ̂ dzie r;odliro oą r-, .t. .0 nndrbr- ^'d^źcio- -o 

postępu jr. eo dPo;'i syntezy /z wyiączcjfiiom mo.toa pn 'looio-

1/ /npol̂ syiô c.jr cĥ  r'^vt.•.yo:.s-,.'i oh?'!!o-;e j  Tjyrr*:>eid! ■ 

-y- lit : -cstyri, i  _ds*lr. j  Jv& % ro ;y>y -.or:tcr.o - i . 

coysto analityczno,

.2/ 3'';"”r.' i  -'' ':. ■ ód; eo:\o -  Vtftz? "1 z cd> -  ' - f ,

o i ch'/.llov-ej nr ch.'-p.-kt .nyrtyld. Csostotli'-oscio' r:
. i  et 1 yj p#s2ug3U^ni« s ię  ®?tadą e b r v r  

częototliv'ościoT yeb,



3/ Użycie specgnlnogo niiwo.ryczć.c^o*• " . ~
tjrcanego, ' pt*ay.:-3to8̂ vrf»x»g»- do iw.2*0 . rodsr-gn danych 

-  «p#»jpel»ja tHfcfci g-rt asM^s&saefc . •' 

ciągów licsbo.ycb /oper^toror liozb owych/. 

!'!szystfcie -te. drogi były ©pr^co^y-pne w’ litrr^tTirae w- 

sposób g lub ’ is>c g obszerny. : .etods /1/ rozwinął? cię 

V-OC1, -̂0 o , . c % -■•ćlni-.:- 2fcfc m &  .0'..; : y  p$ , , ■■•>..,: ’ cie

Ola nbour*: r i  :=■- to r i ’ [ i ] ,  r oct-tnio zys):xig< n0rc oor- 

Spe 3:%v/y w ©prrciii o o;x 1:*? szeto&y >pro?58yn«cgi fwnfcegi.

'-Odr ... o drr to' -  f \ .Vd. ; j i  Oorodnodci? p^r’*-

tyc::nr ric.tod esęs t o t l i ’ >ścio'-ych, gost ;;t^lo 'dctv.rly,~ £ 

spo-Ji:«c moanf coma to  stoy-e sposoby go;' .-perlico- -ni~ -  np, 

M *  £r ] * [:3] • -c to dr- /?/ ,v:-ęt ctocvshoro r . o - ■■■t ,  

rosą prr>cą r  ?;i.;r.imv11 r»0Svlg-n ir n- tody / / gost '

"'•• • • [ ] f * ,c; ■ o-ć1./ -- 2 £

■ fit i -.1,-' ;o - OZ v ij.t 0 1 • . -• r o d

 ̂ 2 .ohr.-- t 2 ■ t Bellc • [■'], vy-:f rwg-c# ' • '

ciąr:i iicsbo'"© -ś-trno* ią p- ’vną ■ KUsę liesb , nr których iao&nft

• ’ ' I 1 ktĆ P ■/ 0'.-0 7 ' ?!■; do
ôrv lr.cs;--^nir ni-, ’-tćryeli problemów -  :-uinn* do obliczeni^ 

splotu dwóch iv^hcgi,' Kr-'ir-eh tyl.iro. ■ \;■ tv- o6n.

w'cu 1353 «Scł»tw3t « lę  " o [-in],

•ctórym p^itor s^stosov- - l  podobną ■’K todę, .w ge nrapx^tssej 

t do p̂r\:-';;Ii\-oj: "o cdlicr-v. o• : J i  Jftbp 1 - #

3 ’ •■•:' o;'o 3 . mr it,

:" ■ '--i - i'" 't-'cr?' g "r;"r>l ;'cgi :0a’-:' ; . [, ]

Cp ł :  z' ^rdr.io ni", s ^ t ^ y  vkhr dov r ;ul' e gi o ’ - c p- 

° c h r cj .vilo"<f? ■ Jo ot prol)L: Mi:! «yr* ■• • n i.. . 

cyn r  t  chrdc.: 6^-tovej; npotyk? się n.lnn* r-ini^nldl ©-pi, 

spzjjych nr- ten tem^t <3ysert,*c1̂cb  -  n-loś-ą ty* dysert.-egę
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;>t*' cy n i n i c ^ 3 s: 3 z -  ,1 '.nió v -’I Q  ro sy i n i  c l  n r. t o -  

nuns-r y c z m go r-c h u n lru  “ o r y ; y ; ^ v 6 y  y -y y  ■ e 1
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v  ^ort •>'• k..ych . u:-;*c:'i k/t. , v kr; k. ■ cl 6 , o
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f/t/, O ł y  ciąg T ścot zbiorefc tych dnpćt'k qleaontriv 

rych, po 3 ̂  ■ dr 3 ąey (da się n chy.il*' cli t  = 0 , t  2 i ,  6 i

t*CU Jfiśt rzeczą' istotną di* dokładności i  vysody opcr*o\ -̂ 

ni.r. ictodo., ^ ’d ; go ksat*'łtv f-aak* je car ,-u wzyjnJ.-cv:iy 3r 

jednostkę elementarną. ^ożo to być bogiem iapwls o ksztr-Jb 

cle ■rrostokątnym i  o wysokości jnk ‘to stosu?o Bollęrt

[ ] ,  iu'i ' 2 nfc > '  ' wn l  sa r&Wfeci

podfitr'F.y '/■' l  'C-iiy prz z lustii^ [c ]

P r z e c i e  r r o r t o l ;  • t:\ ;' ^ d ś o s t l t i  •.\ . ; - _ t . , J r ó - r o

cię "^orasoó" ^prokoynpc^i krs;/^yefc f/t/, z*zryćz*j c o ty

kanych w ^Jfetye^ /pr«y ty® . o d ś t ^ l   ̂. t •': >

1/

td

K

o 6 zb . n S - - t

Rys. 4

OpF ,‘c ie  s ię  o elementy t r ^ k - t n o  .nie poz?.f-lF n~to~

■ .ri 'st p oroksy^ov-rd kpzyvyeh, iapjąey.sh- Tmidrty ni cią;d.oecd

-  n i  . :\oł>r..p " ię c ,  b? p rz y k ła d , r.yrr z ić  ?i*sy '.)onocy olęw-rs 

+ óv; tró jk ą tn y c h  f u n k c j i  skolru j- unostkoyor-;o#

rT  aenty tró  j • -tne, zr.r-ae d-1 - 3 "tf.lomentpmi A  ” 

v.y<irją a ię  ' j- ' dn/'k mimo to być znacznie pt*rjrbyc,2felc $8ze*

. 'trudność rp ro k ^ y ^ o c ji f u n k c j i  jeono^tkov-e;) d'

-  ~tpk to będzie d - l e j  pok^zpne -  ominąć w p e rlo n  sposób
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■ A ,  ^"'czyn'p'^c/’cii -'io w chwilach O, S , ':<j, ;,S I  t.d©t

:z r pir.\?;j, c to v; or.t-r c i p-.jrzłf no c ' ni liosro t ;;q
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dl- cl .dl J, j i  i t,;'» 1 'Ic '.i A V ;jo - 

ł- ::ir;nąt: r̂ p,-1 do i;.- s‘olii,on:- do ksztr&tru funkcji

;syno 3,

• IS* przykład* fin.i>c,i'- cnr-̂ ij f/ty- p:c*3ed;;t*vdopą n~ 
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kov«3 wysokością zaczynający cig tt c.hvdli 0, pov.aae jest
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A- /A  -  pcvd n c l ą g .l ic z b o v # /» ^  ocs;-v.i:-oie

3% ‘ .: a . A AO “  "O*. /,, *y . s**r>'
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p ie rv issy  = 0 ,

*  A ;l = ' *
'? Ag :.: cr:rn- vie o<f. tr&E ei eęo,  i  , - > .

37. i.sN

.;oóroj vv/, '̂;lęch'dop.o/.ńc /• »  « 0> ' 1 r o* a3»** !

v'/d^;le£y tru . zrobić C*v tr tart : b e® :-..
‘ ' dsi ĵc-ssdr -mo&oni* i  dzi lon5> ci-^ói:, odnic imie sdBfinior^ 

'~tąa toż iao&©iay -̂ibo ”moź ńl;v” r  cudzysłorio, *1
bo ti":'- In- czf j xi*zvi(>6 .jĵ sek? od-yd -  » »  ż?.:~ ć jte oprr^tor'
• & licsl ovt"ni — 1 h6v ić o . Jioźordu i  &śicl-\;v,lii op'-r*r toró1-' 
licz'.o'.ych, Z^zrrę opvr^tor liesbov.y v,-; «*>' ■ dzt£ o lle r t  [ ]

■ b§&ę jj& m i y n f r l  w dplsżc'3 caędci pr^cy* *cy Volvic Is: prrąirm;’
S4?cay. "saoucl fis ; :i- pm o » ? faipF f ' s0 „

oeo* '■ o^l* w r>...■Jo .->♦
0 » V"'TP0 9 .'■v •;, v;1/;‘ 2» 0 • * • t(.« * • • * • • •

0 t o , ' Z o»
f*.

2 p

0 • 0 , n - » 0 *

• « ♦ •«!#•«« 1 1 • < o t

^w= wea<»,(w,ai+w.1a0)) (w ^  + ŵ a,.* w^o),... ♦ ....<> B

Qpcrrc;K: Jtra^dstfv&tmą ■.ov:'r:‘ ;i zdexinio-;^ no j}"] » 
[9] jjrfco. ,ł: :„ p:~ ■■ygj. r c i  \ v • prz -S c:L ,y ':  ' v

Rw=A W p 9

Wykony; ■'■nie operacji *&&$&&$&»?' jest 'bardzo pro

ste i  podobne do r-moż' ni - liczb r.d-.-locrfrówych, nip co 

v&ikr* RTijó T?T; -^żnio tablic- , 1 twór />6/
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oper*5 tor r różnic slrorr-nir9 o v rz  dXn ' j jego odwrotności ~ ope 

r?"borr c'JVovTrir-'. Odpowiedniki t r>r.ie v/elr^i I factin [8]

0zr>.p(',?,y.y ..ope** tor ^óżr.iczkowpai* przez /posóst??wi> -}r, t

■ »
• ■- A ' . " 1

Opcpp to r  liczb© - y f ’-to ry odrttwi^de operatorow i tf , rav.ei .. • 
*»

być oośywifcie z - jispioy. w postaci oie^ti Xiczbcwogo tej

;.t or? he ?> ols’nentv. A  o .1 one; tb.r 1
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■ eio ci arjiom

p ~ ̂ 2« ^ ^ ^  ’ ’ ' ' )  ̂  •••••*

/fyj. <9

Oczy i ś c i e  otrzya^ay od r-s.n

^ -r) ~ A '  • ' ' 2> '"Jp < * y - * • • 4r£>( i l u , - js r s  (1.1) ~<5

• Oper* ter lics’oovA- -yr-ż^acy operator p \.ie odpowi^- 
dp sw;-;;t ':ezt- tor; :.\m!-e;'i; Irbórr ';. ' t pochodną olei-ientu A  

Jent trv cli-te o, że fynkc^e i»  jeąt ni©c±ąg£p, ■ i  z^ten z 

s'-e-sdy nie noże b; c - .rokfó.ymo’*- ne eleir." ntPai tró j>atnyr.d 

• /prtrz jU-szcze niżej/,

"pźd: je s t  to , .'>■ d z itó i ryb rrn itł.jako j  dnortM 

eleraer.tr A » ;v . .' i* op"-rf tor>“ r i r* rasie -  31

’ 11 ^ ~ i deot obr-esony Modem i  bied ten
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trzecie cpłkow snie dpje rezultat jak n a -rys.'iQb, z niedomip* 
rem zwiększonym. Błędowi temu nie możn? zaradzić, conpjwyżej 
prze z 'syproTTP dzenie drugiego oper*tore ^ = i , i  i  "u , •, de jącego  
wyniki kilkPkrotnycb całkować z nadmiPrem, z ustępującą ket
dorszową inter o l-c ją . ( 1 - 1 )

Podstpwienie operator? p  'J fJ  w dowolną formę o -

pe-’ptorowa, w której p zastąpiło -^ę  » dpje bezpośrednie 
przejście do rachunku operptorów liczbowych.

ITp przykłPd, je ś li  mpmy dl?- jpkiegoś układu ,f8J r

K(p) = . . .4 9
1 +p T

to odpowiedni c ią g  liczb o w y, w yrpżpjący w ła sn o ści tego układaj 

otrzymprny jpko

A =  1 + f o - i ł . s ( i. i) + ż r /g ( i, - D  ^ [ ( i ^ TA ) , l i - 2T/ s ) ]  ..........50 :

b / T'yrpżenie umowne ' f u n k c ji  skoku jednostkowego

J e s t  r z ec z ą o czyw istą, źe funkcje skoku jednostkowego: 
n ie  noże być eproksyrśówsne elementami trójkątnymi, Możliwe 
je s t  jed nrk z n a le z ie n ie  c ią g u  elementów A , który przy ope-. 
r r c j r c h  nr nim będzie daWPł tPkie same wyniki, jekie są otrzy
mywane p rzy  p r pI o i c  nych o p eracjach  np funkcji skoku jednot-
stkowego, A” 7 •

1

Oznpczay szukany operator liczbowy przez U i oprzyjmy
s ię  np o p e r r c j i  całkow?niP.

Crłkp f u n k c ji  skoku jednostkowego jest -  jak wipdomo -  
fu n k c ją  o p o s ta c i f / t / = t  ; funkcję tę zapiszemy ciągiem licz  
bowym /rys. 1la ib / s
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Musi przy tym być słuszny wzór

1 . TirP =
czyli

••»••• 52

......... 53M s p . F
je ś li ciąg M nr reprezentować funkcję skoku jednostkowego.

. Podstawiając wrrtość p i  P do otrzymujemy

. M a i W k s ( 1 * 3 - 4 ' .......................................  -
Operator U /rys. 12/ jest też graficznie niejako naj

lepszą aproksymacją funkcji skoku jednostkowego.

Posiadanie odpowiednik? dle‘ funkcji skoku jednostkowe
go pozwala nr zna jdywrnie odpowiedzi układów nr skok jedno
stkowy, oraz np. na znalezienie wykresów funkcji nieciągłych, 
dla których ciąg elementów A ma charakter Pb atrakcyjny{ 
wielkość 12 określa bowiem stosunek jednostki A do jednostki 
" skok je dnostkowy ” :



ci-Jęg jednostek 
M
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ss ciąg jednostek "skok jednostk."
. . . . . .  55

Ne p rz y k ła d , możemy te re z  spraw dzić słu szn o ść  w yrażenia  

n r o p era to r p , przechodząc nr jednostkę ” skok jednostkowy

P 2 (1,-V ( l . o . - i K  ± ( j -o
M ~ 5 (1,4) 2 " cT ' ' ____ , . 5 6

Jak widać / r y s .  1 3 a i  b / ,  j e s t  to w łaśn ie k s z t a ł t  pochod
nej elem entu A '"zględem c z psu f wyreżony p rzy  pomocy trz- ch 
skokór jednoc.tkov.ych, znoszących s ię  d la t  > 2cT

b)

Rys. 13

Podobnie możnr znaleźć odpowiedni ciąg elementów A  t 
reprezentujący jednostkę o kształcie impulsu prostokątnego,
o której był* mowa w rozdz. A-.d.l. Będzie to

2N =
a , i )

c/ Znale z i~ nie operatora liczbowego dla funkcji wyrażone .i 
w formie przekształcenia Laplace

Powstaje probiera, czy podstawienie p wg wzoru 48 da 
się zastosować dla przejścia od o p e r a t o r o w e g o  
w y r a ż e n i a  f u n k c j i  c z a s u  na odpowiada
jące tyia funkcjom operatory liczbowe. Drłoby to m.inn. spo
sób przybliżonego znalezienie przekształcenia odwrotnego w 
formie v.y kresu funkcji cz-su.

Lrtwo nożnr stwierdzić, źe samo podstawienie p wg wzo
ru 48 postawionego zadania nie spełnia. Wynika to stąd, że
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-  jak było mówione wyżej -  podstawienie p do formy operato
ra*rej zwykłej d^je operator liczbowy odpowiadający odpowie
dzi Układu na element A  , podczas gdy normalne przekształce
nie odwrotne daje odpowiedź na impuls jednostkowy, mający 
kształt funkcji Dirac 'a.

Triemy jednak, że odpowiedź układu na skok jednostkowy 
określa zarazem odpowiedź impulsową t

k (t )= $ [h (U ]  .........  58

. Możemy łatwo znaleźć i  wyrazić odpowiedź jednostkową 
w formie operatora liczbowego ze wzoru

H a A. M . * • ♦ . . 5 9
gdzie A -  operator, liczbowy wyrażający odpowiedź układu na

jednostkę A  , czyli wyrażający przepustowość ukła
du,

M -  wyrpżenie umowne skoku jednostkowego,

M s: 2,0,2 ,0 ,2  . . .  rs-----Ł------
1 , 0 ,—1

Oczywiście otrzymamy też od razu
K = p • E = p • A *• II ..........60

przy czym K jest szukanym operatorem liczbowym, odpowiada
jącym funkcji czasu k/t/, czyli przekształceniu odwrotnemu 
i r ' : £k/s/J . :

Ponieważ marny, przez proste podstawienie s=t>= — —~
‘  <? 1 , 1wielkość Ą :

A s: V  p/, * • • « . .  61
otrzymujemy związek ostateczny

X = p M  K (p ) = ± - ^ -- y ■ K (p )  . . . . . .  62 •

Związek ten jest oczywiście słuszny ;ylko wtedy, gdy 
funkcja k/t/ d^je się aproksymować trójkąta 4  t j»  gdy nie 
ma ona punktów nieciągłości.

Związek 62, wyprowadzony przed chwilą, można stosować 
do " znalezienie ,f przekształcenia odwrotnego, t j .  wyrażenia 
go w postaci operatora liczbowego, dla dowolnego wyrażenia 
operatorowego wymiernego -  z zastrzeżeniem, że funkcja 
f/t/ = l ” [ F/s/J d-je się aproksymować elementami A  .

Może to mieć znaczenie w takich przypadkach praktycz
nych, gdy część układu regulacji jest opisana w formie analiz
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tycznej i  wygodniej jest traktować ją aur l i  tycz nie, a inna 
część jest znana tylko z doświadczenia, czyli w postaci 
operatora liczbowego^ ’

Dla wyrażenia oper©torowego niewymiernego o postaci
-As  e np

F/s/ = jys/e 63
któremu jak wiadomo, odpowiada funkcje czasu

f/t/ 9 f 1 /t -A /  ......... 64
znejdujenjy, źe odpowiedni operator liczbowy .

F = •P1 . 0,0,0, . . .  1,0, . . .  ..........  65
gdzie przesunięcie wyrazów ciągu F względem F̂  /ilość zer 
przed jedynką w czynniku po prawej stronie równania 29/ jest
róvme JL j f s j  .* Nrleży przy tym tak dobrać 5", by było 

&  ̂
liczbą całkowitą.

Ciąg liczbowy typu 0,1,0,0 . . .  oznaczymy przez ą i
nazwiemy operatorem opó.nienie a. przesunięcie

q * 0 ,1 , 0,0  . . .
Q. ss 0,0,1,0 . . .
A

c & ~ 0,0 . . .  1,0,0 .o.

i

’ . . . . . 67
Możemy zatem, w praktycznie najczęściej spotyk«?nych

przypadkach, gdy mamy wyrażenia operatorowe wyaierate lub
-  Aszawierające czynnik e 

liczbowe, przy czym
przechodzić wprost na operatory

1/ Jeśli postawimy w wyrażeniu operatorowym P = ^

■

zamiest s, or*z q = 0 ,0 , . . .  1 , 0,0  . . .  zamiast e ~ Xsf to 
otrzymamy operator liczbowy, który -  jeżeli dane wyrażenie 
operatorowe wyrażało własności jakiegoś, układu -  me sens 
fizyczny i wyraża odporiedś tego układu na jednostkę A .
2/ Jeśli postawimy w wyrażeniu operatorowym p oraz q j^k 
poprzednio, oraz dodatkowo pomnożymy otrzymany operator l i 
czbowy przez operator U . p, to otrzymamy ciąg liczbowy, 
który odpov.iada przekształceniu odwrotnemu wg Laplace 'a 
denego wyrażenia operatorowego.

4.2.7 Przykłady.
«/ Przykłady.

lozp-^trzmy następujący przykład. Odpowiedź jednostko^' 
wa pewnego układu kształt jak na rys. 14. Należy znaleźć
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odpowiedź togo u!:łpdu up vyiauszenie o kszt 8 jsk nr* rys# 
15.

R y s . 14

Obierany następującą-drogę postępowpnia. Kajpierw obli-f 
czymy przepustowość układu A /może on? posłużyć do oblicze
ni? odpowiedzi tego układu n? dowolne wymuszenie/, a nastę
pnie znajdziemy odpowiedź np pytpnie postawione w warunkach 
zpdpnip,

Przyjmieny § =  0.5 sek, ; wówczas operator L wyroźpja
cy odpowiedź układu na skok jednostkowy jest równy

H — 2 . 4 , 3 • , A-.4, 4 • 6 , 4 . p , 4 • 0,3 • o, p • f•, 3 • , • 0 jjfj- . 0, © • •
♦•»••• 08

Przepustowość ukłrćLu A Tyniec ie

A = § = ł j& c l .  • H = 1 . 2 ,1 . )5 łl.0 f 0,35#-Q*05,-0.3,-0o25,M £
—0 .1 , 0 .Op, 0 .1 , 0 .05,0 .0  .>•

• • • « > t •69
przy czym-sam przebieg mnożeni” jest podany poniżej ; ,  ̂  ̂

2.4,3.9, 4.4, 4.6, 4.3, 4.0, 3.8, 5.8, 3.9, 4.0, 4.0, '"irfSTS'

1*^,1 . 95, ć - i 2»p| 2.1 5 , 2.0 , 1 . , l .  .v» 1 .95, 2.0 , 2. 0 , 2. 0 .. .
-1 .2,-1 .95,-2 .2, —2*3 *—2*1 5 , - 2.0,-1.9, -1 .9 ,-1 .95,-2 .0 ...

1.2,1.95, 1.0, 0.35,-0.05,-0.3,-0.25,-0.1, 0.05, 0.1, 0.05, 0.0..

Z kolei piszemy operator liczbowy dla funkcji wymuszającej 
W wg rys.15. Jest to
W = 0.72,1. 20,1.50,1.72,1.88,1. 98,1.98,2.0,2.0 . . . .

• ........70
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O ' o :.. .d układu nr \vy uczenia niesie • i  ' c i ".

Rys. 15

; = >  ■ * .36 ,2 .84 ,4 .86 ,6 .44 ,7 .49 ,7 .99 ,8 .0 7 ,7 ;?7 ,7 .90,7.88,
7*90,7.92,7. 94,7.97,7.99*8.00,8.00 . . .  .......... 71
przy czym mnożenie pod»ne jest w tablicy 1.

r •
Otrzymana funkcja r/t/, odpowiadająca ciągowi Ht przed

stawiona jest zlp rys. 1 0 .

Rys. 16
i

^ozpr-itrzny następujący drugi przykład. Odpowiedź r/t/ 
pev.nego układu nr funkcję wymuszającą f/t/ = t ma. kształt 
Jak na rys. 17. Nrleźy określić przepustowość tego układu
/ryrażoną P"'zy pomocy operatora liczbowego/ oraz odpowiedź 
układu na skok jednostkowy.

Zapisujemy odpowiedź r/t/ przy pomocy operatora l i 
czbowego
 ̂ = 0.6,2.1,4.4,7.2,10.1,13.0,15,9,18.8,21.7,24.6



, Tablic. 1 -y&ot&ńta A * ¥ do s t r . 33 

1*3, 1*95. 1*0, Q.35, -0.05, -0.3, -0*25, -0.10, 0,05, 0 .10, : 0.05,

..1.400,0 ,720,0*252,-0 .036,-0.2: 5 .. ,
1 ,2 *34*0 ,1 .200 , 0 *42.C , —0 .G60 , —u .^60, — t̂ Ow , —O .1.-0,

1.300,2.925, 1 .500, 0.523,^0*075,-: *450,-0.5 75, 
2*065, 5*35®, 1 *720 , ■ 0 *60^.,-O *086,-0 *51o, 

2 .255, 3.670, 1*380, ©,*653,-0*094, 
2 .350, 3 .820, 1 .950, ■ 0 .636, 

' 2*380, 3.060, 1.580,
' 2.400, 3.900, 

2 .400,

O .072, 
0 .060, 

-0.130, 
—v .4>0 , ■ 
-0.554,' 
-0.0 02,, 
0.594, 
2.000, 
3.900, 
2 .400,

20, O,
0.075, O,
.0 .172, O,
»o .470, —O ,
»0 .538, -O, 

.099, - 0 , 
O *700 , 
2*000, O 
3.900,'2 
2.400, 3

0.72, 3 .20, 1.50, 1.7-2, 1.38, 1.96, 1.98, 2.0, 2.0,

0.086
o .ie e ,  0.094 
0.092, 0.196, 0.098

.0.192, 0.099, 0.198, 0.099
-0.500,-0*200, 0.100, 0*200, 0*100
-O .600,-0.500 , -O .200, O .100, O .20O, 0.100
-O .100, -O.60 O, -O.500,-0.200, o . 100, 0.200, 
o .700, -O .100, -O .600, ~c .500, -o .200, 0 .100,
2 .001;, O .700, ~0 .100, -o .600, -O .500, -O .200,
3 .900, 2 .000, C.70O, -O.100, -O.600,-O .500,• 
2 .400, 3 *900, . .000, O*700 , -0 .130, -O .600, ■

2.4, ;, : .900, 2*000, 0.700,-0.100,.
; .4 30 , 5 *900, 2.000., O .70v , - 

2.400, 3*900, 2.000, 
2.400, 3.900, 

2.400,

I  0,8641 0,4.260,6.442, 7.489, 7*989, 8*062, 7.970, 7.897, 7*884, 7*902, 7.924, 7.940, 7*974, 7*989,. 7.996, 7.999, 8.000,

0.100 

O .200  

0 .100 

.0 .200 

.0 .500 

.0.600 

.0 .100 
o .700 
2.000 
3.900 
2 .400

8 .000

'.W

__________ .__

“ —
. . ^ 1 —

— ,—

— _____——---------



-  35 -

Oczy iście funkcja wymuszająca wyraża' się, przyprzyj 
jęciu 5"= l f operatorem

W s 1,2,3*4^5 ••• »••••* 7.v
Przepustowość otrzymamy dzieląc operator T? przez operator-

A s -  -  0 .6 , 0 . 9, 0 .8 ,0 .5 ,0,1 ......... ?A

Działanie dzielenia zapisane jest w tablicy 2.
Odpowiedź układu na skok jednostkowy znajdziemy :ano:' ;c 

operator A przez operator M, czyli dzieląc przez op- " rtor

H a AM = A • . . ~ 1,2,1 *8, ćr*&, 2.^, 5.0, ^#8, .0, .8, . 
1,0,-1

DziPłPjiie dzielenia zapisań: jest poniżej:

0 .6, 0.9, i * ; , l . S  1.5, 1.^, 1.5, t « »«
0 .6 , 0 . 9, 0 . 8 , 0 .5 , 0 .1 , 0 . 0 , 0. 0 , 0 .0  : 1 , 0 , -1  
j>*6 , 0 . 0 ,-O . 6

0.9, 1.4, 0.5 
0. 9, 0»0, - 0..9

1.4 , 1 .4 , 0.1
1.4, 0 .0 ,-1 .4

1.4, 1.5, Q.0
1.4, 0 .0 ,-1 .4

1.5, 1.4 , 0.0
1.5, 0. 0, - l »5

1.4, 1.5, 0.0
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• Ot-zymany ■wynik zdaje się być błędny, gdyż wyrazy H 
£ie dążą do vmrtosci stałe j, co niewątpliwie powinno tu 
inieć miejsce -  widać to już na podstawie kształtu funkcji
r/V . ,

Zauważmy jednak, że odpowiedź jednostkowa układu zło
conego np* z dwóch członów jak na rys. 18 wyraża się. opera
torem. liczbowym H = , gdzie będzie

= 2k, , 0, 2kjj ,0 , 2k1 .... . . . . . .  75
oraz
■̂ 2 = "̂ i* ^2* ^3* b^ ... . . « « . .  77 
Tego rodzaju przypadek otrzymaliśmy 
właśnie w naszym przykładzie; możemy, 
dla tego przykładu napisać

kfD(s)

#ys. 18

H1 = °*2, 0.0, 0*2, 0.0, 0.2, 0.0, 0.2... ........78

H2 = 1 . 0 , 1 .8, 2 .6 , 2 ,8 , .2.8 , 2.8 , 2,8 .. . * .......  79

konsekwencji możemy równia ż przyjąć schemat zastępczy 
&la naszego układu wg rys. 19. Przy tym znaleziona uprzednio

przepustowość A = .4̂  + f gdzie 
A, h  A1 operatora / wynosi 0,1 i  baj

tem
“ 2 = ” ”* 15 0 . 5 , 0 .9,0*8 ,0 . 5 ,0 .1 .

Rys. 19 80
Otrzymany obliczeniowo ciąg H nie 

d^at tym razem izomorficzny z kształtem funkcji h/t/, gdyż- 
funkcja nie spełnia warunku f/0/ *  0 . Jednak, znając umo4- 
•ę o wyrażeniu skoku jednostkowego ciągiem 2, 0 , 2 ,0  . . .  może** 

narysować " rzeczywiste H h/t/, rys. 20.
Jest rzeczą oczywistą, że szukany operator H można było 

0l^zymać również przez proste zróżniczkowanie operatora H, 
c-y li  pomnożenie go przez operator p. Mianowicie ’

. . .  :  • .  . • ‘ ‘v
K = pH ^ | • H -  1 . 2,1 . 8 , 2 .8, 2 .8, 3 . 0 , 2.8 , 5 . 0 , 2.8 .. .

• • • • • «  81

/‘•^kon^nie dzialaź podmę jest w tablicach 3 i  4/.
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Rys 20

2*2*8, Zagadnienie dokładności.
Uchyb metody składa się z uchybów pochodzących z samej 

aproksymacji krzywej przez łamaną, oraz z uchybów pówstająr* 
cyćh tirzy v/ykonywaniu działań na operatorach l'iczbovrych*

Uchyby pochodzące z aproksymacji możnn w zasadzie do
wolnie zmniejszać, przez dobór liczby odcinków łamanej. 
Natomiast uchyby powstające przy wykonywaniu działać są bar
dziej nieodłączne od metody i  mogą być w pewnych wypadkach 
dosyć znaczne* Rozpatrany nieco b liże j to zagadnienie, 
a/ Uchyb powstający przy obliczaniu przepustowości na podsta

wie odpowiedzi jednostkowej*
Z?łóżmy, że mamy odpowiedź jednostkową pemego członu, 

wyrażoną operatorem H* Przepustowość tego członu, jak wiado
mo, wyraża się wzorem

A EA = T T
e praktycznie znajduje się ją  mnożąc operator H przez opera
tor \  , 0, -  \  Otrzymujemy wówozas dla u-artoścl n y ra z iw

operatora A następujące wzory :

' a = ^ 2 _
. 0 ~

e1 =

a~ = h2 -  Ło

łu -  hn _2----- i
2

" •  *n -  V -2
*ń S 2

. . . . . .  32



Kie-t'Udno s^uwżyó* źe uchyb "bezvizględBy v/n r to:;cl
iTynosi

A an
J?ei ł r V . 2 l  ........83

Jeśli założymy, źe dokładność vyzn^czenia /z pomiaru/
rzędnych hn i  h.,^2 jest takr saaa i  vynosi

'T T * ♦ 100 % ■=» p %, *....... 8/f

to przy dostatecznie monotonnym przebiegu h/t/ otrzymamy z
bardzo dobrym przybliżeniem

^ an . . . . . .  85
Z

Ucliyb względny wartości an vyniesie w przybliżeniu 

^  »n
r‘n

• 100 % s . I p % .*••••  86
sn

I  tak np.w przykładzie z® str.32 wartości «& -0.3,
-  -0*25, ?n x - 0 .1  są wyznaczone z dokładnością ok. odpo

wiednio 14,5 p, IG p, 3,8 p,* je ś li p wynosi np* 2 5, to do-
kł^dhość wyznaczenia e^, a^, wynosi o*12 tyiko ok. 29,3^,

78 *• r  iPrzypuszcaaXnie ton fakt nasunął Tustinovi [_ c j  stwier
dzenie, że przepustowość -A otrzymana z podzielenie* ciągu 
wyjściowgo przez ciąg wejściowy vyraża nie odpowiedź_n^_ 
element trójkątny / " to b A--V- i -  11 / lecz odpovied^ 
średnio na element A / " A -  v *± *  " /• &  teoretycznie, 
to jest bez uwzględnienia dokładności rachunku, podzielenie 
wspomniane vyżej daje ściśle odpowiedź układu n<- elemenc-A, 
widać jasno z rozdz. 4.2.5. Autor angielski nie wyciągnął 
zresztą konsekwencji ze swego stwierdzeni# -  konsekwencją^ 
tą byłoby to, że nie jest obojętne do jakiego operatora l i 
czbowego zastosujemy obliczoną wcześniej przepustowo-ć A. 
Jeżeli bowiem wyraża ona' odpowiedź " średnio na elementy 
A  ", tó ze stawienie elementów A  M  nowej funkcji wymuszają

cej musi być w jakimś określonym sensie podobne do 
stawienie tych elementów w tej funkcji wymuszającej, która 
posłużyła do obliczenia przepustowości v.

■ Powracając do rozważań o uchybach.powstaje pytanie, 
czy np* błędy w dalszych, małych vyrazach przepustowości A
odgrywają istotną rolę w wynikach.



Rozpatrzmy dzipł^nie mnożenie operatorów, to jest np. 
zna j dywanie od po wiedzi na dowolną funkcję wymuśzającą p^zy 
2nanej przepustowości A, z punktu widzenia uchybów. Ogólnie 
mnray ' .
C = .A • B = • • • /  /^0*^ ’ *b 2*b5» •*♦/ = Bo V

'nob1 + *nbp* Pob2 + p1b1 + P2bo» *ob3 + + R"b2 + 

e2b1 + s3bo» = co»°1» G2» C3> * ....................... 87
Uchyby poszczególnych wyrazów C zależą od uchybów A a  

oraz Ab -  na przykład, dl* czwartego wyrazu będzie

| Ac3\=\a0&bj\+\ b3&ct0 \ + \a,Abz\ +\b2 &crf | *| azA bf +

+1 b1 A cr21 +1 <% ̂  b0 | * [ b0 A CI3 1 , . . . . . .  88
bowiem uchyb iloczynu składowe go, np# sob 3* wynosi w przy
bliżeniu

£<%[)( * ........6<̂’

Zauv,'■ żr'.'/1 i'- ’./zorze na Ac^ nie • występu34 uchyby 
względne wyrpzów a  ̂ lub b,„ » e tylko ich uchyby bezwzględne. 
Jeśli przyjmieny, że wszystkie uchyby bezwzględne są sobie 
^ówne /jest to dosyć prawdop odobne w niektórych przypadkach 
praktycznych/- i  rov/ne Zis, to

P cjH
i  zptera.

. . . . . .  9*0

_ l̂ ajnQj? i la/1 021 -fi oral ^UoUl6fU|i>2klĄ?0_
( a0 b3 + a, b2 + ct2 b, + a3 bQ | . . . . . .  91

Otrzymane wyżej związki pozwalają na wyciągnięcie 

pewnych wniosków. Mianowicie
I .  Uchyb bezwzględny £ c n rośnie a inleksera n -  wskazuje to 

wzór 90.
I I .  Uchyb bezwzględny AcQ nie "Piczy od wa to^oi cn #•  ̂
tylko od uchybów bezwzględnych i  Ah^, gdzie k = Orn. 
Zate^ uchvb wzf'ldnv c bedzie mniejszy przj? dû ym c^.
XI". Byłoby p o i S  * * * * *  " V *  bezwzglę&ny ofc,
»  ESc;:.e,-:ólno#ei wtybć* bezwzględnych v,yrazćw T-n-pu'te..o,V 
ci A, Byłoby to uożliye p"z3Z bezpośrednie zde3aow?nie



charakterystyki chwilowej 3es-k przez przyłożenie wy*
muszenia w kształcie Jednostki A.

W tablicy 1 jak vdeiny, zapis me jest przykładom mno
żenie ope^ptora A ts 1» 2#1 . 95* 1.0,0*v>5»-G. 35#—0*3,-c<* 25, - 0<>l 
0.05,0*1,0,05 przez operator funkcji wymuszającej W s 0.72* 
1.20, 1*50,1.72,1.88,1.96,1.98,2.0,2.0 • • • •

Poniżej w tablicy 5 podmę są uchyby wyrazów operatora A 
orez ’wyrazów otrzymanego wyniku 3 = A . " w założeniu, że 
uchyby względne wyrazów operatora są stałe i  wynoszą p=2%, 
oraz że operator A obliczono jpk w przykładzie , na podsta
wie rzędnych H wg /68/, znanych róunież z dokładnością p=2?U 
Uchyby wyrazów operatora A obliczono wg wzoru /&3/. Uchyby 
wyniku obliczono w sposób analogiczny do wskazanego przez 
wzór /88/.

Tablica 5 wskazuje, że pomimo dużych uchybów w wyrażać- 
przepustowości aQ,a,j, a9, . . . ,  otrzymany wynik H jest sto
sunkowo dokładny. Hpsuwp to myśl, że bez dużej szkody dla 
dokładności wyników można odrzucić dalsze, mało dokładne wy— 
razy przepustowości* Rzeczywiście, analiza ostatnich kolumn 
tablicy 1 wskazuje, że odrzucając np* 4 ostatnie wyrazy 
a? -  a10 wprowadzimy do ostatnich kolumn uchyb / -0 .1 0  + 0.05 
+ 0.10 + 0.05/ • 2.0 s 0.2, czyli uchyb względny 0.025. Od
rzucając 5 ostatnich wyrazów wprowadzimy uchyb względny wy- 
noszący ok0 0.058. Trzeba jednak zauważyć, że skorzystaliśmy 
tu na przemiennoóci znaków w wyrazach przepustowości a0,

, e2 , 8j  , *... a l0  * może się w takim przypadku zdarzyć, 
że odrzucenie kilku wyrazów zaważy siln ie j na uchybach po
średnich wyrazów wyniku, niż na jego wyrazach ostatnich,
Tym niemniej, w praktycznych, często -  wpiorvrssej f-z ie  -  
dosyć orientacyjnych obliczeniach, tego rodzaju postępowa
nie może znacznie ułatwić i  skrócić rachunki*
W  Uchyb ilorazu operatorów* liczbowych.
f̂eżmy iloraz operatorów liczbowych i

eo*a"i*92,83 * •**

2*b5’
,* c1» ę2» c 5 *“ # • • • • • 92

Ha podstawie określenia iloczynu operatorów liczbowych* 
otrzymujemy dla kolejnych wyrazów ilorazu cq, cn, c2, c^ ..

wzory :
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Zastanowimy się nad uchybami wyrazów cQ ,  c(] » c2 tCy
w zależności od uchybów » 0' , a  ̂ , a2 , a^ ♦ . . .

J1 *
Interesują nas przy tym zarówno uchyby względne ’ o  ̂ 1

które me ją znaczenie jeżeli dany iloraz ma być jj-kiaś bez
pośrednio użytkowanym wynikiem* jak i  uchyby bezwzględne 

A ć , ^C1 , , które wchodzą w grę przy użyciu otrzy
manego ilorazu do utworzenia iloczynu, z imiyrn operatorem.

Określimy najpierw uchyby bezwzględnej stoburj.o.-.o pro
sto można .to zrobić die wyrazu cQ , w założeniu, że

A 80«  ig0 | °**az l ^ o ^ O

A r- -  A  ( ° °  \ ~ ° °  -  & a ° ap _ Ofo 

bo b0t  Ab,

2slbo A a o
b o ± A b c

eto
bo

A  a  o

'o ba -  &bo
2a

bo b0 -  A  bD
Go
bo

~  <7o />  -  A b0 \ + A a o  
~  b0 '  b o ) '

ero *. A a o  _  Os. ( -  4 ^2. ±  £ 2su) ..........
+ ~ b ^ 'T : -  bo ~ i * y  b\

A bo

Przy niekorzystnym zbiegu okoliczności, to jest przy 
różnych zetach  A » 0 będziemy n le li  -  pisząc rartości
bezwzględne : . . ,

\&ct = 14 °o \ ~ a0
bo 95

Dla obliczenia uchybów dalszych wyrazów ilorazu c
c„ , c 0 . . .  trzeba rozwinąć -aory /93/ w takt sposób, by 
znaleźć bezpośrednią zależność cn od wyrazów r.̂  , a^ 

oraz bQ , . •*

o *

■ni, zależność c^ ou. wyr- zo-.1 > - , a ̂ ••• an 
■b * trzeba bowiem uwzględnić, że uchybyr\ f

Aa. A b o , A b , , . . .  nogą H kilku drogami
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wpływeć na uchyb Acn i  nie zewsze wpływy te będą się sw o -  

wsć.
VJeźmy uchyb w y ra zu  •

c ,= - £ (a , - c „ i , )= i  ..........  96

* r, (a0±Acto)ibi±&bi) 7 ̂
’ ± A c ’ ~ - b ^ b P ’ tA a ' ) --------- ^ T “ J -

-r- r  - z (a 0bt t  b^ctotao&bi) ~J

= jł z E r [ ( -a’±Aa’) -  -------- ^ — J  -
ba bo

= ~  (1 +£ŹLjl(a1t A c r , ) (cr0/>r t b,&ao±a0&b,)±j^Caobitb,*<Xo - a0A6r) - j ^ J =

= x « '+ t X a’±A° ’ - l t  + T S ° ° + f ^  * 1 7  =yo
'■ <

3i _ s ^ h - t A S L - ± . A a
b,, b.2 ~ bo + b *  Aa° + b? bo3 b ł b.>

* • > /
R̂., 1 o 1 , pozostałe wyrazy w pra-

, Ponieważ - ------------- T~ ~  ~ ^
bo *o

w&j części równania /97/ ?6ww-dą się + A  .

+ _  + Ad, Cli _ ££o brOô  -&]ZL<*zkL +JLŁlfZ2̂ ± -
bo + etc bo** bi bo  ̂ b? bo k A . . .  96

'Uzir ten możne pogrupować w teki sposófc, by zestawie reze^ 
w^ezy mejące te seme współczynniki / -  są to przy tym skł>-

dniki wzoru na / s

+ ~  ai fj. aa, _ Abo'j + Qobjf-£*2. -A k L + l& h l)
- LC^ T S '  a i + boJ b0 a°  b* bo .......... 99

Ze lżm y , te szukejąc -  jak zwykle -  najmniej korzy
stnych wśrunków, tc jest przypedku Edy A a ,  będzie nejwię-



A j A%  t A t ,
ksze, będziemy mogli zamiast ± “X T '  1 e0 * ~ N

napisać wartości bezwzględne :

f lecz nie będziemy mogli tego zro-A  a  ,-j A  * o
A  b ^

a 1
»

%A b -

t
. b 11 °- . ‘ a 'O

bić dla ± , gdyż uchyb , «ystępując w p ier-
~o 0

wssym i  drugim składniku v;zoru z różnym znakiem, może czę
ściowo lub całkowicie kompenso-^ć stój własny wpływ*

Chcąc wprowadzić znaki wartości bezwzględnych dla 

wszystkich uchybów musimy napisać .

Acr 2l
bo

La*
a,

a0b, Ado 1
bo2 a 0 1

a0bi

56r2
a 6,
6;

Or 2aobt 
bo  b o

A bo 
bo ............100

Załóżmy teraz, co jest praktycznie bardzo prawdopodob

ne, że Aor<
o,

A etc

Acr = P (
Of

a0

+ z

A bi
b ,

Abc
bo

Gobi
b j

p } o'.'C': 

aabi
b * »•« * * • 101

a> _p, 
bo c

8.. ao 1
Istnieją teraz dwie możliwości; jeżeli i  «-

. o
mają znaki różne, to wzór się upraszcza ;

\a Ą =  2P (  " U ' 4 j

V >

Of/
bo
1

6„2 ) •••••• 102

jeżeli zpe i  “j—t; mają znaki zgodne, to uchyb Ac^

jest nieco mniejszy i  może co najwyżej być równy większej z 
następujących dwóch wartości s

£ l \ .......... 103
bo I^Ci\ = 2p [  

= 2p\ 2cfobi
~ b f

•*•**« 104

W podobny sposób noża. znr,le6ć mory M  ucfcyby nastę
pnych wyr p s ó w  Ilorazu ! wzory te są następujące :

A C2

cfpbz 
'  b *

Oz
bo

AOz
cr2 I

ctgbt U&bz
1 ?  I l i :

a,bt _ 2ctobi
bo b?

£±bt

I ACto +
1 a Q

3aa bf , cr? 2ctpbz _ 2biOj 
b 03 b o  b ? bo2

bi

Abc

a<b,
b02

Aa i
Oi

a  obi
bo3

.......... 105



a0bz
bn

3a0b? 2aobi , Oz 2 b, a, \ 
~ b f ~  ^  ^  }bo b i 106

Ac, <33 AQ3
(*3

Aa, + a£b, I
Ot 02

2bzQobr a,bz Abz

bo3 6? fS5

a 0b3 2bzCL0b i ^ CXobt 
b i  b 03 b 04

2
2bza0bi _ a2bi + 2bt Or _ 

b i  b„2 b i3

aj _  Za0b3 _ 2aibz +

^a0 y-
4? 6/

3a0b?
b04

S b lC lob r

Ab-t
br

b 0 b i b i b03

2azbi +  3bi at 4 c -  l 3'■Ctabf
bo2 b i ba4

Ćk bo
. . . . . .  107

Ac, = p (
ct 3 
bo

a0bj _ 2bzo0b, _j Go b?
b i  bo3 b<

bi at _ Qtbj 
b03 b62

02 bt 2bzO0bt azbt . 26/a/ Zbzdobt _ Oibz

bo2
+

bo3 bo2 A/ b i  b02

a .i 2a0b3 2a,bz Sb2a0bt )—■■■■■ - « ' ~ ? / .? L A J
boZ bo2 bo bo2 b04 • f • • • • 108

Ar, <x# A 04 aob4 2aobib3 ctobz 3a0bi b2 o0bt Aaa +
04 b i bo bi bo b f a0

gt6j _ 2aibtbz + Qtbt 
b i b03

aib't A at 4. azbi <7s bi Aaz + 03bi A03

bo1 a i bo2 b i a z b i 03

Za0bib3 j_ 2a,b,b2 ajbt Saobt 62 2azbt 3ct/br ^ 4Qobt
~ 3 T  b i  ? ?  “  v  V  v

£72 bz _ 2a0 bf _ 2aibtbz y. 3oobt bz 
~ b f  bjj b i

Abt
br

3ao b f  bz Abz + a,b3 _ 2a0b,b3 Ab3

bo4 bz bo b 3 U0 t>3
"b
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a-? Zaob* 2a,b j . 6ctobibj _ 2a1b i^ 3 a ęb l + 6 aibibz_  

bo t>Z "  b? b i  bo2 bo3 bc3

__ 2.c/zbi _ 12etob/bz  ̂3azbi __ 4aibi 5oubf

b ł bć b03 V
ZW>o
£o ....... . 109

S p ( <74
îO

Cl0b4 _ 2a0bib3 cfobz ^  3a<>b*b2 __ OobS 
bo2 “ A* V V

a i  b 3 2 a - r b i b 2 a r b , 3 d z b z  C z b i
+ 2 2 k +

b 3 b o * b o 2  b o 3 b o *

Zaobibi , Zaibibz _
V  V

2
ctib i 6aobiZbz L 2azb? 3cttb?  4  a  obi +. .J h b L ,— — 

-  —~ r ------- ---------------------rr^ ^  ^  3C3
b i  b J  bo3 bo4 b /

b03
3cto bi2bz a , ba 2a0brbj Ctobą ~h

bof b ł  b f bo

a4 2a0 b ł __ 
bQ baz

2a,b.i . 6 a 0brba _  2 a s b 2 +  ^ a o b j  +  S a i b jb ^  _  -

" “ V "  V  V "  ^  *,*

_  12-ao b f b z  . 3az b i2 4ctib?  ^  Sa0 b *  j ^

bo3 b +  boS \ . . . . . .  110

XS* przykładu, w teblicy 6 z*pisano dzielenie dziele
nie dwóch operatorów liczbowych, A = 0 . 28, 0.88, l.;:-7, 2*15, 
2.48, 2 .64, 2.74, 2.78, 2.80, 2.80, . . .  orez B 3 0 .55, 0.?6, 
0.88, 0.94, 0.98, 1.00, 1.0O, . . .  ore z podano obliczone
ncbyby bezwzględne | ^ c Qj , ^ c n 
powie de j  ąoe. im uchyby względne

A c

Ac. Ac i  o d -

t
A ^ - i

f
A & o

£ . T
A C ^

• T

c 2 c 5

, . . .  , w z e ło S e n iu  p = 2

Jek w id e e , d e isz e  Y7yr«sy ---- *—
błędam i.‘Jest to prostą konsekwencją tego, że każdy nastę
pny wyraz o zależy od większej liczby wyrazów V V  z' kt6_ 
rych każdy -  jak założyliśmy -  obarczony Jest uchybem.

Otrzymany rezultat stwarza w pewnym sensie paredoksal 
ną sytuację; je ż li bowiem będziemy aproksymować funkcje wię
kszą ilością rzędnych -  zetem dokładniej -  to wyniki działań 
dzielenia i  mnożenia mogą mieć większe błędy -  gdyż ^ędą
m ię ły  w ię ce j '̂Tyrazów.

Zauważmy, te dzielenie podene w tablicy 6 jest znajdy-



<H CM 
CJCM 
o  o

OJ t>- 
CNC\ 
• •

O O
C\ o K\ co

\Q \Q
O o
o o

M tf\
O oo oC\JłN C\C\ IA4- • •

o  o

*0 4 On O TOO
r-i *0•H Orl

I O  C51A• • *
O 04 O

CM t» • •
CU o

HCM 
O OVD 4" 

IN O  £0 « •
r-4 O

»-ł rł
O O

VQ CD K'VCO K\tN
Oto,C\ 
CM CO ♦ •
CVJ o

CO t>ONłĄ&!RCM tN • •
rl O

IAJN
"2*.
(M O

Ol CM



waniem przepustowości pewnego elementu, do którego przyłożo
no ftmkcóę wyrażoną operatorem 0*55» 0.76, O088, • •• a na 
wyjściu otrzymano funkcję wyrażoną operatorem 0.28, 0 .88,
1.57, . . .

Jeśli rachunek nasz jest stosowany do tego rodzaju 
przypadku, to niewątpliwie paradoks związany z ilością wyrs- 
z ów operatorów fes t  tylko pozorny* Mając bowiem więoej pun
któw /więcej rzędnych/ dla każdej z krzyv.ych i  to rzędnych 
pochodzących z interpolacji wyników pomiarów, mamy większe 
prawdopodobieństw), że duże część punktów wyniku jest prawi
dłowa, gdyż uchyby przypadkowe dla n i c h  będą małe. Jeśli na
tomiast przyjęta dokłrdność 2 % dotyczy uchybów systematycz
nych pomiaru punktów charakterystyki, to albo znaki wszystkich 
uchybów die jednej charakterystyki , na przykład A b Q , Ab,,, 
Ab, , ••• będą jednakowe, ^lbo też będą to " uchyby systema
tyczne o charakterze przypadkowym " / na przykład nierówno-^ 
mierność 3kali w przyrządzie pomiarowym / i  zwiększenie iloś
ci punktów pomiaru, łącznie ż  interpolec ją, będzie je elimi- | 
nować. W każdym przypadku zwiększenie ilości punktów apro
ksymacji, to jest zwiększenie ilości wyrazów operatorów l i 
czbowych, nie wpłynie na zmniejszenie, lecz na zwiększenie 
dokładności, poprzez zmniejszenie uchybów poszczególnych wy
razów* '

Zawsze jednak dalsze wyrazy otrzymanego ilorazu, w tym
orzypadku -  przepustowości, będą obarczone większymi, dosyć
szybko rosnącymi uchybami.

Jak to już było wykazane wyżej, nawet przy obliczaniu
przepustowości z odpowiedzi jednostkowej, jest ona obarczona 
doić znrcznym błędem -  co, jak podałem, zauważył w pewien 
sposób Tustin. Przepustowość obliczona z ilorazu dwóch ope
ratorów, jek w tablicy 6, zawiera -  rzecz prosta -  większe 
błędy, gdyż trzeba założyć, że wyrazy obu operatorów zawie
ra ja uchyby*

je ś l i  tersz -użyjemy obliczonej w tablicy 6 przepusto- 
woćoi <lo określenie o d w ie d z i układu na inne ,ymuszenie, 
np. na skok jednostkowy, to -  być może -  uchjby zawarte w 
wyrazach przepustowości częściowo się skompensują, a w każ
dym razie zmn-ejszą się uchyby względny -“ty to stwierdzić, 
trze te by użyć takich wzorów na uchyby |Ac0| , |^=i|,  
które zawierają jeszcze znaki uchybów , A b Q , A-i-f ,
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Ab.. . .  ,. a nie tylko bezwzględne wartości AaQ 
A a i  . . .  . Wygodniej będzie sięgnąć do podanych niżej roz-

I i i  '

\"iniętych wzorów np. wyrazy cQ f ĉ ; » Cg t -  wzory te są 
rozminięciem /93/ i  właściwe były już użyte przy obliczaniu
uchybów A c , A c

C°~ L Di
Oo_

’o

C = ~  
Cr bo

do bi 
>o2b? V

_ cyg a 0 /?2 G i b i  d o  b f

2 bo b l  b *  b$

0 3  O o  t>3 C hbz Z c to b ib i O z b i C T ib i Oto b i

c3= T o ~ T I "  b0* b i  '  ^  ^  * *

••

bo2

a* _ Gęb* Gib3, 2 ctobib3 Gzbz { O obi + 2  a-, bib z _
* / "  i/  6/ b* b ? b03

c/jbi Jer o bf bz ^ ctzb? __ Qib9  ̂ cfobć
b f  bo bo b f  bj> •••••• 111

Mnożąc operator cQ , c,j , Cg , c,, , . . .  przez M a 2*0, 
2,0,2, . . .  otrzymajmy szukaną odpowiedź /jednostkową dQ , d̂  , 
d2 , . . .  Pierwsze je j wyrazy -  jak łatwo wykazać -  będą rów
ne * .

0 II 2 c o
d1 - 2 c^

d2 = 2 /c2 + co/
d3 . 2 /c  ̂ + c1/

u 2 /c^ + c2 +
i  td,1

stąd, oczywiście
A d. 2 Ac,

Adn| = 2 |Ao1

. . . . . .  112

• ♦•••• U J  

. . . . . .  114

oraz, w naszym przykładzie liczbowym,

A co^ do
dQ

= 0.04 115



A di A c1

dl C /j

-  $2 -

a 0,071 4 • * • •

Dl'a ucbybu | Ad.J otrzymasay wzór

Ac/2 __ 0*0 elo b% eto b, Aa0 + a,bi Aa> + Qz A a z +

c/z bo bo b i cr0 bo Ot bo Cfz
ĉTo bf
bo3

ch b , Ab, a0bz Abz ■ł
b, bo2 bz

at 2a0bj _ 2a-,bi  ̂3a0b?, <7t> 
bo bo bo bo b0

Abt
b 0

e przy stałej wartości p  =
Aa0 A ar A ba
do a 7 bo

Ad, -  ?pi
eto Opbz a 0bi 

bo bo bo

ctib* Oz 2ctab? &tbt
+

bo2
+

bo
+

bo3 b0z
i

ctobi Oz
bo bo bo2 bo2 bo3  b o )■>

Przy konkretnych -wartościach liczbowych

d£ s 2 /c2 + ć0/ -  2*6?

AdE

A'4Z

Z 0.430 

= 0*165 /wobec A c.
S  0 .2 4 2  /

Podobnie znajdziemy dla wyrazu dj : 

d  ̂ a 2/c7 + c-j/ a 2,78

a 0 ,4 1 2

a 0,148 /waibec

Ad3 

A d*

oraz dla wyrazu d& ;
±L a 2 /c4 + c2 + cQ / a 2.83

c3
3 0,465 /

• • • • • •

• «  f  »  «  1

116

117

118

119

120

121

122

123

124 

125.



|_f^—iii- 0.325 Aobec 1-^-"^ -  3*08/ ..........127
1 d4 1 1 °3

/
c/ Podsumowanie zagadnienia dokładności.

Przedstawione wyżej rozważania wskazują, że posługując 
się  metodą operatorów liczbowych przy przybliżonym rozwiązy 
waniu zagadnień dynamicznych, w których wielkościami wyj
ściowymi są dane doświadczalne, nie należy spodziewać się
dokładnych wyników,

W szczególności nie należy spodziewać się dokładności 
w w y zn a c ze n iu  dalszych, bardziej odległych od chwili t = 0,
punktów charakterystyk,

W związku z tym można przyjąć jako orientacyjną wytycz
ną, by przywiązywać wagę raczej do pierwszych punktów prze
biegów przejściowych, w miarę możności wyznaczając stan 
ustalony na podstawie innych, pomocniczych rozważań.

"Występuje tu wyraźna różnica w stosunku do metod, opar
tych na charakterystykach częstotliwościowych — tam bowiem 
punkty charakterystyk dla poszczególnych częstotliwości są 
niezależne od punktów dla innych częstotliwości -  stąd też 
dokładność otrzymywanych wyników może być większa, Na przy
kład, rozpatrując szeregowe połączenie dwóch członów, mno
żymy oddzielnie każdą parę ^rektorów dla poszczególnych czę
stotliwości, Uchyb każdego punktu otrzymywanej charakterysty
ki zależy zatem tylko od dwóch uchybów -  uchybu jednego i  
drugieg© wektora. Przy operatorach liczbowych każdy, nieco 
bardziej odległy od t s 0 punkt wypadkowej charakterystyki, 
zależy od wielu punktów charakterystyk wyjściowych,

bóżnicę w dokładności, przemawiającą na korzyść meto
dy charakterystyk częstotliwościowych, łagodzi w pewnym sto
pniu to, że charakterystyka częstotliwościowa tylko rzadko 
jest bezpośrednio poszukiwanym wynikiem. Chcąc zaś otrzymać 
charakterystykę chwilową z wykresu charakterystyki często
tliwościowej, musimy stosować metody przybliżone, w których 
znów na każdy punkt charakterystyki chwilowej wpływają -  w 
różnym stopniu -  wszystkie punkty charakterystyki częstotli
wościowej.
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^.3.Zastosowanie operatorów liczbovych do syntezy układów 
automatyc :me j reguła cjio 

3*1# T,\rrov-d3f nie,
■Zagadnienie- syntezy układów regulacji w oparciu o od- 

pov'iedzi jednostko1̂  elementów t zwężone pod względem meto— 
dy obliczeniowej do rachunku operatorów liczbowych, można 
rozdzielić na następujące 4ws problemy :
I. Rozwiązanie zagadnienia ogólnego, jakim jest znalezienie 

charakterystyki regulatora, który w połączeniu z zadanym 
obiektem, regulacji sapewni żądaną charakterystykę, całego 
układu.

II.Okresie nie parametrów regulatora, lub też żądanych cha
rak terystyk  jego składowych części, potrzebnych dla uzys
kania żądanej odpowiedzi jednostkomj.

Problemy te są dalej szczegółowo rozpatrzone,
4.3.2. 'Rozwiązenie zagadnienia ogólnego. 

s /  Podejście o charakterze klssycr-ngra.
Załóżmy, że mamy obiekt refulpcji /rys.21/, dla które

go dane są charakterystyki chwilowa :
Hv; -  odpowiedź jednostkowa na wymusze
nie zakłócające W = M, /rys.22/
Hg -  odpowiedi jednostkowa na oddziały
wanie sterujące S /rys.23/.

Należy określić regulator, przy 
‘którym odpowiedź na rymusaenie jedno
stkowe W a M będzie miała kształt jak

obiekt
regulacji

Rys. 21

#ys. 22



Scheme t blokowy układu 
regulacji jest podany

>
na rys,25.

Oznaczmy przepustowość
w— przez A , przepusto

wość przez Ag , przepu-
8 'stowo^ć regulatora ~£1

przez At  * Ogólny wzór 
na wielkość X ma postać

Ar As
J + Ar As \/  + Ap A s

wielkość szukaną wyraża druga część wzoru /128/. Możemy 
dla rozps trywanie interesujących przebiegów przejściowych
przyjąć G= 0 i  wówczas

'iA A

v. o: th‘0?ra



/■• < l \  I

I \ h t  A O  ^ 1 o ^

« I( ( o )

A S/J \

O )

nie me ono praktycznego charakteru. W praktyce rzadko wystę
puje potrzeba- ścisłego utrzymania zadanej krzywa3 przebiojjtjj 

.przejśoiowego -  trunki stavdene śą.zwykle ogólniej, npi j
żąda się aperiodycsności przebiegu, n i e przekroczani8 zadanej 
wartości przeregułowania, zachowanie określonego ozasu usta
lania się. ' ' ■ S

Halećy zatem tak dobierać X, a ścisłej stosunek .^ U., *

aby wynika jąca z tego trunku charakterystyka regulatora mo
gła być W racjonalny sposób uzyskana.

Dogodniej byłoby określić najpierw odpowiedź jednostko--
wą całego układu otwartego :

Ha = MAr A ^ M { ^ - - 1 )  . . . . . .  152

Kształt tej funkcji, przy pewnym doświadczeniu, pozwo
l i  konstruktorowi określić racjonalność postawionych wsruj>- 
ków z punktu widzenia możliwości osiągnięcia zadanej chara
kterystyki M Ar *»s . ,

Odpowiedź jednostkową samego regulatora określimy pę
tam łatwo jako „

TT — ' ■ . . . . . .  15?
^  As

Rozpatrzmy przykład liczbowy. ^
Kiech będą dane odpowiedzi Ii* i  Hg jak na rys. 22 x 25.
Eę = ł . 22,3.85,6.60,8.42,8.86,8.37,7.73,7.36,7.13,7.10,7.10, .

H s 0.8, 1.3, 1*7, 1.9, 2.0, 2.0, . . .s
Odpowiedź żądana X niech będzie jak n? ry s .24- :
X ss 0 .0 7 , 0.09, 0*10, 0 .1 0 , . . .
Mamy _ _ • {'
Ł  «  i7-.5r32.5f27.5-,13«5#-l«5»-8*5#-6*5t-2il4f- l . l 4 t-o .5 ,
♦x o .o ,o .o , . . .  ..........13*
/rykonanie działania p^trz tablica 7/
Stąd o d p o w ie d ź  jednostkowa całego Układu zamkniętego

n s M / -  1 / =r 3%Qf65*0,8S.i’, 32.0,8%0,7^.0,7<*0*
70.7,69*7,69*7, ••• ......... ' ^55

/wykonanie działania patrz tablica 8, wykres funkcji HQ -

-  rys.26.. . . ' r".
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Tablioa 7 Wykonanie działania Hw do str.56

17 *5, >:.5, 17.5, 13,5, -1.5, -e.5, -6,5, -£'*14, -1.14, -0.5,
1.22, 3.85, 6.60, >.42, 8.86, 8.37,
1.22, l 3 s ,  1.75, 1.75, 1.75, 1*75,

0 .0 ,

2.27, 4*85, 6.67, 7.11,
2.27, 2*95, 5.25, 3*25,

1.92, 3.42, 3.36,
1.92, 2.47, - .75,

7.73, 7.56, 7.1C, 7.1C, 7.10 . . .  
1*7"* 1*75, 1.75, 1.75 . . .

5.96, 5.61, 5.43, 5.35, 5.35 . . .
5.-5, 3 . ^ ,  5.25, ___ 5. 5, 5.25 . . .

2.73, '2*36, ' 2 .12, .10, 2 .IG . . .  
2.75, 2.75, 2 .75 , 2.75, 2.75 ..

0.J5, 1*11, 
0.55, 1.21,

0.62, -0,02, -0.3?, -0.57, -0.65, -0.65 . . .
1.35, . 1.55, 1.35, 1.55, 1.35, 1.35 . . .

-0.7::, -1.57, -1*74, -1*92, —2 .00, - 2  *00 . . .
-0.13, -0*15, -C .15, -0.15, -0.15, -0.15 . . .

-0.50, -1.22, -1.59, -1.77, -1*35, - l .W  . . .
-C .60, -0.76, -0.35, -0.85, -0.85, -0 .35 . . .

. • -V ■
. '

-

-0.46, -0.74, - 0 .92, -1.00, --1*00 . . .  
-0.46, -0.59, -0.65, -0.65, -C .65 . . .

-0.15, -0.27, -0.35, -0,35 ..  
-0.15, -■■’.19, - 0 .21, - 0.21 ..

-o .or, -0.14, -0.14 . . .  
_-0.08, -0.10, -0.11 . . .

-0.04, -0.03

---------------

: 0.07, 0.09, 0.10, 0,10 . . .

■

---------------

------





o t

Odpowiedź jednostkowe regulatora wyniesie 

Hp x Ł -  *  82.5,28.3,81.2,4.25,62.0,O.O,73.'l*-0i5*69;0, 
^  0.78,68.5*-l*l* 73*8,... . . . . . .  136

/wykonanie dziwienie patrz tablice 9/
Otrzymany wynik Hj, jest, jak wiadomo, obarczony uchybami w 
dalszych wyrazach* Można jednak wyraźnie określić, że prze
pustów Ś6 Ar musi być typu k1 + Kg/s/, podobnie jak: w przy
kładzie ns str. 9 .

Przyjmując, że część bezinercyjna regulatora będzie 
miała wmocnienie 35* otrzymamy dla niej ,

«  2, 0, 2*0, . . .  x 35 *  70*0, 70, 0, 70, 0, . . .  . . . . . .  137

Odejmując od obliczonego , otrzymamy operator *

określ©jący odpowiedź jednostkową drugiej części regulatora* 
e 12.5 i 28,3*11* 2,4, 25*-8*0o0.0,3«l*-0.5*-l*0*0.78,—l.f>*

—1 .1 ,3 .£ »* . *  . . . . . .  13®
Wiedząc o dużych uchybach w dalszych wyrazach, można zapeme 
przyjąć
Hj.2 * I2.5*28.3,iu2,4,25f-8.0,0.0f 3.1*0.0t0.0,c..

. . . . . .  I 39

IXLa uzyskania punktów wykresu Ĥ - , trzeba do Hpg dodać ciąg 
'liczbowy 35*35*35*35* . . .  Otrzymamy

= 47*5*63*3*46*2,3% 25 * 27*0*35*0*3S*1»35.0,35*0, . . .
. ■ # • ♦ » •  ♦.
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Funkcje Ę, nai^ysowana jest na rys ,27. Zauważmy, te' 
otrzymane rzmocnienie w stanie ustalonym, 'wynoszące dla os

iego ob -odu 4~r -  70f od-
Oil

r\ posiada tylko wymaganiom
/ \ • postawionym w zakresie
J \ usuwania wpływu zakłóoe-
/ \  ni"* V układach o z^ien-

\ . . . -----------  nej wielkości zadanej na-
\ /  loży skontrolować, esy

wzmocnienie jest wystar
czające dla uzyskania 
zgodności wielkości regu— 

t lowane j z zadaną*

b/ Metoda " od wyjścia ku wejściu n\
ITosługując się ” klasycznym * podejściem, to jest opertH 
j-ąc algebraicznie przepustowościami elementów układu aż 
do uzyskania ostatecznego wzoru możemy spotkać się z po
trzebą wielokrotnego dobierania X* oo wiąże się z powta
rzaniem pracy obliczeniowej.

Znacme korzyści można osiągnąć, podchodząc do proble
mu nieco inaczej -  w sposób, wykorzystujący izomorficzność 
operatora liczbowego z przebiegiem czasovymj cechą charakte
rystyczną tego podejścia będzie posuwanie się"od wyjścia ku 
v/e jściutł,

Wielkość wyjściowa obiektu regulacji /parametr regulo
wany/ je3t równe sumie rezultatów oddziaływań : zakłócające
go W i  sterująoego S. Jeśli porastającą w obiekcie, w nieobe
cności oddziaływania sterującego, odpowiedź chcemy zmniej
szyć /mówiąc ogólnie -  zmienić/, to musimy obok zakłócenia 
wprowadzić odpowiednie oddziaływanie sterujące,

'Warunkiem wyjścicroym będzie zatem przebieg żądany
X ® f * •• • ,, X4-1W o

który łącznie z wielkością \  określa potrzebne oddziaływa
nie sterujące S :

R_ s B * A_ s X — E_ •••»•• 142

k_K CMA

Wielkość S jest wielkością wyjściową regulatora i  za-
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razem wielkością ujściową obiektu regulacji w miejscu na- 
s te wiania • Mając operator S jako wielkość po;:reon±ą w toku 
obliczacie# mamy możność sprawdzić realność zawożoner.o L 
z punktu Rdzenia zarówno możliwości uzyskania przebiegu S 
na wyjściu regulatora, jak i  możliwości jego przyłożenia do
obiektu regulacji*

Wielkością v» jściową regulatora jest oczyt.ii.cle -  X,

zatem
a _ _i5_ _ Hw-X 

v ~ -X - XA, 144

albo K
JAs~  m ........m ... i  h i ............

X A rA5 - HW~K * * . . . •  145
Zauważmy, że w wielu przypedkach prawe część równania 

/145/ mało różni się od Bw; zwykle bowiem żądamy bardzo 
znacznego zmniejszenia wpływu zakłóoeó, t j*  bardzo małego X 
w porównaniu z pierwotnym • Zatem w przybliżeniu

X A .........146
Wzór /146/ wyreżs, że odpowiedź na oddziaływanie ste

rujące /mierzona na wyjściu obiektu regulacji/ ma być w przy
bliżeniu równa odpowiedzi na zakłócenie, przy czym wielkość 
wywołującą oddziaływanie sterujące /X/ należy dobrać w spo
sób zgodny z postawionymi warunkami.

Możne stąd od razu wyciągnąć pewne wnioski -  na przy
kład, je ś li w krzywej występuje « prze reguł o w* nie ”, któ
re ma być usunięte ne rzecz przebiegu X o charakterze jedno
stajnie wzrastającym aż do osiągnięcia stanu ustalonego, to 
przepustowość musi zapewnić istnienie H przeregułovi
nia « # przy pobudzeniu wielkością X, a więc często również
przy pobudzeniu skokiem jednostkowym*

JakO przykład liczbowy rozpatrzmy dobranie regulatora
do obiektu, mającego charakterystyki i  Hg podane na rys* 
28 i  rys* 29. Żądamy, by po dodaniu regulatora odpowiedź

*) Wzór /146/ można stosować, gdy w s z y s t k i e  rzędne X 
sa znacznie mniejsze od odpowiadających im rzędnych \  * Hie 
odpowiada to bynajmniej jakiemuś najprostszemu regulatoro

wi*
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Hs

Rys. 29

jednostkowe obiektu miała 
kształt X, podany na rys.
24.

Pierwszą wielkością, 
t jaką należy obliczyć, jest

— **“ potrzebne oddzieływanie
sterujące S /dla uproszczę-- 
nia przyjmie cy je jako do

datnie} zakładamy, że ukłsd jest prawidłowo zbudowanym ukła
dem regulacji/ :
* «  Z 1 14?S  55 ...... .. . »—- • • • • * •  •

H
H. -  X obliczymy łatwo przez odejmowanie -  załóżmy, że
Fv = 0.375,1*50,3.34,5.19,£ .^ , '«9 5 f6o88*6.61,6*35,6.1 <■•, . 

6.12,6 .10,6.10, ...
X a 0.07, 0.09, 0.10, 0.10, . . .
H — X ts 0 * 3 0 5 , 1 . ^ 1 ,  3 * 2 ^ ,5 • 0 9 ,6 # ^ ,A - , 6 .3 3 , t ' . 7 8 ,G .5 1 , 6 .  2 5 ,^ • 0 9 , 

6.02,6.00,6.00, ...
A obliczymy nr podstawie odpowiedzi Es ; przy llQ wynoszą
cym

H_ *  0 . 5 , 0 .8 , l .o ,  1.0, . . .  /rys. 29/

przepustowość Ar; wynosi

A = 0*25,0.40,0.25,010,0,0.0,0.00,...................  148

Wykonując wskazane wyżej dzielenie /tablica 10/ , otrzymamy 
S s I*2£,3«^9»5*82,6.87,7*06,6.85,6«>38f6ol8,6.02,6.00t6o00,.

. . . . . .  14 9
♦ •



Tablica 10 9 u ■.ir-isłaric.
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do jfcr.63

1 .22, T £LQ ^ s
r. r7 r? i’i & <s . oeO J 6  ̂ Aó nr.fW u .w # V= £ .02 ; ' 6 .02, . ..

0.305, 1.41, j,.'-!-, 5.09, 
0.305 0.48-: ; .305 .122

6 .7J , \  6.51, 6.25, 6.09, 6.02, 6.00( 6.00, . . . :  0.25, 0.40, O / Ą  G .10

0.922 2.955 4.968 6.34 
C .922 1.478 0.922 C.369

1.457 4.046 5.971 6.83
1.457 2.530 1.457 0.582

1.716 4.514 6.:48
1.716 2.750 1.716

6 .78 

0.687.

1.764 4.532
1.764 2.822

1.710
1.710

6.093 6.31
1.764 0.706

4.329 5.304 6.25
2.736 1.71- €.685

1.593 4.094 f*
. ?.565 6.0-9

1.593 2 .550 1.393 0 .538

« 1 .544 T 0*9̂./*- 5.452 6.02
1 .544 .47O 1.544 0.618

K iu. .302 , 3.908 5 .402 6. j 0
i .502 2.403 1.502 0 *602

1.505 3.900 5.398 6.00
1.505 2 .408 1.505 0.603

s 1.492 5L f>Q3Ł  ̂• J S 5.397 . . .
1.492 .390 1 4^^± « • ■— • * •

r 1.503 3.905 . . .
1.503 2 .403 » . .

1.302 . . .

S S 1.22, $.69, 5.82, c-.:7, 7*06 , $+&$ , £ .32 , 6*16, 6.0 , 6. . , 6.00,*.

i
_ _ _ _ _ _ _ _  ■ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ '



Itfkree 3 podany jest na rys. 50. Zauważmy, że niedokłaj- 
dnoi' ci vr obliczeniu dalszych wyrazów S mośn-'’ tu-było popra
wić na podstawie spodsiew?>nogo stanu ustalonego# Mianowicie,

#ys. 30

przebieg S na wywołać na wyjściu obiektu regulacji przebieg
-  X, wynoszący w stanie ustalonym 6.00. Ponieważ odpo

wiedź H0 w stanie ustalonym wynosi 1.0Gf s^ter ustalona 
część przebiegu S musi wynosić = 6.00.

Mając wykres przebiegu S mamy możność zorientować się, 
czy np. wartość chwilowa s = 7.06 mieści się w liniowym za
kresie charakterystyk obiektu regulacji.

Poszukiwany regulator powinien mieć przepustor/ość

* .  2 r  08 X
czyli od-owiedź jednostkową /rys.2V

Hp »  M . Av

. . . . . .  150

. . . . . .  151



Odpowiednie działania ■wykonano w tablicy 11 i  12*
T stosunku do Hr dalsze, mało dokładne wyrazy poprawiono na 
podstawie rozważani® stanu ustalonego -  ustalona wartość 
^ust " 0*10 ma wywołać sus .̂ ~ 6,00, ząteta ustalona wartość

musi wynosić 60*0,
Zauważmyf że tego rodzaju pomocnicze rozwr-źanie może 

być zastosowane tylko przy układzie o działaniu pro: orc 50-  
nalnym /przy układzie niecałkującym/*
c/ Rozwiązywanie niektórych zagadnień nieliniowych.

Przedstawiony wyżej sposób podejścia pozwala n-̂  uzyska. - 
nie rozwiązania również przy pewnych element a cli nieli*nio'\yc.3 
w układzie* Wykorzystujemy tu znowu izomorficznośe operatora 
liczbo\rego z przebiegiem czasowymj potrzebna jest przy tym 
konkretność danych wyjściowych, polegająca na całkowitym 
określeniu funkcji zakłócającej*

Załóżmy, że między obiekt regulacji i  regulator włą
czono element nieliniowy /rys. 32/, którego charakterystyka

nieliniowa ma charakter cał
kowicie statyczny, t j*  nie 
zfle ży od przebiegów czaso
wych.

Podobnie jak poprzed
nio, łPtwo określimy potrze
bne oddziaływanie sterujące 
S. Przy układzie całkoydL- 
cie liniowym nie było w za
sadzie konieczne określenie 
bezwzględnych wartości chwi
lowych S -  tu jednak trzeba

W

O b i e k t  r e q u i

Elem
nielin.

S ,
Regulator

Rys. 32

oczywiście S obliczyć dla maksymalnej spodziewanej, a w każ
dym ra z ie -d la  konkretnej wartości zakłócenia*

Jeśli element nieliniowy jest — jak założyliśmy wyżej 
-  bezinercyjny, to łatwo określimy przebieg S^, jaki musi 
być przyłożony na we j ś c i e  tego elementu dla otrzymania na
wyjściu przebiegu Sj 
trzeba poprostu przemnożyć rzędne S przez odpowiednie współ
czynniki, odczytane z charakterystyki elementu nieliniowego. 

Charakterystykę r e g u l e tore ła tw  dalej znaleźć posłu
gując się otrzymanym S/j i  zadanym X*

Trzeba podkreś lić ,że o ile  przy układzie liniowym mo~
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*30

7 * 0

17.45, vw o ♦ 1. . , n oo>' •*-v / _il ' ŁO — , -3 .33 , »• *3.54, .fTV J>V 11.04, C .14, C .14 f.

1.22, 
1.22

’ 3*4 
1.565

i  *..  t
' I .745

- c m? •̂P-f > .

1,7*5
7.06 , 
1 .?45

6 ,85 , 
1.745

O
n

.33,
,745

6.13 , 
1.745

6.02,
1.745

6 ,00 , 
1.745

6,00,. 
1,745

2 ,121 4,075 
' 2.7J0 3.03

5.315
5.03

5.105
T'~ A

ii .635
.03

4.435
"J .Op

4.075
3.05

4,255 
■ 3.03

4,255 
3.03 .

s ■' i -flf 2,095
1.730

■■' • '-'?? 5 
1,520

2.073 
i  .o-

l  
* i

.605

.920
1.405
1.920

1.245 
1.920

I .225
1.920

1,225
1*920

0 .365 
0,365

0 ,365
7,469

o ,155 
C ,520

•O' .315 -0.515 ,cr:“
• •*!%/ #Q /

0.522
-0 .635 
c .522

-0,595 
0.522

» .104 
-0.104

-0,367 
—u , 1'.i4

m a \j-

• -

-1.037
-0.149

-1.197 
. .i-r

-1 .21? 
- c .14?

-1.217 
-c .140

C..07, 0,09

0 .23? .338 _1 *046 ■ -n . r" —± **.;OC
ZZ, /’ -0 '•333- •rV #333 -0,333

.555 —0.'n;; -0,735. -0,735
4QO .■r>.. —0.554 —0,554 - 0,554

,056 *0 .lp> —C ,1 :1 •0.1-1 . . .
,056 -0 .07 - -V ,080 -0,030 . . .

£ *>0 ,087 —'- ,101 -0,101 . . .
-o,0f?7 -0,111 - e ,  124 . . .

0 ,0 1 y  0 ,014

C,010 0,009 
o ,010 u ,015

= -0,004-



Tabllos*12 Wykonanie działania

■ i T-t

if B

34*9, 60.6 , 7?-.3 , '71.0, 70.;; , 64.4, ~ 55 .2 t 62 ,c , 56 .,?■, S3 ,ó , 57,0, 63.o, 57 .0 ,.,,

.17 *45, >'-■ *$■ i 19«& , 'j 9i-i~ , —1 ,4„. , +0 *33, —- .54 , -•*0 *0 j —j- .-4 , 0 , C .14, 0 .0 f 0 .0 ( t • . , 0$ •- 
17.45 C.O -17.45

: 36.65 ' 5*22
:.i:&  O .0 *30 .3

36.65 35.52 -1.42
36.65 .0 ..-J&.65

55.52 35.16 -3.33
35.52 C.O -35.52

’ * " 35.1$ 2249 *3*54 
.3.15 *) .0 - i <  -9-AX3

32.19 29 *62 -O .8 
32*19 C.O -32.19

29.62 31.39 -1.24-
29 .62

31.39 28*38 0.14
31.39 o.o -31.39

28.38 31.53
20,32 0.0

0.14
fcOO•C.O

>1 28,52 C.O
31.53 0.0 -31.53

'

ft 28.52 31.53 0.0 

Hr S 34.9, $0*6, 73.3 , 71*0 , 70.3, S4.4, 61, 50, 50, 60, . . .



żlrae było określenie przepustowości całego zamkniętego 
układu 3-ko pewnej stałej wielkości charakterystycznej, to 
tu oczywiście dla każde j nowej wartości zakłócenia trzeba 
obliczenie przeprowadzać n* nowo.

Jako przykład rozpatrrzmy układ z ogranicznikiem, przed* 
stawiony na rys. 33. Ogranicznik jest tu włączony między re

gulator i  obiekt regulacji i  
— !----  Hw symbolizuje, że wartość chwi

lowa dopuszczalnego czy teżI łV

O g r .

Ar

x G-0 skutecznie dzi?ł*jacego od- 
Y  dzi^ływania sterującego jest 
" ograniczona. Ograniczenie ta

kie jest możliwe z dvócb przy
czyń ; 1/ obiekt jest n ieli
niowy /nasyca się/, albo 
2J obiekt, z pe^mych względów, 

nie może być poddany oddziaływaniu większemu od granicznego. 
Jako wielkości wyjściom mamy dane :

odpowiedź jednostkową na zakłócenie /rys. 3V :
= 1.15, 1.93, 2,70, 2.97, 2.99, 3.00, 3.00 . . .

Rys. 33

odpowiedź jednostkową na oddziaływanie sterujące 
/rys. 35/ *

H a 0.8, 1.4, 1.8, 2.0, 2.0, . . .5 *
charakterystykę ogranicznik* /rys. 56/.
Znalezienie przebiegu S przez proste dzielenie opera

torów, po założeniu sobie przebiegu X, nie prowadzi do celu 
wobec obecności elementu nieliniowego.
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Załóżmy, że zadaniem regulatora będz ie  całkow ite  usu
nięcie wpływu zakłócenia /zatem regulator musi być regu la to 
rem o działaniu całkującym/. Aby usunąć wpływ zak łócen ia  w 
stanie ustalonym, -trzeba do obiektu przyłożyć wartość u sta lo 
ną S równą 1.5* wynika to z ustalonych w artośc i oraz H&, 
Początek przebiegu S trzeba tak dobrać, by osiągnąć m ożliwie  
najm niejsze i  szybko m alejące w artości X. Załóżmy n a jp ie rw , 
źe S »  1 .5 , 1*5> 1 .5 , . . .  P rzeb ieg  ta k i zapewnia w łaściwą
wartość X d la  3tanu ustalonego, gdyż będzie wówczas Rg usta
lone równe 3 .0 , i  zatem «  0, /Zakładam przy tym, że 
R ma znak przeciwny do , oraz o gó ln ie , że sprzężenie  

zwrotne w układzie je s t  w ła ś c iw  t j .  ujemne/.
jako czynność wstępną musimy ob liczyć  przepustowość

A / ta b lic a  13/*
3

Mnożąc następnie  

otrzymujemy

S =1 .5 , 1.5, 1.5, przez s

Rs 0.6, 1.65, 2,40, 2*85, 5.00, 5*00,





Działanie to jest wykonane w górnej części tablicy 14. 
Zauważmy, że "oierwsze wartości 9,,. zn' cśnie roznia się od. 
llv, =.1*15, 1.95* 2*70, 2.97, 2*9%  ?.«0* 5.00, . . .  i przy 
tym. nie wykorzystaliśmy możliwości elementu nieliniowego, 
który dopuszcza wartość chwilową 1.?. Dodajmy 0*2.Ag do 
otrzymanej odpowiedzi — otrzymamy

0*6, 1.65, 2*30, 2*85, 3*00, 3.00, ;.00, ••*
+ 0*08, 0.14, 0*10, 0*06 0*02

0*68, 1*79, *2*50, 2.91, 3*02, 3*00, 3.00, o*.

Odchylenie od \  daje jeszcze wyraz drugi -  wynosi on 1.79 
zamiast ok. 2.0. Dodajmy do otrzymanego przebiegu przebieg 
/0*C, 0*2/ • A — jest to równoważne ze zwiększeniem dru
giego wyrazu S^do wartości 1*7. Otrzymujemy

0*68, 1.79, 2.50, 2.91, 3.02, 3.00, 3.00, . . .
+ 0.08, 0.14, 0.10, 0.06, 0*02___________

0.68, 1.87, 2.64, 3,01, 3.08, 3.02, 3.00, . . .

Vtyvnz trzeci odpowiada w przybliżeniu trzeciemu r.yra- 
zowi H,v -  natomiast wyrazy czwarty, piąty i  szósty przebie

gu R są za duże i Dodajmy przebieg /0,0, 0.0, 0.0, -0.2/**s :

0.68, 1.87, 2.64, 3*01, 3*08, 3.02, 3.00, 3.00, 3.00,...
—0,08,-0,14,—0*10,—- .O G u ,02,

- - . . -- .......... —________CS----—..... ........-------------—-

0,68,1.87, 2*64, 2.93, 2.9*, 2,92, 2.9*, 2.98, 3.00,...

oraz jeszcze przebieg /O,o, 0,0, O.C, 0.0, 0.1/ -’ig *

0,68, 1,87, 2.64, 2,93, 2,9*, 2*92, 2.9*, 2*98, 3.00, 3.00,.
0.04, 0*07, 0*05, 0.03, 0.01_________

0.68, 1.87, 2*64, 2*93, 2*98, -2*99, 2*99, 3.01,* 3.01, 3.00,.

Ostatnio otrzymany przebieg można przyjąć jako wy
starcza jacy -  mamy zatem

S = 1.7, 1.7, 1.5, 1*3, 1.6, l . . ',  1*5, -• ,**•
......... 152

oraz
X _ _ t>̂  j- 0*47,0*06,0.06,0.04,0*01,0.01,0.01,—0.01,

—0.01, 0*00, 0.00," . . .  •••••• 15j

1

--------
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Tablica 14 Hyfeó&oci© Łań do e t r .72

H

0.2 * A,

/0.0, 0.2/ At

/O.O, O.C, 0.0,-0.2/A

/O ,0,0.0,- ,0,0 .0,0,1/AgJ

1.5, 1A , 1 * . , 1.2, 1.5, 1.5, i ^ 1.5, i R 1.5, 1.5, 1 .5 ,. . .  z

0.6, 0.6,
1.05,

0.6,
1.05,
c.75 ,

0.6,
1.05,

■ c .75, 
.*5,

0.6,
1.05,
0.75,
0 .45, 
- .15,

0.6, 
1.05, 
0.75, 
0 .45, 
0.15,

0,6,
1.05,
0.75,
0.45,
0.15,

0.6,
1.05, 
0.75, 
0 .45, 
o .15,

0.6,
l  .05,
a *7̂'' ♦ ( $  

c .45, 
0.15,

0.6,
1 .05 ,
v r7fr 

• <  S  t

0.45, 
0.15,

0.6,
1.05,
0.75,
0.45,
0.15,

0 .5, .
1.05,
0.75, 
c .45, 
0.15,

• •
♦ • 
• t • 
» ♦ • 
« « •

0,6, 1 .65,
-r —
2.40, a .35, 3 .00 , 3.00, 3.00, ■ -? .00, 3 .00, .■% .00 ^ .00, j  ,Q0 , • • •

.0.08, 0.14, 0.10, .06, u .02

0,68, 1.79,
0.08,

2 ,5C , 

0.14,
2.91, 

0 .10,

3.02, 

0 .06,

5 .00,

0 .02

3 .oc, 5-.00, 3.00, 2 .00, 3 . 00., * « «

0,66, 1.87, 2 .64, 5.01, 

•0 .08 ,

3.08, 

"•W .l î ,
3.02, 

f»0 .10,

3.00, 

•0 .06,

3.00, 

«*»>- .02

5.00, 0 ■3 .00, 3.00, » • •

0.50, 1.37, 2.64, 2.33, T Gili

v .04,

O CiO - * - »
0

2.94,

0.05,

•".98, 

0 .0?,

3.00, 

0.01,

n- ♦" 1 >■ , 3 . -■ 0 , » e 9

0 ,66, •1.37, 2.64, ■'"> Ofi < • ,70, 2.99, O  ó 0 *- • -• , ,3.01, 3 .0 1 , • X w  J • p 7. r- n,, ,VV. , 3 .00, • '« •
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Zadaniem regulatora będzie'dać przebieg

— a^ b , 1*5, 1*3* -I* -, 1 .5 , 1*5 , ......... 154

gdzie a, b są dowolne i  >1.7, przy przebiegu wejściowym X, 
Załóżmy, Se regulator jest bezinercyjnym członem całkującym 
/bezinercyjny człon estetyczny/^ Otrzymamy wór/csas na wyj
ściu regulstors przebieg

X • Ł , 1 ,1 ,1 ,... = 0.235,0.50,0.56,0.61,0.635,0.645,0.655,
0.655,0*645,0,64-0,0*640, * * *

155
/patrz tablica 15/•

Przebieg ten nie jest zgodny z przebiegiem S1 . Zgo
dność dis stanu ustalonego otrzymamy, mnożąc otrzymany ope
rator przez 2.34 -  odpowiada to przyjęciu, że przepustowość 
regulatora wynosi 1.17, 2 *’4, ;:,.’4 , . . .  , Aby uzyskać zgo
dność przebiegu nc wyjęciu regulatora z przebiegiem w 
stenie nieustalonym., należy jeszcze do tej .przepustowości 
dodać pełzne wyrazy; dodajmy najpierw do otrzymanego przebie
gu przebieg 2*5 • X :

> * •0.550,1.170,1.310,1.427,1.486,1.509,1*533,1.533,1.509,1.496,1.498,
1.175,0.150,0.150,0*100,0.025,0.025,0*025,-0. 02y-0. 025_______________
1.725,1.320,1.460,1.5^7,1.511,1.534,1.558,1.508,1.484,1.498,1.498,t .*

Postępując dalej w podobny sposób /co jest wykonane w 
tablicy 16/, otr2ymujemy przepustowość regulatora . Roz
wiązanie zagadnienie nie jest jednak jedyne ze względu na du-|» 
żą dowolność wyrazów a, b. Przyjmując, jak zrobiono w tabli
cy 16, a = 1.72, b sr 1*79, otrzymujemy rozwiązanie w pewnym 
sensie optymalne /rys. 37/. Otrzymaną przepustowość regulator

lii

a

Rys. 37

Â  można zapisać ĵ -ko

1.17 , 2*34,2*34 . . .  ł  2.5,1.0,-0.045,-0*60,0o19,-0.03,-0.11, 
-0.02,0.08,0.03,-0*02 =
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Tatlioa 16 Wykonani* dslałaii do str *74

' 0.550,1.170, 1.310, 1.427, 1.436, 1.505, 1.533, 1.533, 1.509, 1.498, 1.498,
2.5 . X. : 1.175,0.150, 0.150, 0.100, 0 .0 2 5 , 0.025, 0.0 5 ,-0 .03 , - 0 . o--5

T ^ 3 , l ^ .  *1^460, 1.5-7, 1.511, 1.534, 1.552, 1.508, 1.404, 1.498, 1.496,
/O *C, 1 *v/X : 0*470, 0 .060, G.06v, 0*040, 0 .Olu, ■ 0.010, O .ulu, —O- *01c o ... i.-,-

1.79C, 1.520, 1.5?7, 1.551, 1.544, 1.568, 1.518, 1.474, 1.40?, 1.498, 
/o .0,0 .0, -O ,045/X: -C .021,-0 .003,-0  .003* >-0 .002, O.OOO, O .OOP-, . . .

~~~~~ 1.499, 1.584, ' , 1.31% 1.474-, 1.4e8, 1.498,
,:/0f0,G *■" ,0 .0,-C ,60/Xt —u *282,.-0 .036, -ć .035,*> D6,w0*QQ€,- * ' V  ó*v

1.496, . . .
O .QOS;

i -» , »-», i ■. v.', v . ,o . 19/V .-K>4- -

1 .302, 1.512, 1.506, 1.544, 1.512, 1.46T, 1 ,4.c, 1.!
O *0->9, . '•j’J-1, O- *oli, - *VvJr: , V , v . - , »--v> ' ,

1.50-V, 1.49% 1.492,.*.
‘•w . J02, —O . O02

/G .0.,o .; ,; , .,:■ .0 , o .c , ~e .03/X:

/ '.  , j .o ,  3 .6 ,0 . , 0 .0 , . , .? i/ ' : ____

/O,:., ̂  -j t Q j U  ,Q ̂  O ,v t O .- ,C . , ■ . . , —■i- .O*-/ •!

/O.Of O .0 ,0 .0 ,0 .0,0 .0 ,0* ,0 .0 ,0 .0,O .03/2:

/'“’ .i , .■ . * . u *0 , O *0 ,0 . , .0 ,0 .- , v/ ,'U .0,>/ >v»

i O*0,0 *0,0 .0,0 .0,0 .0 o *0 ,c  .0 , 0 .0 , C .0 , O*0 , —O .Oc/S»

1.601, 1.517, 1.555, 1 .52 0 , 1 .470, 1.424, 1.506, 1 .50 2 , 1.496, 1 .42- , . . .  
—O .014, -O. .OOć. , —- .00- O .001,—O *000, . . .

1 .503, 1.553, 1.512, 1.452, 1.424, 1.506, 
-0 .0 5 2 ,^  .007,—O*007,—V.004,—v *001,

1.501, 1.511, 1.462, 1.420, 1.503, 
—O .00j/, —O .002 ,—0,00.1,—C .001,

1.495, 1.492, 4.49S,’. . .
.001,-o .001, o .001, a .001

1 .505

2 .501, 1 .495, 1.499, 1.499, 1.498, 
.0*000, . , .

1.502, 1.451, 1.479, 1.504,
c .0 3*, 0 .005, 0.005,

1.501, 1.429, 1.499, 1.499, 1*4 
„ .003, o*0Q, - .001, o ,001, «t€ . :-oi,

1.498, . . .
■c .001

1.499, 1.484, 1.509, 
0.014, 0.002,

1.504, 1.492, I . 5OO, 1.500, 1.497, 
0.002, 0.001, 0.000,...

1,49?, 1.49%

1.49% 1.511, 
-O.009,

1.506, 1.497, 1*500, 1.500, 1.497, 
-2.001,-0 .001, -O .001,- . ■ -

1.497, 1.498,

1.725,1.790, 1.499, 1 .302, 1.601, 1.503, 1.501,1.502, 1.499, 1.4-2, 1.502, 1.505, 1.496, 1,501, 1.500, 1.497, 1.497, 1.495,
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= 3.67* 3*34, 2* 29*1*74* 2.53* 2*31 *'2i23*2*;2,2.4?, 2.37,2.32,
. •' * . . . .

Odpowiedź je dno s tkowa w  gulatore wyniesie

Hp ss Ar » M = rt ^ ^  *  7.:^ ,6 .68 ,11.92,10ol6,16.98,14,78, 

21.44,19.4 2,26.28 , 24 . IG , 30. 22, 28 . 84,35 .60,33. 5 2,. ..
. . . . . .  156

/dz ia łan ie  wykonano w ta b lic y  17/.

Od operatora tego trzeb? odjąć operator 4 .4 <;*: «i *4.4 2*0.0f
4 .42 ,... odpowiadający skokowi jednostkotemu o wysokości
2.21.
Otrzymany wówczas, dodając do wszystkich, wyrazów 2.21, rzę
dne skorygowanego ’.’.ykresu 1 3. krzywą l-^rys. 3£ /przy

czym wykres rozpoczyna się od 2.21 dla t = 0/:
F' = 5 .13,?.59, 9. 71*1 2 .37*14.77*16*99*19.23* 21.63*24.07*

26«37*28.71* 31 .05*33 .39*35*73*... . . . . . .  157

Rys. 38

4 .3 .3. Określanie charakterystyk składowych częśc i re g u la to ra .
W podobny sposób, ja k i  deje s ię  stosować do ok reśle 

n ie charakterystyk i regu la to ra  jako c a ło ś c i ,  możno z k o le i  
o k re ś lić  żądane charakterystyk i składowych częśc i regu la to ra  

■Crzebe przy tym, o p ie r a ją« s ię  na próbach lu b  doświadczeniu, 
założyć z góry  strukturę -e g u l* to re . Zazwyczaj re gu la to r  b ę -

I
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do sty.77

7 *» »*.34, 6.6f, IX .52, 10.16, 16.98, 14.7", 51.44, 19.42, 26.28, 24.16, 3C >93, 26.64, 35.60, 33*52,

T •24 / »?T 1 go.• s3.67,
3.67, 0 .0 , -3  .<57,

3 .34 ,
3 . 3 4 ,

r. o ✓

1 . 7 4 ,

5.96, 1*74
»•V

96, 5.08,

5.06, 
5 *06,

2.53,

2*55
*5.96

a  . 4 9 ,  

0 .0 ,

8 . 4 9 ,

£.42,

21,

2.31
-5 .ca

7.39,
0 .0 ,

7*39,
.M Łu

p

»cr.4s

1 0*7 2 ,
0 .0 .

1 0 *7 2 ,
10.7c,

2.32, . 2.42, 2.37, 2 .3 2 , 2.34, 2.34,

2.3r>

-1
■> ♦ / ± $ 
0.0,

9.71,
9.71,

.5, 0, -0.5

2,42
. 1 0  . 7 2

13.14, 
0 *0,

2 .37 
*9 *71

13.14, 12.0c,
13.14, o.c, *13.14

= 12.08, 15.46,
12.03, 0.0,

.

2 .34 
•12.00

2*3415.46, 14*42,
15.46, 0.0, *15.45

14.42,
14.42,

1 7  * a c ,  

0 . 0 ,

*5 'XLx

-14.42

17.80, 16.76, 
i td.

2.34



a)
c z ł o n  

j k o r e k c  ̂

b)

CJ

-  ?9 -
dzie zawierał pewne częśc i główne, np, wamsc&lecz i  s i ln ik ,  
oraz częśc i dodfttkowe służące do korekcji charakterystyk i, 
jnk wiadomo, takie człony korekcyjne bywają włączana szere 
gowo lub r ó m o le g le ,  często zaś jako pomocnicze sprzężen ie

zwrotne / ry s #39 a ,b ,c / «
Zależn ie od przypadku, może być ra c jo n a ln ie js z y  jeden;,

d rugi lub  t r z e c i  uk ład , alb®  
też pewna lo b  kombinacja* P o stę 
powanie należy  rozpoczynać od 

określen ia  charakterystyk i czę
ś c i głównych re g u la to ra , a na
stępnie dobierać człony korek
cyjne, o b ie ra ją c  najdogodn ie j
szą struktu rę  układu. Jako w ie l— 
kość zadaną można wziąć odpo
wiedź jednostkową Hr, lub  też  
przepustowość regu la to ra  A^ • 

Rozpatrzmy budowę regu la 
tora do ostatn iego  przykładu  
w poprzedn iej c zę śc i, t j ,  re 
gu latora  mającego odpowiedź je
dnostkową wyrażoną operatorem**

c z ł o n  ,
, K o r e k c . I ł i--- -— |

^ c z ł o n  "'i 
.1— k o r e k c .  H  , I-------- 1 *
t ,. - __ L

Rys. 39

H = 7.34,6,68,11,92,10.16,16,98,14,78,21,44,19**2,26,28, 
24.16,30,92,28.84,35,60,33,52, . . «

Przyjmijmy, że re gu la to r  będzie s ię  sk ład a ł z c zęśc i 
głównych : wzmacniacza o wzmocnieniu ci, 34 oraz servomotor u
o przepustowości ir , 1,1,1, 
jednostkową /rys, 40/,

Mają one łączną  odpowiedź
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H>( »  2.54, 4.68, 7*02, 9*56, 11.70, 14.04, . . .
•••••• 158

Zauważmy, źe potrzebnej korekcji w zasadzie nie można 
dokon ać przy pomocy członu, włączonego w szereg z. częściami 
głównymi regulatora, gdyż odporiedż jednostkowa Ep rzed- 
stawion* M rys. 38, nie może być uzyskane przy szeregowym 
włączeniu elementu ceł kujące go. Pozostaje połączenie równo- 
ległe /rys. 41/, w którym równolegle do części głównych

włączony jest układ dodatkowy mający 
.przepustowość
Aj,2 = Ar  -  Ar i  55 2 .5 ,1 .0 ,-0 .0 ^5 ,

—0.60, 0.19,-0.03,*"0.011.,—o.02, 
-— \0.08,0.05,—0.02 ••• •••••• 15

/por. wzory na str. 37 /.
Układ ten m» odpowiedź jednostkową

u Mad 
dodatkowy

wimatnian. serwo-
q towny motor

Rys. 41

5 .0 ,2 .0 ,4 . 92,0 .80,5 *30,0.7^-, 5 *08, O. 70,
5.24,0.76,5*18,0.76 ,5.18,0i?6 . . .

*•••<>•160
/tablice 18/, przy czym odpowiedni skorygowany wykres /rys. 
42/ ma rzędną dla t * 0 równą 2.21 oraz rzędne następne

2.79,4.21, 2*71,3.01, .O--, 
2.95,2.87,2.91,3.03,2.97,
2.97,2.97,2.97,...

. . . . . .  161
Otrzymany układ dodatko*- 

wy może być zrealizowany w 
postaci wzmacniacza z czło
nem korekcyjnym szeregowym* 
przy tym człon korekcyjny 
musi mieć’ charakterystykę 
w liczbach względnych jak 

na rys* 42, a wzmacniacz -  odpowiednie wzmocnienie.
Można również ten układ zrealizować w postaci wzmac

niacza o wzmocnieniu a z członem korekcyjnym w sprzężeniu 
zwrotnym. Będziemy wówczas mieli /rys.43/:

Ct
: . » . . . . . .  16 21 + alkor
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5.0, 2.0, 4.92, 0.80, 5.30, 0.74, 5.00, 0.70, 5.34, 0.76, 5 .IG, 0.76, 5.18, 0.76 . . .

2.5, 1.0,
2.5,

z 1 .0, 
1 .0 ,

-• .0 4 5 ,- - .6 0 ,  0 . 19, -c  .oj-, - o . i i ,  -0 ,0 2 ,  a .o c, o . o j ,  *0 . 05, o.oo, o.oo, . . .  : 0 .5 ,  o, -  
-s.5

1.46, -0 ,60 
0.0, *1,00 ■

% er

2.46, 
2 .46 ,

0.40, < .19 
*2 .460 .0 ,

0 .40
0 . .

2*65, 0 . 0 3  

. ,  -o .40

: .65, 0.3*7, -o .11 
2.65, 0.0, -2.65

0.37, 2.54, -0 .02, 
•O .37, ■1 * O, »C ■«‘*7f

2.54, 0.313, 
2 .54, 0 .v ,

0 .35, 
0.35,

0 .08 
‘2,54

2.62, 0.03 
-o .350 .0 ,

2.62, 0.38, .u .03
2.62, 0.0, -2.62

0.38, 2.59, 
o »•». , 0 .0 , 0 .38

2.59, o 0 .00
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albo

A r  z
Akor = PT~i -  8-1

163

a

A  kor

W tablicy 19 wykonano działanie

A - 1 - 1
r2

Rys .43

Odpowiedź jednostko w. członu ko
rekcyjnego będzie  oczywiście rów-^

na M * Ajcor . Zauważmy, źe pierwszy

wyraz Aj.ot, możemy w pewnych granioaoh zmieniać, dobierano

wzmocnienie a . Hie wpływa to jednak na zasadniczy kształt 
odpowiedzi jldnostkowej , a tylko na je3 wartość ustało-
ną. Zapiszmy w postaci

JL = /0.4 -  e^1 /, -0.16, 0.071, 0.065, -0.094, 0.073,
-0.0032, -0*027, 0.026, -0.013, -0.0012, 

. 0*011, -0.0072, 0*0056, -0.0048, 0.0004,
. ; . . . *  164

’Wykonajmy teraz mnożenie \ or* * ^ o r*  ' 2* ° * 2,0 9 #*V
/ ta b lic a  20/ i  wybierzmy b = Ża1 = 0.863. wówczas £  = 2.31,
R wartość ustalone B^or wynosi -0.090 /rys. 44/. Obierając

dla chwili t = 0.
Sprawdźmy przyjęte £ wg stanu ustalonego, kiedy /por.rys.42/ 
wzmocnienie osiego układu musi wynosić ok. 2.97.
Otrzymujemy

2.31wzmocnienie w st.ustal. » 1-0.090*2.31
= 2.94

. . . . . .  165



-G *00;?, 0,052, 0 .012,-0 *C ~

.4, 0 .Cle, 0.24, -0.076, 0.012, 0.044, 
#«*v 9 m(j *131 G #00/ p Q } mOpO t u #005,

0 *000, -c .032, - 0 .0 1  , 0 *003 
O*0 17, 0 .003, - 0 .0 1 3, - 0 .005, o .0,03

0.17 , .235, - 0.172, C *042, < *039, 
O . 176, O *--7X, —o *0*. , —O *043, v *013 ,

-c  .0 0 ?, -o .035, o .00 •, o .0r ;, -o .003
-0 ♦002,-0.006,-0 .V i,. : .006, O.C C 5,-0 .001

o .152, ~0|.l6?, O .085, o *026,
O .16'-, v-« i- t.',:.;, — .0031 **'-■ .035 ,

* -O >34, 0.08% 0.055,
-0*234,-0 .094, O.£ ,

-O .0 0 7,-0  .027, .002, ',.007, O .,.v •, .-01 •
0 . 0 1 2 , - 0 . 0 0 2 , - 0 . 0 0 7 , - 0 . jO C l, 0 . 0 0 5 ,  0 . 0 0 2 , - 0 * 0 0 1

- 0 .019 , - 0 .025, 0 .0. 9 , 0 .008, 0 .000, - 0 .001, C .001
0.056,- . t le ,  0 .005, 0.010, U.002, - o .007,-0.0 03, O*;

O .132, 0*061, 
0*132, 0*073,

-c *075, -o *007, 0.006,-0*002,-0*000, 0.006, 0 .004, - 0.002 
- 0 .003,-0 .044, O .014,-O*002,-O.008, - 0 .001, 0 .006, 0 *002, - 0.0

0.007, 0*026,-0*013,-0.0012, 0 *011, - 0 .0072, O.0056,-O.0048, 0 .0004,...

O, . . .  2.5,1..- , - 0 ,045,-:-.6 0,0 *19, -o .0 3 , -i .11,-0 .02,0 .08, 0.63 ,-00*

002

001

-  -0.008,
-O .008 ,

-0,072, 0.037,-0*008, o.000, 0.006, 0.007,-0.002,-0.004, 0.001
- 0 .003, 0 *000, - 0 .002, 0 .001, 0 .000, . . .

- ♦  ■- r-9, G .G37,-0 .006,-0 .1-0 1 , O .006, O .007, -o .0 0 2 ,-0  .004, 0 .00/1 
-0.069,-0.027, 0.001, 0.016,-0.005, 0.001, 0 .003, 0.000,-0.002,-0.001, 0.000

0.064,-O.C07,-0.017, 0*011, 0.006, 0.005,-0.004, 0.003, 0 .001, 0.000 
C.064, L .026,-O.C01,-V *016, 0.005,-0.001,-0.003, 0.000, 0,002, 0.001, O.000

-0.033,-0.016, 0 .027, 0.001, 0.006,-0.001, 0 *0 0 3 , - 0 *001, - 0 .001, 0.000
-  .033,-- .0 13 , 0 .001, c.oor,.;? .002, 0 .000* 0 .001, 0 .000, - 0 .001, o .000, . . .

-0.003, 0.026,..0.007, 0.003,-0.001, 0*002,-0.001, 0.000, 0.000,.., 
"*0 .Goj, *0 .001, O . OoOO *ool, v * o o o, . . .

0 .027, - 0 .007, 0 .007, - 0 .001, 0 .002, -C .001, 0.00 ., 0 .000, . . .  
o .l 27, O .0 ? ] , 0 . - . ’.007, 0*002* 0*000,-0.001, .000, OpOl, 0000

+- "
-o .018, 0.007,-0.006, 0.000,-0.001, 0.001, 0*000, 0D01, 0000..*
-O .018,-. .007, O .000, J .004,-0.001, O *0o>. , 0.001, 0£CC,-0)01,0000,

0.014,-0.006,-0.004, 0.000, 0.001,-1.001, 0)01, 0001,0000,
0 *014, 0.006, O , 00.tr,- 0 .003, 0.001, 0 .000, - 0001, OOOO, . . .

-0.012,-0. 04, 0.003, 0.000,-0.001, 0002, 0001,000$,
—Ł *0l~’, —o . w ̂ 5 , O *oGG , O .00 o , — G .00.1, 0 >00, I40UG, . . .

0 .001, 0 .003, - 0.003, 0 .000, 0002, 0001, 0000, 
0 .001, c .000, . . .

O .003, —O .00;,, . • .

— - - - - - - - - - - - - - - - * - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

■
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Tablica 20 Wy&onaiii© d5$iełan.ia Â .or. * m '* •*• str •

/ C .^ a 'V rC .ie ,  0 .071, 0 *065, - 0 .094, 0 .073, -o .0032, -0 .0 2 7 , 0 .026, >0 .0 13, - 0 .0012, 0*011, -0.0072, 0.0056, -0 .0048, 0.0004 X 2 ,0 ,2 ,O,2 ,O,2 ,O ,. . .

0*3-bJ* -0 .3?, ' 0 .142, 0.150, -0.188, 0.146,-0.0064, -0.034, 0 .05 , f-0.026, *0.0024, 0 .022, -0.0144, 0 .0110, -~0.0096, 0 .0008
O 8-b *0*32 0.14? 0.130,-0.188, 0.146,-0.0064,-0.054 0.052, -0,026., -0.0024 0 .022, -0.0144 G .0112-00096, 00008

* _ * . o ls-fc^coo/  O . ł S i t  -c .0064, - 0 .054, 0 .052, -0 .026, - 0 .0024, 0 .022, -G0144, .00112, - 00096, 1..
0 .8-fc, -0.32, 0.142, 0.150, -0.138, 0.146, «C.0064,-0,054, 

0,8-b, -O.3 2 , 0.142, 0 .130, -0*188, 0.146,
0,3-b, -O.3 2 , 0.142, 0.150,

■ 0 .8—b, —O .3 ,

0 .052, -0.026, -00024, 0022, -00144, j.
-0.0064, C.054, '0052, -0026, -00024,!.
-0.188, 0.146, -0064, 0054 , 0052, .j.
0.142, 0.130, 0188, 0146, 0C064,L

. ^2, .. , 0142, 0130, —01?O,
08-b, -052, 0142,.; 

■i 08-b,.

0,0—b —O*3 2 ,0 ,942—b,O *190,0.754—b, -C ,044,0 ,748—b, - 0 .09-'' ,.0 »;"’0 u—b, —O .124, 0 , 7 9 7 —b,—O .1 0 2 , 0 ,733—b,,—O.*091,u .773—b, —O «•■■ tO,O ,772-",—O .09' ,̂ 

gdy b-0.863: -C ,063, ~v.;v , 0,079, -0.190, -0.109, -C *044, -0.115, -0,09?, -0.063, -0.124, -O.O6 6 , -0,102, -O.CSO, -0*.,,'l, -0.090, -0*090,..

2a-1

----------------1— _________________________________
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Trzehs zauważyć, chai*ektorystyk ? otpzyjaans na rys, 
44' jest w zasadzie podobne do charakterystyki na rys. *2% 

z vyjątkiem dalszych, mniej dokładnych punktów.



-  86 - L / o i ;/ r i'1 &

4*4* Kryterium stabilności w oparciu o odpowiedź jednostkową 
•układu otwartego*

71 rozdziale niniejszym zajmuję się zagadnieniem określenia 
stabilności ukłedu zamkniętego na podstawie jego własnosci 
v; stanie otwartym* wyrażonych przy pomocy operatora liczbo-

v*G°. r ,  ̂ . ...
Szkic takiego postępowanie podał Tustin L®J* n̂ -° podając êa*
nak uzasadnię/; i  rozwinięcia postępowania, oraz -  co ważniej- 
sze — nie z^a ca j-;,c uwagi na praktyczno sć melody*
Ukisd dyMurdczny jest strtilny, je ie li  jego odpowiedź jedno
stko™ jest fonJ:cją zsniksjąoą Arnika stąd, że likłod ste- 
viinjr musi d(!VJ«i odpowiedź zaniksjofoą fi czcsie przy dowol- 
nym zanikającym wymuszeniu,
~ ogólnym przypadku układu regulacji /rys* 4-5/ mamy związek

j9
W

Ai
1*A7AZ 1 + At

............ 166

Stabilność układu nie zależy od^boru  
miejsca przyłożenia wymuszenia ' ♦ Mo
żne zatem tak przyłożyć wymuszenie, by 
było

Rys. 45

YJ 1 + A o  Qo ,a 7, <*2 , a 3 / ■ • • 1  •7

N i e c h  wymuszeniem zanikającym y, czasie będzie jednostka 
czyli W =' 1. Wówczas H = A i  operator ten wynosi

7
R  -• = T*o, F i , T*z * ^3 i '

Cto ,a1 ,a2 .&3, ~ ' ....... * " ®
UPleży określić, jakim warunkom powinny odpowiadać wyrazy

*/ Takie pojęcie.stabilności podaje np* [?] • Odpoviade ono 
‘warunkowi, by przepustowość danego układu nie miała biegu
nów również i  w początku układu współrzędnych płaszczyzny a* 
**/ 0 Stabilności decyduje położenie biegunów przepustowości 
A, czyli tylko zer wyrażeni* 1 + •

W i l l

11

Ik

.

H I
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e0 » al* *2* *4 ••• ł by przebieg wyrażony operatorem l i 
czbowym r0, r-j, r 2, r ? . . .  był przebiegiem zanikającym w 

czasie, czyli by było v
Lim r>n =0 . . . . . .  169

Można z n a le ź ć  wyrażenie, określające v.artość rn w funkcji

wyrazów aQ, a^» •••• OTTiZ rn—1 * vxi—2 *#*
Wg /168/f mamy związek»

(tffl , <̂ r f 2̂ , • * * ̂ 7») , 7*1 , rZ ' " ‘ ^n)  ~ 1 @ ‘ "  •••••• < -
Zapisu jąc to  mnożenie w postac i t a b lic y  :

(o oi af , c r 2 , 03, ... ) (ra, r7, r2, r3,...) 

a o ro, î ô, azr0f ą3r0i... 

ct0^ , o trJf cr2^ , . , .

Q<? 2̂ i 7*2, • * *

0 171

widzimy, że /n+1/ -  a koluranp tej tablicy daje rótmanie
a0 rn +a, rn_7 +az rn_z + ... +anr7 =0 . . . . . .  172

czyi i rn =~£ (cr-tJh.j + az rn.z + a n * ,) .........17 >'
Jeżeli ilość wyrazów w ciągu aQ, a-̂ , a^ . . . .  jest ograniczo

na */ i  ostatnim wyrazem.  ̂0 jest a^otr^ynujesiy zrmiast 

/172/ równanie :

Oq T*n + C[j T*n-i * • • * /̂r? ̂ n-m ~ ® ...........174

orpz

+a2.rn-2 + ... + Qm^n-m) *♦•••* 1?5 
Związek / l  74/ jest to lin iow e równanie ró żn icow jednorodne
rzędu m. Aby je sprowadzić•do zwykle używanej poetaoi pod
stawmy n — m = 2̂ ; v/ówczas

. . . . . .  1?6

*/ Odnev.lada to warunkowi, by układ badany był stabilny w 
stanie otwartym.przy czym stabilność rozumiana jest w sensie
podanym wyżej. >
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albo

T  +  —  r „ m , i - . . . + % r T * = 0  .......................................1 7 7' x + m ct„ x+m-1 a0 *
Cf, _ , drr>
%  r x+m -l a0

i  dale j

r xtm  + bi v x + m -i + ' "  + t3rr,T>* ~ 0  . . . . . .  17S

Jak wiadomo , rozwiązanie takiego równania ma postać

7*x 3 Cy'k 1 ^^2^2  ̂ . . » • » •  179
jeżeli wszystkie pierwiastki równania charakterystyczne go

T F + b iT r 1*  : - - + b m.1'\ + b m ^O  .........180
są różnej w przypadku pierwiastków krotnych, do rozwiązania 
wchodzą sumy o postaci

(Ci +C2 X C3  ̂ . . . . . .  1S1
gdzie X  jest s-krotnyn pierwiastkiem równania charaktery-

»stycznego. *
W przypadku, gdy równanie nie ma pierwiastków krotnych, żą
danie /1S3/ "będzie spełnione wtedy, gdy At* Ap *•• • Xn
miały moduły <.1. Jest to zarazem warunek konieczny, ho wiem 
żadna ze-stały.oh 0^, . . .  * występujących we ■ wzorze

/179/ t  w ogólnym przypadku nie jest równa zeru* Stałe te wy— 
znicza się z warunków początkowych* którymi są-wartości r^ ,

r l  * * • * rmr-l *
Mianowicie

P 0 -  C f +.C2 + C j  ■+ . . .  +  C  m  

Ttj = Cy A; + 2̂^2 "* • • * Cm~̂ rn 

r2 -  c r + Cz ** . . - + Cm^m . . . . . .  182

+ Cz 7<2. ’* • • •  C/n^m

Jeżeli w rozwiązaniu ogólnym są pierwiastki krotne, warunek 
na A jest nadal decydujący, boviom

Lim cs xs 1 A  = 0 ' $dy | ^  { <' -  ^  . . . . C . 1S 3
Należy znaleźć drogę określenia, czy pierwiastki równania
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char akteryS tycznego /18Q/ as ją moduły •‘Cif bo-s obliczanie 
wartości poszczególnych pierwiastków*
Jeśli z powrotem pomnożymy równanie /180/ przez aQ, problem 

sprowadzi- się do tego, czy zera wielomianu

\ ( 7 L ) - a oZ m + Ct1Z m" '+ > - ‘ +Clm .i Z + Ctm ......... 134
leżą w kole jednostkowym.. Wielomian f/z/ ma przy tym.współ
czynniki równe kole jnym wyrazom operatora liczbovjego 1+/-Q i

operator ton dość łatwo można znaleźć z odpowiedzi jednostko** 
v?e j otwartego ukłedu ♦

' Pos tavdony problem można rozwiązać bądź bezpośrednio, bądź 
też zamieniajac go na problem Rurvdtza przez odpowiednie 
podstawienie,
Proste rozwiązanie bezpośrednie na drodze algebraicznej nie 
jest znane; prof* Biernacki £l5J podaj© pewien sposób, który 
jest jednak zbyt skomplikowany do stosowania praktycznego. 
Jedynie w bardzo prostych przypadkach mogą być pomocne nastę
pujące tv.derdzenia /podane w [15] /  :

I. Warunkiem koniecznym na to, by wszystkie zera wielomianu 
f/z/ leżały w kole z < l ,  jest nierómość ja j > | a. | ;

I I .  Jeśli jest 0<aJâ ^ ] ^ . . . ^ e 1< a 0, to vdelomian f/z/ 

ma wszystkie zera w kole |zj<l ;

I I I .  To samo zachodzi, je ś li jp0|>)axl + I 82̂  + **'* ! * 

17. Jeśli 3»St|ap|>|s0l * h 1|...+|«p_1| + 1 ^ 1 +  ••• l \ l  . 

gdzie p jest jedną z liczb 1, 2, 3 ••• mf to wielomian f/z/ 
nie ma wszystkich zer w kole jednostkowym*
t-hyta bezpośrednie stwierdzenie, czy wszystkie zera wielomia
nu f/z/ leżą w kole jednostkowym można uzyskać w sposób .do
syć prosty w oparciu o następujące znane twierdzenie s

Jeśli krzywa zamknięta w płaszczyźnie z obejmuje H zer vde- 
lomianu f/z/, to odwzorowanie tej krzywej, obieganej w kie
runku ujemnym, na płaszczyznę f/z/ okrąża początek układu U
razy w kierunku dodatnim*
71 naszym przypadku krzywą zamkniętą w płaszczyźnie z powinno 
być koło jednostkove, czyli z «  / , gdzie *P zmienia się

*/ Podstawienie to wskazał Stastin [8 ] .



od 0 do 2 TT* Podstawiając do wielomianu t/z/  tę wartość, mo
że ay stwierdzić, czy krzywa f/z/ okrąża ty le  razy początek  
■układu, i l e  wynosi stopień wielomianu -  będzie to dowodem, 
że wszystkie zera le ż ą  w kole jednostkowym# Krzywa ta nie  

poxvinae przy  tym przechodzić przez początek układu*
I tu jednak, wobec z reguły wysokiego stopnia wielomianu 
f/z/, rachunki są dosyć długie, aczkolwiek nie jest potrzeb
na duża dokładność wyliczeń*
Rozwiązanie zagadnienia można również uzyskać prise z zamianę 
postawionego problemu na problem Hurwitza / nic in tnie nie cer 
?/ prawej półpłeszczyżnie/.
Można to zrobić [ l6 ] , podstawiając :

3 a J L z ^ L . ......... 185
1 + x

Probiera Hurwitza dla otrzymanego wielomianu f/- /•
. 1 4 X

be o z rep;uły wysokiego stopnia vie 1 orni a nu f/z/, na jdogodnie j 
byłoby d>=lej rozwiązać przy pomocy kryterium Michajłowa [ l ] .  
Cała jednak praca wydaje się być na tyle żmudna, że drogą 
bardziej prostą, a wymagającą mniejszego nakładu pracy, jest

bezpośrednie ebliczenie operatora S =s ■ i  zbadanie,
1 + V ,czy spełnia on wwnsask /169/* Da to jednocześnie bardziej 

ilościową informację o stabilności, podając przebieg przej- 
ścioisy w układzie,
Tyn niemniej, posłużenie się np* jednym z podanych wyfcej 
twierdzeń I -  IV może -  w. przypadkach ich stosowalności -  
dać szybkie stwierdzenie stabilności układu.

Nrleży tu zwrócić uwagę na to, że całe rozważanie oparte 
zostało na założeniu, że ilość wyrazów operatora 1 + -ftQ 
jest skończona. Przy tym, praktycznie, wskazane metody 
określenie stabilności mogą być stosowane raczej przy małej 
liczbie wyrazów operatora -  w każdym razie komplikują się
i  przedłużają przy większej liczbie wyrazów. Klasa układów 
regulacji, dla których operator 1 *► Aq ma skończoną ilość  
wyrazów /czyli których odpowiedź impulsowe jest funkcją 
zanikającą/, jest stosunkowo niewielka. He przykład, wszy
stkie serwomechanizmy oa^ą przepustowość widmową typu



25/s/ a _JL-----HilSZ. f gdzie n a 1#2 ••• , a M/s/ i  Q/s/ są
sn Q/s/

vrieloniansai pełnywl od s « ~ . rrfcr. 8, .
Wskazuje to, Se podane V7yże j rozważenia o kryterium stabil
ności nie aa ją dużego znaczenia praktycznego, nev©t nieza
leżnie od złożoności potrzebnych rachunków,
%dflje się, że drogą bardzie;} słusznn jest zpchow-nie postę- 
pov^nia czysto ntrcerycznego przy posługi'.-r-iu się charrkte- 
rystykami ohv.dlov.ymi, a przejście n?̂ charakterystyki ampli
tudowo -  fazowe w razie potrzeby .pode jśoi- •'dziej anali
zującego*



-  92 -

Przejście z odpowiedzi jednostkomj na <&arpkterys;frkg

amplitudowo ~ fago^ą «

1. Oprowadzenie*
W zsstosowanisch praktycznych największe dotąd rozmi

nięcie znalazły metody syntezy układów regulacji /a także 
analizy tych układów/, oparte o charakterystyki ezęstotli-^ 
■.■•ośoiow. Katody te maja charakter s to d  wyfcre sinych i  stąd 
arnika ich .szeroka stosowalność do układów dowolnie skompli 
kowanych, oraz do układów, które w. cało-ci lub w ozęsoi są 
znane' tvlko z doświadczalnie zdjętych charakterystyk.

Bezpośrednie zdejmowanie charakterystyk częstotliv7os- 
cio'ych poszczególnych c-lementów układu automatycznej regu
la c ji  nigdy nie jest tak proste, jak zdejmowanie charaktery
styk chwilowych; w przypadku natomiast elementów inercyjnych
o dużych etałych czasu zdjęcie charakterystyk częstotliwoś
ciowych jest szczególnie kłopotliwo i  długotrwałe*

"hanych jest w literaturze parę sposobów otrzymywania 
charakterystyk częstotllwośoio^h z zadanej wykreślnie cha-
fakterystrki chv,iloTOj , [ 5]  . f t j * ,  £?] i  i -

Należy tu zazneczyó, że mówiąc o metodach przejścia z
charakterystyki chwilowe j na charakterystyki częstotliwoś
ciowe, oyślę o metodach wykreślno -  analitycznych, e nie
nam na myśli teoretycznie możliwego, lecz praktycznie dotąd 
nie stosowanego, sposobu opartego o aproksymację funkcji cha 
rakte r y s  tyki chwilowej odpowiednim wyrażeniom analitycznym, 
aby następnie normalnym sposobem znaleźć charakterystykę 
częstotliwościową z tego wyrażenia analitycznego.

Poniżej opracowana została metoda-, pozwalająca nr sto
sunkowo łatwe i  bezpośrednie znalezienie charakterystyki amH 
plitudowo -  fazowej z zadanej charakterystyki chwilowej,

eayB punktem wyjściowym są kolejne rzędne tej ohsrakto- 
rystyki brane v; równych odstępach czasu. Metoda ta operuje 
przybliżeniem charakterystyki chwilowej przez łamaną, podob
nie' jak to jest robiono przy stosowaniu rachunku operatorów 
liczbom,eh do b e z p o ś r e d n ie j  syntezy układów regulacji w 
oparciu o charakterystyki chwilo**, “etoda nadaje eię do . 
przebiegów n ie o s o y la o y jn y e h ,  lu b  oscylacyjnych o dużym tłu
mieniu ; przy przebiegach oscylacyjnych mało tłumionych 
należsłob'? stosować rozłożenie na szereg Fouriera /por.np.
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f f i  n2. Metoda -bezpośredniego przejścia z charakterystyki chwilowej
na charakterystykę amplitudowo -  fazową.

Jeśli mamy odpowiedź impulsową k/t/ pewnego układu 
dynamieznego, to -  jak wiadomo 4 jego przepustowość jest 
wprost przekształceniem Laplace #a funkcji k / V :

K( s ) ^L [ k t t ) ]
Tiychodzą© zaś z odpowiedzi jednostkowej:

• f » • • 186

K(s)  = s L [h (i ) ] .........18'
Jak wiadomo, wyrażenie na charakterystykę amplitudowa I 

-  fazową otrzymamy, podstawiając Jo) zamiast 6 w wyrażeniu

K/s/. I
Załóżmy, że odpowiedź jednostkówa pewnego układu dał." |

się aproksymować lin ią  łamaną, jak na rys. 46. Funkcję przed]
stawioną na rys. 46 można uważać za sumę funko;i, s których
każde Jest lin ią  prostą, wychodzącą z punktu t0, t 2,

• • • t mającą właściwa sobie nachylenie*

postępowanie takie można zastosować do dowolnej funkcji 
f/t/, spełniającej warunek f/0/ = 0. W zasapie odpowiedź 
h/t/ każdego układu fizycznie resllzow^łego spełnia zawsz®

ten warunek. __
Funkcja z rys. 46 daje się przedstawić prostymi na

chylonymi, pokazanymi na rys. 4*7.
Każda z prostych, nachylonych ma równanie;

f k a ) = \ c t - t k) dla t > t k

lir

j ■ : a .

■V i i i

: ' n i :

'i i i
III

i' [* 

1

■! "



// « -- O dla t <  tj,

gdzie Xk 3est nachyleniem dpnej prostej*

Ble tego typy funkcji przekształcenie Laplace 'a ma

postać

Fk(s )= ^ e 'Us . . . . . .  189
Stad przekształcenie całej l in ii  łsmanej, czyli w 

przybliżeniu przekształcenie funkcji h/t/

F(s) 7 ? e 'tkS ..........190
gdzie A jest nachyleniem prostej, wychodzącej z punktu 

t = 0,
Biorąc pod uwagę /187/, możemy napisać

K ( s ) ^  e 'tkS ' .........191

Podstawiając s = jc*̂  , otrzymamy

^  - :tku 
K ( j J ) ś i  j t  e J ......... 192

Suma /192/ może być łatwo obliczona, je ś li ilość skła
dników różnych od zera nie będzie zbyt duża; tak Jest w przy
padku, gdy aproksymowana lin ią  łamaną odpowiedź jednostkowa 
nie jest zbyt powolnie tłumionym przebiegiem oscylacyjnym.

Sumowanie /192/ musi być przeprowadzone dla szeregu 
kolejnych wartości częstotliwości ej . Dogodnie jest wprowa- 
dzić wielkość u ■- t^ = t~ -  t i s t~ -  t A- td ., oraz często—



Ponieważ we v/zorze 
/193/ występują iloczyny

?jys tarczy określić A-» ^ 3  i  td«
proste rozttPŻanie geoiaetryczne /rys. 49/ V7skezuje,ze

Z^tem, mając zadany operator 11 
csbowy odpowiedający funkcji h/t/f 
czyli ciąg je j rzędnych wziętych w
rovmych odstępach 5*, możemy przek
ształcić wzór /193/ na następujący 
wzór /196/:



pierwszej  rzędne j, które je s t  równa następnym/ to  wyrazy w 

naw iasie  pod znakiea sumy będą równe zeru , poczynając od

k = % + 2 t
*Lt^~ 0 •••••• 197

i  td. . I
Z t̂em ostatnim wyraze*, który trzeba uwzględnić w su

mowaniu /196/» «Jes  ̂ wyrs2 /o.+ y* I
Łatwo można stwierdzić, że wyrazy sumy /1$6/ o indeksabh

o d k » a d o k  = q + l  dagą się rozbić i  ponownie zgrupować, 
dając następująco wyrażenie**)

. - j f c + i ) %1 , .,u .;2u\ e'jtku*&
K(ju)=Lcj,(l-eJU)  —  b ( l -2 e  *e )  — —

• ° .........198

Wzór /198/ podaje wartość K/ju/ dla dowolnej często

tliwości u w zależności od rzędnych funkcji h/t/f \  oraz

od pewnych ws pół czynników zespolonych, które zależą tylko 

od u, zatem mogą być obliczone z góry i  P*Uuae w tablicach.

Oznaczając te współczynniki przez A/q/ i  B/k/, możemy zapi

sać
9 - '

K (ju ) ~ LfyAty) +1L. .......... -̂ 9

Wykonanie operacji podanych we wzorze /199/ dogodnie 

jest rozbić na sumowanie składowej rzeczywistej i  urojonej

*♦/ r -X *** !) t l  , ę J(kU,‘ >
Lk ^ r

o u

-  l L> JL^ r — l 2Lk— —



• i

, Ml

iiII f

/I i  1 są liczbami rzeczywistymi/: ^

Z-1
Re K( ju)  -LyRekty)  ^Y-L^Re B(k) .........  200

Im K ( j u ) - L y l m  Afyj + T,  Lk Im B(k) . . . . . .  201

tfsory /200/ 1 /201/ są ostatecznymi wzorami roboczymi 

Posłnsi^nie się nimi wymaga posiadania tablic wartości 

Re A/q/# Im W »  ®/k/f Im B/k/ dla szeregu wartości u, 

/tablica 21 -  27/ o r a z  wykonanie pewnej ilości arytmetycz

nych mnożeń i doda wsi#

j-yĄu+f; _ ? p -jC(ą+1) 'u'+ l ]
+Lt 'IC +  L

e -j [tytJu+Hj
1A.

A - ’ .« e -j(ku+ih  , -ju) e 'M u* V
= { £  + h ( 1 ' e  y 'IC

bort.em 1 = 1 ne podstawie olcre ślecie indeksu q. 
u q+l a



T^blicr 21.

u = 0,05
«

Tte B/k/ Im B/k/ He A/q/ Im A/q/ kf q

' 0 0*00250 0*0499 0.999 - 0.0250 0 '

1 0,00499 0.0498 0*997 - 0.0749 1

2 0*00748 0.0494 ■. 0*992 -0.125 2

3 0*00992 0.0492 0*985 -O .I74 3 .
4 0*0124 0.0482 0*975 -0.223 4

5 0*0148 0.0477 0.962 -0.271 5

6 0*0171 0*0471 0.947 -0.319 6

7 0*0194 0*0460 0.930 -0.366 7
8 0*0218 0*0^50 0.911 -0.412 8
Q✓ 0*0239 0.0458 0.889 -0.457 QS

1C; 0*0261 0.0427 0*865 -O .5OI 10
11 0*0283 0.0411 0*839 -O .544 11

12 0*0301 0.0398 0*811 -0.585 12

13 0*0323 ■ 0*0383 0*781 -0.625 13
14 0*0341 0.0365 0*748 -0.663 14

.15 0*0358 0*0348 0*714 - 0,700 15

16 • 0.0374 0.0332 0*678 -0.734 16

17 0*0393 0,0310 0*641 -0.768 17
18 0.0405 0.0290 0,602 -0.799 18

19 0.0423 0.0272 0.561 -0-.828 19
20 ** 0.518 -0.855 20



Tablica 22

0.00998
0.0190
0*0295
0.0390
0*0478'
0.0564

0.0765
0.0696
0o0620
0.05^0
0.0454

0.0562
0.0276
0.0161
0.00674

- 0.00250

-O.OI5I
-0.0226
-0*0323
-0.0415

0 . '3644 
0.0716 
0.0783 
0.0842 
0.0889



Teblice 23.

u = 0 ,2

k,q Re B/V In B/łty ■Re V  q/ Im A/q/ ktq

0 0.0396 0.195 0.993 - 0.100 0

1 0.0776 0.184 0.95* -0.295 1

2 0.113 0.164 0.876 -0.479 2
'  3 0.143 0.139 0.764 —0.643 3

4 0.168 0.108 0.621 - 0.782 4

5 0.186 0.0722 0.453 - 0.890 5

6 0.196 0.0338 0.267 - 0.962 6
7 0.199 - 0.00566 0. 0706- -0.996 7
8 0.19**- -0.0453 -0.129 -0.990 8

9 0.181 -0.0829 -0.323 -0.9*5 9
10 0.161 -0.117 -0.504 -0.862 10

11 0.135 -0.147 —0.665 -0.744 11

12 0.102 -0.171 -0.800 -0.598 12

13 0.0668 -0.188 - 0.902 -0.427 13
1* 0.0281 -0.197 - 0.968 -0.239 14

15 -0.0117 -0.199 -0.997 -0.0415 15

16 -0.0507 -0.193 -0.985 0.157 16
17 -0.0884 -0.179 -0.935 0.350 17
18 -0.122 -0.157 -0.847 0.529. 18

19 -0.151 - 0.130 -0.725 0.686 19
20 — -0.574 0.817 20



Tablica 24.

U a 0,5

k,q Is B/k/ Im B/k/
—------- --- i j

Tte A/aj Im hj oj k, q

. 0 0.235 0.4-30 0.959 -0.245 0

1 0*412 0.265 0.724 -0.675 1

2 0o488 0.0346 0.312 -0.939 2

3 0*445 -0.204 -0.176 -0.974 * 3
4 0.293 -0.392 -0*622 -0.770 4

5 0.0691 -0.485 -0.915 -0*378 5

6 -0.172 -0.458 -0.984 0.107 6

7 -0.371 -0.320- -0.812 0.565 7

8 -0.479 -0.103 -0.44-1 0.886- 8

9 -0.470 0*139 0.0372 0.989 9
10 -0o346 0.34-7 0.507 0.850 10

11 -0.137 0.470 0.852 0.503 11

12 0.105 0*478 0.989 0.0329 12

13 0.322 0*369 0.884 -0.445 13

14 0.459 0.169 0.562 -0.814 14

15 0.484 -0*0710 0.103 -0.984 15

16 0.391 -0*295 -0.382 -0*913 16

17 0.202 -0 o446 -0.773 -0.618 17

18 -0.0368 -0.488 -0*975 -0.172 18

19 -0.276 -0.411 -0.938 0.316 19
20 - - -0*661 0.727 20
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Tablica 25.

■u = 1,0

ktq Se B/k/ la  B/k/ Re A/oj Im A/q/ k,q

0 0,774 +0;497 0.841 -0.460 0

1 0.856 -0.383 0.0678 ' -C.965 1 •
2 0.150 - 0.910 - 0.768 -0.574 OC
3 1-0.695 -0.601 - 0.898 0.336 3
4 -0.882 0.261 - 0.202 0. ? 7 4
5 -0.257* 1 0.882 0.680 0. 67-: 5

6 0. . 04 0.693 0,936 -0.206 6

7 0.909 -O .I34 ‘ 0.332 -0.899 n

8 0.579 -0.838 -0.577 -0.766 8
9 -0.500 -0.771 -0.956 0.0721 9

10 —0 . 19 0.0136 -0.456 0.843 10

11 -0.4^3 0.776 0.463 0.839 11
12 0.396 0.83^ 0.957 0.0636 12
13 0.911 . 0.125 0.570 -0.771 1?
14 0,596 -0.698 -0 . 40 -0.896 14
15 -0.265 -0.380 -0.936 -0.198 15

16 -0.884 -0.253' -Co 673 0.682 16
17 -0*690 0,607 0.211 0.935 17
18 0.158 0.909 0.901 0.328 18
19 0.840 0.373 0.765 -o .5ei 19
20 - - -0.0766 - 0.955 20
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Tablica 26,

U. sr 2,0

k,q Be BA/ Im B/k/ A/q/ la A/qj lc#q

0 1.288 -0.589 0.455 -0.708 0

1 -1.072 -0.926 -0.833 -0.119 1

2 -0.163 +1.360 +0.239 +0.807 2

5 +1.401 -0.206 +0.634 -0.553 3 •
4 -0.750 -1.188 -0.767 -0.347 4

5 -0.800 +1.195 -0.0163 +0.841 5

6 +1.423 +0.193 +0.784 -0.35^ 6

7 -0.408 -1.356 —0.639 -0.547 7
8 -1*063 +0.935 -0.232 +0.809 8

9 +■1.291 +0.578 +0.832 -0.126 9
10 -0.0125 -1.416 -0.461 -0.704 10

11 -1.282 +0.601 -0.488 +0.712 11

12 +1.080 +0.916 +0.834 +0.111 12

13 +0.383 -1.309 -0.246 -0.805 ' 3-3
14 -1.399 +0.U0 -0.629 +0.504 14

15 +0,781 +1.236 +C. 70 ' +0.394 15

16 +0.74-9 -1.202 -0.0112 —O.842 16

17 -1.3*7 -*0.181 -0.760 +0.361 17
18 +0.306 +1.352 +0.588 +0.541 18

19 +1.112 —C.944 +0.281 -0.811 19
20 - - -0.831 +0.134 20

1 
!



k.q, Re B/k/ In B/k/ Re A/q/ Ira A /  qj ktq

0 -0.275 +0.0813 -O .I92 -0.143 0
1 -0.156 -0.240 +0.0830 -0.224 1
2 +0.186 -0.218 +0.239. +0.0156 2
3 +0.262 +0.117 +0.0526 +0.234 3
4 w0.037° +0.306 ■ -0.209 ■+0 .1 17 4

5 -0.283 +0.00097 -0.171 —: .189 5

6 -0.123 -0.237 +0.112 - 0.190 6

7 +0.213 —0.191 +0.235 +0.0474 7
8 +0.244 +0*150 +0.0212 +0.238 8

9 -0.0752 ••0.277 -0.223 +0.0880 9
10 -0.286 . +0.00624 -0.147 -0.189 10

11 -0.0873 -0.273 +0.139 -0.195 11
12 +C.237 -0.161' +0.226 +0.0780 12
13 +0.222 +0.181 - 0.0105 +0.239 13
14 -0.111 +0.264 -0.232 +O.O377 14

15 -0.284 ' -0.0316 -0.121 -0.206 15

16 -0.0508 -0.282 +0.163 -0.175 16

17 +0.256 -O .I29 +Q . 214 • +0.107 17
18 +0.196 +0.209 -0.0421 +0*256 18

■ 19 -0.145 +0.247 -0.238 +0.0263 19
20 — mm -O.O929 -0.221 20
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Przykład.
Odpowiedź jednostkowe pewnego elementu ma rzędne w odctc 

ppch oo 1 sek.:

0.181, 0.530, 0.451, 0.551, 0.632, 0.699, 0.753, 0.798, 

0.835, 0.865,0.889, 0.909, 0.926, 0.939, 0.950, 0.959, 

0.967, 0.975, 0.978, 0.982, 0.982* 0 . 982,...

Znaleźć charekterystykę emplitudowo -  fazową tego ele
mentu.

Obliczenie prowadzimy kolejno dlr. poszczególnych częs’
t liło śc i, przy
Częstotliwość u 's 0.05 /zatem cj~ ~  = 0.05 c/s /.

Te : Im :

0.181 * 0.00250 sz 0.0004 • 0.181 • 0.0499 s 0.0090

0o330 • 0.00499 Si 0.0016 0.330 • 0.0498 **. 0.0164

0.451 • - 0.00748 s 0.003^ O.45I • 0.0494 - 0.0223

0.551 • 0.00992 s 0.0055 0.551 • 0.0492 * 0.0271
0.632 0 0.0124 a 0.0078 0.632 • 0.0482 =S 0.0305

0.699 • 0.014S s 0.0010 0.699 • 0.0477 S 0.0333

0.753 • 0.0171 ss 0.0129 0.753 • ‘0.0471 s 0.0355
0.798 • 0.019^ - 0.0155 0.798 • 0.0460 = 0.0367

0.835 • 0.0218 ss 0.0182 0.835 • 0.0450 rs 0.0376

0.865 • 0.0239 —0.0207 0.865 • 0.0438 - 0.0379

0.889 • 0.0261 0.0232 0.889 • 0.042? « 0.0380

0.909 • 0.0283 - 0.0257 0.909 • 0.0411 s 0.0373
0.926 • 0.0301 ss 0.0279 0.926 • 0.0398 = 0.0368

0.939 ♦ 0.0323 ss 0.0303 0.939 • 0.0383 = 0.0360

0.950 • 0.0341 = 0.0324 0.950 * C.0565 "= 0.0347

0.959 • 0.0358 ss 0.0543 0.959 • 0.0348 = 0.0334

0.967 • 0.0374 -ss 0.0362 • 0.967 • 0.0332 a 0*0321

0,973 • 0.0393• s 0.0382 0.973 e 0.0310 - 0C0302

0.978 • 0.0405 =s 0.0396 0.978 • O.O29O = 0.0284

0.982 • 0.561 s 0.5509 0.982 ♦/-O.328/= -0.8131

Re K/j 0.05/ 3 0.9257 Im K/ó 0.05/ ss -0.2200



Częstotliwość u ą Q»1

T?e : 1e* ’

0.181 . 0.00998 = 0.0018 0.181 e 0.099^ = 0.0180

0.330 . 0.0198 m  0.0065 0.330 . 0 . 0 9 7 9 a 0.0323

0.451 . 0.0295 a 0.0133 O.45I  . 0.0954 a 0.0430

0.551 . 0.0390 a 0.0215 0.551 • 0.0920 a 0.0507

0.632 . 0.0478 s  0.0302 0.632 . 0.0877 a O.O554
0.699 . 0.0564 a 0.0394 0.699 . 0.0824 ■a 0.0576

0.753 . C.0644 a 0.0485 0.753 . 0.0765 a 0.0576

0.798 . 0.0716 a 0.0571 0.798 . 0.0696- a 0.0555

0.835 . 0.0783 a 0.0654 0.835 . 0.0620. = 0.0518

0.865 . 0.0842. a 0.0728 0.865 . 0.0540 a 0.0467

0.889- . 0.0889 a 0.0790 0.889 . .0454 s 0.0^04

0.909 . 0.0931 s- 0.0846 0.909 . 0.0362 a 0.0329

0.926 . 0.0962 c 0.0891 0.926 . 0.0276 a 0.0255

0.939 . 0.0986 s 0.0926 0.939 . 0.0161 a 0.0151

0.950 . 0.0996 a 0.0946 0.950 . 0.00674 a 0.0064

0.959 • 0.0999 = 0.095S 0.959 ./-O.00250/a -0 .0024
0.967 . 0.0992 a 0';095.9 0.967 . / -0 .0131/ -  -0.0127
0.975 . 0.0972 = 0.09^6 0.975 ./ -O .0266/ a  -0 .0220
0 .9 7 8  . O.O947 a 0.0926 0.976 ./ -O .0323/ = -0.0316
0.982 ./ -O .370/ a -0 .3633 0.982 ./ -O .929/ = -0 .9123
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Częstotliwość u = 0.2

. He :
-

Im :

0.181 . 0.0396 = 0.0072 0.181 . 0.195 » 0.0353
0.530 . 0.0776 = 0.0256 . 0.330 . 0.184 = 0.0607
0.451 . 0.113 = 0.0509 0.451 . 0*164. ’ s 0.0740
0.551 . 0.143 = 0.0788 0.551 . 0.139 * 0.0766

. Qo632 . 0.138 = 0.1062 0.632 . 0.108 0.0682
0.699 . 0.186 0.1300 0.699 . 0.0722 = 0.0505
0.753 . 0.196 = 0.1476 0.753 . 0.0338 = 0.0254
0.798 . 0.199 = 0.1588 0.798 ./-C .00566/= -0.0045
0.835 . 0.194 = 0.1620 0.835 ./—0.0453/ * -0.0378
0.865 . 0.181 ■ = 0.1566 0.865 ./-0.0829/ = -0.0717

' 0.889 . 0.161 0.1431 0.889 ./-0.117/ = -0.1040
0.909 . 0.135 =* 0.1227 0.909 ./-O.147/ = -0.1336
0.929 . 0,102 - = 0.0944 0.929 ./-O.171/ = -0.1583
0.939 . 0.0668 = 0.0627 0.939 ./-O.188/ ^ -0.1765
0.950 . 0.0281 = 0.0267 0.950 ./-0.197/ = -0.1871
0.959 ./-O.0117/= —0*0112 0.959 ./-0.199/ = -0.1918
0.967 ./-O.0507/= -0.0490 0.967 ./—0.193/ s. —0.1866

0.973 ./-O.0884/= -0.0860 0.973 ./-0.179/ = -0.1742
0.978 ./—0*12c-/ ~ -0.1193 0.978 ./-0.157/ s -0.1535
0.982 ./-O.725/ s -0.7119 0.982 . 0.686 = 0.6736

•Ha K/j 0.2/ = 0.4959 Im K/j 0.2/ S -0.5144



Częstotliwość “u = 0.5

0.181 . 0.235 0.0425
0o330 . 0.412 0.1360
0.451 . 0.488 - Q.2201

0.551 . 0.445 = 0.2452
0.652 . . 0.293 = 0.1852

0.699 . 0.0691 = 0.0483
0.753 . /-0.172/ =: -0.1295.

0 . -0 * • / -o. 371/ = -0.2960

0.655 . /-O.479/ -0.4000

0.565 . 7- 0.470/ = -0.4065
0.889 . /—0.346/ — -0.3076

0.909 . 7-0.137/ - -0.1245

0.926 . 0.105 = 0.0972

0.939 * 0.322 s 0.3023
0.950 . O.459 = 0.4360

0.959 • 0.484 = 0.4641

0.967 . 0.391 = 0.3781

0.975 . 0.202 e 0.1965
0.978 . /-O.0368/ s -0.0360
0.982 . /-O .938/ 3S -O .92I I

Im :

0.181 # 0.430 = 0.0778
0.330 • 0.265 0.0874
0.451 • 0.0?46 = 0.0156

0.551 • / -O .204/ s -0.1124
0.632 • 7-0.392/ - -0.2477
0.699 • /—0,485/' = -0,3390

0.753 • /-0,458/ - -O.3449
0.798 • /-O .320/ s' -O.2554
0.835 • /-o,103/ = -0.0860
0.865 • 0.139 - 0.1202
0.889 • 0.3^7 s 0.3085
0.909 • 0.470 •3 0.4272
0.926 • 0.478 = 0.4426

0.939 • 0;369 = 0.3465
0.950 ' • 0.169 - 0.1605
0.959 • /-0.0710/ S5 -0.0681
0.967 • /-0.295/ = -0.2853
0.973 • /-O.446/ • S -O .4339
0.978 » /-O#488/ = -0.4773
0.982 • 0.316 = 0.3103



Częstotliwość u =: 1*0

“Re : . Im :

0.181 . 0.774 c 0.1401 0.181 • 0.497 a 0.0899
O.33O . : 0.836 = 0.2758 0.330 • /-O.383/ £3» -0.1264
0.4-51 . 0.130 0.0586 O.4 5 1 . • /-O.910/ ss -•0.4104
0.551 . /-O*695/ -0.3829 0.551 • /-O.601/ 8* ’-0.3311
0.632 . /-O.882/ = -0.5574 0.632 « 0.261 = 0*1649
0.699 . /-O. 257/ s -0.1796 0*699 • 0.882 rs 0.6165
0„753 . 0.604 - 0.4548 0.753 • - 0.693 = 0*5218
C.798 . O.909 =3 0.7254 0.798 • /—o. 154/ a -0.1069
0.835 . 0.379 0.3165 ’ • 0.835 • /-C.838/ rs -0.6997.
■ . 65., / -o .500/ = -O.4325 0.865 • /-O.771/ = -0.6669
0.889 . /-o. 319/ s -0.8170 0.389 • 0.136 = 0.0121
0*909 . /-0.493/ a -0.4481 0.909 • 0.776 = 0.7054
0.926 . 0.596. rs 0.3667 0.926 - • 0.834 - 0.7723
0.939 . 0.' 11 s= 0.5554 0.939 ę O.I25 = O.II74

0.950 . .. 0.398 = 0.5681 0.950 m /-O.698/ ss -0.6631
0.959 . /“O. 355/ = -0.2541 0.959 » /-O.880/ s -0.8439
0.96? . /-O.884/ = -0*8548 0.967 • /-O.253/ ss -0.2446
0.973 : /-C.C90/ =5. -0.6714 0.-973 • 0.607 S3 0.5906
0.978 . 0.138 X 0.1350 0.978 • 0.909 s 0.8890
0.982 . 0.763 > 0.7493 0.982 • /-O.581/ s -0.5705

K/,1 1.0/ j . 0.0479 Im K/j 1.0/ -0.1836

OtrzymPiiP cherafeterystykp emplitrudowo -  fezovm prsed- 
stp^lonp ;iest r3rr'* 5 0 .

Rys. 50
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Ocena ogólne metody,

Trudno mi jest podsumovrać ogólnie przydatność prakty
czną metody, przedstawionej głównie xc rozdziale 4 ninief- 
sze j pracy; sądzę, że stosowanie je j do układów liniowych 
o działaniu ciągłym raczej nie jest celowe, natomiast mo
że ona dać. peme perspektywy w zagadnieniach nieliniowych. 
Zagadnienia nieliniowe leż- jednak x. zrsadzie poz' zamie
rzonymi ramami mej pracy i stąd wystąpiły v niej tylko jak 
gdyby ns marginesie zagadnie*. układów liniowych,

Najpierw st-ierdÓJfcy zakres stosowania : metoda opera- 
torów liczbowych po*wfcla na rozpatrywanie zagednier ukła
dów automatycznej regulacji oparciu o zdjęte doświadczal
nie charakterystyki chwilowa, Kie ma w zasadzie sensu sto
sowania tej metody w przypadkach, gdy elementy układu są 
znane w formie analitycznej lub też w postaci charaktery
styk częstotliwościowych.

Jeśli chodzi o układy o działaniu ciągłym nie zawie
rające elementów nieliniowych, to metoda operatorów liczbo
wych właściwie nie wprowadza żadnych nowych możliwości. Ani 
je j dokładność, ani też stosowalność nie są w tym przypadku 
większe niż te, które charakteryzują np, metodę charakte
rystyk częstotliwościowych.

Ocena praktycznorei nowej metody dl8 szerszego ogółu 
musi być już przez to samo znacznie obniżona, gdyż dodawa
nie nowej do wielu już istniejących metod nie jest z pun
ktu widzenia " użytkowników " pożądane, W tym świetle za
lety metody -  je j duża prostota i zapewne łatwa przyswajał-' 
ność — będą z nadwyżką kompensowane przez duże wady : 
ryczność, częstą potrzebę powtarzania dość uciążliwych ra
chunków, potrzebę konkretnego stawianie wymagać, trudną 
dla osób przyzwyczajonych do operowania charakterystykami 
częstotliwościowymi pr ze t ł umacza Ino ść otrzymywanych vryni- 
ków ns parametry fizyczne układów, wreszoie -  małą dokła
dność /por, rozdz, 2,2,?, pkt c/,

Zagadnienie wygląda inaczej wtedy, gdy w układzie 
trzeba uwzględnić pewne nieliniowości. Problemy nieliniowe 
z natury rzeczy muszą być traktowane konkretnie i  liczbo
wo -  przez co pewne cechy nowej metody przestają być wada
mi Ł Problemy nieliniowe zwykle 3ą trudne i  pracochłonne -  
łatwiej zatem można nowej metodzie darować niewielką do-



kładność i  ewentualną potrzebę powtarzania rachunków* Do
tychczasowe zalety pozostają natomiast bez zmian : prosto
ta i  przyswejalność zapewne zyskują nawet na snrczeniu i  
■wartości* Ponadto pojawia się nowa zaleta -  to jednolitość 
metody i  podejścia do zagadnień liniowych i  nieliniowych*

Znanierme jest, źe w bardziej dostępnej literaturze 
światowej właściwie nie ma dotąd żadnej kontynuacji pracy 
Tustina, ogłoszonej w 1>'7 '* Jedyne bodaj je j echa można 
znaleźć u £* Portera, [ l l ]  f jednak -  jak już wsponniałem -  
wyraża on tylko nadzieja co do przyszłości metody Austina, 
nie rozwijając je j merytorycznie*
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