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PRZEDMOWA AUTORA.

,,15yle każdy sumiennie imał się pracy, 
„ i wbdle sił swoich, ile tylko może najle- 
„pićj uiszczał się zupełnie z roboty  wzię

t e j  n a  siebie, toć pew nie błogosławień- 
„stw a mu nic zabraknie, a praca jego  nie 
„pójdzie w niwecz.11 Kremer.

W ie d z ą c  z doświadczenia, jakich trudności doznawać 
przychodzi w ściślejszej pracy nad wyzszemi naukami, 
jak  waznemi są ułatwienia, jak  poządanćm jest dzieło 
w ojczystćj mowie, nawet obeznanemu z obcemi języ
kami, sądzę, że ogłaszając drukiem ,,Zasady rachunku 
różniczkowego i całkowego“ przysłużę się tym, którzy 
nad tą częścią matematyki pracować zamierzyli.

Po wyczerpaniu dzieł P. Niemczewskiego, nie mamy 
żadnego dzieła polskiego w tym przedmiocie; przeko
nany zaś o jego potrzebie, ułożyłem niniejszą książkę 
głównie podług dzieł P. Cauchy, posiłkując się także 
dziełami P. P. Duhamel, Sturm, Moigno, Laeroix i innych.



•Tym sposobem nie objawiając nic nowego uczo
nemu światu w dziedzinie nauk ścisłych, starałem się 
tylko wykład przystępnym uczynić dla mniej doświad
czonych adeptów tćj nauki; o ile zaś temu celowi godnie 
odpowiedziałem, sąd uczonych matematyków najlepiej 
ocenić potrafi.

Warszawa, dnia 31 Czerwca 1858 r.

Homilii Kuliński.



WSTĘP.

Z a s a d y  ł e o r y i  g r a n i c .

ii jeometrowie, wychodząc z określenia ró
wności ilości jeometrycznych, opartćj na przystawaniu 
i pojęciu dodawania i odejmowania tychże ilości, doszli 
łatw o do porównania i wymierzenia wielokątów p ła
skich, równoległościanów i jakichkolwiek graniastosłu- 
pów. Lecz gdy chcieli porównywać figury płaskie ogra
niczone linjami krzywemi, lub bryły ograniczone po
wierzchniami krzywemi, takie same sposoby postępo
wania nie były wystarczające.

Wpadli oni wtedy na pomysł dość prosty, ale grun
towny, uważania zamiast tych samych wielkości, innych 
wielkości takiego gatunku, jakie umieli już mierzyć, 
a  któreby różniły się od pierwszych o ilości mniejsze 
od wszelkich mogących się naznaczyć, a stosunek po
między ostatniemi dawał im łatwość sądzenia o stosunku 
pomiędzy wielkościami danemi.

I tak dla znalezienia stosunku pomiędzy powierzch
niami dwóch jakichkolwiek kół, Euklides zaczyna do
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wodzeniem, ze wpisując w koło wielokąt foremny, i po. 
dwajając następnie liczbę boków, to różnica pomiędzy 
powierzchnią stałą koła, a powierzchnią zmienną wielo
kąta, może stać się mniejszą od każdćj powierzchni danćj.

Granica zmiennej.

Gdy wielkość zmienna ciągle przybierając różne 
wartości, przybliża się do pewnćj ilości stałej, tak że 
wartość tćj stałej różnić się może od wartości ostatnićj na 
zmienną o ilość mniejszą od wszelkićj naznaczonćj, wtedy 
mówimy, że ta ilość stała jest granicą ilości zmiennćj.

Nieskończenie mała.

Każda wielkość mająca za granicę zero, jest nie
skończenie małą. I tak różnica między ilością zmienną, 
a  jej granicą, jest ilością nieskończenie m ałą, gdyż ona 
przybliża się do zera; np. różnica pomiędzy powierzchnią 
koła a powierzchnią wielokąta foremnego weń wpisa
nego, którego liczba boków nieoznaczenie się powiększa, 
jest nieskończenie małą.

W ła sn o ści g łó w n e  gra n ic.

Ilości zmienne róiune, mają granice równe.

Jeżeli dwie ilości zmienne są stale sobie równe i ka
żda z nich zbliża się do pewnćj granicy, to te granice 
są koniecznie sobie równe. To jest widocznem, bowiem 
dwie wielkości zav.’sze równe przedstawiają tylko jednę 
wartość, a zdaje się niepotrzebną rzeczą dowodzić, że
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jedna zmienna nie może się odrazu przybliżać do dwóch 
granic nierównych, tojest do dwóch wielkości stałych 
różnych pomiędzy sobą.

Granica summy, iloczynu, ilorazu lub potęg jakichkol
wiek zmiennych.

Granicą summy zmiennych x, y, z , ......... w , których
liczba jest rikończoną i mających za odpowiednie gra
nice ilości a. b, c , ........ I dodatne lub ujemne jest summa
algebraiczna tych granic.

Zmienne x, y, z , . .. . w  mogą być wyrażone odpowie
dnio przez a-\-aiy c-f-y, —  /—j—X gdzie a, [3, .A  
są różnicami mającemi każda za granicę zero; będzie więc:

.......W7=(a-|-&-j-c+...... O-1~ (a—l- 1- ......

Lecz ponieważ a-|— y-h..... X przybliża się do granicy
zero, bowiem liczba tych ilości, jak podług założenia, jest 
skończoną, a  więc granicą drugićj strony równania, 
a  tćrn samćm i pierwszej jest a-j-6-j-c+ ..... I.

Granica iloczynu.

Granicą iloczynu wielu zmiennych jest iloczyn ich 
granic. Przyjąwszy bowiem też same co poprzednio 
oznaczenia będzie:
x . y . z ....... wzzi(a-\-oi) (^“j- p) ....... (Z-)- X) nr abc......I

gdzie w oznacza summę skończonej liczby w yra
zów, mających każden za granicę zero (jako zawierają
cych w sobie przynajmnićj jeden z czynników a, p, ^ .......X)
zkąd widzimy, że druga strona równania, a tśm samem
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i pierwsza t.j. x . y .  z .......w ma za granicę a. b. c ......../,
co należało okazać.

Granica ilorazu.

Granicę, ilorazu dwóch zmiennych jest iloraz granie 
tychże zmiennych, gdy granicą dzielnika nie jest zero.
I tak:

x  __a-\-a__  a ba.—
y b-\-P b ' b ( b -(-/?)

Tu widzimy, że mianownik ułamku ostatniego, gdy [3 
przybliża się do zera, zbliża się do granicy b2, licznik 
zaś jego w tym samym czasie do granicy zero się przy
bliża, a  tein samem i cały ten ułamek, czyli granicą
x . , a—  jest — .
y o

Granica potęgi.

Granica potęgi, jakiój zmiennej równa się granicy 
tejże zmiennćj podniesionej do tćj samćj potęgi.

Gdy m jest potęgą całkowitą, to na mocy poprze
dniej własności będzie widocznie xm mieć za granicę a1'1. 

VLecz gdy m = —  ilości ułamkowćj, gdzie p i q są cał-
 ̂ v 1

kowite jakiekolwiek, to uważamy x ~  za potęgę p z x «
i n

a wtedy granicą potęgi p z y  x  będzie g ran ica]/ x pod
niesiona do potęgi p. Należy więc tylko oznaczyć gra- 

i
nicę ] /# .  Tutaj uważać można x za iloczyn q czynni- 

i
ków J / x\ a że granica iloczynu czyli granica x równa
się iloczynowi granic, więc na odwrot iloczyn granic

i
czynników takich jak  ] / x  równa się granicy x\ że zaś



ta ostatnia jest 0, więc wypada że \ / x  ma za granicę
? p v

y a .  Ztąd granicą, x u jest a i .

O  ilościach nieskoń czen ie m a ły ch  i  n iesk oń czen ie  

w ielk ich *

Mówimy, że ilość zmienna jest nieskończonie mała, 
gdy jej wartość liczebna do nieskończoności się zmniej
sza, tak iż się do granicy 0 przybliża. Należy tu jednakże 
uważać, że ilość nie będzie nieskończenie małą chociaż 
się ciągle zmniejsza, np. obwód wielokąta opisanego na 
okręgu przy powiększaniu ciągłśm liczby jego boków 
ciągle się zmniejsza, jednak się nie staje nieskończenie 
małym, gdyż ma za granicę okrąg. Wyrazy szeregu f ,
| ,  | ,  f ,  .......  ciągle się zmniejszają, lecz granicą
ich jest 1.

Ilość zmienna staje się nieskończenie wielką, gdy 
w artośćjćj liczebna nieskończenie się powiększa tak, 
iż do granicy od się przybliża. Również trzeba uważać, 
że ilość nie staje się nieskończenie wielką, choć ciągle 
się powiększa, jak  mamy przykład na obwodzie wie
lokąta wpisanego w koło.

Rząd ilości nieskończenie małych.

Gdy ilości nieskończenie małe w różnych potęgach
do jednego rachunku wprowadzimy jak np. a, a2, a 3.......
to te różne potęgi będą nieskończenie małemi rzędu 
Igo, 2go, 3go i t. d.

I tak jeżeli a i b są nieskończenie małe, tak iż sto-

sunek — bedzierównież ilością nieskończenie małą, wte- a
dy mówimy, że b jest' nieskończenie m ałą drugiego

<1
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rzędu np. gdy przypuścimy, że cięciwa łuku okręgu jest 
nieskończenie małą, to wstawa odwrotna tegoż samego 
łuku jest nieskończenie m ałą drugiego rzędu, bowiem 
stosunek odwrotnej wstawy do cięciwy, jest ten sam co 
cięciwy do średnicy, że zaś ten ostatni jest ilością nie
skończenie małą, to nim jest i pierwszy czyli wstawa 
odwrotna jest w tym razie ilością nieskończenie m ałą 
rzędu drugiego. Powierzchnia nieskończenie m ała 
we wszystkich swych wymiarach, jestilościąnieskończe- 
nie m ałą rzędu drugiego, albowiem ona jest mniejszą jak 
kwadrat wystawiony na największej z linij prostych 
w konturze jej poprowadzonych, która to prosta jest już 
z założenia ilością nieskończenie małą.

Podobnież bryła mająca wymiary nieskończenie 
małe, jest ilością nieskończenie m ałą rzędu trzeciego.

W ogólności jeżeli przyjmujemy ilość nieskończenie 
m ałą i za zasadę ilości nieskończenie małych, to ilość 
nieskończenie mała a, będzie rzędu nte&° wtedy, kiedy 
granica stosunku:

a
i r

staje się zerem dla wszystkich wartości na r  mniejszych 
od n, a nieskończoną dla wszystkich wartości na r 
większych od n.

Podług więc tej definicyi wypada, że jeżeli ozna
czymy przez n liczbę równą lub bezpośrednio większą 
od r, to stosunek

a
vl

będzie pierwszym wyrazem postępu jeometrycznego
a a a , — , ................



który przestaje być ilością nieskończenie małą. Co się 
zaś tyczy stosunku

a
7**

który otrzymujemy przypuściwszy r  =  n, to on może 
mieć wartość skończoną, zero lub nieskończoną. Itaknp.

n il o i
i>1 ei , — — , ine'l(i) 

l[i)
są trzy ilości nieskończenie małe rzędu n, zaś ilorazy 
z nich przez in są:

e>, ei l(i), które maja za granice 1, 0,
l(i)

T w ie r d z e n i e  I .  Jeżeli w układzie jakimkolwiek we
źmiemy 2 ilości nieskończenie małe różnych rzędów, to gdy 
te 2 ilości przybliżać się będą nieoznaczenie do zera, to 
wtedy ilość rzędu wyższego otrzymywać będzie ciągle mniej
sze icartości liczebne.

D o w o d z e n i e . Niechaj w układzie, którego i jest 
zasadą, I  i J , są dwie ilości nieskończenie małe rzę
dów a i b, nadto niech a > 6 .  Nadawszy na zmienną r  
wartość zawartą między a i b to dwa stosunki

L  Ł
i r ’ i r

beda miały za granice, pierwszy £ drugi 0(*), a tóm sa-
J

mćm iloraz tych stosunków czyli —  będzie miał za gra

nicę 0 : £ = 0. Azatćm wartośćliczebnalicznika J  zmniej
sza się bystrzćj jak mianownika 1.

*) To wynika z definicyi rzędu ilości nieskończenie
malej.

7

i
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T w ie r d z e n i e  II. Summa ilości nieskończenie małych
rzędów a, b, c ,....... jest nieskończenie małą rzędu a, gdy
a<^b < c <

D o w o d z e n ie .  Niech i  jest zasadą układu ilości nie
skończenie małych, 7, J, i t. d. ilości nieskończenie małe 
dane, rzędów a, b ,....... to summa tych ilości nieskoń
czenie małych jest:

I + J + .......

stosunek tśj nowej ilości nieskończenie małej do ir jest:

w . . Ł ^ = ( i + 4+ - - ) ^
Ponieważ rzędy ilości J , .......są większe od rzędów

ilości 7, to każdy z ilorazów -^-,....... na mocy poprze

dniego twierdzenia ma za granicę zero, a powyższa sum
ma w nawiasie, za granicę mieć będzie, czyli gra
nicą wyrażenia (a) jest

1_
i r

a  że rzędem ilości / je s t a, to tóż i rzędem ilości /-{-</,.......
jest a.

T w ie r d z e n i e  III. Gdy wielomian uszykowany jest po
dług potęg rosnących ilości nieskończenie maUj np.

—j— —|— —|— • . •. .
lub ogólnićj

a a n -f- ban' - fc o t '1" - j - .......

to przy bardzo małych wartościach na a, wielomian ten 
ciągle taki sam znak, jak pierwszy wyraz jego a lub aa'1 
mieć będzie, gdy n <c« ' <C n".
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D o w o d z e n i e . Summa drugiego i  innych wyrazów 
Igo szeregu, będąc nieskończenie małą rzędu pierwszego, 
jest mniejszą od a ilości skończonśj, w drugim zaś ra 
zie summa taka wyrazów szeregu jest nieskończenie 
m ałą rzędu np.n', a więc na mocy twierdzenia Igo, w ar
tość tej summy ciągle jest mniejszą od nieskończenie 
małćj rzędu wtes° mniejszego od n‘ .......

T w ie r d z e n i e  IY. Gdy w wielomianie uszykowanym po
dług potęg wzrastających ilości nieskończenie maUj a t. j .

a a" - f  b a 11' -)- c a n“ + .......

•potęga drugiego wyrazu jest nieparzysta, to summa wszy
stkich wyrazów, jest większą od pierwszego, gdy bia. mają 
jednakowe znaki, a mniejszą, gdy bia.  mają znaki prze
ciwne.

T w ie r d z e n ie  V. Gdy w wielomianie uszykowanym 
podług potęg wzrastających ilości nieskończenie maUj a t. j .

a a 11 -\-b  a71' -(- c an“ - ( - .......

n' jest liczbą parzystą, to summa wszystkich wyrazów bę
dzie większe;, od pierwszego, gdy b ujemne.

Gdy w poprzednióm twierdzeniu damy, że n = 0, to 
otrzymamy następujące

T w ie r d z e n i e  VI. Gdy w uszykowanym podług potęg 
wzrastających ilości nieskończenie maUj a wielomianie

a - \ - b a n‘ -J- c an" - j - .......

n' jest parzyste, to pomiędzy wartościami tego wielomianu, 
odpowiadającemi nieskończenie małój wartości na a naj
mniejszą będzie ta, która odpowiadając a = 0  będzie miała

2
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współczynnik h dodatny (*), a największą, gdy ten współ
czynnik będzie ujemny (**).

Maximum i Minimum,

ta  szczególna wartość wielomianu, większa lub mniej
sza od wszystkich sąsiednich wartości jego, zowie się 
maximum lub minimum.

T w ie r d z e n i e  VII. W jakimkolwiek układzie iloczyn 
dwóch ilości nieskończenie małych, których rzędy są a i b , 
jest inną ilością nieskończenie małą rzędu a -\-b .

D o w o d z e n i e . Niech i jest zasadą układu, zaś I  i J  
ilości nieskończenie małe dane, pierwsza rzędu a druga 
b, to stosunki

L  Ł
i r ’ i s

będą miały za granice zero gdy r < a ,  a granicę
nieskończoną zawsze, gdy r > o ,  s > 6 ,  źe zaś toz samo 
powiedzieć można o iloczynie

I J  A ■ ,wypada więc, ze powyż

szy stosunek będzie m iał za granicę zero przy r-J- s <Z 

a-j-6 , zaś nieskończoną dla zatćm I J
jest nieskończenie m ałą rzędu a-{-£.

UWAGA. Gdy jeden z czynników sprowadzi się do 
ilości skończonej, to widocznie iloczyn będzie tego rzędu co 
drugi czynnik.

(*) Albowiem w tym razie gdy « =  0 opuszczamy wy
raz dodatni.

**) Gdy wyraz ujemny opuszczamy, wartość wielomianu 
się powiększa.
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W n i o s e k . W  jakimkolwiek układzie iloczyn ilości
nieskończenie małych rzędów a, b, c , ----  jest ilością
nieskończenie małą, rzędu a -j- b -f- c -j-.......

T w ie r d z e n i e  VIII. Gdy ilości nieskończenie mdłe są 
takie, ze gdy pierwsza przyjętą jest za zasadę, to druga 
będzie rzędu a, a gdy druga przyjętą jest za zasadę, to 
trzecia będzie rzędu b, to w układzie, to którym pierwszą 
;przyjmujemy za zasadę, ostatnia będzie rzędu ab.

D o w o d z e n i e . Niech i , I i  /  są trzy ilości dane tym 
sposobem, że dwa stosunki

i r I s

mają za granicę zera, gdy r<^a, s~<ib, a za granicę nie 
skończoną gdy s >  b to widocznem, że iloczyn

będzie miał za granicę zero dla rs<Zab, a  nieskończony 
dla r s> a b ,  a tem samem gdy przyjmiemy i za zasadę 
to J  będzie ilością nieskończenie małą rzędu ab.

W n i o s e k  I .  Stosunek pomiędzy rzędami dwóchilości 
nieskończenie małych J  i I  pozostanie ten sam, jaka
kolwiek będzie zasada układu, który przyjmiemy, i ten 
stosunek równa się liczbie b, która oznacza rząd lćj 
ilości, gdy druga przyjętą jest za zasadę. A zatem ozna
czywszy przy różnój zasadzie rzędy kilku ilości nieskoń
czenie małych i zmieniwszy zasadę, to liczby oznacza
jące te różne rzędy, zmniejszą się lub zwiększą w je
dnym zawsze stałym stosunku.

W n io s e k  II. Gdy w twierdzeniu IV przypuścimy, ż e

J



ilość J  sprowadzi się do ilości i, to widocznie «&=1 (#) 

b =  — . A zatem w układzie, którego zasadą jest
Oj

a ilość / je s t  nieskończenie m ałą rzędu a, to i  będzie 

nieskończenie małą rzędu —  w układzie, który będzie 

miał za zasadę 1.

Powyższe wnioski dają:

W n i o s e k  III. Jeżeli dwie ilości nieskończenie małe 
są takie, że gdy jedna przyjętą jest za zasadę, druga 
będzie rzędu pierwszego, to liczba oznaczająca rząd 
ilości nieskończenie małej którejkolwiek, pozostanie taż 
samą w obudwu układach.

O g ó ln e  u w a g i nad fu n k cja m i.

Gdy ilości zmienne są w ten sposób z sobą połą
czone, że gdy wartość jednćj z nich jest dana, można 

wynaleźć wartość każdej z pozostałych, to nazywamy te 
różne wielkości wyrażone przez jednę z nich, która zo
wie się zmienną niezależną, funkcjami tćj zmiennćj. Gdy 
zaś ilości zmienne w takim są między sobą związku, że 
gdy wartości kilku z nich są dane, można oznaczyć 
wartość każdój z pozostałych, wtedy uważamy te wiel
kości wyrażone za pomocą kilku zpomiędzy nich i innych

12

*) Gdyz ~  ma za granicę zero, gdy ab <  1 bowiem

J L  _  ab 
lab

a nieskończoną, gdy a l > l .



nazwanych zmiennemi niezaleźnemi, jako funkcje tychże 
zmiennych.

Funkcje rozwinięte i nierozwinięte.

Gdy funkcje jednćj lub kilku zmiennych są bezpo
średnio przez te zmienne wyrażone np.

ax , L(x),  sin x , x-\-y , i t. d. 
to one zowią się funkcjami rozwiniętemi.

Gdy zaś tylko pomiędzy funkcjami i zmiennemi za
chodzą oznaczone stosunki, t. j. wskazane są równania, 
którym te wielkości zadość czynić muszą, to takie fun
kcje zowią się funkcjami nierozwiniętemi np.

L ( y ) = x , y = A x ,
gdzie pierwsza funkcja wyraża się przez drugą wtedy, 
gdy A jest zasadą logarytmów L.

Funkcje oznaczają się:

/ w . -

/(*>:/> j ....... ), f  o> ?(*> y>z> — )

Funkcje 'pojedyncze i złożone.

Funkcją pojedynczą jednśj zmiennćj nazywamy tę, 
która jest wypadkiem jednego działania z taż zmienną np.

a -\-x , a — x, a x , — x a, A x , L(x)
x

UWAGA. Nie umieszczamy tu pierwiastków, gdyz ta
kowe na potęgi ułamkowe zamienić się dajg,.

Do pojedynczych funkcji należą jeszcze:
sin x, cos x , arc sin arc cos x , .......

Funkcja, która się wywodzi z pomocą kilku dzia
łań z jedną zmienną, nazywa się funkcją złoż.oną np.

1  x  ■Xx 5 y  X, ^ j 1 t. d.

13
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Funkcje funkcji. .

Między temi ostatniemi funkcjami należy odróżnić 
funkcje funkcji, t. j. te, które są wypadkiem kilku na
stępnych działań, z których pierwsze wykonywa się 
ze zmienną, a każde następne z poprzedzającego wy
padku, np. /(sin x), /(cos x).

Funkcje algebraiczne, wykładnicze, logarytmowe, całko
wite i ułamkowe, Unijne i trygonometryczne.

Funkcje, które powstają z pierwszych działań alge
braicznych jakoto: dodawania, odejmowania, mnożenia 
i dzielenia, podnoszenia do potęg i wyciągania pierwia
stków zowią się algebraicznemi.

Gdy zaś funkcja potęgi i logarytmy zmiennych przyj
muje, to zowie się wykładniczą, logarytmową.

Algebraiczne funkcje są jeszcze wymierne i niewy
mierne. Pierwsze mają całkowite, drugie ułamkowe 
wykładniki.

Funkcją całkowitą nazywa się wielomian, który 
tylko całkowite ma potęgi np.

a - \- b x - \- c x ‘l -j - .......

Potęgą czyli stopniem takiego wielomianu jest naj
wyższy wykładnik.

Funkcya całkowita Igo stopnia np.
a- \ -bx

zowie się jeszcze linijną.
Funkcje, które z działań trygonometrji powstają, 

r.owią się jeszcze trygonometnjcznemi. Te różne nazwy
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funkcji jednćj zmiennej można zastosować i do funkcji 
wielu zmiennych, np. funkcją całkowitą wielu zmien
nych, będzie wielomian, zawierający tylko całkowite 
potęgi. Stopniem zaś tego wielomianu będzie summa 
potęg największa w jednym wyrazie.

I tak wielomian:
a-\-b  x y  c zy  dxz-\~ .......

jest stopnia 2go.
Funkcją ułamkową, jest iloraz z dwóch funkcji cał

kowitych.
Funkcjami urojonemi nazywają się wszystkie wy

rażenia, które mogą być sprowadzone do kształtu 
tt-j-i/J/— 1, gdzie u i v są funkcjami rzeczywistemi 
zmiennćj.

Funkcją ciągłą między dwiema granicami zmiennćj#, 
nazywamy wtedy, gdy powiększając między temi gra
nicami x o nieskończenie mały przyrost, i funkcja o nie
skończenie mały przyrost się powiększy; np. gdy x po
większamy o a, to gdy a nieskończenie małe, wtedy gra
nicą / ( t f - f  a) j e s t / O )  

czyli

/ ( *  +  « ) - / ( * )  
przybliża się wraz z a do zera.

Funkcja ciągła w pobliżu szczególnej wartości na 
zmienną.

Funkcja jest ciągłą w pobliżu wartości szczególnej 
na zmienną x , gdy jest ciągłą między dwiema bardzo 
blizkiemi siebie wartościami, między któremi wspom- 
niona wartość na x leży.
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Funkcja 'przerwana.

Gdy funkcja w pobliżu pewnćj wartości na zmienną 
przestaje być ciągłą, to mówimy że jest przerwaną.

I tak np. gdy mamy funkcje: a-\-x, a—x, ax, —■, xa ,
oc

Ax , L (x), sin x , cos x , arc sin x , arc cos x , i uważać 
będziemy kiedy będą ciągłe, to znajdziemy, że: 

a -\-  x 
a — x 
a x
Ax .
sin x 
cos x 

zaś funkcya
a | 1 jest ciągłą w granicy x =  0, x =  -j-co  
x ) 2 jest ciągłą w granicy x — — oo, x =  0

rpCl

L(x)
arc sina; ) pomiędzy granicami x =  —1, x = - j - l  
arc cos x } są ciągłemi.

są ciągłemi w granicy od
X =  —  od do «=;-|-<x)

ii---- - o  x ęj j  /

| są ciągłe między x — 0, x =  oo

Funkcja ciągła wielu zmiennych.

Funkcja wielu zmiennych np.
f  ])•> z ) • • • •) 

jest ciągłą w pobliżu wartości szczególnych X , Y , Z , . . .  na
zmienne, jeżeli przedstawiwszy sobie przez a, p, 7 , . . . .
przyrosty nieskończenie małe zmiennych, zaś przez
x, y, z , ..............  wartości równe lub bardzo blizkie
X,  Y, Z , ....... to różnica

/ ( * + « »  * + t ....... ) — /(* »  y> 2 , . . - .)



staje się nieskończenie małą. Lecz aby ta ostatnia miała
miejsce, musi być koniecznie f  (x, y, z , ........) ciągłą
względem x, względem y, względem z.

Weźmy bowiem różnice
/ ( * + « »  2/5 *»—)■— /( * !  y> *’ ■■■),
/ ( « + « » 2/  +  P> ---- ) — / ( »  +  « ,  1/ ,  z , . . . . ) ,
/ ( *  +  «> y +  ft s + T - . . . ) —/ > + « >  y + &  z),

z których pierwsza staje się nieskończenie małą, gdy a jest 
nieskończenie m a łą , druga nieskończenie małą, gdy (3 
nieskończenie małą, trzecia nieskończenie małą, gdy y 
nieskończenie małą, a zatśm summa tych różnic, czyli

/ ( ®  +  a , y  +  A * + T » *  — ) — / ( * i  2/5 . . . . . . . )
jest nieskończenie małą, gdy a, ....... są nieskończe
nie małe, czyli granicą

/ ( « + « >  y + f t  2 + T » - ” 0 jest/(a? , y,
Gdy w poprzedzającem wstawimy, X, 7 , ^ .......za

#, y, z,.... a znowu zamiast #-(-a, y—J—p, z-f-?,.— #, y, z,.... 
to otrzymamy:

T w ie r d z e n i e  I .  Gdy zmienne x, y, z, . . . .  mają za gra
nice oznaczone ilości X , Y, Z , . . . .  i gdy f  (#, y, z , .......) ze
względu na każdą z tych zmiennych x, y, z , . . . .  jest ciągłą 
w pobliżu wartości szczególnych

x = X ,  y — Y , z = Z ,  —
to granicąf (x, y, z , ....... ) będzie f  (X, F,Z, . . . . )
albowiem w tym razie ilości x — X , y  — Y, z — Z  znaczą
toż samo co ot., P, y,....... poprzednio.

T w ie r d z e n i e  II. Gdy funkcja f  (x) ze względu na 
zmienną x jest ciągłą między granicami x = x Q, x = X , i gdy 
b jest wartością pośrednią między f  (xQ) i  f  (JT) to można 
będzie nadać na x taką wartość zawartą między x0 i X , iż 
sorawdzi się równanie

x) =  b.



D o w o d z e n i e . Aby powyższe twierdzenie dowieść, 
okażmy naprzód to twierdzenie:

Niech będzie f  (#) funkcją rzeczywistą x , która 
ze względu na x, ciągłą jest między granicami x = x 0, 
x—X,  to gdy /  (x) i /  (X ) mają znaki przeciwne, to mo
żemy wybrać na x wartość pomiędzy granicami x0 i X , 
czyniącą, zadość równaniu /  (x) =  0.

Niech «0 < I ,
X — x0 =  h,

podzieliwszy to h na m równych sobie części, zaś m jest 
całkowite, to będzie szereg

/  M ,  f  ( * „ + A.), / ( * ,  +  “ ) - / ( * • + “ ) > ■• ■ • ■

/ ( * - 4 ),/< X ).

Gdy porównywać będziemy pierwszy wyraz z dru
gim, drugi z trzecim, trzeci z czwartym i t. d. to dojdzie
my w końcu do tego, że dwa wyrazy w tym szeregu 
zejdą sie ze znakami przeciwnemi np.

/ ( * l  ), / T O
i tak, ze xx <  X x, czyli będzie

Xq <C & \ -A.?

X l — xl =  —  =  — (X — x0)
m m

Teraz pomiędzy x { i X t znowu znajdą się dwie warto
ści xŁ i X.l dające /  (x2) i f  ( X2) obok siebie leżące 
ze znakami przeciwnemi i będzie xl <Cx2< X i <zXl i

X 2 xt — -— [Xt xt ) =  —̂ (X x0). 
m fn

Postępując tak dalej otrzymamy dwa szeregi
1) malejący X, X t , X 2, X 3 .......
2) rosnący x 0, x 1: x 2, x 3 ....... ,

18
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gdzie wyrazy pierwszego przewyższają odpowiednie 
wyrazy drugiego o iloczyny:

( T - z „ ) , - L  - i

Ztąd wynika, że ogólny wyraz Igo szeregu i 2go przy
bliża się do jednćj granicy, tą zaś granicąniechbędzie a; 
a  że ilości dodatne, jakie przedstawiają funkcje zmien
nych wziętych z szeregu Igo i ilości ujemne, jakie przed
stawiają funkcje zmiennych wziętych z szeregu 2go przy
bliżają się do jednej i tej samej granicy, więc tą granicą 
musi być 0 czyli przy wartości x—a, /  (a;)==0.

Gdy więc teraz zamiast /  (x) weźmiemy f  (x) — b, 
gdzie b jest ilością stałą, to na mocy powyższego rozu
mowania znajdziemy

/  O ) — b =  0 
/■(*) -  b

czyli znajdzie się między granicami £ 0 i X  wartość x, 
sprawdzająca równanie

f ( x )  =  b

O  szeregach  zbieżnych. SKasaily co do zbieżności szere

gów . Sn m ina n iek tó rych  zbieżn ych szeregów .

Ogólne uwagi o szeregach.

Gdy s u m m a  n p i e r w s z y c h  w y r a z ó w  S z e r e g u

Sn = U q -j~ Wj -J- Wg - | - .......Un—1
przybliża się przy wzrastającej wartości na n do pewnćj 
oznaczonćj granicy np. S0, wtedy szereg ten jest zbie
żnym, a 5  summą wyrazów tego szeregu się zowie. Gdy 
przeciwnie przy ciągle wzrastającej wartości na n sum
ma S n do żadnej oznaczonej granicy się nie przybliża, 
wtedy taki szereg zowie się rozbieżnym, i dla takiego



żadnej summy nie mamy. W obu razach ten wyraz, 
który znakiem n opatrzony, zowie się wyrazem ogól
nym i gdy takowy jako funkcja n jest dany, to szereg 
jest juź dokładnie oznaczony.

Jeden z najprostszych szeregów jestpostęp ilorazowy:
1, x , x 2, x 3......... (1),

którego ogólnym wyrazem jest x n. Summan pierwszych 
wyrazów tego szeregu jest:

1 - \-x - \-x i‘Ą -___4 - x n—1=  ---- ---------- —
' ~  ~  l —x \ —x

Gdy x >  1 szereg jest rozbieżnym, gdy x <C 1 szereg
xn

jest zbieżnym, ułamek ------ do zera się przybliża, a tśmJL— l"l
saraóm summa n jego wyrazów będzie:

20

Aby szereg
0̂5 1̂ ł ^2....... Un-\-1, . . . .

był zbieżnym, to konieczną, jest rzeczą, aby przy ciągle 
wzrastającej wartości na n summa

Sn =  Uq -J- u j - |- w2 -j- u$ . . . . .  -)- un_  1 
przybliżała się do oznaczonej granicy S, zkąd także 
wypada, żeby różnice pomiędzy summami

Sn j 'Sji-J-I , ......

i granicą S , jako tćż różnice między niemi samcmi były 
nieskończenie małe. A że różnice te między summami 
następnemi, a pierwszą są:

SnĄ-1 Sn =  Un 
— Sn — Un -f- UnĄ-\ 

Sn-(-3 Sn =  Un -)- Un-j-1 “f" Un-\-1
zatóm konieczną jest rzeczą, aby summy wyrazów

U n , Un -(- UnĄ-{ , U„ .......
były ilościami nieskończenie inałemi.
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Zatćm i odwrotnie: gdy w szeregu wszystkie te wa
runki są wypełnione, to szereg bez wątpienia jest zbie
żnym.

Weźmy jako drugi przykład następujący szereg:
. 1 1 1 1  1 1
*5-7-5 -7-5 -71 .... ........ .....5 jT“| ’ ........2 3 4 5 n n-f-1

1
Ogólnym wyrazem tego szeregu jest — , który ma-

72*

leje gdy n wzrasta.
Ten szereg nie jest zbieżnym, gdyż summa wyra

zów, począwszy od —?— , do włącznie t. j. 
n-\-i 2 n

— .......- f  1 - f -1
71-j- l n-(-2 2n— 1 2 n

jest widocznie większą od

n — — 1 
'In 2

Oznaczmy przez S n summę n pierwszych wyrazów sze
regu (2), a  jeszcze inaczćj się przekonamy, że szereg 
ten nie jest zbieżnym.

c■ , 1 1 1 1 1
1 ”2" "3" ........~n

> 1+ 4+ (4- + l ) + ( ł + 4+ l + 4) + . .
....... ( 2 "1— 1 - j - 1 2”1— 1 -j-2  2™”)

gdzie 2"1 jest najwyższą potęgą 2, która w n się zawiera. 
Ztąd także wynika

l = i  +  ™
2 2

A więc gdy m wzrasta, to i Sn wzrasta, a  że m wzra
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sta wraz z n, to znaczy, że ta summa ciągle wzrasta, 
gdy liczba wyrazów szeregu się powiększa, a do żadnej 
granicy oznaczonej się nie przybliża, czyli że szereg jest 
rozbieżnym.

Weźmy jeszcze szereg :

’ 1 ’ 1 . 2 ’ 1 . 2 .3  ’ .......... 1 .2 .3. . . .« ..........C
Wyrazy szeregu, które po w*ym następują t. j.

1 1 1

1.2...n5 1. 2 ...n(n-j-l) ’ 1.2 ....n (w-)-l) (w-|-2)5
będą odpowiednio mniejsze od wyrazów postępu ilo
razowego:

1__  1 J_  1 1_
1 .2 . . .n ’ 1 .2 . ..n n ’ 1 .2 ...n  ?ia ’

A że summa tychże ostatnich t. j.
1 1  n 1

1 .2 . ..w j J_ 1-2 ...n n— 1 
n

1 . 2 . . .  (n— 1) n— 1
ma za granicę 0, gdy n wzrasta, to tóm bardziej wspom- 
niona summa wyrazów po następujących w szeregu 
danym, do tejże granicy zero się przybliża, a tśm sa
mem i szereg, którego summę n wyrazów nazwiemy 
przez e, będzie zbieżnym; ta zaś summa przy n = l l  
d a je :

6=2,7182818
i jak  wiadomo, ona za cechę logarytmów Nepera jest 
przyjętą.

Gdy szereg
UQ} Wj > ^ 2  »• • • •
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jest zbieżnym, Sn summą n pierwszych wyrazów, to 
będzie:

S =  S n +  Un +  +  W«+2 + .........Ztąd
S ----S n  —  Un - f -  Un-\-\ - f -  2 - f - ...........

a uczyniwszy
S ----S n  Tn

to S  ZZ1 S n  T n  

Gdy wyrazy szeregu jedne i tęż samą zmienną x za
wierają; gdy nadto szereg zbiega się, i gdy każdy wy
raz szeregu w pobliżu szczególnej wartości na x jest 
funkcją ciągłą tejże zmiennej, to:

S n , rn tudzież S  
są funkcjami ciągłemi zmiennój x. Co do pierwszych 
dwóch Sn i Tn to jest widocznśm, bowiem gdy x o nie
skończenie małą ilość a wzrasta, to i każdy wyraz jako 
funkcja ciągła tego x również o ilość nieskończenie 
m ałą wzrasta, a tóm samóm Sn i r n . Ztąd zaś wynika, 
że i przyrost funkcji $  również tylko nieskończenie 
mały być musi.

Mamy wiec następujące:

T w ie r d z e n ie . Gdy wyrazy szeregu

uoi ........
są funkcjami tej samój zmiennej i ciągłemi w pobliżu 
szczególnej wartości tójże, dla którój szereg się zbiega, to 
w 'pobliżu tej szczególnij wartości na zmienną, summa sze
regu S  będzie również f  unkcją ciągłą na x.

I  tak w szeregu ( 1) summa Sn — —i— jest funkcją
JL CC

ciągłą na x pomiędzy granicami X — — 1, < r= :-f- l , 
gdyż tylko w tych granicach na zmienną szereg jest 
zbieżnym.

\
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0  szeregach, których wszystkie wyrazy są doclatne.

Gdy wszystkie w yrazy szeregu

ui> ui> ......... (4)
są  dodatne, to można za pomocą następujących twier
dzeń poznać, czy szereg jest zbieżnym czy rozbieżnym.

T w i e r d z e n i e  I .  Znalazłszy granicę lub granice, do

których przybliża się wyrażenie ( un ) « gdy n ciągle 
wzrasta i oznaczywszy 'przez k największą z tych granic, 
to przy wartości na k<C l, szereg (4) będzie zbieżnym, a przy

1 rozbieżnym (*).
Dowodzenie. Gdy & <1, to możemy obrać liczbę U, 

k tó ra  między 1 i A leży tcik, iż będzie:
k < U <  1

Gdy n jest większe od każdej nadanej liczby, to naj
większe wartości na (un)n nie będą się mogły nieskoń
czenie przybliżać do granicy k, gdy nie będą wprzód 
ciągle mniejsze od U. N astępnie nadać można na n taką 
wartość, że przy nićj lub większej od niej mamy ciągle

( un ) * <  U  

Un <  Un
zkąd wynika, że w yrazy szeregu

^05 5 }••••• Un , Un-J-1.....
są  stale mniejsze jak  odpowiednie im wyrazy postępu 
ilorazowego:

1 , U , U \ U * , ....... U n, U“+ ' , ..........

*) Niełatwo jest poznać, czy szereg jest zbieznym, gdy k= 1 •
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że zaś ten postęp jest szeregiem zbieżnym (gdyz U<Z. 1), 
to tem bardziej szereg (4) zbieżnym być musi.

Gdy znów 1, to liczbę U  tak obrać możemy, iż 
będzie

A >  U >  1
Niech n większe będzie od każdej nadanej liczby, to 

największe wartości na (u „ ) lT n ie  będą się mogły nie

skończenie do granicy k przybliżać, gdy nie staną się 
wprzód ciągle większe od U  tak, iz przy dość wielkiej 
wartości na n bedzie:

i
( u ,i) " >  U

Un >  U"
W yrazy więc szeregu

Uj , i t . j , . . . .  U /i , , Un-j_2, • . . .

będą większe od odpowiednich im wyrazów postępu 
ilorazowego

1, U, U2, U3, . . . .  U«, , f7"+2, ........
Lecz ponieważ ten ostatni jest rozbieżnym (gdyz

1) to tem bardziej nim szereg (4) być musi.
T w ie r d z e n i e  II. Gdy przy wzrastając^ wartości na n 

iloraz
Un-\-1 

Un
do oznaczonej granicy k się •przybliża to szereg (4) jest 
zbieżnym, jeżeli A < 1  « rozbieżnym skoro k~> 1.

D o w o d z e n i e . Wziąwszy dowolną liczbę e  mniejszą 
od różnicy jaka jest między 1 i A: będzie można łatwo 
nadać na n tak wielką wartość, że przy niej lub przy 
większej od nićj stosunek

Un-1-1
un

4



będzio ciągle zawarty między dwiema granicami
k — 6j k —j— a

a  mianowicie
U/i-1_1 U,
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Ufi U/i
>  uH (k — e), M/i+i < Un [k +  e) 

dalćj podobnież

W/i-fl UnĄ. |
M«+2> {k— s) Un+1, Un+ 2 <  (H -e ) “«+1 

a tem bardziej
UnĄ.‘2,̂ >- Un [k s)^ | s)

i t. p.
Zkąd okazuje się, ze wyrazy szeregu (4) są zawarto 

między wyrazami odpowiedniemi dwóch postępów ilo
razowych

U/ii M Ti [k s), xi n (/c— e)2, .......
un i un (&-j-s), Un (/c-j-s)2, .......

które będą zbieznemi, gdy £ < 1 ,  a rozbieznemi, gdy 
1, a zatem i t. d.

P rzyk ład . Niech będzie szereg:
. 1 1  1 1

5 ~T’>

tO

1 7 1 .2  1 . 2 . 3  7 1 .2 . ..n 
1

Un

1 . 2 . .  .n (n - j- l)
1

1 . 2 . . . .n

z r  — 1— , k =  —  =  0 < 1  
Un n-f-1 oo

co dowodzi, że powyższy szereg jest zbieżnym.



T w i e r d z e n i e  I I I .  Gdy w szeregu ( 4 )  każdy następny 
wyraz jest większy od poprzedniego, tn on jest zbieżnym 
gdy szereg

+ 4 m3, 8w7, 1 6 « ,5 ,........(5)
zbiega się, a rozbieżnym, gdy ten szereg się rozbiega.

Dowodzenie. D a j m y  na to, że szereg (4) jest zbie
żnym i jego summa jest S , to będzie:

w0 = m 0 , 2 u , = 2 « 1 , 4 « 3 < 2 m 2 4 - 2 m 3 , 

8u7< ;2 m4-(-2m5-}-2ug-)-2u7, i t. d.
Z dodania tych nierówności wypada:

w0- f  2w1-11-4«3-(-8w74 - ........< « 0+ 2(m, Jr u-iJr u^ " " )
czyli

?./p-f-2wj —j—4?<3 —J—....... <C2-S— ........
Zkąd wynika, że szereg (5) jest zbieżnym także

Przypuśćmy znowu, że szereg (4) jest rozbieżnym, 
to summa jego bardzo wielkićj liczby wyrazów prze
wyższać będzie każdą obraną wartość liczebną, a gdy 

u0— uo ,  2 u 1> u 1, - j - u 2, 4M3> « 3 4 - ? i 4 + w 5 - ( - t t 0

8u7>W7 "(“Mg -f-Wj) “I- Ut q-|-24| i 2 —|— 3 —)—Z<i  ̂ itd.
zkąd
Uq - ( -  2  Wj - f - 4  -{- 8  u-j - J - .. .  . >  un -f-Wj r ) - ^  -\-u% - ł- u 4 • • • • c z y l i

Uq—(— 2zt| ~I-  4wg-1)— Sm7 —(—..........^>*S.
Że zaś S  większe jest od każdej obranej liczby, dla 

tego i szereg (5) rozbieżnym być musi.

Przykład. Weźmy szereg:
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gdzie n dowolną wielkość oznacza.
Szereg (5) w tym razie przyjmie kształt:

’ ’ s 4 ’ 4 x f ’ 8 x p ’ - B ' ii
1 ,  2 ' - « ,  4l~ n, S 1-71, ___



Szereg ten jest ilorazowym i zbieżnym, gdy ?C>1 
a rozbieżnym gdy n < 1  lub n ~  1, a  więc przy tych sa
mych warunkach i dany szereg będzie zbieżnym, lub 
rozbieżnym, i tak z szeregów

1 1 1 1 • * ^
4 2 1 1  d -

1 1 1 1 • * .1, — , — , —  1 t. d.
’ 2 5 3 4

i  1 1 1 • ♦ ł

’ w  m  1
pierwszy jest zbieżnym, dwa drugie rozbieżnemi.

T w ie r d z e n ie  IV. Niech L oznacza logarylm dowolnego 
układu, i przyjmijmy, że przy wzrastającej wartości na n, 
iloraz

L  ( U H) 

i (i)
przybliża się do granicy h, to będzie szereg (4) zbieżnym, 
gdy A >1 a rozbieżnym gdy h<Z 1.

D owodzenie. Dajmy najprzód, ż e / i >  1, to można 
obrać trzecią ilość a dowolną, tak iżby było: /C>oC>l, 
przy bardzo wielkiej wartości na n będzie wtedy iloraz

^  ^  j e m u  r ó w n y  ^  ( un )
L (-^-) L (?i)

ciągle większy jak  a t. j. gdy n pewną granicę prze
wyższa, to będzie ciągle:

28

tar) >  a, lub co na jedno wyjdzieL (n)

L 1-^—1 >  a L («), zkad także —!—>  n a, un <Z —
\ un i u ,j ’ na
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A zatćm wyrazy szeregu (4) będą mniejsze od odpo
wiednich wyrazów szeregu

,  J _  J _  1  J L _  ______

’ 2a ’ 3“ ’ 4“ ’ na ’ ’
a że ten jest zbieżny gdyż <7> 1, to tym bardziej, nim bę
dzie szereg (4).

Odwrotnie dowodzi się, że gdy a < l ,  to szereg ( 1) 
jest rozbieżnym.

O  szeregach  u ro jo n ych .

Jeżeli wyrazy szeregu są kształtu u-\-vj / — 1, to taki 
szereg jest zbieżnym, gdy summa wyrazów rzeczywi
stych ma za granicę s, a  zaś summa współczynników 
przy ]X — 1 przybliża się do t i mówi się wtedy, że gra
nicą szeregu jest s - \ - t \ /— 1. Tak wiec sprowadza się do 
zbieżności dwóch szeregów. Można jednak jeszcze ina
czej uważać; i tak niech będzie:

u - — 1—p (cos o - j- J /— 1 sin o) 
a  szereg dany przyjmie kształt

p0 (cos o0+ | / — lsin o ,) —{-p, (cos Oj - j - J /— lsin Oj)
—|—. . . . .  —|— p,j (cos O/j —j— — 1 sin o,t ) —j—. . . .  

Lecz jeżeli szereg
2 ) P0+ P 1+ P 2+ ......... P « 4 “ ...........

jest zbieżnym, przyjąwszy wszystkie wyrazy dodatne, to 
tein bardziej będą oba następne

p0 cos o0, p, cos o , , . . . . .  p7l cos o „ ,
Po sin o0, pt sin o ,, .......p„ sin o„, ,

Mamy więc następujące prawo :
Szereg urojony jest zbieżnym, g d y  szereg wartości 

bezwzględnych modułów wszystkich jego wyrazów jest zbie
żnym.

1)

3)



30

Gdy szereg (2) nie jest zbieżnym, to możliwem jest, 
żeby te wyrazy zbliżały się lub nio zbliżały się do zera. 
Jeżeli one się nie zbliżają do zera, to szeregi (3) nie 
mogą być oba razem zbieżne, i ponieważ przy jakiej
kolwiek wartości na o niemożliwą jest rzeczą, gdy p nie 
przybliża się do zera, żeby oba wyrazy cos o i sin o (*) 
przybliżały się do zera, to i szereg (1) jest w tym przy
padku rozbieżnym.

Jeżeli zaś wyrazy szeregu (2) zmniejszają się nieo- 
znaczenie, a  szereg ten jest rozbieżnym, to jednakże 
szeregi (3) mogą być zbieżne, ponieważ wszystkie ich 
wyrazy nie są z jednakowemi znakami.

O  w y r a ż e n ia c h  u r o jo n y c h .

Rozwiązanie równań stopnia drugiego prowadzi nas 
czasem do pierwiastków kwadratowych z ilości ujem
nych. Te rodzaje wyrażeń nie przedstawiają ani liczb 
dodatnych, ani ujemnych, lecz oznacza się ich szczegól
ną nazwą ilości urojonych.

Jeżeli mamy np. równanie
£•2— 2fl#-f-«2-{-&2= 0  

to wyprowadza się z niego dwie wartości urojone: 
x—a ± \ / —b2—a ± b ]/'— 1.

Wyrażenie to i podobne jemu nic samo przez się nie 
znaczą, tak jak [ / — 1, lecz gdy wyrażenia urojone 
wzajemnie połączymy przez dodawanie, odejmowanie, 
mnożenie lub t. p., działając z niemi zawsze tak jakoby 
| / —1 był ilością rzeczywistą, której k w ad r a t — 1, to

*) Albowiem gdy sino =  0, c o s o = ] ,  gdy coso =  0, 
s in o = l.



otrzymamy na wypadki nowe wyrażenia urojone. Dla
tego użyteczną będzie rzeczą oznaczyć wypadki, jakie 
powstają z takowego połączenia ilości urojonych. Aby
śmy łatwiej cel ten osiągnąć mogli, należy ( uważać za 
równe dwa wyrażenia urojone:

A -\-B ]/—  1 ,

gdy lrao  ilości rzeczywiste w tych wyrażeniach są sobie 
równe, to jest A ~ A \  2do gdy współczynniki ilości u ro
jonych są także sobie rów ne, to jest B ~ B ‘. To przypu
ściwszy, będzie, że każde równanie urojone jest tylko 
wyrażeniem algebraicznym dwóch równań pomiędzy 
ilościami rzeczywistem u

Uważajmy np. iloczyn dwóch wyrażeń,
cos x-\-\/'— 1 sin x i cos y - \ - \ /— 1 sin y 

który jest

cos x cos y — sin a; sin y -{-]/■— 1 (siu x cos y -j- sin y cos x) 
lub

cos 0 4 -y) + V — 1 sin O + y )  
a  otrzymamy równanie algebraiczne .
cos [x-\-y)-\~\/ — 1 sin [x-\-y) =  cos x cos y— sin a; sin?/-|- 

] ,/  — 1 (sin x cosy -j- siny cos x)
gdzie łuki x i y  są rzeczywiste, wyrażone przez ró 
wnania.

cos (xĄ-y) ~  cos x cos y —  sin x sin y 
sin (x-\-y) =  sina- cos?/-)- siny cos x.

Podobnież mainy rów nanie
(cos x - \ - ] /— 1 sin x)(cos y -\- \/r—1 sin ?/)(cos z-|-] / —lsin 2) 

=  cos {x -\-y+ z)+ K — 1 (n + y + z ), 
jako też i inne temu podobne, gdy liczba czynników 
jest jakakolwiek.
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Przypuściwszy zaś x = y = Z — ........
otrzymujemy wzór Moivra

1) (eos£-f'l//’— 1 sin x)m =  cos mx-\-\Z— 1 sin mx. 
Rozwinąwszy wiadomym sposobem pierwszą stronę 

równania (I) i przyrównawszy z sobą ilości rzeczywiste 
jako też współczynniki przy ilościach urojonych, otrzy
mamy:

m(m— 1) 0 . 2 1cosmx=cos'" x— —>------- i  cos7" —- a: sin .r-f-
1 . 2  '

+  m  ( m - 1 )  ( m - 2 )  ( m - 3 )  c o 3  „  -  s i n % _  ^

1 . 2 . 3 . 4
. . m(m— 1 )(m —2 ) w  sin m x= m  c o s7/1—1 a; sina:— —^ ^

1 . 2 . 3
X cos7"- 3 a:sin * x -\- .......

Należy także uważać, że rozwinięcie wyrażenia 
(cos x — \ /  — 1 sin x)m 

różni się od rozwinięcia
(cos x-\-\/ — 1 sina:)'" 

tylko znakami przy wyrazach zawierających J / — 1 
w potęgach nieparzystych, będzie więc

(cos x —] / — 1 sina:)7" =  (cos rmx—] / — 1 sin mx). 
Rozumiejąc przez pierwiastek potęgi ntóJ z wyraże

nia urojonego inne wyrażenie, które podniesione do po
tęgi ntóJ podług znanej zasady wyda rzeczone dane wy
rażenie urojone, to widoczną jest rzeczą, że

%Xj I *1 /■ -t •cos —  d b l /— 1 sin —  
n n

jest pierwiastkiem potęgi nt6i wyrażenia 
c o s a :± J /— 1 sina;

Mamy więc
1 £ rg*

(c o sa :rh l/—1 sina:) » =  cos —  ±  1 / —lsin-1— 
v n  n
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a gdy oba wyrażenia podniesiemy do potęgi p , to otrzy
mamy

( c o s x ± \ / — lsin « )“  — cos ~  x — lsin-^-#.

Rozciągnęliśmy więc wzór (1) i do tego przypadku, 
gdy m jest dodatną lecz ułamkową liczbą jakąkolwiek. 
Okażemy teraz jeszcze prawdziwość wspomnionego 
wzoru przy potędze ujemnćj, gdynp. m ~  — n. I tak:

( c o s a + J /— lsina ;)-*  =  --------r—}  .— =
(cos x - \-y  — 1 sm x)n

_  1___________________

cosmr-j-J,/ — lsinw #
Lecz że iloraz jest wyrażeniem takiśm, iż pomno

żony przez dzielnik cos nx- ( - ] /— 1 sin nx, wyda dzielną 
1, to widocznie ten iloraz być musi

cos (—nx) - j - ] /  — 1 sin (—nx),
zatćm
(c o s # - |- J /— 1 sina;)—7' — cos(—nx-\-\/ — ls in (—nx).

Rozwiążmy teraz zadanie odwrotne, które polega 
na rozwinięciu cos m x i s inm x za pomocą wstaw i do
staw łuków wielokrotnych względem x, gdy m jest li
czba całą.

Dlatego dajmy
cos x - \ - \ /  — 1 sin x—u, 
cos#—j / — 1 sin#—u,

zkąd
2 cos x~ u -\-v ,

a następnie

2mcosmx ~ u m 1 v ; u”1-2
i  . Z

....... -}- muvm~* -\-vm.
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Uważając teraz, że u v~ : 1, i że uk -)- vk — 2 cos kx, 
będzie

2"f cos771 x =  2 cos mx-\- 2m cos(m —2).-?;
_|_2 (m —1) c£)g x  ........

Jeżeli m jest parzyste, to wyraz który się znajduje 
w środku rozwinięcia (i4-)-v)”t sprowadzi się do

m(m-l).....
-------------------------------i tworzyć będzie ostatni wyraz
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rozwinięcia 2'" cos "'a;.
Jeżeli m jest nieparzyste, to dwa wyrazy środkowe 

na u i v są kształtu
m-f-1 m—1 m—1 wi-|-l

2 2 • '  2 2 U . V 1 U . V ,

wyrażenia, które widocznie sprowadzą się do w i v, 
gdyż uv— 1. Ostatni wyraz rozwinięcia 2"' co s7" # jest 
wtedy:

Rozwińmy teraz sin7"#, uważając że 
2]X — 1 sin x  —  ii — v,

zkąd
2"1 ( j / — l ) 771 sin m x —

— M»> — mu"1—1 v-\- — ll_ um~ 2 v2 — .......
1 . 2

Gdy jest parzyste to wyrazy w równój odległości 
od skrajnych będą z jednakoweini znakami, biorąc więc 
je po dwa, będzie:
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2"'(— 1) 2 sin mx —  2 cos mx — 2m cos (m — 2) a;
, _ m  (m — 1 ) , .s
i 2 — ^ ~ - cos (m— 4) x — ..........

-L • L

Ostatni zaś wyraz będzie:
i m

m (m—1 )................ ( T + 1

1 . 2 ..................................... —  
2

Znak -)- odpowiada ~  parzystemu, a znak — ,

nieparzystemu. Jeżeli m jest nieparzyste, to rozwinięcie 
musi mięć kształt:

um _ vm---,n (y » -2  vm- ‘2 ) _j_ m (??1— 1) ^
1 • 2

X  (u m~ 4 —  4 ) — .........

(wstawiając wszędzie za u v jedność).
Jeżeli więc zważymy, że uk — vk — 2 | / — 1 sin kx, 

to wziąwszy tylko współczynniki J/"— 1
m—1

2'» ( _  1) 2 sin»ł x —2 sin mx— 2m sin (m — 2) x
. m(m— 1) . /-4- 2 — ^ s i n  (m—4) x — .......
' 1 . 2  v 1

Ostatni wyraz będzie:

m ( m — 1 ) ...................

; - (  i  )

1  .  2 ........................... .  i  m ~ 1  \

\  2  /

sin x.

1
Znak -f- odnosi się do tego przypadku, gdzie--------

2
jest parzyste, a znak — gdy ono jest nieparzyste.
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U ży cie  HnJI trygnnnincłrjiiiny th  tlo wyciągania p ie r 

w ia s tk ó w  z ilo ści rze czyw istych  ln b  u rojon ych.

Pierwiastki stopnia m z liczby rzeczywistej dodatnćj 
lub ujemnćj ±  A, są pierwiastkami równania 

ym ± 4  =  0;
te pierwiastki mogą się sprowadzić do pierwiastków 
z jedności, przypuściwszy y ~ a x ,  gdzie a oznacza pier
wiastek arytmetyczny potęgi nt<5J z liczby A , równanie 
zaś dane sprowadzi się do następnego

xm ± 1 = 0 ,
w którem oznaczymy m pierwiastków wszystkich mię
dzy sobą nierównych. Weźmy najprzód 

xm — 1 = 0 , xm~ \ .
Możemy przedstawić jedność w kształcie: 

cos z-j-j/"— 1 sin z, 
z którego to wyrażenia, jak  nam wiadomo, łatwo wy
ciągnąć pierwiastek. Należy przypuścić z— gdzie 
n jest liczbą dowolną dodatną lub ujemną, a będzie iden
tyczność:

1 =  cos — 1 sin 2wt;
zatćm wyrażenie:

i i r  i 2wc cos ——- -4- 1/ — I s in ...................(1)
m m

daje pierwiastki mtcs° stopnia z jedności a ztąd wartość
na x, przy każdćj całkowitćj wartości na n jest:

2 mz , . r t  . 2 m cx = c o s ------ ±  1/ — 1 sin --------
m m

W tćm wyrażeniu nadaje się na n wartość 0, 1, 2, ----
dotąd, iż mieć będziemy m wartości dla strony pier- 
wszćj.
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Jeżeli m jest parzyste, to przypuściwszy m—2k,
mz , ■, /■ , . nu x — Cos — ±  ] / — 1 sin — . 
k 1 k

Należy więc nadawać dla n, wartości 0, 1, ‘2 .......k.
Dwie skrajne wartości dadzą * ~ 1 ,  x — — 1, a wszy
stkie inne wartości na x  są urojone, sprzężone.

Gdy mamy
m— 2&-|-l,

to należy dawać na n, wartości 0, 1, 2, __ k. Pierwsza
daje x ~ l  inne są wszystkie urojone sprzężone.

Gdy mamy
7Tl

x m - j -1  ~ 0 ,  xm ——  I , x ~ \ / — 1 .

Można również nadać na — 1 kształt 
cos — 1 sin z, 

przypuściwszy 2r=(2?i-)-l)'jr. Będziemy więc mieli war
tość na x  z wzoru

* = c o s  (̂ ”+ 1X  + J / - 1  sin ,
m m

gdzie należy przyjąć m wartości następnych dla n, po
nieważ wszystkie te odpowiadać będą różnym wstawom 
lub dostawom, inne zaś dadzą też same wartości na x. 
Wszystkie pierwiastki równania

xm _J_]— o
są dane przez wzór

x — cos (2?Hl 1)TC. d=y—l sin ,
m m

nadając na n, wartości dodatne od 0 dotąd, dopóki nie 
ofrzymamy z niego m wartości dla strony drugiej. Jeżeli 
v i ~ 2k, to wartości na n będą 0, 1, 2 , .......k— 1, a w ar
tości na x  będą wszystkie urojone sprzężone. Jeżeli 
m— 2/c-j-l, to wartości na n będą 0, 1, 2 ....... k\ ostatnia



da x — — 1, wszystkie inne wartości na x będą sprzę
żone urojone.

Mając więc wiadome pierwiastki z ± 1  otrzymamy 
tem samem pierwiastek z ±  A, mnożąc je przez pier
wiastek arytmetyczny z A.

Szukajmy teraz pierwiastku potęgi mtój z wyrażenia 
kształtu

a ± b ] / — l,  

które możemy przedstawić w kształcie 

p (cos z± ] / — 1 sin z), 

oznaczając p i z przez dwa równania 

pcoszzra, psinz—&

zkąd p— ± J / ( a 2-j-62),cosz—— , s in z rr — .
P ' P

Dla większój dogodności, weźmy tylko wartość do- 
datną na p. Oznaczmy przez cp najmniejszy łuk doda-

tny, majacy za dostawę —  a za wstawe— •, można be-
$ , * P

dzie bez zmiany tych linji dodać go do pewnej liczby 
okręgów, a wypadnie

a ± b \ / — l = p  [cos (<p-f-2?i7r)±j/— 1 sin (cp-j-2?Mt)]}

widocznie więc pierwiastek mtóJ potęgi pierwszćj strony 
równa się

~  T cp4 -2mr . .  , • 9 -j-2/inr p m cos !------± 1 / — 1 sm -?—!------- •
L m m

Należy zatem widocznie na n nadać m wartości na
stępnych, dodatnych lub ujemnych; wszystkie bowiem 
inne dadzą też same wypadki. Nadto te m wartości na n
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dadza różne wartości dla wstaw i dostaw ł u k u ^ i ? ^ ,
in

nadając więc na n wartości 0, 1, 2 . . . . m — 1, to wszy
stkie pierwiastki szukane, będą dane przez wzór

y  a z tb y '— lr r p ~m { cos y~'~'^n7Cd b ]/— 1 sin cPH~-,nTC \
\ m m f

W sta w y  i  d o sta w y w yrażon e za  poinocn potęg  

u ro jo n ych .

Jeżeli w rozwinięciu ex zamienimy x na x \ / — 1 
i gdy przedstawimy szereg wypadkowy przez e rl/ — 

to będzie:

+  1 ^ 7 4  + . . . . . . . . . . W
podobnież gdy za x  wstawimy — x ] / — 1 będzie

e - x y - \ z - 1 _ x y _ 1 _  _j_ ^ y — 1 
v 1 . 2 “  1 . 2  .

4 - — 'X~----- — ...........(2)
' 1 . 2 . 3 . 4 w

Tc równania mogą być napisane jak  następuje :
9v ( exV ~ x — cos £ + } / — lsin® ,
’ ’  e - x V — \— ,e—x\/—i —. cos x— — ] sin x,

zkąd wyprowadza się
eĄ/— i— —*V— >



Wg wszystkich tych wzorach nie należy zapominać, 
że exV~~1 i e—rl/ —1 nie mają żadnego znaczenia jako 
wyrażenia wykładnicze, a przedstawiają tylko szeregi, 
jakie otrzymujemy, podstawiając — 1 i — x \ / ■— 1
za x  w rozwinięciu ex , postępując z \ / — 1 znanym spo
sobem.

Łatwo tu jest okazać, że z temi wykładniczemi wy
rażeniami urojonemi postępuje się tak samo, jak  gdyby 
wykładniki były rzeczywiste.

Identyczność nie popsuje się, gdy w miejsce x i y 
weźmiemy x \ / — 1, y \ / —1, zkąd wynika, że

lub gdy tylko y na y\ / — 1 zamienimy, to wypadnie

Można nadać tak samo jak wykładnikom rzeczywi
stym. nazwę logarytmów wykładnikom urojonym i aby

I tak:

zkąd

i  - i - H - y i  ( H - y ) 2 ! 
^  i  ' 1 . 2

e(*+y)V—1 — exV—1 # eyV—x

e ( x + y V - \ ) = e x  ey V - \— e . e-



mieć logarytm wyrażenia kształtu a ± b ] / — 1, należy 
uczynić

a ± b y - 1= p(cosa?±J/"— 1 sinx ) = e l^ C0SX±V~ ' sin*>], 

a że exV—1 — cosx- \ - \ /— 1 sin a;, 

więc x ] /  — l= /(c o s  x-\-'\/— 1 sin x), 

zatem
a d = b y —  l = e,P±a:I/ - 1 _ eip±(?±2n«)|/-i}

gdzie cp jest najmniejszą wartością dodatną na a; będzie 
więc

— l)=-l_Z(a2-[-62) ± |X — l(cp±2m:).

Gdy 6 =  0, to mamy dla wszystkich wartości na lo
garytm a

l a d ^ y — 1 (cp±2w7i).

<Luk <p jest równy 0 jeżeli a jest dodatne, a równy tc 
jeżeli a ujemne.

Mamy więc, rozumiejąc przez la  logarytm arytme
tyczny liczby a

l ( - \ - a ) = la ± 2 m z y ■— 1, 
l(— d)—l ct±(2n-)-l)Tc|/— 1.

Ostatnie wyrażenie nie daje żadnćj wartości rzeczy
wistej, pierwsze daje tylko jedne.

Czyniąc a— 1, będzie

l ( - j - l )= d t2 r t~ j /  — 1, /(— l)= ± (2 '/i- |- l)u ] /^ — 1.

41

6



d r a n ic a  potęgi g d y  ł/i ni<‘o/.nstc/i‘ iiic  w z r a -

Niech m jest liczbą całą  dodatną, wzrastającą do 
nieskończoności, i uważajmy wyrażenie

które przedstawia się w kształcie nieoznaczonym 1°°, 
gdy uczynimy m nieskończenie wielkiem. Aby ozna
czyć granicę, do której się to wyrażenie zbliża, skoro 
m wzrasta nieoznaczenie, rozwińmy je podług wzoru 
znanego dwumianu

Wszystkie wyrazy drugiej strony są dodatne, a ich 
liczba równa m-f-1. Lecz można to równanie przedsta
wić jeszcze w tym kształcie:



Tu widzimy, że wyrażenie dane wzrasta wraz z m, 
a gdy wi=oo, równanie powyższe zamienia się na
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1 . 2  ‘ 1 . 2 . 3  '
A że granicą szeregu, jaki przedstawia nam druga 

strona równania jest e, to e jest zarazem granicą wyra-
,  .  L  , l  V "z e m a |l - f -----1 .

\ W
Weźmy teraz drugi przypadek, w którym m jestdo- 

datne lecz ułamkowe, równe np. }—e, gdzie [x oznacza
m

za-/ 1 \ilość całkowita, s ułamek: to wyrażenie f 1 —|— — l
V m }

( 1 \1 -j----- j—-) • Widoczną jest rzeczą, że
H - e /

gdy mianownik w powyższem wyrażeniu ja—|—e po
większa się, a wykładnik zostaje ten sam, lub gdy mia
nownik zostaje ten sam, a wykładnik [x-(-e się pomniej
sza, to rzeczone wyrażenie w każdym z tych przypad
ków się pomniejsza, i odwrotnie; słowem, że to wyra
żenie zawartćm jest między dwoma następującemu

( i + ± P ' i ( i  +  _ L ) ' \

które można przedstawić w kształcie:

/ l  i _ L Y + l

(1 + ł M 1 + 7 ) 1 '

Gdy wzrasta do nieskończoności, a ciągle jest ca ł
kowite i dodatne, to granicą dla każdego z czynników

( ‘ + 7 ) ' ' ( ‘ + ± r



jest. e, a dla czynników /1 —)— —\  i /1 — \  jest 1;
\ f* / \  H " 1/

czyli dowiedzionym zostało, że choć m jest ułamkiem,

(
11 -|- — I jest e.

Rozbierzmy teraz przypadek, w którym m jest ilo-
t

ścią ujemną, i w tym celu oznaczmy —  ~  u , będzie
m

44

więc

Nadto niech będzie 1 - j-a m —_ ,  gdzie (3 przybliża
*HrP

się do granicy zero lecz jest dodatne. Z tego równania 
m am y:

a =  , a ztąd

- L i  !±P _1_
(l+«)“ = ----^ = ( 1 + ? )  P = (1+ P)P (1+P). 

(1 + P )-P

Gdy p przybliża się do zera, to (1—f-/5)P do granicy e,
i

zaś (1-f-p) do 1 się przybliża, a więc granicą (1 —}-cz) “

/ 1 \mczyli II  ~  I » gdy m jest ujemne, będzie zawsze e.



R A C H U N E K  R O Z H I CZ K O W Y .





RACHUNEK RÓŻNICZKOWY.

R O Z D Z I A Ł  I .

S tosun ki jed n o czesn ych  p rz yro stk ó w  fu n k c ji  i  zm ie n 

nych. lló / u ic / k ii.  W sp ó łc zy n n ik  ró żn iczk o w y.

Stosunki jednoczesnych 'przyrostków funkcji i zmiennych.

1. Niechaj y  będzie funkcją jakąkolwiek zmiennej x, 
wypełniającą następujące warunki: 1) ze gdy A jest przy
rostkiem zmiennej x, a k jednoczesnym przyrostkiem 
funkcji?/, to k przybliża się do zera, jeśli i li do zei’a się 
przybliża; 2) że przy każdćj wartości na x można wziąć 
drugą, różniącą się od pierwszej o ilość nieskończenie 
małą; nadto, że gdy x zmienia się w jednakowym sto
sunku pomiędzy wspomnionemi wartościami, t. j. ciągle 
maleje lub ciągle wzrasta, to y stale w tym samym sto
sunku się zmienia, t. j. ciągle wzrasta lub ciągle maleje.

To przypuściwszy, łatwo jest dowieść, że przy tych 
warunkach dla każdej wartości na x istnieje skończona 
granica dla stosunku przyrostków nieskończenie małych
i jednoczesnych h i /c, t. j. że mogą być tylko wartości 
wyjątkowe na zmienną x, dla których tenże stosunek 
wzrasta lub maleje nieoznaczenie.



I tak niech będą x0 i X  dwie wartości na zmienną x, 
czyniące zadość wspomnionym wyżej warunkom; y0 i Y 
wartościami odpowiedniemi dla y. Podzielmy różnicę 
X —x0 na n części równych, które oznaczmy przez h
i niechaj kt , k2, k3, . . . . k n będą odpowiedniemi przyro
stkami dodatnemi dla y , to będzie:

X —xQ—nh, }  —y0= k t — '̂2 —h” • ■ • ■ kn , 
zkąd wynika:

"̂1 2̂_ 1 1 kn
Y—y0 _  li h ^ .......  h
X —x0 n

t. j. że stosunek niezmienny przyrostków skończonych 
dla x i y, gdy przechodzimy z x0 do X  jest środkiem

arytmetycznym stosunków: ^ , . . . .  przy jakich

kolwiek wartościach na n.

Jeżeli teraz n nieoznaczenie powiększać będziemy, 
to wyrazy tych stosunków do zera przybliżać się będa, 
a  że środek arytmetyczny wspomnionych stosunków be~

Y __y
dzie ciągle równym ilości skończonej — —£_0-, to niemo-

X  x0 '
żliwą jest rzeczą, aby takowe przybliżały się do zera, 
lub wzrastały nieoznaczenie. Ten wniosek, odnoszący 
się do X—x0, mogący być zastosowanym do wszystkich 
części tej różnicy, każe nam twierdzić, że gdy tylko ta

króżnica jest skończoną, to wartość ani przybliżać sie
* li

do zera, ani wzrastać nieoznaczenie nie może przy ja
kichkolwiek wartościach na x, ale owszem okazać mo
żna, że tylko przy wyjątkowych na nie wartościach sto

sunek ~  może nie mieć wartości skończonej. 
h
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Przypuściliśmy w powyższem dowodzeniu, że— —
X  xQ

miało wartość skończoną, gdy teraz ten warunek wy
pełniony nie bedzie, to zobaczymy, ze wszystkie warto- 

kści na moga przybliżać się do zera, lub wzrastać 
li

nieoznaczenie.
Jeżeli wszystkie stosunki przybliżają się do zera, to 

ich środek do zera także przybliżać się musi, a ponie
waż on jest stały, więc musi być zerem, zatćm Y—y$—0 
czyli Y = y 0. A ponieważ toż samo mieć będzie miejsce, 
jeżeli uważać będziemy przestrzeń pomiędzy x0 a każdą 
inną wartością wybraną pomiędzy x0 i X , to wynika 
ztąd, że wszystkie wartości na y odpowiednie warto
ściom na x zawartym pomiędzy x0 i X  są równe yQ\ 
funkcja zatćm oznaczona przez y  jest ilością stała, i wi- 

kdzimy nadto, że —  jest ściśle ciągle równóm zeru. 
h

kPodobnie się rozumuje, gdy wszystkie stosunki —-
łt

kwzrastają bez granicy, uważając, że gdy —  wzrasta do 

hnieskończoności, to —  do nieskończoności maleje. 
k

2. Powtórzmy powyższe twierdzenie na przykładach. 
Dajmy że:

y =  ax,
przyrostkiem zmiennej x niech będzie h, a funkcją z przy
rostkiem oznaczmy przez y, to wtedy 

y ‘ =  a (x-\-h) — ax-\-ah, 
zkąd y'=zy-\-ah} 

y'—y= ah ,

h
7

\



Weźmy teraz:
y— a x \

to przyjąwszy tez same co powyżej oznaczenia, będzie: 
y= a [x - \-h )2, 
y ,—ax1-\-(laxh-\-ah'Ł, 
y‘—y —2axh-\-ah2,

J ----- =  2 ax -f- a h ............ (1)
h

albo gdy:
y = a x 3, 

to y ‘—y = a x  3-(-3ax2h-J- 3 axh2Jr ah 3—ax 3,

y ~  y.- — 3ax*-\-2>ahx-\-ah2 .......(2)
h

3. We wszystkich tych przykładach widzimy, ze 
przyrostek funkcyi y ‘—y  znika wraz z przyrostkiem 
zmiennój h. W przykładach pierwszych spostrzegamy, 
że gdy przyrostki przybliżają się do zera nieoznaczenie, 
to stosunek ich przybliża się do ilości skończonśj i sta- 
łśj a. W dwóch ostatnich przykładach stosunek ten 
przybliża się do ilości skończonych,

2ax i 3aa’2, 
to jest mamy w tym przypadku:

y — V 2 a x .(3) 
łt

l ~ y  z=dax2......... (4)
h

W  ogólności, jeżeli przyjmiemy: 
y —f { x \  to
y ‘=f(x-\-h), czyli funkcja z przyrostkiem

oznacza się: y‘—A-\-Bh-\-Ch2Ą - .......(5)
gdzie A, B, C są funkcjami zmiennćj x. Jeżeli w wyra
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żeniu (4) przyrostek zmiennej znika, wtedy funkcja z przy
rostkiem zamienia się na funkcją daną, t. j.

y = A .
4. Aby jeszcze jaśnićj przedstawić to, że choć przy

rostki funkcji zmiennćj nieoznaczenie do zera się przy
bliżają, to stosunek jednak między niemi pewnej granicy 
dosięga, zastanówmy się nad następującym przykładem:

Niech MA (fig 1) sieczną, a CT  styczną jest do da- 
nćj krzywej PCA, nadto niech G D = x  zaś CD—y, przy
rostek x czyli D B = h ,  a przyrostek y czyli A E = H .

Przyjąwszy y  za funkcją x , to stosunek H : h będzie 
stosunkiem przyrostku funkcji do przyrostku zmiennej. 
Granica zaś tego stosunku jest CD : FD, albowiem 
zmniejszając h nieoznaczenie i H  zmniejszać się podo
bnież będzie, i wtedy gdy te do zera przybliżać się będą> 
kąt ACD do kąta CFD przybliżać się musi, a trójkąt ACE  
coraz bardziej bliższym będzie podobieństwa do trój
kąta CFD, a tem samem stosunek boków A E : CE  czyli 
I I : h do stosunku boków CD : FD przybliżać się bę
dzie; czyli gdy przyrostki H  : h znikają, to stosunek 
między niemi nie znika, lecz staje się równym ilości

skończonćj —j j j y  •

Określenie różniczki.

5. Biorąc pod uwagę wyrażenia (1) i (2) tudzież (3)
i (4) widzimy, że odpowiednie drugie ich strony nie są 
jednakowe, bowiem pierwsze w wyrażeniach (1) i (2) 
oznaczają stosunki różnic, t. j. przyrostków skończo
nych, w równaniach zaś (3) i (4) przyrostki te czyli ró
żnice są nieskończenie małe, różniczkami zwane.
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Różniczki zatórn, zmiennych x, y , . . . .  są to ilości nie
skończenie małe, których stosunek jest równy stosunkowi 
granic przyrostków nieskończenie małych jednoczesnych 
tychże zmiennych.

Różnica skończona, albo przyrostki zmiennych x, y,z,... 
oznaczają się przez / \ x ,  A?/, A  z , . . .  a różniczki przez 
dx, dy, dz,----

Określenie funkcji pochodnych.

6. Gdy y—f ( x ), Z—F(u), .są funkcjami: pier
wsza zmiennśj x , druga zmiennśj u, i t. d., przyrostkami 
zaś odpowiedniemi tych funkcji i zmiennych, czyli różni
cami skończonemi są:

A y, A x ,  A  z, A m ,.......
/ \ u / \ z 

to granice stosunków -A -, ~ — , .......
/  \X / \ Uj

. d y  du 
d x ‘‘ d z ’

nazywają się funkcjami pochodnemi zmiennych x, u , . . .-
i oznaczają się:

V‘—. z'=F(u).
Mamy więc:

zkąd d y = f  (x)dx....... (6)

Różniczka zatćm funkcji równa się różniczce zmien
nej, pomnożonej przez funkcją pochodną, i  dlatego tiż 
funkcję tę pochodną, zowią inaczej w s p ó ł c z y n n i k i e m  
r ó ż n ic z k o w y m .
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Współczynnik różniczkowy wielkie ma znaczenie 
w rachunku; mając go, łatwo można znaleźć różniczkę 
funkcji, używając do tego wzoru (6).

7. Gdy funkcja równa się samćj zmiennej np. gdy 
y = x ,  to współczynnik różniczkowy takićj funkcji jest 
ilością, stałą  a  mianowicie równą jedności, bowiem

dy  A t/ A #  ,-Ł  —: gran. -==?-■ — gran. —-—  — 1.
dx / \ x  / \ x

8. Funkcje równe mają różniczki równe. W każdym 
razie gdy dwie funkcje, zawierające ilekolwiek zmien
nych, zależnych od jednój są sobie równe przy wszel
kich wartościach na te zmienne, to jasną jest rzeczą, że 
ich przyrostki odpowiednie są sobie równe, i że następnie 
ich pochodne jako tćż i różniczki względem tych samych 
zmiennych są sobie równe.

Z powyższego więc wynika, że gdy równanie ma 
miejsce przy każdej wartości na zmienną niezależną, 
to pochodne lub różniczki obu jego stron względem tej 
zmiennćj są sobie równe przy jakichkolwiek na nią w ar
tościach.

9. Uważajmy teraz funkcję u zmiennej x, oznaczoną 
przez szereg rów nań:

u=F(z), z= f(y ) ,  y= y(x ) .
i szukajmy jej pochodnej względem x, czyli granicy sto-

/\%bsunku------ , którego obadwa wyrazy przybliżają się do
/ \ x

zera. Niechaj A  w, Az, A  y i A # , są jednoczesnemi od- 
powiedniemi przyrostkami dla u, z, y i x, to będziemy 
mieli równanie identyczne

A  u __A  u A  z A  y 
/ \ x  ~  A z  ’ A y  ' A-c ’



a  ze granicą iloczynu, jest iloczyn granic, zatóm:
A  u  ____  A  u  A  z  A ? /gran. —̂ — _  gran. —-— . gran. — — . gran. — J^  _ _  . 6 .......

czyli — — F'{z)f‘ {y)y‘{ x \
J dx dz  dij dx v " w w ’

zkąd:
du=F'(z)f'(y)y‘(x).

Widzimy więc, ie  współczynnik różniczkowy funkcji u 
względem zmiennój x równa się iloczynowi współczynni
ków różniczkowych funkcji u względem z, z względem y i y  
względem x.

K O Z D Z I A Ł  I I .

H ó żn iczk o w a n ie  fu n k c ji  a lg e b r a ic z n y c h , tryg o n o m e 

try czn y ch , lo g a rytm o w ych  i  w y k ła d n ic z y c h .

Różniczkowanie funkcji algebraicznych.

10. Różniczkować funkcją znaczy znaleźć różniczkę 
danej funkcji, działanie zaś do tego użyte nazywa się 
różniczkowaniem. Niechaj daną funkcją będzie:

1. y —a-\-x,
a szukajmy różniczki i współczynników różniczkowych 
tćj funkcji.

Gdy h jest przyrostkiem x, to y ‘—f{x-\-h)^
y — y  _  ( g + t t - f f t ) — ( a - j - s ) — A  — 1  

h h h 5



2. Jeżeli y ~ a —x, to przyjąwszy tu i w następnych 
też same co powyżej oznaczenia:

y' — y __[a— (#-)-A)]— (a—x )__ ci—x —h— a-\-x
h h h

= - ł = - x’

ztad gran. ^  — —  1,
h dx

zatem dy—— dx,d(a—x ) ~ —dx.
3. y ~ a x
y'—y __a(#-|-A)— a x __ ax-\-ah— a x __a h __n

h h k h
y '— v dy gran. —

y dx
zkąd dy—adx, dax~adx.
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A
4- » = T

a ax— ax— ah
y‘—y  _x-\-li x __  x 1-\-xh __

h h li
_ —ah __ — a

x ‘ih-\~xh‘i x Ł-\-xh ’
zatćm :

?/'—v dy a

z < ą A d y  =  - i * S -

* u x Ł ' X X2
5. y —xa

y'—(x-\-h)a , 
y —y _(a?-f-/i,)a —  xa __

h h 

xa -)- axa—‘[h -j- ^ —~ x a~ 27ia—}— ha — xa

h



zatem:

£ = != a x - ' +  - f f r - 1* + ....... ,

gran. % y  — —  “  axa~ *,
/i dx

zkąd
d y ~ a x a~^dx, dxa —axa—1dx.

Różniczkowanie funkcji trygonometrycznych.

11. Znajdźmy najprzód funkcją pochodną funkcji
?/:=sina;,.......(6).

A więc y'— sin(x-\-h) — sino;cosh -f- cosx sin h} 
y —y —  sin x cos /i-}-cos x sin h— sin^zzr 
rz sin x  (cos h— l)-f- cos x sin h  (a),

lecz sin J/ a h — [ / - —

2 sin2—  h— 1— cos h,
2 ’

cos h— l r z — 2 &in2-i-/i,
u

a  zaśsin An:sin2|-LAj zz 2 s in -L /i. cos-i-A, co wstawi- 
\ Ji I & &

wszy we wzór (a) będzie:

y'—y — — 2 sina;.sin2-^--j-2 cosa:sin-L /4 . cos~ h ,
2 2 ii

o • h I 1 7 . . h \z= 2 sm —  I cos x cos —  h — sm x sin —  ,
2 \ 2 2 /

=  2 sin —  cos (x
2 \ 1 2 /

h ( . h \
2 sin-^r- . cosltf -f- -5-I

a  z t a d  f c 2 = . _______2  \------------ i ' :
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hprzeszedłszy do granic, to gdy h do zera, wtedy sin—

do A ,  a cos (a;-{-A) do cosx się przybliża, zatem
2

y'—y dy h. c o s * ___gran . s — —Z — ---- =— -  — cos x,
B h dx h

zkąd dy—cosx.dx.
Podobnie przyjąwszy y — cos#, znajdziemy:

dy — — sinrrcfo.......(7)
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Różniczkowanie funkcji wykładniczych.

12. Niech y ~ a x ....... .J8)
to y'z±.ax+ h,

y'—y—ax ~̂h—ax — ax (ah— 1),

........(fl

Oznaczmy ah — 1 — I I , ....... (y)
ah =  1 +  H.
h — L{\Ą-H ) ....... (J)

Wstawiając we wzór (jS) wartości (y) i (3) mieć bę
dziemy :

a x ———-----— ax . — ........ (4)
L(1+H) U

1
albowiem granicą (1-f-H) n jest e, a więc granicą

r  _ L  L ( \ Ą - H )  .  _

L(\-\-H ) 11 czyli---- jj— jest Le, czyli

H  1
g r a “ ' T ( I + 3 ? )  T T '

Wiadomo zaś z algebry, że dla otrzymania loga- 
rytmu liczby jakićj względem nowćj zasady, należy lo-

8 .



garytm tśj liczby przy dawnej zasadzie, pomnożyć przez 
czynnik stały, który jest ułamkiem, mającym za licznik 
1, a za mianownik logarytm nowćj zasady, wzięty w lo- 
garytmach dawnej zasady.

Mamy wiec: L e—l e . - L ,
la

ze zaś le— 1, gdyż e jest zasadą logarytmów Nepera, to:
T 1L e — — ,

la
ztad -— — la.

‘ Le
Wzór zatem (<}/) zamieni się na 

da1' — a * l a dx.

UWAGA. Gdy a = e, to la = le —l, 
a zaś dex =  ex  . dx.

Różniczkowanie funkcji logarylmowych.

13. Niechaj teraz funkcją daną do różniczkowania 
będzie:

y —L(x),....... (9)
to na zasadzie tej własności z algebry, jakiej i do po
wyższego rozwiązania użyliśmy, łatwo znajdziemy żą
daną różniczkę:

I tak:
y '= L (x + h ) ,

y'—y_L{x-\-h)—L[x)
h h h h 

huczyńmy —  — a, h—ax, to ten wzór zamieni się na



przeszedłszy do granic, widzę ż e :
y '—y __ dy — d. L (x)

zaś granicą

gran.

L ( l + a) .
dx dx

jest L e, będzie zatem :

d .L (x )__L e
dx x

d.L(x ) ~  L e dx
x

UWAGA. Gdy zasada logarytmów będzie e, to l 1
dcc

a wzór powyzszy zamieni się na dl(x)--
x

141. P r z y k ła d y  ró żn iczk o w a n ia  fu n k c ji  p o je d yn czych

i zło żo n ych .

1. y — tang x , tang x =
cos#

d tang x — d
cos x 

sin(#-|-/i)__sin xy — y
cos (x-\-h) cos x

1
h ’

y ‘—y __/sin# . cos/i-|-sinA. c o s# ___sin#\  1
h \c o s# .c o sh— sin # .s in h co s# / h ’

y'—y _ 1 (cos2#-|-sin2#)sin/i __
h h cos2# cos A. — sin# , cos# sin h

1 sin h
h cos2# .c o s h—sinx cos#sinh ’ 

przeszedłszy do granic
y ‘- y — d y — _ ± _
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2. d l W ) z = z ^ X

d l ( y * \  =  % Ś L = * Ś L .  

y 2  y

3. d % l ^ = %

4. daxm — adxm, 
dxm = m x m~ l dx, 
dax"l~ a m x m~ x dx.

5. d A f  = A * X l (A)dBx , 
dBx — Bxl(B)dx,

zatśm dA»X =ABX l(A)Bx l(B)dx.

6 .  d e X — e e X  e x d x .

7. dex~— '2xex'idx. 
d sin x8. dl sin x .
s\nx

d&mx — c,osx.dx,

dl sin x  — - °S X dx—cot x . dx. 
sinx

9. d . l cos a? — — tango;.dx.

Łuki uważane jako funkcje linji trygonometrycznych.

15. Uważajmy teraz łuki jako funkcje wstawy, do
stawy, stycznej it.p . i wynajdziemy ich różniczki. 1 tak 
niech y — sin gdzie y  jest zmienną, a  x funkcją daną. 
Wiadomo ż e :

dy — cosxdx,

d x ~  - -  ^ 
cos x
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------ ;—ń , , dy
lecz cos x = y  1— sin4#, zatem d#z= —-

.2

ztad —  — (1—
dy

Mamy więc wartość na różniczkę łuku wyrażoną 
przez jego wstawę i różniczkę tej wstawy.

Podobnież z wzoru y—cos#. 
dy—— sin xdx,
(fr—__ dV -.... _  dy

sina; V 1— cos2# K l —y2
Weźmy nareszcie #=:tang #,

, dxto dy—------ -—,
a cos2#

dx—dy. cos2# ; 

lecz wiadomo, że sec # r r  ^
cos®’

1ztad sec2# ~ ----- — , cos2# = ; ------ «— ,
cos4# secz#

zatćm d x = d y ---- ^ — ,
sec*#

a że sec2# =  l-f-tang2# = l-} -2/2> 
t d dy

* - ■ T T P -

Podobnież znajdziemy z wzoru ? /~ sec# , 

dx—— i t. p.
2 / W - l

16. Aby otrzymać rozwinięcie łuku przez wstawę 
albo przez styczną, uważajmy ż e :

«2/ K l - 2 / 2



Rozwinąwszy drugą stronę podług dwumianu Nev- 
tona, będziemy mieli

d x — . ,  1  o,  1  3  4 , 1  3  5  6 i  

5j - l + T ! / + T - T J + T - T . T S + ........m

Ponieważ rozwinięcie zawiera tylko potęgi parzyste, 
to sam łuk wyrazi się przez szereg, w którym potęgi 
będą nieparzyste, albowiem różniczka potęgi daje po
tęgę o 1 mniejszą (*), będzie zatćm szereg:

x= A y-\-B y3+ C y 5-\-Dy7-{- ......... (fi).

Gdzie w każdym wyrazie znajduje się y, przypu
ściwszy bowiem, że y ~ 0, to i łuk co właśnie 
być powinno, że łuk niknie wraz z wstawą. Różniczku
jąc  wyrażenie (ja), t. j. każdy wyraz w szczególności
i biorąc summę tych różniczek będzie:

dx—Ady-\-ZBy'Łdy-]r bCyĄdy-\-lD y{idy-\- ....... ..

ztąd ^  =  A +  Z B y* -\-b C y* + m y« + ........(’y).
dy

Porównywając dwa równe szeregi (X) i (v) uważa
my, że współczynniki przy jednakowych potęgach y  po
winny być sobie równe, t. j . :

4 = 1 ,

»— 1 1 n — 1 3 1 p.—_1_ J$_ J>__ 1̂  jjęj
2  '  3  ’  Y  ‘  T  ‘  T *  2  '  4  ‘  6  '  7  5

*) A jak  później zobaczymy, różniczka summy równa 
się summie różniczek.



63

które to wartości podstawiwszy we wzór (fx) bedzie:

* = y + - L  .  | !  +  J _  .  A  .  £  +  J L  +

2 3 2 4 5 2 4 6 7 ^
, J_  _3_ _7_ y® ,

2 ' 4 ’ 6 ' 8 ‘ 9
Podobnież znajdziemy, że łuk rozwinięty przez sty

czną daje szereg:

r — 1 ___+  l i  4 -
1 3 5 7 + .......

UWAGA. Gdy # = 4 5 ° , to tang x = l ,  t. j. y — 1, 

zatem łuk 45°= : I — L  - f - I  -  - 1  +  i — ...................

Lecz ten szereg nie jest bystro malejącym. Dzieląc 
zatem łuk x na drobniejsze części, to styczna każdej 
mniejszą będzie od 1, a tćm samćm otrzymamy szereg 
bystrzej malejący.

Angielski matematyk Machin znalazł, że łuk 45° jest 
równy łukowi, którego styczna równa 4 razy wzię
temu, zmniejszonemu lukiem, którego styczna jest 
Przekonać się o tem bardzo łatwo.

Ponieważ gdy tang a— i,

to tang 2a:__  2 tanga _  2 . £ _  f  _  5
1 — t a n g 2 a  1 — i -  A ±  1 2  ’° Z 5 2 &

a 2 ta n g 2 a  2 . —  i2otang 4 a ~ - --------—  ~ r .
1— ta n g 22 a  1- •2 5 IIP --- 119*

14 4 14 4
Skoro więc tang a > - l , to łuk 4 a > 4 5 ° , więc uczy

niwszy Aa~A, łuk 45° a różnicę między temi łu- 
kami oznaczywszy przez b, będzie:

/<—Aa— łuk 4b°—A—B.
Styczna zaś tej różnicy

tang (A—B tang ^ ~  tanS ^  =  1 _  _r n  _j_ 
l-|-tang  A . tang B  1 + J i f  1LS



Rozwijam teraz kolejno a i b:

239 3(239)3 5(239)5 7(239)7~  
1 1 , 1  1 , 1
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“ — 5 3. 5 3 ' 5 . 5S 7 . 5 7 1 9. 59

* n / 1 1 , 1  przeto i 4 [ -
łu k 4 5 ° = 5 3 . 5 3 5 . 55 7.  5 7 9 . 5 n

_  ( _ L - ______ i _____ - f ______ i ______— ______ L _ _ .

\ 239 3 . 2393 5 . 2395 7 .2397

R O Z D Z I A Ł  I I I .

I t ó ż n ic z k a  su m m y w i e lu  f u n k c j i .  R ó ż n ic z k a  ilo c z y n u  

w ie lu  f u n k c ji .  R ó ż n ic z k a  ilo r a z u  (lw a c h  f u n k c ji .  I l ó -  

ż n ic z k a  f u n k c j i  u r o jo n y c k . Z a sto so w  a n ia . I lu g o w a n le  

i lo ś c i  s ta ły c h .

Różniczka summy wielu funkcji.

17. Niech u, v, w , ........są funkcjami x, zaś
s ,=zu-\-v-\-w-\-....... (1)

niech przyrostkami jednoczesnemi funkcji s, w, v, w ,----
i zmiennej x  są s'—s, a, -y....... / \ x ,

to s'zz=^—(—ot—|— J— J-w;—}— ł~.......
8 = c H -H -T + .......

I___ I _ _ L .  (2)
A x ~ A x ' A x  A x

Ody granicą stosunku ” — jest p, to p jest współ-
/ \ x

czynnikiem różniczkowym funkcji w, wyraża bowiem

ft



granicę stosunku przyrostku funkcji do przyrostku zmień- 
nój. Jeżeli więc ten współczynnik pomnożymy przez 
dx, to otrzymamy różniczkę funkcji pd x ~ d u  (Nr. G).

Podobnie gdy granicą—̂ —jest q, to: 

qdx—dv jest różniczką funkcji v , gdy zaś r jest granicą 

, to rdx—dw jest różniczką funkcji w. Przeszedłszy
/  \ x
więc do granic, to równanie (2) zamieni się na

s = h - ? + h - .........

a  pomnożywszy obie strony pi-zez dx
ds~pdx-]-qdx-\-rdx- \- . . . . .  
ds—du—|— dv—|— dw-^-....... (3) •

Różniczka iloczynu wielu funkcji.

18. Weźmy teraz funkcją będącą iloczynem fun
kcji x, np.:

5— u . v . w .......

nadto niech u . v . w ....... są dodatne, to

l s —l u - \- lv  -\- lw  - j - .......
dIs =  d lu  -j- d lv  -f-d Iw  -)- .......
d s __du i dv _|_ dw _|_
~ś u v w
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a że s—u . v . w ....... ; to
ds~vwdu-\-uwdv-\-uvdw-\-.......

9
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Różniczka ilorazu dwóch funkcji.

19. Niech y = — ,
v

dajmy że — t,

ztąd: u—vł,
duzzzvdt-\-tdv,
,. du—idv dt— --------- ,

v
wstawiwszy wartość za t,

du---- — dv
j  u v vdu— udvd ~  = -------------- = ------- 5------

V V V*
Można tu podobnie jak przy różniczkowaniu ilo

czynu użyć logarytmów, a  dojdziemy do tegoż samego 
wypadku, i tak:

l y ~ l u  — lv ,
d y _du__ dv
y u v ’
, idu dv\

d y — y \ — ~ b\ u  V '
. . u a ze y =  ~ ,

v
^ u _du__  udv __vdu— udv

V V v'1 V2

Różniczka wyrażenia urojonego.

20. Wiadomo, że wyrażenia urojone, jako wypadki 
rachunku algebraicznego, mogą być zawsze sprowa
dzone do kształtu:

y = u + v ] / — l.



Jeżeli jak w algebrze, ]/"— 1 uważać będziemy za 
ilość stałą, to zamieniwszy ź  na x-\- / \x ,  będzie:

y 4 -A y = M + A i* 4 -(« + A w ) |/—
a ponieważ

y —v Ą - v y — 1,
to otrzymamy:

A ? /= A w -|-A w ]/— 1,

a przeszedłszy do granic
d y_du dv . r __j
dx dx ' dx 

lub nakoniec
d y z = d (u - \ - v — l ) —duĄ-dv\ / — 1.

Zatem różniczka wyrażenia urojonego otrzymuje 
się tak, jak różniczka summy, uważając ] / — 1 jako 
ilość stałą.

UWAGA. W jakiejkolwiek funkcji, ilości pierwia
stkowe wyrażać będziemy przez ilości z wykładnikami 
ułamkowemi. I tak np.:

s r
I/  Ur — u s — V.

Podniosłszy obie strony do potęgi s, będzie: 
ur — v s ,

różniczkując w ypada:
rur—idu—svs—i dv,

lecz ponieważ:
V

u 4 — v, to
— ($-U 

Us — Vs~ y.
r

czyli u s — Vs~ },

67
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zatem rur~ 1d u = s u  4 dv,
V i

7* —  1
z t a d  '-pU s du  —  dv.

Co dowodzi, że zasada różniczkowania potęg ułam
kowych nie różni się zupełnie od zasady różniczkowa
nia potęg całkowitych.

Z a s t o s o w a n i e . 21. I. Niech funkcją daną będzie:

y — a-\-b \ /  x —  —  .
x

Aby zróżniczkować tę funkcją, wyraźmy ją  w kształcie: 
y = a -\-b x '/i— cx  1 ,

a otrzymamy:

d y ~ {  % b x -'h + c x ~ * )d x = z  ~  - f  ,
J v 1 ^  ’ 2 V x X*

ztąd zaś
dV — b i c
dx  2 |/rc  x 2 

tt i b c , e

lub ^ —cx~^3-\-ex~~2 .

Różniczkując mamy
dy— (— 2/3bx~^iĄ -y 3c x ~ ‘̂ — 2 e x ~ 3)dx,

I 26 . 4 c 2e\ ,
- r — — ir z ~ ^  )dx’

3 x \  X 2  X

zkąd nakoniec
d y _ 2 b , 4 c 2e
rj rp 3 __ 3 _ -v.

3 # ] /  a;2 3 x 2] /  x



III. y—{ci-\-bxn)m;
dajmy ze:

a - \ -b x n — u, 
to y —um, 

więc dy—mum~~l du\ 
lecz du—nbxn~~xdx, 

zatem dy-=.mnb(a-\-bxll)m~ ]-xll~'idx.

IV. (a— p = =  - f  | / ( c 2—z 2)2 ) •

Oznaczmy:

r =  =  2, ]/"(c2— .t2)2 =

69

a;
4 ___________

więc ?/:=!/ (a—z-)-£)3=z(a—z-|~ż):'A, 

dy— 'A/4 (a— —dzĄ-dl).

Lecz dz—dbx~^i—— tubx~^1dx~ — t. \  5 

d t= d(c2- x 2)^ —2/3(ci— x 2)- ' / 'd(c2— x 2), 

= - V s(ci - x ^ r ' /- x d x = -  J ( ? = § iy -,> 

zatem dy —
— 3/ / ^ i 1/ 7-2----- 2\r \~ '^ l 4xdx \

V V ® \2®3/7 3(c2- . x 2)y3)’
czyli

3 bdx 4 xdx
L2x 3lt --------



V. D ogodnie je s t  czasem  funkcją z łożoną różn iczko
w ać n a  m ocy znanćj nam  już w łasności (Nr. 1).

d y __dy du
d x  du dx

Niech będzie:
,4
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y = [ a - \ - \ / b  C
x 2

to uczyniwszy,

b— - ^  =  u, w tedy ? /= :(a - |- j /u )4, 
x

ztąd
, %cxdx 2cdxd u ~ -----  — - T - ,

x* x ó
du 2 c

W,ęC d x ~ P * ’
dalej będzie:

dy— 2 ( a - \ - ] /  u) 3u~  du ,
d y __2 ( a - |- jA i) 3
du ] / u

a  zatem  • _____

d y __dy d u __ 2 ( a - f - | / « ) 3 2 c __ ^ a - j - j ^ b  ^ 2)

dx  du dx  | / u  x  J I V  c
X V  o — — a

Podobnie ja k  pow yższe, różn iczku ją  się następujące 
funkcje:

VI. ? /= (a - j - jA r )3, _____
VII. y — x 2‘(a'i - \ -x 2)l/  a 2— x 2,

VIII. y = V ~ ,
a— x

IX- y—A aJr x\  
x - 2 / = / 0 + ^ 2)>
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X I .  J r = Ą ± ) ,

XIII. y — cotx,
XIV. y —sec#, 
XY. y ~ arcco tu , 

VVT • V  2a#—x 2 XVI. w = arcsin - ,
a

XYII. y —arc sin 2#]/ 1—x l, 

XVIII. y —arc tang|— j , 

XIX. ?/ =: arct ang— , 
V  1—x Ł 

XX. y—arc t a n g - 'ł- ' ■*’ , 
" 5 1—uv ’ 

XXI. y =  — ,
X

111

XXII. y—e x , 
XXHI. y = e s',nx, 
XXIV. y = e aresiax, 
XXV. y = e axsmbx,

X  -

XXVI. y = i - ~ ,
x

XXVII. y = u e ,
i_

XXVIII. y = « *  , 
XXIX.

1

XXX. y —x x ,
XXXI. y—l (tang x)>



XXXII. y—sin(/.T),
XXXIII. £/=sinm x cosnx,
XXXIV. y —l arc c o s } / l ^ r 2,
Y w i r  __  1 COS .7’XXXV. ?/— --- ;--------  ,

1—)—cos x

XXXVI. v— S'n ■T(-~ł~acos x)
(1—|—« cos.-r)2

Rozwiązanie ‘przykładów.

og„ ay= z ^ + V f  d!C,

7go d y = ^ + ^ = ^ l x dx,
V a 2- x 2

8go ^ - ( 3 s - 2 a Q l / W *
(a—a;)a 

9go dy—f'(a-\-x)dx, 
lOgo dy—2f'(a-\-bx2)bxdx, 

l ig o  d y = —af'(—\ ^
\ x / x i

,  , . ( a + ( .y ;/5 ± 2 tó x  
I2g0 4 , = - - i / “± a:W +  '
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13go dy.

x s \b—xj ' a 2(6—x)i
dx

sin2#
. i sinxdx 14go dy— _ ,

15go % —
cos ‘‘a: 

du
T h 2" ’

1 2a— 2x

■6go 4 =  „  &
J / l __ 2a x — x 2 V 2a x — x 2

a 1
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i n j 2c?a:
1780 * - j n = y

vdu—wrfi’ 

dx
~ V T ~

1 8 g o  r f y -  ,

19go dy—
-x‘

20o-o *v— (l — '‘w)(<fa+tftf)+(M+t>)(wft>-Mtt)
(ti—}-v)2—(1— mv)2

__ (1-{-v2)c/m-(-(1-)-w2)c?w__ i dv

To zadanie jeszcze w ten sposób rozwiązać można, 
uważając

arc tang — — =  arc tang w-l-arc tang v.
1—uv

21go dy =  h ± d x ,
X L

vi ,
2 2 go dy =  mex xm dx,

23go dy—esin-r cos xdx,

u  T24srO dy—I -------- gni-csin-r.
J K i ^ r

25go dy—(b eos bx-\-a sin bx)eaxdx,
ax  ax0„ , xde — e dx ,a x ax , *26go dy— -------- ~2-------- , de =  e da ,

X

ax  axdax = a r ladxy de — e ax ladx,
zatem

j  ea axxla.dx— efl dx ax  (ax.l a l \ ,
* 9 = ----------- --------------- =  e ( - -------

10



27go Ponieważ y ~ u v , to biorąc 1 ogarytmy obu 
stron, będzie

ly=vlu,

(hL — v .  dlu-\-lu. dv—v — -f- lu.dv,
V u
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d y= yv  —  -\-ylu.dv,
U

zatem
dy =  vuv—'1 du-\-uv ludv.

— - i  j _
28go dy— —------ —  — u v l u ~ .

29go d y ~ x x (1-|-lx)dx.
_ L — 2

30go dyz.~x x (1— lx)dx.

31go dy— -----—------
sin x cos x

32go d3=  W  ix.
J

33go dy~:cosn~ 1x sin771—1 x( m cos‘2x— n sin2.?;) dx. 

34go dyzr~
V l -

ok j  z sm x  , 35go

-x
2 sina:

(1-f-cos#)2

36go dy— (2j~ ^ 2)C03a:-J:3a. dx.
(l- |-acosa:)J

22. Pokażmy teraz, jak  rachunek różniczkowy za- 
stosowywa się do wyznaczania krzywych, mających 
dane własności.

1) Znaleźć krzywą taką, żeby jćj podnormalna NP  
(fig. 2) m ia ła  dla każdego punktu stałą długość a.

Gdy wpółrzędne prostopadłe, to:
N P—MP  X tang PMN.



Lecz MP—tj, tang PMN — tang MTN— (llL  (*)
dx

więc NP—y-V-, 
ax

potrzeba więc przypuścić, że
dii

y £ = a >

zkąd w ypada:
ydy—adx, 

lub 2ydy—2adx, 
lecz 2ydy—d y \

2adx~d2ax , 
więc dy2=d2ax.

Wiadomo zaś nam już, że dwie funkcje, które mają 
różniczki równe, nie mogą się różnić jak tylko ilością 
stałą: nazwawszy więc przez c stałą niezależną, mamy 
równanie

y 2— 2ax-\-c,
które przedstawia parabole, mające tenże sam para
metr 2a, a za oś wspólną oś x.

2) Znaleźć krzywą, którejby podnormalna była po
tęgą daną z odciętćj.

Mieć będziemy wtedy:
d y  i V2 iX in+ ly ~  — x"1, d :J— — d ------ ,

J dx ’ 2 m - f l ’
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*) Uważajmy bowiem (fig. 3)
IV  WL ■= dy, 
B W  —dx,
M P  _  M W  
T P  R W  '

tang M T P =



3) Znaleźć krzywą, którejby podstyczna P T  była 
w stosunku odwrotnym do rzędnej

T P — MP  X tang TMP,

tang TMP — ~ , 
dy

zatem
dx a a2 T P = zy—  — a . — =  _ ,
d y  y  y

zkad

y

a2 7 ,a 2_ dy — — d — ,
2/  y

a2 ,więc a: “ — —  -|-c ,
y

J m-\-1

lub
xy— c3/—— 0/2 ■

Zatćm krzywa jest hyperbolą równoramienną, któ- 
rćj jedną assymptotą jest oś x a  drugą assymptotą jest 
równoległa od osi y.

4) Jeżeli szukamy krzywej, którejby uormalna MN  
była stałą, to trzeba przypuścić:

i W _
bowiem M P2-\~ PN 2 — MN2; 

z równania zaś powyższego wynika:
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zkąd X—— ] / a2— y2 -j- c, 
a nakoniec (x—ć)2-\-y2— a2.

Zatćm krzywa szukana jest kołem, którego promień 
jest a, a środek na osi x.

Rugowanie ilości stałych.

23. Pomiędzy równaniem danem i równaniem, jakie 
otrzymuje się z niego przez różniczkowanie, można wy
rugować ilość stałą, zkąd otrzymamy nowe równanie, 
wyrażające własność stycznej wspólnej wszystkim 
krzywym, jakie przedstawia równanie dane, gdy na 
ilość stałą  różne wartości nadawane będą.

I tak niechaj będzie:
y 3=z2ax,

to ztad
ydy~adx\  

rugując więc a, wypada:
dx ,,

y - r = 2 *,dy
co znaczy, że we wszystkich parabolach, mających 
wspólną oś i wspólny wierzchołek, podstyczna jest dwa 
razy większa od odciętej punktu styczności, bez względu 
na to, jaki będzie parametr.

Równanie
y 2—ax-\-a2,

które przedstawia szereg parabol, mających wspólną 
oś i wspólne ognisko, położone w początku osi współ
rzędnych, po różniczkowaniu daje

ydy~ adx ,

z M  a = , Ą ,
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po wyrugowaniu więc a otrzymujemy równanie:

lub
ldy \2 , 2xdy__  0 

^  y dx  ’
które rozwiązane jako trójmienne stopnia drugiego, pro
wadzi do wypadku

d y __—x-{-\/~x2-\-y2
dx y

lub

x^ % - V

d y __Lecz x—FP  (fig. 4), y - j^ — PN, V x 2-\--y2~F M ,  

będzie więc

F P + P N —x-\-y —] / x % -(- y 2~F M ,  
dx

to jest:
FN—FM, następnie FM—FT.

To jest, że w każdej paraboli ognisko jest równo odda
lone od punktów, w których styczna i normalna spoty
kają oś, nadto, ze te odległości są równe odległo
ści ogniska od punktu styczności.
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R O Z D Z I A Ł  I V .

O k re śle n ie  r ó ż n ic z e k  ro żn ych  rzędów  czy li ró żn iczek  

następnych. 1’ r / ji .ła d y .  I ló ż n ic z k i n astępne zm ien n ej 

za le ż n e j. P r z e m ia n a  zm ie n n e j n ie z a le żn e j.

Określenie różniczek różnych rzędów czyli różniczek 
następnych.

24. Współczynnik różniczkowy, będąc nową funkcją 
x , może być różniczkowany, i gdy weźmiemy granicę 
stosunku przyrostku jego do przyrostku zmiennćj, to 
otrzymamy jego własny współczynnik różniczkowy, 
który także jako funkcja x może być znowu różniczko
wanym. I tak różniczkując następnie otrzymane współ
czynniki różniczkowe, wyprowadzimy z danćj funkcji 
ciąg granic czyli współczynników różniczkowych, które 
dzielimy na rzędy podług liczby różniczkowali uskute
cznionych.

Jeżeli przypuścimy, że to

—  = « /«  i t. d. Tak wiec
ctx dx

y  jest f  unkcją pochodną, czyli współczynnikiem różniczko
wym Igo rzędu względem funkcji danćj y, y“ będzie 
funkcją pochodną 1 go rzędu dla y', a drugiego dla?/, y>« 
będzie Igo dla y", 2go dla y \  a 3go rzędu dla y i t. p.

25. Szukajmy teraz wartości na te funkcje pocho
dne różnych rzędów.

Niech y będzie funkcją x, to pochodna Igo rzędu

y<— ch i , zkad d y = y ‘dx, 
dx



dij*2go rzędu y " ~  -y- , zkąd dy'—y"dx,
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dx

3go rzędu y ' " = i ^ - ,  zkąd dy"—y"'dx, 

i t. d.

Różniczkując powyższe równania jako funkcje x 
zmiennej niezależnej, gdzie tern samem dx będzie ilością 
stałą, otrzymamy różniczki następne drugiego, trzeciego 
i  t. d. rzędu. I tak

d d y ~ d 2y ~ d x . dy ,  
lub wstawiwszy wartość za dy'

d2y —dx2y",
zkąd także wyprowadza się wartość na funkcję pocho
dna drugiego rzędu

r = ^ .dx2
Podobnież

dd2y —d3y —dx2d y ‘, 
czyli wstawiwszy wartość za dy",

d3y —dx3y<«,
a  następnie wartość na funkcję pochodną rzędu 3go 
będzie:

d3t/ ii»‘— —Ł .
dx3

Takim samym sposobem wyprowadza się 
d 4y—dxiyv’, d'°y—dxhy v, dey—dx6ywl, ....... a następnie

,.iv— d4y v — d°y Vi — d®y 
V dx4 ’ J dx5’ J das*'""

Mamy więc w ogóle

dny ~ d x ny(n), y(n) — (L l t .
dxn



P rzyk łady. 26. I. Jeżeli mamy znaleźć funkcje po
chodne funkcji y  =  sin .-r, y  —  cos x, to zastanów m y się 
najprzód nad tą w łasnością, że chociaż łuk  równać się 
będzie xĄ -a , to różniczka jego w staw y, jako tćż i do
staw y zaw sze podług ogólnej zasady się znajdzie. W i
dzimy bowiem, że

d sin (x -\-a ) =  cos (#-|-rt) rf(;r-{-a), 
a że d (x -\-a )— 'dx, to 

d  sin (® -)-a )~  cos (x -\-a )d x , 
czyli dsin^-j-**) — sin (a;—f-a—)— 1/-2'7r)

Pamiętając w ięc na tę zasadę, łatw o znajdziemy 
funkcje pochodne żądane.

I tak:
t?sin x  =  sin (x -\- tl2i:)dx, 

a zaś c?6?sina;rzc?2s in a ;~ c o s (ic -) - ł/zTi)c?x 

=  sin (® -f 1/ 27r+  
czyli d 2sln arizisin (®-}-2/2tc)dx\ 

dalej <fd2sin x = d ó s in .x = co s  (x -\-2l.2T:)dx 
=  sin (a?—|— 2/'27c—f- V2w)dx, 

zatem cFsin # = s in  (x - \-3/27c)dx.
Podobnież znajdziemy

d4sin ® “ sin(a:-|-4/2ir)cŁc, i t. d. 
czyli w ogólności

d" sin x  — sini xĄ -  —  zi\dx.
\ 2 I

Tak samo znajdziemy:

d"cos x  =  cos |#-{- tt| .

UWAGA. -Każde z wyrażeń sin | ® - f - ,

cos | x - ( - p r z e d s t a w i a ć  tylko może cztery wartości

różne, które rodzą się peryodycznie i zawsze w tym sa
l i
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mym porządku. Gdy bowiem całkowitą liczbę n po
dzielimy przez 4, to na resztę otrzymamy ] lub 2 lub 3 
albo zero. W pierwszym razie

sin ^c-J- ^ J = s in |:c - |-  “j-j — cos a:,

w drugim razie «

sin s'n (x  “I- ” )—— sin x,

w trzecim razie
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w czwartym przypadku

sinfcc-l--71 Tti^rsin®.
\ 2 I

Podobnież c o s | a : - | - d a j e  cztery tylko wartości,

— sin x, — cos x, sin x, cos x.
II. Weźmy teraz inną funkcję np. y ~ a x i szukajmy 

dla niśj różniczek następnych.
Gdy y—ax, to dy—axl(a)dx,

—  =  y ' ~ a xl(a), 
dx
dy‘—dax . l(a )~ax(la)2dx,

t y L = y " = a x(la)*it.  d. 
dx

Podobnież znajdzie się
y(n)— ax{la)".

Jeżeli a rze  t. j. zasadzie logarytmów Nepera, wtedy

—^ Ł — y(n)=zex.
dxn

III. Niech teraz
yz=x*,



*■

to d y ~ a x a~ ]dx ,

. — — axa~ l 
V ~ d x  5
dy'—a(a— 1 )xa~-dx\

y"— j~x — a(a ~  l )x a~ 2,

yw— -̂ —— a{a— l)(a— 2)xa~ 3 i t. d.
W«v

aż w końcu gdy liczba różniczkowali jest taką, jak po
tęga zmiennśj, to funkcja pochodna tego rzędu będzie 
ilością stałą, a mianowicie:

y(n)—a(a—l)(a — 2 )(a— 3 )........1;

wszystkie zaś następne pochodne staną się tśm samćm 
zerami.

IV. Gdy y= l(x ) ,  
to

i dx 
~x'

r = i X = ±
dx x  ’ 

j  / j  1 dx

y = 4 Ł - _ ±
dx x 2
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2xdx  2dx

1 . 2
x* x a ’

x 3

Podobnież znajdziemy
d4y _____ 1- 2 . 3
dx4 x 4



I w ogólności
dny  — ( _ l ) n - i  1 • 2 ■ 3 . . .  (n 1) 
dxn xn

ztąd d(nh j  — ( — l ) n—1  ̂ ^ • *' — } ld x ”.

Różniczki następne zmiennej zależnej.

27. Niechaj y—f(x)  i 2 będą dwie funkcje, których 
związek wyraża się przez równanie z~F (y).  Różniczku
jąc  to równanie znajdziemy

dz—F‘{y)dy....... (1),
albowiem różniczka funkcji równa się funkcji pochodnej 
pomnożonój przez różniczkę zmiennej. Dalśj różniczku
jąc równanie (1), przyczem mając uwagę na to, że y jest 
zmienną zależną, a więc jej różniczka nie jest ilością 
stałą, znajdziemy podług wzoru na różniczkę iloczynu: 

d2z= d y d F ‘(y)-\-F'(y)d2y.
Lecz dF(y)=F'(y)dy,

zatem d2z—F ' (y)dy2jr  F' (y)d2y ....... (2),
podobnym sposobem różniczkując i to równanie, wy
pada:

d 3z=d[F"(y)dy2]-\-d[F(y)d2y ] ....... (3).
Że zaś d\F“(y)dy 2]—dy 2dF‘'(w) 4-F'(y)ddy 2, 

gdzie F“(y)=F"(y)dy , ddy2~ 2 d y . d2y, 
to d[F ‘(y)dy2]=F<»i y)dy3-\- 2F‘\y)dyd2y.

Uważam teraz, że:
d[F,(y)d2y ] = d 2ydF(y)-sr Fl(y)dd2y, 

lecz dF '(y )= F ‘(y)dy, 
a dd2y—dhy, 

to d { F ( y ) d ^ -F ' (y )d y  -d2y+F (y)d*y.
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Równanie zatćm (3) zamienia się na 
dh = F ':(y )dy*+ S F '(y)dy . d2y + F ( t , )d ay . . . .  (4) i t. d. 

Równania (1) (2) (4) przedstawiają wzory na różniczki 
następne funkcyj zmiennych zależnych.

28. Odwrotnie teraz, gdy znamy różniczki lub po
chodne dla x i y uważanych jako funkcje zmiennej nie
zależnej ł, to można z nich wyprowadzić pochodne dla y, 
uważanćj jako funkcję x.

I tak gdy y= f(x ) ,
d y= f(x )dx ,

z tą d / '( * ) =  g ....... (5)

j dV — dxd2y —dyd2x 
d x ~  dx2

zatćra
df ( x) —/" ( T) — dxd2t/—dyd2x .......

dcc dx^
czyli

f"(x)— —  d^L- 
1 ’~ d x  ' dx*

podobnież znajdziemy
f " \ x )_dx(dxd3y— dyd3x) — 3 d2x(dxd2y—dyd2x)

dx5
Wzory (5) i (6) pokazują, że 1) pochodne Igo rzędu 

ilości zmiennych, czy takowe są niezależnemi, czy zale- 
żnemi zawsze są sobie równe; 2) żeby z funkcji pocho- 
dnćj 2go rzędu zmiennćj niezależnćj x , przyjść do fun
kcji tegoż rzędu gdy ta zmiennajest zależną, to należy za-

• •, d2ti dxd2u— dud2xmienie -—Ł n a ----- —t- ? - -----j
dxl dxó

d*y dx(dxd3y — dyd3x)—3d2x(dxd2y— dyd2x) .  ̂ ^
dxa dxh
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Przemiana zmiennej niezależnej.

29. Powyższy sposób podaje nam możność wyko
nywania przemiany zmiennej niezależnśj (changemenl 
de la variableindependanle) pomiędzy funkcjami złożonemi 
tej samej zmiennćj.

Jeżeli przyjmiemy y za zmienną niezależną, to ró
wnanie

rozwiązane względem x, da wartość kształtu

* = F ( y ) -
Zatśm F(y) jest funkcją odwrotną dlaf(x). Należy więc 
uczynić y—t, zkąd

dy—dt, d2y —0, d3y —0,
a następnie: (*)

, ,  x d y __ 1 1
^ ( ‘Ł> — d i  ~  T d ź\ ~  W{y) ’

\ dy )

*) Wiedząc z poprzedzającego, źe współczynnik różni
czkowy pokazuje, z’e funkcja y  różniczkowaną była wzglę
dem x  i dzielona następnie przez dx, należy teraz okazać,

czy gdy r ó w n a n ie ^  =  A  ma miejsce, to równanie

j ,d x  
-""j ’ dy

jes t prawdziwem. Dlatego uważam, ze 
dv  dv dy



z wzoru (6) mamy
d 2x

dyd*x  — - d-iŁ — _  F '(y)J rU 3 — /W-r\3

a ze wzoru (7)

(A-r3 jd x \3 F (y )3
\dyldy

—dx dy tZ3.r—(— 3 di/ (d'lx)2
r w ----------------- ^

— dxd3x  , o /d2x \ 2Px  i ę,/d2x \
_  dudya 1 U * 1/ - W i y Y - m F - i y )

ld_x\s ' -  **(y)B

W )
Oto przykład przemiany zmiennćj niezależnej.

30. Niech b ę d z ie :
y= f(x ) ,  i 

\ dx*i _ i i + / ( * ) * r  rox
“ t s : ........( )ł

dx2
wyrażeniem, w którćm rfy i są różniczkami y lub 
f(x)  względem zmiennój niezależnej x.

1) Jeżeli przyjmiemy teraz za zmienną, niezależną, 
zmienną jakąkolwiek i, związaną z x  i y przez równanie

*=<p(0f y='K t),

to w wyrażeniu (8) należy tylko za podstawić war-clx
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tośe y x  (jak  to wyżej nadm ieniliśm y) i bę-
oxó

dzie :
/ l  , d y 2 \%

u =  ' dx' {  =  _  •
dxUŁy — dyd2x  d x d 2y  — dyd2x

d x 3

a  że x=<p(t), y~ip(t%
to d x — d<f(t)........dy— dxp{t)

d . y ( t)— y ‘( t)d t .......... dip(t)— ip‘(l)dt,

h  ■ iV/,(0Y A
l ? '(0 2)____ =  [^ ( 0 2-4 -^(023y

?'(0*
2) Jeżeli przyjm iem y za  zm ienną n iezalezną  fnnkcję

odw ro tną  y? to będzie, przypuściw szy x ~ F ( y )

zatćm

u

u
1 + %

W j —
d2#

I ł ± W l
F"(y)

%



89

ROZDZIAŁ V.

S to su n k i j a k i e  istn ie ją  pom iędzy fu n k cja m i rzeczy-  

w istem ! je d n e j zm ien n ej i  ic li pochodnemi>

T w ier dze nie  I. 31. Gdy funkcja y —f(x )  jest ciągłą 
względem x  w 'pobliżu wartości szczególnej x—x0, to gdy 
x, począwszy odx0 wartość swoję powiększać będzie, wtedy
i funkcja zwiększać będzie s w ą  wartość, jeżeli odpowiednia

jej f  unkcja pochodna y'— mieć będzie wartość skoń-
dx

czoną dodatną, a przeciwnie, gdy ta ostatnia mieć będzie 
wartość skończoną ujemną.

D o w o d z e n ie . Niech przyrostkami nieskończenie ma- 
łemi będą A # , A y, pierwszy zmiennćj x, drugi funkcji ł/,

to granicą stosunku będzie ^  =  y'. Że zaś gdy
/ \ x dx

y  dodatne, to i dodatne, a gdy y' ujemne, to i
/_ \x

ujemne być musi, więc gdy funkcja pochodna jest doda
tną, to przyrostek funkcji i przyrostek zmiennej mają 
znaki jednakowe; czyli z powiększaniem się zmiennćj, 
powiększa się funkcja i odwrotnie; jeżeli zaś funkcja po
chodna jest ujemną, to przyrostki A y i A #  mają znaki 
przeciwne, czyli z powiększaniem się zmiennej, funkcja 
się pomniejsza i odwrotnie.

W n io s e k  I. Gdy funkcja y — f{x )  jest ciągłą między 
dwiema granicami zmiennćj x, t. j .  x = x 0 i x =  X, to po
większając zmienną od pierwszćj granicy do drugićj i fun
kcja y zwiększać się będzie, gdy pochodna y‘ jest dodatną;
Ucz gdy ta pochodna jest ujemną, to powiększając wartość

12

A  y
/ \ x



x, 'przechodząc od jednćj granicy do drugidj, funkcja y 
zmniejszać się będzie. Ztąd okazuje się, że funkcja wtedy 
tylko zmniejsza się, a następnie wzrasta, kiedy funkcja po
chodna z ujemnej przechodzi na dodatną, i odwrotnie; 
wtedy tylko wzrasta a następnie zmniejsza się, gdy f  unkcja 
pochodna z dodatnćj przechodzi na ujemną.

UWAGA. Widocznćm jest, ze w tem przejściu fun
kcja pochodna staje się zerem.

W n io s e k  II. Gdy funkcja y ~  f [ x ) jest ciągłą w po
bliżu icartości szczególnej x —x0, a znika przy tój wartości 
na zmienną, to jeżeli funkcja pochodna jest dodatną, wtedy 
powiększając zmienną, począwszy od x —x0, i  funkcja po
większać się będzie, począwszy od /( .r0), czyli od zera, 
a tem samśm będzie dodatną ciągle; i  odwrotnie, gdy x p o 
mniejszać będziemy od x —XQ, to funkcja y pomniejszać się 
będzie, począwszy od f (x Q) czyli od zera, a tem samem Sta
wać się będzie ciągle ujemną.

Gdy zaś funkcja pochodna y ‘ jest ujemną: to gdy 
x > x 0, wówczas / ( . t ) < 0; a jeżeli to f ( x y > 0 .

T w ierdzenie  II. 32. Gdy f(x) i’ F[x) są f  unkcjami cią
głemi zmiennij x między dwiema granicami tychże zmien
nych x —x0  ̂ x — X, tudzież gdy te funkcje znikają przy 
x —x0, a F'(x) nie zmienia znaku pomiędzy powyższemi 
granicami, to jeżeli ułamek

m
F \x)

jest zawarty pomiędzy granicami A i B, to między temiż 
samemi granicami zawierać się będzie ułamek

/(* )
Ą ix ) '
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D o w odzenie . Ponieważ ułamek •4=Allizawiera sieno-
F \x)  51

między granicami A i B, to znaczy, ze jest większy od A,
czyli

w r i - A> 0’
a mniejszy od B, czyli

91

f'(x)

- B <  0.
F‘(x)

Skoro pochodna F‘(x) nie zmienia znaku pomiędzy 
granicami, między któreini f{x) i F(x) są ciągłemi, to 
zawsze jeden z iloczynów

| —/ ' (x)—AF‘(x) —  (1),F\x) F(x)

F'{[x) | fT $ ) B i = f ( x )  ~  BF‘(x ) ' ' ' ' (2)’
jest dodatny, drugi ujemny. Lecz wyrażenia (1) i (2) 
są widocznie pochodnemi wyrażeń

f (x ) -A F (x ) . . . . (S ) ,  
f ( x ) —B F (x ) . . . . (  4).- 

Że zaś z tych ostatnich jedna ma funkcję pochodną 
dodatną, a druga ujemną, to na mocy twierdzenia I, 
wniosku II, jedna z tych funkcji będzie ciągle wzrastać, 
a druga zmniejszać się, gdy x  od x0 do X  powiększać 
się będzie. Gdy jednak obie te funkcje są zerami przy 
x—x0, to gdy x  większe jest od x0 np. gdy xznX,  wtedy 
wyrażenia te będą mieć znaki przeciwne, t. j. jeżeli 
mamy

f m - A Ą X j > 0  czyli 

to f {X ) -B F (X ) < 0 - B < 0;
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a  z a t ć m  u ł a m e k  z a w i e r a  s i ę  m i e d z y  g r a n i c a m iĄ X )  * *
A i B.

W n io s e k  1. Jeżeli funkcje pochodne / '( c c ) ,  F'(x) są 
także ciągłemi między granicami zmiennćj x —x0, x—X,

f'tx)a przechodząc od jednój granicy do drugiój, ułamek '

zawsze zawartym będzie między granicami A i B, przybie
rając różne wartości pośrednie, to jak wiadomo i ułamek

również między temi aranicami A i B zawierać się 
F(x) J .
będzie, a ztąd koniecznie być musi jedna z wartości paśre- 

f'(x)dnieli ułamku nP- odpowiadająca wartości 5 na x,

zawartśj między x0 i X, równa wartościułamku czyli 

znajdzie się

F{X) F'{£)....... 1 ' '
Dla skrócenia nazwijmy

• X zzzXq—\-h 
%—xQ-\-h,

gdzie h jest tegoż samego znaku co h, ,  tylko od niego 
większe liczebnie. A więc równanie (5) będzie: 

f (x 0-jr h) _ _ f ( x 0-\-h,) .„V 
S t* o + Q  F'(xQ-\-h^) h 

ponieważ h,<Ji to można uczynić h‘—eh, gdzie 0< 1, 
czyli wzór (6) zamieni się na:

/ O o + f t )  _  f \ x o -\-Qh ) ___
F(xo~{-fo) F'(xQ-\-dh)

W n io s e k  II. Jeżeli założymy, że funkcje
f(x), f{x ) , f ‘\ x ) ....... f (n~ X)[x\
F{x), F'[x), F"{x) . . . .  F(n~V(x),



znikają p rzy  x z z  x0 i są ciągłemi, tak jak  ich pochodne 
miedzy granicami x = x 0 i x = X ,  to uważając dwie pierw sze  
funkcje

/ ( * ) , / 'O ) ,
F (x), F  (x),

mamy na mocy poprzedniego wniosku

f ( x 0-\~K) f ( x 0-\-h,)

FLxo + h) F ‘(.xQ-\~h>)
z uważania zaś

/(*)>  / " 0 )>
F (x ) , P '(x)-, 

mamy •
f (x0+ h ,)  f “(x0+ h ,,)
* { * o + h ,)  F \ x 0- \-h „ y  

i  t. d. postępując dojdziemy do

f (n~ l) (g0-|-/trn- i ; )  _  f<n>tx0+ h n )
F (n~ u  (^0+ A rn_ i; )  ^(^(^o+Zln) ’

TF połączeniu zaś te równania d a ją :

A x o~t~ )̂ —
ifao+A ) - ^ ( * 0+ ^ )  '

Lecz gdy hnzze h , gdzie 0<M , to

A xo+/Q  , /M g p + e f t )  r81 
^C *b+A ) jPf^(*0+ e A ) ........

Wniosek III. Gdy we wzorze (7) uczynimy x0 z z  0 
rt F (x)— x, to ten wzór zamieni się na

f (h ) = h f '( e h ) ........ (9),
albowiem f ( x 0-\-h )—f(h ) ,

F (x0+ h ) = F ( h ) — h,
f ( x Q+ e h ) z z f ( e h ) ,

dF(xQ-\-0h)-\-d(x0-\-Gh)=zd0h,
P (x o + 9 h )zz  1.



W n io s e k  IV. Jeżeli zaś toe wzorze (8) uczynimy x ~ 0 ,  
F(sc)zz:x'1, to ten wzór wyda:

f ( h ) = -------—------ f<»\9h):

gdyż A x0-\-h)—f(h),
Ą x 0+ h ) = h * ,
f (nK * o + 9h) = f <n)(uh), ■ 
dnF(x0-\-eh)—dn(eli)n zzl.2 .3  ...n.d(eli), 
F(n>(x0-Ą-Qli)— \ . 2 .3 . . .  n.

W n io s e k  V .  Dajmy teraz, ze yT(a:) otrzymuje wartość 
dodatną lub ujemną skończoną przy x ~ x 0 i obie fun
kcje f(x), f  (x) są ciągłemi między granicami x —x0 
i x ~ X .

Niech będzie
f (x )—f ( x ) - f ( x { o),
F(x)—x—x^  

ze zaś f ‘(x0)—0, więc f[x )z~ f\x ) .

Następnie widzimy, ze
F \x)— \.

Takie więc wartości podstawiwszy we wzór (7). mamy

X—x0 
lecz X —x0—h,

zatćm —/Ifo) — f ‘(x0-\-eh).........(10);
fi

co znaczy: ze skoro f  unkcja f(x) zachowuje wartość skoń
czoną dla x — xQ i jest ciągłą tak jak jej 'pochodna f ‘{x) 
pomiędzy wartościami x = x 0, i x = x 0-j--h, to znajdzie się 
pomiędzy granicami 0 i 1 wartość 9, ,sprawdzającą ró
wnanie

f \ xo~\-h)—f(x0) —hf'(x0 -f- eh).



W n io s e k  VI. Ze wzoru zaś (8), czyniąc 

/' (*)~(a? x0y ,
otrzymamy:

f(X)—f\xQ) _ f (n ) (x 0-\-eh) * 
{X— x0)n 1 . 2 . 3 . . .n

czyli:
/*(-̂ )—f ( x o )  — f ( nK x n - \ - 9 h )  „  

hn » 1 . 2 . 3 . . .n  .......  h
co znaczy, ie  .s/toro funkcje

A®)’ f X x ) , . ' " f < n~ ' ) x ,

sprowadzą się pierwsza do ilości skończonej, następne do 
zera, i będą ciągłemi, tak jak f (n>(x) pomiędzy x = x 0 
i x —x0-\-h, to znajduje się między granicami 0 i 1 ivar- 
tość 9, sprawdzająca równanie

/•O „ + A )- / i> 0) = T n J ^ + e K , .

*) Gdyz’ Ff»)(a:)= 1.2 .3  . . .  n, bowiem/i oznacza potęgę 
całkowitą.
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ROZDZIAŁ VI.

O z n a c z e n i e  w a r t o ś c i  j a k i e  p r z y j m u j ą  f u n k c j e  r z e c z y  

w is t e  j e d n e j  z m ie n n e j ,  g d y  s ię  p r z d s l a w i a j ą  "  f o r m i e

nieoznaczonej-^—; --------, 0 X  —  C'C15 0®, 0,0 1±S» j  t. d.
0 ± o o

Oznaczenie wartości ułamku / ( * )  — o
F (®) 0 •

fl
33. Niechaj y . ; =  s jest ułamkiem, który przy war- 

F(x)
, , . . . .  Otosci x —x0 zmienia się na —  .

Gdy * do ®0 się przybliża, wtedy funkcje f(x), F(x) 
odpowiednio do /[% ), F(xQ) się przybliżają, a tem sa-

f ( xmem wTartość ułamku danego do J ; °y przybliżać się
\* \ xq)

będzie.
Niech X  będzie ilością bardzo mało różniącą się od 

«0, a £ wartością pośrednią między xQ i X , to każda 
z funkcji / (* ) , / '( * ) ,  F(x) i F(x)  będzie ciągłą i zachowa 
ten sam znak między szczególną wartością x —xQ i x —X\ 
zatem można będzie między niemi wybrać taką wartość 
na x  np. § (Nr. 31), któraby dała

ą x )  _  m .
F(X) F(S) ’ 

że zaś X  ma za granicę x0, to tćm bardzićj § do tejże 
granicy przybliżać się będzie, a tem samćm i cały uła- 

f '  , 
mek bedzie miał za granice wartość ułamkup g y  * 5

f i x )

F'(x) ’



odpowiedniego x = x 0, czyli ułamek ~ ~  staje sie ró-
C®)

w n y m

/ '(* ) 
f \ xy

wtedy gdy x jest równe -a;0.
f(rę\

Oo znaczy, że gdy wartość szczególna ^-^-przedsta

wia się w formie -jL, to ta wartość schodzi się z wartością

odpowiednią ułamku —  
b \x )

Przykłady^ 34. Oznaczmy wartość następujących 
wyrażeń przy x—Q.

.s ex—er~x __1— 1 __  0
sin x 0 0
Lecz gdy f ( x ) = e x— e~x,

F(x)— sin x, 
to f ( x ) —exJr e—x,

F'(x)=cosx;  
l a f(x) f ‘(x) ex-\-e~x 22 = 2 .

F(x) F‘(x)
r,̂  sin2.r_ 0

x 0
ze zaś f (x )—sin2.r,

to f ‘(x) —2 sin x cos .r,
F(x)—x,

więc F  (# )= ! ;
,, , f(x) _f ‘(x )__  2 sin a? cos x  0dlatego — ------------ --------- — — ,

F(x) r'(x) 1 1
zatem

sin2# _ 0 n



sin x  O 
s) - * - = ¥ ’

ponieważ f(x)  r= sin#, 
a  F(x) — x \  
to f‘(x) — cos.r,

F \x)  =  2x-:
f ( x ) _f ' ( x )__c o sx__  1
F(x) 2x — TT’
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zatem
sin.r 1---  = 00.
A-2 o

Oznaczmy teraz wartość następnych wyrażeń, które 
stćiją się nieoznaczonemi przy x==i .

4) l x  —  0  
1 x— l  O '

f ( x ) = l x , F(x)— x— 1,

/ ( a : ) = - L ,  F(#)—1,

J f _ _  / ( f i — /O f)  — J L — i .
1 / ’(#) /''(#) 1

.1 O
6) : ? = T =  o"

f ( x ) = x — 1, F (x )— X2— 1, 
f ' ( x ) = 1, F '(x )— 2x  

x - l  _  Ax) _  / ' ( * ) _  1 _  1

6)

# 2—1 /<’(#) F(a?) 2
•r— 1 O

.r"— 1 O ’
f{x)—x — 1, F(x)—xn— 1, 
/ ( * ) = 1, F'(a;)r=:na:”- 1,

1 _  /O )  — / 'O ) — 1 — J_
.-c"— 1 F(x) F‘(x) nxn~ l n



UWAGA. Widocznćm jest, że powyższa własność 
dająca równanie

/(•*) - , / ( * )
F(x) F'{x) 5

ma miejsce i w tym razie, gdy stała x0 staje się nieskoń
czenie wielką; tylko wtedy X  i £ przedstawiają dwie ilo
ści, których wartości liczebne są bardzo wielkie , a war
tość 5 większa od X.

35. Gdy funkcje f ‘(x) i F'(x) znikają także przy 

xzzx0, to wartość szczególna stosunku staje się ró

wnież nieoznaczoną, i jest kształtu-jj-, a  tem samem po

dług tego co się wyżej powiedziało, ta wartość zejdzie 

się z wartością ułamku J -ą J-.,  którego dwa wyrazy 

eą funkcjami pochodnemi Igo rzędu funkcji/ '(# )  i F‘(x).

Podobnie dalej przypuszczając i rozumując docho
dzimy do takiego twierdzenia,

że skoro funkcje

/O ) ,  /'(*)> / " ( O i .......
% ) ,  F'(aD, F"{x),.......

znikają przy luartości x —x0, to tuartość odpowiednia 
stosunku

s =  l M

. m ’
zejdzie sie z wartością stosunku 4 — .

J '  F̂ n>[x)

36. Powyższe twierdzenie można w ten sposób oka
zać jeszcze:
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Ponieważ f(xQ)—0, F(x0)—0, to
f[x)—f[x  o) 

f(x )  _  x —x0 
F{x) F{x)— F[xq) '

X—x0
Lecz gdy x  przybliża się do swojej granicy xQ, wtedy

widocznie ułamki — ^£ o ) przybliża-
x—x0 x—x0

ją  się do granic f'(x0), F'(x0)-, a zat^m
f(x) _  f ( x Q)

*“  F(x)
lub

f(x) f ‘(x)gran. S ) (■ =  gran. ~ r  '~.
F(x) 8 F‘(x)

i»rzyuia«iy. 37. Oznaczmy wartości następnych wy
rażeń, które przy szczególnej wartości na *0 przyjmują

kształt — .
0

f(x)  ___ax2-2acxĄ -ac2
F(x) bx2— 2bcxĄ-bc2

Ten ułamek, gdy x ~ c, staje się — .

Ponieważ f{x )—ax2-2 a cx - \-a c2,
F(x)—bx2— 2bcx-\-bc2, 

to f ( x ) —2ax—2ac,
F \x )~ 2 b x — 2 bc\

zatśm =  axH-ac- =  1 .
/(a;) F' (a-) —bc 0

Dlatego uważam jeszcze pochodne 2go rzędu 

/" (* )= « »

1 0 0



■ f {x )  _  f ‘(x) _  f “(x) _  g 
■ F(x) F'(x) F' (x) b

ę>\ / ( * )  _  1 COS X

’ F(x) x 2 

Gdy x —0, ułamek ten ma wartość-jj-.

f(x)—1— cos x,
F(x)=x*-, 
f'(x)— sin x ,
F'(x)=2x- 
f"(x)— cos x ,
F"(x)=2;

, * 4 /(®) _  f ( x) _  / " ( * )_ 1
Za Cm F { x ) ~ F ' { x ) ~ F ‘\ x ) ~  2 '

9> /(.t)  _— e J;— 2.t;
/(o?) x — sin x

Przy x ~ 0 .  ten ułamek ma kształt — .
0

f(x)—ex — e ~ 2.t, 
F(x)—x —sin x\
/ ( x )= e * + e ~ x— 2,
F \ x ) ~  1— cos x, 
f'lx )= ze*— e-*,
F"(x)— sina;;

f" X x )= e * + e - * ,
F"‘(x) =zcosx.

Zatem
f(x) _ f ‘(x) _  f “'(x) _ ę<-Jr e~.v.
F{x) F‘(x) F"(x) F'"(x) cos®

4) Uważajmy teraz ułamek
f(x)  __ xx—x
F(x) 1—x-\-l x 5
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przy x —  1.
f (x )= x * — x,
F (x )= l—x-\-lx; 

f ‘(x)—x*( 1+Z®)— 1,

/•■ '(* )= -i + - L ,

f “(x)=x*(l-\-lx)'i-{-X'r—\

P ' ( * ) = - A ;X
„t„d f(x) _ f ' ( x ) _ f \ x ) _ _ x * ( \ - ) - l x y - \ - x

ą F {x ) ~  F \x) F ‘(x) _ l _  -  '
,„2

Oznaczenie icartości wyrażeń przyjmujących kształt —
OD

38. Jeżeli wartość szczególna .-r~ir0 czyni nieskoń- 
czoneini /(.t), ^(.r), to następujące ułamki sprowadzą 
się do zera.

1 1
/ '(* ) ’

lub gdy f(x)—y, F(x)~z ,

to -1  =  0 , 1  — 0; 
y 2

że zaś pochodne tych ostatnich są:

_  2o 5 o 5
2/

to podług powyższego (Nr. 83) mamy 
1 y'
V — i !
T “  l 75
s a2



Mamy w ięc: że skoro wartość szczególna stosunku

'przedstawia się w formie nieoznaczonej to ta
F( x) =t co
wartość zejdzie się z wartością odpowiednia stosunku
f i * ) .
F(x)

f(x)
P r z y k ła d . ' v ’

F(x) co t(x)
—I—

Ten ułamek staje sie —— , gdy .r~ 0 , zatem biorąc
* dboo

funkcje pochodne,

f \ x ) —— ~ ,
x

P ( x ) = - J s -  i 
sin .x 

J_
f ( x ) __f ‘( x )__ x  __sin2# __  0mamy
F(x) F‘(x) 1 ~  x “  0

sin2®

Wartość zaś tego ostatniego wyrażenia, jako mają- 

;o kształt ~  znajdzi 

i mianownika, i tak:

cego kształt ~  znajdzie się, biorąc pochodne licznika



39. Gdy funkcje f'(x) i F‘(x) stają się również nie- 
skończonemi przy x —xQ, to ta wartość szczególna sto

sunku / ^ .zejdzie się z wartościa stosunku1̂ - ^  . Po- 
P{x) 1 v ‘ F‘\x)

dobnież rozumując dojdziemy do tego, ze skoro funkcje
f(x), f ( x ) ,  f “(x ) ........
F(x), F'(x), F"(x).......

stają się wszystkie nieskończone przy x—x0, to wartość
f(prawdziwa stosunku - - - - -  zejdzie sie z wartościa sto- 

F(x)

sunku
F(n>{x)

P rzykład , Niech a będzie ilością całkowitą doda- 
tną, zaś n liczbą całkowitą, bezpośrednio większą od 
tej stałej.

Gdy ułamek przedstawia się w formie nieozna-

czonćj, to będzie podług tego co się wyżśj powiedziało:
xa __ a(a— 1) .......( a— 7ł __
ex ex 
__a(a— 1) .........( a—f t +1) __^

Xn~~aęx

Oznaczenie wartości funkcji mających kształt
X±V3̂  q0} l ±  « i d,

40. Można także z łatwością wyprowadzić wartość 
funkcji jednej zmiennej, przedstawiających się w for
mach: x— 0 ° , o c ° , l ±a>i i t. d.

I tak gdy y  i z oznaczają dwie funkcje ziniennćj x , 
które stają się dla x—.r0 pierwsza zerem, druga nie



skończoną, to wartość funkcji s ~ y z , odpowiednia x ~ x Q, 
przyjmie kształt: 0 X =t 00'

, V *Lecz ponieważ yz — ^
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(4) ( }
a te ostatnie wyrażenia przyjmują znany już nam kształt 

lub —  , dlatego też i dana funkcja s ~  yz— 0'y^±<yo
0 OD

przywiedzioną być może do tej postaci, a  z takowćj, 
wartość jej oznaczyć się daje.

P r z y k ła d y . Niech £ = 0 ,  to

1) x l (#)— , a  że f ( x ) = l z ,
X—1 OO

F(x)—x ~ \  / ( * ) = - ! ,  F'(x)=
X  %c

zatem . ~  /  ^  —— a;—0 .
F(x) F‘ (x)

2. Przy tej samej wartości na x mamy:

x a.!x =  ± -  =  ~. x~ l = - £  =  0 . 
ar—“ — a x ~ a" 1 a

Gdy funkcje?/iz są takie, że przy x —0

y —0, z—0 lub y= roo, 2= 0, lub y ~  1, e z r i o o ,

to wartości s—yz odpowiednie .rzzrO przedstawią się 
w formach nieoznaczonych: 0°, oo°, 1± ;®.

Dla otrzymania wartości oznaczonćj, uważam, że

l “Tponieważ szr?/5, to Iszzzly— — ■, ztąd s = e z >. Na

leży wiec znaleźć wartość stosunku —•*/ -- , która
z—1

przy powyższem oznaczeniu na y i z staje sie nie-
14
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oznaczoną; biorąc zatćm funkcje pochodne licznika 
i mianownika mamy:

Ł  -y '»
— ■ ~  —  — ---- , a wiecs—e u' .

z ~ l _ z' yz'
~  2*

KOZDZIAŁ m

O m m iin a rli i  m in im ach  fu n k c ji rze czy w iste j je d n ć j

zm ien n ej.

Określenie maximum i minimum.

41. Skoro wartość szczególna funkcji f(x)  jest rze
czywistą i przewyższa wszystkie inne sąsiednie wartości 
rzeczywiste, to ta szczególna wartość funkcji jest ma- 
ximum.

Skoro wartość szczególna f(x ) jest mniejszą od 
wszystkich sąsiednich rzeczywistych wartości, wtedy 
ona jest minimum.

Niech będzie np. krzywa M BN (fig. 5), której równa
nie jest

y=b-{-cxz,
to widocznie, rzędne MP, M ' P \ ....... zmniejszają się aż
do punktu B, a zaś od tego punktu zaczynają się ciągle 
zwiększać, zatćm rzędna AB jest minimum funkcji y\ 
krzywa zaś CDE (fig. 6), którćj równanie jest:

y —b—cxl
przedstawia maxitnum dla y w punkcie D\ ponieważ
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rzędne, które następują, i które poprzedzają AD, są 
mniejsze jak  AD, a  więc rzędna AD jest mazimum.

Są linje, które mają tylko maximum, inne tylko mi
nimum, a w końcu i takie, które mają i maximum i mi
nimum jak np. koło XCY  (fig. 7), gdzie dla tćj samej od
cięte, rzędną minimum jest DE, a  maximum jest CE.

Znaleźć maximum lub minimum, funkcji.

Z a d a n ie . 42. Znaleźć maximum lub minimum funkcji 
rzeezywistćj f(x) danćj zmiennćj.

R o z w i ą z a n ie .  Przedewszystkiem przypomnijmy 60 - 

bie znaną własność (Nr. 31), że gdy f(x) i f ‘(x) są cią- 
głemi w pobliżu wartości szczególnśj na x, i gdy/'(#) 
jest dodatną, to powiększając x i f (x )  wzrasta dotąd, 
dopóki f ( x )  nie stanie się równą zeru; odwrotnie zaś 
gdy f { x )  jest ujemną, to z powiększaniem się .r, zmniej
sza się /(oi) i dotąd, dopóki taż pochodna nie stanie się 
zerem. Słowem, że funkcja f (x )  jest maximum lub mi
nimum przy f ( x ) —0 .

Poznajmy teraz zasady rozwiązania powyższego za
dania.

1)  Należy szukać wartości na x, przy której funkcja 
przestanie być ciągłą, każdej bowiem z tych wartości 
odpowiadać będzie wartość jćj funkcji, będąca albo ma- 
ximum, albo minimum, albo ilością nieskończenie 
wielką, np.

1) f { x ) = x /\
Funkcja ta staje się przerwaną t. j. przestaje być 

ciągła przy x^>0, albowiem
V.
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Lecz nim funkcja dana przechodzi na urojoną, to 
wprzód x staje Się zerem i przy tćj to ostatniój wartości 
na zmienną, funkcja staje się minimum, t. j.

2) / (* )— f {x )—xlx .

Te funkcje również przestają być ciągłemi przy ujem- 
nćj wartości na x, w takim bowiem razie wypadają lo- 
garytmy ilości ujemnych. Przy wartości więc # ~ 0 ,  
pierwsze i drugie wyrażenie staje się maximum, albowiem

x . l ( x ) = 0 X — 00 (jest wyrażeniem 
nieoznaczonem, dlatego wartość jego znajdzie się zna
nym sposobem Nr. 40);

x l x  — 0.

Gdybyśmy na x  dawali wartości większe od zera, 
logarytmy stałyby się ujemne, a tćm samem całe wyra
żenie mniejsze od zera; nadając zaś na zw artości mniej
sze od zera, funkcje stają się przerwanemi.

Szukać należy pierwiastków równania 

f ' { x ) = 0.

I tak niech jednym z tych pierwiastków będzie xQ, to od
powiednia tej wartości funkcja, t. j. f(x0) będzie maxi- 
fflum, gdy w pobliżu X—XQ, funkcja pochodna jest do- 
datną dla x<Zx0, i ujemną dla x^>x0. Przeciwnie f[xQ) 
będzie minimum, gdy / '( # )  jest ujemną dla x<Z.x0, * Po
datną dla x^>x0. Nakoniec jeżeli w pobliżu x ~ x 0, f ‘(x) 
była ciągle dodatną, albo ciągle ujemną, to f(<r0) nie bę
dzie już ani maximum, ani minimum.



P r z y k ła d . Niech funkcje dane będą: 
f {x )—x z, F (x )z -x '\

to pochodne ich

2* 2 
* a * *  '

przechodzą z dodatnych na ujemne, gdy x  przechodzi 
z dodatnój na ujemną; t. j ./'(# ), F‘[x) są ujemne dla # < 0 , 
i dodatne dla aC>0, a więc przy arrrO pierwsza i druga 
staje się minimum

2xzz0 , 0.
Dwie zaś następne funkcje:

« 3t x ‘
których pochodne

3x2, — —

będące jedna zerem, a druga nieskończoną przy £ = 0, 
pozostaną ciągle dodatne przy wszelkich wartościach 
na x, przeto dane funkcje nie mają ani maximum, ani 
minimum.

Funkcja
x*-\-px-\-q, 

jest ciągłą tak jak jćj pochodna
2x-\-p

przy wszelkich wartościach możliwych na x.

Lecz ponieważ pochodna znika przy 2x——p,  czyli

x ~ — a staje się ujemną przy x<Z— 1f2p, dodatną
2

dla aC>V2p, wynika więc, że funkcja dana przedstawia 
wartość minimum odpowiednią x ~ — V»p- 

Ta wartość minimum jest
q—1UV*‘
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Oznaczmy przez A liczbę większą od jedności, przez 
L(x) logarytm przy zasadzie A, to funkcja

A x
5X

ma za pochodną

110

Ax i' 1 1 \
X  \xL e x 1

A ponieważ ta pochodna przy wartości na aC>0 jest 
ujemną przy x<^L(e), dodatną przy x> X (e ), i równą 
zeru przy x —L{e), to ztąd wypada, że funkcja dana 
jest minimum przy x —L(e), czyli staje się

AL(e>__ e
~ T T  ~  ~Le~'

Przeciwnie funkcja — X) , 
x

którćj pochodna-^ j Le—L(pć) I, 
x £

jest dodatną, zero, lub ujemną przy 4 0 0 , stosownie do 
tego, czy x<Ze, xzze, x > e ,  przyjmie maximum przy 
x —e i stanie się

Le
e

43. W pierwszych przykładach znaleźliśmy maxi- 
mum lub minimum funkcji, nie czyniąc tych funkcji przer- 
wanemi, ale owszem łatwym bardzo sposobem przeko
naliśmy się, przy jakich wartościach f ( x )  staje się 
dodatną, ujemną i zerem; gdy jednak nie zawsze tak 
można postąpić, a niewiadomo, który z pierwiastków 
równania

/ ( * ) = o,
daje maximum lub minimum funkcji danej (t. j. nie wiemy
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czy przy wartości tego pierwiastku x —x0, f ‘(x) staje 
się dodatną lub ujemną przy x > x 0, i ujemną lub doda- 
tną przy a ? O 0), należy więc uważać jeszcze funkcją 
pochodną rzędu drugiego. I tak : niechaj x0 będzie je 
dnym z wspomnionych pierwiastków, i niech wartość 
odpowiednia f ' ( x ) sprowadzi się do ilości skończonej. 
Pierwiastkowi x0 odpowiadać będzie maximum f ( x ), je
żeli/'(a?) przechodzi z ujemnej na dodatną, stając się ze
rem przy X—x0, t. j. innemi słowy, jeżeli f'(x) zwiększa 
się wraz ze zmienną x: w pobliżu wartości szczególnej 
x ~ x 0. Ten zaś ostatni warunek wtedy jest wypełniony 
(Nr. 31), jeżeli pochodna funkcji f ‘(x) t . j . /" (# ), jest cią
gle dodatną lub zerem dla wartości na x bardzo mało 
różniącćj się od x0. W artość zatćm zero, jest w takim 
razie minimum funkcji/"(a?), ujemną bowiem już ta fun
kcja być nie może. Podobnież / ( # 0) będzie maximum 
/(a?), jeżeli f'{x^)—0, i wartość/'(®) zmniejsza się dla war
tości zwiększających się na x, w pobliżu wartości szcze
gólnej x — x0, to zaś ostatnie będzie miało miejsce 
wtedy, gdy /"(«0) przedstawia wartość skończoną i ujem
ną, albo wartość zero, która to wartość zero będzie 
wtedy maximum f ( x) (bowiem ta funkcja dodatną 
być nie może).

Przykłady.
Ax

i  > / ( * ) = - ,



A zatćm skoro wartość x — Le  przyprowadzająca f'(x)
1 1 Ax Axdo zera, czyni /" (* )  równą —- f { x ) — —̂ — t.j.ilo-

Axścią dodatną, to ona wyda minimum funkcji danćj — .
x

2) Ą x )—ex—2cos x-\-e~x, 
f ( x ) —ex-\- 2 sin x —er-x, 
f ‘(x ) = e x-\-2cos x-\-e~x.

A zatćm skoro wartość azrO, sprowadzająca f[x)  do 
zera , czyni /" (* )  równą

l + 2 + l = 4 ,

t. j. dodatną, to ona wyda minimum funkcji danćj.

44. Jeżeli wartość na x = x 0 nie czyni przerwaną 
f (x ), lecz przy tćj wartości pochodne

M M  / " ' ( * ) ........

aż do f<n—V(x) znikają, t. j. f (n)[x) jest pierwszą, która 
nie znika, to jeżeli f (x 0) jest maximum albo minimum 
/(z ) ,  to koniecznie podług tego co się poprzednio powie
działo/"(®0), powinna być maximum albo minimum/"(®). 
A skoro/"(a:0) jest maximum lub minimum /"(*)> to f" {x 0): 
powinna się sprowadzić do zera, zaś funkcja / IV(*o) 
ilości skoiiczonćj dodatnej lub ujemnej, albo do zera 
będącego maximum lub minimum f"'(x), a że to ostatnie, 
podług założenia, rzeczywiście ma miejsce, to skoro 
/ IV(®o) jes  ̂maximum albo minimum /" (* ) ,  powinno być 
koniecznie, żeby / v (x0) sprowadziła się do zera, a / VI(®0) 
do ilości skończonćj ujemnćj lub dodatnej, albo tćż do 
zera, będącego wtedy maximum lub minimum / VI(*0). 
Podobnie dalej rozumując, okazuje się: że gdy f (n\ x )

1 1 2



jest pierwszą z funkcji pochodnych, która nie znika, to 
aby funkcja f(x)  była maximum przy x=zx0, to f (n)(x0) 
powinna być skończoną ujemną, a zaś n liczbą pa
rzystą; aby zaś wspomniona funkcja była minimum, to 
/ ^ ( ^ o )  powinna być skończoną dodatną, a  zaś n za
wsze parzyste.

E»rzyUla«l. Ą x ) ~ e x-\-2  COS X-\-6~x, 
f ( x ) — ex— 2 sin x —e~-r, 
f ‘'(x )— ex — 2 cos a-J-e—■x, 
f ' l' ( x ) = e x- J-2  sin x — e ~ x, 
f" \x )—ex- f-2 cos x-\-e~x.

W artość x—0, czyniąca pochodne / '(* ) , /" (« ), / " ( * )  
równe zeru, sprowadzi fu n k c ją /1V(®) do ilości dodatnćj
l - j -2-f - l—4, a tern samóm wartość odpowiednia funkcji 
danej /(* ), t. j. liczba 4, będzie minimum tejże funkcji.

Z a s to s o w a n ie  t e o r j i  iiia x im u in  i  m in im u m  «Io r o z w ią 

z a n ia  r ó ż n y c łi zad ań .

45. Podzielić liczbę a na dwie takie części, żeby iloczyn 
z nich był maximum.

Niech jedna część będzie *, to druga (a—x) być 
musi, zatćm
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Funkcja f"(x) jako ujemna pokazuje, że dana funkcja 
f { x ) —y  ma maximum, lecz to maximumjest, gdy

/(«)=<>,
to jest

a — 2x—0,
__ a

2) Znaleźć z pomiędzy walców lopisanycli w ostrokrąg 
p  rosły ten, któryby był maximnm co do bryłowalości.

Niech a ~ S C  (fig. 8), b—AC, x ~ S D , t. j. odległości 
wierzchołka ostrokręgu od środka górnej podstawy walca. 

Widzimy, że:
S C : AC—S D : DE, 
a : b— x : ED,

ED =  —  .
a

Powierzchnia koła o promieniu ED, jest równą
b2x 2

w X a 2 ’
a bryłowatość walca o takiej podstawie i wysokości 
(a — x) jest

ttb2x'2 , v
y =  — 2—  (a— ®), 

y  —  ~ ^ ( a x 2 — ‘* 3 ) ’CJ

d y — ^ - ( 2 a x — 3 x 2)dx ,

f ( x )  =  ̂ ! z = ^ ( 2 a * - 3 « 2 ) ,  
ux a

f " { x ) = ^ ( 2 a - 6 x ) - ,



115

TT-h2
— 5 - (2 ax— 3»2)—0. 
a 4

dla maximum lub minimum powinno być 

to jest:
x(2(i'—3®)=r0; 

dajmy, że pierwszy czynnik równa się zeru, t. j.

x —0,
to przy tej wartości funkcja

Ci O

staje się ilością dodatna, więc f(x), ma minimum przy 
a;—0, czyli walec zero, jest minimum zpomiędzy wpi
sy wanych w ostrokrąg. Jeżeli zaś x nie jest zerem, to 
drugi czynnik daje równanie

2a —3®—0,
to

___ 2 ax _ .

A że funkcja /" (* )  w tym razie ma wartość ujemną, to

/(« )  jest maximum przy x — ~ ,  czyli wysokość walca
ó

wpisanego, maximum co do objętości, jest
c d - i/3s c .

3) Podzielić prostą AB (fig. 9), na dwie części AC i CB, 
w ten sposób, iżby iloczyn AC'3X.CB, był maxin\um.

Niech a oznacza długość danćj linji, x jćj część szu
kaną, to

y = x 3(a—x),

f ( x ) ~  —  =  3ax2—4:x3, 
dx

f'\x)-=zQax— 12a;2;



gdy
/ '(« )—O, to jest 
3 ax2—4 « 3—O,

albo
(3 a— 4®)«2= 0 ,  

zkąd albo x 2= 0 ,  albo 3a —4 * = 0 , to

z pierwszego x = 0 ,  z drugiego x — ~ -,  

a  że przy tćj samej wartości
nut \ __n \s  3(t __ 9 au

/ » = 6a X T - 12X T g = - T ,

3 aprzeto f(x) jest maximum, gdy x — -j- •
*

4) Znaleźć wymiary walca, któryby 'pomieścił daną 
ilość wody, a powierzchnią wewnętrzną miał minimum. 

Niech V — objętości wodj',
x  promień podstawy walca kołowego, 

to V = k x 2 X wysokość walca,
zatćm

wysokość walca — ---- 5- ,
t z x ł

V 2Va  zaś powierzchnia boczna — ---- — X  — —  ■>
TZX X

zatćm powierzchnia boczna z podstawą walca 

zkąd
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2V  . 2 
y  — ------ —j— tzx ,

x

gdy

/ '(* )  =  ^  ==:— ̂  dx x Ł 

f ‘(x)—0,
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• = V l ,
TC

a że podług tćj wartości 
4 F

V -

f ' ( x ) — — ------ .— -)- 2ir~47r-)-2Tr—6tu,
T
TC

3 ___

zatem wartość na 1/  — , odpowiada żądanemu mi-
'  TC

nimum, a ztad wysokość walca być musi
3yz.

TC

IZ

5) Znaleźć zpomiędzy wszystkich ostrokręgów wpisa
nych w kulę ten, który będzie maximum co do 'powierzchni 
bocznój.

Dajmy, że przez obrót półkola AMB (fig. 10), two
rzyła się kula, a przez obrót cięciwy AM, około osi AB, 
ostrokrąg o wysokości AP  i o promieniu podstawy PM. 
Powierzchnia boczna tego ostrokręgu będzie:

2-k X P M x V2AM— tzX P M x AM.

Niechaj A B = 2 a , A P = x ,  to
x:P M —P M :(2 a -x ) ,
PM— V 2ax—#2,
x:AM—AM: 2a,
A M zzV  2 ax,



Zatśm powierzchnia boczna ostrokręgu 
y—i i . ]/"2ax—x 2 . ] /  2a;c,

4a2£ca—2a#3, 
f,( \— 7r(4a2— 

j “ K 4 a 2- 2

a g d y / ( * ) = ^ ^ a = 0 >
K 4a2— 2 a®
, 4a to x = — ,

3

że zaś
fur \  — 8 a 3- j - 3 a 2a;

f  (x)= i & * = t e ć y ż r  ’
podług powyższej wartości na x  staje się ujemną, za
tem funkcja dana y, czyli powierzchnia boczna ostro

kręgu szukanego, jest maximum przy wartości x =  ^ - .
ó

6) Przez punkt C (fig. 11), dany wewnątrz kąta pro
stego YAX przeprowadzić liniję prostą DE spotykającą 
ramiona jego w ten sposób, ze długość tij prostśj DE bę
dzie minimum.

Niech A I= a , IC = b, IE=sc,
IE-.IG~AE-.AD , 
x : b—a-\-x: AD,

AD— —  (a-\-x), 
x

AD1— ^  {a-\-x)2,

AE2z=(a-\-x)2,
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D E = V  AD2+ A E 2 =  l / Ę  (a-f.T)2- K a - K )2 —
x l
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- V  $ + 1 Y a + ^ = V i ± w 1 ( a + x ) ‘ =

— £ ± ? l / 6^ + ^ = z « ,
X

dy -  j X  7a (b*+x*)-'/tix+(b*Ą-x*y/>X— ' at X) I dxi\ *V OC j
x'3—ab2

A » ):

g iy

to

ztąd

a?2] /  6 2 -|- x 2

f ‘(x)=z0 , 

— a62—0,

zaś
xz~ \^  ab2;

a ,/ \ — (#-|-3a)ó2«2-|-2a&4 
7 U ~  as3(62—1~a;2)3/* ’

3 __
ma wartość widocznie dodatną przy a ;= ] / a62, czyli 
dana funkcja jest minimum przy tój wartości na x.

7) Znaleźć największy trójkąt prostokątny, ;a/a można 
wybudować na prostćj danćj.

Niech tg, prosta będzie A B ~ a  (fig. 12), zaś a; jednym 
z boków trójkąta, to bok drugi będzie V a1— x 2. Po
wierzchnia zatćm trójkąta:

y = ~ V a lZ=* \
i 2a2x— 4 x 3__ a2— 2x2

f 7J= V 4  xl/ / a2-—x 2 ~  2 1 / a W 5 '

G dy/'(® )—0 , 
to

a2— 2.x,2“ 0,



a że funkcja

fn(r \ —  (3fl2— 2x*)x
J [ )~  2(a2—x 2y/i *

jest ujemną przy wartości powyższśj na x ~ — , dlatego

tćż dana funkcja jest przy tój wartości maximum.

8) Znaleźć odległość minimum danego ■punktu M  (a, b) 
(fig. 13) od krzywćj, równanie znane

y = f ( x ) -

Niech K  jest punktem jakimkolwiek na tój krzywej, 
MK linją łączącą ten punkt z drugim, to będzie: 

M K2—(x— a)2-\-{y— i ) 2.
Pochodna tego wyrażenia jest:

(x— a)+(y~b)^ jŁ =  0,

czyli
( y — h )  _ L i - o .

(a;—a) dx

Lecz ponieważ ~  jest styczną trygonometryczna 
dx

kąta, jaki czyni linja styczna z osią odciętych w punk

cie x, y  do tej krzywej poprowadzonej, a  ^— - styczną
X C L

trygonometryczną kąta, jaki czyni linja MK  z osią od
ciętych, zatem skoro iloczyn tych stycznych równa się 
— 1, to linja MK  musi być prostopadłą do stjcznćj.

Dajmy np., że krzywą tą jest okrąg koła, którego 
równanie jest

x 2-\-y2—r 2.

a 2



1 2 1

Zatem mieć będziemy:
d y __ x 
dx y

a podług tego

i ,  H  d'J —i v~b . JL—o
x —a dx x —a y  ’

zkad
by - r  — ar, 
a

czyli że linja MK  przechodzi przez środek koła 0 .
Tak więc dla oznaczenia x i y  mamy dwa równania: 

* a+ y ł=&ra, 
by — — x,
a

za pomocą których znaleźć można punkta przecięcia 
okręgu z prostą MO. Wtedy K M  będzie linja minimum, 
a K M  maximum, co łatwo jest widzieć także, uważając 
funkcję pochodną drugiego rzędu.

Przypuśćmy, że punkt dany N  leży na osi odciętych 
w odległości a od środka, to kw adrat z odległości NH  
wyrazi się przez

y 2+ ( x — a)2,
czyli

r 2— 2ax-\-a2.
Lecz pochodna tej funkcji jest ilością stałą  (— 2a) 

która tem samćm nie może być równą zeru. Zatem 
chociaż istnieje odległość minimum, która jest NA, to 
ztąd pochodzi, że podług określenia funkcja jest mini
mum przy pierwszej wartości na zmienną, skoro ona 
wzrasta przy wszelkich wartościach większych i mniej
szych od tej zmiennćj. Lecz jeżeli N H  jest uważane jako 
funkcja x, to NA nie jest już minimum w tem znaczeniu



1 2 2

jakeśmy powiedzieli, ponieważ ta funkcja będąc rzeczy
wistą przy wartościach na x  mniejszych od r, staje się 
urojoną przy wartościach na x  większych od r. W ta 
kim to więc razie, jak  i poprzednio nadmieniliśmy, 
należy uważać, kiedy fuukcja dana staje się przerwaną.

I tak : dana funkcja
r 2—2 ax-\-a2, 

staje się przerwaną, gdy
r 2Ą-a2<l2ax,

Słowem, im x staje się większe, tćm funkcja coraz 
bardzićj zmniejsza się i zbliża do tćj granicy, w której 
staje się przerwaną, a  więc przy największej możliwej 
wartości na x, przy której jeżeli ta funkcja jest ciągłą, 
to ona jest zarazem minimum. Ze zaś największa wartość 
na x  jest x ~ r ,  więc przy tej wartości na zmienną, od
ległość szukana jest minimum, czyli jest to linja NL.

9) Dane są dwa punkta A i  B (fig. 14) położone 
w dwóch różnych środkach, przedzielonych płaszczyzną P. 
Ruchadfo (un mobile) porusza się w pierwszym środku 
z prędkością jednostajną u, a w drugim środku z prędko
ścią jednostajną oznaczyć drogę AI1B, jaką to ruchadło 
ma przejść od 'punktu A do B, w czasie jak najkrótszym.

Jasną jest rzeczą, że ta droga powinna być złożona 
z linji prostych. Nadto ta linja łam ana, szukana w za
daniu, powinna być na plaszczyznie ABCD poprowa- 
dzonćj przez AC i BD prostopadle do płaszczyzny P. 
I t ak :  przypuśćmy, że tą  linja jest AGB, spotykająca 
płaszczyznę P  w punkcie (r, i nieleżąca na płaszczy- 
znie ABCD. Poprowadźmy GL prostopadłą do CD, i po
łączmy AL i BL. Trójkąty AGL i BGL, jako prosto



kątne przy L dają AL<^AG, BL<zBG; a zatem ruchadło 
prędzej przejdzie drogę ALB, jak AGB.

Szukajmy więc na płaszczyznie ABCD, prostopadłej 
do płaszczyzny P, linji AHB, którą przebiega ruchadło 
w czasie jak  może być najkrótszym. Niech

AC—a, -BD=b, GD—c i CII—x.
Czas, jaki ruchadło potrzebuje do przejścia od A do

„  , , . AH l/ / a2- \ - x 2 , ,II, bedzie------ - = -------- !----  a czas potrzebny do przej-
u u

i  • A  T T  A  K  K  A  ■ B i l  V b 2Ą -(c ~ x )2 a  Qścia od II  do B, b edzie------ a za-
v v

tóm funkcja, która ma dać minimum jest:

f(x )  =  +  | V b 2-\r(c—x)2

Uczyńmy więc

A \  __ X  C iC __x) — . .— — ----  -----— 0 , 
u V a 2-\ -x2 vV  b2- j-(c— x )2

czyli
X  __  C---- X

u\Za2-\-x2 vV 6a—(—(c—x)2 
Gdybyśmy chcieli w tym przypadku wynaleźć war

tość na x , należałoby rozwiązać równanie stopnia 4go. 
Lecz ponieważ

—■ X — ~  sin CA II — sin AHK,
V a 2Ą -x 2

C ~ X  — sin IIBD —  sin BHI,
V  b2Ą-{c— x)2

to widocznie w razie minimum (*) mieć będziemy :
sin AIIK  __sin BHI  )] h sin AIIK  __  u

u v sin BHI v

*) Jasną jest rzeczą, że funkcja ta maximuiu mieć nie 
moze.
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10. Mała powierzchnia biała jest położona na stole •po
ziomo i oświecona przez świecę, od której odległośćjój wyra
żona przez rzut poziomy jest stałą; pytanie w jakiej wyso
kości od poziomu płomień znajdować się powinien, żeby 
oświecenie powierzchni było mazimum?

Niech A (fig. 15), będzie tą  powierzchnią, BC  świecą.
A B ~ a , AC—x\ B C z= V x 2—a2.

Ponieważ z optyki wiadomo, że oświecenie jest pro
porcjonalne wprost do wstawy kąta padania promienia 
światła, a odwrotnie do kwadratu z odległości tegoż 
światła od powierzchni oświeconej, należy więc tylko 
uczynić stosunek:

sin CAB
~ A G i  5

lub ,
GB ] / x 2— a2
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=/(*)»AG3 x
maximum. W tym celu bierzemy funkcję pochodną, 
która jest:

f (  , _  — 2®2+ 3 a 2

Aby zaś funkcja f{x ) była maximum, to należy, iżby 
— 2 ^ + 3 a2 _  n 
x ] /  x 2— a2

zkad
2x2— 3a2~ 0 , 
x—a V % .

I ta jest wysokość światła dla maximum oświecenia 
powierzchni A.
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ROZDZIAŁ VIII.
R o z w in ię c ie  fn n k c jl  r ze c zy w iste j zm iennej x potllug  

p o tęg  w z ra sta ją c y c h  i  c a łk o w ity c h  t e j  zm ie n n e j.

40. Okazaliśmy wyżej (Nr. 32), że gdy funkcje (*)
f(x), f (x ) ,  f \ x ) ......../•<«->'W , ' 
F(x), P (x ) ,  F"(x)........F<’—'>(x),

znikają wraz ze zmienną x i są ciągłemi tak jak i pocho
dna pomiędzy granicami x = x Q i x = x Q-\-/*, to 
istnieje pomiędzy granicami 0 i 1 wartości 9 sprawdza
jąca  wzór

/{*) =  - .......(!)•

Ta własność nastręcza nam łatw y sposób rozwinię
cia funkcji rzeczywistćj tej samej zmiennej, podług po
tęg wzrastających i całkowitych.

Niechaj f ( x )  będzie funkcją rzeczywistą zmiennej x, 
która zachowuje wartość skończoną tak jak  i jćj pocho
dne rzędu niższego i równego n przy wartości zero na x. 

Przypuśćmy teraz, że funkcje
A®)» /(* )»  / " ( * ) ....... f (n)(x)’

pozostają rzeczywiste i ciągłe od x—0 do x = h ,  to 
otrzymamy z równania (1) przyjąwszy

f(_x)=f(x)—f ( 0 )  i n— 1 (**),

potem dajmy, że
/ ( e * ) = A 0 ) + P ,

*) W  których przyjęliśmy ®o= 0, zaś F(x)—x n .
**) J[x)—-f(Q) jest to funkcja, która widocznie znika 

wraz z x.
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to f ( x ) - f ( 0 ) = x f \ 0 ) + x P ,  
zkąd f(x)  —/(O)—x f ( 0 ) = x P \  

a  że strona pierwsza tego równania jest funkcją, która 
znika wraz z x  dlatego podług wzoru (1) mieć jeszcze 
będziemy, przyjąwszy n ~ 2 :

/ ( x ) - A 0 ) - x f ( 0 ) = ~ n e x ) .

Uczyniwszy teraz

/-(« * )= /■ '(o )+ «>
to f ( x ) - m - x / X O ) = j L f X O ) + - ? L f Cl,

zkąd f(x )—f(0 )—xf'(0)—  =  ~ Q -

Lecz funkcja przedstawiona przez pierwszą stronę 
tego równania staje się zerem przy x ~ 0 , przyjąwszy 
więc ri— 3 mieć będziemy:

Podobnie i dalej rozumując dojdziemy w końcu do 
następującego wzoru:

/ « - / ( o ) - * m -  ~ n ^  -  . . . . .
1 . 2...(n— 1) '  '  1 . 2 . . .W

czyli
a;2

A * )= A 0) + * / ( 0) + 1~ - A 0) +

£C”~ 1 i ®r/r» -D (0) +  »  ........[AJ.
1 . 2 . . . ( n — 1 )  1 .2...n

47. Przykłady. 1) Niechaj daną funkcją będzie: 
f(x )—ex ,

która jest ciągłą wraz z jej pochodnemi różnych rzędów 
przy jakiejkolwiek wartości na x ,



to f<n>{x)—ex, 
ztąd f(’0(0) = 1.

Podług więc powyższego wzoru mieć będziemy:

e * - l + ± + ___ 4-----£ !_ « * * .
1 1 . 2  1 . 2...(n— 1) 1 . 2...n

2) Dajmy teraz, że
f (x )— cos#,

która jest ciągłą przy jakichkolwiek wartościach na x. 

to f ( n>{x)=cosjac-f
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f (”) ( 0 ) = c o s ~ ,

a zatem
.  x 2  ,  x 4

COS X — l

- • + r ^ i )  d L  -  ( * ■ +

lub gdy
/ ( # ) = s in # ,  

to fO‘~V(x)=z sin | # +

/W ( 0) = s i n | ^ j ,

a  wiec
__i x J , x 5sin . m l — ■

1.2.3 1 1.2 .3 .4.5
i ®”_1 , \ S n~ 1)*  i • /„ , n*\

—-~r o /------7\ ---- o---- ---------------- sm [dx-T -T ri •1.2 . . . (n— 1) i  1 . 2 . ..w \  2 f

Rozwińmy teraz w szereg funkcje
/ ( * ) = ( l + * > ,  1 + # ) ,  

które to funkcje wraz z ich pochodnemi różnych rzędów 
są ciągłemi zawsze, gdy l - ) - ^ > 0. (j. oznacza ilość stałą.



3) /(a O = (l+ * ) iS
f ( n>{x)~T|X([X—  1 )  ([X— 2 )  . . . .  ([X— n - f  1 )  ( l - j - t f ) n - ” ,

/ r « > ( 0 ) z = | x ( f t —  1 )  (|X — 2 ) . . . .  ( |A — n - f  1 ) ,

— j1 ^-x 2-{- ........
1 . 2

I 1) 0 ~ 2) .......Q —n + 2) | ,
.......  1 1 . 2 . 3 ....... ({x— 1)

+  Ki*— 0 0 —2) .........(H-~n+ i )  ,r„(1 + f ,r )u-»
1 . 2 • 3 . . . . . .  ti

4) / ( * ) = l ( l+ * ) ,

/ w ( * ) = ( - i ) ”- ' x

/ m ; ( o ) — ( —  1 ) " - '  . 1 . 2 . 3 . . . . ( n —  1 ) ,
t / .  i \ _ _  X  ̂  i X  ̂  i X n   ̂ i 1  I X/(1 A -x )= x — — -4-—  — ........± --------4- —  I— ------

2 3 n— 1 n \l-}-0#

5) Przypuściwszy, że
/(rr)=r:arc tanga:,

to będzie:
1 1
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A * ) = l - \ -x 2 2 1—(—irl^  — 1 1—x V  — l )  

f(n)(x)=(V—T)»->

\ // \ 1 1 F - l
1 - 1  V*

\ i —xV — i j ^l-\-x\ / — 11

f ( n\ 0 ) — 1 -2 - 3 - - l(n , 1) _ j 1 -  (— 1)" i ( ] / — l ) n - l .
Ł

Gdy n jest liczbą całkowitą nieparzystą, to otrzy
mamy :

/ W ( 0 ) = 1 .2 .3 . . . ( » — 1)(— 1)
n—1 

~



gdy zaś to n jest parzyste, wtedy mieć będziemy:
f00(  0) = 0;

podług więc tego przy wszelkich wartościach rzeczywi
stych na x  funkcja dana rozwinięta, gdy n parzyste, 
będzie

x ’̂  X  **arctang#:=i#— — 4 - —  — ............
3 5

_j_ X "  1  _ Xn ( 1 — 8x1/--- \)—>l — (1-j- d x \ /--- 1)—in
.................... ............. n — 1 n  2 V  — 1
gdy n nieparzyste:

arc tang x z= x — —_-f- —  — ............
o 5

x n~ 2 __ x n ( 1  —  0 xV'— l)~ nJr(l-\-O x V — 1 )— "  

........2
48. Skoro funkcja f(x)  jest całkowitą i potęgi w, to 

jój różniczka rzędu ntes° a  tem samćm i pochodna tegoż 
rzędu sprowadzą się do ilości s ta łć j, czyli będzie: 

f ( n)(Qx)—f ( n\ 0), a wzór powyższy na rozwinięcie funkcji, 
przedstawi kształt:

f ( x ) = m + ± m +  ^ L f ( o ) + . . . . + r | _ / w ( o ) .

P rzyk ład . Niechaj:
f ( z ) = ( l + x Y ,

to ( \J r x y = \ + ~ x + ' nt z £ i x *Jr .......+ ^ X — i +  a » .
i- 1. . 1

49. Dajmy teraz, że a jest wartością szczególną 
zmiennój x, i niech f(a) jest całkowitą lub niecałkowitą, 
zachowującą dla xr=a  wartość skończoną, jak również 
i jćj pochodne rzędu niższego lub równego n, nadto za
łóżmy, że funkcje.

/(* ) , /(* > , f » ....... / w w .
pozostaja rzeczywiste i ciągłe od x —a, do x~za-\-h.

1 7
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W tedy jeżeli uczynimy, x ~ a - \ - z , F(z)—f(a-Ą-z)=f(x)
to F‘{z)=f'(a-\-z'), F‘,(z)±zf"(a-\-z'),.......

F'(0)=f'(a), F "(0)=f‘‘(a),........
Będzie więc podług znanego wzoru [A ]:
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50. rrzy itła iiy . Niechaj a będzie ilością stałą, 
a przyjmijmy za f(x) dwie fuukcje rzeczywiste:

które pozostają ciągłemi, tak jak ich pochodne przy do- 
datnśj i skończonej wartości na x.

Pochodne tych funkcji są:
f ( n)(x)—\L(\L— l)(jx—2) .......(ft— ”,

F ( z ) = F ( 0 n ± F ( 0 ) + ^

lub co jedno znaczy:

Wzór więc [B] da nam podług tego:

an-*+ ' ( s -  a)”- 1 - f
1 .2 .......(n—1)

- f  ( x - a ) '‘[a4-0(a:-a)]K--'S



•1 \ n I
51. W zór [A] i wzór [B] uważać można jako zło

żone z dwóch części a mianowicie: pierwszej, która jest 
w obu razach funkcją całkowitą:

/ ( 0) + ~ / ' ( 0) +  ^ / " ( 0 ) 4 , . . + i

m +  x- = % m + .....................

. 4 -  ( ^ ~  a )"~‘1 f ( n — i ) ( a )

i drugiej reszty, która jest
rgTl '

(a )....... -—------ f ( ‘l\Ox) w pierwszem rozwinięciu, a zaś
^ _q \jI *

(hi).......—f (n)[a-\-9(x—a)] w drugiem rozwinięciu.
-L • Z i • • 1

Często jednakże zdarza się potrzeba podstawienia 
za te reszty innego równego mu co do wartości wyra
żenia. Dochodzimy do tego następującym sposobem.

Przypuśćmy we wzorze [A], że x  jest ilością stałą, 
a zaś zmienną i oznaczmy przez cp(a) to, czćm się stanie 
wtedy reszta (b) uważana jako funkcja a, to jest:

I * 0 = . . . . . . . . w
będzie więc:

2) A * ) = A « ) 4 - ^ / ’(“) +  + .......

........+ 1.2...(n—1)
Uczyniwszy we wzorze [BJ n — 1 otrzymamy: 

f (x )= f {a )+ (x —a jf ' [ a + e [ x - a ) l

n — A \ n  I  n  | a - \ - Q ( x — a )



a tu zamieniwszy /  na cp będzie:
y(jc)=y{a)-\-[x—a)y'[a-\-9(x— a)] zkąd:
cp(a)=f(x)—(x— a)y‘\a-\-Q{x— a )]....... (3).

Lecz cp(ic) jest to funkcja kształtu, jaki nam pokazuje 
wzór ( 1) gdzie x —a czyli jest to funkcja

< fO )= 0,
dlatego też wzór (2) zamienia się n a :

cp(a)—— (x—a)cp'[a-\-9{x— a )] ........(4)
Szukajmy teraz pochodnej cp'(a). Ze wzoru (2) mamy:

<f(a)=f(x)—f(a) .........

..... 1.2...(n— 2) 1.2...(n— 1) U
Biorąc pochodną tej funkcji, i przy różniczkowaniu 

uważając, że x jest ilością stałą, czyli pochodne f (x )  są 
zerami, otrzymamy: 

y ,(a )= -  
Gdy za a weźmiemy a-\-6(x— a),
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*) d ( x  a)" ■ ~ f ( n - V ( g ) : d a  =
’ 1 .  2  . . .  (n— 2)J K ’

(,X— a)n— 1 {n— 1)(® —  o)n—'2

po dodaniu podobnych funkcji, w których kazden wyraz 
oprócz przedostatniego, znajduje sobie równy z przeciwnym

znakiem, wypada ~ Ę -— ^ -----— fOO(a).
1 . 2 . .  . (n— 1)



to

13.3

< n < , + e { x - a ) ] = - [x t  ° 2 9(^ ] ' 1 > »>[«+»(*-<■)] 

czyli
g5'[a—)-6>(a:—a)]

= _  _ ( » - a - f t r + a < » ) r Lyw -[ a + (,(a_ B)]
1 . 2 . . .  (n— 1) '  1 ^  V ;J’

lub
SP'[a+e(aJ— l“)]

= -  p - « r (n r >  c‘,+ , ( * - a ) i1 . 2 . . .  (n—1)
a ztąd wzór (4) da:

9(d) =  / (,°  
a tym sposobem wzór (2) zamieni się na:

( ? )  / ( * ) = / ( < * ) +  - ^ = 2 1 / ■ ( « ) +  ....................

r 1 . 2...(n—l /
-|- y (n)[ o ^ g ^ a ) ]
‘ 1 . 2 ...(/» — 1)

a zaś gdy 0 ,

(«) A * ) = / ( o ) +  £ / ( 0 )  +  - ^ - / " ( 0 ) + .......

.......-I-------- ----------- /U - l ) ( 0)-L. (! ~ Q)n~}xn , An){0x).
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EOZDZIAŁ IX.
T w ie rd ze n ie  M aclau rin a 1 T a y lo r a .

52. Jeżeli przy wartościach na x  zawartych między 
pewnemi granicami, i przy wartościach na 0 mniejszych 
od jedności, jedne z wyrażeń: 

xn
1 . 2... n

xn
f<n)M .... (i) ,

( l _ 0)n -1/(n )(0a.).... (2),
1 . 2...(n — 1)

maleje nieskończenie, gdy n wzrasta, to przy n— oo 
w równaniu [A] lub (a), takowe zamieni się na szereg:

którego wyrazem głównym jest:
r p 7 L

----- - ------/ ‘») (0).
1 . 2 .. .« V 1

Szereg ten (3), który przy wartości na x zawartej 
między danemi granicami jest zbieznym, to jest przed
stawia summę równą Ąx), stanowi szereg Maclaurina. 

Ponieważ ułamek
xn

1 .2  ...n •(*)

• t*) Łatwo jes t okazać, źc ułamek — staje się zerem

przy n — c«. Uwaz'ajmy iloczyn:
, , 3 . 4wn—4m’-)-4mrn(n—m-f- i) =  mn—m -f-m = ---------------------- =

4 m—4m,-J-4m-j-rc,-}-w-f-1 — +1)
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znika przy wartości n ~ ®o, to widoczną jest rzeczą, ie  
w przypadku, gdzie ilość

zachowuje wartość skończoną, gdy n nieskończenie

Widocznie iloczyn wzrasta, gdy i m  wzrasta, a maleje, gdy 
m maleje. I tak gdy m =  1,

tn(n—m-f-1) — m, przy rn=2, 
rn(n—m-\‘\)=2(n—1), gdy m== 3, 
m(n—m-f-l)=a3(«—2) i t. d.

Lecz ponieważ pierwszy iloczyn mniejszy od drugiego, 
drugi od trzeciego i t. d., to tem bardziej:

n< 2(n— 1) 
n < 3 ( « —2) 
n<4(rc—3) * %

n =  n 
h"< (1 .2 .3  . . . n j 1

czyli w2< ( l  . 2 . 3 ...ń),

mniejsza jest od

To zaś drugie wyrażenie jako  ułamek w potędze n staje 
się coraz mniejszem, gdy n wzrasta, a więc tem bardziej 
i ułam ek:

1 .2  . . .n
do zera się przybliza, gdy n wzrasta nieoznaczenie.

/C'O(0af),

71



wzrasta, wyrażenie (1) do granicy zero się przybliża 
czyli szereg

m ,  \ m ,  - x ^ - / " ( ° ) »  - r T ^ - / , / , ( 0 ) ’ ...............

jest szeregiem zbieżnym, to jest sprawdza wzór (3).

53. P rzykłady. Weźmy funkcje 
1) ex, cos#, sin#, 

których pochodne rzędu n tes° są:

«*, c o s |# + ^ j ,  B i n |* + ę J ,

a że te ostatnie pozostają skończone przy jakimkolwiek 
x, gdy n wzrasta, to podług twierdzenia Maclaurina mieć 
będziemy:

/r» />• 2 /v, 3

e * = 1 + ł + X ¥  +  7 ^ 3  + ....................< 4 >

....... (5)

sin x — ~  —  — x3 H-------—-----— ..........(6)1 1 . 2 . 3  ' 1.2.3.4.5 V

We wzorze (4) podstawiwszy zamiast x  iloczyn 
xl(A), czyli uczyniwszy:

exU— Ax,
będzie :

4 * = 1 + ^ . U + - ^ L ( L 1 ) * + T i l ? - ( M ) * 4 - ............ ( 7 ) .

Teraz rozbieżmy ten przypadek, w którym funkcja 
f ( n)(Qx) staje się nieskończoną wraz z w, a twierdzenie 
Maclaurina ma jednak miejsce.

I tak niech bedzie:
2) / 1» = ( ( 1+ * ),

136
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i że na zmienną x nadaje się wartość liczebna mniejsza 
od jedności, to znajdzie się

f w ( x ) = ±  ;
■ '  0 + * ) "  

a ponieważ stosunek
1 .2 .3 . .  (n —1)

“ ( l+ a :)»  ’ 
zawsze jest większy od iloczynu (str. 135)

n—'

(l-j-# )'1 1-j-aM i- \-x  ' 
który zwiększa się nieoznaczenie wraz z n, to toż samo 
powiedzieć można o funkcjach (9x).

Wyrażenie zatćm drugie stanie s ię :
x n ( l _ 0) n - l  Xn I \n

“  ( l+ e x )n  1— e \  l + e x  )  ........

a ponieważ ułamek:
1— 6 — 1__0(14-3)

1 -fe a  ( 1 + ^ ) ..........
jest liczbą mniejszą od jedności, to widoczną jest rzeczą, 
że wyrażenie (8) znika przy n ~ a o . Dla wszelkich więc 
wartości na x zawartych między granicami — 1, -(-1 
mamy:

,<1+ * > = T - T + T - T  + ....... W
Jeżeli wartość liczebna zmiennej x stanie się większą 

od jedności, wtedy wyraz główny szeregu

to jest:

x x 2 a 3 x4 ,ln . 
T ’  ¥ ’  3  ’  4

± 21,
n

18



przybliżać się będzie przy wartościach wzrastających 
na n do granicy ± 0 0  a tem samćm i szereg (10) będzie 
rozbieżnym.

Jeżeli we wzorze (9) przypuścimy, że xzzz— 1 na
stępnie x ~ \ ,  to będzie:

;(o ) = - ( i + i - + i - + - L + ....... ) = - ~ ,

........
Dajmy teraz, że

3) f(x) — arc tang 
to podług znanego wzoru (w Nrze 47 przykład 5) wy
rażenie (1) zamieni się na

____ i l - 9 x V - l ) - n-\-{l-\-GxVr ^ T ) - n / 1 1 \

~n 2 .....<
Niechaj pn i będą dwie ilości rzeczywiste, ozna

czone przez rów nanie:

— { l + 9 x V ~ l ) - n= p n+ q nV = i ........( 12),
n

to będzie widocznie:

—  (1 -  e x V ~ ^ i- ”= p n— qnV ^ ~ l ....... (13),n
a następnie:

(1— »xK - 1 ) - " + ( 1 + 9 s K —1 ) - n _ „
i r ----------------------- i --------------------------- p ............( J -

Ze wzoru (12) i (13) mamy:

‘+ q , \

lub

.................... ( 1 6 > -

138



Jeżeli nadamy na zmienną x wartość liczebną mniej
szą od jedności, to wartość dwumianu (15) stanie się 
widocznie zerem przy n ~ oo, a  tem samem i wyrażenie 
( 14). Będzie zatem:

0*3 ai5 /j*7
arc tang x —x — _  - j - — —  -f - .......

3 5 7
Gdy wartość na x staje się większą od jedności, to 

ten szereg jest rozbieżnym, bowiem ułamek:
xn
n

przy wzrastającćj wartości na n przybliza się do co. 
Rozwińmy teraz funkcją.

4) /(* )= (l+ * )« * , 
gdzie m jest ilością stałą  jakąkolwiek, pochodne takićj 
funkcji s ą :
f ‘(x )= m {\-\-x )m—>, f'(x)= :m (m — l)(l-f-®)”*“ 2 , .......

f(n—i) (x)=m (m — l)(m— 2 )....... (m—n-|- 2 ) (1 -|-^)'» -»+ 1
f(n)(9x)—m(m—l)(m — 2 ).......(m—n-j-l)(l-f-Qx)m~'

/ ( 0 ) = 1 ,  f { 0 ) —m, /"(O)zrro(m—1),.......
(0)=r m(m— 1).......(m—n-)-2),

a  następnie

(1 -|-;r),n rz  1  ̂^  2 2-}-........

.................... + ” ‘ ( ” ‘ - l ) • • • ( ' - - n + 2 )  ,  ,

1 . 2 . . .  (n—1) ^

+ * - ~ n , ! 7 + 1 1

Dajmy najprzód, że wartość liczebna na x  jest wię
ksza od jedności, to szereg powyższy będzie rozbieżnym. 
Mamy bowiem wyrażenie dwóch następnych wyrazów: 

77 . _  rn(in— l).„ (m —p + 1 )



Up \ V
Ponieważ ten stosunek, gdy p  wzrasta, przybliża się 

do —x a x > l ,  to szereg powyższy jest rozbieżnym.
Gdy przeciwnie x<C.l, to szereg wspomniony jest 

zbieżnym i ma za summę (1-j-^)771- 
Tutaj mogą być dwa przypadki:
1) jeżeli C > 0 , to wyrażenie (1) da

m(m w+1) .......(?)>
1 * 2 . 3  . . .  72-

czyli
^  / 1 \n~ m

1 . 2 . . . n  j
Gdy i<Cn to pierwszy czynnik tego wyrażenia musi 

być przedstawiony w kształcie: 
m(m—  1 ) .. .  (ro— Tt- y  m—i x m—i— 1 r

1 . 2 . . .  * f - f l  t-f-2 
m— n-j-1

• . ». • ■ ■ ■ ■ — X*
71—{—1

Te ostatnie czynniki przybliżają się do —x, a przy- 
jąwszy i dość wielkie i gdy k jest liczbą dodatną mniej
szą od jedności, lecz większą od x, to wartość na i mo
żna obrać taką, iżby każden z tych czynników był mniej
szy jak k (bez względu na znak), a tóm samćm ich iloczyn 
będzie mniejszy jak&”~ ',  czyli tak mały jak tylko chcemy. 
Iloczyn więc:

m{m— l ) . . . ( m — n - f l )  x„
1 .2 . . .n

będzie tak mały  jak tylko chcemy, gdy n wzrasta. Co 
/  1 W—'"się tyczy czynnika I-— ■— I , ponieważ jego wy kła-
\I 9 -\-X i



dnik staje się dodatnym, to również gdy n wzrasta, on 
przybliża się do zera, jeżeli 9, której wartość zależy 
od n, nie przybliża się nieoznaczenie do zera. Z tego 
wynika, że wyrażenie (17) czyli reszta szeregu (16) przy
bliża się zawsze do zera, skoro n wzrasta, czyli że 
summą tego szeregu jest ( l-\-x )nl, gdy £ < 1  lecz dodatne.

2) Jeżeli wartość na x  jest ujemna, wtedy uciekamy 
się do innego kształtu na resztę szeregu, a  mianowicie 
bierzemy pod uwagę wyrażenie (2), które tutaj przed
stawi nam wzór:

1 .2 . . .  (w— 1) 1 1 v ' '
Jeżeli przypuścimy, że x ~ —z, to otrzymamy w miej

sce powyższego wyrażenia:
n + 1 ) z„( l _  e)n_ t (l - f lz ) ” - 1 

1 .2 . . . ( « — 1) (1— 9z)’1—'1 ’
lub

1 . 2 . . . (n— 1) \1— 9 z j  v } K h
pierwszy czynnik zbliża się również do zera, gdy n wzra
sta, jak to wyżćj uważaliśmy.

J__Q
Z innćj strony uważając, ponieważ - — — <1 1, to

. , .  / 1 __9 — 1
teinbardziej I -— —  l jest mniejsze od jedności.

Czynnik zaś (1— 9z)m—1 < 1 ,  jeżeli m—1 jest doda

tne a < 'Q ---- j i— 1 Jes  ̂ uJemnei w °bu więc

razach jest ilością skoilczoną. Wyrażenie zatćm (18) 
może stać się mniejsze od każdej danej ilości, jeżeli n jest 
dość wielkie. Z tego wszystkiego wypada, że gdy x  za
wiera się między — 1 i —j—1 to zawsze mamy przy jakim
kolwiek m :

( i - * ) - = i + » « + 2 ^ 1 )  * ; +  * » + -
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53. Przypuściwszy teraz, że przy wszystkich warto
ściach na x  zawartych między X—a, x~a-\-h  i przy 
wartości liczebnej 9 mniejszej od jedności jedno z wy
rażeń

£ = ^ / » W [ a + S ( * - < i ) ] ....... (19),

9(;c~ ‘’)]........(20)’
zmniejsza się nieoznaczenie, gdy n wzrasta, to przy- 
jąwszy n— co równanie \B] i ([3) Rozdział VIII, wyda:

Ą * y = M +  - Y 2/ ' ( » ) +  (- ^ - V ( « ) + ........(2i),

Uczyniwszy zaś x —a-\-h będzie: 

f ( a + h ) = f ( a ) +  ~ f { a )  +

Nakoniec jeśli w tem równaniu, zamiast o, oznacza
jącego wartość szczególną x, napiszemy x, to otrzy
many wzór

f(x + h )= f(x )+  A / ( * ) , + - £ _ / ' ( * ) .......

istnieć będzie zawsze, gdy funkcje
'  /(*+*)> /(*+ *)>  f \ xJr z) 

są ciągłemi między granicami 2=0 i 2~ / i ,  a jeden z ilo
czynów

na jakie przeszły wyrażenia (19) i (20) zniknie przy, 
n— oo, szereg zaś zbieżny

& , . r . s  ^  ; ‘ 3



mający za wyraz główny
hn

1 .2...n v
i którego summa wyrazów równa f(x-\-h) stanowi tak 
nazwany szereg Taylora.

Przykład . Niech danemi funkcjami będą:
l(x), XV-

to gdy przyjmiemy h<^x wtedy będzie:

n * + * ) = t o + A - v 1 ^ + v , ^ ........X XL x ó

( a r - f  7 t ) ^ — ^  - f  1 i  ^ - 2 ^ +  j j f o l T 1 )  x v - ' h ‘i Ą- 
1 1 1 2

_J_ 2) ^ -3 ^ 3 1  .......
~  1 .2 .3  ^

55. Widoczną jest rzeczą, że szeregi Maclaurina 
i Taylora zastosować się dają dla funkcji mających 
wartość urojoną. I tak niech będzie:

f(x)=<p(x)+x( x ) V ~ l ,
<p(x) i x{x) oznaczają dwie funkcje rzeczywiste zmien- 
nćj x. Jeżeli 0 -< l, a jedno z wyrażeń:

a:"
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(1— 6)n-'(p(n)(9x),
X . -------i /

się do zera pi
to będzie:

1 . 2...(n— 1)
sprowadzi się do zera przy wartości nieskończonej na n,

« < * ) = S P ( 0 ) + ±  y ' ( 0 ) +  J L .  * " ( 0 ) 4 - ............( 2 2 )

podobnież jeżeli jedno z wyrażeń

X K  % W 9 { x ) ,
1 .2  ...n



xn

1 44

1.2...(n— 1) 
niknie przy n ~ o o  to znajdziemy:

x(.t) = x( 0 ) + - 1  x ‘(0) +  - p y  X "(0)+ ........(23)

Z wzorów zaś (22) i (23) w ypada:

+Y [9),(0)+1/ — 1z'(0)]+-~[5P"(0)+K^1 n oyif....

P r z y k ł a d .  Jeżeli przypuścimy

1) f ( x ) ~  cos.'v - \-V — lsin .x , 
to otrzymam}’:

cosa:-}-!/— 1 sin x ~ l - \ -  — } ' — 1 x
1 1. 2

4
__ X . ) / — 1- 1- X _L

1.2 .3  1 .2 .3 .4  .......

2) f{x )—eaj'{coBbx-\-y — 1 ginbx), 
gdzie a i b oznaczają dwie stałe rzeczywiste, to 

f ‘{x)—eax. a(cos bx-\-V' — 1 sinbx)-\- 
_j_eaa-(— sin bx-\- ] / — 1 cos bx)b,

~ e ajr(a cos b x -\-a }/ — 1 sin
- ^ “̂ [sin b x ( V ^ l ) 2.b-\-b[/ — 1 cos bx], 

— 1) cosbx-\-(a-\-b\/— l)sin b x ] /  — J], 
z r (a - f6 l/  — l)(cos bx- \ - ] /— lsin bx)eaT,

czyli
f ( x ) = ( a + b V —  iy(a?),

podobnież się znajdzie:

f\x)-{a^bV~^(x)-(aĄ-bV-\Yf{x) i t. d. 
f<n)(x)={a-{-bV — \) ”f(x),



ztąd
/ ( 0) = t ,  m =a+ bV=l, f-(0)=(a+bV~t)\.

f(n )(0 )= {a + b V — l)n .
Wzór więc Taylora daje:

eax(cos b x -\-]/ — 1 sin bx)—

I g + b V —  l j ^  (a± b V ^ ? x 2 ±

(a+ b V = T )*  ,

+  1 7 ^ 3  + .......
Gdy ax—p, b x ~ q , to mamy:

e?(cos ę -} -^  — * sin ?)—
— i , p + g K ^ i C P + g K ^ T )2 , (p + tfK 11! ) 3
~  ^  1 1 . 2  ~  1 . 2 . 3
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KOZDZIAŁ X.

■ tóżniczki fu n k c ji w ie lu  im ien n ych . P o ch od n e  

czfacio w e) (p a rtie lle s) r ó ż n ic z k i częściow e.

Niech będzie:
« = /0 ,2 /,s ,........)

funkcją zmiennych niezależnych x,y,z,__  Oznaczmy
przez i przyrost nieskończenie mały nadany jednój ja 
kiejkolwiek zmiennśj, a przez

(p{x,y,z....... ), X(x,y,z....... ), rp(.x,y,z........) , ........
granice do których zbliżają się stosunki:

f { x + iy .z • • •)—/ O w ...)  
t

/ O W - - 0  ; f {x ly )zAr i , . . . ) — f(xly lz ...)  
i  i

19
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wtedy gdy i przybliża się nieoznaczenie do zera. 
(i(x,y,z. . .)  jest pochodną wyprowadzoną z funkcji 
u ~ f(x ,y ,z . u w a ż a j ą c  tylko a; 2,a zmienną, zaś inne 
y ,z .. .  za stałe ilości, i ta tćż pochodna nazywa się po
chodną częściową dla u względem x. Podobnie 

X(x ,y ,z .. . \  ip(x,y,z... 
są pochodnemi częściowemi funkcji u względem zmien
nych y ,z ,__

Uważajmy teraz, że nadane są na zmienne x,y,z,__
przyrostki jednoczesne A # , A # , A z ,. . .  i niech A  u bę
dzie przyrostkiem jednoczesnym, odpowiednim funkcjim, 
tak  iz mamy:

/ \u = f{x - \-A x ,y - \-A t/ ,z - fA z )—f{x,y,z . . . ) ....... (1)
Jeżeli wartości na A # ,A * / , A z / • są skończone, to 

i wartość na A  u z równania (1) jest skończoną; jeżeli 
znów przeciwnie A # , A y , A z , . . .  są ilości nieskończenie 
małe, natenczas gdy przyrostki

A #  A j/  A z .......A  u
przybliżać się będą nieoznaczenie i jednocześnie do 
granicy zero, to ich stosunki przyblizać się mogą do 
granic skończonych, będących stosunkami granic tychże 
przyrostków. Przy powyższćm założeniu, jeżeli chcemy 
otrzymać ilości lub wyrażenia algebraiczne mogące być 
uważane za różniczki zmiennych x,yizf. . .  lub funkcji u, 
a tem samem oznaczone przez dx,dy,dz. . .du, potrzeba 
według tego co było powiedziane w 1 rozdziale, wy
brać te ilości i te wyrażenia w taki sposób, iżby stosunki 
między niemi były dokładnie równe stosunkom granic 
wyżej wspomnionyck przyrostków.

Gdy zmiennex,y,z,... są niezależne, to i ich przyrostki 
odpowiednie A<£,A«/,Az,... będą również zupełnie nieza
leżne, otrzymamy więc różniczki dx/dyldz,___



Co się tyczy różniczki clu, takowa wyprowadza się 
na mocy następującego rozwiązania.

Gdy przybliżać będziemy do zera przyrostki
A x lA y ,A z , .......A u,

to one widocznie staną się proporcjonalne do
dxldyldz,.......du,

. • Aa; dxbowiem gran. —  =  -7- .
A  y dy

Jeżeli więc oznaczymy przez a jeden z tych sto
sunków

A x  A y A z  A z  
dx ’ dy 5

n p . ^ L ,  .(3)

to gdy a do granicy zero przybliżać się będzie, wtedy
du A u  , Aw -——gran. ——, d u ~  gran. 
dx b A x  b Aa;

czyli dx
du~rgran. ^ U- ....... (4)

a
Tym samym sposobem znajdzie się

dy—gran. -^ L ,d z—gran. .......(5)

podług zaś założenia

dx— ^ - .........(6)
a

Skoro we wzór’(4) podstawimy wartość na A u  z ró 
wnania (1), to będzie:

dtt _ cri„ f (x + A x ,y -\r  Ay,g4- A v > ) ~f(x,y,z...).......^
CC

pozostaje tylko szukać granicy, do którćj zbliża się 
druga strona równania (7), gdy (przypuściwszy A  x~<xdx)
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przybliżać będziemy a do granicy zero. W tym celu, 
jeżeli w funkcji

będziemy zwiększać jedne po drugiej zmienne x,y,z, —  
oilości A x ,A y ,A z ,.. .  i t. d., to będzie podługwzorust. 94 

f(x-\-Ax,y,z,...')—f{x,ylz,...)—Ax(p(x-]r Ql Ax,y,z,...) 
f(x -\-A x ,y -{-A y ,z /...) —/(*-+- A  x ,y ,z ,..)=  

—A yx {x Ą -A x ly Jr Gi Ay>z,...) 
f{x-\-A x,y-{-A y,z-]r A z,...)—f{x - \-A x ly - \-A y lz,...) 

—Az*t>(x-\-Ax,y-\-Ay,z-\-ozA z , . . . )  
i t. d.

elie2,ez, . .. oznaczają liczby zawarte między zerem 
a jednością. Po dodaniu powyższych równań wypada: 

(8) K x + A x ly -\-A y ,z-\-A zl...)—f(x ,y lz ,...)=  
= zA x ^ {x Ą -eA x ly,z,...)^r Ayx{x-\r A x ly-\-d1A y lzl...)Jr  

Ą -A zy(x -\-A x ,y-\-A y ,z-\- e3 A z ,...) 
dzieląc następnie przez a obiedwie strony równania (8), 
potćm przybliżając a do granicy zero, ze względu na ró 
wnanie (5), (6) i (7), będzie:

( 9 )  du—(p(x,ylz,...')dx-{-x(x,ylzl...)dij-\-ip(x,y/zl...)dz-\-...
P r z y k ła d .

1) Gdy u— x-\-y-\-z,

»(W ) = g = i ,

x(*,y,z)= | = 1 ,

< K . x , y , z j = ^  =  1 ,

zatćm du=dx-\-dy-\-dz.
2) Podobnież się znajdzie:

d(x—y )~ d x —dy.
3) d{ax-\-by-\-cz)—adx-\-bdy-\-cdz.
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4) d{xa-\-yb-\-zc)=rxny bzcla —  -f-& —  -j-c — V
\ x y z I

5) d ( ± \ = & ~ xdy .
\y I y

6 )  dx'J — yxy—xdx-\-xVl(x)dy.

57. Wiadomo nam już, że różniczka funkcji równa 
się różnicze zmiennćj, pomnożonćj przez funkcją pocho
dną; w równaniu zatem (9) wyrażenia

9>(xJJ,z.~)dxlx(x,ylz,...)dylxp(x,ylz,...)dz i t. d.
6ą różniczkami funkcji, pierwsza względem samćj zmien
nej x , druga względem tylko y, trzecia uważając tylko 
z za zmienną i t. d., czyli są tak nazwanemi różniczkami 
częścioicemi funkcji u Względem zmiennych x,y,z,... i dla
tego można je oznaczać w następujący sposób:

dxu,dyU'dzU, ........

zatćm (p[x,yp,...)— - i g -  \

/ \ duu f\ ( 11).
, , dzu \

• • • ) = - * - )

Równanie więc (9) przedstawione być może w je 
dnej z następujących postaci:

du—dxtt—\-djjU—|— dzii—j—........(1^)

d u = ^ d x + J & L d y + Ą l - d z + ....... (13).
dy dy dz

Często dla skrócenia opuszczają się głoski małe 
u dołu litery d  napisanej, lecz wtedy nie należy rozu
mieć wyrażeń:

du du du
d i '  Ty .......

za ilorazy z du przez dx , przez dy, przez d x , . . . .  lecz
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trzeba uważać takowe za funkcje pochodne funkcji u 
względem zmiennćj x, względem zmiennćj y, względem
zmiennćj z , ___ Przy takiem znaczeniu równanie (13)
zamieni się na następujące :

du— ~  d x +  ̂  d y - \-~  d z + ....... (14)
dx 1 dy J 1 dz 1 v

58) Wskażemy tu sposób znalezienia różniczki zu- 
pełnćj du, który i w dalszym ciągu nauki będzie miał 
zastosowanie. Wiadomo nam, że wzór (7) będzie spro
wadzony przy wartościach na

/ \ x —adx,/\y~ 'xdyl/ \ z = a d z l . . . (15), 
gdy a jest ilością nieskończenie małą i taką, która znika 
wraz z A *»A ł/,A 3 ,....... , czyli mieć będziemy:

(ju_gran. (16).
a

Jeżeli w wyrażeniu f(x-^~adx,y-\-ady,z-Ą-adz,...) uwa
żać będziemy a za samą zmienną i następnie uczynimy 

J{x-\-adx,y-\-'xdylz-ł-udz, . . . ) = % ) . . . .  (17) 

to będziemy mieli
u=F(0), 
A u = F (a )-F (0 ),

a następnie

d u ~ gran. — F'(0).... (18).
a

Chcąc więc mieć różniczkę zupełną du, potrzeba 
znaleźć wartość szczególną pochodnej funkcji F(a) 
wtedy, gdy a—0.
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Użycie pochodnych cząstkowych w różniczkowaniu 
funkcji nierozwiniętych.

59. Niechaj
S ~ F (u iv/wl .......)

będzie funkcją zmiennych u,v , k t ó r e  są również 
funkcjami zmiennych niezależnych x,y,z>___

Jeżeli oznaczymy przez Aa; / \ y ,  Ag,... przyrostki bez
względne jednoczesne zmiennych xiy,z,... to związek po
między odpowiedniemi im przyrostkami A u ,A v ,A w ,... 
...A s, funkcji u,v,wr ..s wyrazi wzór: 
A $ = F (u -\-A u ,v -\-A v lw -\-A w , . . .)  —F(u,v,w, . . . )  (19).

Dajmy następnie, że
(f{u,v,w. ..),x{u,v ,w—)>y(u,vfw. 

są pochodnemi częściowemi funkcji F(utv,w,,..) wziętemi 
pierwsza względem zmiennej u, druga względem zmien
nej v, trzecia względem zmiennćj w, i t. d.

Ponieważ równanie (8) ma miejsce przy jakichkol
wiek wartościach na zmienne x,y,z,... i ich przyrosty 
A .r, A y ;A z ... to wstawiając zamiast x ^ „ ..i lo ś c i  u,v,w,... 
a zamiast/  pisząc F  będziemy mieli:

F (u -\-A u ,v - \-A v ,w -\-A w ,...)— F(u,v w r . ) = :  
A m <p(m +ćii A u , v ,w ,...)-}- A v x ( u - f  Au,v-\-e.1Au,u'l...) -j-  

Ą-Awip(u-\-Au,v-^r Av,w-{-e3A uj,...) (20).
W tćm ostatnićm równaniu są liczby

mniejsze od jedności.
Jeżeli teraz przypuścimy, że

A x = a d x lA y = a d y lA t= a d z /... (21), 
gdzie a ilość nieskończenie m ała, to będzie na zasadzie 
wzoru (16).



Dzieląc następnie przez a obie strony równania (19) 
i przeszedłszy do granic wypada:

d$=(p{u,v fw ,...)dii-\-x{u,v ,w ,...)dv-\-rp{u,v ,w ) d w . . . .
Tutaj różniczki dutdv,dwt... nie są ilościami niezale- 

żnemi, ale owszem są to nowe funkcje zmiennych nieza
leżnych połączonych w pewny sposób ze stałemi 
niezależnemi dx,dy,dz,...

Równanie różniczkowe.

60. Niech r będzie drugą funkcją zmiennych nieza
leżnych x,y,zr .. to jeżeli mamy

s ~ r ....... (22)
wtedy

d s = d r ....... (23).
W razie szczególnym, gdy r sprowadza się do zera 

lub do ilości stałej c, to
5 = 0  lub s—c, dr~ 0 (24), 

a zaś równanie (23) zamienia się na 
ds—0 ....... (25).

Równanie (23) i (25) nazywają się równaniami ró- 
żniczkowemi. Drugie z tych równań może być przedsta
wione w kształcie

(p(u/vlw,...)du-\-x{u,v ,w ,...)dv-]-rp(ulv ,w ,...)div-\-...—0 
i istnieje w tym naw et razie, gdy jedna jakakolwiek 
z ilości sprowadzi sie do jednćj jakiejkolwiek
ze zmiennych niezależnych, x,y,s,...



L tak np. gdy F(x,v)—0 to
(f{xlv)dx-\-x{x,v)dv= 0 ,  

a  jeżeli F(x,y,w)—0, to 
(p(x,y,iv)dx-\-x{xly lw)dy-\-ip{xly,iv)dw—§ i t. d.

W tycli ostatnich równaniach v jest widocznie funkcją 
nierozwiniętą zmiennych xty i t. d.

Podobnież gdy przypuścimy, że zmienne x,ylz.... 
przestają być niezależnemi, a związek między niemi wy
raża równanie kształtu

f(* .y ,t....... ) = 0  (26),
to jak  wiadomo będzie

<f(x,ylz r ..)dx-]r x(xlylzr .)dy-\-xp{xlylzl...)dz-\-...—0 (27); 
za pomocą tego równania można oznaczyć różniczkę 
jednśj ze zmiennych uważanej jako funkcją nierozwiniętą 
wszystkich innych. I tak np. gdy

x2-\-y2= a 2, 
to będzie 2xdx-\-2ydy—0, 

czyli xdx-\-ydy=zQ,
zkąd

dy— ~  dx.
y

Przypuściwszy teraz
y 2—x 2—a2, 

zkąd ydy—x d x ~ 0,

d y = z ~  dx.
y

Ze zaś z równań danych wypada 
y — ± ] /  a2—®2, 
y— ńzV a2-\-x2, 

to dy—d ( y a 2— x'2) ~ ------xdx—
U 1 V a 2~ W
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a w drugim razie
xdx

V  a2-\-x2 
Podobnież gdy

* 2+ 2/2+ z 2= a 2, 
to xdx-\-ydy-\-zdz—0,

zkad dz~ r---- —dx— ^—du.
z z

Gdy oznaczymy f(x,y,z...) przez w, to równanie (2G) 
i (27) przyjmie kształt

wzzO, du—0 ....... (28).
Je-żeli zaś związek między zmiennemi xy,z... zamiast 

wyrazić się przez jedno równanie kształtu u—0, wyraża 
się dwoma równaniami tegoż rodzaju jak np.

ttrrO, ....... (29)
wtedy otrzymamy także dwa równania różniczkowe

du—0, dv~ 0 .......(30),
za pomocą których można będzie oznaczyć różniczki 
dwóch zmiennych uważanych jako funkcje nierozwinięte 
wszystkich innych.

W ogólności jeżeli związek pomiędzy zmiennemi 
x,y,z,—  których liczba jest n, pokazuje m równań 

u ~ 0, v = 0 , w—0 i t. d. (31), 
wtedy będzie w tym samym razie m równań różni
czkowych

d u ~ 0, d v ~ 0, dw—0 i t. d. (32), 
za pomocą których można będzie oznaczyć różniczki m 
zmiennych, uważanych jako funkcje nierozwinięte wszy
stkich innych.
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Twierdzenie funkcji jednorodnych.

61. Zasady powyższe posłużą nam do okazania wa
żnego twierdzenia, nazwanego twierdzeniem funkcji je 
dnorodnych.

Mówimy, że funkcja wielu zmiennych jest jednoro
dną skoro mnożąc wszystkie zmienne, jakie ona za
wiera przez jeden i ten sam czynnik, otrzymamy na wy
padek wartość pierwiastkową funkcji mnożoną przez 
pewną potęgę tego czynnika. I tak funkcja f{x,y,z....) 
jest funkcja jednorodna,.gdy mamy:

f{tx,ty,tz...)=:t«f(x/y,z,...) (33), 
a jest stopniem funkcji.

T w ier dze nie . Jeżeli pomnożymy pochodne częścioiue 
funkcji jednorodnej stopnia a przez zmienne im odpo
wiednie, to summa tak odpowiednich iloczynóio będzie 
równą iloczynoioi wypadłemu z pomnożenia tejże funkcji 
przez a.

D o w o d z e n i e . i { = / ( £ , ? / , 0 , . . . )  

jest funkcją daną, a
(Ąx,y,z....)1 X(x,yfz....), lf)(x,y,z....)j... 

jćj pochodne częściowe względem x ly,zl... i t. d.
Jeżeli różniczkować będziemy obie strony równania 

(33) uważając t jako zmienną, będzie:
<p(txltyltzl...)xdt-\r x(txltyftzl...)ydt-\-xp(txltyltzl...)zdt 

-f - ....... —ata—lf(x,y,z,...)dt.
Potem dzieląc przez dt, a następnie przypuściwszy 

t— 1 będzie:
x<f{xlylzl...)-\-yy.{xlyfzr .)Ą-zy{xlylzl...)Ą -...=af{xlylzl..){te) 
lub co na jedno wychodzi: 

du . du , du ,
x -.-  -j- +  s T  + ....... ................. (35).dx dy d z
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W n io s e k . Dla funkcji jednorodnej stopnia zero będzie:

u— l/2(Ax2-\-By2-\-Cz2-{-2Dyz-\-2Ezx-{-2Fxy)> 
to na mocy równania (35)
{Ax-\-Fy-\-Ez)x-]r (Fx-\-By-\-Dz')y-\-(Ex-\-Dy-\-Cz)z— 

A x2+ B y 2+ C z 2-\-W yz+ 2 E x z+ 2 F x y . 
Przypuściwszy zaś

gdzie stopień funkcji jest zero, to równanie (36) daje:

R ó ż n ic z k i następne i  pochodne r ó żn y ch  rzędów  

lii ii k e j i w ie lu  zm ien n ych .

62. Niechaj będzie:

funkcja wielu zmiennych niezależnych x,y,z,...
Jeżeli różniczkować będziemy kilka po sobie razy 

tę funkcją, względem wszystkich zmiennych, lubjednćj 
którejkolwiek z nich, wtedy otrzymamy funkcje zwane ró
żniczkami nas tępnemi zupełnemi lub częściowerni danijf un
kcji. Można nawet różniczkować raz względem jednej 
zraiennćj, następnie względem innej i t.d., a w każdym razie 
wypadek z jednego, dwóch, trzech i t. d. różniczkować.

du i du t du t _n /a/i\x ~  - \ - y - r 4 - ....... = 0  (36).
dx dy dz

I* r z y k la ily . Jeżeli

ROZDZIAŁ XI.
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zowie się różniczką pierwszego, drugiego, trzeciego i  t. d. 
rzędu.

I tak różniczkując kilka razy względem wszystkich 
zmiennych, utworzą się różniczki zupełne:

dufiduflddufldddu,.......
czyli diifd^ufd^u^u i t. d.

Różniczkując zaś kilka razy względem jednej zmien
nej np. x, otrzymamy różniczki częściowe:

dx u ld x d x u td x d x d x u ,d x dx d x dxu l ..........

lub dxutdx*u,dx3u,dx4u .......
W ogólności gdy n jest liczbą całą, to różniczka 

zupełna rzędu n będzie d"u, a  odpowiednia częściowa 
względem jednćj ze zmiennych x,y,z,... będzie:

dl u,d'yu,d> , .......
Gdy różniczkować będziemy dwa lub więcej razy 

względem dwóch lub więcej zmiennych, otrzymamy ró
żniczki częściowe drugiego lub wyższych rzędów, mo
gące być oznaczone przez

dxd,Jul dyd.ru d xd-u/ ....... clxdyd^u........

63. Łatwo tu jest okazać, że różniczki takie zacho
wują też same wartości, chociaż różniczkowanie w ró
żnym porządku, ale zawsze względem tych samych 
zmiennych, wykonanćm będzie np.

dxdyU.—dydxu . . . . .  (1)
I tak niech A xu jest przyrostkiem f(x ly,z/...'), gdy 

tylko x  o ilość nieskończenie m ałą adx zwiększamy, to 
będzie:

A xU =f(x-\-adx,y,zf...)—f(x,y,z,...) (2) 

dxu~rgran. ^ xU .
7.



Uważając dyu jako nową funkcję, to przyrost tej 
funkcji względem jednćj tylko zmiennej x  wyrazi się 
przez:

l\xd,jU =du{u Ą -/\xu)— dyu—d ,j^ xu (3) 
dzieląc przez cc wypada:

Z\.rdi/U __ di/̂ Sa-U __ j  / \  rU---------- --- —:-------- --- LI II------- •
a a a

Przybliżając następnie a do granicy zero, otrzymamy 
równanie (1). Podobnie się znajdzie:

dxdzu—dzdxu/dydzu ~ d zdyuf .......

XP r/y k iad . u ~  arc tang —  .
y

dxu ~  - y— dx, d,jU =  — X dy,
x Ł + y 2

SJ* 2_ y 2
dlldxuz=zdxd,,u= ■>. — dxdy.

j (x2+ t / 2r
Toż samo prawo da się zastosować i w tym przy

padku, gdy różniczkowanie odbywa się więcej jak wzglę
dem dwóch zmiennych. I tak aby okazać, że:

dxd,jdz u—d.d,jdxu,
uważam ż e : dtJdzu—dz dy u, 

więc dxdydz u—dxdz dyU, 
następnie widzimy; że

dxdzu—dzdxu, 
zatćm dxdydzu = d z dxd!lu, 

a  ponieważ dxdyu ~ d ydz u,
to dxdydzu—dzdydxu.

64. To twierdzenie ma miejsce i w tym razie gdy wzglę
dem każdćj zmiennej więcćj jak jedno różniczkowanie się 
wykonywa. I tak jeżeli l, m, n są liczby całe i pokazu
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ją ce  liczby różniczkowali względem zmiennćj x,y,z,... 
to pisząc przez skrócenie, mieć będziemy:

dlrd y : ..M = d [4 ,!d^...u— d y l.d,! .. .u = ....jc y - u, y y x *

65. Ponieważ z różniczkowań funkcji zmiennych 
niezależnych x,y,z,... względem jednej z nich otrzymu
jemy nową funkcją mnożoną przez stałe dx,dy,dz,... a ż e  
przy różniczkowaniu iloczynu ilości stale pozostają nie
zmienione, to przy następnych różniczkowaniach l wzglę
dem zmiennej x, m względem zmiennej y, n względem 
zmiennćj z, czynniki dx,dy,dz,... jako stałe będą w po
tęgach tak więc różniczka

< d';d:.....

będzie iloczynem z nowej funkcji zmiennych x,y,z,... 
przez wspomnione potęgi czynników dx,dy,dz,... Ta 
nowa funkcja nazywa się 'pochodną częściową rzędu 

Oznaczywszy ją  przez u)(x,y,z,...) będzie:

dlxd™d"...u= o,(x,y,z,...)dxl dymdzn.....(5)

x dl d”ld'!...u
a z tą d  ^ X, y , z ^ = - S - J ^ r .... (6)

66. Łatwo jest znaleźć różniczki następne zupełne 
d2u,d3a,... za pomocą różniczek następnych częścio
wych funkcji u lub jój pochodnych częściowych. Wiemy 
już, że

dunzdxU~\-d\jU-^-dzU— ........
zatćm

d2u— ddu— dxdu-\-dydu-\-dzdu-\-........
zkąd d2u —dx(dxu-\r d,lu-\-dzuĄ-..)-\-dy{dxu-\-d,jU-\-

-\-dzU-\-...)—I— —(— —j—cf-Zi—|—...)

czyli d2u-=.d.v2u -\-d 2u-\-d-2u-\-...2dxd,jU-\-2dxdzu-\-
-\-2dydiU-\-.....  ( /)
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lub co na jedno wychodzi

....... ^

2 dxd» l  dxdi, + 2 dj'df  dxdz-f- 2 dijdz. ^
dxdy J 1 f/:c(/z 1 dydz J

Podobnie łatwo znajdzie się d3u, d*u, i t. d.
P r z y k ła d .

d2(xyz)—2{xdydz-\-ydzdx-\-zdxdy)
d \x y z )—^dxdydz.
d \ x 2-\-y2-\-z2)— 2(dx2-\-dy2-\-dz2)
d 3(x3jr y 3-\-z3)—Q(dx3-\-dy3-\-dza).

Rozwiązanie pierwszego przykładu. 

u—xyz.
dxu—yzdx, dx2u—0 
d,jU—xzdy, dy2u—0 
dzu~ xydz, d-2u—0 
dydxu—zdydx 
di dxu ~ ydzdx  
dydt u—xdydz, 

zatśm d2u—2(xdydz-\-ydzdxĄ-zdxdy).

66. Dla skrócenia opuszcza się zwykle w równaniu 
(6) i (8) litery u dołu znaku d położone, przez co druga 
strona równania (6) przyjmuje kształt: 

dl+ m+ nu .
dxl dym dza

a  pochodne częściowe drugiego rzędu wyrażą się przez: 
d2u d2u d2u d2a d2u d2u
dx2 5 dy2 ’ dz2 dxdy 5 dxdz 5 dydz "

pochodne częściowe rzędu trzeciego przez 
dhi d3u d'Ju
dx3 ’ dx2dy ’ dxdijdz ’
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dxdy dxdz dydz '
Lecz niewolno znosić tu różniczek dx,dy,dz,... gdyż

dhi, d'la . , . . . .  ,——-  11. p. nie oznaczają ilorazów z d*u przez
CUu d C C C Ill

dx2 lub przez dxdy i t. p.
67. Jeżeli zamiast funkcji u—f(x,y,z,...) uważać bę

dziemy następną:
s=F(u,v,w ,.... ) (U)

gdzie u,v,w,... są również funkcjami zmiennych niezale
żnych x,y,z,..., to podług znanych nam już zasad łatwo 
wyprowadzą się różniczki d2s, d^s, i t. d.

I tak:
(js =  dF(u,v,w,...) ^  , dF(u,v,w,..)dv , 

du dv
i dFju.y.w^  d w + ........

dw ,
d h _  d2F(u,v,w,.. ) du2 , 2 (M (u,v,w,...) d u d v v '  ^ 2 

du2 dudv

; t. d. o
du

Zpomiędzy równań jakie można wyprowadzić 
ze wzoru 12 należy, odróżnić te, które oznaczają różni

*) Różniczka d is otrzymuje się, różniczkując ds. Przy 
różniczkowaniu zaś ds uważam każden wyraz złożony

z dwóch czynników zmiennych jak  np. ■ i du, i j a 

ko iloczyn takowych różniczkuję.
21
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czki funkcji s zmiennych u,v,w,... będących również 
funkcjami linijnemi zmiennych niezależnych x,y,z,„. 
np. niech

w—ax-\-by-\-cz-\-........k (13)
gdzie a,b,cy ..k, są ilości stałe.

Różniczka du—adx-\-bdy-\-cdz-\~... jest ilością stałą 
a ztąd różniczki d2u,d3ul... są zerami; tak więc różniczki 
następne funkcji

F(u), F{u,v), F(u,v,w,), i t. d. 
zachowują ten sam kształt, gdy ii,v,w,... są funkcjami li
nijnemi.

Sposoby ułatioiające wyszukiwanie różniczek zupełnych 
funkcji wielu zmiennych niezależnych.

68. Niechaj funkcją daną będzie 
u—f{x,y,z,...),

a pochodnemi jój częściowemi pierwszego rzędu odpo
wiednio do zmiennych 'X,y,z,... będą

<p(x,y,z,...), ■/.{x,y,z,...), ip(x,y,z 
Uczyniwszy jak  powyżej

F(a)=f(x-\-adx, tj+ady, z-\-adz,...) (14) 
a  potćm różniczkując obie strony równania tego wzglę
dem zmiennej a, wypadnie:

F'{cC)—(f{x-\-a.dx, y-^ady, z-{-adz,...)dx-\- 
x{x-\-adx, y-\-a.dy-\-z-\-adz,...)dy-f-

-adx, y-\-ady, z-\-adzr ..)dz... (15).
Gdy w tym ostatnim wzorze przypuścimy a—0, to 
F\0')=(p(x,ylz,...)dx-\-x(xly /z,...)dy-\-ip(x,y,z,...)dz

— du (16).



Z porównania równań (14) i (15) wynika, że różni
czkując względem a funkcję ilości zmiennych,

x-\-(xdx, y-\-ady, zĄ-a.dy......... (17),
otrzymamy na pochodną, inną funkcję tychże zmien
nych połączonych w pewny sposób ze stalemi dx,dy,dz... 
Z nowych zaś różniczkowali względem a, będą 
wypadać nowe funkcje tegoż samego rodzaju, to jest, 
wyrażenia (17) będą również ilościami zmiennemi, 
zawartemi nietylko w F(a) i w F‘{a), lecz i w F'(a), F"\a) 
i w ogólności w funkcji #W(a) (n liczba całkowita). 

Różnice zaś
F(u) - F (  0), F (« )-F (« ), F"(0)-F"(0)...F(n)(c?}-F(n)[p)... 
nie będą czśm innśm, jak  tylko przyrostkami funkcji, 
F(0), /' (O). F (0 ) ... które to ostatnie są funkcjami zmien
nych niezależnych x,y.z,... Ponieważ

F(cc)—f(x-\-ctdX) yĄ-udy, zĄ-adz...) 
to F {Q )=f(x,y,z,...)=xi

V ! F ( a ) — F10) _  Am 7F (0)—gran,—̂ — _L_L zzgran. ~ d u
a  a

f?"cn\ F (ce)— F'(0) A  du 77 J 2F  (0)—gran— _ ------ —  —gran_____r r d d u ~ d iu
a u

F"{u)—F'{ 0) A  d2u 7,2 ,3/' (0)—gran. — — L_L—gran-----------—ddLu~dhi...

i t. d.

/ 'W (0 )= g ra n . =

—gran. — ~ —~  —dd<n- ^ u ~ d nu.

Mamy więc:
u—F(0), d u = F '(0), d h i~ F '\0), d3u—F"{0)... 

dnu—FOO( 0). (18).
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Dla utworzenia zatem różniczek zupełnych

du—d2u, d 3u,...dnu,

potrzeba wyrachować wartości szczególne jakie przyj
mują funkcje pochodne

F \a ),F " [a \ F ”(«).......  F(rO{a\

w tym razie gdy zmienna « znika.

Wartości symboliczne różniczek zupełnych.

69. Jest jeszcze inny sposób ułatwiający wynalezie
nie różniczek zupełnych, oparty na wartościach symbo
licznych. Wyrażeniem symbolicznem, albo symbolem 
nazywamy w analizie każde połączenie algebraicznych 
znaków, które same przez się nie ma żadnego znacze
nia, albo któremu nadaje się inną wartość, jak  tę, któ- 
rąby miało, gdyby zwyczajnie było uważane. Równa
niami symbolicznemi nazywamy te równania, które lite
ralnie wzięte, lub podług zwykle przyjętego sposobu 
oznaczenia dosłownie tłumaczone, albo nie dają żadnej 
sprawdzającej wartości, albo zupełnie żadnego nie mają 
znaczenia, lecz z których można otrzymać zadość czy
niące wypadki, gdy albo same równania, lub symbole, 
które one zawierają podług pewnych zasad zmienimy 
lub zamienimy. Zastosowanie symbolicznych wyrażeń, 
albo równań służy często do skrócenia rachunku, lub 
przedstawienia w prostej postaci zawiłe dość wypadki.

Między symbolicznemi wyrażeniami i równaniami 
najważniejsze miejsce zajmują te, które zwykle urojo- 
nemi wielkościami nazywamy.

70. Oznaczmy przez «,i,c,... ilości stałe, a  przez
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p,q,r,... liczby całe, to różniczka zupełna wy
rażenia

.......» F / ,< ..........« + ........
będzie d\adxd'"dn, .......uĄ-bd^d^d1'........ u-\-........ ] —

dĄ ad'Ą ‘dnz. . . . .  u+bdPĄ d1;....... u + ......... ] - f

........ « + K * A .........“ + .........1+

Mr+ 'ą d : .... u + H i  Ą + '£ . . . .M + ia ^ < r + ' .....« + .... ( 1 *>

Podług więc tego wzoru wyprowadzamy następu
jącą zasadę, że aby otrzymać różniczkę zupełną wyra
żenia, należy pomnożyć przez d iloczyn z dwóch czyn
ników adlxdyd“.... -f- bdpxdhT,.....  i u przypuściwszy d—
dx-\-dj-\-dz .. a działając tak , jakby oznaczenia 
d,dx,dy,dzy. . przedstawiały prawdziwe ilości różne po
między sobą; rozwinąć nowy iloczyn, pisząc zawsze 
czynniki a,6,c,... na pierwszem miejscu, zaś u na osta- 
tuićrn, w końcu uważać, że oznaczenia dxdydz przestają 
oznaczać przypuszczone wartości, lecz przyjmują na- 
powrót swe pierwotne znaczenie.

W podobny sposób powyższą zasadę możemy za
stosować dla wszystkich następnych różniczek.

Wzór (13) da się jeszcze zamienić na następujące 
wyrażenie symboliczne:

.... u + U rJ l d ' ......«+:.... , ] =

K « ę < .....+ * w ............................................ (»*)
Wzór ten stanie się dokładnym wtedy dopiero, gdy 

rozwinąwszy go podług zasad algebraicznego mnożę-



nia, uważając dx,dy%dzy. za ilości, powrócimy takowym 
znaczenie symboliczne.

Gdy do różniczkowania mieć będziemy wyrażenie:
d;cU-^~dyU-\-dzU-\-.........

to różniczkując kilka razy, raz poraź otrzymamy w ar
tości na różniczki następne d2u, d3ur ..
(dis-\-dy-\-dz-\-...)u,(dx-Ą-d'y-J- dz -f- --)* {dx-\-dy-\-dz-\-...)u, 
(dx~\~dy-j- di -\-...){dx -(- dij-\-dz -)-••. )(£Ż®-f-c?y-)-cfe-j-..)u..itd.
lub pisząc przez skrócenie:

du—{dx-\-dy-\-dz )w 
d2u—(dx-{-dy-{-dz-\-...yu
d3u = (d x-j-dy-\-dz-\-...)3u i t. d.

W ogólności gdy n oznacza całą  jakąkolwiek:
dnu— (dx~\~dy-^~dz-\~-‘*)nu.

71. Niechaj s~F{u,v 
gdzie u,v,w,... są funkcjami zmiennych niezależnych 
x,y,z,... to podług powyższego

dns— (dx-\-dy-\-dz -J—
Rozwinąwszy tę funkcją w przypuszczeniu, że u jest 

funkcją samej zmiennej x , v funkcją samój zmien
nej ?/, to funkcją samej zmiennej z, i t. d. przechodzimy 
z tego szczególnego przypadku do ogólnego, kładąc 

za dxu,dx2uldx3u,...duld zu,d3u,... 
za dyv,dy2vfdy30,...de,dzv,d3v,... 
za dzw,d-2w,dz3w, ..dw,d2w,d3w,... 

t. j. znosząc x,y,z,... u dołu głoski d.
P r z y k ła d y .

1) S—UV,

dn(uv)—ud'l!jv Ą -~ d xudyn—h Ą - ^ rp ^ ^ d x 2udy,l~')v - \ - .... 

....-f- ~  tlyvdxn—xu-\~vd%u,
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ROZDZIAŁ XII.

m a\iinn i m in im a  fu n k c ji w ie lu  zm ien n ych  

niezit Ie in y  cli.

72. Skoro funkcja wielu zmiennych niezależnych 
x,y,z,... przedstawia wartość szczególną lecz rzeczywi
stą, przewyższającą wszystkie wartości rzeczywiste są
siednie, t. j. wszystkie te, które otrzymamy, zmieniając 
x,y,z,... o ilości bardzo małe, to ta wartość szczególna 
funkcji zowie się maximum.

Skoro wartość szczególna funkcji zmiennych nieza
leżnych x,y,z,.. jest rzeczywistą i mniejszą od wszystkich 
wartości rzeczywistych sąsiednich, to przyjmuje nazwę 
minimum.

73. Wyszukiwanie maximum i minimum funkcji 
wielu zmiennych sprowadza się z łatwością do wyszu
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kiwania maximum i minimum funkcji jednej zmiennej. 
I tak dajmy, że

u—f{x,y,z
stanowi maximum przy pewnych wartościach szczegól
nych na zmienne x,y,z,__ , to nadając tym warto
ściom szczególnym przyrostki nieskończenie małe 
/ \x , / \y ,A z , . . .  (takie, iż wyrażenie:

/ ( * + A * ^ + A y ,s + A s , ....... )
pozostanie rzeczywiste), będzie ciągle

A y H -A * ,...)  < / ( W > - ) .......0 )
Potćm należy przyjąć:

/\x i= a t.dx ,/\y= (u ly ,/S z—a<ht... 
gdzie dx,dy,dz,.......  mogą być ilości skończone jakie
kolwiek, a zaś oznacza ilość dodatną lub ujemną, ale 
nieskończenie małą. Będzie na mocy powyższego przy
puszczenia

f{x-\-adx,y+«dytzĄ-adzr . . ) c j l x :,iJ,zr ..) .... (2)
przy jakiejkolwiek wartości na dx,dy,dz,... (takich jednak, 
aby pierwsza strona nierówności (2) była rzeczywistą).

Uczyniwszy dla skrócenia
J[x-\-adx,y-\-cidy,z-\-adz, . . . ) =  F(a) —  (3) 

to wzór (2) przedstawi się w kształcie 

% ) < n  0 ) ....... (4).
Ponieważ ten wzór istnieć będzie przy jakimkolwiek 

znaku na ot, to jeżeli a samo się tylko zmienia, funkcja 
F(a), uważana jako funkcja tej jednej zmiennćj, stanie 
się zawsze maximum przy ccrrO.

Poznajemy podobnież, że jeżeli f(x ,y,z ...)  stanie się 
minimum przy wartościach szczególnych na x,y,z, . . , to 
wartość na F(a) będzie zawsze minimum przy « = 0 .
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Odwrotnie, gdy nadamy na x,y,z,... wartości takie, 
że F(a) stanie się maximum lub minimum przy a = 0 , 
przy jakichkolwiek dx,dy,dz,.... to te wartości wydadzą 
maximum lub minimum funkcji/(#,?/,z,...).

Uważajmy teraz, że gdy obie funkcje F[a), F'(a) są 
ciągłemi względem a w pobliżu wartości szczególnej 
a—0, to ta wartość nie dostarczy ani maximum ani mi
nimum dla pierwszej funkcji, jeżeli drugiej nie sprowadzi 
do zera, (Nr. 43), t. j.

F \ 0 ) = 0 ....... (5).
A że, jak wiadomo (Nr. 68),

^ ' ( 0 ) = ^ , ....... (6),
to równanie (5) może być przedstawione w kształcie: 

da—0 ,.......(7).
Nakoniec, ponieważ funkcje F(ol), F’(a) powstały

z funkcji u i da przez wstawienie zamiast xly lz ,___,
x-\-adx,y-\-adylz-\-adz,... to widoczną jest rzeczą, że 
gdy te dwie pierwsze funkcje są przerwanemi względem 
a w pobliżu wartości szczególnej a = 0 ,  to dwa wyraże
nia u i du uważane jako funkcje zmiennych x,y,z,... będą 
przerwanemi względem tych zmiennych w pobliżu ich 
wartości szczególnych (przy tych bowiem ostatnich arrO).

Stosując te uwagi do tego co się powyżej powie
działo, wnosimy, że te same wartości na x,y,z,.... zdolne 
wydać maximum i minimum funkcji u, są takiemi, iż 
czynią funkcje u i du przerwanemi, lub takiemi, które 
sprawdzają równanie (7) przy jakichkolwiek stałych 
skończonych dx,dy,dz,...

74. Z a d a n i e . Znaleźć inaximum i minimum funkcji 
wielu zmiennych niezależnych.

R o z w i ą z a n i e . Niech f u n k c j ą  d a n ą  będzie: 
u—f ( x y ,z ...).

22
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Należy najprzód szukać wartości na x,y,z,... czynią
cych funkcją u lub du przerwaną, a do których to war
tości należy policzyć i te, jakie wyprowadzają się z wzoru

dll— t̂: c o ....... (8).

Z drugiej strony szukać wartości na x,y,z,... spra
wdzających równanie (7) przy jakichkolwiek stałych 
skończonych dxldy,dz,... To ostatnie wspomniane ró
wnanie może być przedstawione w kształcie:

(I l  d x +  dy-1- ~  d z + ....... = 0 ........(9)
dx dy dz

i daje widocznie następne:

4 ^ = 0 ,  ~ = 0 , ....... (10)
dx dy dz

z których pierwsze otrzymuje się, przypuściwszy w ró
wnaniu (9) dx— l'd y—0,dz—0,...; drugie, przypuściwszy 
w temże równaniu dx—0,dy— l,dz=0,...; trzecie, przy
puściwszy d x = 0 rdy—0ldz— l,...i t. d. Tu jeszcze należy 
uważać, że liczba równań (10) jest równą liczbie niezna
nych x,y,z,..., a zatem można dla tych nieznanych, tylko 
ograniczoną liczbę wartości wyprowadzić, W ogólności 
dajmy, że uważa się jeden tylko układ wartości na 
zmienne x,y,z,... dostarczanych z pomocą powyższych 
wyszukiwań, to wartość odpowiednia funkcji f(x,y,z,...) 
będzie maximum, jeżeli dla bardzo małych wartości na 
a i przy wartościach jakichkolwiek na dx,dy,dz„.., ró
żnica

f(x+adx,y-\-a ilytz-\-adzl...)—f(a:,y,zl...), 
będzie stale ujemną. Przeciwnie funkcja J\xry,z,...) sta
nie się minimum, jeżeli ta różnica jest stale dodatną. 
Lecz nakoniec, gdy ta różnica przechodzi z dodatnej na 
ujemną, wtedy, gdy zmieniamy lub znak przy a, lub
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wartości na dx,dy,dzr .., to odpowiednia wartość funkcji 
f (x ,y lzl...) nie będzie już ani maximum, ani minimum.

Łatwo jest poznać korzyści, jakie może przedsta
wić uważanie różniczek zupełnych różnych rzędów 
w szukaniu maximum i minimum funkcji wielu zmien
nych. I tak podług tego co się wyżej powiedziało, aby 
pewne wartości zmienne niezależne x,y,z,... wydały ma- 
ximuin lub minimum funkcji

potrzeba, aby wartość odpowiednia
F(a)—f{x-\-adxly-\-a.dylz-\-a.dz,....... )

stała się koniecznie maximum lub minimum przy w ar
tości a—0. Lecz F(a) stanie się widocznie maximum 
lub minimum przy a = 0 ,  i przy jakichkolwiek warto
ściach na dx,dy,dz,..., jeżeli przy wszelkich możliwych 
wartościach tych różniczek, pierwsza z ilości F'(0),F“(0), 
F"'(0),... która nie będzie zerem , odpowiada zna
kowi parzystemu (czyli jest pochodną rzędu parzy
stego) i zachowuje ciągle ten sam znak (Nr. 44). 
Nadto uważajmy, że funkcja F(0) będzie maximum, je 
żeli wspomniana pochodna, która nie znika, jest ciągle 
ujemną, a minimum, gdy dodatną. Jeżeli zaś pierwsza 
z ilości F'(0),F"(Q),F"'(Q),... która nie znika, odpowiada 
znakowi nieparzystemu, przy wszelkich wartościach 
możliwych na dx,dyldzl... lub tylko przy wartościach 
szczególnych tych samych różniczek, albo też jeszcze, 
skoro ta ilość jest już dodatną, już ujemną, wtedy fun
kcja F(0) nie może być ani maximum, ani minimum.

75. Uważając teraz, że 
F(0J— u,F'(Q)—du,.F‘'(Q)—d2u...( \ 1) (patrz Nr. 67) 

to z powyższych uwag następujące wyprowadza się 
twierdzenie.
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T w ier dzenie  I. Niechaj będzie u—f(x;y,zr ..) funkcją 
daną zmiennych niezależnych x,y,z,...

Aby wnieść, czy układ zuartości na x,y,z,... sprawdza
jących wzory (10) wyda ?naximum lub minimum funkcji u, 
należy wynaleźć wartości na d2u/Pu,... odpowiednie temu 
układowi, i będące widocznie wielomianami, w których nie
zależnych nie będzie n-ięcćj jak różniczek dx,dyldzl... Niech

dnu 7 „ i dnu , . n d"u , _ , , , / lo >d'lu— -----dxn 4 - —— dyn-\------- ,----- 7-r— dxn~ ‘d y 12)
dxn dyn J 1 1 dx’l~ ldy J 1 v ’

będzie pierwszym z tych loielomianów, który nie znika, n 
liczba cała, mogącazależeć odwarlościróżniczekdxldy,dz... 
Jeżeli przy wszystkich wartościach możliwych na te różni
czki, n jest parzyste a dnu ilością dodatną, to założona 
wartość na u będzie minimum, zaś będzie maximum, gdy 
n również parzyste a dnu ujemne. Nakoniec gdy n nie jest 
parzyste, a dnu jest już dodatne, już ujemne, to loartość 
na u nie będzie ani minimum ani mazimum.

UWAGA. Twierdzenie poprzednie istnieje na mocy 
zasad wskazanych powyżej we wszystkich razach, gdy 
funkcje F{oi),F\a)...F(n\ i *) są ciągłemi względem « w po
bliżu wartości szczególnćj « = 0 , lub co na jedno wy
chodzi we wszystkich razach, gdy u/du,d2ul... dnu, są 
ciągłemi względem zmiennych xly,zl... w pobliżu w ar
tości szególnych nadanych na też zmienne.

W nio sek  I. Aby zastosować to twierdzenie, tworzy 
się najprzód wartość wyrażenia:

podstawiając na xly,zl... wartości wyprowadzone z wzo
rów (10) w funkcje pochodne

d2u d 2u d2u
dx2’ dy2 ’ dx.dy ’
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Na wypadek otrzymamy zero, jeżeli wszystkie te po
chodne znikną; w przeciwnym razie d 2n będzie funkcją 
jednorodną ilości niezależnych dx,dy,dz,... i jeżeli zmie
nimy te ilości, to wyniknie:

albo różnica d2a zachowa stale ten sam znale, nie 
znikając nigdy,

lub ona zniknie przy pewnych wartościach na 
dxldy,dz,... i przyjmie ten sam znak we wszystkich 
przypadkach, jak przestanie być zerem,

albo nalconiec będzie, jużto dodatną, już ujemną.

W artość na u będzie zawsze maximum lub minimum 
w pierwszym razie, czasem w drugim, nigdy w trzecim. 
W drugim razie maximum lub minimum otrzyma się 
wtedy, jeżeli przy każdym z układów wartości na 
dx,dy,dzr..., sprawdzających równanie rZ2it=:0, pierwsza 
z różniczek d3u,d'iuld5u,... która nie znika, będzie zawsze 
porządku parzystego i opatrzona tym samym znakiem, 
co wartości d2u różniące się od zera.

W n i o s e k  I I .  Jeżeli podstawienie wartości nadanych 
na x,y,z,... sprowadziło do zera wszystkie pochodne 
rzędu drugiego i trzeciego, to będziemy mieli d2u = 0 , 
(P u = 0, należy więc uciec się do pierwszćj z różniczek 
d4u,dsu,... która nie będzie równą zeru. Jeśli ta różni
czka była rzędu nieparzystego, to nie będzie ani maxi- 
mum, ani minimum; jeśli ona była rzędu parzystego lub 
kształtu:

n =  tfx”-  +  * * . + ....
dx2m dy2m

, 2m d!vlu r , t , „ . s. . . .- f  - -  — —-  dx*m—1 dy4 - ......... (14),
1 dx*'"—l dy J 1 v '

to może być, albo:
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że wspomniona różniczka zachowa stale ten sam 
znak, podczas tego, gdy zmieniać będziemy dic,dy,dz,... 
nie znikając nigdy]

lub też zniknie przy pewnych icartościach na dx, 
dy,dz,... i  przyjmie ten sam znak w każdym razie, gdy 
ona przestanie być zerem\

lub będzie już dodatną, już ujemną.
W artość na u będzie zawsze maximum lub minimum 

w pierwszym razie, czasem w drugim, nigdy w trzecim. 
Nadto aby wiedzieć w drugim razie, czy jest maximum, 
czy minimum, potrzeba dla każdego układu wartości 
na dx,dy,dzr .. sprawdzających równanie d-m — 0, szukać 
pomiędzy różniczkami rzędu wyższego od 2m takiej, 
która pierwsza nie staje się zerem, następnie uważać, 
czy ta różniczka jest zawsze rzędu parzystego i opa
trzona tym samym znakiem, co wartości na d-"lu ró
żniące się od zera.

W ażną jest rzeczą uważać, że gdy wartość na dimu 
dana przez wzór (14) jest funkcją całkowitą, a tem sa
mem ciągłą względem ilości dx,dy,dz,... to nie będzie 
mogła przejść z dodatnej na ujemną, gdy te ilości zmie
niając się, nie staną się w tym czasie równemi z,eru. 
Uważajmy nadto, że gdy ilość u była funkcją nierozwi- 
niętą zmiennych x,y,z,..., lub jeżeli jakiekolwiek z tych 
zmiennych stały się funkcjami nierozwiniętemi wszystkich 
innych, to każda z ilości du^^u^u,... oznaczy się za 
pomocą jednego lub wielu równaii różniczkowych w fun
kcji różniczek zmiennych niezależnych.

76. Przykłady. 1. Dajmy, że
u = A x 2+ 2 B x y + C y 2+ 2 D x + 2 E y ± F ........(15).

Funkcja u i jej różniczki pierwszego i drugiego rzędu, t.j.
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duz=.2(Ax-\-By-\-D)dx-\-2(Bx-\-Cy-\-E)dy....... (16) 
dht= 2[A dx2+ 2B .d x .d y+ C d y2] .......(17)

pozostaną ciągłemi przy wartościach jakichkolwiek 
skończonych na x,y,... Nadto ponieważ d2u. będzie ilo
ścią stałą; to d3uld4u/... znikną.

Z równania zaś (16) mamy:
A x+ B y+ D = zO , B x -y C y - \-E -0 ........(18)

zkąd
. BE—CD . BD— AE  

-...................................................................A .c—B 2 AC—B2 ............ '
Z równania znów (17), mamy dodając i odejmując,

B2 , ,  , ,  B 2

R  2
T * * '

2 / 1 \2»
...........(20).

d2u— |  A dx2-\-2Rdxdy-\- —  dy2-\-Cdy2— — dy2

~ 2 A  |<tea+ 2 ~  d x d y + Ł d y 2Ą- ~ d y 2-  ~  dy*j, 

zkąd

d * u = U  | l i x +  IL d u j-H A C -B * )  ( - i  dy

Ten kształt bierzemy, gdy stała A nie jest zerem. 
W tein to przypuszczeniu widoczną jest rzeczą, ze fun
kcja (15) przedstawi maximum lub minimum, gdy mamy

AC—B 2>  0 ....... (2 1 ),
t. j. minimum w razie, gdy będzie:

/1 > 0 , AC—fi2> 0 ....... (22),
a  zaś maximum, gdy

A c 0, AC—B 2> 0 ....... (23).
I tak, równania (19) dadzą w obu razach wartości 

skończone i oznaczone na x i y\ nadto, wyrażenie (20) 
pozostanie dodatne w pierwszym, ujemne w drugim 
przypadku, przy jakichkolwiek wartościach na dx,dy,ds,... 
W arunek (21) istnieje tylko wtedy, gdy /I nie jest zerem.



Dajmy teraz, że stałe A,B,C, sprawdzają warunek
AC—B 2< 0 ....... ( 2 4 )

który przy -4=0, daje
— £ 2<  o,

czyli
£ 2>  0. (25)

Równania (19) dadzą jeszcze wartości skończone na 
x i y. Lecz wyrażenie (17) lub (20) zmieni znak wtedy, 
gdy zmieni się wartość różniczek dx,dy. I tak, gdy 
mamy:

4 = 0 ,  £ 2> 0 ....... (26),
to wyrażenie (17) sprowadzone do iloczynu: 

2(2BdxĄ-Cdy)dy....... (27),
zmieni znak wraz z dx, skoro dy bardzo mało różni się 
od zera; i jeżeli mamy:

/ 1 2 > 0 ,  A C — B 2<z0,....... ( 2 8 ) ,

to wyrażenie (20) przyjmie dwie wartości ze znakami 
przeciwnemi, gdy następnie po sobie przyjmować bę
dziemy:

d x - \ - ~ d y = 0, dyl> 0 ....... (29)

c f y j 2 > 0 ,  c f y > 0 .................... ( 3 0 ) .

Wynika z tych uwag, że skoro warunek (24) jest 
wypełniony, to funkcja (15) nie będzie przedstawiać już 
ani maximum ani minimum.

Uważajmy teraz, żesta leA,B,C, sprawdzają warunek 
AC—B l= 0 ....... (31).

Jeżeli nie mamy jednocześnie 
B E - C D - O i  i ,,
A E -B D —0 i (

to jedno z równań (19) wyda wartość nieskończoną na
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x lub na y , a  funkcja (15) nie przedstawi już ani maxi- 
mura, ani minimum. Przeciwnie, jeżeli warunki (31) i (32) 
są wypełnione, to potrzeba odróżnić przypadek, gdzie 
bedzie:

£ 2>  0 .......(33)
od tego, kiedy mamy:

B2= 0 ....... (34).
W pierwszym razie wzory (31) i (33) dadzą:

/1C >0, 4 2C2> 0 ....... (35),
ztad

^12> 0 ,  C2> 0 ....... (36),
a  z równania (31) i (32) wyprowadzi się:

C = f , E = Ł d ....... (37),

a  następnie z równania (15)

u—A ^  —  y  ̂ - \ - W [ x Ą - ~ y ^ - \ - F ....... (38),

lub co na jedno wychodzi
_ , /  , B  . Z)\2 AF—D2 /qq\

r + T ^ + T ) + — a — ....... (39)-
Przy takiem przypuszczeniu, wszystkie wartości na 

x  i y sprawdzające wzór:

X + T y + T = 0 ....................

wydadzą wartości na funkcję u równe pomiędzy sobą 
i równe stosunkowi

AF—Z)2 
A ’

a z których każda może być uważaną, jako minimum, 
gdy /1> 0 , lub jako maximum, gdy <4c0.

Skoro warunek (34) będzie sprawdzony w tym sa
mym czasie, co warunki (31) i (32) to trzy iloczyny 

AG, AE, CD
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znikną, a  ztąd koniecznie będzie, albo:
4 = 0 ,  B = 0 , C =  0 ....... (41),
uzzz2Dx-\-2Ey-\-F.......(42),

lub
A—0, B—0, D = 0 .......(48).
u = C y * + 2 E y + F ... . .(U ) ,

lub też:
B=zO,'C=zO, E — 0 ....... (45)
u = A x 2+ 2 D x + F ....... (46).

Lecz jasną jest rzeczą, że funkcja u oznaczona przez 
równanie (42), nie przedstawia ani maximum, ani mini
mum, wtedy, gdy funkcje (44) i 46) przedstawiają, pier
wsza nieskończoną liczbę maximów lub minimów ró 

wnych — ^  i odpowiednich wartości skończonej
O

na y, a  jakimkolwiek wartościom na x ,  druga nieskoń-
__2)2

czoną liczbę maximów lub minimów równych----- —-----

i odpowiednich wartości skończonej na x, zaś jakimkol
wiek wartościom na y.

2. Niech teraz daną funkcją będzie: 
u—(cy— bz-\-l)2jr (az— cx-\-m)2-\-(bx— ay-\-n)'Ł (47) 

z których trzy pierwsze różnią się od zera, 
są ilościami stałemi.

Równania (10) dadzą:
cy— bx-\-l__az—cx-\-m ___b x -a y-\-n

a b c
Potem każdemu z układów wartości na x,y,z, spra

wdzających równanie (48) odpowiadać będą wartości 
dodatne na d2u} równe tym, jakie oznacza wzór: 

d 2u= (cdy—bdz) 2-}-(adz—cdx) 2-\-(bdx—ady) 2.... (4 9).
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Zatśm wartości odpowiednie na u, które będą wszy
stkie równe pomiędzy sobą i równe stosunkowi

.....................< 6 0 >

mogą być uważane, jako przedstawiające każda mini
mum funkcji danój.
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KOZDZIAŁ XII.
R o z w in ię c ie  fu n k c ji  w ie lu  zm ien n ych . H o zcią gn ie-  

n ie  w zoru T a y lo r a  do ta k ic li fu n kcji*

77. Niechaj
/ ( w , - ) ....... (i)

będzie funkcją wielu zmiennych niezależnych x,y,z.... 
i uczyńmy jak poprzednio (Nr. 68)

F(a)=f(x-\-adx,y-)r ady,z-\-adz,...).... (2)
wtedy z wzoru (-4) (Nr. 46) otrzymamy:

F(a) = m +  Ą- m + F" ( ° ) + .......

- • + o ^ z i ) ^ - , > ( 0 ) + r £ s ^ W ' ....................w -

gdzie O mniejsze od 1,
F{a),F'{<*),F\a)....... P(")(a)........ (4)

są funkcjami x,y,z,... i «, zawierającemi same ilości 
zmienne

x-\-adx,y-\-ttdy,z-\-adzt ........(5)
i sprowadzającemi się przy ccrrrO do
F{p)—U ,F {0 )= du ,F \0 )= d H ,.....F(»)(0) =  d,lu ....... (6).



/

Aby więc wyprowadzić z różniczki zupełnćj d"u 
wartości na F(n\cć) i na F(n)(9u), potrzeba wstawić w tę 
różniczkę zamiast zmiennych x,y,z,... wyrażenia (5) lub 
następne:

x-\-Gadx,y-\-0adylz-\-Qctdzl ....... (7).
Jeżeli dla skrócenia oznaczymy przez Dn tak otrzy

maną wartość na F(n\Bu), to równanie (3) w połącze
niu z (2) i (6) da:

2
f(x-{-ccdxly-sr ccdt/lz-\-ccdz...)—U-\- —  du-\- d2u-\-.......

nn—1 „ „m
d * - 'u +  ---- Dn ........ (8).
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1.2...(n—1) 1.2. ..n
Jeżeli zatćm nadamy na zmienne x,y,z,... przyrostki:

l \ x —cidx,^sy—C(dyf/S z—adz,...... (9)
to przyrostek odpowiedni funkcji

t. j.
£ \u= f{xĄ -adx,yJr<xdylz-\-udzl ....... )—f(x,y.z....)—

—f[x-\-cedx,y-\-c(dy)z-\-cedz...)—u ....... (10),
może być rozwinięty podług potęg wzrastających « za 
pomocą wzoru:

/ \u = .  ~  dti-\- -^—d2u-\-.....
1 ' 1 . 2  1

' ....... ( 11).' 1.2...{n— 1) ' 1 .2 .. .n
Jeżeli przyjmiemy n ~  1, wtedy czyniąc

' ^ = x ( x , } (12),

du ,  ' v .
11. d.



znajdzie się
du=<p{x ,y,z,...)dx+x{xly lzr ..)dy-\-tp (x ,y ,z ,...)d z-\-\iA .{n ), 
zaś dwa wzory (8) i (11) dadzą:

f(x-\-ccdxly - \ -adylz-{-udz,...)=u-\-<xDl ....... (14),  
A u — ccDl ........ (15).

D l jest wielomian, na który zamienia się druga 
strona równania (13) gdy za x,y,z,... wstawiamy 

x-\-9ccdxly-\-9ctdy,z-\-9ccdz,....
Skoro we wzorze (8) iloczyn

r/Tl
S ----- D n ........ (16),
1 .2  ...n K h

maleje nieoznaczenie przy wartościach wzrastających 
na n, to gdy przypuścimy 71— 0 0 , to wyprowadzi się 
z tego wzoru

f (x - \-a d x ,y -\-a d y lz-\-udz,...) 

= u - \~  ~  duĄ-  (17).

Uważajmy teraz, ze a = l ,  to przyrostki A®,A?/,Az,... 
zmiennych niezależnych x,y,z,... sprowadzą się do ich 
różniczek dx,dy,dz,... a z wzorów (8) i (11) wyprowa
dzi się

f(xĄ -dx ,y -\-dy ,z-\- dz,.....)  
1 du j d2u 1 1 d»~'u  , D n , 1łA 

+  T T 2 + - - +  1 T 2 ^ -1 ) +  T 2 ^ r  (18)
a du , d 2u , | dn~ 'u  , D n , 1(Vk

A “ =  T  i i  - • +  1X ^ = 0 + 1X ^7. . . . . . ( 1 9 ) -
D,l stanowi rózniczkę zupełną d'‘u, gdy zamiast 

x,y,z,... wstawimy x -\-9 d x ly-\-9dy,z-\-9dz,...
Jeżeli n— 1, to

f(jx-\-dx ,y-\-dy,z-\-dz, 
f (x ,y lz ,...)Jr <Ą x-\-9dx,y-\-9dy,z-\-edzl...)dx-\- 

{x-\r 9d x ,y -\-ed y>z-\-9dzl...)dxy-\-^{xĄ-Gdxlxj-\-9dy, 
z-\-9dzy ..)dz.
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Skoro Dn pi'zy wartościach wzrastających na n przy
bliża się nieoznaczenie do zera, to wzory (18) i (19) za
mienią się na:

/ ( ® - | - d a ; /y + d y , * - J - & , . - ) = t t + ^ - f  t f - . + . . . ( 2 1 ) ,

+  ......(22).
1 1 . 2 1 . 2 . 3  ~  v '

Równanie (21) i to, które z niego się wyprowadza, 
służą do rozciągnięcia twierdzenia Taylora i Maclau- 
rina do funkcji wielu zmiennych, gdy za x,y,z,... w sta
wimy zero, a za dx,dyldz,..., zmienne x,y,z,...
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Z A S T O S O W A N I A

JEOMETRYCZNE RACHUNKU RÓŻNICZKOWEGO.

ROZDZIAŁ I.
Ilów n an in  stycznwj i  n orm aln ej. D łu g o ś c i lin ji  pod- 

Ntycznćj, podnorm alnej i  t. p. O  w y p u k ło ści  

I w k lę s ło ś c i k rzyw ych .

Równania stycznćj i normalnćj.

78. Niech f(x ,y )—0 będzie równaniem krzywej pła
skiej AMM  (fig. IG), i niech x  i y będą współrzędnemi 
jakiegokolwiek punktu M  na tój krzywej. Przypuściwszy, 
że one są prostopadłe, to jeżeli M T  jest styczną w pun
kcie M  wtedy będzie:

tang M T X - g r a n . ^ | r r

oznaczywszy więc przez X  i Y  współrzędne zmienne 
jakiegokolwiek punktu stycznej, to równaniem tćj pro
stej będzie:



Jeżeli zamiast podstawimy jego wartość wypro-
(liTs

wadzoną z równania krzywej, to równanie stycznej sta
nie się

Y - y = — - J ^ ~ ( X - x ) ,
dA x 'y)

dy
lub

x ) + W p i l { Y — y ) = 0 ....... (1).
(XX /

79. Równanie stycznej zachowuje ten sam kształt, 
gdy osie są pochyłe. I tak, jeżeli x  i y są. współrzędnemi 
punktu styczności M  (fig. 17), stycznój MT  do krzywej 
AMM \ to równanie tej stycznej będzie kształtu 

_ Y—y —a { X—x).
Lecz równaniem siecznej M'MS jest 

Y—y = a \ X —x), 
gdzie a jest granicą a', wtedy gdy punkt M" schodzi się 
z punktem M.

Poprowadźmy MP  i M 'F  równoległe od OY  i MQ 
równoległa od OX, a będzie

* £ = « ■ .MQ
Lecz

M‘Q—A j/, M Q zz/\x ,
wiec

- A  y a — ±=^L.
/ \x

Ztąd wynika, że
A y  _ ___ dy




