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PRZEDMOWA

Lat tem u trzydzieści powziąłem zam iar ułożenia w polskim języku dzieła Geoinetryi 

Analitycznej. Oddając się wykładowi m atem atyki we Francyi, m iałem  sposobność g ru n 

townie poznać bogaty dział naukowej literatury  francuzkiej, traktujący o Analizie K arte- 

zyańskiej, wówczas już stojącej na wysokim stopniu rozwoju i udoskonalenia. Chęć stania 

się użytecznym dodawała mi bodźca do pracy, zamiłowanie przedm iotu budziło we m nie 

otuchę że zadaniu tem u podołam , a obietnica uczyniona mi przez A lexandraP r z e z d z ie c k ie g o  

ogłoszenia drukiem  mych rękopismów dodawała zachęty do dziesięcioletnich studjów w tym  

kierunku.

Niemożność m ateryalna urzeczywistnienie mego zam iaru aż do dziś odroczyła. Dzięki 

zachęcie i pomocy udzielonej mi przez gorliwego nauk pro tek tora, Hr. Jana  D z ia ł y ń s k ie g o , 

oddawna powzięty zam iar obecnie choć częściowo doprowadzam do sku tku , tom pierwszy 

Geometryi A nalitycznej pod sąd uczonej publiczności naszej i na użytek uczącej się m ło

dzieży polskiej oddając.

Pewien że i nadął środki nieodzowne do wydania następnych tomów odmówione mi nie 

będą, cioszę się nadzieją że siły fizyczne nie opuszczą mię przed ukończeniem  tej pracy i że 

niezadługo tom drugi a wreszcie i po pewnej przerwie czasu tom trzeci ogłosić drukiem  

będę w stanie.

Dzieło niniejsze będzie w trzech tom ach.

Pierwszy tom obejmu je część pierwszą Geometryi płaskiej.

Drugi tom zawierać będzie część drugą Geometryi płaskiej i Geometryą w przestrzeni, 

czyli Geometryą o trzech wym iarach.

Tom trzeci obejm ie krzywe płaskie i pow ierzchnie wyższego rzędu.

Podany poniżej spis rozdziałów dwóch części obejmujących Geometryą płaską pojaśni 

czytelnika z treścią niniejszego i połowy następnego tom u Zasad Geometryi A n a lityczn e j.



PR ZED M O W A .

Pomieszczony na wstępie do niniejszego tom u « I!ys historyczny początku i rozwoju 

Geometryi Analitycznej, » który zawdzięczamy pracyjednego z m łodych naszych inżynierów 

z Paryzkiej Szkoły Dróg i Mostów, uwalnia nas od trudnego zadania, mającego na celu 

zapoznanie czytelnika niniejszego dzieła z przeszłością nauki, k tórą ono 1 raki u j e ; wyka

zanie stanowiska Geometryi Analitycznej wobec innych m etod geometrycznych i podanie 

obrazu dzisiejszego rozwoju Lej gałęzi wiedzy. Za utw ór ten , osnuty z talentem  na podstawie 

najpoważniejszych naukowych źródeł, składając tu  publiczną podziękę bezim iennemu 

autorowi takowego, przedstawim y tylko kilka słów tyczących się naszego dzieła i metody 

w niem  przyjętej.

Zbytecznem byłoby Lu powtarzać to co powiedziałem na wstępie do W ykładu zupełnego 

Algebry, ogłoszonego drukiem  przed czterm a laty, w przedm iocie myśli przewodniczącej 

mi w układzie dzieła. Jak  wtedy tak i teraz nic m iałem  i nie mogłem mieć za zadanie być 

oryginalnym, bo w dzisiejszym stanie nauki jestto  chcieć rzeczy niepodobnej, a może nawet 

szkodliwej. Jeśli więc uczona publiczność nasza dopatrzy się w pracy mej jakiejkolwiek 

zalety, to niech ją  przypisze szkole francuzkiej, której wszystko zawdzięczam w tej m ierze i 

najnowszym znakomitym autorom  dzieł francuzkich i angielskich o Analizie kartezyańskiej 

trak tu jących , których płody-skrzętnem u osobistem u ocenieniu poddane stosownie wybrać 

i przyswoić naszej literaturze było mojem zadaniem . Jeśli wybór mój będzie przez krytykę 

naukow ą uznany za stosowny i dzisiejszemu stanowisku nauki odpowiedni pod względem 

treści i metody, to myśl sam a żem młodzieży naszej pracą mą się przysłużył będzie wysoką 

dla m nie nagrodą.

W  wyborze m etody z pomiędzy licznych m etod w  wykładach Geometryi Analitycznej 

przyjętych powodowałem się myślą przeciwną rozpowszechniającem u się przekonaniu, że 

nauki ścisłe a szczególniej kartezyańska Analiza winny być wykładane przeważnie a nawet 

wyłącziiie dla ich użyteczności praktycznej. Dążność ta prowadzi do zastąpienia głębokich 

studjów teoretycznych, urywkam i naukowych teoryi, których zbiór m a na celu wyłącznic 

zastosowania praktyczne. Uważając tę dążność za szkodliw ą dla rozwoju nauk ścisłych 

w kraju  naszym, starałem  się wybrać m etodę odpowiadającą o ile można nietylko celowi 

praktycznego nauk i zastosowania', ale zarazem pozwalającą m łodem u czytelnikowi jeśli me 

poznać, to przynajm niej spostrzedz cały ogrom horyzontu nauk i, przedm iotem  niniejszego 

dzieła będącej.
Dzieło niniejsze zawiera obok przedmiotów objętych program am i examinowyrni do 

francuzkich szkół specjalnych, części dodatkowe trak tu jące o spólrzędnych jednorodnych,



PR ZED M O W A .

Irzylinijnijch  i shjczncczkowi/ch. W obec bowiem wysokiego rozwoju Geometryi nowo

czesnej, wywołanego pracam i Chusles’a, S te in a '’u, Poncelet u i innych znakomitych 

Geometrów, Geometrya Analityczna nic posiłkująca się tymi układam i spółrzędnych jes t 

niezupełną a nawet bezwładną, jeśli chodzi o tłum aczenie nowych doniosłych zasad przez 

pana C lm les’a do Geometryi czystej wprowadzonych.

Za podstawę dzieła przyjąwszy układ spółrzędnych Descartes'a, rozwinęliśmy szczegółowo 

wszystkie teorye wymagane na examinach do szkół publicznych.—  Roztrząsania stanowiące 

najważniejszą część Analizy rozwinęliśmy ja k  m ożna najobszerniej stosunkowo do ram  

niniejszego dzieła.

Części traktu jące o spółrzędnych trzylinijnych i styczneczkowych podane są ogólnikowo, 

niekiedy bez dyskussyi; wszystkie wszakże ważniejsze wzory są w nich wskazane i dowie

dzione. Uważaliśmy tę część dzieła niniejszego jako  uzupełniającą i dodatkow ą, a przezna

czoną głownie d la tych czytelników, którzy b rak  szczegółów z łatwością własną zastąpią nauką.

Dla p o c z ą tk u ją c y c h  ogólnie podane wiadomości o nowych układach spółrzędnych mogą 

siać się podnietą do obszerniejszych studjów, przedm iotem  korzystnie zaciekawiającym, a 

jednak  dostatecznie rozwiniętym w tem  dziele, aby wzbogacić ich zasoby naukowe do roz

wiązywania zadań i rozwidnić ich poglądy na Geometryą.

Dla zachowania jednolitości wykładu i jaśniejszego wykazania znaczenia i użyteczności 

względnej każdego z układów spółrzędnych, nie odłączyliśmy nowych spółrzędnych i nic- 

zawarli teoryi za dodatkowe uważanych w osobnym dziale lub części dzieła. Przyjąwszy 

spółrzędne kartezyańskie za układ podstawowy, po każdem szczegółowem przedstaw ieniu 

kwestyi w tym układzie, podaliśmy odpowiedne przedmiotowi określenia innych spół

rzędnych i wzory uwidaczniające prawa przekształcenia różnych układów. Tym sposobem  

łatwo jest porównać znaczenie każdego z układów  w stosunku do innych spółrzędnych i do 
przedm iotu rozbieranego.

Znana dziś, urobiona i rozpowszechniająca się obecnie teorya wyznaczników, posłużyła 

do użycia algorytmicznego znakowania, wygodnego w wielu razach, a nie przedstawiającego 

żadnych trudności dla posiadających choćby tylko najogólniejsze e lem entarne  wiadomości 

w tym względzie.J  O  o

W  przedm iocie krzywych i powierzchni wyższego rzędu w dziele niniejszem wskazano 

zaledwie kilka własności ogólnych, wynikających wprost z wzorów wyprowadzonych. Mamy 

nadzieję brak  ten w tom ie osta tn im  usunąć.

Byłoby wiele do dodania, mnóstwo braków  do zapełnienia i teoryi do rozwinięcia, gdyby



to dzieło miało być zupełnvm wykładem Analitycznej Geometryi. Jako podręcznik poda

jący podstawowe wzory tej nauki i dostateczne pojęcie o jej bogatych zasobach sądzimy że 

ono może być użytecznem .

Kończąc niniejszą przedmowę, niech mi wolno będzie dołączyć wyrazy mej wdzięczności 

dla H r. Jana  D z i a r s k i e g o , którego zachęcie i pomocy winienem możność napisania i 

wydania tego dzieła.

Liczba dzieł m atem atycznych polskich, wydanych w ciągu lat kilku kosztem tego dostoj

nego nauk  pro tek tora jes t dla m nie rękojm ią, że głos mej wdzięczności znajdzie echo 

w sercach tych wszystkich, d la których dobro publiczne nie je s t obojętnem .

P isa łem  w P a ry żu  d n ia  7 czerw ca 1877 ro k u .

PR Z E D M O W A .

A d o l f  SĄGAJŁO.



S P I S  R O Z D Z I A Ł Ó W

TOM PIERW SZY

KSIĘGA I. —  LINIA PROSTA I PUNKT.

R o z d z i a ł  I. L inia p rosta .
R o z d z i a ł  II. Spólrzędne trzylinijne jakiegokolw iek p u n k tu .
R o z d z i a ł  I M .  P u n k t .

R o z d z i a ł  IV. Spółrzędne trzy lin ijne jakiejkolw iek p ro ste j.
R ozd zia ł  Y. P rzekształcenie figur.

KSIĘGA II. —  KOLO.

R o z d zia ł  I. Koło (spółrzędne kartezyańskie).
R o zd zia ł  II. Koło (spótrzędne trzylinijne).
R o z d z i a ł  III. Koło (rów nania styczneczkowe).

KSJĘGA III. — UPROSZCZENIE RÓWNAŃ DRUGIEGO STOPNIA.

R o z d zia ł  I. Klassyfikacya krzyw ych drugiego rzędu .
R ozd zia ł  II. Klassyfikacya krzywych drugiej klassy.

KSIĘGA IV. —  WIADOMOŚCI OGÓLNE O KRZYWYCH.

R o zd zia ł  I. Styczne.
R o zd zia ł  II. B iegunow e.
R o z d zia ł  III. P unk ta  i styczne w ielokro tne.
K o z d z i a ł  IV. P u n k ta  w nieskończoności.
R o zdział  v . Teorya środków .
R ozd zia ł  VI. Teorya średn ic .
R ozdział VII. Jednokładność.
R ozd zia ł  VIII. Tw ierdzenia ogólne.
R ozdział IX . Poszukiw anie rów nań  w ielu krzywych określonych  geom etrycznie.

1° E lipsa, hyperbo la , parabola.
II0 O pisanie organiczne krzyw ych.

111° Cyssoida D iokles’a.
IV0 K onchoida N ikom eda.
V° Ślim ak P ascal’a albo konchoida kołow a.

VI0 Owale D escartes’a.
VII0 Naszyjnik kola ( Podaire du  cercie).

VIII0 S trofoida albo logocyklika.



S P IS  R O Z D Z IA Ł Ó W .

IX0 Owale Cassini’ego.
X° U ogóln ien ie krzyw ych poprzedzających.

XIU Chrabąszcz (Scarabee).
X II0 K onchoidy w  ogólności.
XIII0 Rozw inięte.

XIV0 Cykloida.
XY° E p icyk lo idy ; ró w n a n ia , w łasności.

XVI0 Liczne i dobrane Ć w iczenia:

1° K rzyw e do w ykreślenia.
2° T w ierdzenia do dow odzenia.

ro. i i  m t i 'G i

obejmie DRUG4 CZĘŚĆ-(to jest dalszy ciąg i koniec Geometryi płaskiej).

KSIĘGA I. —  BADANIA SZCZEGÓLNE KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU.

R ozd zia ł  I. Ogniska.
R ozd zia ł  II. S tyczne i no rm alne.
R ozdział  III. Ś rednice .
R o zd zia ł  IV. A ssym ptoty.
R o z d zia ł  V. Pow ierzchnie.
R o zd zia ł  VI. Cięciwy w spólne, styczne w spólne.
R ozdział  VII. D ow odzenie w ielu w łasności ogólnych.
R ozd zia ł  VIII. W ykreślen ie geom etryęzne krzyw ych drugiego  rzędu .
R o zd zia ł  IX. Sekcye stożka i w alca.

Ćwiczenia.

KSIĘGA II.

R o z d z ia ł  I. S pó łrzędne b iegunow e.
R o z d zia ł  II. W ykreślen ie pierw iastków .
R ozd zia ł  III. W iadom ości ogólne o b iegunow ych w zajem nych.
R ozdział  IV. W iadom ości ogólne o przekształceniu  przez p rom ien ie  w odzące odw rotne.

M iejsca geometryczne. Zagadnienia.

Spis rozdziałów  G eom etryi o trzech w ym iarach podany  będzie w  tom ie d rug im , w raz z ogólnym  
spisem  przedm iotów  m ających w ejść do tom u trzeciego.



DZIEŁA I PUBLIK AC YE POMOCNICZE

Ch a sl e s , Membre de l’lnstitut. — Aperęu historiquc sur 1’origine et le developpement des Methodes en Geometrie, 
particulierement de celles qui se rapportent a la Geometrie moderne, suim d’un Memoire dc Geometrie sur 
les deux principes generaux de la science, la Dualite et I’Homographie. 2C edition, conforrae a la premiere. 
Un volume in-4 de 850 pages, 1875.

Ciia sl e s . — Traite de sections coniques, faisant suite au Traite de Geometrie śuperieure. Premiere partie, in-8, 
avec 5 planches, 1865.

C r e m o n a  (L.), Directeurde l’Ecole d’application des Ingśnieurs, a Home. — Elements de Geometrie projective, 
traduits par Ed. Dewulf, chef de bataillon du Genie. Un volume in-8, 1875.

P o n c e l e t , Membre de 1’lnstitut. — Traite des proprietes projectives des figures. 2C edition, 1865-18G6, 2 volumes 
in-4.

R ouche (E.) et de  Comberodsse (Ch.). — Traite de Geometrie elementaire, conforme aux Programmes ofliciels, 
renfermant un tres-grand nombre d’exercices et plusieurs Appendices consacres a l’exposition des Principales 
Methodes dc la Geometrie moderne. 3° edition, revue et notablement augmentee, in-8, avec 611 figures dans le 
texte et 1085 Questions proposees, 1873-1874.

B o u r d o n .  — Application de VAlgebre a la Geometrie, comprenant la Geometrie analytique a deux et a t r o i s  
dim ensions. 7e edition, revue et annotee par M. Darboux. In-8, avec planches, 1872. (Adopte par l’Universite.)

Ca r n o y , Professeur a l’Universite de Louvain. — Cours de Geometrie analytique. 2 volumes grand in-8, avec 
figures dans le texte.

D elisle et Gerono . —  Geometrie analytique. In-8, avec planches, 185i .
Lefebure  de F ourcy. — Leęons de Geometrie analytique. 9 e ed ition , 1871.

E. J. Boquel. — Leęons nouvelles de Geometrie analytique. 2  vo lu m es grand in-8 lith o g ra p h ies , avec nom breuses  
ligures dans le  texte .

Ir0 Partie. — Geometrie piane; 1872.
11“ Partie. — Geometrie de 1’espace ; 1871.

Painvin (L .). — Principes de Geometrie analytique. 2  volum es grand in - i  lith o g ra p h ies , de p lu s d e  80D p a g es  
chacun , avec nom breuses figures dans le  texte .

Ire Partie. — Geometrie piane; 1866.
11° Partie. — Geometrie de 1’espace ; 1871.

P oncelet. — Application d'Analyse et de Geometrie qui ont servi de principal fondcment au Traite des Pro- 
p t ićtdi jirojectives des figures. 2 forts v o lu m es in-8. avec figures dans le  texte ; 1862-1861.

Salmon. — A treatise on Conic Sections. London, 1863.
Salmon. — A treatise on the Analytique Geometry o f three dimensions. Dublin, 1865.
Salmon. — Treatise on the higher plane curves.

B riot (Ch.) el Bouquet. — Theorie des fonctions elliptiques. 2° edition, in-4, 1875.

F r e n e t . — Recueil d’cxercices sur le calcul infinitesimal. 3 ° ed ition , in -8 , avec ligu res dans le  tex te ;  1873 .

Lonchampt (A.). — Recueil des principaux Problemes poses dans les examens pour I’Ecole poly technique et pour 
I'Ecole centrale des A rts et Manufactures, ainsi que dans les conferences des Ecoles preparatoires les plus 
importantes. Enonces et solutions. 100 figures lith o g r ., grand in -8 , 1865.

Nouvelles Annales de Mathematique, journal des Gandidats aux Ecoles polytechnique et normale, redige par 
M. Gero n o , professeur de Mathematiques, et M. Ch. Brisse , Repetiteur a I’Ecole polytechnique, agrege de 
l’Universite. (Publication fondee en 1842.)
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G E O M E T R Y I  A N A L I T Y C Z N E J

Ś r o d e k  s ie d e m n a s t e g o  s t u le c ia  s łu s z n ie  m o ż e  b y ć  u w a ż a n y m  z a  j e d n ę  z n a j ś w ie t n ie j s z y c h  e p o k  p o d  

w z g lę d e m  p r a c  i o d k r y ć  w  d z ie d z in ie  G e o m e tr y i .

R ozw idniony horyzont odrodzen ia nauk  blask iem  g ieniuszów  : Viete’a, now oczesnego tw órcy 

A lgebry i K epler’a, ojca now ożytnej A stronom ii, zajaśniał naraz w ielu  im ionam i m ężów , k tórzy 

w ytknęli now e drogi postępow i w iedzy.

Do licznego zastępu G eom etrów , okalających  w  te j epoce kolebkę nauk i, k tórej pobieżny rys roz

w oju podać zam ierzam y, należ§ :

F e r m a t  (1590-1663), tw órca  dzieła « De m axim is et m in im is, » w k tórym  poraź p ierw szy w p ro 

w adza n ieskończoność w  rach u n ek , ja k  Kepler w prow adził ją  do G eom etryi. U w ażanym  011 być 

m oże za pierw szego w ynalazcę rac h u n k u  różniczkow ego. D ’Alem bert pow iada , że « Ferm at’owi należy  

» się pierwsze zastosowanie rachunku do ilości różniczkowych , » a l i  u ff  on przyznaje jego m etodzie, że 

« byłaby ona rachunkiem różniczkow ym , gdyby Ferm at by ł j ą  uogólnił. »

D usargues (1593-1662), fundato r now ożytnej G eom etryi, k tórego  sław ny Poncelet m ianuje być 
« Monge cni siedemnastego wieku. »

liAYAUERi (1598-1647), tw ó r c a  Geometryi N iepodzielnych  (1), k tó r a  p rzez  p ó ł  w ie k u  z d o ła ła  b r a k  

ca łk ow ego  rachunku zastąpić.

Koberyal (1602-1673), autor Traktatu o niepodzielnych , sław ny G eom etra, k tó ry  w spółcześnie z F er

mat! cm i Descartes'em rozw iązał w ielkie zadanie Stycznych  do lin ii krzyw ych .

P a s c a l  (1623-1662), n ieśm ierte lny  jak o  filozof, a jako  g eom etra , w  badan iach  sw ych na tle m etody  

C aw lieri’ego, będący  spójn ią m iędzy Archimedes’em i Newtonem.

Zastęp ten  powiększyć należy sław nem i im ionam i ja k  : Mydorge, Torricelli, Viviani, Gregory, M er

cator, Schooten, Ceva, H uygens, Sluze  i w ielu  innych.

W  tej to ep o ce , odznaczającej się  taką ob fitośc ią  m ężów  nauki, zajaśniał D e sc a r te ś  ( 1596- 1650),

(1) Geometrie des Indivisibles, 1635.



I I RYS HIST ORYCZNY POCZĄTKU I RO ZWOJU

k tó ry  odkryciem  Geometryi A nalitycznej złam ał zapory tam ujące postęp  wiedzy i rozszerzył jej granice, 

um ożebniaiąc i przyspieszając pojaw ienie się now ych Rachunków Leibnitz'a  (1) i Newton’a.

Geometrya Analityczna  je s t w ięc n au k ą  now oczesny, datu jący  sw e istn ienie od ro k u  1637, w  którym  

wyszło n a  w idok publiczny  pierw sze dzieło Descartes’a, objaw iające now o-pos ta w ioną przezeń 

dok trynę  (2).

Jakkolw iek g ien ja lna  dok tryna  Descartes‘a je s t zapew nie je d n ą  z tych  o k tó rych  w yrzec m ożna 

słow a Montesquieu’go : Prolem  sine matre creatam  (3), byłoby jed n ak że  n iedosta tecznem  rozpoczynać 

rys h istoryczny tak  ważnej nauki od daty  pojaw ienia się dzieła Descartes’a, nie rzuciwszy okiem  na 

g ru n t naukow y, pracy w ieków  urobiony , na k tórym  w ielka ta  dok tryna m ogła tak  sam odzielnie 

i bu jn ie  zakiełkow ać, rozw inąć się i tak  obfite w ydać ow oce.

Słusznem  zapew ne będzie pójść w  tym  względzie za zdaniem , jak ie  P an  L ibri w yrzekł w e w stęp ie 

do sw ego dzieła (Zi), nacechow anego  zadziw iającą en u ly cy ą  i głębokością poglądów .

« Um ysł ludzki, m ów i p an  L ib ri, zdaje się iść po drodze tak  niezbaczalnej, każdy postęp  tak  zda 

» się być z góry  w yznaczonym , że darem nem i byłyby próby  pisania h isto ry i jak iegoś n a ro d u , lub  

» jak iejś nauk i, gdyby tę pracę chciano rozpoczynać od jakiejkolw iek epoki, nie rzuciw szy okiem  na 

» czasy i zdarzenia uprzedn ie . »

Zaznaczając w ięc ty lko na w stęp ie niniejszej pracy  datę  w łaściw ego po jaw ien ia  się G eom etryi 

A nalitycznej i im iona G eom etrów  w spółczesnych pierw szym  objaw om  jej rozw oju , cofniem y się 

w od leg łą przeszłość celem  odszukania śladów  istn ien ia podobnej nauki u Greków i zbadan ia o ile 

poniżej przytoczone zdanie Poncelet’a m oże się do G eom etryi analitycznej zastosow ać.

D ostojny ten  m atem atyk  w  sław nem  sw em  dziele Traite des proprietes projectives des figures

pow iada : « ..........bezw ątp ien ia w iele rezu ltatów  geom etrycznych , k tórym i szczycą się now oży tn i,

» Grecy przeczuli lub  też znali doskonale. »

Sam  w reszcie w iekopom ny Descartes zda się pow oływ ać i zachęcać do badania źródeł naukow ych  

w  starożytności, m ów iąc :

((P rzekonyw am  się, że pew ne zarody p raw d , k tó re  n a tu ra  złożyła w ludzkiej in teliigencyi, a  k tó re  

» p rzy tłum iam y w sobie przez czytanie i słuchan ie  ty lu  rozlicznych błędów , posiadały tyle żyw otności 

» i siły w  tej p rostej i naiw nej starożytności, że ludzie po jaśn ien i tem  św iatłem  rozum u , k tóre im 

j> kazało przekładać cnotę nad  przy jem ności, a to co uczciwe nad to co użyteczne (naw et gdy nie 

» znali przyczyny tego w yboru), stw orzyli sobie praw dziw e ideje i o filozofiii i o m a tem aty ce ; chociaż 

» nie byli jeszcze w  stan ie  nauk  tych do doskonałości posunąć.

u Otóż zda mi się spostrzegać, m ówi D escartes, kilka śladów  tej p raw d z iw e j m atem atyki u Pappus’a 

» i D iophan le’a ..........(5) ».

(1) Pan F o lk ie r s k i  w e w stępie do sw ego R achunku różn iczkow ego  pochodzenie Leibnitza w yw odzi z Polski i na
zywa go L ubienieck im .

(2) Zastosowanie Algebry do teoryi krzywych jest przedm iotem  Geometryi Descartes a, która w yszła w  Leydc 
w  Holandyi, w  roku 1637 , wraz z jego Traktatem o Meteorach i z Dioptry ką.

(3) Słowa, kióre Montesquiec w yrzekł o sw em  dziele : « Esprit des Lois. »
(4) Histoire des Sciences mathematiques en Italie. —  L ib r i.
(5) D e s c a k te s , Regies pour la direction de Vesprit, Zie regle.



Zw racając badania w jak  najodleglejszy przeszłość, nigdzie i w żadnej epoce nie spo tyka się śladów  

istn ienia Geom etryi analitycznej, takiej jak  dziś ją  pow szechnie po jm ujem y. Grecya k tó ra  nam  zosta

w iła w spuściznie n ieocenione zdobycze, poczynione przezeń na po lu  G eom etryi czystej, n ie  może 

poszczycić się bu jnośc ią i odw agą m atem atycznego gieniuszu now ożytnych  G eom etrów , bo jej nie 

dostaw ało  potężnego narzędzia analitycznego, k tórem  Vi'ete nas udarow ał. Mimo jednak  lego braku 

znajom ości nauki (1), k tórej D iophan te  miał być tw órcą, Metoda analityczna  up raw iana przez stal o/.\ t 

nych G eom etrów  i Filozofów je s t zaszczytnym  w ielkości Grecyi p o m n ik iem ; a jakkolw iek  ślady istnienia 

i rozw oju  tej Metody cząstkow o tylko nas doszły, dzięki je d n ak  w iekow ym  usiłow aniom  licznego 

zastępu G eom etrów , zdołano ją  w części od tw orzyć; a badaw czem u ta len tow i i głębokiej erudycyi 

w spółczesnego nam  G eom etry pana C/iasles’a zaw dzięczam y dziś naukow o uzasadnione przypuszczenie, 

że E uklides  był tw órcą Geom etryi A nalitycznej starożytnych i że w n iek tórych  z pism  jego , n ieste ty  

w  oryginale nas nie doszłych (choć w edług  przew idyw ań Castillona  (2) istniejących na w schodzie 

do XII1k° w ieku), spoczyw a zaród w ielkiej doktryny  Descartes’a.

Być może że uprzednio  przytoczone poch lebne zdanie now oczesnego tw órcy  Geom etryi A nalitycznej

0  Pappusie i Diophantes’ie je s t objaw em  nietylko uznania ich zasług, ale też i w yrazem  w dzięczności 

Descartes’a (i la tych dw óch  pisarzów , k tórzy p ierw si o Poryzmach E uklidesa , czyli o G eom etryi 

A n a lity c z n e j  starożytnych pow iadom ili po tom ność .

Przypuszczenie to  zdaw ałoby się być zgodnem  z d u ch em  słów  S alom ona : « N il novi sub sole » ; ale 

gdyby  jednak  naw et tak  być m iało , gdyby pierw sza m yśl postaw ien ia doktryny w spółrzędnych b rała  

sw e na tchn ien ie  i początek  w  geometrycznej analizie  G reków , je s t ona sam a w  sobie tak sam odzielną

1 doniosłą , rozw inięcie jej tak  m etodycznem , tak  zużyteczniającem  naukę Y iete’a, a ideja  na k tórej 

D escartes całą now ą sw ą dok try n ę  u g ru n to w ał je s t tak prostą  a jednak  tak w ielką w swej prostocie, 

że w każdym  razie za dow ód i w zór choćby w zględnej tylko tw órczości ludzkiego um ysłu  uw ażać ją  

należy i z uw ielb ien iem  pow tórzyć raz już zastosow ane do niej słow a : Prolem  sine m atre creatam.

Jakko lw iek  do dziś jeszcze ocenien ie dzieł E uklidesa a szczególniej odgadn ien ie  treśc i, p rzezna

czenia i użytku jego p o ry  zmów  osłania pew na pow łoka n iepew ności, postaram y się do tknąć badań 

przez uczonych G eom etrów  w  tym  k ie runku  poczynionych i posiłku jąc się ich św iatłem  wykazać 

z 'v‘?7.ek istniejący m iędzy A nalizą  geometryczną starożytnych i A nalizą  Descartes’a znaną pod nazwą 
Geometryi mieszanej albo Geometryi A nalitycznej.

G EO M E TRY ! A N A L IT Y C Z N E J.  111

E u k l id e s  na 2 8 5  la t przed C hrystusem  żyjący, uw ażanym  je st za spójnią m iędzy szkołą Platona 

i szkołą A leksandryjską:  a Proclus sław ny filozof z Vs° w ieku  i w ielbiciel m atem atyki, w  kom entarzu

(1) A lgebra .
(2) Ca st ill o n , sław ny geom etra zeszłego stulecia, w ielce obeznany z geom elryą sta ro ży tn y ch  przypuszczał, że  

T ra k ta t o  p o ry zm a c h  istniał na w schodzie jeszcze «  XIII w ieku. X a s s ir -E d d in  w ielki astronom  i geom etra perski 
zdaje się w spom inać w sw ym  kom entarzu o tem  dziele Euklides’a.
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swym  nad pierw szy księgą E uklidesa przyznaje m u w ybitny wyższość nietylko nad w spółczesnym i 

m u pisarzam i ale n aw et nad tak sław nym i poprzednikam i jak Eudoxe  i Thoetete.

Oprócz trzy n a stu  ksiąg Elementów Geometryi k tó re sam e przez się były dostatecznerni aby zapew nie 

E uk lidesow i w ielką u po tom nych  sław ę, pisał on jeszcze in n e  wysokiej w artośc i dzieła, z k tó rych  

je d n o  najm niej w ażne, a doszłe nas, nosi ty tu ł Dane. Z dzieł uległych zagładzie, uczeni badacze szcze

gólniej żałuję : cz terech  ksiąg o Przecięciach konicznych  i trzech ksiąg o Poryzm ach.

O statnie to dzieło n iesłychanie sław ione przez starożytnych pojaśniaczów  pism  Euklidesa, zw raca na 

się przed innem i uw agę szczególniej z tego w zględu, że w niem  to w łaśn ie, jak  to już w spom nieliśm y, 

m ożna dostrzedz śladów  G eom etryi A nalitycznej starożytnych.

W  pojęciu  ogólnem  w yraz Tlopitrua znaczył u G reków  wniosek (co ro lla ire ); ale w  traktacie E u k lid e sa

o poryzm ach m a on m ieć inne i w yłączne znaczenie, k tó rego  jednak  żaden ze starożytnych pisarzów , 

trak tu jących  o tym  p rzedm iocie, dostatecznie określić  nie zdołał.

D iopuant, żyjący w  600 la t po  Euklidesie , uw ażany  przez w ielu badaczów  starożytności, a szcze

gólniej przez Reyiomontanus’a i Scheubel’a za pierw szego wynalazcę A lgebry, był o ile w iadom o p ierw 

szym  p isarzem  starożytności używ ającym  w yrazu poryzm , w  sw ych kwestyach m atematycznych , dla 

oznaczenia zadań tyczących się teoryi liczb, na k tórych  op iera ł sw e dow odzenia stanow iące zapew ne 

dzieło , k tóre ze szkodą d la historyi w iedzy czasów naszych nie doszło.

N ierów nie od  Diophanta  szczegółowszym i pojaśniającym  w kw estyi poryzm ów  je s t P a p p u s , G eom etra 

żyjący w  końcu  IVff° w ieku ery chrześciańskiej. Z grom adził on bow iem  w sw ych Zbiorach matema

tycznych  (1) rozliczne a rozp ierzchnione odkrycia  najsław niejszych m atem atyków  starożytnych, jak  

rów nież m nóstw o ciekaw ych zadań i w niosków , m ających na celu uczynić przystępnem i dla czytelnika 

dzieła g reck ich  G eom etrów .

Jakkolw iek  na Ptolomeuszu (125 rok  naszej ery) zakończył się sław ny perjod  rozw oju  riauk ścisłych 

w  G recy i; jakkolw iek  od tej daty  spo tykać przychodzi tylko au to rów  w yjaśniających dzieła szkoły 

A lexandryjskiej, jednakże P ap p u s, cboć należący do tej epoki naśladow nic tw a, je s t p isarzem  nietylko 

odzw ierciedlającym  w  sw ych u tw orach  dzieła poprzedników ', ale jednocześn ie au to rem , odznaczają

cym się oryginalnością  i siłą tw órczą , nie u stępu jącą  n ieraz doniosłości ta len tów  z w ieków  poprzednich .

Descartes, jak  to już m ieliśm y sposobność w spom nieć, uw ażał Pappus’a za jednego  z najcelniejszych 

m atem atyków  Grecyi.

O gólnikow y naw et przegląd  dzieła tego G eom etry  przechodziłby  bezw ątpienia i nasze szczupłe 

zasoby naukow e i zakres niniejszej p r a c y ; dla tego też zauw ażym y tylko m im ochodem , że 

w Zbiorach matematycznych Pappus’a znajduje się pierw szy przykład k w adra tu ry  pow ierzchni 

k rzyw ej, i ślad posługiw ania się pow ierzchniam i krzyw em i i liniam i o podw ójnej krzyw iźnie, 

celem  w ykreślen ia krzywej p łask ie j; ta  osta tn ia kw estya wchodzi obecnie w  dziedzinę Geom etryi w y- 

kreślnej.
Pappus jest pierwszym twórcą sławnego twierdzenia, które Guldin odkrył dopiero w początku 

siedem nastego stulecia (1577-16 /j3).

( I )  I ’a p p i  A l e x a n d r i a ,  M ath em atica l co llectiones, a F rederico  C om m an din o  in  h t in u m  conversce, e t co m m tn -  
ta r i i s  i llu s tra tc e .  Pisanii, 158 8 , in -fo l., ite m  Bononiae, 1660, in -fo l.



GF.OMETRYI ANAL1TVC7.NF.J. V

G odnem i uwagi są tw ierdzenia zaw arte w Zbiorach matematycznych, a należące do dzisiejsze] teoryi 

poprzecznych; rów nież Lem m y  m ające ścisły związek z teoryą inwolucyi sześciu pu n k tó w , stw orzoną 

przez Desargues’a.
Oprócz wielu drogocennych zadań, tw ierdzeń , w niosków  i pojaśnieri, w s tosunku  do nin iejszej 

pracy najw ięcej godną jest uw agi przedm ow a do  siódm ej księgi Zbiorów m atem atycznych, w której 

Pappus pow iadam ia, że Euklides  ułożył był trak ta t w trzech księgach o Poryzmach.

Dzieło to zdaniem  Pappus’a było g ienjalnem  i niesłychanie użytecznem  do rozw iązyw ania zadań 

trudnych  i zaw ikłanych. P rzyznaje on , że za jego czasów n ieznane rzeczyw istego znaczenia poryzm ów, 

z pow odu że niew ykształceni pojaśniacze takow ych nadw yrężyli je i zaciem nili. Nic pojąwszy bow iem  

doniosłości poryzmów  pozw olili sobie dow odzenia Euklidesa zastąpić n ie jednokro tn ie  w łasnem i ich 

dow odzeniam i.

Pappus w  dziele sw em  przekazał nam  w ysłow ienia trzydziestu zedań należących do poryzm ów , a 

w przedm ow ie wzwyż w spom nianej usiłu je  on w yłtum aczyć jak ie  znaczenie przypisyw ać należy w y

razowi poryzm . P o jaśn ien ia te je d n ak  są tak  n iedosta teczne, zaw ierają w  sobie tyle usterek , że naw et 

lla lley  sław ny znaw ca G eom etryi starożytnych nie w achał się ośw iadczyć, że nic z n ich  nie zrozum iał. 

U trata  figur tyczących dzieła Pappusa  u tru d n ia  o w iele zrozum ienie takow ego.

Z n a c z e n ie  w ięc poryzm ów, w  k tórych  spoczyw a ślad A nalitycznej G eom etryi starożytnych, m im o 

całego ta len tu  Pappusa, dostatecznie przezeń  nie było w yjaśnionem .

Proclus, pisarz z V?° w ieku, już raz w spom niany, i późniejsi now ocześni pojaśniacze tego dzieła 

Eulrfides’a aż do XVIlis" w ieku  nie zdołali P appus’a  w tym  względzie przewyższyć.

Dwphant, Pappus i Proclus byli jedynym i zapew nie m atem atykam i G recyi, przez k tórych  w yraz 

poryzm  był używ anym  w pojęciu  wyższem jak  zw ykłe znaczenie w yrazu wniosek.

Z pom iędzy au torów  z końca szesnastego i początku siedem nastego  w ieku, k tórzy w różnych znacze

niach używ ali w yrazu poryzm , przytoczyć m ożna : Dessona, Dasypodiusza, Vi'ete'a, Nepera, Aleksandra 

Anderson’ a, Bachet’a , S a ville ’a, K ircher’a, Commandin’ a, Schoolen'a i innych.

Szczegółowsze i w yłączne trak taty  o poryzmach Euklides'a  pisane były przez następu jących  m ate- 

m atyków :

G ^ ta ld i  (1), B ulliaud  (2), Renaldini (3), i Fermat (4). W iek p raw ie później Robert Simson  (1687-1768), 

jeden z G eom etrów , który się najw ięcej przyczynił do zgłębienia i rozpow szechnienia G eom etryi 

staroży tnych , w  sw ym  Traite des porismes daje poznać n a tu rę  tych p ropozyc ji, będących do jego  

czasu zagadkam i dla w ielu G eom etrów . Odtworzył on i podał z dow odzeniam i uproszczonem i i uzu- 

pełn ionem i trzydzieści osiem  Lemmów  ze zb iorów  m atem atycznych  Pappusa, i dał następu jącą defi- 

nicyą Poryzm ów  :

« Poryzm  jes tto  zadanie, w k tó rem  zapow iada się m ożność wyznaczenia, albo też wyznacza się 

isto tn ie  pew ne rzeczy, m ające związek wskazany z rzeczami stałem ! i znaneini i z innem i rzeczam i

(1) Dc resolu tione e t co m position s m a th e m a tic a , l ib . V (opus poslhutnum ). Roma;, I 6/1O.
(2 ) E x e rc ita tio n e s  geom etrical tres  : 1“ circa  d em o n stra tio n e s  p er in sc r ip ta s  e t c irc u m sc r ip ta s  f ig u r a s ; II0 t i r c a  

con ica ru m  section u m  quasdam  p r o p o s i t io n s  ; 111° dc P o r ism a tib u s . Parisiis, 1G57.
(3) De reso lu tion e e t com position e m a th e m a tic a , libri duo. Patavli, 16G8.
(Zl) V aria  opera  m a th em a tic a . Tolosae, 1679 .
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zm iennem i do n ieskończoności, k ló re  są skojarzone ze sobą za pom ocy jednego  lub  w ielu  zw iązków  

znanych , podających p raw o zm iany, jak iem u  one podlegają. »

Jak  w idzim y, definicya ta  zostaw ia w iele do życzenia pod w zględem  jasności, a au to r  je j m im o 

całej swej erudycyi w trak tow an iu  zawiłej kwestyi poryzm ów  nie posunął się do dostatecznego n au 

kow ego odgadnienia i w yśw ietlenia dok tryny  w n ich  zaw arte j.W  ślad za S im sone’m , choć z m niejszem  

jak  011 pow odzeniem  posp ieszy li: Playier, Lawson, W allace, lo rd  Brougham  i L h u illa i.

Pom ijając w ielu  innych  au to rów , którzy w końcu  XVIIłe° i początku X1Xg° w ieku trak tow ali o po- 

ryzm ach, zaznaczym y tu tylko nazw isko w spółziom ka naszego H om e Wrońskiego (1), który dał je d n o  

z najnow szych pojaśnień o oznaczeniu poryzm ów  i posług iw ał się wyrazem  poryzm  w sw ym  W stęp ie 

do  filozofii nauk  m atem atycznych .

Żaden je d n a k  z uczonych badaczów  dzieł E uklidesa  n ie posuną ł tak  daleko sw ych studyów  i sp o 

strzeżeń nad poryzm am i ja k  sław ny G eom etra tegoczesny pan  Chusles. P raca  jego w tym  k ie ru n k u  

odznacza się w ysoką in tu icyą naukow ą i g ru n to w n ą znajom ością G eom etryi G reków , jak  rów nież 

wszystkich p rac związek z nią m ających.

Z dzieł Sim sona  i innych uczonych trak tu jących  ten przedm io t nie m ożna dostrzedz m yśli p rzew o

dniczącej Euklidesow i w układzie dzieła o po ryzm ach ; tru d n o  dopatrzyć z jak iego  w zględu u tw ó r ten 

zasługiw ał na uw ielb ien ie ze strony P appusa , k tóry  go ocenił tem i s ło w y : « Collectio artificiosissima  

» multarum rerum, quce speclant ad analysin 'Ji/ficiliorum et generalium prol/lematum. »

W reszcie z p rac w tym  przedm iocie  przez ty lu  au to rów  podjętych  nie podobna  w yw nioskow ać 

przez jak ie  m etody  p o ry zm y  zastąp ione zostały u now ożytnych.

Pan Chasles w nocie I IN  sw ego dzieła (2) pod ją ł w yśw ietlenie dok tryny  poryzmów, filozoficznej 

myśli która je  stw orzyła, ich przeznaczenie, zastosow anie i przekształcenie w  dok trynach  now ożytnych.

P o ryzm y , w edług  pana Chasles’a, stanow iły w raz z danerni (3) dopełn ien ie  Elem entów  Geometryi, 

celem  u ła tw ien ia  używ ania tych elementów  do rozw iązyw ania zadań.

<( Z tego p u n k tu  w idzenia zapatru jąc  się (m ów i pan Chasles), w yłącznein przeznaczeniem  poryzm ów  

było podaw ać m ożność poznaw ania miejsc, przez dostarczan ie sposobów  w yprow adzan ia  z w a ru n 

ków w yznaczających m iejsce n ieznane, innego prostszego w yrażenia tegoż miejsca; w yrażenia zdolnego 

dać  poznać n a tu rę  i po łożenie tegoż m ie jsca . »

i 1) Czujemy się poniekąd zn iew oleni skorzystać z tej sposobności, aby zauw ażyć że w  poszukiw aniach źródeł, tyczą
cych się niniejszej pracy im ic lilozofa i matem atyka naszego często spotykać nam przychodziło. n*c 111,1 P»awie żadnego  
m iędzy dostojnym i m atem atykam i początku dzisiejszego w ieku , któryby o pracach W rońskiego nie w spom niał, chociaż  
często z rodzajem  sarkazm u i zaw iści jak Seruois, lub z jednostronnością j ak p°ncelet, <i zaw sze niem al z n iedosta-  
tecznem  uznaniem  tego płodnego talentu, którego kilku prac i pew nej części zasług w yśw ietlen ie z zaszczytną bezsti on - 
nością m ężów  nauki podjęli ostatnim i czasy PP. C a y la ij  i T ronęon. Artykuły obydw óch tych m atem atyków podane 
zostały w  przekładzie przez Pl>. F o l k i e u s k i e g o  i S ą g a j ł ę  w  Pamiętnikach Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu.

(2) Aperęu historiąue sur 1’origine ct Ic deceloppement des Methodes en Geometrie, particulierement de celles qui 
w rapportent a la Geometrie moderne, suivi d'un memoire de Giiomatrie sur deux principes geniiraux de la science, 
la Dualite et l’Homographie. Par M. C h a s l e s ,  1837.

(3) Dane, jedno z dzieł Euklides’a , które doszło naszych czasów , a o którem  już w spom inaliśm y. Euklides nazywa  
dana, to co wynika wprost z w arunków  jakiejkolw iek kw estyi na zasadzie propozycyi zaw artych w  jego Elementach.

Na przykład : « Jeśli z punktu danego prowadzi się prostą, dotykającą kola, którego położenie jest w yznaczonem , 
prosta poprowadzona jest da n ą  co do położenia i co do w ie lk ośc i. » ( 1‘ro p o zy c y a  9 1 . D ane E u k lid e sa .)
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Użycie poryzmów  w yjaśnia pan Chusles na przykładzie z k tórego  w ykazuje, że zbiór poryzmdiv był 

jakoby tablicę, zaw ierającą w  so b ie  różne w łasności lub  w yrażenia rozm aitych krzyw ych (w trak tacie 

Euklidesa tylko prostych  i k o ło w y ch ); i że ta  tab lica p rzedstaw iała p rzekształcenia tych w łasności.
<.Tak że poryzm y, mówi pan  Chasles, były poniekąd , w  p o j ę c iu  E uklidesa, rów naniam i krzyw ych. .,
«D aw ały one ła tw ość i sz tukę przem iany  w spółrzędnych (rozum iejąc pod tym  w yrazem  wszelkie

m ożliw e rodzaje w yrażenia krzywej przez dw ie lub  kilka zm ien n y c h .)»

Na zasadzie powyższych uw ag dodaje  au to r :
« D o k tr y n a  poryzm ów  b y ł a  w ię c  G e o m etr y ą  A n a l it y c z n ą  s t a r o ż y t n y c h ; a  b ^ć może, żk o m  by ona

BYŁA NAS DOSZŁA, ZNALEZIONO BY W NIEJ ZARÓD DOKTRYNY DESCARTES’A. »

U c z o n y  a u to r  tej n o ty  (1), k tó r e j  t r e ś ć  w  s k r ó c e n iu  p r z y ta c z a m y , są d z i ż e  c o  n a jm n ie j ,  to  r ó w n a n ie  

l in i i  p r o s te j  (p o m in ą w s z y  k sz ta łt  a lg e b r a ic z n y  p o d  j a k im  m y  g o  u ż y w a m y )  w c h o d z i ło  w  sk ła d  P o n jz-  

trlów E u k l id e s a .

............« D odam y  (mówi pan Chasles) że E u k l id e so w i b r a k o w a ł o  tylko u ż y c ia  A lgebry  ażeby

STWORZYĆ UKŁADY WSPÓŁRZĘDNYCH DATUJĄCE OD DESCARTES’A. »

W  dalszym ciągu trak ta tu , w ykazuje pan Chasles przeznaczenie poryzmów  w pojęciu  Euklides'a, a 

użycie takow ych w yjaśnia p o ró w n y w a ją  do k try n ę  poryzm ów  z now oczesnem i m etodam i.

« S tarożytni (m ów i pan Chasles) nie posiadali, jak  m y od czasów  Descartes’a, wyrazów porów naw 

czych pom iędzy m iejscam i do k tó rych  w  ich poszukiw aniach geom etrycznych  byw ali przyw odzeni. 

Dla nas dosta tecznem  je s t w yrazić miejsce w  zw ykłych w spó łrzędnych , aby  n a ty ch m iast znać jego 

n a tu rę ; rozbiór rów nania miejsca poznajam ia nas nas tępn ie  z w łasnościam i i okolicznościam i szcze- 

gólnem i tow ąrzyszącem i te m u  m iejscu , jak  rów nież z rzędem  k tó ry  ono zajm uje w  fam ilii do jakiej 

należy. Tak więc rów nan ie  m iejsca, w  dok tryn ie Descartes’a , jest n ie jako  jedynym  probierzem  d o sta 

tecznym  do w ykazania n a tu ry , położenia i stosunków  miejsca z innem i' m iejscam i znanem i. »

«S taroży tn i p rzeciw nie nie posiadali tak  ogólnego i jednosta jnego  sposobu b a d a n ia ; nie m ając 

jedynego w yrazu porów naw czego, zm uszeni byli w ynaleźć różne sposoby pom ocnicze aby dojść do 

rozpoznaw ania stosunków  jakiegoś m iejsca, p rzedstaw iającego  się po raz pierw szy, z innem i m iejscam i 

już znanem i. Te sposoby nie m ogły być czem  innem  jak przem ianam i określen ia , czyli w spółrzędnych  

m iejsca, celem  dojścia do pew nych  stosunków  dosyć prostych, a n aw e t identycznych z rodzajam i 
określenia m iejsc znanych. »

« Takim  był początek ich poryzm ów . Miały one za p rzedm io t podstaw iać zam iast w yrażenia geom e

trycznego lub  analitycznego jakiegoś m iejsca, inne w yrażenie geom etryczne lub  analityczne tegoż 

sam ego m ie jsc a .»

((Uwagi te  w ykazują Stosunki istn iejące m iędzy dok try n ą  poryzm ów  i naszem i now oczesnem i m e

todam i; pozw alają one dostrzedz o ile te  poryzm y m usiały być użytecznym i, gdyż w  ten  sposób poj

m ow ane, stanow iły one istotnie G e o m et r y ą  a n a l it y c z n ą , n ie  ró żn ią c ą  s ię  od n a sz e j  ja k  tylko  sym bolam i 

i spo so ba m i a l g e b r a ic z n y m i, których  w prow adzenie do niej stanow i sław ę Descartes’a ., Poryzm y przeto 

były tem  u starożytnych czem je st dla nas now oczesna analiza, k tó ra  je  zastąpiła m im o naszej w iedzy. 

Je s t je d n ak  w ielce godnem  uw agi, że rzecz sam a nie zm ieniła jak  ty lko sw ą nazw ę; bo Analiza

1) Nola III dzielą już przytoczonego.
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Descarles’a w zastosow aniach sw ych  nie p rzedstaw ia nic innego, juk ciągły poryzm , ale zawsze tej 

sam ej natu ry  i przyjętego kształtu , k tóry  je s t nader w łaściw ym  w  stosunku do potrzeb  w  k tórych  go 

używamy. »

W  dalszym  ciągu, powyższe spostrzeżenia uzasadnia au to r na przykładzie, celem  dobitniejszego 

w ykazania, że m etoda D escartes’a zastąp iła  różne rodzaje poryzm ów  jedynym  w zorem  ogólnym , 

nadającym  się do w szelkich  kw estyi z cudowną łatwością. »

Aby uw ydatn ić pokrew ieństw o poryzm ów  E uklides’a z układam i w spółrzędnych now oczesnych, 

pan Chasles podaje dw ie n ad e r ogólne propozycye, obejm ujące w licznych sw ych w nioskach , p ię tn a

ście w ysłow ień P appus’a , należących do pierwszej księgi Poryzm ów  E uk lides’a.

Z tych dw óch propozycyi, przedstaw ionych  przez pana  Chasles’a w kształcie poryzm ów , w ynika 

w iele uk ładów  w spó łrzędnych , a szczególniej w spółrzędne Descartes’a; d la  tego też, celem  uzupełn ien ia 

poglądu na G eom etryą analityczną G reków , w przekładzie te  dw a poryzm y podajem y.

P oryzm  p ie r w s z y . W ziąwszy n a  jak iejko lw iek  płaszczyznie dw a punk ta  P i P , i dw ie poprzeczne 

spotykające p rostą  P P ' w  punk tach  E , E ';  b io rąc  przytem  w zględnie tych dw óch poprzecznych, dw a 

p u n k ta  stałe O, O ';
Jeśli z każdego punk tu  jakiejkolw iek prostej danej, poprow adzi się dw ie proste  do p u n k tó w  P , P  , 

k tó re  odpow iednio  przetną dw ie poprzeczne EO, E '0 ' w dw óch punk tach  a, a ' ;

Można będzie znaleźć dw ie ilości p tak ie  aby się m iało  zawsze związek :

Oa , . 0 'a '
(!) ........................................................  &  +  =  *

P oryzm  d r u g i. Poprow adziw szy na płaszczyznie dw ie p roste  stałe , spotykające się w  jakim kolw iek 

punkcie S ; i wziąwszy na tych dw óch p rostych , w zg lędn ie , dw a punk ta  sta łe  0 , O ';

Jeśli około jed n eg o  z pu n k tó w  danych , obracać się będzie jakąkolw iek  poprzeczną, k tó ra  spo tka 

dw ie p ro ste  stałe w  dw óch pu n k tach  a, a ';

liędzie m ożna znaleźć dw ie ilości ^ tak ie , że się zawsze m ieć będzie związek :

Oa , , O V
(*) ..............................................................  S^ +  / S V = ^

Odwrotności tych dw óch  propozycyi są praw dziw em i, to jest że :

1° Kiedy rów nan ie  (1) m a m iejsce pom iędzy odcinkam i jak ie p u n k t a  zm ienne a , a czynią na 

dw óch  p rostych  stałych EO, E '0 ',  p roste  P a, P V  p r z e c in a ją  się w jak im kolw iek  punkcie , k tórego  

m iejscem  je st pew na prosta , w y z n a c z o n a  p r z e z  w artośc i stałych ), i p.

2° K iedy rów nanie (2) m a m iejsce pom iędzy odcinkam i, jakie dw a p u n k ta  zm ienne a ,  a' czynią na 

dw óch  prostych  stałych SO, SO', p rosta  aa' przechodzi zawsze przez je d e n  i tenże sam  p u n k t, w yzna

czony w artościam i stałych ). i p--

Z pierw szego poryzm u i jeg o  odw rotności w yprow adza pan Chasles poryzm  bardzo ogólny, tyczący 

się w szystkich krzywych geom etrycznych .
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Poryzm  ogólny. Przypuściw szy toż sam o co w pierw szym  poryzm ie, jeśli z każdego p u n k tu  ja k ie j

kolw iek krzywej geom etrycznej danej, poprow adzi się p roste  do dw óch punk tów  P, P ', —  k tó re  

spotykają odpow iednio  dw ie poprzeczne sta łe w  pu n k tach  a, a ' ;

Będą istn ieć w artości w spółczynników  «, 6, y, <3, e tc ., k tó re  zadow oln ią rów nan ie  ogólne, s to -

Ztąd w ypływ a nieskończoność uk ładów  w spó łrzędnych , w łaściw ych do p rzedstaw ian ia wszystkich 

p unk tów  jak iejko lw iek  k rzy w e j; uk ład  spó łrzędnych  Descartes’a znajdzie się, przypuszczając 

p u n k t P w nieskończoności na poprzecznej 0 'E ',  p u n k t zaś P ' w nieskończoności na poprzecznej OE, 

i że dw a punkta O, O' są obydw a na przecięciu  dw óch poprzecznych.

P om ijając dalszy ciąg tego ciekaw ego i gienialnego studyum  o poryzm ach , zakończym y na tern 

pierw szy część niniejszej p racy , tyczącą się G eom etryi A nalitycznej u  G reków . Dodam y tylko, że szereg 

p racow ników  badających  dzieła Euklidesa n ie  zakończył się na panu  Gliasles. P an  Breton  p rzedstaw i! 

A kadem ii francuzkiej w 1649 i 1853 roku dw a poglądy (1) tyczące Poryzm ów  E uklides’a. Nieco póź

niej tenże sani au to r (w Journal de Mathematiques, tom ie XX) ogłosił obszerną rozpraw ę pod ty tu łem  :

« Recherc/ies nouvelles sur les Porismes d ’E uclide . » P an  B reton w  trak tacie  tym  podaje częściowe 

tłum aczenia ustępów  z dzieł P ap p u s’a i P ro c lu s’a , rozliczne poglądy i przypuszczenia G eom etrów  

w kw esty i Poryzm ów  i nareszcie sw oje w łasne spostrzeżenia nad  tą  dok tryną  starożytności.

W  roku  1860 i 1861 badacz ten  i m atem atyk  przedstaw ił kilkakrotnie A kadem ii p race  sw e w  tym  

k ie runku  podjęte. R óżnorodne ocenien ia tych rozpraw  i spraw ozdanie P P . B e rtra n d ’a i S e rre t’a (2 )

o  n ich  w ym agałyby szczegółowszego s tu d y u m , na k tó re  zakres niniejszej pracy nie pozw ala. T rak ta t 

wreszcie pana Chasles’a (podany jako  IS ot a w  dziele jego już przytoczonem ) tak w ysoko ceniony przez 

uczonych , je s t do dzisiaj w yrocznią pon iekąd  w  przedm iocie poryzm ów ; dla tego też na podanem  

streszczeniu  takowego poprzestając , przejdziem y do pobieżnego przeg lądu  prac, k tó re  w  później

szej epoce, zdołały przygotow ać g ru n t naukow y, nieodzow ny do pojaw ienia się i rozw oju nauki 

D escartes’a.

Z powyższego p rzeg lądu . Poryzm ów  w ynika, że z przyczyny nieznajom ości A lgebry, Euklides nie 

zdołał położyć podstaw  G eom etryi A nalitycznej, k tóra jak  każda dok tryna m atem atyczna, nie m ogła 

być płodem  jednego  um ysłu, dziełem  jednej chw ili, ani naw et jednej epoki. S tw orzenie, uksz ta łto 

w anie , rozw inięcie i zespolenie składow ych elem entów  tej nauki w ym agało w iekow ych p rac , na 

k tórych  gieniusz D escartes’a m ógł dopiero położyć w ęgielny kam ień w ielkiej dok tryny  w sp ó łrzęd n y ch .

W  całej w reszcie naukow ej tak bogatej litera tu rze  Grecyi nie m a śladu  posiłkow ania się A lgebrą 

w  kw estyach geom etrycznych, bo nauka ta  zdaje się była obcą Grekom do czasów D iophanta. Gdyby 

jednak  n aw e t A lgebra była w cześniej znaną i up raw ianą przez G eom etrów  greck ich , to  rozbrat

(1) M em oire su r  les P orism es d 'E u c lid e  (Comptes rcndus, t. XXIX, 1849.). —  N o te  su r  un po in t im p o rta n t de la  
q u estio n  des P orism es  (Comptes rendus, t. XXXVI, 1853).

(2) C om ptes re n d u s , t. LIII.

pn ia m , między dw om a stosunkam i Oa O V  . 
E a ’ E 'a ' ‘

b
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A rytm etyki z G eom etry?, będący charak terystyczny  cechy m etody naukow ych badań  ów czesnych , 

położyłby zaporę ku skojarzeniu A rytm etyki uogólnionej (to je s t A lgebry) z G eom etry?.

Zwiyzek jednak  tych dw óch nauk (1), których początki giny w  pom roce ubieg łych  w ieków , był 

przedśw item  i zapowiedzi? w ielk ich  zdobyczy naukow ych XVIIs0 w ieku.

O doniosłości tego zwięzku n ieśm ierte lny  Lagrange  tak się w yraża (2) :

« Póki A lgebra i G eom etrya były rozłyczone, ich postępy były pow olnym i a użytek ich ograniczo

nym ; ale gdy te  dw ie nauki połyczyły się, udzieliły  one sobie sił w zajem nych i szybkim  krokiem  

zdyżały razem  ku doskonałości. »

Odszukanie śladów  w prow adzenia A lgebry do G eom etryi i h istoryczny pogłyd na u trw alen ie  się 

i rozw ijanie tego zwiyzku dw óch  nauk je s t przedm iotem  ściśle zwiyzanym z historyy G eom etryj 

A nalitycznej; dla tego też po przejrzeniu  pobieżnem  u tw orów  greck ich , z duchem  doktryny  D escar

tes’a spokrew nionych , choć w  form ie i w ynikach tak od niej różnych, należy w spom nieć o n iek tórych  

m atem atycznych p racach  Ind jan  i Arabów i rzucić okiem  na dzieła pierw szych G eom etrów  z epoki 

odrodzenia nauk w E uropie.

N ow oczesne poszukiw ania h istoryczne w ykazujy, że Indjanie położyli w ysokie, choć n iedosta teczn ie 

do poczytków  bieżycego stu lecia  znane i cenione zasługi w upraw ie  nauk  m atem atycznych .

S ław ni orientaliści angielscy z poczytku XFXs° w ieku  : Taylor, S trachey  i Colbroolce rzucili w ielkie 

św iatło  na m atem atyczny litera tu rę  Ind jan .

(1) Geometrya. Chaldejczycy i Egipcyanie są pierw szym i [o ile w iadom o narodam i uprawiającym i G eom etry?. 
Pew niejsze nieco ślady istnienienia tej nauki datuj? od Tliales'a (63 9 -5 4 8  przed C hrystusem ), urodzonego w  Fenicyj 
a w ykształconego w Egipcie. F ilozof ten założył w M ilecie, daw nem  m ieście Azyi-iMniejszej Szkołę jońsk?, któr? m ożna 
uważać za kolebkę m ędrców  Grecyi i p ierw szych  postępów  Geom etryi.

Algebra. Przed odkryciem  i w yśw ietlen iem  niektórych dziel m atem atycznej literatury Indjan, podjętem  przez 
A ngielskich orientałistów  w  początku bieżącego stulecia, najdaw niejsze dzieło A lgebry znane i tłum aczone z arabskiego  
w M II w ieku było utw orem  Mohammed'a ben Musa , arabskiego pisarza z IX w iek u  naszej ery , którego dwaj bracia 
Harnet i Hasen synow ie Musa ben Schaker rów nież w ielkie w  literaturze m atem atycznej Arabów położyli zasługi.

Mohammed ben Musa przez długi c z a s i przez w ielu  dostojnych pisarzy uw ażanym  był za w ynalazcę A lgebry.
Canlan, w ielce ceniony pisarz z XVI w ieku naznacza M oham m edowi dziew iąte m iejsce pom iędzy dwunastom a  

gien iuszam i ziem i i m ieni go wynalazcą Algebry.
Tartalea, w spółczesny autor Cardan’a, przypisuje rów nież M oham m edowi odkrycie Algebry, którą nazywa : « la 

perfetla arte del calculare. »
Dzieła trzech następujących autorów : Colbroolce, Casiri i Rosen wykazały jednak dostatecznie, że  M ohammed  

ben Musa znaczną część sw ych m atem atycznych wiadom ości i znajom ość Algebry zasięgnął od Indjan.
Stifel sław ny m atem atyk niem iecki w dziele sw em  : Aritlimetica integra (Norimbcrga-, I5 i / i )  przypisuje odkrycie  

Algebry Geber'owi, G eom etrze A rabskiem u, i często naukę tę nazywa Reguła Gebri. W  XVII n aw et w iek u , w ielk i 
Kepler zda się podzielać tę opinją co do pochodzenia A lgebry; jakkolw iek  opinja ta jest m ylną i jedynie na podo
b ieństw ie w yrazów  ugruntow aną,

Pan Chasles podający w  przedm iocie pochodzenia Algebry bogate i nader ciekaw e dokiim enta i spostrzeżenia, w yk a . 
/u je  etym ologją wyrazu Algebra, który ma pochodzić od podw ójnego m iana Algebr I Almocabelach, którem dotych
czas Arabi się posługują, a które znaczy : opozycya i porównanie.

W  dzisiejszych  czasach nikt już niem al z badaczów hisloryi m atem atyki n ie przypisuje wynalezienia Algebry Arabom. 
/.;:;zczyt ten przypada w  udziale Grekom  albo Indjanom , a prawdopodobnie tym  ostatn im ; bo jakkolw iek Brahma
gupta indyjski m atem atyk z VI w ieku  jest o lat dw ieśc ie  późniejszym  od Diophant'a, część dzieła jego (z którem  
Colbrooke uczoną Europę zapoznał), traktująca o A lgebrze św iadczy o wysokim  nader rozwoju tej nauki, a lem  sam em
o w ielce odłogiem  jej istn ieniu  u Indjan.

(2) Początek piątej lekcyi kursu Lagrange’a w  Szkole Norm alnej. { VII  Cahier du Journal de 1’Ecole Polytechnique.)
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Colbrooke w dziele sw em  ( l)  podaje rozbiór p rac  dw óch indyjskich m atem atyków  Brahm agupta  

?- VIs° i Bhascara-Acharya  z XIIs° w ieku naszej ery.

U tw ory tych pisarzy na tle  Algebry w zbudziły pow szechny podziw  w  m atem atykach  n ow oczes

nych, bo są one n iezbitym  dow odem  w ielkiego rozw oju tej nauki u  Ind jan  i zaprzeczeniem  m ylnego 

przekonania, rozpow szechnionego przed pojaw ieniem  się dzieła Colbrooke'a, że system  liczenia i 

A rytm etyka wyższa, k tó rą  nam  przekazał Fibonacci pod nazwą Algebra  i Almacabala , były płodem  

m atem atycznego gieniuszu A rabów .

Zdaniem  badaczów  naukow ej lite ra tu ry  Ind jan , A r y a b h a tta  o w iele daw niejszy pisarz od B r a h m a -  

g u p ta  trak tow ał już z pow odzeniem  o rozw iązyw aniu rów nań  stopnia pierw szego o dwócli n iew iado  ■ 

m ych. Urywki zaś algebraicznych prac B r a h m a g u p ta  odnoszą się do Analizy nieoznaczonej lfr° i 2?° s to 

pnia. Rozwiązania w tym  przedm iocie podane przez B r a h m a g u p ta  o w iele przewyższają doniosłość 

p rac algebraicznych D io p h a n fa ,  pisarza greckiego z IV*0 w ieku naszej ery .

P an  L ibri w dziele sw em  (2) w  ten  sposób streszcza objaw y rozw oju analizy u  In d jan  :

« Oprócz ogólnego rozw iązyw ania rów nań  drugiego stopnia o jednej niew iadom ej i k ilku  rów nań  

pochodnych  stopni wyższych, znajduje się tam  (w  dziełach B rahm agup ta  i B hascara) sposób w y p ro 

w adzania z jednego rozw iązania wszystkich innych całkow itych rozw iązań ró w n an ia  niewyznaczonego 

d rug iego  stopnia o dw óch n iew iadom ych ; i ta  Analiza k tó rą  w inniśm y E u le ro w i  znaną była w Indjacli 

od  dziesięciu z górą w ieków . R achunek  m ający pew ne podob ieństw o  z logarytm am i, szczególne zna

kow ania nader zręczne, a nadew szystko w ielkie uogólnienie w w ysłow ien iu  zagadnień św iadczą 

o  postępach Analizy Indyjskiej. N a u k a  t a , k t ó r ą  I n d ja n ie  z a st o so w y w a l i bo  G eo m etr y i i no A st r o 

nom ii była d la  nich potężnym  sposobem  do poszukiw ań i z pochw ałą zaznaczyć należy w iele zadań 

geom etrycznych , k tórych  p iękne rozw iązania są ich dziełem . »

G odnem  je s t podziw u, że wzory B rahm agupta , tyczące się rozw iązyw ania rów nan ia  niew yznaczo

nego drugiego stopn ia, są zupełnie też sam e, jak te  do których doszedł dopiero w  zeszłym w ieku  

E uler, posiłkując się p racam i V iele’a, F erm at’a i innych  m atem atyków .

Czyżby gieniusz m atem atyczny B rahm agup ta był tak  tw órczym , że odrazu potrafił wznieść się do 

tak wysokiej doskonałości, czy też częściow o znane nam  jego  u tw ory  są spuścizną tylko wiedzy jego 

przodków  i odzw iercied len iem  częściow em  w ysokiego rozw oju  nauk  z epoki p rzedhistorycznej? 

lo  osta tn ie  przypuszczenie zda się być p raw dopodobn ie jszem ; a na poparc ie  takow ego m ożnaby przy

toczyć zdanie Stevin'a, sław nego ho lendersk iego  m atem atyka, k tóry  w dziele sw em  (3), d a tu jącem  

z początków  siedem nastego w ieku , przypuszczał już  istn ien ie  « wieku mądrości», w  k tórym  ludzie 

cieszyli się godną uw ielb ienia znajom ością nauk . W iek ów  m iał uprzedzić kw itnącą epokę Grecyi, 

której przekazał zaledw ie słabą cząstkę swej wiedzy.

Słynny m atem atyk  i badacz francuzki B a illy  (4), przypuszczenie powyższe p o p ie ra  w ysoką pow agą 

swego słow a : « .......... w szystko w ykazuje (m ówi on) naród  poprzedzający Ind jan  i Chaldejczyków ;

(1) A lg eb ra  w ith  a r ith m e tic  a n d  m en su ra tio n , f ro m  the sa n sc r it  o f  B rah m a g u p ta  a n d  lih ascara . London, 1817.
(2) L'histoire des sciences mathematiques en Italie.
(3) Oeuvres mathematique de S im o n , St ŹYIN. Leyde, 163Zi.
{ll) Hisloire de I'astronomie ancienne.
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n aró d , k tóry  posiadał w ydoskonalone nauki, filozofją w zniosły i roztropną, a k tóry  znikając z p o 

w ierzchni ziem i, pozostaw ił narodom  po sobie następującym  k ilka p raw d  oderw anych , uchronionych  

od  zagłady i w ypadkiem  d la nas przechow anych. »

Nie do nas należy rozbierać i oceniać h istoryczne kw estye podobnej don io sło śc i; zaznaczając w ięc 

ty lko  wysoki rozwój Analizy indyjskiej i przypuszczenie, tyczące się odległego je j pochodzenia, rzu 

cim y okiem  na geom etryczną część dzieła B rahm agup ta .

Jakkolw iek  Colebrooke u trzym uje  że tieom elrya z n ierów nie m niejszem  pow odzeniem  od A lgebry  

up raw ianą była przez łn d ja n , pan Chasles po szczegółowym rozbiorze poch lebn ie ocenia geom etryczne 

u tw ory B rahm agupta i w ykazuje, że niższość geom etrycznej części jego dzieła je s t tylko pozorną i że 

lakonizm  i uogólnienie w  w ysław ianiu  zadań B rahm agup ta  były przyczyną że Colebrooke nie ocenił 

dosta teczn ie tej części dzieła.

Angielski orien talista  zdaw ał się zw racać głów nie sw ą uw agę na kilka e lem entarnych  tw ierdzeń 

B rahm agupta , jak  na przykład : kw adrat z p rzeciw prostokątn i w  tró jkącie p rostokątnym , proporcyo- 

nalność boków  odpow iedn ich  w tró jką tach  podobnych  i pow ierzchnia tró jką ta  w fu n k cy i trzech jego  

boków . Uczony ten  zan iedbał rozbioru  najw ażniejszych i podstaw ow ych dzieła indyjskiego pisarza 

przedm iotów ; jak na przykład : teoryi czworoboku wpisalnego w  koło, k tó rą  B rahm agupta przedstaw ił 

z godną podziw u dok ładnością i z zupełnem  pow odzeniem  rozwiązał. P odjęcie i rozw iązanie tej 

kw estyi nie trak tow anej przez G eom etrów  greckich je s t jednym  z dow odów  oryginalności indyjskich  

m atem atyków .

Najwięcej in te resu jące  przedm io t niniejszej pracy spostrzeżenie nad  dziełem  B rahm agupta tyczy się 

związku A lgebry z G eom etryą, a odszukanie takow ego je s t przyczyną, że dw óch  w ybitnych sk łado 

w ych części dzieła indyjskiego m atem atyka nie podobna było pom inąć m ilczeniem . P ierw sza z nich 

odznacza się teorya równań niewyznaczonych drugiego stopnia, podstaw ą zaś d rug iej je s t  teorya czwo

roboku wpisalnego 10 koło.

Ciekawe p race naukow e (1) pom ieszczone w  Journal des matfiematiques, tom  II, 1837, w ykazały że 

wzory algebraiczne B rahm agup ta  m ogły być w yprow adzone z w ykreśleń  powyższej kw estyi geom e

trycznej; a A rabow ie słusznie z w ielu  w zględów  za naśladow ców  łn d jan  uw ażani, doszli do rozw iązy

w ania rów nań  niew yznaczonych drug iego  stopnia, posiłku jąc  się przew ażnie G eom etryą.

Dwie przeto  teorye, nadające  cechę oryg inalnej tw órczości pracom  B rahm agup ta , nie bez przyczyny 

i nie przypadkow o znajdują się złączone w  jego  d z ie le ; i aczkolw iek pozornie ścisłego m iędzy sobą 

n ie  p rzedstaw ia ją  związku, są dostatecznym  objaw em  d u ch a  m atem atycznych  badań , upodstaw ow a- 

n y ch  u łn d jan  na zespoleniu A lgebry z G eom etryą.

W  dziele B rahm agup ta w idzim y w ięc pierw szy ślad związku tych dw óch  nauk , k tó rem u  Lagrange 

słusznie tak  w ielką przyznaje w artość, uw ażając go za podstaw ę Analitycznej G eom etryi, a tem  sam em  

za podw alinę wielkiej now oczesnej budow y m atem atycznej, k tórej szczytem  są rachunk i Leibnitza 

i New tona.

W spom niaw szy o jedynem  znanem  dotychczas naukow em  źródle pochodzenia tego związku w  dziele

(1) Vot; sur les equations indeterminees du second degre- —  Demonstration geometrique des form ules des alge- 
bristes indiens.
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B rahm agupta , należy śledzić za jego rozw ojem  aż do po jaw ienia się dok tryny  D escartes a , będącej 

najdoskonalszem  takow ego uosobieniem .
K rótki i częściow y przegląd  dzieła Bhascara  p isarza indyjskiego z XIl£° w ieku , jak  rów nież n iek tó 

rych dziel A rabów , będących  w ogóle spadkobiercam i nauki Jnd jan , w ykaże jaśniej że Indjanie p o słu 

giwali się jednocześn ie  w  badan iach  m atem atycznych : A lgebrą dla skrócenia i u łatw ienia dow odzeń 

geom etrycznych  zadań i G eom etryą celem  dow iedzenia p raw ideł A lgebry i uw idocznienia w yników 

Analizy za pom ocą figur.
P rzytaczany już orien talista  C olebrooke i inn i uczeni badacze indyjskiej lite ra tu ry  przypuszczali 

pow szechnie że Bhascara A charya  au to r indyjski, piszący w  pięć czy sześć w ieków  po m atem atyku  

B rahm agupta , przewyższył go sw ą n au k ą  i w ykazał w iele usterek  jego dzieła.
S p r o s t o w a n ie  tego m ylnego przypuszczenia pod ją ł pan Chasles, uw ażając że wyższość naukow a 

B hascara n a d  jego poprzedn ik iem  byłaby ciekawym  w yjątkiem  w całej h istoryi cywilizacyi indyjskiej, 

k tóra jak b y  ulegając jak iem uś fa ta lnem u p raw u  m alała od n ad e r odległej epoki i zeszła obecnie do 

stopnia takiej nicości, że dzisiejsi uczeni indyjscy nie są zdolni zrozum ieć naw et dzieł w  spuściźnie 

po przodkach odziedziczonych.

Szczegółowym  krytycznym, rozb iorem  dzieła B hascara dow iódł p an  Chasles niższości stosunkow ej 

tego pisarza w zględem  B rahm agup ta , w ykazując w zory k tó re  B hascara skopjow ał z dzieł swego 

poprzednika, nie rozum iejąc naw et ich znaczenia.

Poniew aż jed n ak  m im o swej niższości naukow ej, u tw ory B hascara A charya uw idaczn iają  n ierów nie  

więcej od dzieła B rahm agup ta w prow adzenie u  In d jan  A lgebry do G eom etryi, przeto  d la  uzupełnienia 

niniejszej p racy , stosow nem  będzie podać n iek tó re  szczegóły tyczące się dzieł Bhascara, zaw ierających 

w  sob ie : A rytm etykę, G eom etryą i Algebrę.

A ry tm etyka z G eom etryą objęte są w  dziele nazw anem  przez au to ra  IJ la v a ti.  Dzieło zaś nazw ane 

B ija-G anita  trak tu je  głów nie o Algebrze i kw estyach  geom etrycznych , będących zastosow aniem  

A lgebry, a p rzeto  rozw iązanych za pom ocą rach u n k u . W  Bija-Ganita  rów nież godnem i uw agi są 

n iek tó re zadania algebraiczne dow iedzione za pom ocą G eom etryi.

Z p ierw szem  z tych dzieł B hascara zapoznał E u ro p ę  J . Taylor (1) d rug ie  uczonym  przedstaw ił 

t .  Strachey  (2). R ozbiór obydw óch tych dzieł i u tw orów  B rahm agupta podjął w  przytoczonem  już 
dziele H. T . Colebrooke.

Pom ijając ciekaw y krytyczny rozb iór p rac  B hascara w dziedzinie G eom etryi czystej, podany przez 

pana Chasles w  jednej z n o t dzieła Aperęue W storique, przytoczym y z niej tylko n iek tó re  cytacye i 

spostrzeżenia tego uczonego w  przedm iocie : kwestyi geom etrycznych  rozw iązanych w  Bija-G anita  za 

pom ocą rach u n k u  i reguł A lgebry dow iedzionych przez G eom etryą. W szystkie te kw estye, m ówi 

pan Chasles, trak tow ane są nader m istern ie i z godną uw agi dokładnością.

W  niektórych tego rodzaju  kw estyach , m ogących  się rozwiązać k ilkom a sposobam i, au to r indyjski 

w ybra ł rozw iązanie najprostsze.

.1) Lilavati or a treatise on Arithmetic and Geometry by Hhascara Acharya, translated from the original 
Sanscrit by J. Taylor. Bombay, 1816.

(2) Bija-G anita  or the Algebra of the Hindous, by Ed. Strachey. London, 1813.
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Bhascara daje dw a dow odzenia co do k w ad ra tu  z p rzeciw prostokątn i. P ierw sze znich polega na 

szukania za pom ocy proporcyi w yrażenia odcinków  w yznaczonych na p rzeciw prostokątn i przez 

prostopadły  i na d o dan iu  do siebie tych dw óch odcinków . D rugie dow odzenie jest czysto indyjskiego 

pochodzenia i nader godne uw agi.

Na bokach jakiegokolw iek k w ad ra tu  Bhascara w ykreśla  na w ew nątrz llgury cztery trójkąty  prosto 

kątne rów ne pom iędzy sobą i m ające za przeciw prostokątnie boki tego k w a d ra tu ; po tem  pow iada : 

Patrzcie. Rzeczywiście rzut oka na figurę w ystarcza do okazania że pow ierzchnia kw adratu  w yrów nyw a 

pow ierzchniom  czterech tró jką tów  (albo cztery razy wziętej pow ierzchni jednego  z nicli), w ięcej 

pow ierzchni m ałego kw adratu , k tórego bokiem  je s t różn ica dw óch boków  kąta prostego- jednego  

z czterech tró jkątów . To je s t, że m a się, nazyw ając przez c przeciw prostokątn i? jednego  z tró jką tów , 

a przez a i b dw a inne jego boki

c* =  ( i ^ + ( a  — b)1 =  2ab - f  (a —  bf-

albo
c- —  a2 -jęb^

co było danem  do dow iedzenia. (B ija-G a n it a , § 146.)

W  paragrafach 147, 149 i 150 Bi j a -G a n it a  następu jące  w zory  algebraiczne

2ab -(- (a —  6)2 =  a2 -f- b'1,

(a _ |_ j)«  — (a* +  ft* )= 2afl,

(« -f- b)- —  hab =  (a —  b f ,

są dow iedzione za pom ocą figur, tak przem aw iających do oczu i do um ysłu , że w szelkie pojaśnienie 

byłoby zbytecznem .
Celem  rozw iązania, w  liczbach w spółm iernych  (rationnels) ró w n an ia  n iew yznaczonego d rug iego  

s topn ia ,
a x  -f-  by - \ - c  =  x y ,

Bhascara pokazuje za p om ocą  figury, dającej tem u  rów naniu  znaczenie g eo m etry czn e , że ono m oże  

się  przekształcić na następujące rów n an ie

( x  —  b) (y  —  a) =  a b -\-  c.

Zkąd w yw odzi że za w artości w spółm ierne na x  i y  m ożna wziąć

, ab -t- c .
x  =  b -f- n, y  —  « i ------ -—  >

u będąc liczbą dow olną.
Bhascara nazyw a dow odzenie powyższe geom etrycznem .

W paragrafach 212-214 podaje on następn ie  dow odzenie czysto algebraiczne.

W iele kwestyi z G eom etryi jest rozw iązanych w Bija-G anita, jako zastosow anie praw ideł A lgebry.
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N iektóre z n ich  zależy od rów nań  nicwyznaczonych drugiego stopnia. Takiem i sy dw ie następujące 

« Znaleźć (w liczbach w spółm iernych) boki tró jkyta prostokątnego, którego pow ierzchnia je s t w yra

żony przez tęż samy liczbę co i przeciw prostokytn ia , albo też je s t rów ny iloczynowi z trzech  boków . » 

W  pierw szym  razie boki tró jky ta sy ^  i w d rug im  zaś — i — . B hascara dodaje

że m ożna znaleźć inne rozw iązania.

Te dw a zadania zależy odpow iednio  od rów nań  :

x -y -  =  U(x! -f- y-),

Te szczegóły wykazują że Indjanie, p rzynajm nie j z czasów B hascara , zastosow yw ali A lgebrę 

do G eom etryi i G eom etryy do A lgebry. Nie znajdujem y podobnych  śladów  tak  ścisłego 

sko jarzen ia  m iędzy tem i dw iem a naukam i w  dziele B rahm agupta . P raw dopodobn ie  pochodzi to  ztad 

że ono jest p isanem  o w iele pobieżniej jak  dzieło B hascara; że zaw iera w  sobie znacznie mniej przy

kładów  praw ideł algebraicznych i że w niem  au to r nie podaje żadnego dowodzenia. W inniśm y 

je d n ak  przypuszczać, że zastosow anie A lgebry do G eom etryi, nadajyce dziełom  B hascara lak  w ybitny 

cechę, datu je z czasów o w iele poprzedzajycych tego p isarza; tem  więcej że ono charak teryzuje także 

dzieła arabsk ie na kilka w ieków  przed  B hascara dziełem  p isane; z czasów n. p. M oham m eda ben  M usa 

(wiek IX). A rabow ie nie m ogli czerpać zkyd inyd tego rodzaju  przykładów  w  M atem atyce jak  tylko 

od Ind jan , gdyż Grecy zupełnie tych sposobów  nie używali.

W  naukow ej lite ra tu rze  rzym skiej, k tó rej z kolei przyjrzeć się w ypada , celem  uzupełnienia rysu 

historycznego poczytku G eom etryi A nalitycznej, nie m a żadnego śladu  zastosow ania A lgebry do Geo

m etryi. Zaniedbanie nauk ścisłych u Rzym ian je st w pew nej m ierze po tw ierdzen iem  praw dziw ości 

słów / 'ranklina : « Łoskot bębnów  wypłasza ideje. » P ole w alki i fo rum  b y ły  głów nem i w idow niam i, 
nęcycem i ku sobie wszystkie niem al ta len ta  Rzym ian.

A stronom ja zdołała w praw dzie zw rócić na się uw agę n iektórych sław nych m ężów  jak : Varron 

J . Cezar, Ciceron, Lukrecyusz, V irgiljusz, Horacyusz i Seneka; ale w iadom ości ich o zjaw iskach 

nieb iesk ich  były zaledw ie pobieżnem i i żaden z n ich  do postępu tej nauki przyczynić się nie potrafił. 

Jed en  tylko Sulpicyusz Gallus odznaczył się głębszy nieco znajom ościy  tej nauki, p rzepow iadając 

zaćm ienia.

G eom etrya nad e r m ało była up raw iany . Ju liusz Cezar (jak tego dowodzi tre ść  lis tu  tego rycerza, 

podana w  dziele Boecjusza) chciał aby nauka ta  była p raw id łem  w  całem  państw ie  rzym skiem  i 

ko lon jach , w e wszystkiem  co się tyczyło : m ierzen ia i odgraniczania g run tów , budynków  publicznych 

i p ryw atnych , fortyfikacyi m iast i budow y dróg  publicznych. To też m iern icy , zwani agrimensores
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albo grom atici uw ażani byli za ste rn ików  w dziedzinie nauk ścisłych, chociaż dzisiaj św iat uczony 

naw et m iana geom etrów  im  odm aw ia.

Trzy w ybitniejsze postacie z tej bezpłodnej we względzie naukow ym  epoki s ą : Varron, m atem atyk , 

Vitruve, a rch itek ta  i Juliusz S ex tu s  Frontinus, inżynier.

Im iona godne uw agi w  h isto ry i nauk ścisłych tak są rzadkiem i u R zym ian, że badacze odtw arzający 

przesłość G eom etryi zm uszeni są no tow ać n aw et tycli pisarzów  rzym skich, którzy ślady choćby słabej 

naw et znajom ości podstaw  tej nauki po sobie zostawili. Nic też dziwnego żc w  przedm iocie związku 

Geom etryi z A lgebrą lite ra tu ra  rzym ska zupełnem  m ilczeniem  może być pom in iętą .

Kiedy w E urop ie  u p raw a nauk  ścisłych od ósm ego do  trzynastego  w ieku  zupełn ie  była zan iechaną, 

A rabow ie przyjęli na się szczytne posłannictw o przysw ojenia sobie w iedzy Greków i Ind jan  i p rze k a

zania takow ej europejskiej literatu rze naukow ej z p ię tnastego  w ieku.

B agdad stał się czasowo stolicą ta len tów  całego św iata w  ósm ym  w ieku , a jak  pow iada Herbelot 

w swej Biblintheque orientate, n aród  arabski odznaczający się gorącem  zam iłow aniem  sztuk i nauk, 

tłum aczył n a  w łasny język najlepsze dzieła g reck ie, h eb ra jsk ie , chaldejskie i indyjskie.

P rzysw ajając sobie p ierw iastk i dw óch w ysoko rozw in ię tych  lite ra tu r  greckiej i indyjskiej, A rabow ie 

z łatw ością zdołali dojść do wysokiej w iedzy w  dziedzinie nauk  ścisłych. Bezw ątpienia ogrom  bogactw a 

spuścizny przekazanej im przez dw a narody  potrafili oni zużytecznić, ale w ielkością tego spadku 

olśnieni n ie  dosyć m oże położyli zasług w  pow iększeniu  odziedziczonego m ienia.

W G eom etryi czystej po trafili oni pojąć i doścignąć zaledw ie G reków  pod w zględem  znajom ości tej 

nauki.

W yższość ich nad G rekam i polega na w ysokiem  udoskanalen iu  T rygonom etry i i na zespoleniu  

naukow ych spuścizn : Greckiej i Indyjskiej, to  je s t  na u trw alen iu  i udoskonalen iu  zw iązku G eom etryi 

z A lgebrą.

Istn ien ie tego związku zauw ażane w dziełach indyjskich  B rahm agup ta  i B hascara, n ie rów nie  silniej 

uw ydatn ia się  w  arabskiej literatu rze.
W  dziew iątym  w ieku Mohammed ben M usu, jed en  z trzech b rac i, k tó rych  sław ę m ieliśm y już 

sposobność zaznaczyć, w pism ach sw ych używa G eom etryi do uw idocznien ia a lg e b r a ic z n y c h  działań 

i zapom ocą tej m etody  dowodzi p raw ide ł do rozw iązyw ania rów nań  drugiego  s topn ia , których roz

biera trzy przypadki. R ów nania au to rów  arabsk ich  są num eryczne ; ten  b rak  uogó ln ien ia  przechow ał 

się aż do czasów  V iete’a, k tó rem u  ludzkość zaw dzięcza w prow adzen ie  do A lgebry na m iejsce cytr 

lite r , nazw anych poch lebn ie  przez w ielkiego Carnot'a  « isto tam i rozum u, n

Trzy przypadki rów nań  drugiego  s topn ia  rozb ierane przez M oham m eda dadzą się p rzedstaw ić pod 

kształtem
ax-  -|-  b x  —  c =  0 

ax'- —  b x  —  c =  0 

ax- —  bx  -f- c =  0.
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Czwarty przypadek, mogący przedstaw iać ogólne rów nanie drugiego  s topn ia  je s t

ax'2 -\- bx c =  0,

gdzie w szystkie wyrazy są dodatn ie. M oham m ed o takow ym  nie w spom ina, bo pierw iastk i w tym  

razie są zawsze od jem ne.

W innych rów nan iach  b ierze 011 pod uw agę ty lko p ierw iastki dod atn ie , uw ażając od jem ne za nic 

nie znaczące.

W trzecim  przypadku, ax'2 —  b x - \ -  c —  0, gdzie dw a pierw iastki

x  =  —  +  —  \J b'1 —  lu ić  
la  2a

są dodatn ie (przypuszczając że są rzeczywistymi), M oham m ed pow iada że się je  obydw a rachu je , ale 

że trzeba w każdym  razie upew nić  się że one odpow iadają kw eslyi.

Sposób trak tow an ia tego przedm iotu  przez G eom etrę A rabskiego w ielce je s t zbliżonym  do treści 

niektórych paragrafów  dzieła indyjskiego B ija -G anita .

Dzieło M oham m eda nie w yrów nyw a doniosłości dzieł indyjsk ich , bo  w  niem  pom iniętym  je s t 

p rzedm io t rozw iązyw ania rów nań  niewyznaczonych. P rzedm ow a jed n ak  do tego dzieła w ykazuje 

dosta teczn ie, że praca ta M oham m eda nie je s t streszczeniem  w szystkich w iadom ości m atem atycznych 

A rabów , że posiadali oni dzieła inne n ie rów n ie  obszerniej nauki ścisłe trak tu jące . M oham m ed 

w  przedm ow ie sw ej ośw iadcza bow iem , że dzieło to  ułożył na żądanie Kalifa A l M amoun dla u ła tw ie

nia w ielu  działań przytrafiających się w stosunkach  w zajem nych m iędzy ludźm i i w potrzebach życia.

Z pom iędzy w ielu  innych  au to rów  arabsk ich , k tórych  im iona znaleźć m ożna w  « Bibliotheque 

orientale » przez Herbelot, zauważyć należy p isarza Thebit ben Corah z k tó rego  licznych dzieł jed n o  

szczególniej zasługuje na w zm iankę ze w zględu że sam  ty tu ł (1) takow ego w spom ina o związku 

A lgebry z G eom etryą.

Montucla w znakom item  swem  dziele (2), na k tó re  n ie jednok ro tn ie  pow ołać się nam  przyjdzie, 

pow iada że « T heb it p isał o pew ności dow odzeń rach u n k u  algebraicznego, coby m ogło w prow adzać 

na m yśl, że A rabow ie m ieli także szczęśliwą ideję zastosow yw ania A lgebry do G eom etryi. »

O dszukany przez pana Sedillot uryw ek A lgebry w rękopiśm ie arabskim , zam ienia powyższe przy

puszczenie w pew ność, bo w rękopiśm ie tym  podane są rów nan ia  trzeciego stopnia rozw iązane geo m e
trycznie.

W edług  pana Sedillot au to r arabski w yznacza p ierw iastk i ró w n ań  następującego ksz ta łtu  :

x 3 —  a x  —  b —  0,
za pom ocą koła i paraboli.

Je s tto  dosta tecznym  dow odem  że A rabow ie n iety lko posiadali znajom ość A lgebry ale i sztukę 

graficznego przedstaw ian ia  w zorów  algebraicznych . Jak  to  zobaczym y w  dalszym  ciągu, u w i

(1) De p ro b le m a lib u s  a lg eb r ic is  g eom etrica  ra tio n e  com proban d is . Tytuł podany w  B ib lio th eca  A ra b ico -E isp a n a  
przez C a s i r i ’e g o .

(2) Htsloire des mathematiques.
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dacznianie znaczenia w zorów  algebraicznych za pom ocą geom etrycznych w ykreśleń  je s t je d n ą  z w y

b itnych  cech  ta len tu  V i£te’a.

O dkrycie tego dokum en tu  przez pana Sedillo t je s t  n ad e r w ażnem  w e względzie w yśw ietlenia 

historyi nauk  ścisłych u A rabów . Przed odszukaniem  jeszcze tego dok u m en tu  Montucla  w  dziele 

sw em  (1) przypuszczał że A rabow ie posiadali trak ta t o ró w nan iach  trzeciego stopnia. Przypuszczenie 

to  op iera ł M ontucla na is tn ien iu  rękop ism u znajdującego się w biblio tece w  L eyde, noszącego t y tu ł : 

« Algebra cubica, seu de problematum solidorum resolutione. » T y tu ł sam  tego rękop ism u  zda się dow o

dzić jeśli n ieznajom ości algebraicznego rozw iązyw ania rów nań  trzeciego stopnia, to przynajmniej: 

posiadania sztuki geom etrycznego  w ykreślenia p ierw iastków  tych rów nań .

Z powyższych spostrzeżeń o lite ra tu rze  naukow ej A rabów  m ożna m ieć dosta ieczne pojęcie o kie

runku  p rac  tego n arodu  w dziedzinie nauk  ścisłych. Zespolenie G eom etryi Greków z A lgebrą Ind jan  

je s t u derzającą cechą arabsk iej lite ra tu ry  m atem atycznej. Związek tych  dw óch  nauk , przekazany przez 

A rabów  europejsk im  pisarzom  z p ię tnastego  stu lecia, m ożna uw ażać za przyczynę szybkich postępów  

naukow ych, którym i w iek X V [ zaznaczył sw ą wyższość i p rzew agę nad  m atem atykam i staroży tności.

Gdybyśmy m ogli m ieć p retensyą do k reślen ia ogólnego rysu h istorycznego nauk  ścisłych tego 

dostojnego narodu , należałoby zaznaczyć w iele zasług jego na niw ie m atem atycznych  prac położo

nych i m nóstw o w ielk ich  im ion  jak  : Alkindus, au to r  dzieła De reguła sex quantitatum, Albategnius (2), 

tw órca podstaw ow ego w zoru T rygonom etry i sferycznej dos.a  —  d o s .id o sc  - |-  w s t.6 w s t.c d o s .A ,

i w ynalazca w yrażenia ^ sŁ‘nvd =  styczna, A b u l Wcfa i Ibn-Younis, którzy w prow adzili styczne do 
dostaw a

rachunków  trygonom etrycznych , Hassan beri Hcdthem, au to r  dzieła O znanych geometrycznych  i sław ny 

optyk  i geom etra  Alhasen, k tórego dzieło doszłe nas (3) m iało służyć naszem u Y itellionow i tw órcy 

op tyki, za p ierw ow zór do ułożenia sław nego i p ierw szego w E uropie trak ta tu  o tej nauce (4)

K iedy A rabow ie przyswoiwszy sobie charak terystyczne p ierw iastk i nauk ścisłych Ind jan  i G reków

( 1 ) I tis to ire s  des M a th em a tiq u es .
(2) W łaściw ie sław ny len geom etra nazyw ał się  M oham m ed hen G eber.
(3) W ydrukow ane w  Bazylei w 1572 r. wraz z trzeciem  wydaniem  Oplyki Vitelliona, pod tytułem : Opticce the

sa u ru s. A th a ze n i A ra b is  l ib r i  se p tem , nunc p r im u m  e d i t i .  E ju sdem  lib er  de crepu scu lis e t n u b iu m  ascen sion ibu s. 
Item  V ite llio n is  T h u rin go-P o lon i l ib r i  decem .

(4) M ic h a ł W is zn ie w sk i,  autor Historyi literatury polskiej wspom inając o teoryi V itelliona, pow iada że on ją w y
tłum aczył z A l-H assena ; i na tej zasadzie przyznaje m u raczej m iano p ierw szego k rzew iciela , aniżeli wynalazcy teoryi 

łam ania się  prom ieni św iatła.
A d a m  M ic k ie w ic z  w  pierwszej lekcyi sw ego kursu Literatury słow iańskiej opiera się na słow ach Vitelliona w przed

m ow ie do jego dzieła um ieszczonych a dow odzących , że ten w ielki m atem atyk M II00 w iek u , w chw ilach w ypoczynku  
wiejskiego patrząc na blask igrający po falach rzeczki, co przed jego  dom em  płynęła, pow ziął p ierw sze sw oje mysii. 
Aa zasadzie tego ośw iadczenia Vitelliona, w ielki nasz w ieszcz przyznaje m u zupełnie sam odzielną tw órczość  m ówiąc : 
« Jakim sposobem  to, co zw ykle gdzieindziej jest w ypadkiem  długiej pracy, leży na końcu um iejętnych  dociekań, tu u 

nas zdaje się być odgadnieniem  i św itać z jutrzenką um iejętności? »
/'. Chasles  tak się o V itellionie odzywa : « V itellion, geom etra polski, jeden z n ajuezeńszycli w ieku , czerpu 

użytecznie z  d z i e ł a  A l h a s e n a ,  dla ułożenia sw ego traktatu o O ptyce, p ierw szego w ydanego przez europejskiego g e o 

m etrę. »
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z pow odzeniem  upraw iali m atem atykę , E u ro p a  w głębokim  śnie n ieśw iadom ości pogrążona do 

XIIls° w ieku niezdolną była poszczycić się choćby  pobieżną znajom ością podstaw  m atem aty k i.

W praw dzie w  ósm ym  w ieku spostrzega się dw a im iona m atem atyków  : Bede i Alcuin, godnych 

tego m iana ty lko  przez wzgląd na ów czesną epokę ogólnego zan iedbania n a u k ; usiłow ania ich  jednak  

nie znalazły naśladow ców , a św ieżo pozakładane naów czas un iw ersy te ty  w  Paryżu  i Paw ii przez dw a 

w ieki nie zdołały zatlić pochodn i wiedzy, tak płom ieniejącej w  d łon i G reków , Ind jan  i A rabów . 

W  dziesiątym  jeszcze w ieku ciem nota w  przedm iocie nauk  ścisłych tak  była pow szechną, że słabe 

i pobieżne m atem atyczne w iadom ości Papieża Gerbert’a potrafiły wzbudzić podziw  i zjednać m u m iano  

czarodzieja.

Ani naśladow cy G erberl’a jak  A dalbolde, H eriger  i 11 er rud in  an i H erm ann Contractus, w jedynastym  

w ieku o kw adraturze ko ła trak tu jący , ani naw et z dw unastego stu lecia Gerard  tłum aczący n iek tó re  

u tw ory  P tolom eusza i A lhazena i Adhelard  pierw szy tłum acz E lem entów  E uk lidesa; ani nareszcie 

w spółcześni dw óch osta tn ich  : Plato T ib u rtim s  i Johannis Hispalensis, usiłujący zapoznać E uropę 

z dziełami m atem atycznem i A rabów , n ie  zdołali rozniecić w e w spółczesnych zam iłow ania do up raw y  

nauk  ścisłych. Ciekawe z w ielu  w zględów , choć w ogóle naśladow nicze, u tw o ry  w ym ienionych 

au to ró w  nie m ają bezpośredniego zw iązku z p rzedm io tem  niniejszej pracy i dla tego w zm ianką tych 

kilku im ion zadaw alniając się, przejdziem y do w ieku trzynastego , uw ażanego za ch lubę  w ieków  

śred n ich  i erę  w  h isto ry i w iedzy. Rzeczywiście w iek ten  szczyci się obfitością au to rów  godnych  tego 

m iana; z pom iędzy k tórych  na szczególniejszą uw agę zasługują : Campanus, tłum acz E lem entów  E ukli

d e sa ; Roger Bacon, sław ny fizyk i a s tro n o m ; Sacro Bosco, au to r dziełka osnutego  na tle  u tw orów  

Ptolom eusza, k tó re  przez cztery w ieki służyło za podstaw ę w ykładów  as tro n o m ii; Vitellion, tw órca 

op tyk i i geom etra m ocno obeznany z dziełam i E uklidesa, A pollonjusza i P ap p u sa  i nareszcie Leonard  

Fibonacci. Ten osta tn i znany pow szechnie pod  nazwą Leonarda z P izy  nap isał dzieło noszące ty tu ł 

Liber Abacci, k tó rem  w płynął n iesłychanie na k ie ru n ek  nauk  m atem atycznych  w E u ro p ie , bo dziełem  

tem  w prow adził p ie rw iastk i charak terystyczne m atem atyk i Ind jan  w ów czas kiedy jedyn ie  badania 

greck ich  m atem atycznych u tw orów  zdaw ały się być w yłącznie na porządku  dziennym . W  Algebrze 

sw ej, będącej pon iekąd  naśladow nictw em  utw orów  M oham m eda ben  M usa, Fibonacci posuw a się aż 

do rozw iązyw ania rów nań  drug iego  s to p n ia ; a co najw ięcej d la  nas uwagi je s t godnem , że związek 

geom etry i z A lgebrą je st w yb itną  cechą jego dzieła i p ierw szym  tego rodza ju  objaw em  w E uropie. 

M atem atyk ten  zda się w ysoko cen ić i g run tow nie  po jm ow ać doniosłość tego zw iązku, m ów iąc 

w  przedm ow ie do swego dzieła : « E t  quia A n thm etica  et Geometria: scientia sunt connexce, et su ffra- 

gatorice sibi ad inuicem, non potest de numero plena trad i doctrina, nisi inserantur geometrica qua'dam, 

vet ad geometriam spectantia; » a później dodaje, że często praw id ła i działania algebraiczne w idoczność 

i dow odzenia sw e zaw dzięczają figurom  i spostrzeżeniom  geom etrycznym . G odnem  je st uw agi że 

w  sam ym  przedśw icie rozw oju nauk  ścisłych w E uropie Fibonacci udarow ał je  odrębnym  od greckiego 

k ierunk iem  naukow ym , służącym  za p ierw ow zór pracom  m atem atyków  szesnastego stu lecia.

W iek  czternasty aczkolw iek m niej p łodny  od poprzedniego pod w zględem  p rac  m atem atycznych  

pozostaw ił jednak  u tw ory m atem atyków  nietylko naśladujących  G reków  i A rabów , ale usiłu jących 

zdobycze naukow e zastosow ać i w zbogacić. W  ogólnej h isto ry i nauk  m atem atycznych godnem i uw agi
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sy im iona au torów  tej epoki jak  : B radw ard in , Pedisiamus, K illingw ortk , Argyirus, Paolo d i Digomari 

i w ie lu  innych . Mimo je d n ak  tej stosunkow ej m nogości p racow ników  n a  n iw ie  m atem atyki koniec 

naw et czternastego w ieku  za epokę n iem ow lęctw a nauk  ścisłych uw ażać m ożna i dopiero  w iek p ię

tnasty  bogaty w  zdarzenia, dajyce bodźca pow szechnem u ruchow i um ysłów  rozpoczyna perjod roz

kw itu  m atem atyki w E u ro p ie . G eom etrya g recka z oryginalnych dzieł badana i A lgebra Ind jan  pojęta 

i rozpow szechniająca się, jakby  naśladu jąc  d u ch a  p rac  F ibonaccie’go, podały sobie od tyd nieroz- 

łyczalne d łonie.

W ynalazek d ru k u , odkrycie Ameryki i Indyi W schodn ich  i w zięcie K onstan tynopola w płynęły  

skutecznie na pow szechny działalność i krzew ienie się nauk  w  tej epoce, k tórej pierw szym  w  dzie

dzinie m atem atyki przedstaw icielem  je s t Regiomontanus, je d n a  z najw ybitn iejszych postaci w historyi 

nauk  ścisłych. P łodny i n iezm ordow any um ysł tego pisarza po trafił n ie ty 'ko  objyć g łów niejsze 

dzieła geom etrów  greck ich  i zapoznać z nim i w spółczesnych, ale jeszcze w łasnem i odkryciam i 

w zbogacił n aukę . Jest on au to rem  dzieła o T rygonom etry i płaskiej i sferycznej (1), w  k lóretn  roz

w iązuje w iele zagadnień za pom ocy A lgebry, który nazyw a ars rei et census. N apisał on także 

A rytm etykę, k ló ry  nazw ał Algorismus demonstratus, w  której po raz pierw szy ilości num eryczne 

zastępuje zgłoskam i. Nowa ta  fo rm a przyjęta w  now oczesnej up raw ie  nauk m atem atycznych była po 

raz pierw szy użyty przez tego pisarza, chociaż odkrycie je j je s t jednym  z p rom ien i blasku, otaczajycego 

n ieśm iertelne im ie Vi'ete’a. Pom ijajyc inne  nad e r liczne, ale niestety  po w iększej części nic pub liko 

w ane dzieła R egiom ontanusa, w spom nim y im iona m atem atyków  z p ie tnastego  w ieku : M ikołaj Cusa, 

A lbert D urer i Leonard de Vinci, k tórzy w  historyi nauk  m atem atycznych  w ysokie zajm ujy miejsca. 

Na schyłku pietnastego w ieku godnen i je s t w zm ianki dzieło Łukasza Paciali (2), znanego pod  nazwy 

Lucas d i Iiorgo, k tó re  m iało wielki w pływ  na now y k ierunek  nauk m atem atycznych, oparty  na 

zwiyzku A lgebry z G eom etryy.

Dzieło tego pisarza je s t  pierwszy Algebry d rukow any  w Europie. Lucas d iB o rg o  pow iada że A lgebra 

je st częściy nauki rach u n k u  niezbędny d la A rytm etyki i G eom etryi. Za pom ocy A lgebry, który 

nazyw a A rte  m aggiore dowodzi w ielu  propozycy i z dziesiytej księgi E uk lidesa i trak tu je  o rozwiyzy- 

w'aniu rów nań  drugiego stopnia. W  w’ie lu  razach d la uw idocznienia i w ykazania p raw id e ł rach u n k u  

posługuje on się G eom etrj'y , a w je d n e j z części swego dzieła zamieszcza sto zadań geom etrycznych 

pow iększej części za pom ocy A lgebry rozw iyzanych.

Oto dw a z tych zadań : Mając dane dwa boki trójkąta i jego  powierzchnią znaleźć bok trzec i; i mając 

dane powierzchnią i różnicę dwóch boków prostokąta znaleić jego boki.

Oznaczajyc przez a2 pow ierzchniy a przez d  różnicę dw óch  boków , Lucas di Borgo bierze za bok

w iększy x  -j-  ^  a za drugi bok x  — - .  Zkyd otrzym uje się n a ty ch m iast na w yznaczenie n iew ia- 
* 2

dom ej rów nanie

z k tórego  w yprow adza się w artości dw óch boków .

(1) De tr ia n g u lis  o m n im o d is  l ib r i  qu inquai (Nńrimhergae, 1533).
(2) S u m m a  de A r ith m e th ię a , G eo m etr ia , jo ro p o r tio n ep ro p o r tio n a tita  {dwa wydania w i i  1523 r .) .
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P an Ghasles zw raca uw agę, że to rozw iązanie je s t n ierów nie prostszem  od rozw iązania do którego 
by łoby  się przyw iedzionym , b iorąc w prost dw a boki za n iew iadom e, gdyż w tym  razie m iałoby się

yz  =  d2, y  —  z =  d

i ostatecznie rów nan ie drugiego stopnia

I/1 —  dy =  a2.

Pom ijając inne u tw ory  tego m atem atyka, dosyć będzie zw rócić uw agę na to , że ch a rak te r prac 

jego polega na ciągłym  związku A lgebry  z G eom etryą, co stanow i cechę w szystkich niem al prac 

m atem atycznych szesnastego stulecia i podstaw ę w ielkich postępów  m atem atyki now oczesnej.

W  Niem czech Adam Risen , K rzysz to f R u d o lf i S tife l  rozpow szechnili podstaw y A lgebry i zastoso

w anie tej nauki do G eom etryi nie ustępu jąc  w  niczem , a naw et przewyższając niekiedy głęboką 

znajom ością A lgebry u tw ory  Łukasza di Borgo.

Arithm etica Integra  S tifel’a w \5UU roku  w ydana zaw iera w sobie wszystkie propozycye trz y 

nastej księgi Euklidesa za pom ocą A lgebry  trak tow ane.

Zanim  doprow adzim y rys postępów  G eom etryi w  zw iązku z A lgebrą do p rac  V ióte’a, k tó re  o sta 

tecznie przysposobiły  g ru n t naukow y dla pom ysłów  D escartes’a, należy jeszcze w spom nieć zasłużone 

im iona m atem atyków  jak  Cardan, Tartalea i fieneiictis, w k tó rych  dziełach związek G eom etryi 

z A lgebrą uw idacznia się i u trw a la .

Benedictis w dziele s w e m (t)  używ a bezprzestannie G eom etryi do dow odzenia p raw ideł i sp raw 

dzania w yników  A lgebry. Oto ciekaw y przykład tej m etody . A utor staw ia sobie zadanie o trzech 

n iew iadom ych, w yrażające się przez rów nan ia  : x  y  =  a, y  -\- z —  b, z -|-  x  -\- c. Rozwiązuje 

tę  kw estyą algebraicznie; ale dla sp raw d zen ia  w yrażeń znalezionych d la n iew iadom ych , używ a 

następującej geom etrycznej uw agi : Niech się zbuduje trójkąt któryby m iał za boki trzy  liczby a, b , c 

i niech się weń wpisze koło styczne do jego trzech boków : odcinki, ja k ie  punkta styczności wyznaczą na  

tych bokach będą wartościami trzech niewiadomych x , y ,  z ; zkąd w ypada że w arto śc i tych  n iew iadom ych

będą  : x  —  "■ ^----- - ,  e t c . ; spraw dzenie w artośc i otrzym anych za pom ocą rach u n k u .

W  dziele powyższem  znajduje się pierwszy zapew ne przykład  geom etrycznego w ykreślenia dodat- 

nego p ierw iastku  rów nan ia drugiego stopnia. P om ijając je d n a k  rozw inięcie spostrzeżeń nad tym  

objaw em  godnym  uw agi, pom ijając w reszcie dzieła Cardan’a i Tartalea, w  k tó ry ch  w iele kwestyj 

um iejętnie trak tow anych  w  przedm iocie zw iązku G eom etryi z A lgebrą zaznaczyć by m ożna, zauw a

żymy że wszystkie te objaw y coraz silniej u trw alającego  się związku dw óch nauk  polegały  wyłącznie 

na działaniach liczebnych. G eom etryą G reków  uległa w ielkiej zm ian ie ; tracąc  charakter ogólności i 

czystości k tórym  się szczyciła uprzednio , przysw oiła sobie now e narzędzie pom ocnicze do sw ych 

badań , k tórem  jest rach u n ek  z razu czysto liczebny, jak  to w idzieliśm y w  epokach  dotychczas 

pobieżnie do tkn ię tych , a będących  tylko przygotow aczem i i przejściow em i pod  w zględem  urobien ia 

now oczesnego kształtu nauk  m atem atycznych siedem nastego stulecia.

W  ty m  to stanie nauki gieniusz Viet’a, jakby  oceniając ca łą  u jm ę p rzyn iesioną G eom etry i przez

t l )  Diversarum speculationum mathematicarum et physicarum liber; Turyn, 1583.



zw iązek z A lgebrą, na liczebnych lylko działaniach opartą , stw orzył Algebrę noicoczesną. Z astępując 

liczby zgłoskam i, k tóre C arnot nazw ał « istotam i rozum u, » Viete m ożna pow iedzieć stw orzył A lgeb rę , 

bo nad..t jej ch a rak te r abstrakcyi i ogólności; a związkowi A lgebry z G eom etryą, na k tórym  Descartes 

m ia ł postaw ić sw ą d o k try n ę , przyniósł on w  darze w arunk i trw ałego b y tu  i ow ocności, podnosząc 

A lgebrę do stopnia uogólnienia, nadającego jej p raw a do nierozerw alnej spójni z G eom etryą Greków 

i siłę do szybkich postępów  na drodze udoskonalen ia.

Tak wysoko cen iony  przez L agrange’a związek ty ch  dw óch  dzielnic m atem atyk i, śledzony choć 

pobieżnie w  tej pierw szej części niniejszej p racy , od w ystąp ien ia V ićte’a sta je się w y d a tn ą  rzeczy

w istością ; a G eom etryą A nalityczna, ten p ierw szy  w ym ow ny objaw  wyższości now ożytnych n ad  

s ta roży tnym i w dziedzinie nauk ścisłych , liczyć może od tąd  sw e istn ienie, bo składow e je j p ierw iastk i 

s iln ie  zespolone, czekały ty lko  od tej chw ili życiodaw czego tchn ien ia  D escartes’a aby  w spólnem i silam i 

now oczesną m atem atykę pchnąć na nowe to ry  rozw oju.

Obok im ienia Y ieta (1540-1603) na w stęp ie do epoki odrodzenia nauk  należy pom ieśc ić  K e-  

p ler’a (1571-1631).
W  geom etrycznych  u tw orach  tego m atem atyka , tw órcy  now oczesnej astronom ii, spostrzega się trzy 

id e je  nowe : w prow adzenie użycia nieskończoności do G eom etry i; p ierw szy zarodek analitycznego 

p raw id ła , tyczącego teory i najiuiększości i najm niej szóści, k tó ra  w dw adzieścia la t później otoczyła 

sław ą im ie E erm at’a i p ierw szy ślad użycia m etody  rzu tów  na dw ieście lat przed odk ryciem  Geo

m etry i w ykreślne j.

Zastosow anie A lgebry  do G eom etry i nie m ogło by ć  obcem  m atem atykow i tak iem u  jak  K epler 

szczególniej w przeddzień  pojaw ienia się d o k try n y  w sp ó łrzę d n y ch ; to też w poszukiw aniach  sw ych 

op ierających się na teory i w ieloboków  posiłkuje się on A lgebrą, a na w yznaczenie boku siedm iokąta 

fo rem nego  w pisanego w koło, w funkcyi p ro m ien ia , o trzym uje K epler następu jące rów nan ie :

7 — \ l i i j  -j- 7 i i i j —  1 v j deque valent figurce n ih i l i ; 

d a jące  się p rzedstaw ić, za pom ocą sym bolów  dziś używ anych , pod kształtem  :

7 —  l l t x 9- - f  7x4 —  x 6 =  0 ;

gdzie x  oznacza stosunek  boku  siedm iokąta do p rom ien ia  koła.

N ierów nie jed n ak  wyżej w zasłudze przygo tow an ia naukow ego g ru n tu  d la dok tryny  D escartes’a stoi 

Viete. Kiedy bow iem  Keplec użala się w  dziele sw em  (1) na n iem ożność graficznego przedstaw ien ia 

w łasności rów nania drugiego stopnia, dającego stosunek  pięciokąta forem nego do p rom ien ia  koła 

o p isanego ; to  YuHe za pom ocą graficznych w ykreśleń  rów nań  nie ty lko  drugiego  ale i trzeciego 

stopn ia daje przykład wysokiej znajom ości sztuki geom etrycznego p rzedstaw ian ia w yników  Algebry.

To też prace jego tak użyźniły naukow ą g lebę, na k tórej zasiew gi'eniuszu Descartes’a tak  bu jn ie  się 

rozw inął, że przed w'zejściem jeszcze tego płonnego  zasiew u, sam odzieln ie zdołało na niej zakiełkow ać 

ziarno  tw órczości Ferm at'a , k tó ry , ja k  obszernej o tem  w  dalszym  ciągu w spom nim y, doszedł w  po

szukiw aniach  sw ych, tyczących się G eom etryi czystej, do odkrycia m etody analitycznej, nie będącej 

niczem  innem  jak  naów czas n ieznaną jeszcze m etodą w spółrzędnych  D escartes’a.

(1) Harmonices mundi.
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Praco Vifete’a przed pojaw ieniem  się doktryny  w spółrzędnych znalazły gorliw ych naśladow ców  i za

służonych krzewicieli w W ilhelm ie Ougthred (1573-1660), i H arrio t’cie (1560-1621). P ierw szy rozw i

nął zastosow anie Algebry do zadań geom etrycznych, budow ę rów nań  i form ow anie potęg . Drugi zaś 

w  dziedzinie czystej A lgebry w ielkie poczynił odkrycia co do natury  i fo rm ow ania rów nań . W allis 

w spółziom ek H arrio t’a w swej H istoryi A lgebry tak w ysoko go cen i, że w iele odkyrć przez D escartes’a 

w  A lgebrze poczynionych nie w acha się H arrio t’owi przypisać i posuw a się aż do nazw ania D escartes’a 

przyw łaszczycielem .

Nie do nas należy odparcie i w ykazanie stronności poglądów  W allis’a , tem  więcej że takow e tyczą 

się w yłącznie historyi A lgebry i że znalazły sw e ocenienie w pism ach  au to rów  znanych z wysokiej p o 

wagi naukow ej. W zm ianka jednak  o zasługach H arrio t’a pow inna była tu  znaleźć m iejsce, bo prace jego 

przyczyniły się n iesłychanie do udoskonalenia A lgebry , a tem  sam em  do odkrycia doktryny  G eom etryi 

m ięszan e j; ale jeśli D escartes tak  w pracach  swych czysto algebraicznych jak  i w udoskonalen iu  sw ego 

Zastosowania Algebry do Geometryi lin ii krzyw ych  korzystał z u tw orów  H arrio t’a, to  nie jako naśladow ca 

lub  przywłaszczyciel, ale jako  m istrz, k tóry  do zapalenia pochodni swej w iedzy użył p łom ienia zatlo - 

nego od iskry g ieniuszu V iete’a.

Jak  to  ju ż  na w stępie niniejszej pracy pow iedzieliśm y, G eom etrya A nalityczna w łaściw e istnienie-, 

sw e poczyna od  roku  1637 to je s t od po jaw ienia się dzieła D escartes’a objaw iającego dok trynę  w spół

rzędnych.

Umysł badaw czy i sam odzielny tego G eom etrzy objął rozliczne gałęzie wiedzy i w e w szystkich 

ch lubn ie  istn ienie swe zaznaczył. W  filozofii, w fizyce i w  m atem atyce zostaw ił on nie zatarte  ślady  

swej tw órczości; ale kiedy filozofja jego  uległa w ielkiem u przew ro tow i, Geom etrya pozostała n ie 

w zruszonym  piedestałem  należnej m u  sław y. Zastosow anie A lgebry do Geometryi l in j i  krzyw ych  je s t 

bezzaprzeczenia jednym  z najdonioślejszych pom ysłów  D escartes’a, je d n ą  z tych idei co niw eczą za

pory tam ujące postęp w iedzy ludzkiej i dają bodźca do coraz wyższych usiłow ań um ysłu  w  dociekaniu  

praw dy.

Jakkolw iek  zastosow anie Algebry do G eom etryi je s t, jak  w  ciągu niniejszej pracy  sta ra liśm y  się  

w ykazać, pom ysłem  którego odległy początek okala zasłona n iepew ności, a k tórego  częściowe urze

czyw istn ienie spotyka się w różnych epokach  h isto ry i m atem atyki, w szystkie jed n ak  w tym  w zględzie, 
czynione usiłow ania są e lem entarnem i w porów nan iu  z G eoinetryą D escartes’a.

^ iete, będący niejako uosobien iem  i osta tn im  w yrazem  doskonałości usiłow ań, od w ieków  w  tej 

m ierze podejm ow anych, zdołał w praw dzie p rzedstaw ić rów naniam i i rozw iązać za pom ocą a lgebraicz

nego rachunku  niektóre kw estye tyczące się G eom etryi, ale m etoda jeg o  grzeszy b rak iem  uogóln ien ia 

i za przedzorzow y tylko odblask w schodzącego słońca nowej dok tryny  może być uw ażaną. Ma ona 

raczej za zaletę w ykazanie doniosłości i ow ocności związku Algebry z G eom etryą, aniżeli znalezienie 

ogólnych sposobów  do przedstaw iania figur geom etrycznych za pom ocą rów nań . W  rzeczy sam ej 

m etoda Vifete’a, aczkolw iek w h isto ry i m atem atyki słusznie tak w ysokie zajm ująca stanow isko , w ym aga 

użycia sposobów  szczególnych do rozw iązyw ania każdego zadania i dla tego to b rak u  swej ogólności 

ustąp iła ona zupełnie pierszeństw a dok tryn ie D escartes’a od pierw szej chw ili po jaw ienia się takow ej. 

W dzisiejszym stan ie nauki m etodę V iele’a i rozw iązyw anie zadań zw anych wyznaczonemi pozosta
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w iono Algebrze i zwykłej G eom etryi, gdy tym  czasem badanie miejsc geometrycznych za pom ocą 

różnych układów  w spółrzędnych je s t w yłącznym  przedm iotem  nauk i datu jącej od D escartes’a. Jem u  

to bov em należy się sław a znależenia m etody ogólnej p rzedstaw iania figur geom etrycznych ró w n a

niam i. O dkryciem  i postaw ien iem  uchw ał now ych do wyznaczania położenia punk tu  tak na płasz

czyznie ja k  i w przestrzeni D escartes stw orzył układ  w spółrzędnych prosto lin ijych  i położył niew zru

szoną podstaw ę now ej swej Geometrzyi.

Chociaż Geom etrya oddaw na posiadała m ożność w yrażania natu ry  jak iejko lw iek  linii krzywej przez 

stosunek linij między sobą rów noległych, w yprow adzonych z różnych punktów  krzywej uw ażanej do 

innej krzywej stałej i n iezm ien n e j; chociaż przedstaw ienie tych stosunków  za pom ocą A lgebry , od 

chw ili pojaw ienia się tej nauki było rzeczą nietylko m ożliw ą ale i ła tw ą, trzeba było jednakże w ielkiego 

um ysłu  D escartes’a aby przew idzieć użyteczność lego zastosow ania, po jąć że algebraiczne w yrażenie 

linii krzywej je s t w ydatnym  obrazem  je j w łasności i stworzyć m etodę ogó lną do rozw iązyw ania kw estyi 

spotykanych w badaniach  w łasności figur.

Do stw orzenia i uogóln ien ia m etody wyznaczania punk tów  na płaszczyznie trzeba było zbadać na
tu rę  i użycie p ierw iastków  odjem nych. U darow any m etafizycznym  um ysłem  D escartes spostrzegł że nie 

m ogą istn ieść ilości m niejsze od zera i że ilości od jem ne w inny być uw ażane za w zięte w  k ie runku  

o dw ro tnym  ilości dodatnych .

P ierw szy ślad zastosow ania tego pojęcia do G eom etryi zna jdu je  się w praw dzie w  p ism ach  Alberta  

G irard  (1) ale gdyby naw et p ierw szeństw o przyznaw ane w  tym  względzie D escartes’owi było w ątp li- 

w em , to zużytecznienie znajom ości natury  i użycia pierw iastków  odjem nych  je s t niezaprzeczenie jego 

zasługą.

W ielka w swej p rostocie idea Unijnych rzu tów  punk tów  na proste  sta łe  w płaszczyznie lub  przestrzeni 

wyszła z pod  pióra D escartes’a w postaci rzeczyw istej dok tryny , k tórej nieliczne zasady ściśle ze sobą 

związane, po jaw ien iem  się s,wem w płynęły  skutecznie na now y zw ro t i rozwój nauk  m atem atycznych .

Zbytecznem  byłoby bezw ątp ien ia w yjaśn iać tułaj ducha i zasady, pow szechnie dziś znanej doktryny 

w spółrzędnych kartezyańskich , szczególniej na w stępie do dzieła przew ażnie na niej opartego . Ogólny 

naw et krytyczny przegląd pierw szych p rac na tle now ej G eom etryi wyszłych z pod pióra jej tw órcy 

by łby zadaniem  niety lko zbytecznem  ale i tru d n em , bo  jak  wszyscy gienjalni pisarze tak i D escartes 

w u tw orach  sw ych postępuje d rogą d la zw ykłych um ysłów  n iedostępną. Z adaw alnia on się odkryciem  

i ob jaw ien iem  zasad i p raw d n ieznanych , pozostaw iając późniejszym  na niw ie w iedzy pracow nikom  

uporządkow anie, zastosow anie i zużytecznienie swych odkryć. Badać dziś dok trynę D escartes’a  i jej 

p ierw sze zastosow ania w  pism ach sam ego jej tw órcy , a nie w  dziełach jego  następców , je s t to  chcieć 

czytać ob jaw ienia praw dy przy b lasku  błyskaw ic a nie przy łagodnem  św ietle m ajow ego słońca.

Z adanie to nie m oże w ejść w szczupłe ram y  niniejszej pracy i dla tego w spom nim y tu taj tylko o n ie 

k tórych  z w ażnych odkryć D escartes’a na polu czystej A lgebry jak  : znalezione przezeń p raw id ła  do 

w yznaczania liczby pierw iasków  ró w n a n ia ; m etoda w spółczynników  n iew yznaczonych ; i tłum aczenie

(1) Autor len na ośm  lat przed Descartes’em  okazał użycie p ierw iastków  odjem nych w  geom etryi tem i słow y : Roz
w iązanie przez m n i e j  tłum aczy się w  Geom etryi cofan iem ; a — wraca się gdzie +  naprzód postępuje. 1’rzyklad lego  
daje 011 na zadaniu prowadzgeem  do równania czw artego stopnia, w którem  dw a pierwiastki są dotlatne a dw a  

odjem ne.



znaczenia i użycie p ierw iastków  odjem nych. Z G eom etryi m ięszanej należy zanotow ać ważny ustęp 

w którym  Descartes zastosow yw a sw ą analizę do poszukiw ania i badania krzyw ych, nazw anych 

przezeń owalnemi (oya/es);jak rów nież rozwiązanie sław nego zadania P appus’a « ad tres aut plures Imeas » 

klóre D escartes wziął za pierw szy przedm iot zastosow ania now ej swej G eom etryi.

Z pom iędzy licznych odkryć żadne wyżej przez D escartes’a nie było ccnionem  ja k  praw idło  ogólne 

do wyznaczania stycznych do linij krzyw ych. « Ze w szystkich zadań, k tó re  znani w G eom etryi, po

w iada on, nie m a żadnego któreby  było użyteczniejszemu ogólniejszem  i którego rozw iązanie byłoby 

więcej przezem nie upragnionem . »

Doniosłość tego zadania, k tórego żaden z G eom etrów  starożytnych nie odw ażył się ogólnie tra k 

tow ać, je s t rzeczywiście w ielką, bo rozw iązanie takow ego było n ieodzow nym  w stępem  do w y n ale

zienia rachunku  różniczkow ego. To też trzej w spółczesni a tak ch lubn ie  w  H istoryi m atem atyki znani 

Geom etrow ie Descartes, Fermat i Hoberml z rów ną sam odzielnością i n iezależnie pod ję li się rozw ią

zania tego zadania.

S tarożytni G eom etrow ie zwykli byli ok reślać  styczną, w sposób następujący : Je st to p rosta  m ająca 

jed en  tylko pun k t w spólny z krzyw ą, przez który nie m ożna poprow adzić żadnej innej prostej między 

nią i krzyw ą. Na podstaw ie tej zasady wyznaczali oni w praw dzie styczne, ale tylko do niektórych 

krzywych im znanych.

D escartes i F erm at, aczkolwiek rozwiązania ich były różne i od siebie niezależne, uw ażali styczne 

za sieczne których dwa punk ta  przecięcia się z krzyw ą są ze sobą złączone. R obervalzaś oparł swe okre

ślenie stycznej na doktryn ie Galileusza o ruchuzłożonym . Uważał on bow iem  styczną za k ierunek  ruchu  

złożonego przez jaki krzywa m oże być w ykreśloną. D okładności swej m etody pojm ow ania stycznych 

dow iódł on na zastosow aniu jej do rozlicznych krzywych a między innem i do paraboli D escartes’a ( ł ) .

Metody D escartes’a i F e rm at’a m iały po nad m etodą R oberval’a wyższość w zględną, k tó rą  w pew nej 

m ierze w inny były zawdzięczać analizie na k tórej się opierały. Pojęcie F erm at’a o stycznych polegało 

na tych sam ych podstaw ach co i sław na jego m etoda o najwiekszościach  i najmniejszościach i d la  tego 

też, jak  to już  w spom nieliśm y, niektórzy z dosto jnych m atem atyków  uważali go za p ierw szego w yna

lazcę rachunku różniczkowego. Barroiu upraszczając ideję m etody F e rm a t’a uw ażał później styczną za 

przedłużenie jednego  z nieskończenie m ałych boków  krzyw ej uw ażanej za w ielobok o nieskończonej 

liczbie boków , a m etoda jego najw ięcej obecnie je s t używ aną.

Zadanie tyczące się stycznych było jednem  z tych których rozwiązanie w płynęło na przyspieszenie 

odkrycia różniczkowego rachunku . Descartes pojął całą doniosłość m etody stycznych, i dla tego nale

żało się tu taj w zm iankę o takowej pom ieścić.

Oprócz w ielu  innych odkryć D escartes’a w dziedzinie nauk m atem atycznych i n a tu ra ln y ch , o k tórych  

nie m iejsce tutaj w spom inać, jed en  z ustępów  na końcu  drugiej księgi jego G eom etryi pomieszczony 

w inien zwrócić na się szczególniejszą uw agę, bo w nim  tw órca Geometryi Analitycznej w zm iankuje

o krzywych o podw ójnej krzywiznie. Je s t to zapowiedź pojaw ienia się G eom etryi A nalitycznej tró jw y

m iarow ej, o k tórej ukazaniu się i rozw oju z kolei m ów ić nam  w ypadnie. Kilka wyrazów w yrzeczonych
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(1) Krzywa trzeciego stopnia.
d
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przez D escartes’a w  przedm iocie krzywych o podw ójnej krzyw iźnie, stanow ią m istrzow skim  lako- 

nizm em  nacechow aną podstaw ę całej now ej w tym  względzie doktryny.

Mówiąc o G eom etryi m ieszanej D escartes’a zauważyć w ypada że w zastosow aniach swych Algebry 

do teoryi krzyw ych objął on tylko krzyw e, k tórych rów nania w jego układzie w spółrzędnych  były 

stopn ia  skończonego. Nazwał on je  krzyw em i geometrycznemi, nadając m iano mechanicznych wszystkim 

krzyw ym  do rodzaju geom etrycznych nienależącym . W iadom em  je s t że Leibnitz zastąpił nazwy krzy

w ych geometrycznych i mechanicznych przez krzywe algebraiczne i krzywe przestępne.

D escartes w  rozlicznych rozw iązyw aniach trak tow anych  przezeń zadań okazał sam dostatecznie 

i użyteczność i doniosłość now ej swej G eom etryi, k tó rą  udarow ał m atem atyków  jako  narzędziem  n ie

słychanie w łaściw em  do badania krzyw ych geom etrycznych. Zanim  jednak  rozpoczniem y przegląd  

pobieżny zastępu naśladow ców  D escartes’a posługujących się tem  cudow nem  narzędziem  w celu  

rozprzestrzenienia granic wiedzy, slosow nem  może będzie w obec m aluczkości naszego głosu zakoń

czyć ten pobieżny i n iezupełny rys zasług D escartes’a ocen ien iem  jego  doktryny w ygłoszonem  przez 

książąt G eom etryi now oczesnej.

Chcem y tu  m ów ić o P o n ce le t’cie i P. Chasles, pierw szy w dziele sw em  (1) k tó re  n iezm ierny  w pływ  

n a  rozwój G eom etryi wyższej w yw arło , aczkolw iek sam  gorliw y zw olennik G eom etryi czystej, tak się

o Geom etryi analitycznej odzywa :

« Geom etryą analityczna jest nader w łaściw ą do nadania pom ysłom  geom etrycznym  tego rozw in ię

cia i tej ogólności które spoczywają w yłącznie w  jej naturze.

« Kiedy G eom etryą analityczna przez w łaściw y jej pochód podaje sposoby ogólne i jednosta jne  do 

przedsiębran ia  rozw iązyw ania nadarzających  się kw estyi i do poszukiw ania w łasności f ig u r ; kiedy 

ona dochodzi do  w yników , k tó rych  ogólność jest bez gran ic , d ruga (to je s t G eom etryą czysta, szcze

gólniej G eom etryą starożytnych) działa p rzy p a d k o w o ; pochód  jej zależy zupełnie od przezorności 

tego, który się nią posługuje, a jej w yniki są praw ie zawsze ograniczone, jako zależne od szczególnego 

stanu  figury, k tó rą  się uw aża. »

P . Chasles śledzący z w ysokiem  naukow em  nam aszczeniem  i n iesłychaną erudycyą za objaw am ii 

ducha i rozw oju geom etrycznych  m etod  pow iada :
« G eom etryą D escartes’a, prócz w ysokiego ch a rak te ru  pow szechności, odróżnia się jeszcze od Geo

m etry i starożytnej pod tym  w zględem  godnym  uw agi, że podaje jednym  jak im kolw iek  wzorem  

w łasności ogólne całych fam ilji krzyw ych ; tak  że nie potrafiłoby się odkryć tą  d r o g ą  jak iejko lw iek  

własności pew nej krzyw ej, bez zapoznania się natychm iast za pom ocą tej nauki z podobnem i lub  

tegoż sam ego rodzaju  w łasnościam i niezm iernej liczby innych linij.

Liczny a dostojny poczet w spółczesnych D escartes’ow i m atem atyków  w ydał z siebie w ielu  gorliw ych 

krzew icieli now ej Geom etryi.
Ze w zględu na porządek chronologiczny jak i dla zasług położonych w rozw inięciu  i upraw ie nauk 

m atem atycznych, na p ierw szem  m iejscu postaw ić należy Ferm at’a i Roberval a.

F erm at godny w s p ó łz a w o d n ik  w ielkiego D escartes’a oprócz sław nej swej m elody l)e m axim is  et 

m inim is pozostawi! jeszcze liczne ślady swego gieniuszu w odkryciach w Algebrze i G eom etryi przezeń

(1) Traiti des propriełes projectives des figures. 1822.



GEOMETRYI A NA LIT YC Z NE J. XXVII

poczynionych. Dzieła jego w ydano w  dw óch tom ach po jego śm ierci obejm ują, w pierw szym  tom ie 

now e w ydanie D iophant’a w zbogacone no tam i i odkryciam i F erm at’a, w drugim  zaś noszącym  t y t u ł : 

Petri Ferm atii opera jego w łasne u tw ory w  G eom etryi czystej i w Analizie now oczesnej jak  rów nież 

jego korrespondencyą, będącą ciekaw ym  dokum entem  do historyi nauk  ścisłych.

Z pism  F erm ata  trak tu jących  o m iejscach płaskich i b ry łow atych  i o budow ie rów nań  trzeciego 

i czw artego stopnia w nosić m ożna, że twórczy jego um ysł w yprzedził D escartes’a co do pom ysłu 

w yrażania krzyw ych przez rów nania algebraiczne. P ierw szeństw a F e rm a t’a w  tym  względzie dow odzą 

jego listy przed pojaw ieniem  się Geom etryi D escartes’a pisane, a w zm iankujące o pracach : Isagoge topica 

ad Loca piana et solida i A ppend ix  ad isagogen topicam. W pierwszej wyznaczał au to r  rozm aite kształty 

rów nań , w ynikające z różnych położeń osi przecięcia konicznego, na k tórej b ra ł odcięte i położeń 

p u n k tu  od którego liczył takow e; w swym zaś A ppendix... pod ją ł F erm at budow ę rów nań  trzeciego 

i czwartego stopnia.

A nalityczna m etoda F erm at’a, posiadająca wysoką cechę ogólności w  gruncie  rzeczy nie by łan iczem  

innem  jak  m etodą w spółrzędnych D escartes’a. F e rm at użył tej m etody do rozw iązyw ania w ogóle 

zadań geom etrycznych za pom ocą krzyw ych jak  najprostszych.

Pierw sze zastosow ania rachunku  do ilości różniczkow ych w celu znalezienia stycznych są bezw ąt- 

pienia jednym  z najśw ietniejszych objaw ów  geniuszu F e rm a t’a. Poisson (1) oceniając doniosłość 

zasług w tym  w zględzie przez F erm at’a położonych, wykazuje jasno  zasadę m etody i znaczenie jej 

w  porów naniu  z w ielkiem  odkryciem  L eibnitz’a. F erm at’owi przyznaje on objaw ienie fdozoficznej idei, 

a Leibnitz’owi znalezienie niezbędnego narzędzia do w prow adzenia je j w użycie.

Ogólna m etoda stycznych, którą F erm at oparł na swej m etodzie m axim is e t m inim is w yw ołała nader 

żywą krytykę ze strony D escartes’a. M ontucla zdając spraw ę z tej sław nej w aśni w historyi m atem atyk i, 

w inę przypisyw ał w yłącznie D escartes’owi, uw ażając że jego zarzuty czynione m etodzie F e rm a t’a były 

głosem  uprzedzenia i zawiści. M ontucla a po nim  L agrange, Laplace i F o u rie r uw ażali m etodę F er

m a t’a za najw ięcej zbliżającą się do lej k tóra obecnie stanow i najprostsze zastosow anie rachunku  

różniczkowego. Opinja ta była zdaje się pow szechną aż do prac P . Duhamela, k tóry  w  rozpraw ie swej 

pod ty tu łem  : M emoire sur la Methode des m axim a et des m inim a de Ferm at, et sur les Methodes des 

tangentes de Fermat e t de Descartes, w ydał sąd zupełnie przyznający słuszność D escartes’owi w  przed

m iocie naukow ej jego utarczki z F erm at’em . W  m etodzie tw órcy G eom etryi A nalitycznej raczej niż 

w m etodzieF erm at’a upatru je  P. D uham el początek rach u n k u  różniczkow ego.

Oto są w łasne słow a P. D u h a m e l:

« Lagrange pom ylił się w sw em  ocenien iu  m etody F e rm a t’a, to co o niej pow iedział pow inno  było 

» być zastosow anem  do m etody M escartes’a, który pierwszy uw ażał styczną jako gran icę siecznej, 

» k tórej dw a p u n k ta  przecięcia z krzyw ą zbliżają się nieograniczenie. Jego to m etoda a nie F erm at’a, 

» je s t jednoznaczną (zachow ując w yrażenie L agrange’a) z m etodą rach u n k u  różniczkow ego. »

Jedno  z najpiękniejszych zastosow ań sław nej m etody F e rm a t’a « De m axim is et m inimis, » tyczące 

się zjawisk łam an ia się św iatła , w yw ołało także między nim  a D escartes’em  sław ne w historyi nauk 

n ieporozum ien ie, k tórego  ślady w trzecim  tom ie listów  D escarte’sa(2) znaleźć m ożna. W  przedm iocie

( 1 ) M óm oire su r  le calcul des v a r ia tio n s .
(2) Wydanie in 4°.



tym , w prow adzającym  G eom etry? do badań zjawisk przyrody, F erm at znalazł rozw iązanie slw ie  

dzające praw dziw ość p raw id ła  dow iedzionego przez D escartes’a.

Gdybyśmy m ieli na celu wykazanie zasług F errna t’a w m atem atyce, należałoby nie pom ijać i od 

krytego przezeń rachunku  praw dopodob ieństw a, sprostow ania parabo li sześciennej i kilku innych 
krzyw ych, zupełnego rozwiązania zadania tyczącego się styczności ku l, jego usiłow ań w celu o d tw o 

rzenia poryzm ów  E u k lid es’a i zapow iedzianych przezeń  odkryć w zastosow aniach doktryny  greckiego 

G eom etry do przecięć konicznych i do  rozm aitych innych krzywych.

N ajlepiej bezw ątp ien ia oddam y znaczenie p rac F e rm a fa  w dziedzinie G com etryi A nalitycznej, od 

k tórej ogrom  jego zasług na inne pole zboczyć nas zm usił, przytaczając następu jące  słow a jednego 

z najznakom itszych h istoryków  m atem atyki (1) :

« Gdyby Descartes’a niedostawało ludzkiemu rozwnowi, Fermat byłby go zastąpił w Geometryi. »

Roberval, p ierw szy au to r m etody ogólnej stycznych, k tó rą  zastosow ał do trzynastu  krzyw ych, a której 

Monge użył do krzyw ych w przestrzeni, był najzagorzalszym i upartym  przeciw nikiem  D escartes’a 

i nowo stw orzonej przezeń G eom etryi. A ntagonizm  jego tak się przyczynił jed n ak  do rozpow szech

nienia now ej doktryny  w spółrzędnych, k tó rą  bezustannie krytykow ał, że w  historyi początkowego 

rozw ojuG eotnetry j A nalitycznej zdobył dlań n iepoślednie stanow isko. Dzieło Roberval’a pod tytułem  : 

De resolutiune aeguatiom m  dow odzi że m im o uprzedzenia i slronności względem  now ej doktryny, 

au to r  znał ją  g run tow n ie  i z pożytkiem  d la jej rozpow szechnienia nią się posługiw ał.

W racając  do w zm iankow anej już poprzednio  m etody stycznych stw orzonej przez R oberval’a 

zauważyć należy że 011 pierwszy tą  m etodą w prow adza do G eom etryi potęgę tw orzącą w ielkości to 

je s t ruch . M etoda jego  co do m etafizycznej swej podstaw y p rzedstaw ia w ielkie pokrew ieństw o z p ra 

cam i N ew tona, i tylko b rak  ów czesny analitycznego narzędzia dosta teczn ie urobionego nie pozw olił 

R oberval’owi w yciągnąć z niej w yników , k tórych  odkrycie i przedstaw ien ie stanow i je d n ą  z tak liez- 

nycl zasług N ew ton’a.

Zasada w ygłoszona przez R oberval’a w przedm iocie  m etody stycznych je s t ogólną i słuszną, w yniki 

je j zastosow ań przezeń podjętych  są praw dziw e, a le  rozum ow anie, k tórym  w sk ładan iu  ruchów  się 

posiłkow ał je s t w w ielu  razach b łęd n ein . P . Duhamel pierwszy zauważył to i w ytłum aczył w swej Nocie 

przedstaw ionej A kadem ji francuzkiej w 1829 roku.

Jak  każda now a doktryna, tak i G eom etrya A nalityczna m usiała w yczekiw ać lat kilka na zyskanie 

sobie w yznawców  i gorliw ych krzew icieli. P rzesąd m atem atyków  osw ojonych z G eom etryą czystą 

w spuściznie po Grekach odziedziczoną, n ienaw iść i s tro n n o ść  w spółzaw odników  tak ich  jak  R ober

v a l, a  szczególniej nieprzystępny d la  ogółu czytających, sposób p r z e d s ta w ie n ia  nowej dok tryny  przez jej 

życiodaw cę były głów nem i przyczynam i chw ilow ej stagnacyi w  rozpow szechnien iu  się G eom etryi 

A nalitycznej.

Jako odpow iadająca  duchow i potrzeb m atem atyki now oczesnej nie m ogła o n a  jed n ak  długo pozostać 

w  zasto ju ; tein więcej że w licznym  orszaku m łodych ho lendersk ich  G eom etrów , na k tórych  ziemi 

pierwszy znak życia w ydała, znalazła gorliw ych aposto łów , pracu jących  z zapałem  nad jej u trw ale

niem  i rozwojem .
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Francya dała się poniekąd w  tym  wzklędzie w yprzedzić i tylko gorliw ości i ta len tow i G eom etry 

De Beaune (1601-1631) w inna zaw dzięczać, że płód gieniuszu jej syna dość wcześnie na je j g ru n cie  

naukow ym  zdołał się zakorzenić i rozkw itnąć.

P isarz ten  ocenił odrazu doskonałość i przejął się duchem  nowej doktryny . P o jm ując  że u tw ory , 

z pod pióra D escartes’a w ychodzące m ogą być przystępnym i tylko dla garstk i w ybrańców  naw et 

w szrankach ludzi naukę m iłu jących, wzbogacił on now ą G eom etryę no tam i, ulatw iającem i jej pojęcie, 

a w ielce cenionem i przez sam ego tw órcę Analitycznej Geom etryi. Zasługi De B eaune a nie ograniczają 

się na w yjaśnieniu nowej nauki, badaw czy jego um ysł, choć  olśniony blask iem  tej naukow ej now ości, 

nie u ląk ł się jednak  sam odzielnego po lo tu  i podniósł myśl now ą wyznaczenia na tu ry  jakiejkolw iek 

krzywej za pom ocą danych  w łasności jej stycznej. Zadanie k tó re  w tym  przedm iocie D escartes’owi do 

rozw iązania przedstaw ił m iało na c e lu : zbudow ać, krzyw ą taką, ażeby iloczyn z jej podslycznej 

(wziętej na osi odciętych) przez rzędną był w stosunku  stałym  z częścią rzędnej zaw artą między krzyw ą 

i osią stałą pod kątem  Zi5 stopni do osi odciętych nachy loną a przez początek krzyw ej p rzechodzącą.

T rudne to zadanie było rozwiązanem  przez D escartes’a, jak  o tem  świadczy list jego do Dc B eau n e’a ( l )  

w którym  uw aża on tę  kw estyą za odwrotność swej reguły o stycznych.

Celem rozw iązania tego zadania, które później było przedm iotem  badań  Leibnitz’a , uw ażał D escartes 

każdy pun k t krzyw ej za przecięcie się dw óch stycznych nieskończenie do siebie zbliżonych i odkrył 

tym sposobem , że krzyw a ma assym pto tę  rów noleg łą do osi stałej i że podstyczna w zięła n a  lej assym - 

ptocie je s t stalą . R ów nania tej krzyw ej D escartes nie podał, poznawszy że ona należy do rodzaju  krzy

wych m echanicznem i przezeń nazw anych.

Oprócz zaszczytnego udziału  w rozpow szechnien iu  i w zbogaceniu G eom etryi A nalitycznej, w yw ołaną 

przezeń metodą odwrotną stycznych, De Beaune odznaczył się w historyi Analizy odkryciem  nowej 

teoryi granic równań.

Liczny zastęp m łodych G eom etrów  ho lendersk ich , obejm ujący takich  m atem atyków  jak  : Schooten, 

1/uygens, de W itt, lludde , Van IJeuraet, Sluzc, Vassenaar i inn i pod ją ł z zapałem  pracę około u trw a

lenia, rozpow szechnienia i w zbogacenia nowej G eom etryi.

S chooten  (16..-1659) dbały o rozprzestrzenienie nauki D escartes’a przełożył jego  dzieło na język 

łaciński i w zbogacił je  w ielce cenionym  obszernym  kom entarzem  w łasnym . P ierw sze w ydanie tego 

dzieła m ającego w ielki w pływ  na zapoznanie uczonego św iata z now ą dok tryną  wyszło na w idok 

publiczny w  roku 1649. W  dziesięć lat później pojaw iła się now a edycja pow iększona notam i 

De Beaune’a i listam i H u d d e’a i Van H eu rae t’a. Dzieło to posiadało wszystkie niezbędne w arunki do 

rozkrzew ienia nowej Geom etryi i dla tego w historycznym  rysie jej rozw oju  pow inno być zanotow anem .

Liczne zastosow ania now ej G eom etryi poczynione przez S chooten’a znajdują się przew ażnie w  jego 

Exercitation.es Geometrical i w piątej księdze noszącej t y tu ł : De lineis curvis superiorum generum, ez  

solidi sectione ortis. W  tej to pracy  znajduje się godny uw agi ustęp  tyczący zastosow ania m etody 

w spółrzędnych do krzyw ych uw ażanych w przestrzen i. Jakkolw iek chodzi tam  tylko o krzywe 

płaskie do badania k tórych Schooten  używa tylko dw óch w spółrzędnych , jednakże poruszenie tej 

kwestyi je s t naukow ą nowością w ów czesnej epoce i może być uw ażanem  za pierwszy krok ku stw o-

( !)  L ettres de D escartes, tom e  VI.
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rżen iu  Geometryi Analitycznej tró jw ym iarow ej, k tóra dopiero  w pół w ieku  później rozw inąć się 

zdołała.

W  dziele sw em , Tractatus deconcinnandis demonstrationibus geometricis ex calculo algebraico, S choolen 

sta ra  się wykazać w licznych kw estyach trak tow anych  za pom ocą G eom etryi czystej i Geom etryi A nali

tycznej, że m etoda syntetyczna może się zawsze w yw ieść z m etody  analitycznej. U w ielbienie swe dla 

G eom etryi D escartes’a Schooten tak dalego posuw a, że jasność  i p iękność dow odzeń G eom etryi staro- 

ży tnychfprzypisuje ich posiłkow aniu się A lgebrą, k tórą oni jego zdaniem  ukryw ali celem  w zbudzenia 

w iększego uw ielbienia w potom nych  dla naukow ych odkryć, pozornie tylko bez jej pom ocy poczy

nionych.

Zbyteczncm  byłoby w ykazywać niesłuszność tego oskarżenia, które zda się być tylko dow odem , że 

S chooten  n iedosta teczn ie rozróżniał rzeczywiste znaczenie nadaw ane przez starożytnych w yrazowi 

A naliza  od Analizy opartej na A lgebrze, k tó rą  z w ielkiem  pożytkiem  d la  nauki tak m ocno się przejął.

B udow a rów nań  trzciego i czw artego stopnia była częścią Analizy D escartes’a wyczekującą od jego 

następców  swego uogóln ien ia i udoskonalen ia. Ta zaszczytna praca przypadła w udziale zasłużonem u 

G eom etrze Sluze  (1623-1685). D escartes posług iw ał się do budow y rów nań  trzeciego i czw artego 

stopn ia kołem  i parabo lą . Sluze w'ielcc przyczynił się do uogólnienia tej w ażnej kw estyi, podając 

m etodę za pom ocą której jakiekolw iek dane rów nan ie trzeciego lub  czw artego stopnia może być w y- 

kreślonem  rozlicznym i sposobam i, używ ając w tym  celu koła i k tóregokolw iek z p rzecięć konicznych.

H u d d e  (1640-1704) przyczynił się niem niej jak  Sluze  do udoskonalenia m etody  D escartes’a w  kw estyi 

p row adzen ia stycznych. Leibnitz  u trzym yw ał, że H udde potrafił przeprow adzić krzyw ą przez tyle 

punktów  ile się podoba, to je s t wyznaczyć jej ró w n a n ie ; na co H udde w yrzekł żartob liw ie , że m ógłby 

w yznaczyć rów nan ie  krzyw ej przedstaw iającej rysy tw arzy znanej m u osoby.

Jean de W itt (1625-1672), tw órca now ej teory i o przecięciach konicznych, dziełem  swem  Elementa  

curvarum  przyczynił się do postępu  i rozpow szechnienia G eom etryi A nalitycznej. W  drugiej księdze 

tego dzieła, m ającej za przedm io t budow ę m iejsc geom etrycznych , Jan dc W itt rozw ija analityczną 

teoryą takow ych i upraszcza ją  z ta len tem .

W a ll i s  (1616-1703) g łęboką znajom ością analizy D escartes’a i um iejętnem  jej zastosow yw aniem  

przyczynił się skutecznie do postępu  nauk m atem atycznych. P ierw szy on zastosow ał now ą G eom etryą 

do przecięć konicznych, czego chlubny ślad zostaw ił w  dziele sw em  : Traite analytique des sections 

caniques. R ów nie w ym ow ny ślad swego ta len tu  i erudycyi pozostaw ił W allis w  dziele Arithmetique des 

infinis, w  k tórem  zastosow aniem  analizy Kartezyańskiej do m etody niepodzie lnych  Cavalieri’ego, przy

czynia się potężnie do rozw oju G eom etryi w e w szystkich kw estyach  należących dziś do rachunku  

całkow ego.

Huygens (1629-1695) udarow anv  przez Newtona  przydom kiem  Sum m us, jakkolw iek z zam iłow aniem  

i n iem al w yłącznie oddający się upraw ie  Geom etryi starożytnych i zastosow aniu G eom etryi do nauk 

przyrodzonych, należy także do zastępu krzew icieli analizy K artezyańskiej, k tó rą  znał g run tow nie , 

w ładał sam odzielnie i w  w iciu  zastosow aniach takow ą udoskonalił.

Do tak licznego zastępu  pracow ników  na niw ie G eom etryi Analitycznej dodać należy ów czesnych 

w ielbicieli tej nauki, jak  Van H euraet i N eil, którzy w ielkie w rozpow szechnieniu  jej położyli zasługi.
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W spólnym  udziałem  tych dw óch m atem atyków  je s t przynależna im sław a za rozw iązanie zadania 

przedstaw iającego n iesłychane trudności w ów czensym  stanie nau k i, a m ającego za przedm io t 

sprostow anie linii krzyw ej.
W  1684 roku Thomas Haker w  dziele sw em  : The geometrical kej/ or a gate o / aequations unlockea 

podał godną uwagi m etodę ogólną do budow y w szelkich rów nań  sześciennych i dw ukw adratow ych  

za pom ocą koła i p a ra b o li; a Hiszpanja w tym  sam ym  niem al czasie w ydała G eom etrę w ysoko cenio

nego przez N ew ton’a, k tórym  był Hugo de Omerique, upraw iający  w  swych badan iach  m atem atycz

nych zespolenie algebraicznej analizy now oczesnej z analizą starożytnych. W  dziele przedm iot ten 
rak tu jącem  (1), znajdu je się w iele rozw iązań rozlicznych zadań , a wszystkie te rozw iązania odznaczają 

się p rosto tą i g run tow ną nauki znajom ością.

Pom iędzy geom etram i z epoki rozw oju G eom etryi Analitycznej pow tórzym y jeszcze przytaczane już 

im ie Barrow a (1630— 1677). B ędąc profesorem  un iw ersy te tu  w  C am bridge, geom etra ten w ydał 

w 1669 roku  dzieło swe Lectiones Geometricae, pełne g łębokich badań  nad w łasnościam i i w ym iaram i 

linii krzywych. W  n iem  poraź p ierw szy  wyszła na w idok publiczny jego  Metoda stycznych  k tó ra  przez 

w prow adzenie w rachunek  dw óch ilości n ieskończenie m ałych, zam iast je d n e j, stanow i postęp na 

drodze do odkrycia rachunku  różniczkow ego naów czas w iodącej. W  dziele jego później w ydanem , 

Lectiones mathematicae, trak tow ał o filozofii nauk m atem atycznych, a w  Lectiones opticae zastosow ał 

Geom etryą do zjawisk odbijania i łam ania  się św iatła.

Do geom etrów  usiłujących rozszerzyć gran ice doktryny D escartes’a należy zaliczyć I schirnhausen’a 

(1651— 1708). N abytą sław ę odkryciem  krzywych zw anych caustiques, pow iększył on trak ta tem  

w  1686 roku w ydanym  pod ty tu łem  Medicina M entis, w k tórym  pod ją ł się w ykazania p raw ideł m a

jących być sternikam i w poszukiw aniu praw dy. Z p rac tego m atem atyka w dziedzinie G eom etryi A na

litycznej godną uwagi je s t now a m etoda ogólna przedstaw iona A kadem ii Nauk w 1701 roku, m ająca 

na celu zastąpić rachunek różniczkow y w w ielu kw estyach Geom etryi, jak  na przykład  w przedm iocie 

stycznych i prom ieni krzywizny. Rozwiązanie tego zadania, oparte  na analizie D escartes’a nie odpo

w iedziało jed n ak  doniosłości zapowiedzianego przez au tora p rogram u bo było tylko zręcznem  naśla

dow nictw em  dw óch m etod podanych przez sam ego tw órcę G eom etryi A nalitycznej w  przedm iocie 
stycznych.

W  1682 roku T schirnhausen przedstaw ił w A ktach Lipskich sw ą m etodę co do stycznych do 

krzywych geom etrycznych pod tytułem  : « Nova Methodus tangentes curvarum expedite determinandi, n 

zapow iadając że tę  m etodę zastosuje później do krzyw ych m echanicznych. Jakoż w 1702 roku przed

staw ił on Akademii jednę ze sw ych naukow ych prac pod ty tu łem  : « E ssai d ’une metliode pour trouver 

les touchantes des courbes mecaniques, sans supposes aucune grandeur indefinim ent petite (2). »

Jak  to ju ż  było nadm ieniom em , D escartes w  m etodzie swej tyczącej się stycznych wziął tylko pod 

uw agę krzywe geom etryczne, opuszczając dla u trzym ania charak teru  pow szechności i dostateczności 

swej Geometryi w szelkie krzywe m echaniczne, czyli krzywe nie m ogące się wyznaczać za pom ocą 

m iary dokładnej i znanej. Zapowiedziania prez T schirnhausen’a m etoda p row adzen ia stycznych do

(1) Analysis Geometrica seu vera methodus resolvendi tam probl. geom. quam arithm. questiones, 1G98.
(2) M em oires de  1’A c a d im ie  des sciences, an n . 1702.
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krzywych m echanicznych była w ięc godnym  podziwu objaw em , który zw rócił na się uw agę ów czesnych 

geom etrów . Powyżej pr/.ytoczony ty tu ł pracy T sch irn h a u sen a , obiecujący m etodę dającą się stosow ać 

do krzyw ych m echanicznych w ogóle, nie uspraw iedliw ionym  był treścią  pracy pod nim  przedsta

w ionej. W niej bow iem  podał au to r m etodę stosującą się zaledwie do rodzaju krzyw ych, m ających za 

odcięte łuki krzywej geom etrycznej, do k tórej um iano  prow adzić s tyczne; a za rzędne, linje rów no

ległe do prostej stałej. R achunek użyty w tej m etodzie przez T schirnhausen a był tenże sam co i 

w przypadku zw ykłym , kiedy odcięte liczone są na linii p ro ste j, zam iast na łu k u  krzywej. Jakkolw iek 

ta m etoda nie odpow iedziała oczekiw aniom  ów czesnych uczonych, zasługuje ona je d n ak  na w zm iankę 

w h isto ry i ro zw o ju  G eom etryi A nalitycznej, jako  postęp  w k ie ru n k u  uogólnienia m etod D escartes’a, 

w których  krzyw e m echaniczne zupełn ie były pom inięte .

La H ir e  (1 6 4 0 -1 7 1 8 )  należący do epoki w której Geom etrya A nalitycyna przeważnie zw racała ku 

sobie ta len ta G eom etrów , oparł się ogólnem u prądow i i p racam i na tle G eom etryi starożytnych 

osnutem i zdobył sobie p ierw szorzędne stanow isko w szeregu fundatorów  G eom etryi now oczesnej. 

Liczne utw ory jego geom etryczne tyczące się przew ażnie teoryi przecięć konicznych odznaczają się 

tw órczą oryginalnością , ale jako należące do dziedziny G eom etryi czystej, w  przeglądzie niniejszym  

pom in iętem i być m uszą. Zanotujem y tu  w ięc tylko dzieło La H ire 'a w ydane w roku 1 6 7 9  (1 ), będące 

dow odem  że G eom etra ten  znał g run tow nie  Analizę K artezyańską i posługując się nią, do postępu 

nauki się przyczynił. Dwie osta tn ie części tego dzieła m ają za przedm iot miejsca geometryczne i ich 

użycie do budow y rów nań . Biegłość au to ra  w posługiw aniu się m etodą D escartes’a m ocno je s t 

uw ydatn ioną w rozw iązaniu zadania m ającego na ce lu  prow adzenie norm alnej do przecięcia konicz- 

ne ■•o przez p u n k t na zew nątrz krzyw ej w zięty. Do w ykreślenia używa La H ire tylko linii prostej i koła 

i r o z w i ą z u j e  po ra z  pierw szy to  zadanie w przypadku elipsy i h ipe rbo li. Zadanie to , przypuszczające 

w tym  przypadku cztery rozw iązania, przedstaw iało  naów czas trudności, k tó re  ta len t La Ila r ire ’a i 

jego bieg łość w analizie D escartes’a pokonać zdołały.

Pojawienie się Geometryi A na litycznej trójw ym iarow ej.

Śledząc w porządku chronologicznym  za rozw ojem  G eom etryi D escartes’a, zaznaczyć tu należy 

pojaw ienie się doktryny  w spółrzędnych  uw ażanych w przestrzeni. P obieżny przegląd  p rac  G eom etrów ) 

którzy się przyczynili do udoskonalenia i rozkrzew ienia G eom etryi D escartes’a, wykazuje dostatecznie 

że wszystkie te p race nie przekraczały do tąd  po za gran ice G eom etryi p łaskiej.

Jakkolw iek  pochodnia gieniusza D escartes’a rzucziła sw e blaski i na drogę w iodącą ku odkryciu  Geo

m etry! Analitycznej tró jw ym iarow ej, jednakże przez w ięcej ja k  pó łw ieku  od po jaw ien ia się doktryny  

w spółrzędnych  nie zdołano, a naw et wogóle n ie  usiłow ano, zastosow ać tej doktryny do pow ierzchni 

krzyw ych i do linii o podw ójnej krzyw iźnie. T w órca G eom etryi Analitycznej po jm ując całą doniosłość 

i potęgę postaw ionej przez się dok tryny  wsp ó łrzędnych , nie ograniczył je j bynajm niej do sam ych 

krzywych p ła sk ic h ; ale na tom iast w skazał je j użycie w T eoryi krzyw ych  o podwójnej k rzyw iźn ie  (2).

( 1 ) N ouveaujc elem en ts des sections eoniques. Les l ie u x  geom etr iq u es . La co n stru c tio n  ou e j e c t i o n  d e s  e q u a tio n s.

(2) Nazwa ta : Krzywe o podwójnej krzywiźnie, przyjęta przez Glairaull'a, którego za tw órcę fieom etryi Anali-



W  tym  celu z punktów  jak iejko lw iek  krzywej w przestrzeni spuszczał D escartes p rostopad le  na 

dw ie płaszczyzny przecinające się z sobą pod ką tem  prostym  ; spodki tych prostopad łych  tw orzyły 

dw ie krzywe płaskie, z których każdą odnosił do dw óch osi w spó łrzędnych , leżących na je j p łasz- 

czyznie. Jed n a  z osi każdego z tych dw óch układów  w spółrzędnych  by ła na przecięcia się dw óch 

płaszczyzn.

Chociaż w  powyższej teoryi ła tw o dostrzedz w skazów kę prow adzącą do uk ładu  w spółrzędnych 

w  przestrzeni i do w yrażania pow ierzchni rów nan iem  m iędzy tem i trzem a w spółrzędnem i, jednakże 

pojaw ienie się Geom etryi Analitycznej trójw ym iarow ej d ługo kazało na się w yczekiw ać.

Parent (1666— 1716) przedstaw ił po raz pierwszy w  1700 roku pow ierzchnią krzyw ą rów naniem  

m iędzy trzem a zm iennem i. M em oryał jego czytany w  A kadem ii nauk zasługuje na uw agę w h isto ry i 

G eom etryi A nalitycznej, bo w n im  spostrzega się pierw sza myśl i zastosow anie dzisiejszego uk ładu  

w spółrzędnych w  przestrzeni. W  tej to pracy znajduje się : rów nanie sfery i rów nan ie płaszczyzny doń 

styczne j; wyznaczenie w spółrzędnych m axim a  i minima  w  niektórych przecięciach sfery; rów nania 

różnych pow ierzchni trzeciego stopnia i krzyw ych o podw ójnej krzyw iźnie, przechodzących przez 

punk ta  k tórym  odpow iadają w spółrzędne m axim a  i m in im a ; nareszcie wyznaczenie punktów  prze

gięcia pew nych krzyw ych nakreślonych na pow ierzchniach (1).

tycznej trójwym iarowej uważać m ożna, po raz pierw szy użytą była przez matem atyka P ito l  w  M emoryale czytanym  
w e francuzkiej Akadem ii nauk w 172Zi roku.
. Krzywe tego rodzaju nie. były jednak zupełnie obccm i starożytnym  Geom etrom. Najdawniejszy ślad znajom ości i p o

siłkow ania się pewną krzyw ą o podwójnej krzyw iznę zostaw ił A rch ita s, profesor Platona. Geom etra len paslugiw ał 
się pewną krzywą o podwójnej krzyw iźnie celem  rozwiązania sław nego naów czas zadania dw óch średnich propor
cjon alnych .

Później G em inus, Geometra żyjący na 100 lat przed Chrystusem , miał ułożyć dzieło o różnych krzyw ych, m iędzy  
któremi znajduje się helisa opisana na pow ierzchni walca prostego o podstawie kołow ej. Dzieło to ma się znajdow ać  
w rękopiśm ie w  bibliotece w atykańskiej.

W  zbiorach m atem atycznych P a p p u s'a  w księdze czwartej jest m ow a o spiralnej utworzonej ruchem  jednostajnym  
punktu na w ielk iem  kole sfery, obracającem się około swej średnicy.

W  pracach późniejszych Geom etrów zuajdują się rów nież ślady badania niektórych krzyw ych o podwójnej 
krzyw iźnie.

W  1530 roku N o n iu s, a po nim  W r ig h t, S te v in  i S n e lliu s  badali krzywą o podwójnej krzyw iźnie, w yznaczoną na 
sferojdzie ziem skiej, nazwaną przez Nonius’a lo x o d ro m ie .

W  1630 Roberval i nieco później L a Loubere  zajm ow ali się krzywą znaną pod mianem c y k lo -c y  l in d ry c z n e j.
W  1637 D escartes , na końcu drugiej księgi swej Geometryi m ów i o krzyw ych o podwójnej k rzyw iźn ie, nie w yszcze

gólniając żadnej.
W  piątym tom ie dziel P a s c a la  znajduje się w zm ianka o spiralnej konicznej, będącej łinją o podwójnej krzyw iźnie, 

wykreśloną na pow ierzchni stożka proslego.
C ourcier  w  1663  w  sw em  : O pu scu lu m  de sectione su p erfic ie i spheeriew  p er su perfic iem  sp h w rica m , c y lin d r ic a m  

a lqu e con ica m , e tc ., badał szczegółow o krzyw e o podwójnej krzywiźnie, w ynikające z przecięcia kuli przez stożek i 
w alec prosiy o podstawach kołow ych, jak rów nież z  przecięcia tych dw óch ostatnich pow ierzchni, uw ażanych w e  
w szystkich ich położeniach.

Zadanie podane przez V iv ia n i’ego  w  1692 roku, tyczące się okien w  sklepieniu półkulistem , rozw iązaneni było za 
pomocą krzyw ych o podwójnej krzyw iźnie.

H erm an  w  1718 roku przyw ieszonym  był w  sw ych  badaniach naukowych do uważania ep icyk lo jd y  s fe ryczn e j. 
G u id o -G ra n d i  w  1728 uw ażał na sferze dw ie krzyw e o podwójnej krzyw iźnie, które nazw ał cle lies .
Dzieło C la ira u ll’a  dało dopiero podstaw ę teoryi krzywych o podwójnej krzywiźnie i odtąd w łaściw ie datuje praw 

dziw y rozwój teoryi i badan w tym kierunku podejm ow anych.
(1) E ssa is  et liecherches de m ath em a tią u es et de p h ysiq u e  Ac Parent, 1713.
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Myśl P aren t’a, będąca zapow iedzią w ym ow ną pojaw ienia się doktryny  w spółrzędnych  w  przestrzeni, 

znalazła naśladow nika w  Janie liernouilli. Z ajm ując się zadaniem  w yznaczenia najkrótszej lin ii, jaką  

m ożna w ykreślić na pow ierzchni między dw om a punktam i danym i, B ernouilli w yraził także p o 

w ierzchnie przez rów nan ie m iędzy trzem a w spółrzędnem i.

M elodyczne przedstaw ienie doktryny  w spółrzędnych w  przestrzeni, zastosow anej do pow ierzchn i 

krzyw ych i do linii o podw ójnej krzywiźnie, pojaw iło się dopiero  w  roku 1731. P odał je  C lairault 

(1713— 1765) w sw ym  sław nym  traktacie o krzyw ych o podw ójnej krzyw iźnie (1).

T ra k ta t ten  dający g ru n to w n ą podstaw ę istn ien iu  i rozw ojow i G eom etryi Analitycznej tró jw ym ia

row ej był dziełem  szesnasto letn iego m łodzieńca, k tó ry  w czesność swego tw órczego ta len tu  objaw ił już 

uprzedn io  napisan iem , w dw unastym  ro k u  swego życia, m em oryału  o czterech  krzyw ych geom etrycz

n ych . P racę tę uznano za godną d ru k u  i pom ieszczono w  zbiorze A kadem ii Berlińskiej (2).

W  traktacie sw ym  o krzyw ych o podw ójnej krzyw iźnie C lairault z ła tw ością godną podziwu ro z 

wiązał zadania tyczące się stycznych do łych krzyw ych, i kw adratu ry  przestrzeni jak ie  one sw em i 

rzędnem i wyznaczają. M etody użyte w  tym  trak tacie przez m łodego G eom etrę u s tę p u ją  dziś używ anym  

m etodom  chyba tylko pod w zględem  sym etryi w zorów , w prow adzonych przez Mon'je'a w jego  dziele 

noszącem  ty tu ł : Traite de Vapplication de 1’Algebre a la Geometrie.

Pobieżny ten przegląd p rac  G eom etrów  krzew iących i uogólniających dok trynę D escartes’a, a za jej 

pom ocą udoskonalających naukę o  krzyw ych, —  p rzerw ać tu  nam  w ypada na chw ilę celem  zazna

czenia, że w  50 lat po po jaw ien iu  się G eom etryi Analitycznej Leibnitz  i Newton (w  168A i 1687 roku) 

udarow ali nauki ścisłe now ym  niesłychanej doniosłości pom ysłem . D oktryny postaw ione przez tych  

dw óch n ieśm ierte lnych  G eom etrów , znane dziś pod ogólnem  m ianem  Analizy, zastąpiły korzystnie 

m etody  Cavalieri’ego, B oberval’a i F e rm a t’a, i przyspieszyły rozwój nauk  m atem atycznych i ich  za

stosow anie do badan ia  zjawisk na tu ry . Nowy rach u n ek  zapanow ał w szechw ładnie w dziedzinie m a te 

m atyki, a jako  klucz poszukiw ań w  Fizyce m atem atycznej sta ł się w yłącznym  niem al p rzedm io tem  

badań ów czesnych uczonych. G eom etryą czysta zdobna tro feam i naukow ych zdobyczy s ta r o ż y tn y c h  

m ędrców , i pracam i Pascal a , D esargues’a, La H ir’a i innych  została na czas długi p raw ie  zan ied b an ą ; 

a G eom etryą A nalityczna jako  podstaw ow y g ru n t d o k tryn  Leibnitz a i N ew ton a zdołała oprzeć się za

pom nieniu  i ogólnem u p rądow i now ością Analizy w yw ołanem u. Przez w iek też cały dw ie te po tężne 

m etody  analityczne nęciły ku sobie dążności licznego zastępu G eom etrów , przyczyniając się tern 

sam em  do ogólnego p o stęp u  nauk  m atem atycznych i ich zastosow ań.

Teorya krzyw ych geom etrycznych  tak  skrzętnie i ow ocnie upraw iana od czasu po jaw ien ia  się 

G eom etryi A nalitycznej, nie przestała być przedm iotem  badań  m a te m a t y k ó w . Newton  i M aclaurin, 

idąc śladem  D escartes’a, p ierw si sku teczn ie zastosow ali jego G eom etryą do odkrycia ogólnych i 

charak terystycznych  w łasności krzyw ych g eo m etry czn y ch ; a po nich cały poczet b iegłych Geometrów 

w ciągu ośm nastego w ieku naukę o krzyw ych rozw ijał i doskonalił.

Newton  (1642— 1727) w  dziele sw em , uw ażanem  pow szechnie za w zór i p o m n i k  G e o m e tr y i  (3) podaje

(1) T ra ite  des C o u iic s  d d  lublc c o w b u r e ,  1731.
(2) M iscellan ea  Iie ro lin en sia  (tom  IV, 1734).
(3) E n u m era tio  lin ea ru m  le r ł i i  o rd in is .  Anno 1706.



trzy następujące w łasności, w spólne w szystkim  krzywym  geom etrycznym , przedstaw iając je  jako  roz

w inięcie i uogólnienie g łów nych w łasności przecięć konicznych (1).

P ierw sza z tych w łasności tyczy się średnic, a zależy na tem  że : poprowadziwszy w płaszczyznie krzyw ej 

geometrycznej poprzeczne do siebie równoległe i toziąwszy na każdej z nich środek odległości średnich 

wszystkich punktów , w których poprzeczna spotyka krzyw a, wszystkie te środki znajdą się zawsze na lin ii 

prostej. Tę to p rostą  nazw ano średnicą odpowiadającą krzyw ej, albo sprzężoną kierunku poprzecznych.

D raga w łasność odnosi się do n iem altycznych (assym ptot), a zależy na tem  że : kiedy krzyw a po

siada ty le  niemaltycznych ile znajduje się jedności w stopniu j e j  równania, proivadzac poprzeczną w ja k im 

kolwiek kierunku, środek średnich odległości punktów w których ona spotyka niemaltyczne je s t tenże sam, co 

i środek średnich odległości punktów tu których ona przecina krzyw ą.

Czyli w yrażając tę w łasność ogólną innem i słowy :

Sum m a odcinków zaw artych m iędzy każdą gałęzią krzyw ej i  je j niemaltyczną je s t taż sama z obu stron 

średnicy sprzężonej z poprzeczną.

Trzecia nareszcie w łasność ogólna krzyw ych geom etrycznych tyczy się stosunku stałego iloczynów  

odcinków  na dw óch  poprzecznych, w zględnie rów noległych do dw óch  osi sta łych . W łasność ta da się 

ogólnie tak  w ysłow ić : je ś l i  przez jakiko lw iek punkt, luzięty na płaszczyznie krzyw ej geometrycznej po

prowadzi się dwie poprzeczne równoległe do dwóch osi sta łych, iloczyny odcinków zawartych m iędzy  

krzyw ą i punktem , przez który te lin je  b y ły  przeprowadzone, są m iędzy sobą w stosunku sta łym .

Trzy te ogólne w łasności krzyw ych geom etrycznych, w ygłoszone były przez N ew ton’a w  dziele , 

k tórego  ce lem , jak  tego ty tu ł sam  dow odzi, było w yliczenie krzyw ych obję tych  rów nan iem  trzeciego 

stopnia o dw óch niew iadom ych. Jak  w iadom o au to r rozpoznał siedem dziesiąt dw a różne gatunki ró w 

naniem  tego rodzaju  przedstaw ione, a  następnie podał sław ne ow o tw ierdzenie noszące jego  im ię, a 

porządkujące te krzyw e w  pięciu g łów nych  w ielkich k lasach.

W szystkie w ażne sw e odkrycia tyczące się krzyw ych, Newton tylko w  dziele sw em  w ygłosił, n ie - 

podając dow odzeń, ani naw et w skazów ek co do m etod używ anych do osiągnięcia tak w ielk ich  

rezultatów . To leż dzieło to  N ew tona było tem atem  licznych p rac G eom etrów  późniejszych jak  : 

S tir ling , C lairault, Nicole i Murdoch.
\

Z pom iędzy innych dzieł N ew ton’a w spom nieć tu jeszcze należy o A rytm etyce powszechnej (2) jako  o 

najdoskonalszym  wzorze zastosow ania m etody D escartes’a do rozw iązyw ania zadań G eom etryi i do 

w ykreślania pierw iastków  rów nań .

U praw a nauk i o krzywych geom etrycznych zawdzięcza także [swe postępy godnem u w tej m ierze 

następcy  N ew lon’a, który jego odkryciam i przejęty, w ydał dw ie nad e r doniosłe p race (3) w  tym  

k ie runku . Chcem y tu  m ów ić o sław nym  m atem atyku  M ac-Laurin’ie (1698— 1746).

W  pierw szej ze swych p rac , pośw ięconej organicznem u opisow i krzywych geom etrycznych, au to r 

posiłkow ał się w yłącznie w  dow odzeniach m etodą w spó łrzędnych ; d ru g a  zaś p raca  o p arta  na dw óch 

tw ierdzeniach  tyczących sie ogólnych w łasności krzyw ych geom etrycznych , zaw iera w  sobie ustępy.,

(1) P ro p r ie ta lis  sec tio n u m  con icaru m  com petu n t c u rv is  su p er io ru m  gen erum .
(2) A ritlim c liq u e  U nioerselle .
(3) G eom etria  n rg a n ica , siue d e sc r ip tio  lin ea ru m  cu ru a ru m  u n iversa lis  ; i De lin ea ru m  g eo m etr ic a ru m  proprteta- 

tib u s  gen era lib u s tra e ta tu s .
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w  których użycie Analizy i m etody  w spółrzędnych zastąpionem  zostało geom etrycznem  w ykreśleniem . 

Dwa nadm ienione tw ierdzenia , z k tórych  pierw sze je s t u tw orem  sław nego Cotes’a (1682-1716), a drugie 

samego M aclauriria, są uogólnieniem  dw óch pierw szych tw ierdzeń  N ew ton’a, tyczących się średn ic , 

i n iem altycznych . W  dziele tem , o k tórem  pobieżną w zm ianką tylko zadow olnić nam  się tu  należy 

znajdu je się wiele ciekaw ych w łasności krzyw ych trzeciego s to p n ia ; n iek tó re  z n ich  tyczą się p unk tów  

przegięcia i punk tów  podw ójnych.

Teorya ogólna krzyw ych geom etrycznych zawdzięcza także swe udoskonalen ie pracom  m atem atyka 

Braikenridge, i następnych G eom etrów , którzy do  tej nauki zastosowali geom etryą D escartes’a z praw - 

dziwem  pow odzeniem .

Nicole (1683— 1759) podjął na się w yśw ietlenie zasad, pow odujących N ew ton’em  w  układzie sław 

nego dzieła jego : Enum eratio  a ksiądz Bragelongne (1688— 1744) dow iódł p ięknych  tw ierdzień N ew 

to n ’a tyczących opisu organicznego konicznych i krzyw ych trzeciego i czw artego stopnia, posiadających 

p u n k ta  p o d w ó jn e ; a następnie przedsięw ziął w yliczenie krzyw ych czw artego stopnia i badanie ich 

kształtów  i w łaściw ości. Część pierw sza tylko tej wysoko cenionej p racy ogłoszoną była drukiem  

w  M em oryałach A kadem ii Nauk w roku 1730 i 1731.

W  tym  czasie G eom etryą A nalityczna znalazła gorliw ego i g ienialnego krzewiciela w  osobie księdza 

De Gua (1712— 1786), k tó ry  przedsięw ziął w ykazać, że Analiza D escartes’a w  poszukiw aniach tyczą

cych się krzyw ych geom etrycznych m oże być używ aną praw ie zawsze z rów nem  pow odzeniem  jak  

rachunek  różniczkow y. U żyteczność rachunków  wyższych uznaw ał De Gua w rozw iązyw aniu kw estyi 

tyczących się krzyw ych m echanicznych .

W  znakom item  sw em  dziele (1) o użyciu Analizy K artezyańskiej trak tu jącem , De Gua podał sposób 

wyznaczenia stycznych, n iem altycznych (assym ptot) i punk tów  szczególnych (jak punk ta  : w ielokro tne, 

sprzężone, przegięcia i zw rotu) krzyw ych w szelkich stopn i. Pierw szy on w ykazał nad to  za pom ocą 

zasad perspektyw y, że n iek tóre z tych p u n k tó w  m ogą znajdow ać się w nieskończoności.

Dzieło pow yżej w spom niane w yw arło silny w pływ  na rozwój G eom etryi A nalitycznej, w ykazując 

wysoką tej nauki doniosłość w porów naniu  naw et z Analizą tak pow szechnie i słusznie cen io n ą  i p rze

w ażnie naów czas upraw ianą.

W  lat k ilka po ukazaniu się dzieła księdza De Gua, Analiza Kartezyariska w zbogaconą została p racą  

sław nego Euler'a. (1707— 1783). Ze zw ykłą m u jasnością w przedstaw ian iu  i g łębokością w poglądach 

m atem atyk  ten  podał w roku  1748 ogólne zasady analitycznej teoryi krzyw ych geom etrycznych  

w dziele sw em  : Introductio in analysin  infinilorum . Poszukiw ań sw ych naukow ych w  tym  k ie runku  

nie ograniczył E u le r do G eom etryi płaskiej, a natom iast pierw szy z licznych pracow ników  na gruncie 

K artezyańskiej Analizy pod ją ł on roztrząsanie rów nan ia  o trzech zm iennych, obejm ującego  w  sobie 

pow ierzchnie drugiego stopn ia, lły ł to w ażny krok  na drodze postępu  G eom etryi Analitycznej tró j

w ym iarow ej, a jednocześn ie w stęp  do teoryi pow ierzchni drugiego stopn ia, k tó ra  w  obecnem  stu leciu  

stała się przedm iotem  badań dosto jnych m atem atyków , jako  nieodzow na podstaw a przyszłych po 

stępów  G eom etryi, a zarazem  jako  użyteczna i ow ocna doktryna do przyspieszenia rozw oju  G eom etryi 

stosow anej do zjawisk fizycznych. Do czasu E u le r’a  teorya pow ierzchni drugiego stopnia ograniczała
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się  do p rac  starożytnych G eom etrów , którzy oprócz stożka i w alca znali tylko n iek tó re pow ierzchnie 

obrotow e drugiego stopnia. E uler pierw szy zastosował do pow ierzchni krzyw ych m etodę a n a li

tyczną, k tórej używał do badania krzywych płaskich i za je j pom ocą odkry ł w  rów naniu drugiego 

stopnia m iędzy trzem a zw ykłem i w spółrzędnem i pięć różnych gatunków  pow ierzchni drugiego stopnia,

w  pośród  których znane starożytnym  pow ierzchnie obrotow e znalazły się jako  szczególne tylko 
przypadki.

Teorya ta w ażna, k tórej E uler położył podstaw y, zw róciła na się uw agę i sta ła  się p rzedm iotem  

skutecznycli badań  najsław niejszych m atem atyków  j a k : Monge i jego szkoła, jak  P oncele t i P . C h a sle s ; 

a dziś jeszcze przedstaw ia ona ponętną i szeroką drogę dociekali dla G eom etrów , p ragnących  postępu  

nauk  m atem atycznych i ich ow ocnego zastosow ania do pojęcia i w yjaśnienia w ielu zjaw isk przyrody.

W spółczesny E u le r’a m atem atyk Cramer (1704— 1752) z w ysokim  ta len tem  zastosow ał Geom etryą 

D escartes’a do badania w łasności krzyw ych algebraicznych. Dzieło jeg o  w  ro k u  1750 w ydane pod 

ty tu łem  : Introduction d VAnalyse des lignes courbes Algebriques, je s t w ym ow nym  objaw em  ów czesnego 

udoskonalen ia doktryny  w spółrzędnych i skuteczności jej zastosow ania do tak  ważnej gałęzi G eom etryi 

jak ą  je s t teorya krzywych. Do dziś też dzieło powyższe nie przestało być wysoko cen ionem  jako  n a j

zupełniejszy specyalny trak ta t o krzyw ych algebraicznych.

W  lat sześć po pojaw ieniu się powyższego dzieła Analiza K artezyańska uw idacznia się z całą siłą 

swej jasności, dokładności i udoskonalenia w dziele : Traite des courbes Algebriques, napisanem  przez 

dw óch G eom etrów  : Dioms du Sejour  (1734— 1794) i Goudin (1734— 1805). W szystkie tw ierdzenia i 

zadania tyczące się : w łaściw ości krzyw ych, ich stycznych, n iem altycznych, no rm alnych , prom ieni 

krzyw izny, e tc ., znajduję się w dziele Lem rozwiązane ła tw o, jasno  i dokładnie, w yłącznie za pom ocą 

G eom etryi D escartes’a.

Oprócz tego dzieła Goudin sam napisał : Traite des proprietes communes d toutes les courbes; a utw ór 

ten  sam  byłby dostatecznym  do zyskania au to row i wysokiego stanow iska w  historyi G eom etryi A n a

litycznej. P rzedm iotem  tej pracy było przekształcenie jakiegokolw iek rów nan ia  krzywej na inne m a

jące w spółrzędne różne od poprzednio  uw ażanych. Jestto  bogaty zbiór przekształceń i w zorów  o trzech  

i czterech zm iennych, z k tórych każdy w yraża od rębną  w łasność krzyw ych w  ogólności. Dla sam ej 

elipsy biegły ten  anylityk w yprow adził czterdzieści pięć różnych ró w n ań , b iorąc za początek w spół

rzędnych  środek  tej krzyw ej, albo jej ognisko. P raca  ta  dow odząca jak silnem  a jednocześnie giętkiem  

narzędziem  je st doktryna w spółrzędnych w ręk u  um ieję tnego  badacza, m iała aż trzy w ydania, z których 

osta tn ie  sięga początku naszego stulecia.

W  ślad  za G oudin’em  poszedł W aring  (1734—1798), który także w  upraw ie teoryi krzywych w y

sokie położył zasługi, uzupełn ia jąc odkrycia sw ych poprzedników  i w zbogacając naukę o krzywych 

w łasnem i odkryciam i. Dowody swej tw órczości i ow ocnego zastosow ania Karlezyańskiej Analizy do 

badania w łasności linij krzywych pozostaw ił W aring  w wielu pism ach naukow ych i w dw óch trak 

tatach pod ty tu łem  : Miscellanea analytica de aequationibus algebraicis et curvarum proprietatibus (1762) ; 

i 1‘roprietates geometricarum curvarum  (1772).

Kończąc na tem  pobieżny przegląd  p rac ośm nastego w ieku w  dziedzinie G eom etryi A nalitycznej, 

zauważyć tu  przychodzi że m im o wysokiego naówczas tej nauki rozw oju, w szystkie dzieła e lem entarne
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o niej trak tu jące grzeszę brak iem  prosto ty  w  układzie i dow odzę że au lo row ie takow ych nie byli 

dostatecznie ożywieni i przejęci duchom  analizy now oczesnej. Z ch lubę zaznaczyć tu  m ożem y że dzieło 

polskie J a n a  Ś n ia d e c k ie g o  (Rachunku algebraicznego Teorya przystosowana do lin iy  krzyw ych , w K ra

kow ie, 1783), w olnem  je s t od w szelkiego w  lej m ierze zarzu tu  i przewyższa sw ę dydaktycznościę i 

metody, uk ładu  późniejsze naw et dzieła b ieg łych  francuzkich au torów  jak  B io t.

N iedostateczne rozpow szechnienie tego dzieła , i zastąpienie go poniekąd tłum aczeniam i zagra

nicznych późniejszych podręczników  pocłiodziło  ztęd zapew ne że Śniadecki w  cięgu czterdziestu 

z górę la l od ogłoszenia go d ruk iem  nie pod ją ł nowego przejrzanego w ydania.

Mimo to u tw ór ten pozostanie zawsze św ietnym  pom nik iem  naszej lite ra tu ry  naukow ej z tej epoki.

1’erjod  szybkiego rozw oju nauk  m atem atycznych w  dzisiejszem stu leciu  d a tu je  bez zaprzeczenia od 

założenia szkoły politechnicznej w  Paryżu w 1795 roku . Założyciele, p rofesorow ie i liczny zastęp tej 

insty lucy i w ycliow ańców  postaw ili F rancyę na pierw szym  szczeblu doskonałości pod w zględem  

upraw y nauk m atem atycznych  i do dziś jeszcze m inio wysokiego rozw oju nauk  w Anglii i N iem czech 

u trzym ują  ją  na ch lu b n em  stanow isku  w spółzaw odnictw a na drodze naukow ego postępu.

J e d e n  z  z a ło ż y c ie l i  i p rofesorów  tej szkoły, G. Monge ( 1 7 / i6 - 1 8 1 8 ) ,  w zbogacił nauki m atem atyczne 

now ą dok trynę, będącą uzupełnieniem  Analizy K artezyańskiej i stanow ięcą now ę erę  w historyi 

G eom etryi. Chcem y tu  m ów ić o Geometryi W ykreślnej.

P om ija jąc w szelkie ocen ien ie naukow ego znaczenia tej now ej doktryny  i skuteczności je j w pływ u 

na u d o s k o n a le n ie  G eom etryi p rak tycznej i sztuk od n ie j  zależnych, należy tu  zw rócić uw agę na w pływ  

w yw arty  je j pojaw ieniem  się na udoskonalen ie G eom etryi A nalitycznej.

« G eom etrya W ykreślna, m ów i pan  C hasles, będąca graficznem  tłum aczeniem  G eom etryi ogólnej i 

rozum ow ej, posłużyła za pochodnię w  poszukiw aniach i w  ocenian iu  w yników  G eom etryi Anali

tycznej ; a z n a tu ry  sam ej sw ych działań, m ających na celu  postaw ienie zupełnego i pew nego związku 

pom iędzy figuram i w ykreślanem i na płaszczyznie i ciałam i przypuszczalnemu w  przestrzeni, osw oiła 

ona z kształtam i tych ciał, pozwoliła pojm ow ać jc  idealn ie z dokładnością i pośp iechem  i podw oiła 

tym  sposobem  środki naszych badań  w  nauce o przestrzeni. »

W ielk i naukow y pom ysł gienialnego M onge’a, będący w ynikiem  ocenienia doniosłości dok tryny  

rzutów  w przedm iocie badań  i dow odzeń ogólnych w łasności figur, nie m ógł być bezw pływ ow ym  na 

u d o s k o n a l e n i e  Geom etryi D escartes’a m ającej za przedm iot badanie w łasności figur nietylko wyłącznie 

za pom ocę analizy, ale też i sposobów  geom etrycznych , kiedy takow e korzystnie użytym i być m ogę. 

Pow inow actw o naukow e tych dw óch now oczesnych dok tryn , badan ie  przestrzen i za cel m ajęcych, 

choć w sposobach tak od siebie różnych , je s t w skazów kę poniekąd  ich w zajem nego na się wpływu. 

W szystkie w reszcie nauki ścisłe tak silną spójn ię  m iędzy sobą są skojarzone, że każda now a doktryna 

m atem atyczna je s t dźw ignię i bodźcem  do rozw oju  pokrew nych  je j gałęzi w iedzy.

N iektórzy znakom ici G eom etrzy now ocześn i, zastanaw iajęc się nad przyczynam i wyższości analizy 

algebraicznej nad G eom etryę, w yrzekli że potęga analizy polega w  tem , że nauka ta sprow adza rozu

m ow anie do prostego m echanizm u, przynoszęcego ulgę dla uw agi i pam ięc i. Obok w zględnej słusz

ności tego ocenien ia, n iepodobna nie zauw ażyć jego  n ie d o sta tec zn o śc i; bo chociaż um ysł ludzki 

w pochodzie sw ym  na drodze bad ań  m atem atycznych posługuje się ch ę tn ie  znakam i i ob razam i, to
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jednak  odkrycia naukow e zawdzięczane algebraicznej analizie nie m ogą być uw ażane za w yniki 

m echanicznych  tylko kornbinacyi znaków  i sym bolów . Umysł tw órczy w bystrym  sw ym  polocie 

wyprzedza m ateryalny pochód rachunkow ych d z ia łań ,a  każde analityczne działanie je s t odbiciem  tylko

i tłum aczeniem  uskutecznionego w przestrzeni działania. G eom etryą też w ykreślna, aczkolw iek nie 

posiadająca w yłącznie sobie w łaściw ych m etod , osw ajając um ysł z pojęciam i figur w  przestrzeni, 

spotęgow ała siłę jego p o lo tu , a  stw orzeniem  i u trw alen iem  ścisłego i system atycznego związku m iędzy 

figuram i tró jw ym iarow em i i p łaskiem i w zbogaciłu  zasoby G eom etryi, przyczyniając się jednocześn ie 

do uproszczenia działań analitycznych i do jasnego i szybkiego tłum aczen ia  sym bolicznego języka 

Analizy K artezyańskiej.

Zasługi je d n ak  w ielkiego M onge’a w obec Geom etryi Analitycznej nie ograniczają się bynajm niej do  

korzystnego w pływ u jaki na tę  naukę G eom etryą W ykreślna w yw rzeć m ogła. Dziełem swem  tra k tu -  

jącem  o zastosow aniu Analizy do G eom etryi przyczynił on się bezpośrednio  do udoskonalen ia i roz

w oju A nalitycznej G eom etryi.

Dzieło to  oparte  na użyciu w spółrzędnych  K artezyańskich je s t pon iekąd  streszczeniem  rozlicznych 

m em oryałów  i trak ta tó w , k tóre biegły ten  m atem atyk w  ciągu la t trzydziestu pom ieszczał w  różnych 

naukow ych zbiorach i p ism ach  peryodycznych (1). S tanow i ono epokę w historyi G eom etryi A na

litycznej, bo  wzbogaca ją  now em i teoryam i tyczącem i w łasności linii krzywych i pow ierzchni i 

w ykazuje um ie ję tne  zużytecznienie now ych rachunków  wyższych w  przedm ocie badan ia  w łasności 

figur.

Jak  w  swej G eom etryi W ykreślnej tak  i w  G eom etryi Analitycznej M onge odnosi do trzech płaszczyzn 

w spółrzędnych wszystkie części p rzestrzen i, k tó rych  chce otrzym ać stosunki kształtu  i położenia. 

Używa on trzech rów nań  do zupełnego w yznaczania położenia punk tu  w przestrzeni, a pow ierzchnią 

przedstaw ia jed n em  rów nan iem  o trzech zm iennych.

K w estya tycząca się przejścia z jednego do drugiego uk ładu  płaszczyzn w spółrzędnych , rozw iązana 

uprzednio  przez L agrange’a i E u le r’a, pod ję tą  została i przez M onge’a, k tó ry  ze zw ykłą m u jasnością

i za pom ocą w łasnej m etody wyznacza jak im  przekształceniom  uledz pow inny w artości w spółrzędnych 

w  tym  razie.
Idąc d rogą ob raną  w  układzie swej G eom etryi W ykreślnej, w  dziele sw em  na K artezyańskiej A na- 

lyzie osnutem  uw aża Monge najprzód lin ją  i płaszczyznę celem  otrzym ania rów nań  na takow e. D o

chodzi następnie jak ie  zw iązki analityczne w yrażają że lin je lub płaszczyzny są do siebie rów noleg łe 

lub  p rostopad le  i jak ie w yrażenia dają m iarę u tw orzonego przez nie kąta. P o lem  szuka rów nań  

płaszczyzny stycznej i linii norm alnej do pow ierzchni w yznaczonych w łaściw ym i rów naniam i. Jako 

zastosow anie w stępnych studyów  podaje 011 następnie ogólne badan ie  pow ierzchni d rugiego stopnia. 

Jestto  jasna i p rosto tą uderzająca dyskussya analityczna zupełniejsza i głębsza od tej, k tórą E uler 

podał w sw em  : « Introduction a I’analyse cles infiniments pehts. » Szczególniej zw raca ona na siebie 

uw agę now o odkry tem i w łasnościam i tyczącemi się elipsoid i paraboloid.

W ażna ze w szech m iar teorya pow ierzchni drugiego stopnia znalazła w M onge’u i jego szkole 

gorących m iłośników  i tw órców . G eom etra ten w ykazuje że dw ie pow ierzchnie drugiego stopnia

(I) Recueil des S a v a n ts  Etrangers. — Memoires de I'Academic. —  Jou rn a l de VEcole po ly tech n iq u e .
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jakiegokolw iek kształtu  ale w spółśrodkow e m ają koniecznie^ jed en  i ten  sam  układ  średn ic  sprzężonych 

co do k ierunków . Przecięcie i styczności tych pow ierzchni m ają  z położeniem  średn ic  sprzężonych 

w spólnych związki godne uw agi, k tóre Monge odkryw a.

Liczny poczet uczniów  tego w ielkiego G eom etry z pow odzeniem  zajm ow ał się badan iem  w łasności 

linii krzyw ych i pow ierzchni drugiego stopn ia. Z anim  jednak  przyjdziem y do p rac następców  M onge’a 

należy w spom nieć o jego  p racach  w teoryi krzyw ych jakiegokolw iek stopnia. Jestto  je d n a  z najzna

kom itszych części u tw orów  tego m atem atyka .

Jakie są cechy  odróżniające pow ierzchnie rozw ijalne, skośne lub  obro tow e, jakie w zory algebraiczne 

m ogą uw ydatn ić że pow ierzchnia pod uw agę wzięta należy do pew nej znanej fam ilii pow ierzchn i. 

—  Są to  zadania, k tó re  sobie Monge postaw ił i zdaniem  L agrange’a (1) rozw iązał jak  najpom yślniej.

Z pom iędzy p rac M onge’a które na udoskonalenie G eom etryi i Analizy korzystnie w płynęły należy 

w spom nieć o pięknej jego teoryi o obw ija jących , o w ielu rozw iązanych przezeń zadaniach w p rzed 

m iocie pow ierzchni rozw ijalnych i o teoryi krzywizny pow ierzchni. G łębokie jego  spostrzeżenia o 

tw orzeniu  się pow ierzchni określonych  w łasnościam i krzyw izny ich tyczącem i m ają zarów no związek 

z G eom etryą i z najtrudniejszem i leoryam i rach u n k u  całkow ego.

U tw ory  M onge’a w yw arły  w pływ  na rozwój i udoskonalen ie  G eom etryi A nalitycznej postaw ieniem  

m etod  kojarzących ściśle działania czystej G eom etryi z językiem  sym bolicznym  A lgebry , a zastęp jego  

uczniów  i naukow ych w yznaw ców  rozw inął sw e p race  w duchu  ineiody  m istrza i posunął naprzód 

badan ia  w łasności linii i pow ierzchni.

Meusnier w yprzedził M onge’a w  teoryi krzyw izny pow ierzchn i. Lancret rozw inął i udoskonalił 

postaw ione przez Monge’a teorye co do krzyw ych o podw ójnej krzyw iznie. Jlachette w d rug iej części 

swego dzieła (2) p rzedstaw ił teoryę pow ierzchni drugiego stopnia i g łów ne znane naów czas w łasności 

tych pow ierzchni. P ierw szy on dow iódł, że rów nanie pow ierzchni d rugiego rzędu  może być przy- 

prow adzonem  do najprostszego kształtu  obejm ującego  cztery wyrazy.

Bourdon  professor liceum  K arola W ielkiego dow iódł że dziew ięć n iew iadom ych ilości k tóre w chodzą 

w tyleż rów nań  służących do w yznaczenia g łów nych osi pow ierzchni są rzeczyw istem i a B iot w yjaśnił

i uzupełn ił len przedm io t. Jestto  nader w ażne tw ierdzen ie w teoryi pow ierzchn i drugiego rzędu, bo 

na  n iem  p o leg a  w yznaczenie k las, liczby i kształtów  pow ierzchn i tego rodzaju.

W  roku  1805 w ydał B iot : T raite analytique des courbes ct des surfaces du second ordre. Dzieło : 

E ssai de Geometrie A na ly tique  tegoż au to ra , odznaczało się w sw ym  czasie pom iędzy  w ielu innem i 

tego rodzaju u tw oram i i w  polskim  przekładzie przez W yrw icza  w  W iln ie  ogłoszone (1819), przez 

długi czas było  rozpow szechnione w k ra ju  naszym , aczkolwiek co do w artości swej ustępu je  ono 

pierw szeństw a dziełu Śniadeckiego, o którem  w spom nieliśm y.

W spółcześni pisarze jak  Poullet Delisle, Boucharlat, Deueley, Beynaud, Francceur i w ielu  innych 

w  u p raw ie  G eom etryi A nalitycznej w ielk ie położyli zasługi, a pism o peryodyczne : Cnrrespondance de 

I E  cole po ly technique zam ieszczaniem  now ych z dziedziny tej nauki rozpraw  przyczyniało się skutecznie 

do jej doskonalenia.

( ł )  F onctionS A n a ly tiq u es .
;2 ) Elements de Giomitrie d trois dimensions, 1817.



Z tej epoki zaznaczyć należy im ię Dupon’a k tóry  udarow ał naukę now em i teo ryam i uzupełn ia jąc 

dzieło  M onge’a : L 'application d e l ’A nalyse a la Geometrie dziełem  sw em  (1) sk ładającem  się z. p ięciu 

m em oryałów , z k tó ry ch  drug i i trzeci w yłącznie G eom etryi Analitycznej pośw ięcone trak tu ją  o teoryi 

stycznych sp rzężo n y ch ; p iąty  zaś obejm uje teoryą m ającą na celu wyznaczanie linii krzywizny. P race 

te jako nader w ażne i za tem at skutecznych badań  późniejszym G eom etrom  służące, m usia ły  tu 

być w zm iankow ane. Im ie sam o ich tw ó rcy  je s t dostateczną zapow iedzią doniosłości ich znaczenia

i w pływ u.

Pom iędzy uczniam i Monge’a odznaczają się także pod w zględem  prac w G eom etryi A nalitycznej 

L ivet (2), który w  trak tacie  noszącym  ty tu ł:  « W zory do przejścia z układu współrzędnych prostokątnych 

do układu współrzędnych pochyłych, o d o w ió d ł pierw szy następne dw ie w łasności średn ic  sprzężonych 

pow ierzchni drug iego  stopn ia : 1° sum m a kw adratów  z trzech średnic sprzężonych je st s ta łą ; 2° obję

tość rów noległościanu w ystaw ionego na trzech średnicach sprzężonych je s t także stałą . Jestto  

uogólnienie tw ierdzeń znanych jeszcze przez A pollonius’a. Liczne prace Livet’a trak tu jące  o w ła 

snościach pow ierzchni drugiego stopn ia odniesionych do ich średn ic  sprzężonych, o w alcach, stożkach

i rów noległościanach opisanych na pow ierzchniach  drugiego stopn ia  zasługują na uw agę w h is to ry c z

nym  przeglądzie postępów  na drodze Analizy K artezyańskiej poczynionych.

B m et był godnym  w spółzaw odnikiem  L ivet’a w  przedm iocie badań  o średn icach  i osiach sprzężo

nych i o w łasnościach pow ierzchni drug iego  s topn ia . Pierw szy on p o d a ł rów nan ie  trzeciego stopnia 

w yznaczające w ielkość osi jakiejko lw iek  pow ierzchni drugiego stopn ia odniesionej do u k ład u  w spół

rzędnych pochyłych. W iele późniejszych p rac  tego m atem atyka przew ażnie opartych  na analizie 

czystej i stosow anej zapew niły m u  dostojne m iejsce w  gronie now oczesnych G eom etrów .

Brianchon  słynny z p rac w G eom etryi czystej i ze znanego pow szechnie tw ierdzenia noszącego jego 

im ię, w  traktacie swym  o pow ierzchn iach  krzyw ych drugiego  ztopnia dow iódł, że pow ierzchnia b ie g u 

now a jakiejkolw iek pow ierzchni drugiego  rzędu je s t pow ierzchn ią drugiego rzędu . W  pracach  jego 

zauważyć należy p ierw szą w zm iankę o b iegunow ych w zajem nych, k tó rych  teo rya nabrała wysokiego 

znaczenia w  utw orach  S ta inv ille 'a , Poncelet’a, Servois’a, Gergonne’a, Bobillier'a, M annheim’a i stała się 

przedm io tem  ow ocnych b ad ań , obfitem  źródłem  w ielu tw ierdzień  i w niosków  i p unk tem  w yjścia 

n iektórych doktryn filozoficznych, niezaprzeczalnej dziś doniosłości w M atem atyce. P raca Poncelet’a 

nosząca ty tu ł : « Theorie generale des polaires rdciproques » je s t podstaw ą naukow ej teoryi, k tórej roz

pow szechnienie się  i rozw inięcie przyczyniło się do wzbogacenia G eom etryi linij krzywych i po

w ierzchni drugiego stopnia.

W sp o m in a ją c  im ie P oncele t’a , tak ch lu b n ie  zapisane w historyi nauk m atem atycznych , należy tu 

nadm ienić że od jego  w ystąpienia z wysoko cen ionem  dziełem  « Z ra i te des proprietes projectiues des 

figures, » Geotnelrya czysta, przez długi czas m ało upraw iana, zaczęła now y perjod  rozw oju, którego 

doniosłe skutki roznieciły skuteczny pochop w spółzaw odnictw a w zastępie G eom etrów  Analizę 

K arlezyańską upraw iających.

(1) Developpements de Geometrie, 1813.
(2) Jan L iv e t—  inżyn ier dróg i m ostów —  repetytor Szkoły Politechnicznej w Paryżu a następnie do roku 1812  

professor Szkoły Lnżynieryi i Artyleryi w  W arszawie. W  tom ie drugim  Korrespondencyi Paryzkiej Szkoły Politech
nicznej oddaw ał w ielkie pochwały wielu sw ym  uczniom  W arszaw skiej szkoły.

f
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Od pojaw ienia się G eom etryi Analitycznej datu je w łaściw ie podział m etod w  G eom etryi, k tórą dziś 

jak  w iadom o, na trzy dzielą gałęzie :

Pierw sza obejm uje G eom etryą starożytnych, d ruga  Analizę K artezyańską, a trzecia znana pod 

m ianem  G eom etryi now oczesnej, nie posiłkująca się ani sym bolam i ani działaniam i a lg eb ra ic zn e m i, 

je s t poniekąd dalszym ciągiem  Analizy G eom etrycznej starożytnych , której ślady zna jdu ją  się w  p o 

ryzm ach E u k lid e sa , pierw sze zarodki zw racają już na się uw agę w u tw orach  Pascal'a i Desargues’a, 

gruntow niejsze jej podstaw y zaw dzięczają się Momje’ow i i Carnot'owi, a rozwój dzisiejszy i udoskona

lenie tej gałęzi w iedzy są ow ocem  p rac  licznego zastępu sław nych G eom etrów ', z pom iędzy  których  

dosyć będzie przytoczyć takie im iona ja k  : Gergonne, Quetelet, Dandelin, Steiner, Miibius, Poncelet, 

Jonquicrcs, Cremona, i w ielu  innych na czele których zdobył sobie w ybitne stanow isko pan  Chasles lak 

obfitością sw ych w  tej nauce odkryć jak  w ytrw ałem  a ow ocnem  w  im ię jej rozw oju aposto lstw em  (1).

Mimo całego bogactw a zasobów  G eom etryi A nalitycznej, i wysokiego jej udoskonalen ia  G eom etryą 

now oczesna zdołała w yprzedzić ją  w  szybkim  pochodzie na d rodze postępu . Ale jakby  na poparc ie  już  

w ypow iedzianego zdania, że w szystkie gałęzie nauk  m atem atycznych są ściśle ze sobą sko jarzone i 

w zajem nie na się oddziaływ ające, szybkie a św ietne postępy G eom etryi czystej n ie  zostały bez k o rzy st

nego w pływ u na rozwój Geometryi A nalitycznej, bo dały bodźca m iłośnikom  te j nauki do pow ołania 

ku je j pom ocy potężnych zasobów  now oczesnej analizy i do stw orzenia now ych uk ładów  w spółrzęd

nych, o k tórych  z kolei m ów ić nam  przyjdzie. Z tego to  względu w ypadało  zauw ażyć tu taj dzieło 

P o n ce le t’a  o w łasnościach rzutow ych figur, w  k tórem  au to r n ie ty lko  dow iódł bez użycia ra c h u n k u  

wszystkie w łasności znane linii i pow ierzchni d rug iego  stopn ia ale w łasnem i licznem i i w ażnem i 

odkryciam i naukę o p rzestrzen i w zbogacił. P race jego są w ym ow nym  dow odem  użyteczności i 

ow ocności badań  G eom etryi czystej przez długi czas zaniedbanej —  nie bez u jm y dla ogólnego roz
w oju nietylko n auk  m atem atycznych, ale i nauk  m ających za p rzedm io t badanie i w yśw ietlanie praw  

n a tu ry ; nauk  jak  na przykład Geometryą stosowana clo fizycznych zjaw isk, upraw iana ch lu b n ie  przez 

K ep lera ,■ H uygens’a Neivton'a, M ac-Laurin'a, S tew art’a  i L am berta , a udoskonalen iem  G eom etryi 

now oczesnej w zbogacona w  środki now e i potężne do rozpow szechnienia sw ych badań w e w szystkich 

gałęziach filozofii przyrodniczej.

P race  P oncele t’a oprócz bezw zględnej naukow ej ich doniosłości i w pływ u, przyczyniły  się do roz

woju G eom etryi A nalitycznej, w yw ołu jąc po jaw ienie się now ych m etod  analitycznych, pozw alających 

ideje geom etryczne tłum aczyć i przedstaw iać sym bolicznym  językiem  A lgebry. U tw ory P o n ce le t’a 

w yw ołały n iek tó re p race P ld ck e r’a i choćby z tego względu w  przeglądzie G eom etryi A nalitycznej 

byłoby n iestosow nem  przem ilczeć takow e.

(1) Literatura naukow a polska posiada od niedaw na dzieło dające streszczenie uiniejęlne i zalet w przed
m iocie G eom etryi now oczesnej. Jest niem  drugie wydanie Geom etryi n iezm ordow anego auiora, pana 
G. U . N ie w ę g ło w sk ie g o . W  dziele tem Geometra nasz w yłożył w całości Geometry? siarożytnycli, a z Geometryi 
nowoczesnej podał, jak  w iadom o, leoryę figur jed nok ład n ycłi; stosunki n iehaim oniczne i podziały h arm oniczn e;
o b iegunow ych, osiach p ierw iastn ych ; o figurach b iegunow ych w zajem nych; teorye tyczące się jednokreślności, 
pęków  jednokreślnych, inw olucyi i pęków  w inw olucyi i o płaszczyznach biegunow ych i p ierw iastnych , i 

lam dalej.
Nie w spom nieć tutaj zasłużonego im ienia tego autora, znaczyłoby przem ilczeć że w polskim  język u , m etodycznie i 

'  zgodnie z duchem  dzisiejszego rozw oju matem atyki Geometryą now oczesna była traktowali,i.



P rzedm io tem  głów nym  dzieła P o n ce le t’a (1) je s t w ytw orzenie pew nych zw iyzków  pom iędzy dw iem a 

figuram i będycem i jed n a  drugiej perspektyw y, a to celem  sprow adzenia badań  w łasności je d n e j figury 

do badania w łasności figury p rostszej; jak na przykład  badania w łasności uk ładu  dw óch konicznych 

do badania w łasności dw óch kół. *

Dzieło to oparł au to r na szczęśliwem  użyciu trzech  d o k tryn  : zasada ciygłości, teorya biegunow ych 

w zajem nych i teo ry a  figur odpow iedniczych (homologiques) o dw óch  i trzcch w ym iarach .

Teorya figur odpow iedniczych rozw inięta w  powyższem  dziele przyczyniła się do w ykazania w ielu 

w łasności p rzecięć konicznych i do odkrycia now ych poglądów  w  przedm iocie ognisl;. Uwagi tyczące 

się lej kwestyi pozwoliły znakom item u analiście  n iem ieckiem u panu  Pliicker uogólnić teoryy ogniska

i zastosować jy  do krzyw ych jakiegokolw iek rzędu  (2). W ażny ten  postęp na drodze uogólnienia pojęć

o w łasnościach krzywych zaznacza i odtw arza pan Salm on, jeden  z najznakom itszych G eom etrów  tego- 

czesnych w znakom item  dziele sw em  o krzyw ych wyższego rzędu .

Teorya b iegunow ych w zajem nych, k tórej ślady znajdu ją się w M em oryale  Brianchon'a  z 1806 ro k u , 

a później w  p racach  panów  Encontre  i de Stainville  w  1811, w dziele powyższem  P o n ce le t’a  została 

rozw inięty z w ielkiem  pow odzeniem  i pożytkiem  dla nauki o krzyw ych i pow ierzchniach, a nieco później 

ogłoszony w  osobnym  M em oryale (3).

Teorya b iegunow ych służy ła  do p rzekszta łcen ia  krzyw ej jakiegokolw iek rzędu  na inny krzyw y 

k tórej rzyd był rów nym  liczbie stycznych pierwszej krzyw ej, przecliodzycych przez jak ik o lw iek  p u n k t 

uważany. Jak  w iadom o, ta liczba stycznych krzyw ej nazw any została przez Gergonne'a klassy. T ak , że 

w dw óch krzywych biegunow ych w zajem nych, klassa jednej ró w n a się rzędow i drugiej.

Pozostaw ała kw estya w yznaczenia klassy jak iejko lw iek  krzywej rzędu  rn. W iedziano że p u n k ta  

zetknięcia stycznych prow adzonych do krzywej przez p u n k t zew nętrzny znajdow ały się na krzyw ej 

rzędu  [m—  1); że ta  liczba była w ięc co najwyżej rów ny m(in —  1). Poncelet zauw ażył że gdyby 

krzyw a uw ażana m iała p unk t podw ójny, to krzywa rzędu [m —  1) przechodziłaby przez ten  p u n k t, 

k tóryby  się liczył za dw a w  liczbie m{m  —  1 ); że przeto  p unk t podw ójny  zm niejsza a  dw ie jed n o śc i 

liczbę stycznych, to jest klassę krzywej uw ażanej, a  ztyd i rzyd krzyw ej b iegunow ej. Zauw ażył on 

także że punktow i podw ójnem u jakiejkolw iek krzywej odpow iadała w  jej biegunow ych styczna po

dwójna, a punk tow i zwrotu styczna przegięcia.

Badania te 1’oncele t’a znalazły swe uzupełn ien ie  w pracach  Plucker’a, bo pozostaw iały jeszcze do 

w ykazania w pływ  p u n k tu  zw rotu i punk tu  w ielokrotnego jakiegokolw iek rzędu  na klassę krzyw ej, a 

przeto na rzyd krzywej b iegunow ej.

Sławny ten  G eom etra n ie ty lkoże ze skutkiem  badania (U) sw e w  tym  przedm iocie przeprow adził, 

ale jeszcze wyznaczył liczbę stycznych przegięcia i stycznych podw ójnych krzyw ej posiadającej p u n k ta

(1) Traiti des proprietes projectives des figures.
(2) Ueber solche Puncle, diebei Curoen einer hohern Ordnung ais der zweiten den Brennpuncten der Kegelschnitte 

entsprechen (Dziennik Crellc’a, t. X , 1833).
(3) Poncelet, Thśorie generale d e sp o la ir e e  rec iproqu es, 1829 . (Dziennik C relle’a, t. IV , 1829 .)
{U) Theorieder algebraischen Curoen. B onn, 183 0 , in -/i°.
Crelle, Journal fur die reine und angewandte Mathematik. Tom  XII.
Jou rn al des M ath em atiqu es de M. L io u v ille . Tom  II.
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zw rotu  i punkta w ielokro tne. W zory noszące im ie tego au to ra  są dziś pow szechnie używ ane w teoryi 

krzyw ych a naw et i pow ierzchni.

Poncelet i P lucker należą do sław nego zastępu m atem atyków , którzy w  początku pierwszej połow y 

bieżącego stu lecia położyli fundam enta  dzisiejszego nauk m atem atycznych  rozw oju. Pom ija jąc w iele 

im ion zaszczytnie znanych w historyi now oczesnej n au k , w spom nim y tu ta j o tych w yłącznie m ate

m atykach co w zbogacili sw em i pracam i Analizę K artezyańską i co u p raw ą  G eom etryi czystej do 

udoskonalenia G eom etryi A nalitycznej się przyczynili. W  tej epoce w idoczniej jak k iedykolw iek o b 

jaw iają sio od rębne kierunki w  up raw ie  nauki o przestrzen i. Dwie klassy G eom etrów  w ystępują na 

w idow nię, a w yłączność zam iłow ania oddzielnych m etod  geom etrycznych nadaje im pozór zaw istnego 

poniekąd  m iedzy sobą w spółzaw odnictw a.

Na czele G eom etrów  pierw szej klassy, w yłącznie G eom etryi czystej oddanej, w ystępu je  pan Chasles 

we Francyi i pan Steiner w N iem czech, obydw aj sław ni niety lko ze w zględu na m nogość odk ry ty ch

i dow iedzionych przez nich tw ierdzień  i rozw iniętych teoryi, ale także z przyczyny przyjęcia m etody 

czysto geom etrycznej k tó rą  rozw inęli w sw ych dydaktycznych dziełach. P ierw szy w k ilkak ioć już przy- 

taczanem  przez nas dziele : Aperęu liistorique . . . ;  d rugi na jp ierw  w  dziele (1) przypisanem  

A leksandrow i H um bold t, trak tu jącem  o system atycznem  rozw inięciu zależności kształtów  g eom e

trycznych, a nieco później w drugiem  dziele (2) rów nież w pływ ow em  na u trw alen ie  i rozwój G eom etryi 

now oczesnej.

Do tych dw óch im ion  dołączyć należy im ię professora D ublińskiego U niw ersy te tu  p a n a . Mac- 

Cullagh, k tóry  w  m ernoryale sw ym  o pow ierzchniach drugiego rzędu (3) w ykazał za pom ocą czystej 

G eom etryi p iękne w łasności pow ierzchn i w spółogniskow ych, a w kilku innych  w ażnych n ad e r  p r a 

cach w  dziedzinie nauk  fizyko-m atem atycznych bardzo szczęśliwie zastosow ał zasoby G eom etryi now o

czesnej do badania zjaw isk n a tu ry .

Drugiej k lassie G eom etrów  z początku bieżącego stu lecia  przew odniczą : Georgonne i B obillier  we 

F rancyi, a Móbms i Plucker w  N iem czech. Z w yłącznem  zam iłow aniem  oddali się oni zastosow aniom  

analizy algebraicznej do badan ia  i dow odzenia ogólnych w łasności geom etrycznych figur i z tego 

w zględu ich zasługi i w pływ  ich p rac na rozwój G eom etryi A nalitycznej szczegółowszej nieco w y m a

gają tu w zm ianki.

Założone w 1810 roku  przez Gergonnea  naukow e pism o peryodyczne Annales des M athematiques, 

jedyne  naów czas w tym  rodzaju , było do roku 1831 w idow nią w szystkich ta len tów , w ystępujących  

z now em i oryginalnem i p racam i w yw ołu jącem i postęp nauk m atem atycznych.

U m iejętne s te rn ic tw o , k tó rem  uczony ten  podn iósł swe czasopism o do pierw szorzędnej w artości, 

p rzynęciło  i zagranicznych sław nych G eom etrów  do gorliw ego  w spó łp racow nic tw a . Z pom iędzy 

n iem ieckich  G eom etrów  dosyć przytoczyć im iona Steiner'a  i Plucker'a, k tórzy w tem p iśm ie  od- 

zw iercied lającem  ówczesny stan  w iedzy dali pierw sze dow ody m atem atycznego ich gieniuszu.

Obszernej trzebaby pracy  aby przejrzeć u tw ory oryginalne zastępu G eom etrów  biorących  udział

(1) S yste m a tisch e  E n tw ic k e lu n g  d e r  A bhangig lceit g com etrisch er G esta lten  von  e in a n d e r , e tc . Berlin, 183 2 .
(2) D ie geom etrischen  K o n s tru k tio n en  a u sg efilh rt m it te ls t  der g eraden  L in ie  u n d  ein es festen  K re ise s. 

B erlin , 183 3 .
i3) On the surfaces o f  the second  ord er fro m  the P roceed in gs o f  the R o y a l Ir ish  A ca d em y, 18Z|3.



w redakcyi tego czasopism a, a um iejętnego n ad e r p ióra aby szczegółowiej ocenić w pływ  tych 

u tw orów  na rozwój i postęp  G eom ytryi Analitycznej i M atem atyki w  ogólności. P oniew aż w zm ianką 

tylko im ion w ybitnych  i p rac za w pływ ow e uznanych zadow olnić tu nam  się w ypada, zauw ażym y że 

w  pierwszym  tom ie tego czasopism a znajdu ją się pierw sze uw agi tyczące biegunowych wzajemnych, 

k tó rem i posługują się Encontre i Stainville. W  tym że tom ie Seruois i Gergonne używają po raz pierwszy 

w yrażeń : biegun i biegunowa.

firet w łom ie drugim  i czw arlym  podaje rów nan ie  trzeciego stopnia, k tó re  wyznacza w ielkość osi 

elipsoidy, k tórej trzy średnice sprzężone są znanem i. Berat'd  w  tom ie trzecim  dow odzi legoż sam ego 

rów nania i trzech  w łasności układów  średnic sprzężonych pow ierzchni drugiego rzędu.

Gergonne, biegły badacz we w szystkich gałęziach m atem atyki, pomieszczał w swem czasopiśm ie 

prace w łasne znane dziś pow szechnie z ich naukow ej w artości. W  tom ie siódm ym  znajdu ją się sław ne 

zagadnienia G ergonne’a : kolo styczne do trzech kół i sfera styczna do czterech sfer. Podane przezeń 

analityczne rozw iązania tych  zagadnień do dziś jeszcze uw ażanem i są za najprostsze i najdoskonalsze. 

W  tom ie jedenastym  Durrande rozwiązał też sam e zagadnienia za pom ocą czystej G eom etryi. W ielu 

znanych z ta len tu  m atem atyków  późniejszych zajm ow ało się, jak  w iadom o, uproszczeniem  rozwiązań

i w ykreśleń  tych zagadn ień , a pan G. U. Niewęgłowski, posługując się m etodam i G eom etryi now o

czesnej rozwiązanie tyczące koła stycznego uprościł znakom icie (1).

W  tom ach  czw artym , dziew iątym  i dw udziestym  p ierw szym  G ergonne zapoznaje czytelnika z teoryą 

stycznych sprzężonych w  m em oryałach : « Dowodzenie głównych twierdzeń pana Dupin o krzyw iin ie  

pow ierzchni; i Elem entarna teorya o krzyw iin ie  lin ii i powierzchni krzyw ych. »

W  znakom itym  trak tacie o niektórych prawach ogólnych tyczących się krzywych i powierzchni alge

braicznych (2) podał G ergonne now e naów czas tw ierdzenia, k tó re  uw ażać należy za podstaw ę w ażnych 

badań analitycznych Plucker’a i Jacobi’ego, rozw inię tych  później przez panów  C ayley  i Salmon.

P om ija jąc tw ierdzenia tyczące się pow ierzchni, przytoczym y tutaj dw a następujące podstaw ow e 

tw ierdzenia dotyczące się krzyw ych algebraicznych  :

i" Jeśli dwie krzyw e rzędu  m  mają  m p punktów przecięcia na krzyw ej rzędu  p , ich  m(m —  p) 

innych punktów  przecięcia znajdują sie na krzyw ej rzędu  (m — p).

2" Jeśli trzy  krzywe rzędu  m  mają  m p punktów wspólnych, położonych na pewnej krzyw ej rzędu  p, 

trzy  krzyw e rzędu  (m —  p), na których znajdują się m (m  —  p) punktów  wspólnych krzyw ym , wzięte po 

dw ie, przechodzą przez (m — p)3 punktów wspólnych.

Pom ijając inne p race  G ergonne’a, znajdujące się w Annales, jako tyczące się nauk p rzyrodniczych

i m echaniki, w spom nim y tu  tylko o jego skutecznych usiłow aniach  do podniecania rozw oju G eom etryi 

Analitycznej i M atem atyki w ogólności. Aby w zbudzić w m łodych G eom etrach w spółzaw odnictw o 

podaw ał G ergonne w sw em  naukow em  czasopiśm ie tw ierdzen ia i zagadnienia do rozwiązania. Był to 

sku teczny  bodziec i zachęta do badań  naukow ych dla m łodych m a te m a ty k ó w ; a w iele kw estyij 

przedstaw ionych przez G ergonne’a za tem at do poszukiw ań w yw ołały prace godne uw agi, których 

w ynik i dziś w w ykładach m atem atyki są przytaczane.

(1) G eom f.trya  przez G. II. Niewęgłowskiego. Wydanie dnig e, 1869.
(2) Annales de Malhematiques, t. XVI!. 1820-1827 .
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Dla wykazania w pływ a i znaczenia usiłow ań G ergonne’a w  ty m  w zględzie, dosyć będzie podać tutaj 

n iektóre z przedstaw ionych przezeń kw estyi do rozw iązania :

Donieść że wszystkie powierzchnie drugiego rzędu styczne do siedmiu płaszczyzn , m ają swe środki na 

jednej płaszczyźnie  (1).

Znaleźć miejsce wierzchołków stożków drugiego rzędu przechodzących przez sześć punktów  (2).

Jaką je s t liczba konicznych styczm jch do pięciu konicznych danych  (3 )  ?

Do zasług G ergonne’a należy dołożyć podanie przezeń  pierw szej idei o zasadzie dwoistości w  Geo

m e try i, na k tórej podstaw ie ty le w ażnych p rac dotychczas osnuto .

M ówiąc o pracach  G eom etrów  w spółczesnych G ergonne’owi zobaczym y, że jego czasopism o 

naukow e je s t cennym  zbiorem  sław nych im ion oryginalnych u tw orów  i now ych pom ysłów  w  dzie

dzinie G eom etryi A nalitycznej.

W  historycznym  przeglądzie postępów  Geometryi Analitycznej obok  zasłużonego im ien ia  Gergonne’a 

postaw ić należy im ie B obillier a .T alent ten p łodny  i o ryginalny, m im o że zbyt przedw czesny śm ierc ią  

naukom  m atem atycznym  w ydarły , zdołał pozostaw ić ślady swej tw ó rczo śc i; a ideje jego  rozw inięte i 

u ta rte  p racam i późniejszych G eom etrów  oddziałały niesłychanie na postęp  G eom etryi A nalitycznej.

W  m em oryale noszącym t y t u ł : « E ssai sur un nouveau mode de recherche des proprietes de 1'etendue » 

B obillier p roponu je  przedstaw iać sym bolicznie koniczne opisane na tró jkącie przez rów nan ia , złożone 

z sum m  iloczynów funkcyi Unijnych m nożonych odpow iednio  przez stałe dow olne. Dochodzi on do 

w yników  nader p ro s ty c h ; koniczną bow iem  op isaną n a  tró jk ąc ie  p rzedstaw ia rów nan iem  :

aBC +  bCA +  cAB =  0 ;

w  k tó rem  A, B, C oznaczają funkeye lin ijne w spółrzędnych x ,  y ,  rów nan ia  A =  0, B =  0, C =  0 

będąc rów nan iam i trzech boków  tró jką ta , a a, b, c s ta łem i n iew yznaczonem i.

Między licznem i tw ierdzen iam i, podanem i przez B obillier’a w  przytoczonym  M em oryale, zna jdu je  

się w ażne tw ierdzenie następujące , dow iedzone także jednocześn ie i przez sław nego n iem ieckiego 

G eom etrę Mobius’a :
<( Jeśli trójścian je s t w pisany m  w pewną powierzchnią drugiego rzędu , p łaszczyzny styczne w jego wierz

chołkach przecinają p łaszczyzny ścian przeciw ległych według czterech lin ij prostych, które należą do 

hyperboloidy jednopo łej. »

W  następnym  M em oryale (/i) podał B obillier now e zastosow ania tej sam ej m etody , k tó ra  jak  w ia

dom o z w ielkim  dla nauki pożytkiem  używ aną je st do dzisiaj w G eom etryi A nalitycznej.

Teorya b iegunow ych zawdzięcza także wiele p racom  B obillier’a. Monge dow iód ł był w  dziele sw em  

Application de VAnalyse d la Gćometrie, że krzyw a zetknięć pow ierzchni rzędu  rn i stożka znajduje 

się na pow ierzchni rzędu  (m — 1); i że przeto  styczne poprow adzone z pew nego p u n k tu  do krzyw ej

(1) Kwestya rozwiązana przez Geom etrę B o b illie r  w  tom ie XVII A n n ales G ergon n e a.
(2) Tom  XVIII. A n n ales de M ath em atiqu es . —  A peręu  h is to r iq u e . . .  de 11. Chasles. —  I C om ptes re n d u s de 

1'Acadómie, t. LVII.
(3) Kwestya ta podań? była w  tom ie VIII, w trzy lata później powtórzono w tom ie XI, a rozwigzan? dopiero osta 

tnim i czasy.
(Zi) A n n ales de m a th em a tiq u e , t. XVIII, 1827-1828 .
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płaskiej rzędu m  m ają sw e punkta styczności na krzywej rzędu [m —  1). Tę to w łaśnie krzywą, n a 

zw ano, jak  w iadom o, b iegunow ą p unk tu  ; k tó ra  to nazwa w prow adzoną została przez B obillier’a.

W  pracach  sw ych pom ieszczonych w osiem nastym  i dziew iętnastym  tom ie czasopism a G ergonne’a 

dow iódł B obillier że :

1° Biegunowe seryi punktów  w lin ii prostej leżących przechodzą przez (m —  l ) 2 punktów  wspólnych ;

2° Biegunowe punktu  P , względne do pęka krzyw ych rzędu  m , tworzą pęk rzędu  (m — 1); to  je s t że 

te biegunowe przechodzą przez (m —  l)2 punktów  wspólnych;

3° Jeśli punkt P kreśli lin ją  prostą, te (m —  l)2 punktów opisują krzyw ą rzędu  2(m —  1).

Uważając b iegunow e po sobie nas tępu jące  jednego  p u n k tu , k tóre m ają rów nan ia s topn i : 

(rn — 1), (m  —  2 ) , ............ 2 i 1, au to r przyw iedzionym  został do tego ważnego tw ierdzenia :

Jeśli się weim ie biegunową rzędu  n, pewnego punktu  I*, względną do krzyw ej Gm rzędu  m ;  potem 

biegunową rzędu  (m — n) jakiegokolwiek punktu  Q tej biegunowej rzędu  n , względną do tejże samej 

krzyw ej Cm, ta biegunowa rzędu  (m  —  n) przechodzi przez punkt P.

Albo innem i słowy : Biegunowa rzędu  n jakiegokolw iek punktu  P jest m iejscem punktów, których 

biegunowe rzędu  (m —  n) przechodzą przez punkt P.

Jak  w iadom o, od czasu po jaw ienia się tego tw ierdzenia nazw ano osią harmoniczną osta tn ią b ieg u 

now ą p unk lu , k tóra je s t linją p rostą . Tw ierdzenie to  daje w szczególności następu jący  podw ójny 

związek m iędzy osią harm on iczną i p ierw szą b iegunow ą jakiegokolw iek p unk tu  :

Pierwsza biegunowa jakiegokolw iek punktu  P  je s t miejscem punktów, których osie harmoniczne prze

chodzą przez ten p u n k t;

Odwrotnie zaś, oś harmoniczna jakiegokolw iek punktu  P je s t miejscem punktów, których pierwsze bie

gunowe przechodzą przez punkt P .

Też sam e tw ierdzenia dow iedzione zostały przez B obillier’a dla pow ierzchni rzędu m.

Przytoczone powyżej n iek tó re  ważniejsze w yniki p rac tego m atem atyka są początkiem  ważnej 

teoryi biegunow ych krzyw ych i pow ierzchn i, k tóra od tąd  sta ła się przedm iotem  bad ań  i w p ro w a

dzoną została do dzieł o G eom etryi Analitycznej trak tu jących .

Pom ija jąc p racę  B obillier’a  trak tu jącą  o p raw ach  geom etrycznych ru ch u , jako  nie tyczącą się bez

pośredn io  G eom etryi A nalitycznej, w spom nim y o dziele niem ieckiego A nalisty Mobius’a, k tórego 

m atem atycznem u talentow i Analityczna G eom etrya zawdzięcza odkrycie now ych sposobów  u ła tw ia

jących  badanie w łasności krzyw ych i pow ierzchni.

W  1827 roku  wydał on pod ty tu łem  : Barycentrycznego rachunku (1) now y system  G eom etryi A na

litycznej nader w łaściw y do trak tow ania pew nych geom etrycznych kwestyi i rozw iązyw ania w ielu 

zadań, szczególniej w przedm iocie krzywych o podw ójnej krzyw iznie i pow ierzchni. W  dziele tem  

spostrzega się zasady przekształcenia figur, k tó re  są w pew nej m ierze dalszym  ciągiem  zasad p rze d 

staw ionych w  dziele P o n ce le fa  (2).

System analityczny M obius’a różnym  jest od m etody B obillier’a i od  czasu sw ego pojaw ienia się

(1) Der barycentrische Calcul, ein neues Htilfsmittel zur analytichen Behandlung der Geometrie dargestelt and 
insbesondere a u f die Bildung neuer Classen von Aufgaben und die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der 
Kegelschnitte; Leipzig, in-8°, 1827.

(2) Traite des proprietes project i ces.
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z pożytkiem  dla nauki został rozw in ię ty . Sław ny au to r angielski pan Salmon słusznie przyznaje 

M obius’owi pierw szeństw o w e w prow adzeniu  u k ład u  współrzędnych styczneczkowych, k tó re  są uzupeł

nieniem  m etod analitycznych, poniew aż pozw alają badać za pom ocą rac h u n k u  wszelkie w łasności 

stycznych w  ten  sam sposób jak  się s tud ju je  w łasnosci tyczące punktów .

D onioslosć znaczenia tego u k ła d u  w spółrzędnych  najlepiej uw ydatn ią następu jące poglądy naukow e 

pana C hasles’a w  tym przedm iocie : « M etoda analityczna D escartes’a, m ów i on, k tórej zawdzię

czać należy najp iękn iejsze  odkrycia, szczególniej w  G eom etryi krzyw ych, nic da się użyć, albo przy

najm niej p rzedstaw iałaby nader w ielkie tru d n o śc i, jeśliby  chciano  zastosow ać ją  do tego rodzaju 

tw ierdzeń  k tó re  się o trzym uje w prost na podstaw ie zasady dw oistości, jako  współwzględne (correlalifs) 

tw ierdzeń otrzym anych przez tę  m etodę D escarles’a. »

« Sposób użyty przez D escartes’a polegał na uw ażaniu  krzyw ej jako  zespojenie punk tów  n as tęp u 

jących po sobie w edług pew nego danego  praw a i na w yrażaniu  położenia w szystkich tych punktów  

przez związek stały m iędzy odległościam i każdego z nich od dw óch osi stałych. »

« P ojm uje się z łatw ością, m ów i ten au to r, że podobny sposób w  nowej Geometryi Analitycznej będzie 

pelega ł n a  uw ażaniu  każdej krzyw ej jako  obw inięcie (enveloppe) w szystkich je j stycznych i na w yra

żaniu położenia w szystkich tych prostych  przez rów nanie jedyne  o dw óch zm iennych, k tó rych  każdy 

układ  w artości odpow ie jednej z tych prostych. »

Powyższy now y system  Geom etryi Analitycznej przedstaw ia pan  Chasles w  krótkości w  dziele sw em  

Aperęu h i s t o r i q u e . jako proste  zastosow anie zasady d w o is to śc i; w  tom ie zaś szóstym  korrespon- 

dencyi m atem atycznej pana O uetelet trak tu je au to r ten  przedm iot nie posiłkując się w cale zasadą 

d w o isto śc i; w ykazuje na czem polega now y układ  spó łrzędnych  i podaje  zastosow ania takow ego.

« ............... len  nowy system Geometryi Analitycznej zdaje nam  się, m ów i tenże au to r, zasługiw ać na

rozw inięcie, jako  uzupełn ia jący  z dok tryną  D escartes’a, dzieło k tóre sobie założył ten w ielki filozof 

w  sw ym  znakom itym  pom yśle zastosow ania A lgebry do G eom etryi. »

Od czasu w prow adzenia w  użycie w spółrzędnych  styczneczkow ych, rozw inięte w  tym  k ie runku  

p race  przyw iodły do znalezienia różnych uk ładów  tego rodzaju  w spółrzędnych, różniących się między 

sobą pod w zględem  form y przedstaw ienia ale polegających na jednej i tejże sam ej podstaw ow ej 

zasadzie.

Pan Salm on  w  trak tacie sw ym  o przecięciach konicznych (3) uważa za w spółrzędne slyczneczkowe 

linii p roste j
/a  -j- »<£-}-Wy,

sta łe  /, m , w rów nan ia  tej prostej i nazywa równaniem styczneczlcowem  krzyw ej, związek który pow inien 

is tn ieć  m iędzy tem i stałem i, aby ta  p rosta  była styczną do krzyw ej. W  nocie do powyższego dzieła 

przydanej podaje au to r pojaśnienia tyczące tego system u i p rzedstaw ia  w krótkości inne układy w spół

rzędnych  styczneczkow ych, i w ykazuje że m etoda w spó łrzędnych  styczneczkowych może być przed

staw ioną pod kształtem , k tó ry  nie w ym aga żadnej up rzedn iej znajom ości w spółrzędnych  kartezyań- 

sk ich  ani trzy lin ijnych.

(1) A treatise on Conic Sections. London, -1863.
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Mimo rozpow szechnienia się zastosow ań tego rodzaju w spółrzędnych, system atyczne p rzedstaw ienie

i użycie takow ych je s t rzadkością dotychczas w dziełach G erm etryi A nalitycznej. G eom etryą  A nali

tyczna panów  B rio t i Bouquet zaw iera zaledwie określenie w spółrzędnych  styczneczkow ych ; trak ta t 

pana S a lm o ń a  już  przytaczany jak  rów nież i dzieło Treatise on the higher plane curves podaje już  

poglądy więcej rozw inię te  w  tej m ąteryi, ale zdaniem  pedagogów  nie zupełn ie dosta teczne do o sw o

jen ia  uczących się z używ aniem  tych w spó łrzędnych . T rójw ym iarow a G eom etryą A nalityczna przez 

pana  Jfesse je s t dziełem  odznaczającem  się pod w zględem  system atycznego użycia w spółrzędnych 

styczneczkow ych, a G eom etryą A nalityczna P ainv in ’a obejm uje w spółrzędne styczneczkow e z syste- 

m atycznem  w ykazaniem  w zorów  podających związki tych w spółrzędnych  z układem  kartezyariskim , 

w zię tym  za podstaw ę dzieła i z innym i układam i w spó łrzędnych .

Do m etod B obillier’a i Mcebiusa dołączyć tu  należy ważne w yniki p rac Pliicker’a, a szczególniej 

jego system  algebraicznego przedstaw ien ia nazw any trzy lin ijn y m ; w k tórym  po łożenie p u n k tu  je st 

w yznaczonem  przez odległości od trzech prostych stałych, zwanyc.li łin jam i odniesien ia; a położenie 

linii przez rów nan ie  je d n o ro d n e  m iędzy odległościam i jej punktów  od linii odniesien ia. To ró w n an ie  

m oże przedstaw ić się w kształcie następującym  :

l a  —|— ‘W/6 Tly 0 .

W  zw ykłych w spółrzędnych  kartezyańsk ich  najw iększe uproszczenie do jakiego dojść m ożna polega 

na w yborze dw óch najw ażniejszych lin ii figury uw ażanej za osie w spółrzędnych ; w  układzie trzy- 

lin ijnym  zaś, m ożna dojść do w iększego jeszcze uproszczenia, b iorąc trzy lin je  w chodzące do kw estyi 

rozbieranej za trzy lin je  odniesienia «, 6, y. W tem  polega obok innych ważnych w łasności tego 

uk ładu  jego wyższość w stosunku  do układu w spółrzędnych  kartezyańskich .

U kład w spółrzędnych trzylinijnych zasługuje jeszcze na uw agę jako  uogóln ien ie w  m etodach  a n a 

litycznych , bo w spółrzędne kartezyańskie są tylko przypadkiem  szczególnym  trzy lin ijnych, a rów nania 

w układzie pierw szym  są kształtem  szczególnym przyjętym  przez rów nan ia  w  drug im  układzie , 

k iedy  dw ie z linii odn iesien ia  sta ją się osiam i w spółrzędnych , a trzecia lin ja odniesienia oddala się 

do n ieskończoności.
Zbytecznern byłoby w ystaw iać o ile w prow adzeniem  now ego uk ładu  w spółrzędnych przyczynił się 

Plucker do uogólnienia i postępu  G eom etryi Analitycznej. Szczęśliwy pom ysł jego w spółrzędnych  

trzylinijnych i przedstaw iania rów nań  G eom etryi Analitycznej przez funkeye jedno rodne  w stud jach  

geom etrycznych pódaje w ielk ie u ła tw ien ie, a często użycie w spółrzędnych trzylinijnych je st n ie - 

odzow nem  jeśli się chce trak tow ać za pom ocą rachunku  badania kwestyi z dziedziny G eom etryi now o

czesnej.
Za pom ocą w yłącznie niem al tego uk ładu  w spółrzędnych  i rów nań  uczynionych jed n o ro d n em i i 

sym elrycznem i przez w prow adzenie now ej zm iennej i m etody m nożników  dow olnych , P lucker 

doszedł do tłum aczenia w języku algebraicznym  i do analitycznego p rzedstaw ien ia dok tryn  geom e

trycznych , przez P oncele t’a do Geom etryi w prow adzonych; a od tąd , ja k  w iadom o, tak  układ  

B obillier’a jak  i P liicker'a obszerne i użyteczne znalazły zastosow ania w now oczesnych p racach  m ate

m atycznych. N iektórzy z au to rów  angielskich, jak  F erre rs  w trak tacie  sw ym  o w spółrzędnych trzy-

(I
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Unijnych posuw ają uw ielb ienie sw e d la u k ładu  w spółrzędnych trzy lin ijnych  aż do m niem ania że ten 

system lub inne układy w spółrzędnych są zdolne zastąp ić w zupełności w nauce o przestrzeni godną 

uw ielb ienia podstaw ę G eom etryi D escartes’a, ug run tow aną na zasadzie tak prostej i w ielkiej sw ą 

p rosto tą , a tak skutecznej w sw ych w ynikach. B ezw ąlpienia w spółrzędne trzylinijne w  badan iu  rzu 

tow ych  i opisow ych w łasności figur przewyższają układ  w spółrzędnych kartezyańskich, ale wyższość 

ich usta je  skoro chodzi o badanie w łasności m etrycznych. W spółrzędne trzylinijne są bezzaprzeczenia 

drogocennem  narzędziem  w  poszukiw aniach analitycznych , jeśli się ich nie nadużyw a i potrafi zasto - 

sowywać do przedm iotów  odpow iednich  ich naturze.

Oprócz zasługi odkrycia i w prow adzenia uk ładu  w spółrzędnych  trzy lin ijnych  G eom etryą A nali- • 

tyczna zawdzięcza P liicker'ow i w iele prac oryginalnych , k tó re  się przyczyniły do jej rozw oju .

W  dziew iętnastym  tom ie roczników  G ergonne’a przedstaw ił P lucker piękne swe tw ierdzenia o 

krzywych i pow ierzchniach, m ających przechodzić przez punk ta  dane. Dosyć będzie przytoczyć tu ta j 

w ysłowienie jednego  a najprostszego z tych tw ie rd z ień , a m ianow icie :

, , •. rn(m 4 -  3) , , . , .
Krzywe rzędu  m , mające przechodzic p rzez  ------ -------------1 punktów mają wszystkie m - punktów

wspólnych.

W iadom o także że podstaw owe związki w teory i krzyw ych algebraicznych są ow ocem  prac 

P liicker’a. Jem u  to zawdzięcza nauka sław ne wzory tyczące stycznych podw ójnych i punk tów  szcze

gólnych krzywych płaskich, którym i posługują się dziś m atem atycy  w zastosow aniach tak  w teoryi 

krzywych jak  i pow ierzchni.

Godną uwagi ze względu na now ość i znaczenie zaw artych w  niej badań analitycznych jest 

p raca  Pliicker’a O nowej Geometryi przestrzeni, czytana w królew skiem  stow arzyszeniu w  Londynie 

w 1865 roku .

Oprócz prac P lucker’a w k ierunku  czysto m atem atycznym , a przew ażnie Geom etryi A nalitycznej, 

sław nem i są zastosow ania matem atycznych jego pom ysłów  do teoryi św iatła i m agnetyzm u. Aczkol

wiek w tym przedm iocie poczynił on odkrycia w ielce przez fizyków cen ione, nie m iejsce tutaj szcze

gółowiej o takowych w spom inać.

Pobieżny przegląd postępów  Geometryi A nalitycznej z początku bieżącego stu lecia w ykazuje 

dosta teczn ie że pod w pływ em  szybkich postępów  G eom etryi czystej G eometryą D escarles'a wzbogaciła 

się w  now e zasoby, pozwalające jej iść w ślad za sw ietnem i zdobyczami now aczesnej G eom etryi.

Współrzędne jednorodne odznaczające się prosto tą  i sym etryą  wzorów analitycznych ułatw iły b ad an ia  

punk tów  w nieskończoności na krzywych i pow ierzchniach .

W spółrzędne trzy lin ijne  pozwoliły łatw o i jasno  dow odzić w ielu  opisow ych w łasności figur i wraz 

ze współrzędnemistyczneczkowemi stały  się, że tak  pow iem y, analitycznym  językiem  zasad nowoczesnej 

G eometryi.
Bez tych zasobów , G eom etryą A nalityczna byłaby niezupełną w obec dzisiejszego rozw oju nauki o 

przestrzeni i bezw ładną pod w zględem  w spółzaw odnictw a na diodze Geometryi now oczesnej, która 

ją  tak w yprzedziła.
Oprócz powyżej w zm iankow anych układów  w spółrzędnych zauważyć należy i inne uk łady , przy

sw ojone nauce w ciągu bieżącego stu lecia.
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Usiłow ania w  celu uogólnienia n iek tórych  gałęzi fizyki m atem atycznej przyw iodły  znakom itego 

m atem atyka francuzkiego p an a  Lame  d o  odkrycia now ego układu  w spółrzędnych, nazw anych p rze

zeń eliptycznem i ( 1 ), k tó rem i z pożytkiem  dla nauki zastąpił w spółrzędne sferyczne w  w ielu m a te 

m atycznych poszukiw aniach .

W  późniejszych p racach  swych tak w  dziedzinie nauk  m atem atycznych  czysto jak  i flzyko-m ate- 

m atycznych pan Lam ć pom ysł swój tyczący w spółrzędnych eliptycznych zastosow yw ał z w ielkiem  

pow odzeniem . W  pracy  swej : « Memoire sur les lois de I'equilibre de fluide ethere » zastosow anie 

w spółrzędnych  eliptycznych rozw inął i uogóln ił, a w M emoryale późniejszym  (2) podał wszystkie 

wzory tej ważnej teoryi z ich tłum aczeniem  geom etrycznem  i z wykazaniem  licznych związków 

pom iędzy param etram i pow ierzchni i p ro m ien iam i krzywizny ich przecięć. W  noWem stud ium  o 

w spółrzędnych krzyw olin ijnych, pod ty tu łem  « Memoire sur les variations cles eoordonnees eurvilignes » 

znajdują się także w ażne zastosow ania w spółrzędnych  eliptycznych i krzyw olin ijnych w ogóle, k tórym  

pan Lam e pośw ięcił w  1859 roku  wyłączne dzieło (3).

Teorya w spółrzędnych  eliptycznych i krzyw olinijnych weszły w  użycie i znalazły korzystne zasto

sow anie w  najznakom itszych p racach  G eom etrów  tegoczesnych. Pan Valson m iędzy innym i zastosow ał 

w spółrzędne eliptyczne do Geom etryi Elipsoidy (h), a później n ieco używ a ich w M em oryale trak tu 

jącym  o w spółrzędnych  parabolicznych i ich zastosow aniu do G eom etryi parabo lo id  (5).

Pom iędzy usiłow aniam i ow ocnem i podejm ow anem i w  celu w zbogacenia G eom etryi Analitycznej 

now ym i sposobam i, m ającym i u ła tw iać badania w łasności figur, zauważyć także należy odkrycia pana

O. Bonnet. W  1853 ro k u  sław ny ten m atem atyk  przedstaw ił Akadem ii- francuzkiej jed n ę  ze swych 

p rac w  tym  k ie ru n k u  podejm ow anych, a w  tom ie p iątym  dziennika Journal des Mathematiques 

w  ro k u  1860 ogłosił M em oryał pod  ty tu łem  : Memoire sur Vemploi d'un nouveau systeme de variables 

dans Vetude des propnetes des surfaces eourbes. P raca  ta  je s t rozw inięciem  kilku trak tatów  A kadem ii 

Paryzkiej uprzednio  przedstaw ionych.

Monge p rzedstaw iał zawsze pow ierzchnią rów nan iem  we w spółrzędnych  kartezyariskich. P an

O. Bonnet w1 powyżej przytoczonym  M em oryale przedstaw ia korzyści z zastąpienia zw ykłych  w sp ó ł

rzędnych przez trzy inne zmienne m ające ściślejszy związek z kształtem  uw ażanej pow ierzchn i i p ro 

ponuje w prow adzenie zm iennych wyznaczających położenie płaszczyzny stycznej. W zory o trzy m an e  

przez pana O. B onnet odznaczają się rzadką p ro s to tą ; a zastosow anie ich do w ielu zadań ro z 

w iązanych przez Monge’a, jak  rów nież do w ielu now ych i trudniejszych zagadnień, w ykazuje ich 
użyteczność.

U kład zm iennych p roponow any przez pana O. B onnet z w ielkiem  pow odzeniem  zastosow anym  

został przez pana D in i w  M em oryale trak tu jącym  o pow ierzchni, k tórej sum m a dw óch g łów nych  p ro 

m ieni krzyw izny w każdym  punkcie je s t  sta łą (6).

(1) Po raz pierw szy użyte w  pracy przedstawionej Akadem ii w  1833 roku pod tytułem  : Memoire sur les surfaces 
isothermes dans les corps solides homogenes en equilibre de temperature.

(2) Memoire sur les eoordonnees eurvilignes (Comptes rendus, t. VI, i Journal de Mathematiques, t. V , I 8/1O).
(3) Leęons sur les eoordonnees eurvilignes et leurs diverses applications.
(U) Application de la theorie des eoordonnees elliptiques d la Geometrie de I’ellipsoide (These pour le doctorat, 185/i).
(5) Comptes rendus, t. L. —  Nouvelles annales de Mathematiques, t. XIX.
(6) Annali di M atcmatica pura et applicala, t. VII. R zym , 18G5.
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Inne w ielce cenione i n ad e r w ażne p race  pana O. B onnet w płynęły na udoskonalen ie teoryi 

tyczących się pow ierzchni.
W  przedm iocie u o g ó l n i e n i a  współrzędnych biegunowych, godną uw agi je s t p raca w spółziom ka 

naszego, Inżyniera , byłego ucznia paryzkiej szkoły Dróg i M ostów, pana E . Babich  (I).

A u to r ten znany uczonem u św iatu z kilku .oryginalnych prac m atem atycznych niezaprzeczalnej 

w artośc i, w  stud ium  sw em , o k tórem  w spom nieć In należy, uw aża za zm ienne położenie b ieguna O 

z k tórego  w ychodzą prom ienie w odzące. Biegun posuw a się po krzewej (E); jeden tylko p rom ień  

w ychodzi z każdego p unk tu  O tej krzyw ej i skierow anym  je st w edług  stycznej OM. K ąt 0, który ta 

styczna czyni z osią sta łą  X i p rom ień  OM =  r  są dw iem a w spółrzędnem i pew nego  p u nk tu  M ; a 

krzyw a (A), m iejsce p u n k tó w  M m a za rów nan ie  r  =  ? (0). Każdy p u n k t 0  krzywej (E) w yznacza się 

łuk iem  S O = s ,  liczonym  od p u n k tu  stałego S krzyw ej. Ten łuk  i kąt 0 stycznej OM z osią X są 

wzięte za w spółrzędne w zględne krzyw ej (E), k tórej rów nan ie jest s =  ^ (0 ). Pan H ab ich  podaje 

w  funkcyi w spółrzędnych r , s i 0, w yrażenia podnorm alnej biegunow ej krzywej (A), stycznej try 

gonom etrycznej kąta fi, uczynionego przez styczną do krzyw ej z p rom ien iem  OM; i nareszcie w yra

żenie n a  p rom ień  krzyw izny linii krzyw ej. W zory o trzym ane przez tego m atem atyka sprow adzają się 

odpow iednio  do w zorów  zw ykłych w  układzie w spółrzędnych biegunow ych, k iedy  krzyw a (E)

• • i i  -zam ieni się na p u n k t; w  którym  to razie — =  0 .

W spółrzędne krzyw olin ijne pochyłe, cłiociaż un ikane w zastosow aniach z przyczyny zaw iłych wzo

rów  do jak ich  użycie ich p row adzi, stały  się p ięknym  tem aiem  geom etrycznych  badań księdza Aoust, 

k tó rego  talentow i zaw dzięcza się postaw ienie w  tym  w zględzie now ej teoryi b rakującej uprzedn io  

n au ce  o przestrzeni.

Z licznych p rac  tego m atem atyka zaznaczyć tu  należy dw ie następu jące : O współrzędnych krzyw o-  

lin ijn ych  płaskich (2) i o współrzędnych krzyw ołin ijnych w  przestrzeni (3). W  tych M em oryałach 

au to r w yprow adza wzory dla w spółrzędnych  pochyłych, będące uogólnieniem  znanych w zorów  dla 

w spółrzędnych  p rostokątnych , a odznaczające się uderzającą p rosto tą .

W  przedm iocie upraw y  i udoskonalen ia teoryi tyczącej się w spó łrzędnych  krzyw ołinijnych p o 

chyłych w ielce cen ioną je s t p raca  (ći) pana Combescure, k tórej przedm iotem  je st uogólnienie w spom i

nanej już teoryi* pana Lam e  i zastosow anie takow ej do przypadku  ogólnego w spółrzędnych k rzyw o- 

lin ijnych  pochyłych.

N ow oczesne badan ia  ana lityczne tyczące się Geometryi sfery  w ym agają tu  k ró tk ie j w zm ianki o 

przeszłości i postępach  tej ważnej gałęzi G eom etryi.

Nauka ta znaną by ła i up raw ianą w -starożytności, czego dow odem  trygonom etrya  sferyczna s ta ro 

żytnych. Późniejsi geom etrow ie w, u p raw ie  G eom etryi sfery ograniczali się do w ytkniętego  k ierunku  

przez staroży tnych , to je s t da rozw iązyw ania tró jką tów  sferycznych dla astronom ów  i żeglarzy.

(1) Sur un sijsteme particulier do coordonnees. Application a u x  cciustwiucs planes (Zobacz ' Annalt di Materna - 
tica  wydaw ane przez panów  B rioschi i Cremon’a, t. II , 1868 .)

(2) Comptes rendus de 1'Academie des sciences, t XLVI1I, 1 859 , i t. LIV, 1862.
(3) Annali di Matematica, t. VI, 186A.
(h) Sur les determinants fonctionnels et les coordonnees curvilignes.
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W początku dopiero  bieżącego stu lecia zaczęto trak to w ać ten  dział nauk i o przestrzeni i rozszerzać 

szczupłe granice, w  k tó rych  uprzednie badania G eom etryą sfery utrzym yw ały. L exell p ierw szy podjął 

badanie w łasności kół n a  sferze i odkrył w ażne tw ierdzen ie  o krzywej będącej m iejscem  w ierz

chołków  tró jką tów  sferycznych o jednakow ej pow ierzchn i i lej samej podstaw ie.

Fuss rozw iązał niektóre zadania G eom etryi sfery i podjął badania pew nej elipsy sferycznej, będącej 

przecięciem  sfery przez stożek drugiego s topn ia , m ający swój w ierzchołek w  środku  sfery.

Im iona Sehubert'a i Legendra  należą do późniejszej nieco h isto ry i up raw y  tej nauki. W  A nnałach 

G ergonne’a Sorlin  i Magnus posuw ają naprzód  badan ia  w łasności figur na sferze, a L huillier, Gergonne, 

Gueneau d ’Aum ont i Quetclet rozw ijają tę  n au k ę ; ale wszystkie te p race  acz doniosłej w artości nie 

stanow ią jeszcze m etodycznego stud ium  tej ważnej gałęzi nauki o przestrzeni.

Pierw szy Steiner  podjął się m elodycznego przedstaw ienia teoryi G eom etryi .sfery i od tąd  nauka 

ta, której Geom etrya płaska je s t tylko przypadkiem  szczególnym , weszła n a  drogę regu la rnego  

* postępu.

Gudermann w  1830 roku  ogłasza sw ą pracę pod  ty tu łem  : Ueber die analytische Spharik , a n ieco 

później Borgnet w ydaje : Essai de Geometrie analytique de la sphere, w  k tó rem  to dziele bierze za 

osie w spó łrzędnych  na sferze dw a łuki dw óch  w ielkich  kół.

Graves w  1841 podaje teo ryą analityczną G eom etryi sferycznej. Booth  ogłasza : A  Short Treatise on 

Spherical Conic Sections, a Cassani w  kilku artyku łach  pom ieszczonych w  Giornale N eapo litańsk im  ' 

daje trak ta t analityczny G eom etryi sfery .

Vannson podał pod ty tu łem  podstawowych wzorów analizy sferycznej, w iele w ażnych kwe sty i Geo

m etry i A nalitycznej w przedm iocie sfery , a szczególniej w przedm iocie teoryi konicznvch sferycznych.

Sam o tylko w yliczenie tych p rac je s t dow odem  usiłow ań podjętych  w  ce lu  uogóln ien ia nauki o 

przestrzen i i skutecznego w spółudziału  jak i G eom etrya Analityczna w  tym  k ie runku  przyniosła.

P race najnow sze licznego zastępu sław nych  dzisiejszych G eom etrów  pośw ięcających się upraw ie 

Analizy kartezyańskiej nie m ogą w ejść w  zakres niniejszej pracy, bo dzieła ich  są tem atem  dop iero  do 

krytyki m ającej w ydać w yrok o ich  zasłudze, a g łos nasz w tej miecze może być ty lko  zaledw ie echem  

utrw alonego  sądu naukow ych pow ag, a nie ocen ien iem  osobistem  lub kry tyką.

C asty, O 'Brien, Walton, Gregori, Painvin, Darboux, Larosse, Joachimstal, Feuerbach, Souillart, 

Maurice L evy , B riot, Salmon  i w iele innych im ion znanych należy do tego poczetu , o k tórego  za

sługach w yrabia się obecnie zdanie naukow e, a k tó rem u  zda się przew odniczyć angielski m atem atyk 

pan  G. Salm on.

Dzieła jego pow szechnie dziś znane i na wszystkie niem al języki europejskie p rze łożone odznaczają 

sie m agistralną m etodą w ykładu , użyciem  odpow iedn iem  najnow szych zdobyczy  A nalizy w  zespo

len iu  z leo ryam i G eom etryi nowoczesnej. K lasyczne u tw o ry  tego m atem atyka w  przedm iocie G eo

m etry i A nalitycznej obejm ują w  sobie zastosow ania teoryi wyznaczników  (1), przedstaw ien ie ana lityczne 

i geom etryczne zasady dwoistości, m etodę biegunowych wzajem nych , w łasności harmoniczne przecięć 

konicznycli, metodę rzutów  i teoryą niezmienników  i współzmienników .

(1) Pan W l. Trzaska w pierwszym tomie dzieła Rachunku Różniczkowego pana Folkierskiego pomieścił w polskim 
języku cenny traktat w przedmiocie teoryi wyznaczników.
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Mimo udoskonalenia Analizy kartezyańsk ie j w zbogaconej, jak  to  sta ra liśm y  się okazać, now ym i 

układam i w spółrzędnych , m im o w reszcie bogactw a w łaściwej A nalizy, k tórę od czasu M onge’a 

G eom etryą A nalityczna z pożytkiem  się posiłkuje, —  G eom etryą now oczesna, nie w łaściw ie zw ana 

syntezę, zdołała ję  w yprzedzić na drodze odkryć i udoskonalenia dzięki usiłowaniom  gienialnych 

now oczesnych Geom etrów .

O parta na pracach G arnot’a, P oncelc t’a , S te ine r’a, C rem on’a i C hasles’a, Geom etryą now oczesna, 

in tu ity w n ę  n iek iedy  zw ana, rozw inęła w ażne swe teo rye , dla tra k to w a n ia  k tó rych , G eom etryą A na

lityczna w  w ielu razach zda się już  nie w ystarczać. Jakkolw iek słuszn ie nazw ana « powszec/mem  

narzędziem m atem atycznych nauk, » Analiza kartezyańska zm uszonę  dziś je s t w obec w ielu  now ych 

teoryi nauk i o przestrzen i*w yznać sw ę niedostateczność, a często u ży w ać w szystkich zasobów , 

k tó rym i now oczesne p race  ję  w zbogaciły , ab y  m ódz tłu m ac zy ć  w  sym bolicznym  języku  A lgebry 

zdobycze naukow e G eom etryi czyste j.

Św ietne postępy now oczesnej G eom etryi zdaję się podniecać usiłow ania m atem atyków  A nalizę '  

kariezyariskę up raw ia jęcych , k tó rych  p race  dzisisiejsze w różę pom yślnie o pożędanej przyszłości jej 

rozw oju. Dwie te  gałęzie nauki o przestrzen i stanow ię całość narzędzia, k tó rem  um ysł ludzki na 

drodze badań  m atem atycznych  się posługu je ; żadna też z n ich  nie p o w in n a  być zaniechanę w swej 

upraw ie , a jednoczesny  ich postęp  i udoskonalenie pozw olę corąz pew niejsze staw iać k rok i n a  

drodze dociekania p raw dy , k tórej nauk i m atem atyczne zdaję się by ć  najw yraźn ie jszym  syrm bolem .

Paryż 5‘J’  Maja 1877 r.

I



Z A S A D Y

Przedm iotem  G eom etryi A n a l it y c z n e j  je s t badanie m iary  i w łasności dotyczących  rozciągłości 
przedstaw ionej za pom ocą sposobów  Algebry.

Zastosow anie to Algebry do G eom etryi nie je s t niczem  in n śin  jak ty lko Metodą A nalityczną przy ję tą  
przez starożytnych G eom etrów  i F ilozofów , którzy ją  już od daw na uważali tak , jak  ją  rzeczyw iście 
w dzisiejszym stanie nauk i uw ażać w ypada. W  samej rzeczy : p rzedstaw ienie jak iegokolw iek zaga
dnienia za pom ocą rów nania i zm iana tego ostatn iego n a  inne, k tó re’rozw iązać um iem y, je s t  ty lko  
ko le jnem  przejściem  od zagadnienia danego do innego mniej zaw iłego, od lego ostatn iego tak  
uproszczonego do jeszcze innego odeń ła tw iejszego; i tak dalej, aż do dojścia do uk ładu  rów nań , lub  
do zagadnienia, k tó re  z łatw ością rozw iązać się daje. W  G eom etryi czystej, bardzo  często używamy 
sposobów  przyjętych w  A nalizie; lecz zm iany dotyczące sam ej w yłącznie A lgebry są, że tak  pow iem y, 
rzeczywistem  narzędziem  analitycznćm , usp raw ied liw ia jącem  nazw isko dane nauce, k tórej zasady 
w niniejszem  dziele wyłożyć zam ierzam y.

GEOMETRYA PŁASKA
W IA D O M O Ś C I W S T Ę P N E  

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

O S P Ó Ł K Z Ę D N Y C H .

§1 . — UKŁAD SPÓŁUZĘDNYCH.

1. Aby zastosować rachunek  do badania w łasności jak iejko lw iek  figury, po trzeba um ieć wyznaczyć 
położenie 'jakiegokolw iek punk tu  na płaszczyznie tćj figury; linie służące do w yznaczenia tego p o ło ż e
nia stanow ią co się zowie jak iko lw iek  u k ł a d  sp ó ł r z ę d n y c ii.

Je st nieskończona ilość układów  sp ó łrzę d n y ch ; określim y lylko najprostsze i najczęściej używ ane.
1



2 RO ZD ZIA Ł I .

1° S pó ł r z ę d n e  PROSTOLINIJNE KARTEZYAŃSKIE ja k ie g o k o l w ie k  p u n k t u .

2. W eźm y napłaszczyznie dw ie proste sta łe Ox i Oy \  jeżeli się daje jak ikolw iek  p u n k t M, i gdy 
przez ten  punkt poprow adzi się rów noleg łą MQ do O x, po tem  rów noległą MP do Oy ,  odległości MP

i MQ są spó łrzędnem i p u nk tu  M ; lin ia  MQ lub OP zowie się odciętą p u n k tu  M ; a linia MP lub 
OQ je s t jego rzędną ; te  dw ie linie nazyw ają się także x  i y  punk tu  M. Proste O x  i Oy  są  osiam i 
spółrzędnych ; a ich p u n k t przecięcia się O je st początkiem spółrzędnych .• W idzim y, że m ając ja k i
kolw iek pun k t dany, jego  spółrzędne są całkow icie w yznaczone.

Lecz jeżeli się daje spó łrzędne jak iegokolw iek  bądź p unk tu , p u n k t nie będzie zupełnie w yznaczonym  
jak  tylko w tedy, gdy się zna kąt osi śpó łrzędnych , w którym  ten p u n k t się znajduje. W prow adzi się tę 
now ą daną w rachunek  przy jm ując um ow y n as tęp u jące :

o Będziemy uważali odcięte jako dodatne , gdy te  będą liczone w pew nym  k ie ru n k u , O x  na przykład ; 
» a jak o  od jem ne, gdy te będą odniesione w  k ie runku  przeciw nym . Podobnież, będziem y uw ażali 
» rzędne jako  dodatne, gdy te będą odn iesione w  pew nym  k ie ru n k u , Oy  na p rzy k ład ; a jako  od jem n e, 
» gdy te  b ęd ą  odn iesione w  k ie ru n k u  przeciw nym . »

W edług  tego, pun k t jakikolw iek będzie zupełnie wyznaczonym  jeżeli da się jego  spółrzędne w w iel
kościach poprzedzonych jakim kolw iek dom yślnym  lub w yraźnym , tychże w ielkości znakiem . I tak , 
przypuśćm y że spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  są x  =  2, y  —  — 6 ; w eźm iem y na O x, O P '= 2 ;  
a  na przedłużeniu  O/y, OQ' =  G; po tem , przez punk ta  P' i Q' poprow adzim y proste w zględnie rów no
ległe do osi ( ) y \O x )  p u n k t przecięcia się tych rów noległych wyznaczy bez dw uznaczności p u n k t N, 
k tórego spółrzędnem i są, 2 i — 6 .

S półrzędne jak iegoko lw iek  p u n k tu  są nazw ane Spółrzędnem i pochyłem i gdy kąt osi je s t  ja k im 
kolw iek; a Spółrzędnem i prosto/cątnemi gdy k ą t osi je s t prosty .

3 . Z am iast w prow adzenia w  rachunki długości MP i MQ, określających po łożenie p u n k tu  M, jest 
często lepszem  w  prow adzenie stosunków  przestaw ia jących  MP i MQ. I tak, w układzie p o p rze
dzającym  przedstaw iliśm y MP przez x ,  a  MQ przez y ; w układzie obecnym  załóżm y:

O I’’ ■ I>
X

11°. S pó łiiz e d n e  je d n o r o d n e  ja k ie g o k o l w ie k  p u n k t u .

MP =  - ,  M Q = 2 ;
z z

ilości x ,  y , 2 , n az y w a ją s\ę Spółrzędnem i jednorodnem i p u n k tu  M.
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Gdy się daje liczby x ,  y ,  z, p u n k t odpow iedni je s t całkow icie w yznaczonym ; lecz gdy się daje
■ CC w .

jak iko lw iek  punkt, ilości x ,  y , z , pozostaję dow olnem i, stosunk i -  , -  są sam e zupełnie w yzna-
Z Z

czone. W rócim y poniżćj do tego p rzedm iotu .

Znajduje się uk ład  K artezyański (2) przypuszczając z —  1.

111°. S pó łr z ę d n e  t r z y l in ijn e  ja k ie g o k o l w ie k  p u n k t u .

4 . Jeżeli się zauważy tró jką t stały  ABC, jakikolw iek pun k t M n a  płaszczyznie będzie określony  przez 
odległości jego  od boków  tró jkąta w zględnie pom nożone przez liczby stałe dow olnie w zięte.

Niech będą na przykład  : MP, MQ, MR, odległości odpow iedn ie p u n k tu  M od boków  BC, CA, AB, 
tró jk ą ta ; załóżmy :

A x  =  a.M P,

y  =  6.MQ, 

z = y . M R ;

C ilości x ,  y ,  z, są Spółrzędnem i trzy lin ijnem i p unk tu  M.

T ró jkąt ABC do k tórego  p u n k t się odnosi zowie się trójkątem Odniesienia-, ilości a, 6, y, przez k tóre 
się mnoży odległości p u n k tu  od boków  trójkąta, nazyw ają się parametrami Odniesienia; b ierze się je  
często rów nem i jedności.

W rócim y poniżćj do tego w ażnego uk ładu  spółrzędnych.

IV 0. S pó łr z ę d n e  b ie g u n o w e  ja k ie g o k o l w ie k  p u n k t u .

5. W  tym  układzie b ierze się pun k t stały  P , nazw any biegunem  i p rostą  sta łą P X , nazw aną osią 
biegunową; jak iko lw iek  p u n k t M je s t w tedy  w yznaczony przez sw ą odległość MP albo p od  b ieguna , 
(odległość noszącą nazwisko prom ienia w odzącego), i przez ką t MPX lub  co, jaki tw orzy p rom ień  
wodzący z osią b iegunow ą; ilości p i &> są Spółrzędnemi biegunowemi punk tu  M.

Można będzie zupełnie wyznaczyć tym sposobem  w szystkie p u n k ta  na płaszczyznie, przypuszczając, 
że prom ień  wodzący zwiększa się w  tspos0b ciągły od 0 do -f- » > , i że kąt «  zwiększa się również

JM

w sposób ciągły ed  0 do 2tt. Zobaczymy późniśj, że je s t korzystnie przyjąć um ow y następu jące  :

« K ąt o> będzie uw ażanym  jako dodatny , gdy będzie się obracał w  pew nym  k ie ru n k u , i będzie m ógł 
» się zwiększać w  sposób ciągły od 0 do -j- o o ; ten  kąt będzie odjem ny, gdy się będzie obracał w  kie- 
» ru n k u  przeciw nym , i będzie m ógł się zm niejszać rów nież w sposób ciągły od 0 d o — Co się 
» tyczy prom ienia w odzącego, odniesiem y go na bok zam ykający kąt «  gdy będzie d odatny ; a na 
» przedłużenie tego bok u , gdy będzie odjem ny. »



rozdział i .

V ° SrÓŁRZĘDNE DWUBIEGUNOWE.

6 . W  tym  układzie, jak iko lw iek  p u n k t M je st wyznaczony przez sw e odległości MP i MP' od dw óch 
p unk tów  stałych P  i P ',  noszących nazwisko biegunów .

L ub też jeszcze, jak iko lw iek  p u n k t M będzie w yznaczony przez kąty MPP' i M P'P jak ie tworzą

p rom ien ie  w odzące MP i MP' z lin ią  b iegunów  P P '.

Y I° SPÓŁRZĘDNE KRZYVOLINIJNE JAKIEGOKOLWIEK PUNKTU.

7. Przypuśćm y naprzód  że się daje pierw szy uk ład  krzyw ych pew nego rodzaju zależny od p ara 
m etru  a, tak  że dając na p. pew ne w artości o trzym uje się krzyw e au  a.2, a3, e t c . ; przypuśćm y znow u 
że się daje drugi uk ład  krzyw ych, innego lub  tego sam ego rodzaju co pierw szy, zależny od p aram etru  b,

tak że dając na b pew ne w artości, o trzym uje się krzywe b,, b-2, b3, e tc ......  P u n k t Mlt p rzecięcia się
krzyw ych a, i bt, będzie m iał za spółrzędne w artośc i szczególne a, i b{ wyznaczające dw ie krzyw e 
pod uw agę w zięte : podobnież, p u n k t M-2 będzie m iał za spółrzędne a± i b$,; ogólnie, spółrzędne Icrzy- 
tuolinijne jak iegokolw iek p u n k tu  M b ęd ą  w artościam i param etrów  a i b w yznaczającem i krzywe 
różnego rodzaju, przechodzące przez p u n k t pod uw agę wzięty.

I
I tak , w sp ó łrzęd n y ch  b iegunow ych fam iliam i krzyw ych są ko ła (param etrem  je s t p rom ień  p) i p ro ste  

(param etrem  je st kąt &>).

W  spółrzędnych  dw ubiegunow ych  dw iem a fam iliam i krzyw ych są koła, których środkam i stałym i 
są b ieguny P i P 1 (param etram i są p rom ien ie  p i p').

§11. —  TEORYA RZUTÓW.

8 . Mając dane jakąkolw iek p rostą  sta łą OX i jakąkolw iek  p rostą  AR, leżącą lub  nie na tejże sam ćj 
płaszczyznie z OX, w ystaw m y sobie że się prow adzi przez p u n k t A jakąkolw iek płaszczyznę p rostopad łą  
do OX; niecli będzie A t jej przecięcie się z tą  p ro s tą ; n iech będzie rów nież R( p u n k t przecięcia się 
linii OX z p łaszczyzną poprow adzoną przez pun k t B prostopad le do tej p ro s te j: odcinek A,Ri jest 
rzu tem  odcinka AB na p rostśj OX nazw anćj osią rzutu.
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1° W y r a ż e n ie  a l g e b r a ic z n e  r z u t u  j a k ie j k o l w ie k  p r o s t e j .

9. Dla o trzym ania w artości bezwzględnej tego rzu tu , poprow adźm y przez pun k t A jakako lw iek  ró w 
noległy do OX aż do jćj spo tkania się w  H z płaszczyzny przechodzycy przez B ; złączmy BH, z trójkyta 
prostokylnego ABH bezpośrednio  w ypływ a :

A ^  =  AH =  A B dos(A lC oX ).

Tak w ięc, w artość bezw zględna rzu tu  jakiejkolw iek prostćj je s t rów ny d ługości linii p rostćj pom no

żonej przez dostaw ę kyta tćj prostej z osiy rzu tu .

D la w yznaczenia znaku rzu tu , uw ażm y że na jakiejkolw iek prostej rozróżnia się, poczytek i kon iec  : 
P oczątkiem  je s t pun k t zkyd się w ychodzi, końcem  zaś, jest punk t dokyd się przybyw a. Z tąd, dw a kie* 
ru a k i na jak iejkolw iek prostćj, w ed ług  tego jak się jy  przypuszcza przebieżony od ręki lew ej ku  praw ej 
albo od ręki praw ej ku lewej. P ierw szy z dw óch k ierunków  nazywa się kierunkiem  dodatnym  albo 
d yrek cyą  dodatną ; drugi zaś k ie runek  w prost pierw szem u p rzeciw ny , je s t nazwany kierunkiem  od jem nym  

albo d yrekcyą  odjem ną.

Będziem y uw ażali na osi rzu tu  dw a k ierunk i, k ierunek dodatny  podług OX, na p rz y k ła d ; i k ie ru 
nek odjem ny pod ług  OX'. To przypuściw szy, gdy AB je st prosty  rzucony i gdy A je s t poczytkiem  
a B końcem , przyjęto  uw ażać rzu t jako  dodatny  lub odjem ny w edług  tego jak  d la  p rzy jścia  od rzu tu  
początku do rzu tu  końca postępu je się w k ie ru n k u  dodatnym  lub w k ierunku  od jem nym  osi rzutu, 
t. j ., gdy się idzie od ręk i lew ej ku praw ej, albo od ręk i praw ej ku  lew ej.

10. W yrażenie algebraiczne rzutu jakiejkolw iek prostćj je s t zaw artśm  w  tćm  podw ójnem  podaniu .
1°. Gdy prosta rzucona je s t rów noległy  do jakiejkolw iek dyrekcyi na k tórej k ie runk i dodatny  i 

odjem ny nie były wyznaczone przez um ow y poprzednie, rzut je s t rów ny co do w ielkości i co do znaku 
w artości bezw zględnej długości lin ii prostej pom nożonej przez dostaw ę kyta, jaki tworzy p rosta , w zięta 
w k ie ru n k u  w którym  ona je st przebieżony, z częścią dodatny osi rzutu .

2°. Gdy prosta rzucona je s t row noległy  do jakiejkolw iek dyrekcyi na k tórej k ie runk i dodatny  i od
jem ny sy wyznaczone przez um ow y poprzedn ie, rzut jest p rzedstaw iony co do w id k o śc i i do znaku za 
pom ocy iloczynu dostaw y dyrekcyi dodatnych  pom nożonego przez d ługość lin ii prostej rz u c o n e j; liczba 
przedstaw iajyca tę  długość je s t poprzedzony znakiem  -\-  a lbo  — w edług  tego ja k  linia rzucona jest 
p rzebieżony w k ie runku  dodatnym  albo w k ie ru n k u  odjem nym .

Dla udow odnien ia tego podan ia, będziem y uważali kolejno d w a przypadki przytoczone. 

l “ y P rzypader.

Niecli będzie jakakolw iek  p rosta  AB, k tórej A je s t początkiem  a B k o ń ce m ; m am y rozebrać 
dw a przypuszczenia nas tępu jące :
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1 °. P ro sta  AB tworzy jakikolw iek kąt ostry z częścią dodatną, OX, osi rzutu . Gdy przez punk ta

A

0  A 1 ][5* X

A i B, poprow adzi się płaszczyzny prostopad łe do OX, w idzim y że dla przyjścia od Al ku B, potrzeba 
oddalać  się ku  ręce p r a w e j: w ięc w artość  D, je s t policzoną w  k ie runku  dodatnym osi, t .  j. że rzu t 
je s t dodatny . Otóż ką t linii AB z częścią dodatną osi jest o s try m ; a tern sam ćm  dostaw a tego kąta 
j e s t  dodatną . W ięc , oznaczając przez a d ługość linii AB a przez « kąt AB z OX, w yrażenie a d o s a  

je s t także jakąkolw iek ilością dodatną.

2°. P rosta  AB tw orzy jak iko lw iek  ką t rozw arty  z częścią dodatną  osi rzutu . Dla przyjścia od A,

O B a  A , x .

ku B „ po trzeba o ddalać  się ku  ręce lew e j; w ięc rzu t AjB, je s to d je m n y . Z drugićj strony, iloczyn 
a d o s a ,  w k tórym  a  je s t liczbą dodatną a a jak im kolw iek  ką tem  rozw artym , jest także odjem ny.

W ięc , w dw óch przypuszczeniach, rzu t je s t  przedstaw ionym  co do w ielkości i co do znaku 
przez iloczyn

ABdos(AB^OX);

AB je s t liczbą dc datną , A i B są odpow iednio  początkiem  i końcem  linii rzuconćj, AB, OX je s t 
kątem  utw orzonym  przez tę  prostą , w ziętą w  k ierunku  w  k tórym  ona je s t przebieżoną, z częścią 
dodatną osi rzutu .

2 s ' P r z y p a d e k .

Dla uzasadnienia drugićj części tw ierdzenia, m am y jeszcze zająć się rozbiorem  dw óch przypuszczeń 
n as tę p u ją c y c h :

1 ° .  K ą t  dyrekcyi dodatnych  je s t ostry . N iech będzie OX część dodatna osi rzu tu , a O ^ ,  k ie
ru n ek  dodatny  dyrekcyi do k tórej linie proste rzucone są rów noległem i.

Gdy p rosta  rzucona, AB, je s t przebieżoną w k ie runku  dodatnym  OjX,, w tenczas ką t linii

AB z 0X  je s t ostry , rzu t A,B, będzie d o d atn y ; otóż iloczyn a d o s ^ X , ,  OX) je st także dodatny , 

poniew aż ką t (O iX „ 0X ) jest ostry , a w edług  naszej um ow y, a m usi p rzdstaw iać więcej d ługość 

prostej AB.
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Gdyby B było początkiem  a A końcem , t. j . ,  gdyby prosta rzucona była p rzeb ieżoną w  k ie 

ru n k u  od jem nym  OiX'j, rzut BA byłby od jćm nym  ; otóż iloczyn ados(O iX!, OX) byłby także 

od jem nym , gdyż k ą t (0 ,X ^ 0 X ) je s t zawsze ostry , a w edług  naszćj um ow y, a m usiałoby predstaw iać 
m niej d ługość prostej BA.

Gdy p rosta  rzucona AB je s t przebieżoną w  k ierunku  dodatnym  OtX,, rzut A jB j je s t od jem ny ;

iloczyn a d o s ^ X , ,  OX) je s t także odjem ny, gdyż kąt ( O A ,  OX) je s t rozw arty i a pow inno p rzed sta 
w iać wiocitj d ługość prostćj AB.

Gdyby B było początkiem  a A końcem , t. j .  gdyby p rosta  była przebieżoną w  k ie runku  o d jem 

nym  OxX '1; rzu t B 1Ał byłby d o d a tn y : z drugićj s trony , iloczyn a d o s ^ iX j ,  OX) byłby także d o d a tn y , 

poniew aż kąt (OjX,, OX) jest rozw arty i że a m usi w tenczas przedstaw iać m niej d ługość p roste j BA.

W ięc, streszczając się, rzu t prostej AB je s t  w yrażonym  co do w ielkości i co do znaku przez iloczyn

kąt (0 ,X „  OX) je st kątem  dvrekcyi dodatnycR , a a p rzedstaw ia więcej lub mniej d ługość prostćj 
rzuconej AB w ed ług  tego jak  się przypuszcza lin ią  p ro s tą  AB przebieżoną w  k ie runku  d o d a tn y m  O ^ i  
lub  w  k ie ru n k u  przeciw nym .

IId° Z w ią z e k  m iędzy o d c in k a m i w y z n a c z o n e m i przez  n p u n k t ó w  w  u n i i  p r o s t e j .

11. Uważm y naprzód trzy punk ta  a, b, c, leżące na jak iejko lw iek  linii p ro s tć j; m a się zw iązek

(i)  ab -f- bc -j-  ca =  0 ,

znakow anie ab, na przykład , oznacza jak iko lw iek  odcinek dodany lub  odjęty , t. j. d ługość odcinka 
poprzedzonego znakiem  -j-  l u b — , w ed ług  tego jak  ten odcinek iest przebieżony w pew n y m  kierunku  

lub  w k ierunku  przeciw nym .

W  sam ej rzeczy, przypuśćm y odcinki dodane gdy się je przebiega od ręk i lew ej ku praw ej, a 
odjęte w  przypadku przeciw nym .

Gdy pun k t c je s t po praw ej slron ie  punk tów  a i b, m a się

2° Kąt dyrekcyi dodatnych  je s t rozw arty .

X

''.A

O B i A, V

ados(O iX „ OX);

-i--------------1--------------
a b o

a b -\-  bc —  ac =  0 ; otóż ac =  — ca;

w ięc

ab - j-  bc - j-  ca =  0 .
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Gdy punkt c jest m iędzy punk tam i a i b, m a się

—■* f-------- i a c -\-  cb —  ab —  0 ; otóż ac =  — ca, cb =  — bc:a  c o »

w ięc

ab bc -j- ca =  0 .

N akoniec, gdy p u n k t c je s t  po lewej stron ie  p unk tn  a, m a się

--------- 1---------1---------1---------  ca -]-a b  — cb —  0 ; otóż cb —  —  bc\
c a , b

więc

ab —I-  bc —j— ca —  0.

12. Uogólnim y teraz to tw ierdzenie dow odząc że ono m a m iejsce d la  n  punk tów , jeżeli je  przy
puści się praw dziw em  dla (n — 1 ) punk tów .

N iech b ęd ą  a, b, c , . . . . ,  h, k , (n —  1) punk tów  w  linii p ro slć j; p rzypuśćm y tw ierdzenie praw dziw em  
d la  (w —  1 ) punk tów , o trzym am y rów ność

(2 ) a b Ą - bc -\- cd hk - |-  ka —  0 .

Niecli będzie l now ym  t. j. n‘r n p unk tem  położonym  na linii p ro s te j; jeżeli zauw ażym y trzy 
p u n k ta  a, k , l, o trzym am y, na m ocy związku (1 )

(3 ) ak —j— k l  —J— la 0 .

D odając rów ności (2) i (3) stronam i przyjdzie

(li) ab -J - bc -f- cd - } -  hk - |-  k l  -)- la —  0 ,

gdyż wyrazy ak i ka, rów ne i ze znakam i p rzeciw nem i, oczyw iście zniosą się.

P odanie je s t w ięc praw dziw em  d la n punk tów , jeżeli je  przypuści się praw dziw em  dla [n —  1) 
p u n k tó w ; jeżeli to  podanie je s t p raw dziw em  dla trzech p u n k tó w ; w ięc e tc ...

111° T w ie r d z e n ie  z a sa d n ic z e  r z u t ó w .

13. N iech będzie jakako lw iek  lin ia  łam ana , p łaska albo skośna, k tórćj w ierzchołkam i po sobie 
fjąc y m i są A, B, C, D ,...  F, G ; A je s t je j początkiem  a G końcem . L inia AG, łącząca początek 
z końcem , zowie się wypadkową linii ła m an e j; p roste zaś AB, BC, C l) , .. . ,  FG są jej składowani.

llzuem y lin ią łam an ą  ABC... FG na jakąko lw iek  oś dow olnie w ziętą, i niech będą A ^ B „ C j.-.F ,, G „ 
rzuty w ierzchołków ; o trzym a się, w ed ług  tw ierdzen ia  poprzedzającego,

A i B ]  - ( -  B i C i  - j -  C J ) !  —(— . . .  —j— F ( G i  - j -  G j A ,  =  0^

byle tylko odcinki były uw ażane jak o  dodane lub od ję te  w edług tego jak  one są przebieżone w jednym  
k ie runku  lub w in n y m , t. j. byle się tylko m iało wzgląd na um ow ę przyjętą co do znaków  rzu tó w (9.)
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Lecz

G,A| —  — A .G ,;

rów ność poprzedzająca stanie się w ięc :

(5) A 1G1 —  A(B! -J- B,C, -f- C|D, -)- ... -(- FjGi.

Otóż A,Gi przedstaw ia co do w ielkości i co do znaku rzut w ypadkow ej; podobnież : AjBt, B ,^ ,  etc. 
przedstaw iają  co do w ielkości i co do znaku rzu ty  składow ych. Z tąd m am y to  tw ie rd zen ie  ogólne :

R zut wypadkowej ohvodu jakiegokolwiek wielokąta je s t  równy summie algebraicznej rzutów  składowych.

U w a g a . Gdy obw ód w ielokąta je s t zam knięty, sum m a algebraiczna rzutów  składow ych na osi 
jakiejkolw iek je st zerem .

1 odw ro tn ie , jeżeli rzu t w ypadkow ej, na trzech prostych n ierów noległych do tćjże sam ćj płaszczyzny, 
jest zerem , obw ód będzie zam knięty. Gdy lin ia łam ana je s t płaską, będzie ona zam k n ię tą  jeżeli rzut 
w ypadkow ej, na dw óch prostych  n ierów noleg łych , je s t rów ny zeru .

\U. W eźm y okręg koła, k tórego  p rom ień  je s t rów ny jed n o śc i; niech b ęd ą  A początek osi, AB k ie
ru n ek  łuków  dodatn y ch ; a O x ,O y ,  osie podług  k tórych  są policzone linie trygonom etryczne dodatne :

N iech będzie M koniec łuku  którego  A je s t początkiem , przedstaw im y przez a w arto ść  algebraiczną 
tego łu k u ; u  w ażm y teraz pun k t M jako początek drugiego łu k u  którego N byłby k o ń ce m ; k ierunek  
łuków  dodatnych  pozostaje ten  sam  jak  poprzednio ; przedstaw im y przez b w artość algebraiczną łuku 
m ającego M za początek, a N za koniec. Jeżeli się złączy OM i ON, i gdy z p u n k tu  N spuści się 
p rostopadłe NP i N il na średn ice  przechodzące przez początki odpow iedne A i M dw óch łuków' a i b; 
o trzym a się bez w zględu na znak,

Idzie o w yrachow anie w artości algebraicznych w st(a -j- b) i dos(a -f- b) w  funkcy i linij trygono
m etrycznych łu k ó w  a i b.

Na dow ód tego , uw ażm y że dw a obw ody w ielokątów , OHN i OPN, m ają jednak i początek O

IV0 Z a s t o s o w a n i e  d o  w z o r ó w  t r y g o n o m e t r y i  p r o s t o l in ij n e j .

NP =  w st(« 4 -  b), OP =  dos(a -)- b).

i tenże sam koniec N, t. j . m ają tę sam ą w y p ad k o w ą; rzuty w ięc tych dw óch obw odów  na prostą
2



jakąkolw iek są r ó w n e ; zatem  niezależnie od w yboru osi rzutów  m am y :

(1) rz. OP -)- rz .PN  =  rz.O H  rz. HN.

Proste OP, PN, OH, HN, dla w yrażenia algebraicznego sw ych rzu tów  wzięte są rów noleg łem i do 
dyrekcyi, na k tó rych  k ie ru n k i są w yznaczone w edług  um ów  przyjętych w try g o n o m e try i; zastosujem y 
tu  d ru g ą  część podania nru (1 0 ).

R zućm y naprzód na oś Ox.
R zut OP je s t rów ny dostaw ie kąta dyrekcyi dodatnych , t. j. 1 ;  poniew aż kąt dyrekcyi dodat- 

nych je s t zerem , pom nożonej przez liczbę w yrażającą długość OP ; ta  liczba pow inna być poprzedzoną 
znakiem  -(- lub  — w edług  lego jak  lin ia  OP jest przebieżoną w k ierunku  Ox albo w  k ie ru n k u  prze
ciw nym  : otóż dos(a -f- b) p rzedstaw ia  dokładnie tę  w artość algebraiczną, poniew aż ta  dostaw a je st 
dodatną  lub  od jem ną w edług tego jak  koniec P je s t po praw ej lub  po lewej stronie p u n k tu  O ; w ięc :

rz. OP =  1. dos(a -(- b).

R zut PN je s t zerem , poniew aż ta  p rosta  je s t p rostopadłą do osi rzu tu .

R zut OH je s t rów ny dostaw ie kąta  dyrekcyi dodatnych , t. j .  dostaw ie kąta p rom ien ia  OM z Ox 
albo dos. łukAM  =  d o sa , pom nożonćj przez liczbę w yrażającą d ługość OH, ta  liczba pow inna być 
poprzedzoną znakiem  -f- lub  —  w edług  tego jak  linia OH jest przebieżoną w  k ierunku  OM lub w k ie
ru n k u  przeciw nym  : otóż dos.łukM N  albo d o sb p rzedstaw ia dokładnie tę w artość algebraiczną, 
poniew aż ta dostaw a je s t dodatną lub od jem ną w edług tego jak  koniec H je st m iędzy O i M lub na 
przedłużeniu p rom ien ia  MO, t. j . po p raw  <5 j s tron ie  p u n k tu  O; w ię c :

rz. OH =  dos a. dos b.

R zut HN je s t rów ny  dostaw ie  kąta  dyrekcyi dodatnych , t . j ., dostaw ie kąta  p rom ienia OK z OX, albo 

d o s f łu k  A M -f-^ -) =  d o s l^ - J -a  ), pom nożonej przez liczbę w yrażającą długość HN, ta  liczba pow inna

1 0  R O ZD ZIA Ł I .

być poprzedzoną z n a k ie m -j- lu b  —  w edług  tego jak  linia HN je s t p rzebieżoną w  k ie runku  OK lu b - 
w  k ie runku  przeciw nym ; otóż w staw a łuku  MN albo w s tb  p rzedstaw ia dokładnie tę w arto ść  a lg e
b raiczną , poniw aż ta  w staw a je s t dodatną  lub  od jem ną w edług  tego jak  linia HN je s t z tej sam ćj 
strony  jak  p rom ień  OK albo z innćj s tro n y ; w ięc

rz.HN = d o s ^ -  -j-  a j .  w st b.

Zastępując, w  rów ności (1), te rzu ty  przez ich w artośc i, m a się w zór następujący  :

(2°) dos(a-}-6) = d o s  a dos b — w st a  w st b\

który  znajdu je się tym  tposobem  uzasadniony w  całej swej ogólności.
Jeżeli rzucim y teraz na oś Oy ,  znajdzie się, rozum ując jak  p o w y ż e j:

rz.OP == O, rz. PN =  1. w st (a -J- U),

rz.OH =  dos^a — | j  dos b; rz. IIN =  d o sa . w s tb.

Podstaw iając te w artośc i w rów ności (1 ) o trzym uje się d rugi związek ogólny:

(3 ») w st (a -f- b) =  w st a dos b -f- w st b do sa .
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O F U N K C Y A C H  JE D N O R O D N Y C H .

§ I. — WŁASNOŚCI FUNKCYI JEDNORODNYCH.

O k r e ś l e n i e . F unkcya w ielu zm iennych x , y , z , . . . .  nazywa się jednorodną  jeżeli zastąpiw szy te  
zm ienne przez ilości proporcyonalne \ x , \  y , Az,.... now a funkcya o trzym ana jest tosam ościow o rów ny 
daw nćj pom nożonej przez pew ny potęgę X, t, j . ,  że

(1) f  (Ai‘, Ay, \ z , . . . .) =  y ,  z , . . . / ;

m  je s t stopniem jednorodności.

W szelka funkcya sam ych stosunków  zm iennych je s t funkcyy jed n o ro d n y  stopn ia z e ro ; gdyż m a 
się w id o czn ie :

' ( ? •  ..... )  =  > v ( r  !■••)•

O dw rotnie, wszelka funkcya je d n o ro d n a  może być sprow adzony do funkcyi nie zawierajycćj
1 , . . . .

w sobie jak ty lko stosunki zm ienne; rob iyc, w  rzecy sam ej, >-= = ~, w  tosam ości (1 ), znajduje się

albo

1° P o c h o d n e  f u n k c y i  j h n o r o d n y c ii .

16. P o c h o d n e  częściowe jakiejkolw iek funkcyi jed no rodne j sy je d n o ro d n e .

W eźm y, w rzeczy sam ej, pochodne w zględem  x  dw óch stron tosam ości (1); zakładajyc:

\ x  =  u, l y  =  v, xz =  w , e tc . ..

S tosujyc tw ierdzenie funkcyi złożonych, przyjdzie :

x /«(w, V) w , ...) —  x f  x [Xi y > Z j.t.),
albo

(2 ) f',t(kx, ly ,  az ,...) =  Am~ ' f x(x , y ,  z ,...) .
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Otóż funkcya f „ { ) x , \ y , l z , . . . )  je s t  złożony co do \y ,  \ z , . . .  jak  funkcya f x ( x ,  y ,  z , . . .)  niy jest 
co do x , y , z , . . . ;  tosam ość (2 ) w yraża w tedy  że zastępując w  pochodnśj f x, x , y , z , . . .  przez 
) x ,  ).y, I z , . . . ,  now a w artość funkcyi je s t rów ny daw nej pom nożonćj przez Xw _1 ; w ięc pochodne 
częściow e sy je d n o ro d n e  i stopnia (m —  1 ).

11°. T w ie r d z e n ie  f u n k c y i jedno ro dnych .

17. Jeżeli jakako lw iek  funkcya je s t je d n o ro d n y , sum m a iloczynów każdej pochodnej częściow ej 
przez zm ienny odpow iedny  je s t rów ny funkcyi pom nożonej przez s top ień  je d n o ro d n o śc i.

Jeżeli zauw ażym y na przykład , funkcyę jedn o ro d n y  f  [x, y ,  z), o trzym a się

(3) x f 'x  -J- y f i ,, -f- :f'~, =  m f  (x , y , z).

To ważne p o d an ie  może się uzasadnić w ielu  sposobam i.

I 5'0 D o w o d z e n ie . Na m ocy określen ia  funkcyi jedno rodnych , m a się to żsam o ść ;

f(kx , \ y ,  Iz) =  V "f(x , y , z); 

zastypm y w tej tożsam ości X przez (1 -j- «), o trzy m am y :

f ( x  -f- <ox, y  -f- o>y, z -f- wz) = (1 -)- u>)mf ( x ,  y ,  z).

Jeżeli te raz  rozw in iem y pierwszy s tro n ę , podług  w zoru Taylora, a drugy, podług w zoru dw um ianu , 
tożsam ość poprzedzajyca będzie się m ogła napisać :

f i x > y> z ) + “  U'x +  lii'<\ 4 "  zf '  *] + ^ 1 3  [%-f'x x ^ y ^ f '  w -\r z ~t" y-.-\--xz f ’«  -)- ‘Ix y f 'x t]  + e t c . . .

=  / ( * ,  y , z ) - \ - ~  f[x , y ,  z) - f  f ( x ,  y ,  z) +  e tc . .. .

A  poniew aż ta  osta tn ia  tożsam ość m a m iejsce d la  jak iegokolw iek  bydź <0 , spółczynniki tychże sam ych 
po tęg  w m uszy być ró w n e ; zkyd, w ypada naprzód :

+ yf'v 4 -  zf-~— mAx > y , z)-

G. B. D. D.

M ożnaby było w yw ieść inne zwiyzki w yplyw ajyce w reszcie z tego związku któryśm y już pow yżej 
uzasadnili.

D r u g ie  d o w o d z e n ie . W eźm y zawsze jako  p unk t w yjścia tożsam ość

/  ( \x ,  xy, xz) =  X"'/'(x, y , «),

za łó żm y : w ,  —  u i >y —  v i —  w  j

tożsam ość poprzedzajyca napisze s i ę :

f{u , v, w) =  l mf { x ,  y . z).
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W eźm y p o chodną  dw óch stron w zględem  x, stosując jeszsze tw ierdzenie funkcyi złożonych będzie:

xfu [u , v, iv ) - \-y f 'v { u , v, w) —1- Z p j u ,  v, iv) =  rn y , z).

Lecz f{ u ,  v, w) jest złożoną co do u, v, w  jak  f ( z ,  y , z) je s t  n ią  co do x ,  y ,  z;  a zatem , jeżeli się 
zrobi X =  1, funkcye f'„, f'v, f w, s taną  stę odpow iednio  f x ,  i tosam ość poprzedzająca zm ieni

się na tożsam ość:

xf'x[x, y , z) - \ - y  f 'v[x, y ,  z) + z f '- J x ,  y ,  z) =  m f{ x ,  y ,  z) ; 

to daje tłóm aczenie tw ierdzenia w ysłow ionego,

§ II. — W YKREŚLENIE WYRAŻEŃ 'JEDNORODNYCH.

18. Poczniem y od spraw dzenia rzeczyw istości podania następu jącego :

Gdy ma się związek m iędzy  lin ia m i jakiejkolw iek fig u ry , z~ których żadna nie była wziętą za jedność, 
pierwsza strona tego związku je s t koniecznie funkcyą jednorodną.

To podanie je s t następstw em  bezpośrednióm  w łasności następującej k tórą będziem y uw ażali za 
o czyw istą :

« Jeżeli m iędzy liniam i jakiejkolw iek figury istn ieje  zw iązek, nie p rzestan ie on istn ieć jeśli jedność  
» długości zostanie zm ienioną. »

Oczywistość tej w łasności w ynika ztąd że rozum ow ania jak ich  się używa dla o trzym ania zw iązku są 
całkiem  niezależnem i od jednośc i długości.

To przypuściw szy, jeżeli związek m a m iejsce m iędzy lin iam i A ,B ,C ,D ,... jak iejkolw iek figury; ten 
związek będzie m iał jeszcze m iejsce ieżeli wybierzem y je d n ą  z n ich  za jedność , A na przykład . 
Niech będą w tedy bl} ci} d iy m iaram i linii A , B, C ,.. . ,  o trzym a się związek k sz ta łtu :

( 1 ) f[ł> i, cu d is. . . )  =  0 .

Jeżeli teraz odniesiem y te linie do jednośc i jak iejkolw iek, i gdy a, b, c, d ,.. .  będą ich m iaram i 
odpow iedniem i, znajdzie się ró w n o śc i:

a __1  a 1
b bl ’ c e, ’

zkąd :

(2) b' =  l> Cl =  -a etC- "

gdyż stosunek  dw óch w ielkości je s t  rów ny stosunkow i ich  m iar, jakąkolw iek je s t jedność w ybrana. 

Mając w zgląd na w artości (2), zw iązek (1) stanie s ię :

związek którego pierw sza strona je s t oczywiście funkcyą je d n o ro d n ą  (15). W ięc.



U waga I. W idzim y przez to że jeżeli związek geom etryczny nie je s t jednorodnym , co się nie 
przedstaw ia jak  tylko w tedy gdy się w eźm ie jed n ą  z linii figury za jed n o ść , przyw róci się jednorodność

b czastępując litery  bl} do związku w chodzące przez stosunki - ,  a jest długością dow olnie

w ybraną.

U w a g a  II. K ąt m a za m iarę stosunek  łuku  odpow iednego (o ile m ożna dokładnie w yprostow anego) 
do p ro m ie n ia ; funkcya trygonom etryczna je s t stosunkiem  pew nej linii do prom ienia. Kąty i funkcye 
trygonom etryczne są więc liczbam i, i, w  zastosow aniu zasady  jednorodnośc i, będzie potrzeba nie- 
zważać na litery  k tó re  je  przedstaw iają.

19. Idzie teraz o o trzym anie w ykreślenia, w yrażenia algebraicznego danego, za.pom ocą liniału 
i cyrk la . O graniczym y się oczywiście w  tćj nauce na sam ćm  w ykrćśleniu  w yrażeń jedno rodnych  1?° 
stopnia, t. j . ,  p rzedstaw iających  długości. Przez to , w yrażenie 2f° stopnia będzie m ogło się sp ro 
wadzić do iloczynu dw óch linii, i będziem y m ogli w ykreślić bok kw adratu  rów now ażnego tem u  pro
stokątow i. W yrażenie 3s° stopnia będzie m ogło się sprow adzić do iloczynu trzech lin ii: lecz w ykreślenie 
zatrzym a się  w tym  punkcie ; gdyż dow odzi się że nie m ożna otrzym ać boku  sześcianu rów now ażuega 
objętości danćj za pom ocą lin ia łu  i cyrkla. j

Z robim y p rzsg ląd  różnych kształtów  w yrażeń lb’° stopnia k tó re  m ożem y w ykreślić.

P rzypuśćm y że się um ie w ykreślić 4t0, 3eie i średn io  proporcyonalne.

20. Z a g a d n ie n ie  I. W y k r e śl e n ie  w y r a ż e ń  w y m ie r n y c h .

I«y P r z y p a d e k . Jednomian ls° stopnia.

Niech będzie x | 0 w yrażenie m oże się n a p isa ć : 
rnnp

a b cd 
x  —  . - .  ,

m  n p
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jeżeli teraz założymy k o le jn o :

b ę d z ie ;

x  —  ar,

otrzym am y przeto  at w ykreślając kolejno za pom ocą 4lych proporcyonalnych , linie c„ bt, at . 

Uwaga I. Gdy jednom ian  przedstaw i się pod  kształtem  prostym  :

x = a  — ,
n1

wykreśli się go ła tw ićj, opierając się na tćj w łasn o śc i: « kw adraty  z boków  kąta prostego trójkąta 
» p rostokątnego  są w tym  sam ym  stosunku jak ich rzuty  na przeciw prostokątnćj. »

Dla otrzym ania tych rzu tów  dość je s t naprzód w ystaw ić tró jką t prostokątny  w  k tó rym  są w iad o m e: 
dw a boki kąta prostego  i ką t prosty  m iędzy niem i zaw arty ; po czćm , p rostopad ła  spuszczona z w ierz
ch o łk a  kąta  prostego na przeciw prostokątną wyznaczy na tćj linii dwa odcinki, k tóre będą  oczywiście
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rzutam i szukanem i dw óch boków  kąta prostego na przeciw prostokątnćj tym  sposobem  w ykreślonćj.
%

U w a g a  II. Jednom ian  jakikolw iek M stopnia m  będzie m ógt się sprowadzić do kształtu  :

( 1 ) M = K "> -‘. I ,

K je s t lin ią  dow olną a I lin ią określoną przez rów ność :

(2 ) I= = K ^ r ;

k tó ra  pozwoli w ykreślić I.

1 tak niech będzie M =  abcd; jeżeli założym y :

M =  K3 I,

w ykreślim y I za pom ocą w yrażenia :

T__abcd
~~ ' W '

U w a g a  III. W ielom ian jed no rodny  stopnia m będzie m ógł się zawsze sprow adzić do kształtu  :

K " '- ‘ I,

K jest lin ią  dow olnie wziętą.

N iech będzie , w rzeczy sam ćj,

P =  A - | - B - G ,

A, 13, C, są w yrazam i stopnia m ;  będziem y m ogli, podług uw agi poprzedzającćj, założyć:

A =  Km~ 1 a , B rrrK "1- 1 b, C —  Km -1  c ;

zkąd w ypada

P = K > '* -‘ ( a + 6— c) =  K”' - ‘ I.

28* P r z y p a d e k . U łam ki wymierne.

M
Niech będzie x =  ^  ;

M i N są w ielom ianam i jednorodnem i stopni odpow iednych m  i (ni —  1); będziem y m og li, na mocy 

uw agi (III), założyć:

N = k m~ i b;

zkąd w y p a d a :

k m~~la k a .
X-

-b b

w y r a ż e n i e  k t ó r e  w y k r e ś l i ć  u m i e m y .
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21. Z a g a d n ie n ie  II. W y k r e śl e n Ie n ie w y m ie r n y c h  16° st o p n ia .
*

Same niew ym ierne jakie m ożem y w ykreślić są te  k tórych w skazówka p ierw iastku je st potęgą 
liczby 2 .

I“j  Przypadek. Pierw iastki kwadratowe.

Niech dędzie x a- =  ^  albo x  =

M i N są w ielom ianam i stopni odpow iedn ich  m  i (m  —  2 ).

Możemy założyć, pod ług  uw agi III n ru (20)

M =  km~ l a, N =  km~ 3b;

zkąd w ypada:

__km— i a ___k-a_
X' ~  km~ 3b ~b~'

Otóż, będzie m ożna w ykreślić łatw o x ,  gdyż zostaje się przyw iedzionym  do rozw iązania tego za
gadnien ia G eom etryi e le m e n ta rn e j:

« Znaleść kw adrat któryby się m iał do k w adra tu  danego w stosunku  dw óch linii prostych  danych. i> 

2k‘- Przypadek. P ierw iastki wskazówki 2n.

N iech będzie « S":= M ,

M je s t w ielom ianem  lub u łam kiem  w ym iernym  jedno rodnym  s topn ia  2".

Możemy jeszcze założyć, a i k  są jak  powyżej lin iam i,

M = K - ‘a ;

a tem  sa m e m :

x r =  kr ~ - a k ~ k r ~-lt- zakładajc b- =  ak.

W yciągająe pierw iastek  kw adratow y o trzym am y:

x * ~ =  / / - '  b = k * r * b k =  k2'-* c \  zakładając c2 =  bk.

W yciągając na now o p ierw iastek  kw adratow y, m a się :

x * ' = / : * - * c =  k ^ * c k = k 3-1~2d !, zak łada jąc , d 2= c k .

K ontynując tym  sposobem  raz po raz, przyjdzie się do rów ności ostalecznej :

w y r a ż e n i e  k t ó r e  w y k r e ś l i ć  u m i e m y .

x i  =  k. I;
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Niech będzie

N je s t  liczbą, weźm y za jedność  lin ią  jakąko lw iek  K , będziem y mogli w tedy napisać

p o tem  założywszy:

p rzy jd z ie :

tym  w ięc sposobem  jesteśm y przywiedzeni do przypadku poprzedzającego.

22. Za g a d n ie n ie  III. W y k r e śl e n ie  F un k c y i t r y g o n o m etr y czn y c h .

Niech będzie

a jest lin ią, a F  1'unkcyą w ym ierną lub  p ierw iastk iem , skazówki 2’*, linii try g o n o m etry czn y ch .
N akreślm y koło p rom ien ia  R i koło spó łśrodkow e prom ienia je d e n ; lin ie  trygonom etryczne łu k u  

a, w s ta , s ta ,  na przykład, będą m ogły być zastąpionem i przez stosunk i:

p , q , R są l in ia m i; będzie się w ięc w  ten  sposób przyw iedzionym  do kształtów  ju ż  starann ie 
w ykonanych.

23. To roztrząsanie pokazuje nam  m ożliw ość w ykreślenia w yrażeń ogólnych starann ie ro zeb ranych  
w  zagadnieniach poprzedzających. Lecz po trzeba nieraz um ieć korzystać z kształtów  szczególnych 
jakie m ogą przedstaw iać w yrażenia dane , ażeby ty lko m ożna było jak im kolw iek  bądź sposobem  
uprościć w ykreślenie. Dam y, w  tym  rodzaju , kilka przykładów  n as tęp u jący ch :

Z a g a d n ie n ie  IV . W ykreślić  w s tmx .

Zakreślm y koło k tórego p rom ieniem  je st je d n o ść , weźm y łuk rów ny na x ,  i w ykreślm y jego  w staw ę,

niech będzie MP =  w sU . Z p u n k tu  P spuśćm y p ro sto p ad łą  PP, na OM, otrzym a s ię :

M P j= M P d o sO M P = w s ta ; w s t# = w s t 2x .
O

rYD



Z punk tu  Pi spuśćm y P jP 2 p ro stopad ły  na M P, przy jdzie:

1 8  ROZDZIAŁ I I .

M P -)= M P 1 d o sO M P = \v s t2x w s tx = ;w s t 3x .

K ontynujyc tym  sposobem , w ykreśli się po tęgę jakakolw iek wsta?.

W idoczna że linie MP, M P,, MPa, MP3,.......  m aleją nieograniczenie kiedy rn w zrasta, t. j . ,  że.
gr. w st”*x =  0 .

24. Z a g a d n ie n ie  V. W ykreślić  stm2\

Łuk x  przypuściwszy w ykreślonym , otrzym a się AT4= s t a ; ;  weźm y na OA, O A ^ A T ^  dla 
w ygodnego w ykreślenia poprow adźm y T r ó w n o l e g ł y  do AO, i odbijm y p u n k t t v na OA.

Przez punk t A, poprow adźm y AjTa prostopad ły  do OA, i przedłużm y aż do je j spo tkania się

OzT,, o trzym a się

A ,T , == OA ,sta; = s t % .

Przez p u n k t T2 poprow adźm y T.y2 rów noległy  do OA; i odbijm y U na OA w A>, po tem  p ro 
w adźm y AoT3 prostopadły  do OA, otrzym a się

AoT3 =  O A._> st x  =  st3x ;

i lak d a le j :

Jeżeli łuk  x  >  45°, punk ta  A0 A.>,... sy po praw ej s tro n ie  p u n k tu  A ; rzecz przeciw na m a m ejsce 
jeżeli x  < 4 5 ° ;  w H ”  przypadku g r .s t .mx  =  o o ; w  2s>m przypadku , g r .s tm; c = 0 ,  kiedy m  w zrasta 
nieograniczenie.

U w a g a . Można w yciygnyć ztyd w ykreślenie sto sunku

a i b sy liniam i danem i, dosyć na lo , w rzeczy sam ćj, założyć
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łuk x  będzie m ógł się w ykreślić za pom ocą dw óch linii danych, i będziem y sprow adzeni do zagad
nienia poprzedzającego.

2 5 . Z a g a d n ie n ie  VI. Podzielić linia prosta AB w stosunku r ó w n y m  - - s ,
• 1 3 w s t g

W  tym  celu , poprow adźm y przez A i B p roste  AM i BM tw orzące z AB kąty a i 6 ; nakrćślm y

M

dw ójsieczną MI kąta AMB, otrzym am y:

V* /  f i t \  „
V I  T1

A l _  MA.__wsg
BI MB w sta

pu n k t I rozw iązuje py tan ie.

2 6 . Z a g a d n ie n ie  VII. W ykreślić  J / / a'1 +  b'1 .

W eźm y przypadek szczególny: ^ a 8- | - 68. Załóżmy k o le jn o :

a2 =  \b , X2 =  \>b, p.2 -j-  b- —  p-;

w yrażenie (a8 -f- i 8) stan ie s ię :

6 1 (Xs - j - 6"1) ; potem  6G(p-2 -{- b-); i nakoiec b6ęr.

otrzym a się w ięc:

\Ja? -)- / /  —  b3p =  b2c2; zakładając bp =  c2;

założywszy bc =  d2;p o te m : 

zkąd
\  a8 ~j- bs = 6 c  =  d 2;

y  a 8 A8 =  d .

H ,

Dla w ykreślen ia  linii kolejno w prow adzonych , w eźm y na kącie  prostym  OA =  a, OB =  b\ złączmy



I

AB, i niech będzie AL prostopad ła  do AB, otrzym am y 0L  =  X. O dbijm y OL na OA w  L,, 
złączmy LjB, i n iech  będzie L,M prostopadła do L,B, otrzym am y OM =  p. Odbijm y OM na OA 
w  M,, otrzym am y B M = p .

W ykreślen ie  linii c i d  w ykona  się bez trudności.

2 0  ,  r o z d z i a ł  i i .
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Z M IA N A  S P Ó Ł R Z Ę D N Y C H .

§ 1 .  —  WZORY ZMIANY.

27. Zajm iem y się tu  ty lko  spó łrzędnem i K arteżyariskiem i.

D ajm y naprzód  w yobrażenie o tem  co się rozum ie przez rów nanie krzyw ej. P rzypuśćm y, że b io rąc  
x  i y  za spó łrzędne p u n k tu  jakiegokolw iek płaszczyzny, znalazło się m iędzy tem i ilościam i związek.

(1 ) f [ x ,  y ) =  0 .

W artości odpow iednej danćj na x  odpow iada w  ogólności w artość rzeczyw ista na y ;  w re sz c ie  
m ożna zawsze przypuścić, że, dla ilości x  zm ieniającej się między pew nem i gran icam i w  sposób 
ciągły, otrzym a się szereg ciągły w artości dla y ,  jeżeli w ięc w ykreśli się punk ta  odpow iedne tym  
rozw iązaniom , o trzym a się na płaszczyznie szereg ciągły p u n k tó w , k tórych ogół nosi nazwisko 
k rzy w ej; rów nanie (1 ) nazywa się równaniem krzy w e j .

O dw rotnie, m ając dane określenie geom etryczne krzyw ej, m ożna zawsze znaleźć związek m iędzy 
spółrzędnem i punktu  jakiegokolwiek tćj k rzyw ćj; tym  sposobem  otrzym a się rów nan ie  k rzy w ej.

G eom etryą A nalityczna je s t zupełn ie zaw arta w tych  dw óch pytaniach zasadniczych.

1 ° Mając dane rów nan ie krzyw ej, w yprow adzić z niego kształt i w łasności tej krzyw ćj.

2° O dw rotnie, m ając dane w łasność lub określenie krzyw ej, znaleść je j rów nanie .

Mając dane rów nan ie k rzy w e j:

f [ x ,  y )  —  0 ,

rów nan ie  w  k tó rem  x  i y  p rzedstaw iają  spó łrzędne jakiegokolw iek p u n k tu  w zględem  dw óch osi 
O x  i Oy ,  m ów i się, że krzywa je s t odniesioną do osi 0 .r i Oy .  Otóż będzie często korzystnie 
odnieść tę  krzyw ą do innych osi dla k tórych  jćj rów nanie stanie się p ro s tsz ó m ; to pytanie będzie 
m ogło się rozw iązać, byle się tylko znało spó łrzędne p ie rw o tne jakiegokolw iek p u n k tu  w  funkcyi 
spółrzędnych tegoż sam ego punk tu  w zględem  now ych osi: taki jest przedm iot w zorów  zm iany 
spółrzędnych.
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1° Z m ia n a  po c z ą t k u .

28. P rzypuści się now e osie O 'x', O'? /, rów noleg le do daw nych Ox, Oy; m ówi się w tedy  że osie 
zostały przen iesione ró w n o leg łe  do pierw otnego  ich  położenia.

N iech będzie M p u n k t płaszczyzny, x  i y  jego spółrzędne względem  osi O# i Oy ;  jeżeli x ' i y ' 
są spó łrzędnem i tegoż sam ego punk lu  w zględem  now ych osi; i gdy a i b są spółrzędnem i now ego 
początku, otrzym a się :

OP =  OH -f- 0 'P '

MP =  0'H  -)- MP',
zkąd

f x  =  a +  x \

( y  =  b + y ' .

R ozbierając w szystkie położenia p unk tu  w zględem  osi i różne położenia w zględne tychże samych 
osi, przyjdzie się do spraw dzenia że wzory (1 ) są ogólne, byle się tylko m iało wzgląd na um ow y przyjęte 
co do znaków  spółrzędnych.

II" Z m ia n a  o g ó ln a .

29. P rzypuśćm y że jakikolw iek p u n k t został w yznaczonym  w zględem  dw óch osi O x  i Oy  k tórych 
kątem  je s t 0 ; n iech  będzie M ten  p u n k t, a x  \ y  jego  spółrzędne w zględem  tych dw óch o si; za
danie polega na tem  aby znaleźć spółrzędne tego p u nk lu  w zględem  dw óch now ych osi Ox', O'y ', 
k tó re  określim y sposobem  n as tęp u jący m :

Położenie now ego początku O' będzie w yznaczonem  przez swe spółrzędne w daw nym  układzie, k tóre 
przedstaw im y co do w ielkości i co do znaku przez a i b ,  a je s t odciętą , b rzędną; dam y sobie nad to

k ąt now ej osi dodatnej O 'x  z daw ną osin dodatną Q x, n iech będzie a —  (O V , Ó.r); i kąt now ej osi

dodatnej rzędnych , 0 'y ', z dawną osią dodatną  odcię tych , Ox, n iech będzie 6 =  (O'y ', O#).

P oprow adźm y  spółrzędne now ego początku  O', OH i HO'; nak reślm y  także spółrzędne p unk tu  M 
w  daw nym  i now ym  układzie o si; tak że nie zważając na znaki, o trzym a się :

i OH —  a , jO P  =  x , fO 'P ' =  x ',

(H O ' =  6 ; (M P  = y ;  (m p ' =  j/'.

Idzie o znalezienie dw óch  zw iązków  m iędzy ilościam i x ,  y ,  x ' ,  y ' i d anem i a, b, a, 6, 0. Otóż 
m am y dw a obw ody w ielokątów

OPM, OHO'P'M



m ających tęż sam ą w ypadkow ą OM; jeden  z tych obw odów  składa się z daw nych  spó łrzędnych ,
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drugi z n o w y c h ; rzucając je  na oś jakąkolw iek, o trzym am y:

(1) rz. OP - f  rz. PM =  rz. O li +  r z . HO' +  rz. 0 'P ' +  rz. P  M.

Chcem y wyznaczyć x  i y ,  składow e 19° o b w o d u ; d la  o trzym ania ich , zrobim y pew nego rodzaju 
rugow anie geom etryczne, w ybierając z kolei za osie rz u tu  p roste  w zględnie p rostopad łe  do Ox i O y,

P oprow adźm y OX p ro sto p ad łą  do Oy i z tejże sam ej strony  jak  0 .r, po tem  OY p rostopad łą  do 
O x  i z tćjże sam ej strony  jak  Oy \  m a się ró w n o ść

^  ^  TT
arOX =  yO Y  =  |  —  0,

przypuszczając ką t 0 ostry .

Rzućm y naprzód na OX.

R zut 0 'P ' je s t rów ny dostaw ie kąta dyrekcyi dodatnych , t. j . ,  dos(O 'aiCoX) albo dos { 0 'x \O x  - |-  0 ^ 0  X) 

lub nakoniec dos^a  - |-  f  —  0 j  pom nożonej przez liczbę m ierzącą 0 'P ',  ta  liczbajest p oprzedzoną zn a

kiem  -f- lub —  , w edług tego jak  d ługość 0 'P ' je s t przebieżoną w k ierunku  0 'x ' lub w k ierunku 
p rzeciw nym ; otóż x ’ przedstaw ia tę  w artość algebraiczną, poniew aż odcię ta  x ' będzie d o d atn ą  lub 
od jem ną, w ed ług  tego ja k  koniec P ' będzie na 0 V  lub na przedłużeniu  osi 0 'x ',  t. j . ,  w edług  jego 
jak  długość 0 'P ' będzie przebieżoną w k ie ru n k u  dodatnym  lub od jcm nym ; więc

rz .O 'P ' =  x 'd o s  ( a - 1 -1  — 0 y

Toż sam o rozum ow anie nam  d a je :

rz .P 'M  =  y 'dos^S +  |  —  e j .

Znajduje się bez trudnośc i; rz. OP =  a;w st0 ; rz.MP. =  0 ;

rz. OH =  a w sl0 ; rz.110 ' =  0.
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P odstaw iając w artości k tóreśm y otrzym ali w  rów ności (1), będzie :

( 2) x  wstG =  « w st 0 -)-£•'w st(0 —  a ) - f - y 'w s t (0  —  ę).

R zućm y teraz na oś OY, rozum ując ja k  pow yżej, znajdu je s ię :

rz. OP =  0, 

rz. PM =  y  w st0 , 

rz.O H  =  0,

rz .H O ' =  b wst0,

rz. 0 'P ' =  x '  dos^a —  ,

rz. P'M —  j/'dos^S —

Podstaw iając te  w artości w rów ności (1), p rzy jdz ie :

(3) y  w st0 =  b w st0  -J- a . 'w s t« -(- J/'wstS.

Aby dow odzenie było zupełnie ogólnem , po trzeba byłoby jeszcze rozebrać p rzypadek  w którym  
kąt 0 daw nych osi je s t rozw arty . R oztrząsanie to  wykonaw szy, znajduje się że wzoram i ogólncmi 
zm iany spółrzędnych  są :

i__ n j _  x '  w st(0 —  a) y  w st(0 —6)

(H ) 'I x = a - \ -  „ — ,
^  w s t0

) __ , , x '  wst. o -f- ? /w s t6

l y  ~  ' w s t  0 ■

A w ięc gdy f[ x ,  y) —  0 je s t  rów nan iem  krzyw ćj odniesionej do osi O r  i Oy ,  o trzym a się rów nanie 
tejże sam ćj krzywej odniesionej do now ych osi O 'x' i O '// (okreśionych w zględem  daw nych), zastę
pując w  danćm  rów nan iu  x  i y  przez ich w artości (II).

111° P r z ypa d k i sz c z eg ó ln e .

30. 1° Nowe osie są równoległe do daw nych i sk ierow ane w  tym że sam ym  k ie runku .

P otrzeba w tedy zrobić w e w zorach  ogólnych (II)

« =  0 , 6 = 0 ;

o trzym am y tak w ięc wzory (I)

j x  =  a x '

\ y  =  b Ą - y ' ,

k tó re , tym  sposobem , znajdują się uzasadnione w  całej swej ogólności.



2 ° uk ład je s t prostokątnym  a 2ni pochyłym . W tedy 0 =  a w zoram i zm iany dla przejścia 

z uk ładu  prostokątnego  do uk ładu  pochyłego , są

ę x  —  a - j -  x ' dosa  - ) -  >/ dos£, 

y  = . b -j- x ' wst u - \ - y  wstS.

3° 1SZJ układ  je st pochyłym  a 2«' p rostokątnym :

W tedy £ — a = = ^ i gdy  k ie runek  o b ro tu , aby pójść od O V  ku 0 ’y ’ jest k ie ru n k iem  kątów  d o -  

datnych , w zoram i zaś, dla przejścia od uk ład u  pochyłego do uk ładu  p rostokątnego  są :
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(IV)

[ __  , x ' w s t  (0  —  a )  —  j / d o s  (6  —  a )
jc _  a -f wstO

, , x ' w s t  a -f- ?/ d o s a  
! / = H ------------------— -----------

W St0

U°. Dwa układy są p ro stokątne :

W tedy  o - * ,  i e - «  =  7 ;

w zoram i zaś, dla przejścia od  układo prostokątnego  do innego uk ładu  prostokątnego  są :

x  =  a x 'd o s a  — y ' w sta ,
(V)

' y  =  b -f- X 1 w sta  +  y '  dosa .

Kiedy dw a układy  będą m iały tenże sam  początek, dosyć w prow adzić do w zorów  poprzedzających 
założenia

a —  0 , 6 = 0 .

IV0 O d l e g ł o ś ć  d w ó c h  p u n k t ó w .

31. Mając dane spółrzędne (x , y )  i [x'} y ’) dw óch punktów  M i M', znaleźć od ległość tych dw óch 
punktów .

M eto d a . P rzypuśćm y dw a p u n k ta  odniesione do dw óch osi jak ichko lw iek  O # i Oy  k tórych 
kątem  je st 0 ; poprow adźm y spółrzędne tych punktów  i złączm y MM'; o trzym am y tym  sposobem  dwa 
obw ody w ielokątów

OP'M' i OPMM',

m ających tęż sam ą w ypadkow ą OM'; O, początek ; M' koniec.

Jeżeli oznaczymy przez a i 6 kąty prostej MM' z osiam i O# i Oy ,  i gdy rzucim y kolejno te dw a
U



obwody na trzy osie Ox, Oy, MM', biorąc za kierunek dodatny rzutów na MM' kierunek w którym 
element MM' przypuszcza się być przebieżonym, otrzymamy:

rzucając na O x : af -(- y ' dos 0 =  x  4* y  dos 0 /  dos «,

rzucając na Oy: x ' dos0 -(-y' =  #dos0 - \ -y  -)- /  dosg,

rzucając na MM': ^ 'd o sa-f- 2/'dosS =  xdosa -f -y ^ osS +  l',

równości w których l przedstawia długość bezwzględną MM'.

Związki poprzedzające mogą się napisać:

/  (x ' —  x )  - |-  (y ' +  y ) d o s 0 =  l dosoi,

(1 ) / (x ' — # )d o s 0 -f- ( y ' — y) =  /dosg,

.. (x’ — #)dosa -)- (y' — jr)dos6 =  l.
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Między tem i trzem a ró w n an iam i w yrugujm y dosa i dosS, w  tym  celu pom nożm y ostatn ie przez
l ,  i zastąpm y w  n ie in  /d o s« , /d o s 6 przez w artości k tóre dostarczyły dw a p ierw sze, przyjdzie:

(2) P —  MM' =  (x  — x f  +  fy' —  y)- +  2(x' — x) (y' — y) dos 0, 
albo

(3) / =  ^  =  ± V /(i-' — *y2 +  (2/  -  yY  +  2(X' -  x)(y' -  ;y)«losO.

W  przypadku w k tó rym  osie są p rostopad łe , O = ^ - ;  m a się w ted y :

(U) ■ P =  (xl — x f  4 - UJ — y f  
albo

(5) l  =  M M '= ±  V (z' — x f  4 .  (y' —  y ) \

2Ka Metoda. Jeżeli zauw ażym y tró jką t MM'H, m a się :

MM' —  1-—  MH 4-M 'H  — 2 MH. M'H. dos(MHM') 5
otóż



Pierw sza m etoda je s t w tym  względzie praw dziw ie korzystną że prow adzi bezpośredn io  do wzoru 
zupełnie ogólnego, poniew aż ona op iera się na teoryi ogólnśj rzu tó w ; podczas gdy d ruga w ym aga 
rozb io ru  różnych położeń w zględnych, jak ie  m ogą przedstaw iać punk ta  M i M' w zględem  osi.

32. Jeżeli jed en  z punk tów  uw ażanych je st początkiem  spółrzędnych , M', na przykład, po trzeba 
p rzypuścić x ' =  0, y ’ =  0 ; wzory (2) i (4) przyjm ą kształt szczególny:

(6) P  =  X1 -f- ]f- 2 x y d o s  9 ; ( o s ie ’pochyłe);

(7) l- =  x -  -(- y 2 (osie p rostokątne).

Te wzory dają odległość p u n k tu  M czyli (x , y )  od początku spó łrzędnych .

33. U w a g a . W zory (3) i (5) dają  w arto ść  na / z podw ójnym  znakiem , co nie przedstaw ia nie* 
dogodności, jeżeli się tylko żąda bezwzględnej w artości odległości. Lecz, w  m nóstw ie okoliczności, 
odcinki leżące na jakićjkolw iek prostćj pow inny być uw ażane jako  d o d a tn e  lub od jem ne stosow nie 
do tego jak  je  się liczy w  pew nym  k ie runku  lub  w  innym .

Otóż, związki (1 ) pozwolą nap isać , bez dw uznaczności, od ległość MM' co do w ielkości i co do 
znaku , w ypada ztąd , w  rzeczy sam ćj,

(8) MM' =  l =  O ' —  x ) +  W  —  y)  =  O ' —  x ) d o s9 - f  [y‘ —  y ) .
d osa  d o s6

d o sa  i d o s 6 są dostaw am i kątów  lin ii MM' z osiam i dodatnem i O r  i Oy ,  i w  tym  przypadku, 
w artość MM', przypuszczona [dodatną, je s t daną przez je d n ą  lu b  d rugą z rów nośc i (8 ). Dostawy 
kątów  linii M'M z osiam i b ęd ą  oczywiście —  d o s « ,— d o s S; d ługość odcinka M'M, który podług 
naszej um ow y, je s t odjem nym , poniew aż on je s t przebieżonym  w  k ie ru n k u  p rzeciw nym  od poprze
dzającego, będzie m iała na w artość bezw zględną (— M'M albo — l); z drugićj s trony , ta w artość 
bezw zględna będzie dostarczoną przez w zory (8) w  których  zastąpi się dos a i dos 6 przez — dos a 
i — (/os6; o trzym a się w ięc :

_  ^__( x  —  x )  -f- (y' —  y ) d o s9 __ (x ' —  x) dos9 -j- (,y' —  y)
—  d o sa  —  d osS  ’

gdzie rozpoznaje się w idocznie kształt (8).

W ięc, przy jm ując  a  i Z za kąty dyrekcyi dodatnej jakiejkolw iek prostej z osiami spółrzędnych, 
długość odcinka MM' [którego początkiem je s t  M czy li (x, y) a  końcem M' czy li  (x1, y')] będzie daną co 

do wielkości i co do znaku przez wzory :

(9) MM' =  /  =  (^ ' — ^ )+ ( . ' /  +  .?/)dos 9 _  (*J —  # ) d o s 9 - f  (?/ —  y) #
dosa  dosg ’

to  je s t  że w artość na l, dostarczona przez te  w zory, będzie dodatną lu b  o d jem n ą , w ed ług  tego jak  
odcinek  MM' będzie skierow any w pew nym  k ie runku  lub  w  innym  na prostej uw ażanój.

W  przypadku osi p rostokątnych , to py tan ie będzie rozw iązanśm  za pom ocą w zorów

(10) MM' =  / —  .
CIOS a  dosC

ZM IA N A  SPÓŁRZĘDNYCH. 2 7
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§ II. — KLASYFIKAGYA KRZYWYCH.

‘iii .  Rozróżnia się krzywe na krzyw e algebraiczne i na krzywe przestępne, w edług  tego jak  rów nan ie 
k tó re  je  p rzedstaw ia  jest sam o przez się algebraicznem  albo p rzestępnem . Zajm iem y się głów nie 
krzyw em i a lg eb ra ic zn e m i; zwłaszcza, że na tej d rodze G eom etrya zrobiła postępy najznakom itsze.

Kiedy się bada krzyw ą algebraiczną, m usi się zawsze przypuścić, że rów nan ie k tóre ją  przedstaw ia 
było zrobione w y m ie rn e m ; a zatem , k iedy  rów nanie takie jak  :

f ( x ,  y) =  0

przedstaw ia krzyw ą algebraiczną, m ożna zaw sze przypuścić że p ierw sza strona tego rów nania je s t 
funkcyą całkow itą d w ó c h  zm iennycłi x  i y .

35. Krzywa nazyw a się m U!“ rzędu  gdy ona je st spo tkaną w  m  punk tach  (rzeczywistych albo uro jo 
nych, w  odleg łości skończonej albo nieskończonej) przez p ro stą  jakąkolw iek.

Krzywa nazyw a się m ,rj klassy, gdy z jak iegokolw iek  p u n k tu  płaszczyzny, m ożna do niej pop ro 
w adzić m  stycznych (rzeczyw istych lub  urojonych).

Równanie m tcs° stopnia względem  x i  y przedstaw ia krzyw ą  m lcs° rzędu.

Niecli będzie f ( x , y )  =  0 rów nan ie stopn ia m ; krzyw a je s t odn iesioną do dw óch  stałych Ox i O/y, 
starajm y się znaleźć liczbę p unk tów  przecięcia się tćj krzywćj z jakąkolw iek  p rostą  AB.

O dnieśm y krzyw ą do now ego układu  osi, w k tó rym  osią now ych odciętych byłaby prosta  AB, n a  
przykład.

Niech b ęd ą  x  i y  spółrzędne któregokolw iek p unk tu  w  l szJm układzie, x '  i y ' spółrzędne tegoż

sam ego p unk tu  w  2»:iin uk ładzie; jeże li, za pom ocą wzorów (II) n ru (29), zastąpim y x  i y  w rów naniu  
danem

(1) f\x > y) —  Oj

to  rów naie  stan ie  się

(2 ) ?(# ', y') =  0 ,

k tóre przedstaw i tęż sam ą krzyw ą odniesioną do now ych osi. Otóż rów nan ie  (2) jest tegoż sam ego 
stopn ia  jak  ró w n an ie  dane (1). W  rzeczy sam ej x  i y  są funkeyam i lin ijnem i x ' i y ';  a  tćm  sam em , 
kiedy się zastąpi x  i y  przez ich w artości, stopień rów nan ia nie będzie się m ógł podnieść. S topień 
nie będzie m ógł się także zniżyć; gdyż jeżeliby to  m iało  m iejsce, potrzebaby  było żeby stopień  podnosił



się, gdyby się chciało  pow rócić z rów nan ia ( 2 ) do rów nan ia (I); otóż to  je s t n iepodobnórn , albow iem  
oczywiście w artości na x ' i ?/' w yprow adzone ze w zorów  (II) nrrt (29) są także funkeyam i lin ijnem i 
x  i y. Tak w ięc rów nanie (2) je s t dok ładn ie tegoż sam ego stopnia, w zględem  x ’ i y ' , jak 

rów nanie dane.
To przypuściw szy, aby znaleźć p u n k ta  krzywej położonćj na AB lub 0 'x \  uw ażm y że m a się, dla 

tych punk tów , y ' =  0 ; jeżeli się w prow adzi to  założenie w  rów nan ie (2), p rzyjdzie :

(3) f [ x ' ,  0) == 0;

rów nan ie k tó re  je s t stopnia m  w zględem  x ',  i k tó re  przyjm ie przeto  m  p ierw iastków , tak rzeczy
w istych jak  u ro jo n y c h , skończonych jak  n ieskończonych .

W ięc p rosta  AB spotyka krzyw ą w  m punk tach , t. j. że krzyw a je s t iri‘9° rz ę d u .
Zobaczymy poniżćj tw ierdzen ie podobne odnoszące się do klassy.

U w aga . Może się zdarzyć że rów nan ie (3) ma więcćj jak m  p ie rw iastków ; w  takim  razie rów nan ie  
sprow adza się do tożsam ości; w  tym  przypadku, p rosta  AB spotyka krzyw ą w niezliczonem  m nóstw ie 
punk tów . W ypada z naszego założenia, że l sza s tro n a  rów nan ia  (2) sprow adzi się do zera, kiedy 
w  nićm  się uczyni y ' —  0; innem i słow y, ta  l !za strona je st kształtu

x j \ y ’) —  0

a t 'm  sam ćin, rów nanie dane je s t kształtu

{ax  - f  by - f  c)fx(x , y ) =  0

f i ( x ,  y)  je s t funkcyą całkow itą stopnia ( m — 1 ).

W  ogólności, k iedy pierw sza strona  rów nania m

f[ x , y)  =  0

nie da się rozłożyć na czynniki w ym ierne, to rów nanie przedstaw ia krzyw ą w łaściw ie nazw aną 
m uj° 1'zodu; kiedy pićrw sza strona je s t rozk ładalną , m a się w iele krzyw ych rzędu niższego jak  m ; 
ogół w szystkich tych krzyw ych tworzy krzyw ą złożoną rzędu m , k tó ra  będzie jeszcze przedstaw ioną 
za pom ocą rów nania danego.

36. Krzywe algebraiczne tw orzą grupy podług  ich rzędu , potem  krzyw e rzędu  w yznaczonego rozróż
n ia ją  się za pom ocą ich  klassy.

Zajm iem y się głów nie krzyw em i l g0 i 2s° rz ę d u ; uzasadnim y przecież zasady ogólne, k tó re  pozw olą 
badać krzyw e rzędu  wyższego.

Nim przystąpim y do tćj nauk i, starajm y się znaleźć liczbę w yrazów stopn ia m  m iędzy dw iem a 
zm iennem i.

Funkcyą całkow ita f[ x ,  y)  dw óch  zm iennych x  i y  zawiera wyrazy następu jące :

f[x > y) =

(A o ^ -J-A jX ’" - 1̂ - } - . . .-(-A m_ 1a;?/m_‘-j-A „l̂ m) w yrazy  m''*° s to p n ia  k tó ry ch  ogó ł oznaczym y przez  ̂ m[x ,  y)  

i - f  (BoZ"‘- ‘ B,a-m- 2y  +  . . .  —J— Bm—$xym ^ - |— Bn.—\ ym * ) . • • [ m —  l) '- ’” s to p n ia .................... V)

j - f  (M0a;3 -f- Mlx ’iy  -f- M Ą -  M3y 3) ..................................... • 3cieg0 stopnia .... .......................................  ę s fo  y)

[-(- (N0r 2 -f- N tx y  -)- Nay2) .......................................... ....................  2 sicB° stopn ia........................................ <?■>(#, y)
•i

-f- (P0x —(- P ,y ) ..................................................................................  lg° s to p n ia ........................................  <p,{ x ,y )

\ - f -  H .................................................... ........................................  wyraz s t a ły . ........................................  <?o-
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P odług  tego znakow an ia , którego będziem y często używ ali, otrzym am y :

f{x , y) —  y )  - f  om-i(oc, y) + ¥m_ 2(a;, y) +  . . .  <i3(x , y )  - f  <e2(x, y )  ot(x , y )  +  ?0;

funkcya y) je s t fu n k c ją  je d n o ro d n ą  zm iennych x  i y  i stopnia i.

Otóż funkcya <p,„{x, y )  zaw iera ( m - f - 1) w yrazów ; funkcya y) zaw iera ich m \  ogólnie,
funkcya <?i(x, y) zaw iera ( i -f- 1) w yrazów ; a w ięc liczbą ca łkow itą  N w yrazów  funkcyi f ( x ,  y) je s t

N  =  l  +  2 + 3 - f . . .  - t - m - f  ( m - f  +

Tak w ięc liczba N wyrazów fu n k cy i całkowitej i  stopnia m  względem dwóeh zmiennych x i  y jest 
daną za pomocą wzoru

(1) N —  +  *) +  2)
'  1 1 . 2

P o d łu g  tego, rów nan ie krzyw ej le° rzędu  (albo linia prosta) zaw iera trzy  w yrazy ; rów nanie 
k rzyw ej 2 g‘e8° rzędu  zaw iera sześć wyrazów .
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L I N I A  P R O S T A  I P U N K T .

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

L IN IA  PR O STA .

§ 1 . — RÓWNANIE PROSTEJ PODLEGŁE! RÓŻNYM WARUNKOM.

1° R ó w n a n ie  l e °  s t o p n ia .

37. W szelkie rów nanie p ićrw szego stopn ia w zględem  zm iennych  x  i y  może być przedstaw ionóm  
przez :

*
(1) A x - f B y  +  C =  0.

Jeżeli x  i y  oznaczają spó łrzędne jak iegokolw iek  p u n k tu  płaszczyzny i gdy A, B, C, są sta łem i, 
to  rów nan ie przedstaw ia lin ią p rostą . W  rzeczy sam ćj, rów nanie (1) jest pićrw szego s topn ia; m iejsce 
geom etryczne, k tó re  ono przedstaw ia, posiada w łasność że nie może być spo tkanem  ja k  tylko 
w  jednym  punkcie przez jakąkolw iek p rostą  [35]; otóż jes tto  w łasność charak terystyczna linii prostćj.

38. Można jeszcze uzasadnić to podan ie za pom ocą uw ag następujących :

1° Przypuśćm y naprzód że je d en  ze spółczynników  A lub B je s t zerem , rów nanie (1) weźmie 
jeden  lub  drug i z kształtów

x — a = 0 , y  —  b —  0 ;

l 5ie z tych rów nań  przedstaw i równoległą do osi rzędnych, a 2eie równoległą do osi odciętych.

Uważmy, na p rzy ład , rów nanie, x  —  a —  0 ; n iech będzie OA =  a, i poprow adźm y przez pun k t A

Y

rów noleg łą do osi Oy .  Jeżeli M jest jak im kolw iek  p u n k te m  leżącym  na tćj rów noległej, jego spół-
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rzędne [xt =  a, y, =  AM) spraw dzają oczywiście rów nanie x  — a  — O;- gdyż to rów nan ie  je s t 
niezależnem  od y .  K tórykolw iek p u n k t, nie leżący n a t e j  rów noległej będzie m iał odcięty różny od u; 
a  w tedy, jak iem kolw iek  byłoby y ,  spółrzędne tego p u n k tu  nie spraw dzą rów nan ia (x  — a) =  0 . 
To rów nanie przedstaw ia w ięc rów noległy  do osi rzędnych. Dow iodłoby się tym że sam ym  sposo
bem  że rów nanie y  — b =  0 przedstaw ia rów noleg ły  do osi odcię tych . R ów nanie prostych  Oy i Ox 
sy w zględnie x  —  0 i y  —  0.

2° P rzypuśćm y teraz że A i B nie sy ze ram i; rów nan ie (1) będzie m ożna przedstaw ić w kształcie ;

(2 ) y — a x - \ - b ;

zakładając

( S )  «  =  - ! •  J  =  ~ r

Jeże li się uczyni x  =  0 w rów nan iu  (2), znajdu je się y  =  b; p u n k t B, którego spółrzędnenii sy 
Xi =  0, y i =  OB =  />, należy w ięc do m iejsca geom etrycznego przedstaw ionego przez rów nan ie (2). 
P oprow adźm y przez p u n k t B rów noległy  B x' do Ox.

Przypuśćm y naprzód  a >■ 0, i n iech będzie M p u n k t m iejsca odpow iedniego odciętćj O P ; 
rzędna MP tego p u n k tu  będzie dany przez rów nan ie  (2) w  k tórćm  się zrobi x =  OP, tym  sposobem  
otrzym a się :

PM =  a.O P -f- b;

otóż b =  OB =  P H ; w ięc

(PM —  PH) lub  HM =  a. OP ;

HM je s t ilością dodatriy, pun k t M je s t w ięc po nad prosty  B x'.

N iech będzie drugi pun k t M' odpow iedni odciętćj dodatnej OP', znajdzie się podobnież

H M ' =  a.O P ',

i p u n k t M' będzie po nad Ba.7.

Otóż, trzy p u n k ta  B, M, M', sy w linii prostej. Złyczmy w  rzeczy sam ej, BM i BM '; dw a tró j
kąty  BHM i BH'M' sy p o d o b n e , jako  m ajyce kyt rów ny zaw arty między dw om a bokam i p ropo r-
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cyonalnym i, gdyż kąty BHM i BH'M' są ró w n e jako  kąty odftow iedające, i m a się, nad to , rów ność

MH M'H' _
BH —  BH' 0>

poniew aż BH =  OP i BH' =  O P'. W ypada ztąd  rów ność kątów  MBH i M'BH'.

Jeżeli się w eźm ie pod uw agę odcię tą  od jem ną OP" o trzym a się za p u n k t odpow iedni M", k ładąc 
na w idoku znak rzędnćj, jeżeli M" je s t pod spodem  osi odciętych ,

H’M" =  a.OP";

H"M" je st w ięc ilością od jem ną a p u n k t M" je st pod spodem  prostćj B x '; rozum ując jak poprze
dnio , dowiedzie się że pun k t M" je s t na prostćj BM. A w ięc wszystkie punk ta , których spółrzędne 
spraw dzają rów nan ie  (2 ), znajdu ją się położone na prostćj BM.

Iloztrząśnie się tym że sam ym  sposobem  przypadek w  k tó rym  a jest od jem nćm .

O d w r o t n ie  : Spółrzędne jakiegokolw iek punktu  położonego na BM spraw dzają rów nan ie  (2). Niech 
będzie M, jed en  z tych punk tów , k tó rego  odcię tą  i rzędną są w zględnie O P, i P,M ,. Z pow odu 
podobieństw a tró jkątów  BMH i BM ,H,, m a s i ę :

M,H, _  MH _
B H , - BH a ’

lecz
BH, =  O P „ M,H, =  M,P, —  H ,P , =  M ,P, —  b ;

a w ięc
M ,P, =  a .O P, +  A;

to je s t że spółrzędne ( x t =  O P „ y , =  M ,P,) p u n k tu  M, spraw dzają rów nanie (2).

T ak w ięc równanie ls °  stopnia m iędzy dwiema zmienncmi x  i y przedstawia linią prostą.■

39. S tała b, w chodząca w  rów nan ie  (2),

y  =  a x  -f- b

nazywa się rzędną od początku p ro s tć j ; jestto  odległość od  początku p u n k lu  w  k tó rym  prosta  spotyka 
oś rzędnych .

S tała a nosi nazwisko spółczynnika kątowego p ro s tć j; w idzim y a priori że ta sta ła p rzedstaw ia 
stosunek , poniew aż rów nan ie  (2) je s t jed n o ro d n ćm  i że x ,  y  i b oznaczają linie. Ten] stosunek nie 
m oże zależyć tylko od nachylen ia prostćj.

Oznaczywszy przez a  kąt prostej BM z osią O x, i n iech będą x  i y spółrzędne p unk tu  M p ro s te j , 

m a się :

y  =  ax b, zkąd ^   ̂ — ==

Otóż y  — b =  MH, x  =  OP =  B H ; a tró jk ą t BMH daje

MH __ w s ta
BH wst(0 —  a) ’

0 je s t kątem  osi.
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Ma się więc związek często używany

(4 )

« 9 jest kątem  osi; a jest kątem  (liczonym  od x  ku y)  części dodatnój osi odciętych , z częścią prostćj 
» znajdującej się z tejże samćj strony co i część dodalna osi rzędnych. » Pod tym i w arunkam  i, 
związek (4) je s t ogólnym .

Kiedy osie spółrzędnych są prostokątne, m a się 0 =  90°; a tćm  sam ćm

(5) a —  st. a.

11° R ó w n a n i e  p r o s t e j .

U0. Dowiedziem y tw ierdzenie odw ro tne podania poprzedzającego, to j e s t :

Równanie Unijne prostej jest pierwszego stopnia, szukając różnych kształtów  rów nan ia  prostćj, 
odpow iedającej różnym  danym .

1° Daje się rzędna od początku i  kąt prostej z  osią odciętych;

Niecli będą b rzędna od początku i <x k ą t prostej z osią o d c ię ty c h ;

Weźmy pod uw agę jak iko lw iek  p u n k t M (x, y)  tej p ro ste j; nakreślm y spółrzędne p u n k tu  M; i przez

koniec B rzędnćj od początku, poprow adźm y B x' rów noleg łą do O x ; tró jk ą t MBH d a je :

M H __ w sta
J1H W StŁ0 —  a ) ’

otóż

MH =  y  — b, BH =  OP =  x \

m a się tćm  sam em  :

i.\ W S ta  i ,1) y = ------------ x- \ -b .
■ WSt(0 —  a )  '

To rów nanie uzasadniając związek między spółrzędnem i jak iegokolw iek  p u n k tu  [ x ,y ]  prostej, jest 
równaniem, prostej.

2 ° D ajt się odległość prostej od początku, i  kąt ja k i  tworzy z osią odciętych dodatnych prostopadła 
spuszczona z początku na prostą i skierowana ku te j prostej.

Niech będzie p  w artość bezwzględna tej odległości, i w kąt określony w w ysłow ieniu; n iech będzie

w s ta  
w st(0 —  ot) ’
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nad to , M jakikolw iek pun k t p ro s te j; nakreślm y spółrzędne x  i y  tego p u n k tu , i rzućm y obw ód OPMI

na Ol. Uważając że MI je s t p rostopadłą do Ol, poniew aż m iejscem  p unk tu  M jest p rosta , znaj

duje się :

(2 ) a:dos& >-|-yclos(0 —  w) =  / ) . l ;

je s to  związek między spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  p roste j, a w ięc je s t równaniem prostej. 

Jeże li osie spółrzędnych są p rostokątne, m a się 0 =  90°, i rów nan ie  prostej przyjm uje kształt :

(3 ) x d o s u  -)- y  wstw —  p —  0 .

3° Daje się spółrzędne od początku prostej, to je s t odległości od początku punk tów  w których ta 
p rosta  spotyka osie spółrzędnych.

Niech będzie M{x, y ) pun k t jakikolw iek prostó j, MP i OP jego spółrzędne; OA =  a, OB =  b

spółrzędne od początku prostćj. Dwa tró jkąty  podobne MPA i OBA dają :

MP PA , , y  a —  x
O B = O A ’ lub !  =  — ;

rów nanie m ogące się nap isać  pod kształtem  sym etrycznym  :

(4, f +  

je stto  równanie prostej (ściśle przez nas powyżej określonej).

4° B a je  się punkt (x, y) i kąty  («, 6) prostej z osiami spółrzędnych.

a, 6, kąty  prostej z osiam i dodatnych spółrzędnych , w yznaczają począwszy od p unk tu  M, to co 
nazw iem y dyrekcyą dodatną p ro ste j; dyrekeya odjemna lub przeciw na będzie wyznaczoną przez 
kąty a -(- ir, 6 -j- ir.
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Niecli będzie M(ac, y) jak iko lw iek  p u n k t p ro s te j ; rzućm y  obw ody OPiM i OP,M,M na Ox i Oy

/
M

W,

/ O  ą  p

(ob. *r [31]), o trzym am y związki

r (x  —  X i) - J - ( y  —  ?/,)dos0 =  /dosa,

I — .t^dosG  [ y —  y,) =  /d o s ? :
zkad w ynika :

— .* •// — y,)dosG _  (x  —  x,)do.s0 - |-  (y  —  ?/,).
w  I ------------------ :—-— 1--------------------------------- j— 3— :-------'■—  jsa  cios 6

estto  równanie p r o s te j .

Jeżeli się przypuści osie p rostokątne, to  rów nan ie  będzie m ogło się napisać :

(6 ) ? - J h  =  y - y L ,
m n

z w arunk iem

(6 bis) ?«2 - j - « 2 = l .

Ilości m  i n  w yznaczają dyrekcyą dodatną  p rostć j począwszy od p unk tu  M „ dyrelccya odjcmna 
będzie w yznaczoną przez ilości — m  i —  n .

5° D aje się punkt (x0> y0) prostej i  kąty <x i  8 ja k ie  ona tw orzy z osiami Ox i  Oy, znaleźć spół
rzędne jakiegokolw iek z j e j  punktów.

Niech będzie M0A położenie p roste j w yznaczonćj, począwszy od M0, przez kąty a i 6 ; jeżeli M

Y

jest jak im kolw iek  punk tem  linii M0A, a x ,  y  spó łrzędnem i tego p u n k tu , m a się

x  =  x 0 - \-  M0I , y  =  yo +  MoJ;

otóż, oznaczywszy przez p odległość M0M, m a się (0 je s t kątem  osi)
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zkąd w ynika :

0 )
|  y  =  yo +  p

WSt ot 
\VSt0

Te wzory są ogólne pod w arunkam i następu jącem i :

1 ° ((Odległość p lub M0M będz ie  uw ażaną jako  dodatna lub  odjem na w edług  tego jak  punk t M 
» znajdzie się na części prostej M0A wyznaczonćj przez kąty a i 6, lub na przedłużeniu  tej p rostć j.

2 ° » Kąt a będzie liczonym  poczynając od Q x  ku M0A, i będziem y go uw ażali jako d o d a tn y  lub  
» odjem ny w edług  tego jak  się pójdzie od 0 .r  ku Oy, lub  w k ie ru n k u  przeciw nym . Kąt 6 będzie 
» liczonym poczynając od 0 y ku M0A, i będziem y go uw ażali ja k o  dodatny lub  odjem ny w edług 
» tego jak  się pójdzie od 0 y  ku  O x  lub w  k ie runku  przeciw nym . »

Ogólność tych w zorów  ła tw o  się w ykaże k ładąc kolejno prostą  M0A w  czterech kątach  u tw orzo 
nych przez rów noleg łe do osi spó lrzędnych  prow adzone przez M0; w  każdym  z tych przypadków , 
będzie się uw ażało p u n k t M na M0A ; potem  na jego  przed łużen iu .

W  przypadku osi p rostokątnych  w zoram i rozw ięzującym i założone pytanie są :

je s t spraw dzonćm  przez spółrzędne tych dw óch p u n k tó w ; tym  sposobem  będzie się sprow adzonym  
do dw óch związków w yznaczających stosunki spółczynników  A, B, C, do jednego  z pom iędzy nich. 
Po podstaw ieniu  tych w artośc i, rów nan ie  przedstaw i p ro stą  jed y n ą  i zupełnie w yznaczoną.

Jeżeli, w  szczególności, je d en  z punk tów  danych  je s t początkiem  spólrzędnych , zna jdu je  się 0 = 0 ;
równanie prostej przechodzącej przez początek je s t w ięc :

(8)
X =  Xa - j -  p d 0S a ,  

y  =  y o +  p w s t«.

Te wzory są bardzo użyiecznem i d la  w ziętych pod rozb ió r w ielu  w ypadków .

41. Prosta j e s t  luyznaczoną przez dwa punkta.

W ypada, w  rzeczy sam ej, z podań  k tó re  się uzasadniło  że rów nan ie  prostćj jest k sz ta łtu  :

A x  - |-  %  4" G =  o.

Otóż w yrazi się, że ta  prosta przechodzi przez dw a pu n k ta  d an e , pisząc że rów nan ie  poprzedzające

A x  -j-  By =  0, lub y  —

III0 P r o s t a  w  n ie s k o ń c z o n o ś c i .

CC U
Z astępując x  i y  przez -  i w  rów nan iu  :

A x  —|— Jiy —|— C =  O,



o trzym am y:

(1) Aff +  B y - f  Cz =  0 ;

V
je s tto  równanie w spólrzędnych jednorodnych  jak iejkolw iek prostej; ^  i — są stosunkam i przed-

staw iającem i spółrzędne K artezyańskie jakiegokolw iek punk tu  p ro stć j; x ,  y , z, są spółrzędnemi jed n o 
rodnymi tego punk tu .

S półrzędne od początku prostćj ( 1 ) będą m iały za w a r to śc i:

OM = ? * =  — 2 ,  ON =  — =  —
z, A z, B

otóż przypuśćm y że stałe dow olne A i B zm niejszają się coraz bardzićj i dążą do zera, podczas gdy C 
nie staje się zerem , odległości OM i ON staną się coraz bardzićj w ielkiem i, i prosta  MN oddali się
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n ieogran iczen ie ; kiedy A i B staną się zeram i, pow iem y że prosta przeniosła się do nieskończoności 
n a płaszczyznie.

Z drugiej s tro n y ; rów nan ie (1) sprow adza się, gdy A i B są zeram i, do

(2 ) z =  0

m ożem y więc uw ażać to  rów nan ie jak o  w yrażające że p rosta  ( 1 ) oddaliła się do n ieskończoności. 

43. Chodzi teraz o danie niektórych objaśnień  o po jęciu  prostej w  nieskończoności.

W yobraźm y sobie p u n k t stały  S i dw ie płaszczyzny T  i P ; jeżeli przez p u n k t S i jakąkolw iek

p roslą  AB, położoną na płaszczyznie P , poprow adzi się płaszczyzna SAB, przecięcie się A'B' tćj 
płaszczyzny z płaszczyzną T będzie rzutem  środkow ym  albo perspek tyw ą (na obrazie T) prostćj AB. 
J e s t rzeczą w idoczną, że d la  prostćj AB na płaszczyznie P , odpow iada rzutow o (projectmement) 
p ro sta  A'B' na płaszczyznie T ;  i, d la  prostej A'B' na płaszczyznie T, odpow iada p ro sta  AB na
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plaszczyznie P. Otóż, jeżeli się przypuści że p rosta  AB oddala się nieograniczenie na plaszczyznie, 
je j perspektyw a na plaszczyznie T będzie zawsze linię, p ro sty ; ta  p rosta, na granicy, będzie p rze
cięciem  się płaszczyzny T z płaszczyzny, przechodzący przez S i rów noległy do płaszczyzny P. Lecz 
m iejscem  punk tów  płaszczyzny P , m ajycych za perspektyw ę linię prosty , je s t p ro sta ; pow inniśm y 
rozciygnyć tę  w łasność do przypadku gran icy , i m ożem y pow iedzieć że wszystkie punkta do nieskoń
czoności na plaszczyznie są na lin ii prostej; daje się ogółowi tych punktów  nazwisko prostej w n ie
skończoności albo prostej do nieskończoności.

Należy zauważyć jednak  że położenie w zględne punk tów  do nieskończoności je s t nieoznaczonym , 
innem i słow y, dyrekcya prostój w n ieskończoności je s t nieoznaczony. Ta nieoznaczoność położenia 
względnego punk tów  do nieskończoności w yraźnie pokazuje się z uw ag geom etrycznych któreśm y 
dopiero  p rzedstaw ili; gdyż, jak im kolw iek  je s t bieg ciygły odbyty  przez płaszczyznę SAB aby się 
sta ła  rów noległy  do płaszczyzny P , perspektyw a prostćj AB będzie, w położeniu granicy , prosty  
jedyny ; a przecież dyrekcya prostćj AB zm ienia się z p raw em  ru ch u  płaszczyzny SAB; ona w yraźnie 
się uw ydatn ia  także z rozum ow ania analitycznego poprzedzajycego (42); gdyż stałe A i B mogy 
dyżyć jednocześn ie do zera a ich stosunek  pozostać nieoznaczonym ; prosta  MN oddala się w tedy  do 
nieskończoności, a jćj dyrekcya pozostaje rów nież nieoznaczony.

Ztyd w yciygniem y w nioski następu jyce:

1° Jeżeli rów nanie z =  0 jest nap isanćm  a p rio ri, lub  jeżeli ono pochodzi z rów nan ia  (1), przy- 
puszczajyc w nićm  że stałe A i B dyży jednocześn ie do zera i że ich stosunek pozostaje nieozna
czonym , ró w n a n ie :

z  —  0

przedstaw i szereg nieoznaczony punktów  do nieskończoności lub  prostą iv nieskończoności.

2° Jeżeli rów nanie z =  0 w ynika z rów ności (1) przypuszczajyc w  nićm  że stałe A i B dyży 
jednocześnie do zera lecz że ich stosunek  pozostaje stałym  , ró w n an ie :

z =  0

przedstaw i szereg punktów  do nieskończoności na rów noległej do dyrekcyi uw ażanej, t. j . ,  prostą 
w nieskończoności równoległą do dyrekcyi oznaczonej.

Uh- Majyc dane rów nanie krzy.wćj :

(1 ) f ( x , y ) =  o,

X  • V
jeżeli się w  niem  zastypi x  i y  p rz e z -  i 2  i gdy się zniesie m ianow nik z, otrzym am y ró w n an ie :

Z Z

(2 ) f [ x ,  y , z) =  0 ;

rów nan ie  (2 ) jest jed n o ro d n em  w zględem  x ,  y ,  z; ono przedstaw ia krzywy zupełnie w yznaczona

i tęż sam y krzywy jak rów nan ie ( 1 ), ponieważ to  rów nanie zam yka w sobie tylko stosunki -  i -  

k tó re  oznaczajy także spółrzędne K artezyańskie x \  y  jakiegokolw iek punk tu .

Po w prow adzeniu  tej zm iany w rów nanie (1), pow iem y że się je  robi je d n o ro d n śm . Możemy tło -
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maczyć rów nanie (2 ) zapatru jąc się z innego t. j . ,  z geonom etrycznego p u n k tu  w idzenia; oznaczym y 
natychm iast to  tłóm aczenie.

Niech będą dw ie osie p rostokątne, O x  i O;/, n a  płaszczyznie gdzie się znajduje krzyw a (C) a lbo  
f ( x , y )  =  0 ; zróbm y perspektyw ę krzywej na płaszczyznie xo>j, b io rąc  za w ierzchołek perspektyw y 
p u n k t S położony na prostopadłej OS do płaszczyzny xO y  i przypuszczając że płaszczyzna na którćj 
rob i się p erspek tyw a przechodzi przez pun k t O.

N iech będą OB, OA, AB, przecięcia się płaszczyzny perspektyw y z płaszczyznami SOx, i SOy, i 
z płaszczyzną przechodzącą przez S i rów noleg łą d o x O y ; n iech będą  jeszcze A, B, C, kąty w zględne

płaszczyzny OAB z płaszczyznam i SOy ,  SO#, xO y. Jeżeli M je s t jakim kolw iek punk tem  płaszczyzny 
xO y  i gdy MP i MQ są jego odległościam i od osi Oy  i O x;  jeżeli M 'je s t perspektyw ą tego p u nk tu  na 
płaszczyznie AOB i gdy M 'P', M'Q', M 'R' są jego odległości w zględne od p rostych  OA, OB, AB; 
oznaczywszy w zględne te odległości przez X, Y, Z,

Dla udow odnien ia  tych związków, prow adźm y M'G rów noleg łą do MQ; ta  rów noleg ła spotka 
płaszczyznę SOar w  punkcie G położonym  na SQ, nadto  ona będzie p ro stopad łą  do płaszczyzny SOx; 
jeżeli z p u nk tu  G spuści się GQ1 p ro stopad łą  na OB i gdy się złączy M'Q', M'Q' będzie ona, n a  m ocy

tw ierdzen ia  trzech p rostopad łych , p ro sto p ad łą  do OB; k ą t GQ'M' będzie kątem  prosto lin ijnym  kąta 
plaszczvzny AOB z płaszczyzną S O r, będzie to  k ą t B.

T ró jkąt M'GQ' prostokątny  w G d a je :

X =  M T ', Y =  M'Q', Z =  M 'R ':

m a się zw iązk i:
w st A X

przedstaw iając przez h odległość OS.

M'G =  M 'Q '.w s tB j



lecz, z pow odu tró jką tów  podobnych  SMQ, SM'G, m a się :
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S M 'przedstaw iając przez p stosunek Będzie w ięc:
oM

p

W ykonyw ając też sam e w ykreślenia d la  płaszczyzny SO//, t. j . , p row adząc M'H rów noleg łą  do MP, 

potem  H P' p rostopadłą do OA; łącząc M 'P 'i  uw ażając że HP'M' =  A znajdzie się jeszcze :

P

N akoniec prow adźm y przez M 'ró w n o leg łą  M'»i' do OS i zakończoną w m ' na płaszczyźnie ASB; 
n iech  będzie potem  m 'R ' p rostopad ła  do AU; p rosta  M 'R 'b ęd z ie  w tedy p ro sto p ad łą  do AB, i M 'flW  
będzie m iarą kąta dw ójściennego C. Otrzym a się w  tró jkącie p rostokątnym  M W  11,

M'tri —  M 'R'. w stC .

Lecz tró jką ty  podobne S M W : i SOM dają :

M W  SM' 
h ~~ SM P’

a tem  sa m e m :

(2 o) MP' =■
w stA

(5°)
P

Dzieląc stronam i rów ności (1 °), (2°), (3o), p rzyjdzie:

j j p __^  w stA  MP' ___j  w stA  X

Ma się w ięc :

(4°)

x  , w st A X X

w slB  Y Y
wstc z ' V

45. To przypuściw szy, n iech będzie rów nanie krzyw ej polożonćj na płaszczyznie x O y .

(5° )

6
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to  rów nanie stanie się przez podstaw ien ie  (4)

(6°) f(x X ,  |aY, Z) =  0.

Lecz m ożna rozporządzić stałem i w chodz?cem i do x i p, i to  niezliczonem  m nóstw em  sposobów , 
tak aby X i u-były rów nerni je d n o ś c i; rów nan ie krzywej (6) stanie się w ted y :

(7#) f (X ,  Y, Z) =  0.

W idzim y więc, porównywajcie rów nania (5) i (7), że rów nanie (5) może być tłom aczone dw om a 
osobam i różnym i:

Można uw ażać x ,  y ,  z , jako spółrzędne jed n o ro d n e  jakiegokolw iek punk tu  płaszczyzny xÓ y ,
i rów nan ie (5) przedstaw i jakako lw iek  krzyw ? (G) położony na tej płaszczyznie.

Można także uw ażać x ,  y , z , jako odległości jakiegokolw iek punk tu  płaszczyzny OAB (zadosyć 
czyni?ce w arunkóm  w skazanym ) od trzech prostych  OB, OA i A B ; i rów nan ie (5) przedstaw i p e r  -  
spektyw ę (C'), na płaszczyznie OAB krzywej (G).

Krzywa (C) je s t także perspek tyw ą, na płaszczyznie xO y , krzywej (G ').

U w aga. W  rów naniu  p ierw otn em  f ( x , y ,  1) =  0, x i y  przedstawiaj? lin ie ;  w  tem  rów naniu  zro
/ X V • • •

b ionem  je d n o ro d n śm  f ( x ,  y , z )  —  0, ilości - ,  p rzedstaw iaj? zawsze lin ie . Jeżeli się zastępi
Z Z

-  i ^  przez X ^  i h - ,  m a się rów nan ie f  (XX, pY, Z) =  0 gdzie x, p , X, Y, Z , oznaczaj? linie,
Z Z / i  La

jak  to  w idzim y we w zorach (4). Jeżeli się przypuści x =  ji =  l ,  bierze się za jed n o ść  je d n ?  z linii 

figury, poniew aż h WS^  == \  ; rów nanie krzywej przyjm uje w tedy jedn o ro d n o ść  zrozum iali? s lo - 

sow nie do  m yśli w yłożonćj w  n rze (18).

46. P rosta  AB je s t perspk tyw ? w szystkich punk tów  do nieskończoności płaszczyzny xO y ;  i 
odw ro tn ie , wszyskie punk ta  prostćj AB znajduj? się rzucone do n ieskończoności na płaszczyzuie 
,x (jy ; tak  że, w szystkie p u n k ta  do nieskończoności na płaszczyznie xO y  m og? być u w ażane jako  p o 
łożone na prostćj k tórej perspek tyw ? je s t AB. Otóż zwi?zki (4) nam  pokazuj? że punktow i p o ło 

żonem u n a  prostćj AB, dla którego m a się w tedy z =  0 , odpow iada p u n k t d la  k tórego - i  \
Z z

s? n ieskończonem i; a poniew aż x  i y  s?  dow olne, m a się dla w szystkich tych punk tów

z =  0

to rów nanie p rzedstaw ia w ięc prostą w  nieskończoności n a  płaszczyznie xO y;  albo, w  perspektyw ie, 

p rost?  AB.

Tak w ięc, przypadki szczególne krzyw ej (G); znajduj?ce się na prostej w nieskończoności, na now o 
się p o k aż? , w  perspek tyw ie, na lin ii AB t. j . ,  na rzucie prostej w  n ieskończoności; i odw rotnie 
przypadki szczególne k tó re  krzyw a (C') p rzed s taw ia  n a  prostćj AB znajduj? się rzucone na linii do 
nieskończoności, kiedy się robi perspektyw ę krzyw ej (G') na płaszczyznie^ xO y.

Uwaga. Niech będzie ró w n an ie  krzyw ćj rzędu  m

(C) tfm(x ,y )  - j-  tpm-i[x,y) - j - . ..  -f- td{x,y) - ) - a0 =  0 ;

p rzypuśćm y że wszystkie stałe znios? się wyjąwszy stałej <p0 i należy w nosić w tedy że krzyw
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sprow adza się do układu m  prostych zbiegających się i przeniesionych do nieskończoności. To 
w ynika z rów nan ia jed n o rodnego  to je s t :

(Cf) u>m{x,y) -f-3tp„i_i(x,y) -f- z ’" ~ y< fi[x ,y ) -j- ô3"‘ — 0

k tó re  sprow adza się do zm=  0. Można jeszcze uw ażać krzyw y (C') jako  perspektyw ę krzyw ej (C ); 
w idzim y w tedy, że krzyw a sprow adzi się do rn p rostych  zbiegających się z perspektyw y prostej 
w  nieskończoności.

Tak w ięc nie m ożna pow iedzieć że p u n k ta  do n ieskończoności płaszczyzny co do odleytości skoń
czonej sy na krzyw ej rzędu  mj; tylko że krzyw a rzędu  rn może się sprow adzić do m  prostych zbiegających 
się z p rosty  w nieskończoności.

IV0. R ó w n a n ie  p r o st e j  przechodzącej przez  p u n k t  s t a ł y .

P r o st a  r ó w n o l e g ł a  bo  pr o ste j  s t a ł e j .

k i .  1° P rzypuśćm y p u n k t stały w yznaczony przez jego  spó łrzędne x t , y l} i n iech będzie:

(1°) A# 4 - B y - f  C =  0

rów nan iem  ogólnem  p roste j. P u n k t x i} y t je s t na p ro ste j, jego  spółrzędne pow inny spraw dzać 
rów nan ie  tćj p ro s tś j* m a się:

(2°) A.r, - f  Bi/, - f  G =  0.

Ta rów ność wyznaczy spółczynniki A, B, lub C; rów nan ie  szukane otrzym a się odejnm jyc 
( 1 °) i (2 °) stronam i, co d a je :

(1) A(x — a r , ) + B ( y  —  y,) =  0

je s t to rów nan ie ogólne prostych  przechodzących przez p u n k t (x(, ?/,); ono zam yka w  sobie tylko 
jed en  p aram etr zm ienny, gdyż stałe A i B n ie wchodzy do n ich  tylko przez ich stosunek . Można 
je  nap isać pod kształtem

(2) y  —  iji —  a{x  —  Xt),

A
zakładając a =  —  a je s t spółczynnikiem  kytow ym  nieoznaczonym .

(2°) P rzypuśćm y p u n k t stały ok reślony  przecięciem  się dw óch prostych  takich jak :

M __m x  4 -  m iU 4 " m - =

N =  n x  4 -  niV +  n2 —  0 >

rów nan iem  ogólnem  prostych  p rzechodzycych  przez przecięcie dw óch prostych  danych będzie:

W  M 4 -x N  =  0,

X jest stałą nieoznaczoną.
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W  rzeczy sam ej, rów nan ie ( i)  będ ąc  1s° stopn ia w zględem  x i y ,  przedstaw ia lin ią  p ro stą ; spó ł
rzędne p unk tu  przecięcia się prostych  (3) znoszą M i N, a tćm  sam em , spraw dzają rów nan ie (4); 
w ięc prosta (A) przechodzi przez p u n k t przecięcia się dw óch  p rostych  danych. N akoniec, rów nanie 
(ft) je s t rów naniem  ogólnem  prostych , zadosyć czyniących tem u  w aru n k o w i; t. j . ,  że 0110 przedstaw ia 
wszystkie p roste  przechodzące przez p u n k t dany. W  rzeczy sam ej, jakakolw iek  z tych prostych 
będzie zupełn ie  w yznaczoną, gdy ją  się zm usi do przejścia przez drugi punkt różny od p u nk tu  
d a n e g o ; otóż będzie zawsze m ożna rozporządzić ilością A w  sposób , aby p rosta  (ft) przeszła przez 
ten drugi p u n k t dow oln ie w zię ty ; w ięc rów nanie (ft) będzie m ogło przedstaw iać k tórąkolw iek  bądź 
z prostych  szukanych.

ft 8 . Prostu równoległa do prostćj stałej.

1" Kiedy dw ie p ro s te  są rów noleg łe , ich spółczynniki kątow e są rów ne.

Niech będzie, w rzeczy sam ej, a spółczynnik kątow y l 5I<!j p roste j, a « jej kąt z osią 0 .r ;  
a' spółczynnik kątow y 2 e»'j p rostćj, a *' jć j kąt z O x; 0 wyznaczając k ą t osi, 
m a się

W S ta  , __  WSl a '

°  WSt (0 —  a ) ’ a WSt (0 —  a!)'

Gdy dw ie p roste  sę rów noleg łe , będzie a  =  a ; a tćm  sam em , a =  a’.

Odwrotnie, gdy  spółczynniki kątow e są rów ne , p roste  są rów noleg łe .

Ma się, w  rzeczy sam ój, w ed ług  tego założenia,

w sta __ w sta' ;
WSt(0 —  a) w st(6— a)

albo

2wst<xwst(0 — a) =  2wsta'wst(0 — a);

z tą d :
d o s ( 0  —  a  —  a )  —  d o s ( 0  —J- a  —  a )  d o s ( 9  —  a  —  a ) —  d o s ( 0  —  a  - j -  a ' ) \

i nakoniec
d os(0 - ( - a  — a!) =  dos(0 —  a  -j -  a').

Dostawy są ró w n e , sum m a lub różn ica  łuków  je s t ró w n a liczbie całkow itej okręgów ; otóż 
sum m a nie m oże być ró w n ą ilości 2Kn-, gdyż w ynikłoby w tedy 0 =  Krr, co nie je s t ;  m a się w ięc :

a —  a =  Ktc ;

co  w ym aga aby proste były rów noległe.

2° W ynika z tąd , że rów nanie p rostćj, przechodzącćj przez punk t dany (x lt y,) i rów noległej do 
prostej m ającej za spółczynnik kątow y a, jest:



LIN IA  PROSTA .

V°. R Ó W N A N IE  P R O S T E J PRZECHODZĄCEJ PRZEZ D W A  PUN K T A.

/|9. N iech będą {xi, (x->, ;/.>) spó łrzędne dw óch punk tów  danych, i

(1 ) Ax' - f  My +  G =  0

rów nan ie p ro ste j, A, Ii, C są ilości n ieoznaczone; w yraźm y że ta  p rosta przechodzi przez dw a 
p u n k ta  dane, otrzym a się w a ru n k i:

(2 ) A x i  -J- By, —(— G =  0 ,

(3) - Axo  -f- B//a -)- C =  0 .

A B
Z tych dw óch  związków potrzeba w yciągnąć -  i — potem  przenieść ich w artości w  rów nan ie

(1); a lbo , co na jedno  w ychodzi, w yrugow ać A, B , C, m iędzy trzem a rów naniam i (1), (2), i (3), 
jed n o ro d n em i i ls^go stopnia w zględem  sta łych  A, B, C ; w ypadkiem  z rugow ania jest:

X V i

( ' • ) x \ V i i =  0

X-, y -2 i

lub , rozw ijając ten w yznacznik,

(Ubis) x ( ijt —  y.>) y ( x 2 —  a?,) +  x,y.2 — x.!y i —  0 .

Można jeszcze w yrugow ać w ten  sposób :

O dejm ijm y rów nan ie (2) od rów nan ia  (1), po tem  od rów nan ia (3), b ędz ie :

A ( i  —  x t) 4 - B(y —  y t) =  0 ,

A (x2 —  - |-  B(y2 —  y i ) = 0 ;  

zkąd w ynika dzieląc stronam i, po p rzen ies ien iu  w yrazów  co do B w  drugą s tro n ę .

(5) =  y » .
X i — Xi  y- i — yi

lub jeszcze:

(5bis) y  —  y { —  ^ (.c  —  x t) ;
J») --- X\

rów nan ia  (U), (Ubis), (5), (5bis) są różnym i kształtam i rów nan ia  prostej przechodzącej przez dwa 
punkta dane.

Ostatni kształt nam  pokazuje, że spółczynnikiem  kątow ym  a prostej przechodzącej przez dw a
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punk ta  je s t:

(6) a =  91= 1 1 .
x% —  x x

Spółczynnik kątowy może się otrzym ać w p ro st sposobem  n as tęp u jący m :

Dwa punk ta  są M, i ftl2, prow adźm y ich spó łrzędne i rów no leg łą  INIjH do osi odcię tych ;

tró jk ą t M,HM2 daje :

otóż: 

w ięc (6)

w Sto M.,H
a ~ ~ w st(0 — «) M ,H’

M2H =  y.2 —  y t ; MiH =  x-2 —  x t ;

X-2 —  Xi

50. Równanie prostej przechodzącej przez punkt dany  (x1( y ,) i przez punkt przecięcia się dwóch 
prostych danych M =  0, N =  0 .

R ów naniem  ogólnem  prostych przechodzących przez przeć ięcie dw óch  prostych  danych je s t: 

n «  (47),

(m x  4 - m^y -(- m^) -(- \(n x  -)- « iy  -f- «2) =  0 ;

w yznaczym y X w yrażając, że ono przechodzi przez p u n k t d an y ; znajduje się za rów nanie prostej 
sz u k an śj:

( 7 )

m x  - \ - m ly  Ą- m .2 __n x  - f- n ty  - |-  n2

m x t - f  niiyt +  mt  n x i +  n i!/t +  n 2

51. W arunek aby trzy  punkta b y ty  w  lin ii prostej.

Niech będą  (x0, y 0), (x„  y t) , (x% y2), trzy p u n k ta  d an e ; rów nan ie  prostej przechodzącej przez 

dw a o sta tn ie , j e s t : n er (49)

X y 1

X i 2/i 1 =  0

x 2 1

iby Irzy punk ta  były w linii p rostćj, potrzeba aby pierw szy był na prostćj łączącćj drugi z trzecim



t. j ., aby ich spółrzędne spraw dzały rów nanie poprzedzające; znajduje się tym  sposobem  warunek 
sznkany :
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x 0 2/o 1

(8) x , Vi 1 =  0

X -2 y-i i

te n  zwiyzek rozw inięty przedstaw i się pod  kształtem  n a s tęp u jący m :

(8bis) (x ty -2 —  x ^ t )  -f- (a?oy0 —  x 0y.2) - f  (x0y, —  x ty 0) —  0 ;

dw a ostatn ie nawiasy w yprow adzają się z pierw szego przez przem ianę kołowy.

YI°. Spółrzędne punktu dzielącego odcinek, w  stosunku danym .

52. N iech będy  M, ( x t , ;/,) i Mo (x2, y .2) dw a p u n k ta  będyce końcam i od cin k a; idzie o zna
lezienie spółrzędnych (x , y) p u n k tu  M, dzielycego odcinek  w stosunku wyznaczonym t, j . ,  tak im  że.

MM, rn.2
1 ’  MM) “  »i,

—  jest w artościy stosunku danego. 
ni\

Przypuśćm y naprzód punk t M Ieżycy między punk tam i Mj i M2 t. j . ,  wewnątrz odcinka-, prow adźm y 
spółrzędne trzech  punktów , po tem , przez punk t M,, rów noległy do Ox; m a się rów ność: (na chw ilę 
w e w szystkich tych rów nościach zauw ażym y, tylko w artość bezw zględny o d c in k ó w ):

MP _ M ,M ,
M.,Po —  M.Mj’

y — .Vi _  w.2 _
lub  :

y-1 —  yI rnt 4 - m-2

X

zkyd w ypada; 

Ma się ta k ż e :

_  4~ m i!Ji
- f  m2

MtP MtM . . x  —  x t m.i 
------- — ------- lub  —  —
M jP -2 M! Mo ’ x.2 —  x t wi-iĄ-m?



zkąd w ynika jeszcze:

A8 b o z b z i a ł  i .

m tXi m-ix-i 
m l -\ -  )//o

Tak w ięc, przypuszczając spół rzędne dodatne, spó łrzędnem i p u n k tu  INI uw ażanego w ew nątrz 
odcinka M,M2 i dzielącego go w stosunku danym , to  j e s t :

. M jM __m-i
{ ’ JIM , m,

Dowiedziem y że te wzory, za pom ocą um ów  stosow nych, m ogą być ogólnym i, t. j .  stosow ać się do 
w szystkich przypadków .

Przypuśćm y, w  rzeczy sam ej, punk t M zew nętrzny odcinka M,M.2; znajdzie się on po praw ej lub 
po  lew ćj stron ic , w ed ług  tego jak  m2 będzie wyższem lub niższem  od ?«,.

Połóżm y go po praw ej stron ie , na przykład ; otrzym a się , jak  to pokazuje figura poniżćj um ieszczona:

MP m.. lub Y —  i j i __ lir.}
M oP) ui-2 — tn, iji —  y  i n i i - n t i

p o tć m :
X —  x t __ nuM,P _  m . lub
x-i— A'i n u — />/,

W yciąga się z tych dw óch ró w n o ś c i:

(!•)
— m,y, -j-

— nii -(- m-2

P rzypuśćm y p u n k t M po lewćj stron ie  odcinka MiM2, o trzym a się :
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W idzim y, że grupy  w zorów  (1") i (2°) w ejdę do grupy (2), je że li się um ówi uważać stosunek —

jako  doilatny lub odjemny, toedług tego ja k  punkt podziału będzie w zięty  wewnątrz lub na zewnątrz 
odcinka.

Co się tyczy położenia zew nętrznego punk tu  podziału , ono będzie zależyć od w artości bezwzględnej 

stosunku  — ; i tak, na m ocy rów ności (1) pun k t M będzie ze strony  M2 lub ze strony  Mi w edług

tego jak  stosunek —  będzie większym  lub m niejszym  od jedności. 
m i

Pozostaje nam  nakoniec dow ieść że wzory (2) sę p raw dziw e, dla jak ichkolw iek  będź znaków  
spółrzędnycli.

W  tym  celu, p rzen ieśm y osie rów nolegle do ich p ierw otnego położenia, tak  aby spó łrzędne 
punktów  były wszystkie d o d atn e ; n iech będę w tedy (X', Y '), [ x \ , y \ ) ,  (x'2, ?/2) now e spółrzędne 
trzech punktów  M, M „ M.2; i a, b, spó łrzędne now ego początku. W zory (2) daję  się zastosować do 
przypadku obecnego, poniew aż spó łrzędne sa wszystkie d o d a tn e ; otrzym a się , na przykład ,

(m, -}- m.i)X' =  m^x'i -)- ?w2x '2.

Lecz m a się, ner (58) :

X - cl — X' ,  X\ a “j -  x  [, x% a -j— x  2.

W ycięgajęc ztąd w artości na X1, x \ ,  x ’.>, i podstaw iając ich  w artości w  związku poprzedzającym , 
znajduje się, po w ykonaniu  w szy sk ich  u p rrszczeń ,

(/'/1 —|— V 2 X zm Tfl\Xi —J— ?W2.£2.

W zory (2) daję się w ięc zastosow ać do w szystkich przypadków .

53.1° Umowa o znakowaniu odcinków.

Odcinek zaw arty między dw om a punktam i a i b będzie oznaczonym  przez ab; i zgodzimy się,

i

w edług zwyczaju przyjętego w G eom etryi wyższej, wskazywać kierunek odcinka przez porzędek 
sam ychże liter, litera  oznaczajęc początek, a  2 ffa koniec; i tak ab i ba będę przedstaw iały odcinki 
k ie runków  przeciw nych.

Zgodzim y się nad to  uważać za dodatne odcinki skierow ane w  pew nym  k ie runku , a jako  odjemne, 
te  k tóre będę skierow ane w k ie ru n k u  przeciw nym . W edług  tego, o trzym a się rów ność :

ab —  —  ba.

2° Umowa co do znaku stosunków.

Jeżeli jak ikolw iek  pun k t dzieli odcinek dany, zgodziliśmy się, w  tćm  co poprzedza, uw ażać stosunek 
w  k tó rym  odcinek je s t podzielonym  jako  dodatny lub odjemny w edług  tego , jak  p u n k t podziału  je st 
wzięty weiunątrz lu b  na zewnątrz odcinka.

Gdy się w rócim y do lite r  pytania poprzeclzajęcego, stosunek będzie przedstaw ionym , m ajęc względ
7
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na um ow ę (1 °), co do w ielkości i co do znaku, za pom ocy znakow ania następującego :

M .M . — M|M
MM2’ y m, MM2‘

Gdyż, jeżeli pun k t podziału  M je s t w ew nętrzny, odcinki M,M i MMo są tegoż sam ego k ierunku

lub tegoż sam ego znaku  ; one b ęd ą  k ierunków  przeciw nych, jeżeli p u u k t M je s t zew nętrzny.

Ta uw aga je s t bardzo  w ażn ą; w zory k tó rych  użyjem y będą zawsze podległe tćj podw ójnój um ow ie; 
będą one w tedy  całkiem  ogólne, a ich zastosow anie tak jak  i tłóm aczenie w ypadków  do k tó rych  one 
prow adzą nie p rzedstaw i w tedy  ani trudności, ani dw uznaczności.

V II0 Ś rodek  śr e d n ic h  o d leg łości.

5k. 1° O k r e ś le n ie .

Niech będzie układ  n p u n k tó w  MiMo,... M„, k tórych  spółrzędnem i są w zględnie ( r lt y j ,  [x-2, y>),... 
(xn, y„) j nazywa się środkiem  odległości proporcjonalnych  tego uk ładu  p unk t którego spółrzędne X i Y 
są określone przez związki :

^ __nitXi -f- m ^  —J— . . .  —(— m„x„
m i -J- - ) - . . .  -f- m„ ’

'
Y _  m i!/i +  +  • • • +  m”V«:

lill —|— • • • "~f" Wn

m „  m 2, . . .  m„ są liczbam i danerni.

Środkiem  średnich odległości u k ład u  je st p u n k t k tórego  spółrzędne są określone przez związki

(^)

__ x l -\- x% -\- ■ ■ • x n
n

y  _  ?/i +  y -2 +  • • • +  .v« _

Te wzory w yprow adzają się z pierw szych przypuszczając w nich liczby m „ mi } rów ne 
m iędzy sobą.

2° W y k r e ś l e n ie .

Dla w ykreślenia środka odległości p roporcyonalnych  M,, M2, M3, . .  •> podzielm y odcinek M,M2 

w stosunku odw rotnym  do stosunku  danego ; niech będzie I pun k t podziału , tak aby :
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spółrzędnem i x ' i y ' punk tu  1 będę n er (52) :

51

, __mlx i -)-»z.>X2
X  —  ■ »

m, -j- m%

• _  m o.h +  _
m, -(- mo

Złączm y LM3, i podzielm y odcinek  IM3 w stosunku odw ro tnym  stosunku  znanego m2 ;
m 3

niech będzie (' punk t podziału, tak że :

II' _  m3 
l'M3 rtii m-2 ’

spółrzędnem i x" i y" p u nk tu  l ' b ę d ą :

_ (i>h -f- m.2)x' m 3x 3 f  x „ _  wii^t - |-  4  m3x 3
»?,-)- m.2- \-m 3 ’  ̂ rn i-\-m -2-\-m 3 ’

„ _  (w, 4 - nu)y' - |-  m3y3  ̂ f „ _  m ly i - \-  m 3y 3
\  rnl -\-m .2- \-m 3 ’ m, m-2 +  m3

Złączm y I'M4 i podzielm y odcinek  I'M4 w stosunku  odw rotnym  do stosunku danego 

niech będzie l" p u n k t podziału, tak  że :

I T  _  m K
1"M4 m 3

Spółrzędnem i x'" i y'" punk tu  I" będą :

(  x „, ___(>»! +  m.2-\-rri3)x" -\-  w4.r4 f n,„ m & i -\- rn.g-.j - f  m 3x 3 - f  ?»4x 4

\  —|- w 3 —|- »w4 ’ \ w , -)- m-i 4 " w 3 +  m*

,m _ (m t +  m2 4 - m3)y" - f  w 4y 4 . U i 4 ~ >” # 2  +
4 “ m -2 4 "  w,3 - (~ mi 1 WJl —I— —|— /W3 —|—

Prawo następstw a tych w ykreśleń je s t w idocznem  i w idzim y że postępując dalćj w ten sposób 
do jdz ie  się do p u n k tu  określonego przez wzory (1 ), to je s t do środka odległości proporcyonalnych .



W ykreślenie środka średnich proporcyonalnyrh  w ynika z tego co poprzedza; zostaje się tym  sp o 
sobem  sprow adzonym  do p raw id ła  następującego :

II7 1W eźm y środek  I boku MjM2; zliczm y IM3, i weźm y na IM3 pun k t I' tak i, że — - =
1 M3 2

n "  i
zlyczmy IM 4/  i weźm y na l'M.t p u n k t 1" taki, że ——  =  - ;  i tak dalej, aż się zupełn ie w yczerpie,

1 IM4 U

bez pow tórzenia, różne punk ta  układu.

VIII0 Z N A LEŹ Ć  STO SU N EK  W  KTÓRYM 1’ROSTA DANA D ZIELI O D CIN EK  DANY.

55. Daje się prosta przez su e równanie.

Niecb będę M ,(x ,, y t) i y^) końce odcinka, i :

(D) (1) A * +  B y - | - C = 0
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rów nan ie  prostćj. P rosta  D p rze tn ie  odcinek MiM2 w pew nym  punkcie I tak im , że :

M ,I__rn.lm
IM) »(, ’

idzie o w yznaczenie stosunku  — . Jeżeli x  i y  sg spó łrzędnem i p u n k tu  I, m a się n cr (52)
m  1

___ +  .
X ------------------- j-----------  > 7 -------------------i------------ i

^ 1  “]~ ^*2

p un k t I należąc do prostej D, jogo spółrzędne pow inny spraw dzać rów nan ie  (1) prostej, m a się więc 

A{mix l - f  m->x.y) -f- m.y.,) +  C(»(, +  w2) =  0.

To rów nanie wyznaczy stosunek  nieznany ~ ; w yciąga się z niego, w rzeczy sam ej,

M-.1__w ij_____ Ax-2 -( -  By.2 “I-  G
IM, m* A x i  —{- B^! -|— G

P unkt podziału l będzie wewnętrznym  lub  zewnętrznym  odcinka M,M-2 w edług  tego jak  stosunek

A x >  —)- By.i  -)~ C 
A x, -j- By! -f- G
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będzie dodatnym  lub  odjem nym ; a w  tym  drugim  przypadku, punk t I będzie ze strony  M2 lub  ze 
strony  M, w edług  tego jak  w artość bezw zględna tego stosunku będzie niższy lub wyższy od jedności.

56. Prosta jest daną przez dwa punkta.

N iech będy  jeszcze y,) i M.2(x2, ?/■>) końcam i odcinka; a ( x ',y ') } (x", y") spółrzędne dw óch
punk tów  wyznaczających prosty  D. R ów naniem  prostej D będzie :

(D)

X y
X ' y'

n _ n
X y

3 = 0 .

Stosunek —  w którym  ta p rosta  dzieli odcinek M,M> będzie danym  przez wzór (2); tak więc 
m-i

T  >lj'

znajdzie się :

(3)
» ( ,__MS1___
m±~~

(P)

X.y y-i i

x ' y ’ 1

X" v" 1

X t y i i

x ' y 1

x" y" 1

57. Z astosow ania.

1° P rzetn ijm y tró jką t M|M2M3 przez jakakolw iek poprzeczny I J 1I3; n iech będzie :

A x  4 - B y  +  C =  0

rów nanie tej p op rzecznć j; a I„  I.,, I3, punk ta  w których ona p rzecina względnie boki M3M,, M iM.2 ;
o trzym a się w ed ług  w zoru (2) nru (55) :

M )(, _ A 4 - Hy-i -|— C

1°)

I.Ms Ax3 4~ łty  3 4 "  c

M3l, A >£3 4 -  l5//3 4 -  c  _
LMj Ax-i 4 ” ty/i 4 - G

M,I3 _ Ax, 4 ~ B//i 4 “ ^
l3M, Ax >2 - j-  By«) —|— 0
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Mnożyć te rów ności stronam i, w ypadnie :

Mol, M;iT, M,T3.
(2 i,m 3 i.m , i,m 2

W idzim y, zważajyc bydź to na um ow ę (1°), bydź to  na um ow ę (2°) n™ (53), że ta ostatnia rów ność 
je s t praw dziw y algebraicznie, to je s t że obie strony  m ajy  zawsze tenże sam zn ak ; gdyż poprzeczna 
wyznaczy zawsze na trzech bokach tró jkyta albo je d e n  stosunek  odjem ny, albo trzy stosunki od jem ne. 
To spraw dzenie w reszcie nie je s t po trzebnćm , gdyż zwiyzki k tóreśm y w yprow adzili sy zupełn ie ogólne 
a przeto dajyce się zastosow ać do wszystkich przypadków .

R ów ność (2°) może się jeszcze napisać, m ajyc w'zglyd na 1«* um ow ę n™ (53) :

(4) M iIg .M Ji. M3I2 =  M A .M 3I, ■ -Mil 3 ;

to je s t, je że li jakakolw iek sieczna przecina trzy  boki tró jką ta , ona w yznaczy sześć odcinków takich, że 
iloczyn z trzech odcinków nic po sobie następujących równa się iloczynowi z trzech in n ych ;  odcinki 
pow inny  być uw ażane jako  dodalne  lub  od jem ne, w edług  tego jak  one sy sk ierow ane w  pew nym  
k ie runku  lub  w  k ierunku  przeciw nym .

Łatw o dow ieść tw ierdzenia odw rotnego , to  j e s t : Jeżeli trzy  punkta , leżące na bokach trójkąta, wyzna
czają sześć odcinków takich że iloczyn trzeqh z pom iędzy nich nie po  sobie następujących równa się iloczy

nowi z trzech innych, te trzy  punkta są w lin ii prostej.

2° Złyczmy p u n k t O, w zięty na płazczyznie tró jkyta, z trzem a w ierzchołkam i Mi, M>, M3, tego 
tró jk y ta ; niech będy I „  I2, I3, p u n k ta  w których  p roste  OM„ OM.2, OM3 spotykajy w zględnie boki 
M2M3, M3M1 , M,M>; otrzym a się w edług  wzoru (3) nru (56), oznaczajyc przez x 0, y 0 spó łrzędne 

p unk tu  O :

/  BW. _ 
! i.m 3

(10\ J _ _
'  i2 m,

. M1T3  __
\  i3m2

2/2 1

Xo 2 /0 1

Xi 2/1 1

x 3 2/3 1

U yo 1

Xi 2/1 1

y s 1

x 0 2/0 i

X-l y-i 1

Xt yi 1

x 0 yo 1

x % 2 /2 i

X , 1

yo 1

2/3 i

I * 2 §* 1

Xq yo 1

1 * 3 2/3 1
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M nożąc te rów ności stronam i, i uw ażając że licznik lf° stosunku  je s t znaku przeciw nego m ia
now nikow i drugiego , i że tak  sam o rzecz się ma co do innych , przyjdzie :

/<a0\ W i  M3lż M|Tą — __^
1 > 11M3 I2M1 I3M2

Zważając na jed n ą  lub  d ru g ą  z um ów  nru (53), okaże się, że p ićrw sza strona je s t dodatną. Mając 

wzgląd na um ow ę (1°) n r0 (53), rów ność (2°) będzie się m ogła napisać :

(5 ) M1T3 . M ol,. M3T2 =  —  M1I0.M3I1 .M0I3 .

W ięc je że li trzy  proste, wychodzące z wierzchołków trójkąta , spotykają się w tymże samym punkcie, 
one wyznaczają na bokach przeciw ległych, sześć odcinków takich , że iloczyn trzech z pom iędzy nich nie po 
sobie następujących równa się mniej iloczynowi z trzech innych.

Dowiedzie się łatw o tw ierdzenie odw ro tne :

Gdy proste leżące na bokach trójkąta, są takie że iloczyn trzech odcinków nie po sobie następujących 
równa się m niej iloczynowi z trzech innych , proste łączące te punkta wierzchołkami przeciw ległym i prze
cinają się w tym że samym punkcie.

Ć w i c z e n i e . Dowieść rachunk iem  w prost tw ierdzenia odw rotne dw óch podań  n iedaw no przez nas 
należycie uzasadnionych.

spółrzędne ich pu n k ta  przecięcia się m uszą spraw dzać jednocześn ie rów nan ia tych dw óch p ro sty ch ; 
o trzym uje się je  w ięc, rozw iązując uk ład  ( 1 ); tym  sposobem  znajduje się :

Kiedy m ianow nik (AB, —  A,B) je s t różnym  od zera, wzory (2) dają  na x  i y  w artości skończone
i w yznaczone; dw ie proste p rzecinają się w tenczas oczywiście.

Jeżeli A B ,— A,B = 0 ,  i gdy AC, —  A,C ^  0 ; w artości na x  \ y  są n ieskończone; dw ie proste

są w tedy  rów noległe.

Związek przypuszczony może się  nap isać :

IX° P r z e c i ę c i e  s i ę  t r o s t y c h .

58. N iech będą  dane rów nan ia dw óch prostych :

( 1)
A.X -f- By -J-  C =  0,

A —|— B,y -)- C, =  0 ;

A
B

A
U

w yraża on tym  sposobem  rów ność spółczynników  kątow ych dw óch linii prostych .



Jeżeli AB, —  A,B =  0, i gdy jednocześn ie ACi —  A,G —  0, w artości na x  i y  są n ieoznaczone; 
dw ie proste  jednoczy się, t. j. przystają do siebie w całej rozciągłości.

A by dwie proste b y ły  równoległe, potrzeba i  dosyć aby spółczynniki zmiennych b y ły  proporcyonalnym i.

To podanie dow odzi się za pom ocy wzorów- (2) jak  to już w ykonaliśm y w roztrząsaniu 
poprzedzającym .

Można także je  uzasadnić w sposób nas tęp u jący :

R ów nanie ogólne prostych przechodzących przez p u n k t spotkania się dw óch prostych (1 ) je s t:

A.x -£■ By -j- C -(- X (A ,r -]- B,y -j- Cj) =  0, 

a lbo , rob iąc  jed n o ro d n em  i porządkując:

(3) (A -J- \ A i ) x  —(— ( B -|- X B ,)y-j- (G -J- XC,)z =  0.

Otóż, jeżeli dw ie proste  (1) są rów noległe, ich p u n k t przecięcia się znajduje się do n iesk o ń czo 
ności ; rów nan ie  (3) m usi w ięc m ódz przedstaw iać prostą w nieskończoności, co w ym aga żeby 
b y ło : A + X A ,  =  0, B -j-X B , =  0, czy li:

f )6  RO ZD ZIA Ł I .

ten w arunek  konieczny je s t oczywiście d o sta teczn y m ; gdyż, jeżeli on je st spełn ionym , m ożna kazać 
przejść prostej w  nieskończoności przez ich p u n k t spo tkania s ię ; ten pun k t znajduje się w ięc do  
nieskończoności.

59. Warunek ażeby trzy  proste spotykały się w jed n ym  punkcie.

Przypuśćm y że rów naniam i trzech prostych są:

. \ x  -}- B y  -)- C = 0 ,

(1) •, A tx  -J- Bjy -j- Ci =  0 ,

\  AoX B->y +  C2 0 .

Jeżeli x  i y  są spó łrzędnem i p unk tu  w spólnego dla tych trzech  p rostych , po trzeba aby w artości 
na x  i y  w yciągnięte z dw óch pierw szych rów nań , na przykład, i podstaw ione w  trzeciśm  przyw iodły 
je  do tożsam ości; t. j. aby w ypadek z rugow ania zm iennych x  i y  m iędzy trzem a rów nan iam i był 
ze rem ; ma się w ięc:

A B C

(2 ) Ai B, C, =  0 ,

A 2 B, Ca

albo rozwijając

(2bis) • A(B,Co -  B,C,) - f  Ai(BaC —  BC-2) +  Aa(BC, —  B,C) =  ():

takim  jest w arunek  szukany.
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60. Jeżeli M —  0, N —  0, P =  0, są rów naniam i trzech  prostych nie zbiegających s ię , rów nan ie  
jakiejkolw iek proslćj będzie m ożna zawsze sprow adzić do k sz ta łtu :

m, n, p  są ilości stałe . 
Niech b ęd ą  na przykład :

(1 )

mM -j- «N />P =  0 ,

M =  a x  4~ a* —

N =  bx -}- bty  - |-  ^2== 0, 

P = c x - f c , y . 4 - ^  =  0 ,

rów nania trzech prostych sta ły ch ; i n iech będzie :

(2) <xX -f- 6// +  y —  0

rów nanie jakiejkolw iek prostćj dow oln ie w zię tć j; a S, y, s ą  danem i. Będzie m ożna zawsze napisać 
rów nanie tój ostatnićj prostćj pod k sz ta łte m :

mM - |-  »N —j— /jP =  0 ,

t. j . ,  zastępując M, N, P , przez funkcye Unijne (1) k tó re  one przedstaw iaj a:

(3) m (ax  4 -  a oj - f  a j  - f  n(bx +  bty  -j-  b-2) +  p (cx  4 -  c,y 4 -  c.,) =  0.

Dla udow odnien ia lego, dosyć je s t pokazać że m ożna zawsze znaleźć na m, n, p  w artości skoń
czone i wyznaczone tak , aby dw a rów nan ia (2) i (3) przedstaw iały  tęż sam ą p rostą . W yraźm y, 
w  rzeczy sam ćj, że proste (1) i (2) się zbiegają, m a się :

(3)
ma -f- nb - |-  pc __maA -[- 4 - Pci ___m ai 4 " n^i~\~Pci.

a  6  y

oznaczywszy przez X w artość w spó lną tych s to sunków , znajdu je się do w yznaczenia w artości n ie 

zm iennych

(4)

m n p  
X~’ X’ X

, trzy ró w n a n ia :

ma  4 -  nb  4 - p c  =  Xa,

' mo, - |-  nbi - \-p c i = X 6, 

( ma., -)- n b2 pc-2 =  Xy.

W yciągając z tych rów nań  m , n , p , w  funkcyi X i podstaw iając ich w artości w rów nan iu  (3), 
ilość nieoznaczona X zniknęłaby jako czynnik w spólny. Otóż w arunek  konieczny i dostateczny 
aby w artości na m , n, p  były skończone i w yznaczone je s t,  żeby m ianow nik  w spó lny  t. j . ,  w yznaczn ik :

a b c

bi Cl

a-i b-2

by ł różnym  od ze ra ; w aru n ek  ten  m a m iejsce sam  przez się, gdyż jeśliby  to  w yrażenie było zerem , 
trzy p roste  M, N, P , byłyby zbiegającem i się (59); co je s t przeciw nćm  przy ję tem u  założeniu. W ięc ....

8
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X° R ó w n a n ia  je d n o r o d n e .

61. Wszelkie równanie jednorodne i m !e9° stopnia m iędzy spółrzędnemi \  i  y jakiegokolwiek punktu , 
przedstawia pęk  m  prostych mających za wierzehołek początek.

l sze D o w o d z e n ie .

Niech będzie f ( x ,  y) =  0 jak iekolw iek  rów nan ie jed n o ro d n e , a A jakikolw iek p u n k t m iejsca 
przedstaw ionego przez to  rów nan ie  ; spółrzędne (a, b) p unk tu  A m uszą spraw dzać rów nanie dane ,

t. j . ,  że się o trzy m a:

(1) f { a ; %  =  0.

Lecz funkcya f(x ,  y) je s t je d n o ro d n ą , m a się przeto tożsam ość r

(2 ) f [ \ x ,  \ y ) = i mf( x ,  y );  

k tó rato  tożsam ość da, w ed ług  zw iązku (1 ),

(3 ) f { \a ,x b )  =  0;

t. j . , że jak iem kolw iek  bądź je s t p u n k t którego spółrzędnym i są xa i \b  będzie należeć do 
m iejsca określonego przez rów nan ie dane . Olóż p u n k t (\a , Ib) je s t jak im ko lw iek  punk tem  prostćj 
OA; n iech będzie, w  rzecy sam ej, O P r= X a, p row adźm y  PM rów no leg łą  do Oy  aż do jej spotkania 
się w M z OA; m a się :

—  2 ?  lub zkąd M P = X 6.
AB OB’ b a

W ynika ztąd że w szystkie punkta prostćj OA należą do m iejsca geonom etrycznego o k tó rem  m ow a.

Jeżeli («j, bt) są spó łrzędnem i innego  p u n k tu  Aj spraw dzającego rów nan ie d a n e , dow iedzie się 
p o d o b n ie ż  ż e  prosta OA, je st częścią m ie jsca ; e tc ...  W ięc  rów nan ie  f[ x ,  y) =  0 przedstaw ia pęk 
prostych przechodzących przez początek ; otóż, nie otrzym a się w ięcej jak  m  prostych , gdyż krzywo, 
będąca tegoż sam ego rzęd u , nie m oże być spo tkaną w więcej jak  m  punk tach  przez jakąkolw iek  prostą 
n cr ( 3 5 ) .  T ak w ięc rów nan ie je d n o ro d n e  f ( x ,  y ) — 0 przedstaw ia m  prostych  r z e c z y w is t y c h  lub u ro jo 
n y c h  przechodzących przez p o cz ą tek ; n iek tó re z pom iędzy tych m  p rostych m ogą d o  siebie przystaw ać.

2Bic Dow odzenie.

R ów nanie f ( x ,  ij) =  0 je s t jed n o ro d n ćm , ma się w ięc tożsam ość (15)
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Załóżmy ^  =  t ;  w ielom ian 1 ( 1 ,  t), s to p n ia  m , m oże się rozłożyć na m  czynników  le° stopnia

rzeczywiseych lub  u ro jo n y ch ; n iech będzie naprzykład :

/ ( l ,  t )  =  ( t  —  a ^ t  —  a»)... .(t —  ąm).

VTożsam ość (4) daje w ted y , zastępując t  przez -2 ,

a tćm  sam ćm  rów nan ie krzyw ej da się nap isać :

(5 ) / ( # ,  y ) = [ y  —  a ix ){ y ~ -  a.2x ) . . . .{ y  —  a,„x)— 0.

To rów nan ie  będzie oczywiście spraw dzonćm  założy w szy :

albo y  —  aiX —  O,

albo y  —  a.,x =  0,

albo y  —  a,„x —  0.

R ów nanie f ( x ,  y) =  0 jest w ięc sp raw dzonćm  przez spó łrzędne w szystkich punktów  leżących 
na tych m  p ro sty ch ; te m p rostych  stanow ią przeto  m iejsce geonom etryczne przedstaw ione przez 
rów nan ie  jed n o ro d n e  f{ x , y) —  0 .

62. Równanie f(x) —  0, niezależne od y, i  stopnia m , przedstawia  m  prostych równoległych do 
osi rzędnych.

To rów nanie może się oczywiście nap isać:

f ( x ) =  (x  —  a,)(x  —  a2) .. . . ( x  —  a,„) =  0

i podanie w ysłow ione w ynika ztąd bezpośrednio .

63. Liczba związków koniecznych ażeby jakiekolw iek równanie stopnia  m przedstawiało  in prostych  

przechodzących przez początek je s t równą

Liczbą całkow itą wyrazów rów nania je s t  ncr (36) 4 ~ 2) . w e<jłUg założenia rów nanie

m usi być jed no rodnem  nru (61); potrzeba w ięc znieść spółczynniki w szystkich w yrazów  następujących
(yyi I 1) (772 1 *) \

po w yrazach stopn ia m ; otóż liczbą tych wyrazów  je st -------------— - — (m  -f- 1 )> albo

m(m - f - 1 )
2

W n io s e k  1 . Ażeby jakiekolw iek rów nanie stopnia m  p rzedstaw iało  m  p rostych przechodzących 

przez jakikolw iek p u n k t dany , po trzeba 4 - związków m iędzy jego spólczynnikam i.



Niech będą, w  rzeczy sam ej, a i b spó lrzędnem i p u n k tu , przen ieśm y początek w  ten  punkf, 

m usim y zrobić je d n o ro d n e m  now e rów nan ie , co prow adzi do zw i^zków.

W n i o s e k  2 .  Ażeby jak iekolw iek  rów nan ie  stopnia m  przedstaw iało m  prostych  zbiegających 

się, potrzeba 4~ 1 ) —  2 J  zw iązków m iędzy jego  spółczynnikam i.

P u n k t zbiegania się je s t nieoznaczonym , po trzeba  w yrugow ać ilości a i b m iędzy związkam i po
przednio  o trzym anym i; w ięc__

64. Liczba warunków  ażeby jak iekolw iek  rów nan ie stopn ia m  przedstaw iało  m  p rostych  rów no-
yn[ffi _L |  ]

ległych do jednej z osi spó łrzędnych  je s t rów ną —i— • Przychodzi się do tego w niosku opie

rając się na podan iu  n ru (62) i rozum ując zupełnie tym że sam ym  sposobem  ja k  poprzednio .

. Można to  w yprow adzić także z podań  w ystaw ionych w  n rze (68), a dających się zastosżw ać do 
przypadku p rostych  rów noleg łych .

XI". P u n k t a  i pr o s t e  u r o jo n e .

65. W prow adzenie u ro jonych  do  b ad ań  geom etrycznych je st rzeczą n ieodbicie  potrzebną, bez 
czego, w ysłow ienia ogólne stałyby się n iepodobnem i, p raw a ogólne zniknęłyby. W  geom etryi 
ana litycznej, ilości u ro jone p rzedstaw iają się kon ieczn ie; w  tym  celu dosyć je s t oznaczyć z do 
kładnością znaczenie k tó re  w inniśm y przyw iązyw ać do tych w yrażeń i w skazać um ow y, które 
nam  w ypada przyjąć.

K iedy spółrzędne x  i y  są rzeczyw istem i, w yznaczają one jak iko lw iek  p u n k t; kiedy te spółrzędne 
będą u ro jonem i, pow iem y że one wyznaczają jak iko lw iek  punkt urojony.

Diva punkta urojonych sprzężone są dw om a punk tam i u ro jonem i, k tórych  spółrzędne są w zględnie 

uro jonych  sp rzężonem i; i tak

( x t —  a -f- a t\J—-1 ,
(1) M,  _____

\ !/i —  b “I-  —  1 '

są dw om a punk tam i urojonych sprzężonem i.

R ów nanie 18° stopn ia , ze spółczynnikam i rzeczyw istym i,

(2) A x - f B y - f - C = 0

przedstaw ia jakąko lw iek  p ro stą ; to rów nanie je s t spraw dzone przez spółrzędne w  niezliczonćm  
m nóstw ie punk tów  rzeczyw istych ; ono jest także sp raw dzone przez spółrzędne w  niezliczonem  
m nóstw ie punktów  u ro jo n y ch ; lecz je d n em u  punk tow i urojonem u (leżącem u na tćjże sam ćj prostej) 
odpow iada zawsze jak iko lw iek  p u n k t u ro jony  sprzężony (leżący na tejże sam ej p rostej). *

Kiedy spółczynniki rów nan ia  (2) b ęd ą  u ro jo n y m i, pow iem y że rów nanie (2) przedstaw ia ja k ą 
kolw iek prostą urojoną.

Z robiem y nad p rostem i u ro jonem i spostrzeżenia następu jące :

f i 'J  ROZDZIAŁ I .

M,
( x2= a  —  ffjV —  !, 

\  y - i — b —  V — 1 .
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1« Je st zawsze jakikolw iek p u n k t rzeczywisty leżący na jakiejkolw iek prostćj u rojonej i nieznajduje 
się na niej jak tylko je d e n ; w  rzeczy sam ej, rów nanie tego rodzaju prostćj je s t kształtu

to rów nan ie  je s t oczywiście spraw dzonćm  przez spółrzędne p u n k tu  rzeczywistego przecięcia się 
dw óch  prostych rzeczyw istych.

nie może oczyw iście w n iem  się znajdow ać ty lko sam  jeden  p u n k t rzeczywisty, gdyż inaczej p rosta  
byłaby rzeczyw istą.

2° Nazwiem y spółczynnikiem  kątow ym  prostć j uro jonej (3) stosunek

t. j . ,  kiedy p u n k t rzeczywisty leżący na prostej u ro jonćj będzie w  nieskończoności.

3° Na jak iejko lw iek  prostej u ro jonćj, n ie  m a pary pu n k tó w  uro jonych  sprzężonych , chyba 
w  nieskończoności.

Kiedy w yrazim y, w  rzeczy sam ej że rów nan ie  (3) je s t spraw dzonćm  przez spółrzędne dwócłi 
punk tów  (1), o trzym a się cztćry  związki.

(3) (A, +  a .,v^ T ) x +  (b , +  b ,\A^T).v +  (c, +  <W— 1) =  o ;

(4)
A jar —|— B,y —)— Cj —  0 ,

A a X + B - jy +  C2 = 0 ;

Ai + AaV— l.
Bt —|— B.2\ / ~ l ’

lecz spółczynnik kątow y będzie rzeczyw isty kiedy się o trzym a:

A, _  A.,
B. —  B ,’

A\(i —{- B J) —(— C2 — (A2<?i B2 bi) zzz 0, 

A2a —|- B2A —J- C2 (Aj#! —[- B,6j) =  0 , 

A (a — B ,6  —[- Gj —f - (A 2flj — Bo6|) =  0 ,  

A 2a - ) -  B -Jj - ) -  C -2 —  (A|flj - j -  B,A,) =  0 ;
zkąd w ypada :

^ A j f l  - f -  B (6 G |  —  0 ,

(  +  B2ó 4 - C2 =  0.

Ilości di i 6, są różnem i od zera , dw a 1sie związki w ym agają żeby było

a w tedy w artości n a  a i i  dane przez dw a osta tn ie  są nieskończonem i.



4° W szelka prosta  przechodząca przez dw a pu n k ta  u ro jone sprzężone je s t rzeczywisty. Ten fakt 
fi następstw em  spostrzeżenia poprzedzającego; jego spraw dzenie je s t wreszcie ła tw ćm .

66 1°. R ów nanie jakiejkolw iek prostćj rzeczyw istćj może być przedstaw ione przez:

(5) ------- — =  - -----—, gdzie m- —I— =  1;
m  n

ilości m  i n  wyznaczają dyrekcyy dodatny tćj p rostć j poczynając od p u n k tu  Mj, ilości —  m  i —  n 
wyznaczają dyrekcyy odjem ny (ner (41), 4°).

ozciygniem y tę  um ow ę do prostych u ro jonych ; dajm y że x u y u m , n , sy u ro jonem i, pow ie
my że m  i n  w yznaczają jeden  z k ierunków  prostćj urojonćj (5), a zaś — m i —  n wyznaczają 
inny  k ie runek  w p ro st p ierw szem u przeciw ny.

2° W  przypadku odcinka rzeczyw istego MjM-2 w idzieliśm y ner ( 3 3 )  rów nanie (10), że długość 
go odcinka będzie dany co do w ielkości i co do  znaku przez zw iązki:

m _  ** —  x i —  ?/2 —  yiiM j LM-) -----  -----z------------ -----  --- -J------— y
d o s a  C1 0 S 5
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albo

(6) przypuściw szy

m ,m 2 — x - Xi —  y ^ z J h
m

w2 -(- n? =  1 .
y

Gdy Mi i M2 sy dw om a pu n k tam i u ro jonem i, zgodzim y się określić przez rów ności (6) w ielkość 
i k ie runek  odcinka M,M2.

Niech będy M |, M2, M3, trzy punk ta  u ro jone w  linii p ro s tć j; ' kiedy m  i n sy ilościami 
w yznaczajycem i dyrekcyy tej p ro s tć j; o trzym a się, w ed ług  tego co poprzedza:

MiM ..= ^ _ h £ j  iub
m

M2M3 =  lub

M3M, =  —----- - 3 lub
m

zk$d w ypada

( 7)  M jM -2 - j -  M 0M 3 7}- M 3M 1 0  y

n

y  3 -  »/2
11

//> —  7/3.
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je s tto  podan ie zasadnicze o dodaw aniu  odcinków  w linii prostćj; w idzim y że ono daje się zasto
sow ać do odcinków  urojonych.

Tak w ięc znajduje się dokładnie w yrażonćm  znaczenie k tóre w inniśm y dać w yrażen iom : dyrekcyą  
jak ićjkolw iek prostej urojonej; kierunek i  wielkość jakiegokolw iek odcinka urojonego ; dodawanie 
algebraiczne odcinków urojonych  w  lin ii p rostć j.

67. N akoniec zgodzim y się zastosow ać do punk tów  urojonych w zory (2) n™ (52). I tak , majyc 
dane dw a p u n k ta  uro jone M ^x ,, yj) i M.2(r.2, y>), związki.

wyznaczy jakikolw iek p u n k t N ( x ty), ogólnie u ro jony , dzielący odcinek urojony MiM2 w  stosunku

przyjm iem y także do znakow ania odcinkow  uro jonych  um ow ę nru (5 3 ), s to su n ek  —  może 

także być urojonym .

Jako  przypadek szczególny tych  w zorów  p u n k t środkowy M odcinka uro jonego  M,M2 będzie 
określony  przez zw iązki:

Punkt środkowy odcinka utw orzonego przez dw a p u n k ta  urojone sprzężone je s t rzeczywistym .

X \  — X o  

X —  2 "

§ II. — KĄTY I ODLEGŁOŚCI.

i u K ą t  ja k ie jk o l w ie k  pr o st ć j  z o sia m i sp ó ł r z ę u n y c u .

08 . Maj§c dane rów nanie jakiejkolw iek prostćj

(1) A x  +  By +  C =  0,

( 2) A __ wsi a
B W St(0 —  a ) '

a je s t k§tęm  prostćj z osig odciętych.
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Z rów ności (2) w yciąga się

«(w st0 d o sa  —  w stadosS) —  w s ta ;

zkąd

(3) Sla 1  -}- ad o sG ’
a w st0

ten w zór daje poznać k ą t a p rostej z osią odcię tych  w  funkcyi spółczynnika k ito w eg o  a  z tę  p rostą . 

Kieby osie są p rostokątne, 0 =  90°, i m a s i ę :

Dowodzi się bezpośrednio, za pom ocą w zoru  (3), że jeżeli spółczynniki kątow e a i a' dw óch 
p ro sty ch  są rów ne, dw ie p roste  są rów noleg łe .

Ma się w rzeczy sam ćj, oznaczając przez « i <*' kąty  tych p rostych  z Ox,
<*

a w s t0

jsie rów nanie daje  dw ójsieczną kąta części dodatnych  osi; 2 g'c daje dwój sieczny kąta spełniającego 
k ą t osi dany 0 ., t . j . ,  dw ójsieczną k ą ta  (n  —  0).

69. Związek m iędzy kątami jakiejkolw iek prostej z  osiami; wyznaczenie tych kątów.

Prow adźm y przez początek spó łrzędnych  rów noleg łą do p rostć j u w aż an ć j; n iech bądą a i 6 kąty tćj 
prostćj z osiam i O x  i Oy ,  te  kąty  są określone jak  to  było pow iedzianćm  w  przypadku 5lJm, nru (UO) ;

niech  dędzie M jakikolw iek p u n k t p ro ste j, i OM = p ;  rzućm y obw ód OPM spółrzędnych x  i y ,  tego

(3 bis) st*  =  a.

s t a  —
1  -(- « d o s 0 ’

o tó ż  je ś li a' —  a, w ypada oczyw iście s t a '— st« ; lub

a '  : -  a kiz.

W ynika także że zw iązku (2) żc rów naniam i dw ójsiecznych kątów  osi są :

y  —  x =  0 , y - f  x = 0 ;

Y
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punk tu  na Ox, Oy ,  i^OM, m a się (9 je s t kgtem  osi)

f  x  +  y d o s 0  =  pdosa  

(U)  ̂ x d o s 0  -4 - y —  pdosG

a?dosa i/d o s 6 =  p.

R ugujyc a; i y między tem i rów nan iam i, znajdu je się zwigzek szukany m iędzy kytam i « i 6, to  je s t:

(5)

1  d o s0 dosa

dos0 1  dose

d os*  d o s 6 1

=  0 ;

ta rów ność przestaw ia się pod ksz ta łtem  n as tęp u jący m :

(6) dos2« -j- dos2S —  2 d o sa d o sS d o s0  =  w s t2 0.

Będziem y m ieli w  w ielu  zdarzeniach  sposobność użycia tego zwiyzku.

Jeżeli się daje rów nanie prostćj

A.x -f- By =  0,

identyfikując to  rów nan ie z rów nan iem  w ynikajycćm  z dw óch  pićrw szych ró w n ań  (4), to  je s t :

ie -l- j/d o sO  __xdosO  -f- y
d osa  dos£ ’

znajduje s ię :

dos£ —  d o s« d o s0 dosSdosO  —  d o sa  ,(7)  --------------= -------------- _ ------- . = * .

Z rów ności (7) w yciąga się

i , , A dos0  — B 
\ dos a =  k ---------— ---- ,

(10) ) w s l ®
A —  B dos0I dosS =  k

w st -0

Podstaw iw szy te  w artości w  zwiyzku (6), w ypada, po n iek tórych  uproszczeniach,

. 0 __  . WSt40
^   ̂ —  A- +  li- —  2A B dos0

Ma się w ięc ostatecznie

( doso  =  ■ A d o s 0 B

( 1 2 )
\  ±  \/A.'2 +  B2 —  2A B dos0>

) dosS = _____ A - B d o z O _____ : „kad  d n s“ -  A dos0  B
V ±  \ / a 2 - ( - B2 —  2 A B dos0 dose  A — B d o s 0 ‘
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Znaki górne i dolne pow inny  być brane razem ; i jak iem kolw iek je s t założenie w ybrane, dyrekcya 
prostćj znajduje się bez dw uznaczności, jeśli się m a wzgląd na dw a rów nan ia  (42) jednocześn ie .

1 1 °  K ą t  d w ó c h  p r o s t y c h .

70. N iech będą rów naniam i dw óch prostych

(1)

rów nan ia  k tó re  m ożna napisać

( Aa? By -)- C =  0 

( A ^ - J -  Bjy  —(— Ci =  0 ,

/  __A ,  _ C
y  =  a x  -f- b . . B ’ B ’u 1 , załozywszy i

(2) \ y  =  a ix Ą - b i j A, c ,

Jeżeli a  i ai s§ katam i, części dw óch p ro sty ch , znajdujących się po nad  osią odciętych, z dyrekcyą

dodatnej osi, m a się 
( 3 )  Y =  a i  —  « .

V je s t kątem  AIAi.
Z tąd w ypada

s tV =  sła‘ - st“

Otóż w edług  nra (68)

« w st0 , AjWStO
S ta  =  -— :-------: St a, —

1  +  adosO ’ 1 l  +  « id o s e ’

podstaw iając te w artości we wzorze poprzedzającym , znajduje się

. v  _  K  — a)w st0 .
W  i  _|_ (o -(- a,)dos 0 -(- aa, ’

. . ■ A A,
a 'b o , zastępując a i a i przez ich w artości —  —  g -

. . . .  (ABi —  A(B )w st0_______
6ts) s l ' —  AA, -f- Blii —  (ABi +  AiBJdos 0
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W  przypadku  osi p rostokątnych , gdzie 0 =  90°, te  wzory stajg. się

(5) s tV  =  " '

(5 bis) stV  =

1  4 " Cltti

AB, — A,B 
AA, - f  BB,'

Dwie p roste  tw orzą zawsze dw a kąty  spełniające ; kiedy się żąda, za pom ocą tego w zoru, ocenić 
bez dw uznaczności jed en  z tych kątów , będzie potrzeba naprzód napisać związek (3) określający 
kąt uw ażany, przypom inając sobie powyżej w zm iankow ane znaczenie kątów  <x, k tó re daje 
w zór (3) nru (68).

R o z t r z ą s a n ie  w z o r ó w  (lt) i (5 ).

Uważmy naprzód że licznik i m ianow nik w artości s tV  nie m ogą być zeram i jednocześn ie dJ» 
w artości rzeczyw istych na a i a,.

W  rzeczy sam ej, w st0  je st różną od zera, przeto gdyby się m iało jednocześn ie

a, —  a —  0 ,
\

1  -f- aai 4 -  (a -(- a i)dos0 =  0 ;

ztądby w ypadło

1 —f- a2 —)— 2a dosO =  0, lub (a -4- dos0 )2 -f- wst-0 =  0;

rów ność nie m ogąca nigdy być spraw dzoną, poniew aż w s t0 je s t różną od zera.

1° Aby dw ie proste  były rów noleg łe , potrzeba i dosyć je s t ażeby s tV  była zerem , t. j . ,  aby 
spółczynniki kątow e były sobie rów nym i.

2° Aby dw ie proste  były p rostopad łe , trzeba i dosyć je s t aby stV  była nieskończoną; w ięc, 
w edług uw agi zrobionej, będzie m iało m iejsce, jeżeli

(6) 1  aai -)- (a 4 - « i)dos0 =  0 ;

a w  przypadku  osi prostkąlnych

(6 bis) i  a a , —  o.

Związek (6) albo (6 bis) je s t w arunk iem  (koniecznym  i dostatecznym ) aby dw ie proste  były 
p rostokątnem i.

71. Można jeszcze rozwiązać to pytanie sposobem  n as tęp u jący m :

Niech będą  «, i S, kąty prostej OM, z osiami, i S2 M y  prostej OM2; prow adźm y spółrzędne

O : f :

jakiegokolw iek p u nk tu  M, pierwszej p roste j, i rzućm y obw ód OPM, na O x, Oy  i OM, oznaczywszy



przez V kąt M,OM2. Z najduje się tym  sposobem , zakładając OMi =  l:
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x  -f- ydosO =  l  d o s« ,, 

x d o s 0 -f- y  =  /d o s  5i, 

x d o s « 2 -f- y d o s ? 2 =  /d o sY ; 

w yrugow aw szy x ,  y  i l m iędzy tem i trzem a rów nościam i, znajdu je^się

1  d o s0 dos a,

(1 ) dosQ 1  d o s 61 = ; 0 ,

d o sa -2 d o s ?2 dosV

albo
• i'- < M-M I:V> it r

(Ibis) w st20dosV  =  d o sa ,d o sa 2 +  d o s 6id o s62 —  ( d o s ^ d o s ^  4~ dos« 2dosę,)dos0 ; 

a  w  przypadku osi p ro s to k ą tn y ch :
/

(2 ) • dos Y =  dos aidos ai -f- dos 6,dos 62*

Jeżeli teraz rów nan ia  dw óch prostych  są dane pod  kształtem

(3 ) ( Aa? —(— By —f- G =  0,
(  A jX  - j -  B | y  C i  —  0 ;

w yciągnie się naprzód  je d n ą  po  drugiej w arto ść  d o sa ,, d o s 6,; d o sa2, dos&2. za pom ocą wzorów 
(12) nru (69); po  czćm , podstaw iając  te  w artości w e wzorze (1 bis), o trzym a się

^  dosY  =  _______AA| - |- B Bt ■p- (A |B  -f- ABQdosO 4 : : r
±  V a 2 4 -  B- —  2ABdos0\/A? +  B* —  2A,U1 dos0

T en  w zór daje dw a kąty  spełn ia jące jak ie  tw orzą dw ie p ro s te ; z tąd to  pochodzi "obecność znaku 
podw ójnego .

111° R ó w n a n i e  p r o s t ć j  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  p u n k t  d a n y  i  p r o s t o p a d ł e j  d o  u n i i  p r o s t ć j  d a n e j .

72. Przypuśćm y naprzód  p u n k t dany  przez jego  spó łrzędne Xi i y t.
R ów naniem  ogó lnem  prostych  przechodzących przez ten  pun k t je s t

y  —  y i =  a '(x  —  x ,) ;

aby ta  p ro sta  była p ro sto p ad łą  do prostćj danćj

(1) y  =  a x  4 -  b

potrzeba aby spółczynnik  kątow y a spraw dzał związek n™ (70)

aa! ( a a')dos 6 =  0 ;



zkąd się w yciąga

/•on n ' — —  ^ ~ ł~  a  d o s  Q
'  « - f - d o s 0

R ów naniem  prostopadłej szukanej je s t w ięc

a w przypadku osi p rostokątnych

\
(3 bis) y  —  y l — — - { x — x l).

73. Przypuśćm y punk t dany przecięciem  się dw óch  prostych
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(1)
M = m x - (- m iy  - |- m 2 =  0 , 

N =  n x  n{y n2 =  0 ;

i n iech  będzie rów nanie prostej danćj

(2) A ar +  B y  - f  G =  0 .

B ów naniem  ogólnćm  p rostych  przechodzących przez p u n k t (1), je s t

(3) M +  xN =  0 , 

lub
(m -j-  \n )x  -f- {mi =  0 .

W yraźm y że ta  p rosta  je s t p ro stopad łą  do prostój danej (2); m a się, postaw iw szy się w  przypadku 
osi prostokątnych

A m  4 -  xn ____ j  >
B ’ OT, 4 "  >«1 ~~

zkąd się w yciąga

X = Am 4~ Bot,
An 4~ Bn,

Rów nanie prostopadłej będzie, zatóm

,. . m x  4 ~ w,;/ 4 - OT.j__n x  Ą -  w,y -)- n*.
' Aot -J- Bot, Aft 4*

IV0 O d l e g ł o ś ć  p u n k t u  d a n e g o  o d  l i n i i  p r o s t ź j  d a n ć j .

Ih . P rzypuśćm y naprzód osie p ro sto k ątn e .

1° R ów nanie prostćj je s t  dane pod kształtem  nru (40)

(1 ) tfdosw  4 - y w stu  — p  =  0 ,

i n iech  będą x 0, y 0 spó łrzędnem i punk tu .
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Dwa przypadki się przedstaw iają :

l “ y P rzypadek  : P unk t M0( r 0, y 0) i początek spółrzędnych są z obu  slron  p rostćj. Prow adźm y 
rostopadłą M0I i spółrzędne p unk tu  M0, po tćm  rzućm y obw ód OP0M0I na OH; m a się

p  —  x 0dosa> -[- yow stu  -j-  (?0dos(M 0I, OH),

JL’0 10

oznaczając przez $0 w artość bezw zględną odległości szukanej; otóż kąt M0I z OH je s t rów ny 180°, 
w ięc

( 2 ) $0 =  ą;0dosw -f- i/owsto) — p.

2p P rzypadek  : P u n k t M'0(Vo, y '0) i początek O są z tej samej strony  względem  prostćj. Rzućm y 
jeszcze na OH obw ód OP'0M'0I'H ; ma się

p  —  a;'0dosa> -)- y 'o w stu  +  fodos(M ^pT oH ),

oznaczyw szy przez S'0 w artość bezw zględną odległości. Otóż kąt M'0I' z OH jest tu  także ró w 
nym  180°, a zatem

(3) (S'o —  p  —  x '0dos&)— j/'ow stu.

S łow em , odległość p u n k tu  M0(x0, y 0) od prostej

(1 ) xdos& >-(-yw stw  —  p  =  0

je s t  daną, w  w artości bezw zględnćj, przez wzór

(4) 8 =  ±  (# 0dosG> -j- 7/oWstw— p ) ;

- ( - je ż e li  początek i p u n k t M0 są z obu  stron  p rostć j; — jeżeli początek  i pun k t Mo są z tćj sam ćj 
strony  w zględem  prostej.

2° R ów nanie p roste j je s t danem  pod kształtem  ogólnym

(5) Acc -f- By C =  0.

To rów nanie m oże być sprow adzonem  do kształtu

(6) rd o s w  - ( - y w s tw — p  =  0 , 

założywszy w arunki

( 7 )
dOSw w s u  — P dos2(O -)- w st2 u  =  1 .

A B C ’ 1

Otóż odległość p u n k tu  (x 0, 2/0) od prostćj (6) je s t

S =  a;0dosw 4-2/oW stu —  p.
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Zwiyzek (7) nam  daje na w artości ilo śc i n ieznanych d os« , w s t« , i p

(  dosw = ----- - -

Bwst<i> =
li-

—  C

\  ± V a 2 + b 2

P odstaw iając w  w yrażeniu poprzedzajycem  n a  8, będzie

/o \ ,  A^o -f~ B?/o 4 -  O
(8) '  ± v ® + T P  '

T ak  w ięc odległość punktu  od prostej je s t równa  l szf!i stronie równania prostej, w którem się zastąpiło 
x i y przez spółrzędne punktu danego, podzielonej przez pierwiastek z sum m y kwadratów spółczynników  
ilości zmiennych.

75. Przypuśćm y teraz osie pochyłe.

1 “ « M e t o d a . Możemy przypuścić rów nanie*prostej danćj sprow adzone do kształtu

(1 ) xdosw  y d ° s (0 —  u>)— p =  0 .

Rzucając obw ód OP0M0I1I na prosty  OH i rozum ujyc jak  w  przypadku  poprzedzającym , widzimy

że odległość w  w artości bezw zględnej p u n k tu  M0(x0, y 0) od prostćj (1 ) je s t dany za pom ocy w zuru

(2 ) S =  +  (a?„dos&> -f- y 0d o s(9 — u ) — p )\

bierze się znak 4 " j jeżeli p u n k t M0 i poczytek sy z obu stron p ro s tć j; bierze się z n a k — , jeżeli 
p unk t M0 i poczytek sy z tćjże sam ćj strony  w zględem  p rostć j.

Jeżeli teraz rów nan ie prostćj danej je s t

(3) A x - j -B y - j-G  = C ,  

sprow adzi się je  do kształtu  ( 1 ) zakładajyc
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odległością szukaną będzie w tedy , nie zw ażając na znak,

i  —  x 0 dos to -f- yodos(0 —  o>) — p.

Dla w yznaczenia ilości nieznanych d osu , dos(0 —  u ), p , uw ażm y że u i (0 — w) są kątam i p roste j OH 
z osiam i, i że m iędzy tym i kątam i m a się związek (6) n™ (69),

(5) dos2w -f- dos2(0 —  u>) — 2doswdos(0 —  &>)dos0 =  w st20.

Oznaczywszy przez k  w artość w spóluą stosunków  (U), w yciąga się ze związku (5)

w s t0
(6) k =

±  y/A2-)- B 2 —  2A B dos0

Z tąd w yciągniem y ła tw o d o s« , dos(0 —  u) i p ; podstaw iając  te  w artości w w yrażeniu  na S, 
znajduje się

(Axo + R ,y o +  C)w st0 .
(7) o :zr=------ : .— • y
w  ± V /A'- +  13-i—  2A Bdos0

jestto  w yrażenie odległości p u n k tu  (x 0, y 0) od prostej

A x  - f  By - f  C =  0.

2ea M e t o d a . Możemy przypuścić rów nan ie  prostćj danćj

(8) A.X -{- By -(- C =  0 

sprow adzone do kształtu

(9) y  =  ax-{-b,  

założywszy

(10) * =  - j r

R ów nanie p ro ste j, poprow adzonej przez pun k t dany M0(^0, y0) p rostopad le do prostej (9) 
będzie ner (72)

1 4 - « d o s 0 , .
. d o

■ \

N iech będą x  i y spólrzędnem i spodka P tćj p rostopad łćj, znajdziem y 

___ 2
M0iJ =  (x  — Ar iy  — y o f  +  2 (x  — x o) (y — yo)d o s0 ;



otóż, otrzym a się spółrzędne x  i y  p u n k ta  przecięcia się dw óch prostych AD i M0P , rozwiązując 

dw a rów nan ia  (9) i ( 1 1 ); lecz, gdy w yrażenie na ftl0P, nie zaw'iera w  sobie ty lko  różnice (x — x 0) 
i (y —  y 0) rów nież jak  rów nan ie  (11), będzie lepićj przyrządzić także rów nanie (9), aby n ie  zaw ierało 
w  sobie tylko też sam e ró żn ice ; co się zrobi pisząc je  w sposób następujący

(12) y —  y 0 —  a ( x — x 0) - \ - ( a x 0 -]r b ~ i j a).
t

Rozwiązanie rów nań  (1 1 ) i (1 2 ) w zględem  (x  — x 0) i [ y — y0) nam  daje

(,Vo—  a*n —  ł>)(a +  d o s  9)

 ̂ i ° 1  “1“ 2 cidos0

) _  (//o —  axo —  b) ( 1  +  a dosG)
\ J  y ° 1 - f - a 4 - ) - 2 « d o s 0

Podstaw iw szy te  w artości w  w yrażen iu  n a  M0P , otrzym am y 

a* =  M0P “=  [(a +  d o s 0)2 +  ( 1  -f-adosO )2 —  2 (a - f  d o s 0) ( l  +  a d o s 0)d o s 0] ;

po w ykonaniu  wszystkich uproszczeń , w ypadnie w yciągając p ierw iastek  kw adratow y :

(1 5 )
+  V 1 +  2 a dos 0 -)- « 2 

albo, zastępując a i b przez ich  w arto śc i ( 1 0 ) :

(Ax,, -f- R ?/0 -f- C)\vsl0
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(16)
— \/A"z — B2 —  2 A R d o s0 

7 6 . S t r e sz c z e n ie  i r o z t r z ą sa n ie .

•1° Kiedy rów nan ie  prostćj je s t danćm  pod kształtem

(1 ) x d o f w y d o s (0 —  u ) —  p  =  0 ,

od leg łość , w w artości bezw zględnćj, p u n k tu  M„(.r0, y0) od tej prostćj będzie d an ą  za pom ocą wzoru

(2) 3 —  ±  (x0dosco y udos^G — «o) — p ) ;

m u s i ’się wziąć znak - j- ,  gdy punk t M0 i początek b ęd ą  z obu stron  p ro s te j; w eźm ie się z n a k — , 
kiedy p u n k t i początek spółrzędnych będą z tćjże sam ej strony  w zględem  prostej.

W  p rzypadku  osi p rostokątnych , lów nan iem  prostćj będzie 

( 1  bis) x d o f u - f y w s t u  —  p  =  0 ,

a  o trzym a się na w yrażenie odległości

(2  bis) 5 —  + ( x 0do£<o -(- y0w stu  - p ).]

2° K iedy rów nan ie prostej je s t  danćm  pod kształtem

(3) A x  -j-  By - ( - 0  =  0,
10
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odległość p u nk tu  M0(#0> yo) od tej prostćj będzie daną za pom ocą w zoru

, _  (Ax„ +  By,, C)wstO 
’ ±  \'' A‘J —f- li- —  2 AB (los 9

/ / N  * ”r  tJvo i . . i , ,

w  « , A ^ . a (os.e pochyłe)

(4 5is) , 3 =  (osie p ro stokątne).

Aby te o sta tn ie  w zory daw ały w artość  bezw zględną od ległości, będzie potrzeba poprzedzić p ie r
w iastek znakiem  -f- lub  —  w edług  tego jak  licznik będzie dodatny lub  odjem ny.

Rozw iążem y, przy tej sposobności, py tan ie następujące przedstaw iające się często w  innych  
zdarzeniach.

M ając dane punkt M0(.r0, y 0) i  prostą

(D) A x  -f- By -\- C =  0,

znaletć znak wyrażenia

(A^o “H By0 -(- C).

Jeżeli B >  0 , w yrażenie (Aa?0 - f - % o  H~ C) będzie dodatnem  lub od jem nem  w edług tego jak 
pun k t M0 będzie na w ierzchu  lub pod spodem  prostćj (D), idąc rów nolegle do osi rzędnych dodatnych  ; 
jeżeli zaś B <  0 rzecz będzie się m iała o d w ro tn ie .

Jeżeli A >  0 , wyrażenie [k x 0 By0 -j-  C) będzie dodatnem  lub od jem nem  w edług  tego jak  
p u n k t M0 będzie na praw o lub  na lew o linii (D), idąc rów nolegle do osi odciętych od jem nych ; jeżeli 
zaś A <  0, w yrażenie powyższe przyjm ie znaki p rzec iw ne.

Aby dow ieść tego podania, zauw ażm y naprzód  że jeżeli p u n k t M0 jest na w ierzchu prostej (D), 
w artość algebraiczna rzędnej p u n k tu  będzie w iększą jak  w artość algebraiczna rzędnej prostćj odpo- 
w iednićj odciętej p u nk tu  danego ; okaże się to łatw o rozbierając trzy położenia m ożliwe p u n k tu ,  to

je s t M0) M'0, M"fl. Rzecz je s t w idoczną dla dw óch pierw szych po łożeń ; co się tyczy 3cic8° M"0, ma się, 
w  w artości bezw zględnćj, M"0P"0 <  1V VV> otóż rzędne są tu  o d je m n e ; w ięc e tc ....

To przypuściwszy, w artością algebraiczną rzędnćj p u nk tu  je s t y0 : w artością algebraiczną rzędnćj 

linii p rostćj, d la odciętć j x 0, je s t —  A r°^il l 9 ; m a się w ięc, w edług  spostrzeżenia poprzedzającego,

* > - * » + £ ,  lub

Jeżeli B je s t dodotnćm , w ypadnie z tąd , m nożąc przez B,

Aa?0 -f- Ry0 -)~ C ^ > -0



jeżeli zaś B jest od jem nćm , otrzym a się

“I-  Byo -j-  C < 0 .

Różne części podania w ysłow ionego dow iodę się tym że sam ym  sposobem .

77. Równania dwój siecznych kątów dwóch lin ii prostych.

Niech będę rów nania dw óch linii prostych

( A S H - B y - t - C = 0 ,

\ A —j— Bjy —)— 0 .

Znajdziem y po prostu  rów nanie dw ójsiecznćj, w yrażając że odległości od jak iegokolw iek  punk tu  
( x ,  ij) tćj prostej do dw óch prostych  danycli są rów ne m i, co daje , w edług  w zoru  nru (76)

Ax  By - |-  C ____AjX  -j- B,?/ L t________

\JA~ - ł-  B'2 —  2 A B dos0 ~  —  \Ja \ - f  Bf —  2A iBidos0 ’

B iorąc kolejno znaki - f  i —  m a się rów nania jednej i drugiej dw ójsiecznćj : Gdyby się chciało 
wyszczególnić je d n ą  z tych dw ójsiecznych; w yznaczy się, w ed ług  położenia jednego  z tych punktów , 
znaki funkcyi (A x  -f- B y  +  C), (A ix  -f- B ,y +  Ci), m ając w zgląd na uw agę n™ (76); wybierze się 
w tedy znak -j- lub — tak, ażeby dw ie strony  rów nan ia (2) m iały tenże sam  znak. Spraw dzi się bez 
trudnośc i, że dw ie dw ójsieczne są p ro stokątnem i, to  je s t że ich spółczynniki kątow e spraw dzają 
związek

1 —f- (a —}— ai)dos() -j-  aai =  0 .

Będzie m ożna, zająć się w yznaczeniem  dw ójsiecznćj w ychodząc w prost z sam egoż jć j określenia, 
to je s t dzieląc na dw ie części rów ne k ą t dw óch prostych d an y ch ; je s t tam  do przeprow adzenia całego 
zadania po trzebna dyskussya k tóra wskaże początkującym  dla w praw y w yborne do w ykonania 
ćwiczenie.

78. Mając dane kąty [m, SL) i (a2, 6>) dwóch prostych z osiami, znaleźć kąty dwójsiecznćj z temiż 
samemi osiami.

%
W eźm y na każdćj z p rostych , dw ie d ługości OM, i OM-> ró w n e je d n o śc i; jeżeli M je s t punk tem

LINIA. P R O S T A . 7 5

w którym  prosta MtMo spotyka dw ójsieczną, o trzym a się między p rostopad łem i spuszczonem i z tych 
trzech punktów  na osie O x  i Oy ,  związki następujące :

,2MP =  M ,Pj +  M>P2; 2MQ =  M1Q1 +  M.,Q>;
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lu b , oznaczając przez a i 6' kąty  dw ójsiecznćj OM z osiam i O# i Oy ,  a przez P długość OM :

( 1 )

Z tych  rów ności w yciągniem y

2 pdos<x' =  d o sa x -f- dos«.,; 

2pdos5' =  dose, -j- dos£>.

/  dos-aj-l-dos2̂  —2 dosaidos61dos0 

4p2[dos2a '-f-dos2e'— 2 dosa'dosS'dos0] =  j -)-c*os2“-2+ d o s 2e^— 2 dos«2dos62dos0

V —[- -(dosa idosa2- |—dos^|dos^2— (dosajdosfio-!-  dosa->dos?i)dos0

otóż, m ając wzgląd na związek (6) n ru (69) i na związek (1 bis) nru (71), ta rów ność staje s ię , dzieląc 
jej obie strony  przez w st20 :

4 P2 =  2 -j-  2dosV ,

Y
lub  w ed ług  zw iązku 1  -}- dosV  =  2 dos2 — ,

(2 ) e2 = d o s 2| ,

Y je s t kątem  dw óch prostych danych.

Dla drugićj dw ójsiecznćj, o trzym ałoby się

2pdosa ' =  doscq —  dosa-2, 2p dosS' =  dosS, —  dos£2;

dalszy ciąg rach u n k u  odbędzie się podobnież ja k  w  pierw szym  przypadku.

Tak więc gdy  (a l5 £,) i  (a2, 62) są kątami prostych z osiami spółrzędnych a V je s t kątem tych dwóch 
prostych, kąty  («', 6') i  (a", 6") każdej z dwójsiecznych z osiami będą dane za pomocą wzorów nastę
pujących :

/  , , d o s a ,  4 - d o s a o  /  , „ d o s a . —  d0Sa>
[ do sa ' — ------- r- y -------- ! d o sa  = -------------------- i------------

\
2 dos 2 w st —

(3)

d o s 6' =  - °-sg| 1 d o s r  —  flosg‘ - - d n—
V f V, 2  d o s— \ 2 w st —

V 2 \ 2

Nie będziem y się zajm ow ali roztrząsaniem  tych w zorów .

Y ° POWIŁRZCUNIA TRÓJKĄTA W FUNKCYI SPÓŁRZĘDNYCH JEGO WIERZCHOŁKÓW.

79. N iech będą M „ M?, M3 trzy w ierzchołki tró jk ą ta ; a ( z lt ?/i), (#-2) y-i), y 3) ich spó łrzędnem i 
w zg lędnem i; z p u n k tu  Mj spuśćm y p ro sto p ad łą  M,H na bok M2M3 , o trzym a się, oznaczywszy przez 

S pow ierzchnią tró jką ta

2S =  M J I .M 2 M 3 .
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Odległość M2M3 dw ói h punk tów  M2 i M3 w yraża się przez :

M^Ma =  ( ą  — a * )* .-) -  (Ul -  y t f  +  2 ( a  -  X 3) (y-2 -  y»)dO S0;  

co się tyczy MiH, jestto  odległość p u n k tu  Mi od prostćj M>M3 k tórćj rów naniem  jest

7 7

d°)

m a się więc na m ocy nra (76)

(2°) 

przeto  :

M,H

X y 1

X-2 y-2 1 =
*3 2/3 1

X , y. 1 1
X-2 y* 1  w st0

x 3 ?/s 1 I

o;

y/(x2 — x 3)2 +  [y ,—  y3)"'! +  2 (a,-2 — x 3)(y2— y 3)dos0

1

(1 ) , 2S =

a w  przypadku osi p rostokątnych  :

(1  bis) 2S =

X -2

X 3

x t

■To

X 3

y l

y-i

ys

y>

y-i

2/3

1  w st0; 

1  i

1 1

1 I-
1  I

Kiedy jed en  z w ierzchołków  M3, na przykład, je s t początkiem  spółrzędnych , m a się

( 2) 2S =
X i

Xi
yt

y-i
w st0 .

Aby d ruga strona  rów ności (1) p rzedstaw iała w arto ść  bezw zględną pow ierzchni tró jką ta, będzie 
po trzeba poprzedzić w yznacznik znakiem  więcej lu b  m nie j w ed łu g  tego jak  dla przejścia kolejno 
od Mi ku M.2, po tem  od M2 ku  M3, postępu jąc  po obw odzie koła opisanego, obraca się w  k ierunku  
kątów  dodatnycli lub  odjemnych, to  je s t od O x  ku  Oy ,  lub od Oy  ku  Ox'.

Na uspraw ied liw ien ie tego praw id ła , dosyć je s t pokazać, rozbierając różne przypadki m ogące się
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przedstaw ić , że druga strona rów ności (2 ) m usi aby dać w artość  bezwzględną prostopadłej, być 
poprzedzoną znakiem  -f- lub  — w edług  tego jak  ob ro t określony powyżej m a m iejsce w k ie ru n k u  
dodatnym  lub w  k ierunku  odjem nym . I tak na figurze (I) p u n k t M( je s t pod  spodem  M2M3, lecz 
spółczynnik y  w  rów nan iu  (1 °), to  je s t (x3 — # 2) je s t d odatny ; w ięc n a  m ocy n ru (76) d ruga s trona  
rów ności (2 °) m usi być poprzedzoną znakiem  otóż k ierunek  je s t dodatny ; w ięc ......

Na figurze (II) pun k t Mi jest na w ierzchu  prostćj M2M3, a spółczynnik y ,  to jest ( r 3 —  x 2) je s t
dodatny ; w ięc.......Na figurze (III); punk t Mi jest na w ierzchu prostej M2M3, lecz spółczynnik y  je st
od jem ny; a tćm  samćm druga strona rów ności (2 °) m usi być poprzedzoną znakiem  — ; otóż kierunek 
obrotu  je s t od jem ny; w ięc ......

80. P owierzchnia wielokąta.

Niech będą Mi, M2, Mn w ierzchołkam i w ielokąta , a (# „  y t) , (x.2) y2), (x3, y 3) ,...  [xn,  y n) ich
spółrzędne w zględne. P rzenieśm y osie tak, ażeby now y początek był w ew nątrz w ielokąta , i niech 
b ęd ą  x \  i y \  now em i spółrzędnem i p u n k tu  Mi lub  [xi, y t), tak  że

(1 )

a i b są spółrzędnem i początku O'. Łącząc p u n k t O' z różnym i w ierzchołkam i rozłoży się w ielokąt 
na tró jką ty , i otrzym a się

(2) 2S =  w st 0 (1 x 'l y'i
+

x'2 y 'i
■+••• + 1

\ i y'% x'i y's !

x y « ~ i

y'n
+ '

x 'n y'n
X'i y'i

l

przypuściw szy że wskazówki 1, 2, 3 , . . .  n  znaczą w ierzchołki po  sobie następu jące k tó re  się spotyka 
p rzeb iegając w ielokąt, i że ruch  ob ro tu  m a m iejsce w  k ie ru n k u  dodatnym .

Z astępując x'i i y', przez ich w artości (1), znajdzie się

M.

X , i  /  ! y i x t  —  a y t —  b Xi yi a 2/i b X,

x \ y'-i \ x% — a y-i — b x 2 y2 a 2/2 b
x \ y'-i I _ X>2---# y z— b X-2 2/2 a y-i b X -2

x \ y' s x 3 —  a 2/3 b X 3 2/3 a 2/3 b X-i

X  11 y'n x„ —  a 3 1

x \ y \ Xi —  a 2/1 —  b

Xn yn 1 a y» b Xn
X t 2/1 \ a 2/1 b Xi
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Zwiyzek (2 ) staje się w tedy

(3) 2S =  w s t0 j

81. W róćm y do w yrażenia (1 ) n ru (79) pow ierzchni tró jkąta . Można położyć ten  wyznacznik pod 
dw om a kształtam i następujycym i

X i 1 X-2 y-i \ ,
■

1 Xn—1 Un—l ] .
\

Xn !/" i
x.> ?/2 i x 3 y* \ 1 Xn H" 1 X i 2/‘ )

1 0 0 0 0 1 0 0

2S =
•0 1 X i Vi

2 S =  -
1 0 x t 2/i

0 . 1 X-i 2/2 1 0 X-i Hi

0 1 x 3 y s 1 0 x 3 Ih

m nożyć stronam i i liniam i te dw a wyznaczniki, znajduje się

0 1  1  1

1  # 1^ 2 - f  !/,2/2 XiX3 - \ - y i y 3

1 x& y +  y~iyi a ]  - f  y \ x & 3 y .$ 3 

1  x 3x t +  y 3y t x 3x 2 4 - y3yo x \  4 - y \

4S2 =  —

M nóżmy przez — 2 trzy osta tn ie linie, po tem  dzielm y przez —  2 pićrw szy kolum nę, wyznacznik 
będzie pom nożony przez k .  W tedy , do trzech  osta tn ich  linii dodajm y w zględnie pierw szy pom nożony 
przez x \  4 - y\, przez 4 ~ yl> przez x \  4 - y \ ; działajm y w  podobny sposób na trzech  ostatnich 
k o lu m n ach ; założywszy

(i) m m ! -
otrzym uje się

(2 ) 16S2

— (X i — x *)2 " I -  (y> —  y kT

0 1 1  1

1 0 ć /|2  d'23

1 ć/oj 0  d-i3

1 d u d 32 0

Y l "  P O W IE R Z C U N IA  TR Ó JK Ą TA  K TÓ REG O  1!0K I SĄ D AN E R Ó W N A N IA M I.

82. Niech będy rów nania trzech boków  tró jky la

( 1)

D,

l)o

Da

A iX  4 - 4 " —  0 , 

A-ix 4 ” B >*/ 4 " ^ 2  —'■ 

A 3x  4 “ B3J/ 4 -  c 3 —  0;

oznaczm y przez ( x l} y t), (x-2, y>), (x3, y 3) przecięcia się prostych D2 i D3, D3 i D,, Di i D>. Ztyd 
ła tw o się o trzym a

Pi =  A 1X1 4 “ b i^ i 4 "  c u  < o —  a ,x -2 4 "  ®i^2 4 -

(2)  ̂ 0 =  A*Xi —|- Bof/i 4 “ 2̂* | P'i—- A-2X2 4" 4 ” C,
0 =  A3Z, 4 -  B3yi 4 " C3 ; ( 0 =  A3^-2 —}— B3y-2 4 - C; 

ilości P i, P>, P 3 sy różnem i od zera.

0 =  A tx 3 4- B iy3 4 -  c , ,  

0 = ;  A -> '̂3 4 "  bo^s 4 "  Co, 

V P 3 =  A 3X3 4 -  b 3y 3 4 -  C3;
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Otóż jeżeli się w eźm ie w yznacznik u tw orzony  przez pierw sze strony  tych ró w n a ń , to  je s t

Pl 0 0

0 p- 0

0 0 Pa

będzie, w edług rów ności (2 ) i przez w zgląd na tw ierdzenie dotyczące m nożenia w yznaczników

(3)

P, 0 0 Ai B, C, X i y i . 1 1
o t£> O - A 2 Bo C3 x-i y  >. 1

0  0 p 3 a 3 b 3 C3 *3 1 |

otóż, w iem y w edług  n™ (79) że

X, i

W 2 S  = v«. i w s t  0

X3 !/s i -

oznaczając przez S pow ierzchnią trójkąta. 

Rów ność (3) stanie się w ięc

(5) P 1P ,P 3 = 2S
w st 0

A, B, c

a 2 B.> c,

A3 b 3 C;

Potrzeba ocenić teraz ilości P i, Po, P 3.

W  tym  ce lu , w yrugujm y i m iędzy rów naniam i pierwszćj grupy  (2), tak postępując znajdziem y

lub

A, B, C, --  p ,

a 2 B-2 c 2 -- 0 =  0 ,

a 3 b 3 c 3 --  0

A, B, C,
A 2 Bo

A-2 B, Co -  Pi
a 3 b 3

a 3 b 3 C3

=  0 .

Zkąd się w yciąga P , ; otrzym a się P 2 i P 3 działając tak  sam o na dw óch innych grupach . 
P odstaw iając w artości tym sposobem  otrzym ane w  rów ności (5), znajduje się ostatecznie

(6) 2S =

A, B ,  C, 

A2 Bo Co 

A 3 B;J C3

■2

.w s t  0

A-2 Bo

a 3 b 3

A 3 B 3 

A, B ,

Ai B, 

A2 B o

P raw id ło  w ysłow ione w n r,e (79) daje się jeszcze zastosow ać do tego przypadku, poniew aż w yra
żenie (6) je s t tylko przekształceniem  w yrażenia (4) bez zm iany znaku.



L IN IA  PR O STA . 81

§ in .  —  BIEGUNOWA PUNKTU WZGLĘDEM JAKIEGOKOLW IEK UKŁADU DWÓCH PROSTYCH.

1°. Ok r e ś l e n ie  i  r ó w n a n ie  b ie g u n o w e j  p u n k t u .

83. Mając dane dw ie p roste  sta łe  SA i S B ; przez p u n k t stały  P prow adzi się jakąkolw iek 
sieczną, spo tykającą w  a i b  dw ie p roste  s ta łe ; na tćj siecznćj b ierze się p u n k t M tak i że

m  A -
'  } PM Pa ' P b  ’

kiedy sieczna obraca się około p u n k tu  P , p u n k t M kreśli p rostą  k tó ra  je s t  nazw aną biegunową 
punktu  P , a p u n k t P nosi nazwisko bieguna.

W  związku (1) odcinki są policzone poczynając od  p u n k tu  P , i będziem y przestrzegali ugody 

n ru (53) co do znaków  i co do znakow ania.

To określen ie je s t przypadkiem ] szczególnym  określen ia w ięcćj ogólnego k tó re  zobaczym y 
w  nauce w łasności ogólnych krzyw ych.

Zauw ażm y zaraz że związek (1) może p rzybrać kształty  nas tępu jące :

1  i  l  i P a  —  P M _PM —  P b .
PM Pa Pb PM’ a °  P a  —  Pb

otóż
( PM - f  Ma +  aP  =  0 , zkąd PM —  Pa =  —  Ma;

( PM 4 -  Mb - f  bP  =  0, zkąd PM — P b =  -  M b ;

m a się w ięc, co do w ielkości i co do znaku , d rug i kształt

Ma , Mb „ , . Ma . Mb
W  P i + F b = 0’ lul> J P + b P = 0 -

Związki (1) lub  (2) określają zarów no m iejsce punk tu  M albo b iegunow ą p u n k tu  P ;

8 /i. Dla znalezienia rów nan ia  b iegunow ej, w eźm iem y noprzód związek (1) jako  p u n k t w yjścia: 

Niecli b ęd ą  ( # 0 i y 0) spó łrzędne p u n k tu  P zaś
11



( A =  aar - f  a ,y  +  a2= 0  

( B =  bx  4~ biy +  b2 =  O

rów nan ia  dw óch prostyeh SA i SB.

S półrzędnem i jak iegokolw iek  p unk tu  {x , y )  prostćj PM b ęd ą

8 2  ROZDZIAŁ I .

W
X  — z X 0 - ( -  Ap,

U  —  Ha Ą -  K-p,

(5°, ner 40); p p rzedstaw ia odległość PM, a stałe x i p- zależą od kątów  a  i 6 jak ie tw orzy prosta 
PM z osiam i O r  i Oy .

To przypuściw szy, oznaczm y przez p, P l, p2) d ługości odcinków  PM, P a, P b ; zw iąkek (1) 
stanie się

. . .  2  1 . 1(а)  1------
P p i P2

Otóż, odległości p, i p2 o trzym ają się zastępując x  i y  przez ich w artości (4) w jed n ćm  i dru- 
gićm  rów naniach (3); znajdzie się tak  w ięc, oznaczając przez A0 i B0, czćm się sta ją A i B kiedy 
się w  nich zastąpi x  i y  przez spó łrzędne x 0 i y 0 p u n k tu  P :

Ao __ Bn
(б )  P i = —  r — r----- p2 ~ —Aa —j— p.at Xb —J— u.bj

związek poprzedzający [staje się w tedy

(7 ) 2 | Aa -}- fja) | Xb —j— p-bt __^
P Ao Bo

Dla w artości dow olnej danej na x lub  u., rów nan ia (U) i (7) wyznaczą p u n k t odpow iedni M ; 
innem i słow y, spó łrzędne jakiegokolw iek bądź p u nk tu  m iejsca spraw dzą (k) i (7) i wszelkie 
połączenie tych ró w n a ń ; one spraw dzą szczególnie połączenie o trzym ane ru g u jąc  A i p, co 

prow adzi do

/D1 „ , (x  —  x n)a 4 - (y —  y0)ai , ( x  —  r 0)b  4 - (,y —  y 0)b i _  n
( 8) 2 4 -  -  4 -  %  o -

To rów nanie , dając zw iązek m iędzy stałem i i spółrzędnem i x  i y  jakiegokolw iek p unk tu  m iejsca, 
będzie rów naniem  m iejsca p unk tu  M ; w idzim y że tćm  m iejscem  je s t linia p ro s ta ;

Rozwijając rów nan ie (8) biegunow ćj będzie

ax  4 -  a iV +  aa —  ax o —  a i.Vi) —  a~2 i b r  4~ b>?/ +  —  bi.Vo — ^ __2  =  0 -
A0 B0

to rów nan ie sprow adza się, m ając w zgląd na znaczenie ilości A0 i B0, do

, . ax  4 - a,?/ 4 -  a2 , b./; 4 - ! ) , / / + 1) . _  Q .
'  aâ o 4 ~ ajy<> a2 b;To4-biyo4- t,2
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napiszem y je  pod kształtem  skróconym  

( 1 0  bis)

85. Można także znaleźć rów nanie biegunow ćj b io rąc  za p u n k t w yjścia związek (2), to jest

-  - f  — — o.
A o Bo

( 2)

Niech będą, jak  poprzednio ,

Ma . Mb
, 7 F +  bP =  °-

A (ix —|— a \y  —1— a^ —  0 

B =  ba; -(- b ,y  -)- b> =  0,

rów nan ia  dw óch p ro s ty c h ; oznaczm y, nadto , przez x 0, y 0 spółrzędne punk tu  P ; x ,  y  spółrzędne 
punk tu  M.

W ed ług  w zoru (2) n™ (55) stosunki w  k tórych  proste SA i SB dzielą w zględnie odcinek PM 
będą

(10

( M a__ ax  —|— ajy  —j- 32
\ aP a.r0 -{- a ,?/0 -}- a .2

M b ____bo? -f- b (y -)- b2 _
bP b<x'(, — bi?/0 —)-1 >2

podstaw iając te  w artośc i w  związku (2) , o trzym uje się bezpośrednio  rów nan ie  (1 0 ) to  jest związek 
m iędzy spólrzędnem i p u n k tu  M albo rów nan ie  b iegunow ej.

8 6 . R ów naniem  biegunow ćj punk tu  P (x0, y 0) względe.ii dw óch  prostych A i B jest więc

(1)

widzim y że b iegunow a, przechodzi przez pun k t spotkania się dw óch prostych.
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Rów nanie jak iejko lw iek  p roste j przechodzącej przez p u n k t S je s t

A - f  X B =  0; 

w yraźm y że ona przechodzi przez p u n k t P , m a się

A0 - j-  ).B0 =  0 , albo X—  — 

rów nan iem ] prostej SP je s t w ięc

(2 ) D = x - “ Tr =  0 -A o Ru *

Cztery p roste

A =  0,

B =  0 ;

C = T + W ~ J'Ao -Do

D =  r * “  5 - =  0A o Bo

tw orzą co się zowie pękiem  harm onicznym ;  p roste  połączone A i B są nazw ane sprzężonemi w zględem  
pary  dw óch prostych  C i D ; a p roste  połączone C iD  są także sprzężonemi względem  pary  A i B.

T e nazw ania, k tó re  znajdziem y późnićj w  tco ry i w ięcej ogólnej, są uspraw iedliw ione przez 
w łasności nas tępu jące  :

Prosta  C je s t, względem p a ry  A i  B , biegunową jakiegokolwiek punktu  prostej D ; a prosta D je s t  
biegunową jakiegokolw iek punktu  lin ii C.

Prosta  B je s t, względem pary  C i D, biegunową jakiegokolw iek punktu lin ii  A ; a prosta A je s t 
biegunową jakiegokolwiek punktu  prostej B.

D ow iedźm y o d w ro tn e  tw ierdzen ia tych w łasności :

1° Niech będzie P ' (a '0, y 'o) jak ikolw iek  p u n k t p rostej SP albo D, b iegunow ą tego punk tu  będzie

A___i 5 _ - _  o ■
A'o+  B'o

otóż pun k t P ' znajdując się n a  prostćj D, m a się

A'« B'0 __„ .
Ao Bo

rów nan ie  poprzedzające staje się w tedy

je s tto  dokładnie p ro sta  C.

- — }- — 3=  0 ; 
A0 B0 ’
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2°. N iech będzie Q (x„  y t) pun k t p rostćj C; biegunow y tego p u n k tu  będzie

— + ^ = o ;
A ,  B t ’

otóż p u n k t Q ( x t , y ,)  zna jdu jąc  się na prostćj C, m a się

rów nan ie  poprzedzające staje się w tedy

—  +  i i==:0; A0 B0

—  -  =  ° ;  
A u B 0

je s tto  dokładnie rów naniem  prostej D.

3° Niech będzie (£2, y 4) p u n k t prostćj A ; b iegunow ą tego p u nk tu  będzie, w zględem  układu  (C i D ),

otóż m a się

— +  —= 0 ;
C2 D o

p  ___A a  , Bo
i Cs- A - ,  +  i5 ’

I   Ao Bo

2—  A0“ b ;

a poniew ażA 2 je s t zerem , rów nanie poprzedzające sprow adza się do

C — D =  0 ,  albo B  =  0 .

Gdy punk t (x->, y-2) je s t na prostćj B ,  ilość B o je s t zerem , i rów nanie biegunow ćj staje się

C +  D =  0 ,  lub  A =  0.

Uważmy że rów nania pęka harmoniczntgo

j A =  0,

( B  =  0 ;

{ L  4 - Ł - o  
IA0 B0

1 f  A — F  =  0 ;A o Bo
mogfl jeszcze się napisać

f ( 1 ) A : = 0 ,

1 (2 ) B =  0 ; . 

i (3) A +  AB =  0, 

j(4 )  A - k B  =  0 ;

proste  połączone (1) i (2) są sprzeżonemi w zględem  uk ładu  (3), i (4); i odw rotn ie, p roste  połączone (3) 
i (4) są sprzętonem i w zględem  układu  (1 ) , (2 ).
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11°. W y k r e ś l e n ie  b ie g u n o w e j .

87. Biegunow y p u n k tu  je s t linia p rosta , dosyć do jćj w ykreślen ia, wyznaczyć znajdu jące się na 
niej dw a jakiegokolw iek p u n k ta ; a naw et jeden  ty lko, kiedy p u n k t spotkania się dw óch  prostych  
uk ładu  je s t w ykreślony. Związki (1) i (2), określające biegunow y, dozwolą w ykreślenia ustaw ionych 
na niej tylu punk tów  ile się. nam  podoba ; lecz w łasność następu jąca  daje prostsze w ykreślenie. Ta 
w łasność je s t w reszcie w ażną z p u n k tu  w idzenia teorytycznego.

Mając dane dwie proste  SA i  SB i  punkt sta ły  P ; jeże li, przez punkt P , poprowadzi się jakiegokolwiek 
sieczne, i  gdy się złączy pod przekątną punkta przecięcia się tych siecznych z dwiema prostemi; punkta 
spotkania się tych przekątnych są na biegunowej punktu  P względem dwóch prostych danych.

To podanie m oże się dow ieść analitycznie w ielu  sposobam i; w skażem y ty lko następujący .
W eźm y dw ie p roste  sta łe  za osie spó łrzędnych ; i n iech  b ęd ą  (x0, y0) spółrzędne p u nk tu  P; 

n iech będą nadto

y — y  o— K ^  —  xo) 

y — y» —  — ^o)

ró w n an ia  dw óch siecznych Pa i Pa,.

R obiąc ko lejno w  dw óch  rów nan iach  osta tn ieb , naprzód y  =  0, po tćm  x  —  0, otrzym am y

Oa =  x 0 - ^  =  Xi ^ ,
X A

A r . ______yo _  h x u— yo.Udl ---7---------------------- -̂----  7Ai Ai

( Ob =  ł/o —  teo, • 

l Pb, =  y 0— \iX 0.■yo-

R ów naniam i dw óch  przekątnych  ab , i a ,b  będą n er (40, 3°)

albo

( 1 )

( 2 )

£  + J L  —  i
0a ^  Ob,

£  i i - l  
Oa, ^  Ob '

\ x y  _ !

C 1 A,x0 — yo

\ tx  
— yo

V 1 . 
— y 0

S półrzędne p u n k tu  M przecięcia się tych  p rzekątnych , spraw dzają te dw a rów nan ia jednoczesne ; 
one sp raw dzają w ięc w ypadek  o trzym any odejm ując je  stronam i, to  je s t

x  [ ------ ----------— ----------1  — y  -------------------------- 1 = 0 ;
[_ xz0 yo îxo yo J L i*o y<> mco— y<s\



albo, sprow adzając do jednakow ego  m ianow nika

( 3 (xi —  x) \x y 0 +  x 0y] _  „
(xx'o lj 0.' U o!

Otóż Xi jest różnćm  od  X, inaczćj dw ie sieczne Pa i Pa! przystałyby do siebie, i o trzym ałoby się 
nieoznaczoność; dw a rów nan ia  (1 ) i (2 ) przedstaw iały by w tedy je d n ę  i tę  s a m j p ro s ty ; rów nanie 

sprow adza się w ięc d o :

(4) * y o + t f o y  =  0 , lu b
# 0  y o

To rów nanie , spraw dzone przez spó łrzędne p u n k tu  M i niezależne od dow olnych X i Xt, p rzed
staw ia w ięc m iejsce p u n k tu  M.

W idzim y że tćm  m iejscem  je s t lin ia p ro s ta ; i w ed ług  rów nan ia ogólnego (1) n™ (86 ), je s t w i
docznym , że tęi prosty  je s t b iegunów a p u n k tu  P ;  gdyż, w  przypadku obecnym
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i rów nanie 

staje się w tedy

A = x ,  B =  y ,

A0 B0

x a y  o

I I I .  W ł a s n o ś c i  c z w o r o b o k u  z u p e ł n e g o .

8 8 . N azywa się czworobokiem zupełnym  figura u tw orzona przez uk ład  czterech p rostych  n ieog ran i
czonych; sześć punk tów  przecięcia tych czterech prostych tw orzy sześć wierzchołków  ćzw oroboku ; p ro 
ste ł§cz$ce dw a w ierzchołki nie leżgce na tym że sam ym  boku  sy. przekatncm i. Je s t trzy  przekątne.

M amy w yprow adzić z tego co poprzedza kilka w ażnych w łasności czw oroboku zupe łnego .

N iech będ£  A, B, G, D, E, F sześć wierzchołków  czw oroboku; AB, CD, E F , trzy  przekątne-, 
M, N, P przecięcia się tych przekątnych .



1°. Czworobok zupełny p rzedstaw ia trzy pęk i harm on iczne m ające za w ierzchołki punk ta  M, N, P , 
to jest

(MA, MB; MP, MN),

(NC, ND; N P, NM),

(PE , P F ; PN, PM );

a lbo , posłngując się znakow aniem  skróconćm  nader używ anćm  w  g eo m etry i:

(M, AB NP),

(N, CD PM),

(P , EF MN),
podkreśliliśm y proste-połączone.

D ow odzenie tćj w łasności w yprow adza się bezpośrednio  z tw ierdzenia, k tóreśm y uzasadnili 
w  n rze (87).

I tak , uw ażając p u n k t M i uk ład  MN, N P, w idzim y, że MB je s t b iegunow ą p u n k tu  A ; gdyż, 
z p u nk tu  A w ychodzą dw ie sieczne A. CE, A. D F ; i p rzekątne FC i DE przecinają się w  D; m a 
się w ięc pęk harm oniczny u tw orzony przez dw ie pary (MN, M P ); (MA, MB).

U ważm y punk t N i układ  NP, NM; w idzim y że ND je s t b iegunow ą p u n k tu  C; gdyż, z p u n k tu  C 
w ychodzą dw ie sieczne C. A E, C. B F ; i p rzekątne EB i AF przecinają się w  D ; m a się w ięc pęk 
harm oniczny  utw orzony przez dw ie pary  (NP, NM ); (NC, ND).

W yprow adzi się tym że sam ym  sposobem  istn ienie trzeciego pęku harm onicznego , utw orzonego 
przez dw ie pary  (PN , PM ); (PE , P F).

2° P ęk  harm oniczny dzieli harm oniczn ie poprzeczną jakąko lw iek ; zobaczymy poniżćj pow ód i zna
czenie tćj w łasności; pod ług  tego , podan ie  k tóreśm y dow iedli m oże się w ysłow ić w  ty ch  w yrazach:

W  czworoboku zupełnym , każda przekątna je s t podzielona harmonicznie przez dwie inne.
3° M amy jeszcze tw iezdzenie n a s tę p u ją c e :

W  każdym  czworoboku zupełnym , środki ni, n, p trzech przekątnych  AB, CD, E F, są w  lin ii prostćj. 

W  rzeczy sam ej, trzy  proste  yc, Sc, łączące środki boków  tró jk ą ta  BCE, przechodzą w zględnie 
przez środk i p , m , n , trzech p rzekątnych ; pytanie zależy od udow odnien ia pow yżej już wyłożonćj 
n™ (57, 1°) rów ności

%p. ym. tn =  -\-Ę,n. tm . yp.

Otóż sześć długościąjakie zaw iera związek są dokładnie połow am i odcinków , które poprzeczna
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ADF oddziela na tró jkącie B EC ; w ięc rów ność je s t  praw dziw ą.
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§ I. — OKREŚLENIE —  ZWIĄZKI ZASADNICZE.

1°. O k r e śl e n ie  i z n a k i .

89. Jeżeli się zauważy tró jką t stały  ABC, p u n k t M płaszczyzny będzie określony  przez sw e od le
głości od b okśw  tró jkąta w zględnie pom nożone przez liczby stałe dodatne d o w o ln ie  w zięte .

N iech b ęd ą , n a  przykład, M P, MQ, MR, odległości w zględne p u n k tu  M od  boków  BC, CA, AI:

ilości X , Y, Z, są spółrzędne trzy lin ijn e  p u n k tu  M.

T ró jkąt ABC do którego się odnosi p u n k t je s t 'n a z w a n y  trójkątem ' odniesienia\ boki tró jką ta  są 
osiami odniesienia-, liczby sta łe X, p-, v, są nazw ane param etram i odniesienia.

Jeżeli a , b , c, są długościam i boków  tró jkąta a S jego pow ierzchnią , m a się m iędzy spółrzęd
nem i trzy lin ijnem i X, Y, Z tegoż sam ego p u n k tu , związek

związek, k tó ry  się w yprow adza bezpośrednio , uw ażając że pow ierzchnia tró jką ta  ABC je s t  sum m ą 
trzech pow ierzchni AMC, CMB, BMA.

Kiedy param etry  odniesien ia są rów nem i jed n o śc i

A

t ró jk ą ta ; załóżm y

( 1 )

£  x - f  -  Y - f -  Z =  2 S ;

związek poprzedzający staje się

(3) aX -f- bY - f  cZ =  2S ;
12
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lub , jeszcze

(3 bis) X w st A -(- Y w stB  Z w stC  =

oznaczając przez A, B, C, kąty  tró jkąta  odn iesien ia ; przez R p rom ień  koła opisanego, i m ając 
w zgląd na ró w n o śc i:

a b c _ _ 2R<
w stA  w stB  w stG

90. Znaki spółrzędnych trzylinijnych są w yznaczone za pom oeą um ow y n a s tęp u jąeć j:

Każda spółrzędna będzie uważana ja ko  dodatna lub odjemna, według tego ja k  punkt je s t położony 
względem osi odpowiedniej, z tejże samej strony ja k  wierzchołek przeciw ny lub ze strony różnej.

To też X p u n k tu  będzie uw ażanćm  jako d o d atn e  lub o d jem n e w edług  tego ja k  ten  p u n k t będzie 
wzięty lub  n ie , w zględem  boku RC, z tejże sam ćj strony  jak  w ierzchołek A ; i podobnież co do 
innych.

Zostaje się przyw iedzionym  do tej um ow y przez roztrząsan ie związku (2), k tóry  m usi być zawsze 
spraw dzony, jakićm kolw iek je s t  położenie p u n k tu  M. Do tego rów nież zostaje się sprow adzonym  
przez dyskussyą wzorów n a s tę p u ją c y c h :

(4)

_  m,X, + w 2x 2

+ m2 ’

_  w,Y, + m>Y>
m i + m 2 ’

_ m , Z t + >HoZo
m t + m-2

dających spółrzędne X, Y, Z, p u n k tu  M dzielącego odcinek  MiM2 w s tosunku  ; tak że s ię  m a:

i, * - \  MtM m.2[k bis) =
MM2 m v

Te wzory dow odzą się za pom ocą spostrzeżeń zupełnie podobnych do tych, k tó re  ju ż  podaliśm y 
w  nrach (52) i (53).

Ztąd także w yprow adzam y że spó łrzędne X, Y, Z, jakiegokolw iek p u n k tu  M, położonego na prostej 
wyznaczonćj przez dw a p u n k ta  M ,(XU Y „  Z,) i M2(X2, Y2, Z2), będą m ogły być określone za 

pom ocą ró w n o śc i:

Ł X ^=X jX j —|— XoX2,

(5) \ Y =  X,Y, - f  x.2y 2. z  w arunk iem  +  x2 =  1

I Z =  -)- A2Z>;
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a stosunek odległości p u n k tu  zm iennego M w zględem  dw óch punktów  stałych i M2 będzie dany

M .

przez rów noś* ': 

(5 bis)
M,M _  h
MM.,

Z m ieniając ilości i otrzym a się wszystkie punk ta  linii prostćj M,M2.

11° Z m i a n a  s p ó ł r z ę d n y c u .

91. W skażem y wzory pozw alające na przejście ze spółrzędnych kartezyańskich do spółrzędnych 
trzylinijnych i o dw ro tn ie ; te  wzory sy nadew szystko pożyteczne jako sposób dowodzenia.

P rzypuśćm y że rów naniam i trzech boków  tró jky ta odniesienia będy , w zględem  dw óch osi p rosto- 
ky tnych Ox i Oy  :

( 0

BC ax  a - f -  a-2 —  0 , 

CA b x  -j-  b -\-  bo =  0 ,

\ AB c x  - |-  c ,y  -j- Co =  0.

S zukajm y naprzód spółrzędnych trzylinijnych X, Y, Z jakiegokolw iek punk tu  M w funkcyi jego 
spó łrzędnych  kartezyańskich x ,  y .  W  tym  celu zauw ażm y że :

MO =

MR =

ax  -f- a ty - |-  a-2 

+  iy/a*- ( -  aj[

X)x —j— bjy  b .2

i V b M ^ b ?  ’

ca; 4 ~ c i.V ~4~ c 2 

± \J c 2 -j- c*

Otóż podług  określenia n ru (89)

X  =  x.MP., Y =  f».MQ, Z =  v . M R ;
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otrzym a się w ięc :

v   ̂ 4~ a i 1/ 4 “ a2A  ---- A ------------  ■ —— y
-t-y'a* - |-  a* 

h x  —(— bi?/ —)— b2

Y - |‘ — Vi>+~ I T ’

,, c x  4 - c iy  4 - c -2 
L  =  v -----------■ T-—— •

±  \/c- 4 - ci

W eźm iem y za param etry odniesienia w artości następu jące  :

(3) x =  4 - V ^ = R ,  (i.= 4~ —j— b j, v = 4 "  \ /c" “ł-  c*;

i aby pozostać w  zgodzie z um ow ą n™ (90), rozporządzim y znakam i p ierw iastków  we w zorach (2), 
lu b , co na jedno  w ychodzi, zm ienim y znaki pierw szych stron rów nań  (1) tak , ażeby w artości X, Y, Z 
dostarczone przez rów nan ia  (2 ), były do d a tn em i, jeśli się przypuści p u n k t (x, y) położony w ew nątrz  
tró jk ą ta  ABC. W zoram i zm iany będą w tedy :

!
X =  a x  4 -  aty  4 -  a2,

Y =  b x  4~ b ,y  4* b-2,

Z =  c x c , y c 2;

lite ry  a, a4, a2; b , b ,, etc. p rzedstaw ia ją  spółczynniki rów’nań boków  tró jką ta  odniesienia, po zm ie
n ien iu  znaków  odpow iednio  do powyżćj w skazanych w arunków .

U w aga. W zory zm iany (4) odnoszą się do p rzypadku , w  k tórym  się przypisuje param etrom  odn ie
sienia w artości szczególne (3); gdyby się chcia ło  zostaw ić dow olnym i te  param etry , należałoby wziąć 
w tedy wzory (2 ), s ta ra jąc  się u siln ie  oznaczyć z dok ładnością znaki p ierw iastków , jak  już o tćm  było 
uprzednio  pow iedzianym .

92. Szukajm y te raz  w zorów  pozw alających n a  przejście ze spó łrzędnych  trzy lin ijnych  do spó łrzęd
nych  kartezyariskich.

W yprow adzim y to  zagadnien ie odw ro tne jed y n ie  ze w zorów  (A).

Załóżmy : a 3l a -2

(5) P : = b b, b -2

e C| c2

i oznaczmy przez a ', a '„  a '2; b ', b 't , . . .  w yznaczniki częściow e w yznacznika P, tak ż e :
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Mnóżmy w tedy  rów nan ia  (U) w zględnie przez a', b ', c ';  potem  przez a 'u  b 'u  c ' , ;  nakoniec przez 
a 2, b '2, c'2, i dodajm y ; znajduje się :

! Vx  —  a'X  +  b'Y +  e'Z ,

P y  =  a '1X -} -b 'IY +  c'iZ , 

p  = a ' 2X - j - b '2Y -{- c'2Z ;

zkąd dzieląc dw a pierw sze rów nan ia przez trzecie :

(7)

[ x  = a X ~H *) Y ~l~ c Z 
\ a'2X -j-  b'2Y - f  c'2Z ’

a',X -I- b ',Y  -I- c',Z 
^  ~  a '2X'-(- l)~2V -f^cCZ ’

te wzory rozwi^zuj§ py tan ie. S pó łrzędne trzy lin ijne X, Y, Z, sp raw dzają w tedy zw iązek :

(7 bis) a '2X 4 - b ',Y  4 - c '2Z =  P.

U w a g a  I. M ianow nik w artości (7) po rów nany  z zerem

(8 ) a'2X 4 -  b',Y  4 - c '2Z =  0

daje , w  układzie obecnym  spółrzędnych trzylin ijnych, rów nan ie  prostej w  nieskończoności; gdyż 
X Y

dla w artośc i — i -- spraw dzaj§cych to  rów nanie , x  i y  s§ n ieskończonem i.La La

U w a g a  II. Przypuszczając że je d e n  z boków  tró jką ta  odniesienia, bok AB naprzykład oddala się 
do n ieskończoności, znajdziem y, jako  przypadek szczególny, wzory zmiany dla układów  spółrzędnych 
kartezyańskich.

W idzi się to jeszcze za pom ocy zw itków  (2), w prow adzając do n ich  założenia c =  0, Ci —  0 .

III” P r z y p a d k i  w  k t ó r y c h  p a r a m e t r y  o d n i e s i e n i a  s ą  w y s t a w i o n e  n a  w i d o k .

93. W eźm iem y rów nan ia boków  tró jką ta  odniesienia pod kształtem  następującym  :

f BG aidosa 4 -  y  w sta  —  p =  0,

(1) } CA x d o sg  4 "  2/ w st6 — q =  0,

[ a b  # d o sy  4 ~ y w s^y —

a, 5, y, s§ katam i jak ie tw orzy z osi§ odciętych dodatnych , p rostopad łe  spuszczone z początku spó ł
rzędnych  na proste  pod  uw agę w zięte i sk ierow ane ku tym  p ro s ty m ; p , q, r ,  s j  w artościam i bez- 
w zgłędnem i odległości początku od prostych  uw ażanych.

Jeżeli X, p., v, s$ param etry  odniesienia, spółrzędnem i trzylin ijnem i jakiegokolw iek p unk tu  będ§,



nie zważając na znak :

X =  X(xdos« -)- y  w s ta  —  p],

Y =  fi(x d o s6 -)- y w sl?  — q),

Z =  v(x d o sy  -f- y  w sty —  r).

Lecz przypuścim y tu założenie następu jące  :

Początek spółrzędnych kartezyańskich je s t  wewnątrz trójkąta odniesienia.

Spółrzędne trzylinijne jakiegokolw iek p u n k tu  b ęd ą  w tedy  d a n e  p o d łu g  nru (76) co do wielkości 
i co do znaku za pom ocą wzorów następu jących  :

^ X  =  \ ( p —  x d o s a  —  J / W S t a ) ,

(2 ) l Y = [ * ( q  —  # d o s 6 —  y w s t6),

f Z =  v(r  —  # d o sy  —  y w sty );

aby się o tćm  przekonać, dosyć je s t przypuścić p u n k t uw ażany w ew nątrz  tró jką ta  odniesienia, m ając 
zarazem  wzgląd na u inow ę n™ (90) i na praw idło  n ru (76).

N adto spółrzędne X, Y, Z, pow inny p o d ług  n ru (89) spraw dzać związek :

(3) - w s t A  +  I  w s t B + - w s t C  =  | .
X y. v I ł

94. Z w iązk i zasadnicze m iędzy kątami «, S, y, i  kątami A, B, C, trójkąta odniesienia.

Zastąpm y, w  związku (3), X, Y, Z przez ich w artości (2 ); ró w n an ie  otrzym ane m usi m ieć m iejsce 
tożsam ościow o; tćm  sam ćm  znajdzie s ię :

d o sa w s tA  -f- dosGwstB dosy w stC  =  0,

W S t a W S t A  - ( -  w s t 6 w s t B  - \ -  w s t y w s t c  =  0 ,

( 1 °) •
g

^ w s tA  -(- # w stB  rw s tC  =  —.

R ugując ko leino m iędzy dw om a piórwszymi związkam i (1°) : w st A, w st B. po tem  w stC , znajdu je się

w stA  __ w stB  __ w stC
W S t( 6  —  y )  W S t( y  —  a )  w s t ( a  —  6 )

Załóżmy na c h w ilę :

( 2 ° )  A ,  =  €  —  y ,  B j  =  y  —  a ,  C ,  =  a  —  S',

otrzym a się ró w n o śc i:

( Aj —|— —|— Cl =  0

94 RO ZD ZIA Ł I I .



otóż, w yciąga się zc związków (3°)

\vst(A - |-  B) =  w stC , w st(A , -)- Bx) = —  W stG ,; 

albo, m ając wzgląd na rów ności (4°) :

w stA d o sB  -j-  w stB dosA  = w s t C ,  

w s tA d o sB ,-)-  w stB d o sA 1= w s t  —  G.

W yprow adzi się z tego, dodając stronam i, p ierw szy  ze związków następujących  :

I w stA (dosB  -)- dosB ,) -)- w stB (dosA  -(- dosA ,) =  0 ;

(5°) |  wstB (dosC  -f- dosC ,) -f- w stG (dosB  -j- dosB ,) = ' o,

\ w stC (dosA  - |-  dosA ,) -j-  w stA (dosC  -)- dosC ,) =  0 ;

dw a ostatn ie otrzym ują się za pom ocą rachunku  podobnego, lub za pom ocą prostćj przem iany liter. 
Poniew aż w st A, w s tB , w stC , są różnem i od zera, w ięc powyższe związki m ogą się napisać :

/ dosA  dosA ! , dosB  d o s B (__^
I w st A w stB  ’

dosB  -)- dosB , , dosC -f- d o s G ,__^
w stB  w stC  3

dosC  dosGi , dosA  d o s A ,__
wstC  w stA

Zkąd się w yprow adza, dodając do k tóregokolw iek  z nich różnicę dw óch innych •

(6°) dos A -j- dos Ai =  0, dosB  -)- dosB i =  0, dosC - |-  dosC^ =  0;

z rów ności (4°) i (6°) wyciąga się :

(7°) W- —  1 .

Ma się takie m iędzy kątami a, £, y, i kątami A, B, C, trójkąta odniesienia zw iązki zasadnicze :

WS t ( e  — y)  =  w s t f r  -  c )  =  W S t ( g  -  6) =  ,  ( u b  * 2 

w st A w stB  w stC

f  dos(6 — y) =  —  dos A,

(5) S dos(y — a) =  —  dosB ,

V d ° s(a  —  6j =  —  dosG.

S
(fi) p .  w st A -j- g .w s tB  -J- r .w s tC  =  — .

Nie należy zapom inać że te  związki były uzasadnione, przypuszczając początek spółrzędnych kartę-
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zyańskich w ew nątrz tró jką ta  odniesienia. Poszukiw anie związków odpow iednich  przypadkom , w k tó 
ry ch  początek je s t zew nętrzny, n ie  będzie m ogło przedstaw iać trudności. Należy także zauw ażyć, że 
k iedy się dojdzie do  jak iegokolw iek  związku, do którego więcej nie w chodzą ja k  tylko sam e elem enta 
tró jką ta  odniesienia, związek będzie m iał m iejsce w idocznie jakióm kolw iek je s t położenie początku 
spółrzędnych karlezyańskich , poniew aż ilości zależące od położenia osi nie figurują więcćj w  związku
o k tó rym  m ow a.

§ II. —  LINIA PROSTA. —  ODLEGŁOŚCI.

1° L in ia  p r o s t a . —  P r o st a  w  n ie sk o ń c z o n o śc i.

95. W  układzie spółrzędnych trzy lin ijnych, rów nan ie  jak ićjko lw iek  linii prostej będzie kształtu  :

(1) M X -(-N Y  +  PZ =  0,

M, N, P , są stałem i.

To w ynika bezpośrednio  z tw ierdzenia w ysłow ionego w  i.ri0 (60).

Z tego w yprow adzam y na rów nan ie prostćj przechodzącej przez dw a punk ta  (Xi, Yi, Z)), (X2, Y2, Z2)

X Y Z

(2 ) X, Y, Z, =  0 .

X2 y 2 z 2

R ów naniam i ogólnem i p rostych , przechodzących przez w ierzchołki A, B, C, tró jkąta odn iesie
nia, będą :

/ Y =  X,Z,

(3) |  Z Xo_X,

! x = x 3Y,

X,, X2, >3 są stałem i dow olnem i.

9 6 . P rosta w  n ie k o ń c z o n o śc i.

Oznaczymy w  ogólności przez X , Y, Z, spółrzędne trzy lin ijne  jak iegokolw iek p u n k tu , te spółrzędne 
m uszą spraw dzać związek kształtu :

(U) m X  -f- wY -)- pZ  =  stałej =  k,

związek k tóry  m oże się dać a p r io r i. P aram e tram i odniesienia będą w tedy :

, . x , a i  f hk  1  __cle 1 .
(5) X— 2S ' m ’ l* — 2 S ' n ’ V 2S ’ p>

a ,b ,  c , S są 'bokam i i pow ierzchnią tró jk ą ta , m ogącym i także dać się dow olnie. W  rzeczy sam ćj, i*>v,

dla w ierzchołka A, 

dla w ierzchołka B, 

d la  w ierzchołka C ;



przedstaw iając param etry  odniesienia, odległościam i jakiegokolw iek p u n k tu  (X, Y, Z) od trzech bo-
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ków tró jkąta będą  :

X Y
x ’

a poniew aż pow ierzchn ia  trzech tró jkątów  częściowych m usi dać pow ierzchnią całkow itą S, ma 
się w ię c :

x  i i Y i Z „ 0 a -— [— b — |— c — =  2 S.
X p V

Identyfikując ten  związek ze związkam i (fi), przychodzi się do w artości (5).

Dodawszy teraz że rów nan ie prostćj w nieskończoności o trzym a się, porów nyw ając z zerem  pierw szą 
stronę  związku (/i), będzie :

(6) m X  - |-  n Y  -(- pZ, =  0.

Aby tego dow ieść, szukajm y przecięcia się prostej (1) z bokam i tró jkąta odniesienia, i w yraźm y że 
punkta są w  nieskończoności.

Dla boku BC, na przykład , m a się X =  0 ; rów nan ie (1) i związek (li) dają w tedy  :

NY +  PZ =  0, 

nY — /jZ —  Ic]

Y i Z muszą być n ieskończone, i będzie potrzełfti aby

N _ P  
n p

Szukając tak sam o przecięcia się prostej z innym i bokam i tró jką ta  ABC, o trzym uje się że

( 7) M ^ N ^ P
m n p

są w arunki konieczne i dostateczne ażeby p rosta

MX 4 -  NY +  PZ =  0

była w  nieskończoności.

Równanie (6) przedstawia więc prostą w nieskończoności.

W ynika z lego co poprzedza, że dla uk ładu  szczególnego spółrzędnycb określonych w n rie (9 3 ), 
rów naniem  prostćj w nieskończoności j e s t :

(8) X w stA  -)- Y w stB  - |-  Z w stC  =  0.
13
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Przyszłoby się podobnież do tego  następstw a, rozw iązując rów nan ia (2) n™ (93) w zględem  x  i y ,
X X

i w yrażając za pom ocą w artości skończonych stosunków  ^  ’ że w art°ści znalezione są nie- 

skończonem i.

P r o st a  r ó w n o leg ła  do ja k ie jk o l w ie k  p r o s t e j  d a n e j .

97. N iech będzie jakakolw iek prosta dana

(9) MX -J- NY —)— PZ =  0;

rów nan ie  ogólne prostych  rów noległych do prostćj (9) o trzym a się, szukając rów nan ia ogólnego 
prostych  przechodzących przez p u n k t p rzecięcia się p rostćj danej z p rostą  w  nieskończoności

m X  -(- «Y -f- pZ =  0.

R ów naniem  szukanćm  będzie w ięc

(10) MX +  NY +  PZ - f  F(mX  - f  nY + p Z )  =  0,

p oznaczając stałą zupełn ie dow olną.

P od kształtem  danym  w nrze (93) i przypuszczając p a ram etry  odn iesien ia  rów nym i jedności, ró w n a
niem  ogólnem  prostych  rów noległych do prostćj (9) będzie :

(1 1 ) MX +  NY -f- PZ +  p (Xw stA  4 -  Y w stB  - f  Zw stC ) =  0 .

Jako zastosow anie, rów nan iem  prostć j rów noległćj do boku BC, albo do boku AG, albo do 
boku  AB, tró jką ta  odniesien ia, będzie :

i p ,X - f  (XwstA 4 -  Y w stB  4 -  Z w stC ) =  0,

(12) ) piY - f  (X w stA  4 -  Y w stB  4 -  Z w st C) 0,

! p-iZ 4 -  (X w stA  - |-  Y w stB  -j-  Z w stC ) =  0.

Rzecz oczyw ista że m ożna, jeżeli się w  ,tćm znajduje korzyść, zastąp ić w  rów nan iach  (10), (11) 
lub  (1 2 ) , funkcye lin ijne  :

(mX  4 -  «Y 4* pZ) albo (X w stA  4 “ Y w stB  -j-  Z w stC )

przez sta łą k tórej one są rów nem i.

11° O dległość k t ó r e g o k o l w ie k  p u n k t u  od ja k ie jk o l w ie k  p r o s t e j . —  O dległość dw óch  p u n k t ó w .

98. N iech będzie rów nan ie  lin ii p rostćj danćj :

(1) M X - f  NY 4 - PZ =  0,

a X0, Y0, Z0, spółrzędne punk tu .



Jakim kolw iek je s t  uk ład  spó łrzędnych  trzy lin ijnych, spółrzędne X, Y, Z, jak iegokolw iek  p unk tu  
są związane ze spółrzędnem i kartezyańskiem i tegoż sam ego p u n k tu  za pom ocą związków n™ [90] :

* X ax’ “J“  aiy  —|— a2,

(2) Y =  b s  +  b ,y - ) - b 2,
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Z =  c x  -Ą- c ty  -\-  c2.

R ów naniem  w układzie spó łrzędnych  kartezyańsk ich  prostćj danej (1 ) będzie od tąd  :

M(aa? —{— aiy -|— a2) —|- N(b.r —|- b iy  —|— b.2) 4 “ P(c.z' —}- Ciy  —J— c-2) 0 \

a podług n ru [76], odległość $ p unk tu  (X0, Y„, Z0) albo (x 0, y0), od tćj prostej będzie m iała za w yrażen ie:

M(aar0 - |-  aiy0 -[- a2) -(- N(b;r0 - |-  b iyu -)- bo) P (cx0 -)- c 1 y u -[_ c.2)

±  \/(aM +  bN +  cP)“ +  (a 1M + b ,N  +  c ,P )2 ’

lub  nakoniec, m ając w zgląd n a  związek (2 )

, ___________________MXp - |-  NY0 -\-  PZp__________
±  \/(aM +  bN 4 -  cP )2 4 -  (a,M -)- b,N +  c ,P )2 ’

w yrażenie odległości k tóregokolw iek  p u n k tu  od jakiejkolw iek prostej je s t w ięc proporcyonalnem  do 
pierwszćj strony  rów nan ia p ro stć j.

W  kształcie przybranym  w  nMe (93), m a się :

( a =  —  xdosa , b =  — (7,d o s 6, c —  — vdosy,

( a , =  — XW Sta ;  b, = — fłWStg; C , = — vw sty ;

znajduje się w tedy , m ając w zgląd na związki (5) n™ (94), dla odległości <5 p u n k tu  (X0, Y„, Z0) 
od prostćj ( 1 ):

(U) S = MX, 4~ NYo 4 "  PZ0

\Zx2M4 4 -  f*"2Na 4 "  —  2(ivNPdosA —  2>.vPMdosB — 2>.|*MN dos C 

x, fi, v, są param etram i odniesienia.

99. O d l e g ł o ś ć  d w ó c h  p u n k t ó w .

Niech b ęd ą  (X „ Y ,, Z ^ , (X2, Y2, Z2) spó łrzędnem i trzylin ijnem i dw óch p unk tów  danych , 
a (x i, y ,), (y2, y2) ich spółrzędne kartezyańskie. W zory (2 ) nru [93] dają , oznaczając param etry  
odniesienia przez x, v :

'X  Xo/ — =  p — a?jdos<x — yiW Sta, - - = p  — a;2 dos«  —  j/2w st« ,
\  A

Y Yo
—  =  q —  a,-,dos6 —  y, wstS, - ?  =  q —  a;2 d o s6 — y 2w s t6,
F  F

Z Z >
l = r  — x  id o sy  —  y ,d  osy, —  —  r — # 2d o s y — y 2dosy.



O dejm ując te rów ności stronam i tak ja k  one po  sobie w  każdym  w ierszu poziom ym  następuję, 
w y p ad n ie :

Y  
l i _ ------2 =  ( x 2 —  a;,)dos «  - ( -  (y2 —  y , ) w s t a ,

(1 ) J — ------— =  (x -2 — a-^dosS +  (>/■> —  i/,)wst£,

y __2
J‘- ------  =  (* 2  — x ,)d o sy  -f- (y2 — y,)w sty.
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Rozwiążmy rów nan ia (1) dw a po dw a, w zględem  różnic (x 2 —  z , ) ,  (y2 —  Vi)Y  znajduje się, m ając 
wzgląd na związki (4) n™ [94]:

/ \  ł n  Y 1 ---  Y2 Ł X i --- Xo l / o / /  \ . rr __ Y 1 ---Yo 1 . X 1 ----Xo ,  ,/ (x 2— a:i)w stG  =  —--------^ w s ta —  —i—-----? w s t6 ; /  (y2 — y ,) w s tC = :----------------d o sa -)— !------- -dosę
i fi l  f* • X

(x2—  ;r ,) w s tA =  —— —  w st 5 — — — —  w sty ; < (yo— y,)w stA  — —  d o s 6 4 -  —— —  d o sy ;
v fi j  V n

( x 2 —  £ i)W S tB  =  — ------—2 W S ty —  — -----—  w s t a ;  l ( y 2 —  y i ) w s t  B  =  —  X ‘ ~ ~ ^ 2 d o s y  +  - ^ d o S a .
v X V \  X v

Dla otrzym ania w artości sym etrycznych, dodajm y trzy rów nan ia każdej g rupy , i zauważm y że

w st A 4 -  w st B 4 -  w st C =  4 dos -  dos — dos —;
~  1 2  2 2

w y p ad n ie :

4 d o s ‘̂ d o s  -  do s^  (x 2—  x ,)  =  —------—  (wsty — w s t6) + —-----—  (wst K — w sty)4 - ^ - ^ ^ ( w s t 6 — w sta);
2  2  2  X u. v

4 d o s ^ d o s ^ d o s ^ ( y 2 — y 1) = ^ ‘ . ^ '2 (d o sg — dosy) 4 ~ —— — (d o sy — dosa)-]- —— — (dosa  — d o s 6).
2  A  2  A  fj. v

Teraz dodajm y sum m ę kw adratów , m ając wzgląd na związki (5) n ru [94] i zauw ażm y ż e :

f  S2 =  M ,M j=  (ar2 -  4 -  (y2 -  y ,)2,

 ̂ 1 4 -  dos A =  2 d o s 2 iy ,
\ ‘

f dosB  4 “ dosC  —  dos A 4~  ̂ ^ w st —dos —dos — ; e tc .,

znajduje się w zór ostateczny
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(2 ) 4M1M*.dos2^ . d o s 2 Ł d o s 2^
J, A &

« , C ,  A , B (X,—  X4) (Y, — Y 2) —  2 w st -  dos -  dos — ------------— ----------- )
2 '2 2 A [X

>. ft, v są param etram i odniesienia.

100. W a r u n e k  a ż e b y  d w i e  p r o s t e  b y ł y  p r o s t o i u t n e m i .

Niech b ęd ą  rów nan ia  dw óch p ro sty ch :

d )
M .X - t - N .Y + P .Z  =  0 , 

M,X +  N,Y -)- I>,Z =  0.

P rzedstaw m y te rów nan ia w  układzie kartezyańskim  za pom ocą w zorów  (2) n™ [93]; po tćm  
w yraźm y że te dw ie p roste  są p ro s to k ą tn cm i; dojdzie się tym  sposobem  do rów nan ia w arunkow ego :

—  2vX dosB (P1M-> +  P,M ,) —  2lfidosC(M 1N* +  M-2N,) = 0 .

• U w a g a . M ożnaby było w yprow adzić z tego rów nan ia  w ysokości tró jkąta odn iesien ia ; lecz je  otrzy
m am y poniżej ncr [1 0 2 ] przez poszukiw anie w prost.

101. P r z e j ś ć  z  u k ł a d u  s p ó l r z ę d n y c h  t r z y l i n i j n y c h  d o  i n n e g o  u k ł a d u  s p ó l r z ę d n y c h  t r z y l i n i j n y c h  . 

Niech będą X, Y, Z spó łrzędne jakiegokolw iek p u n k tu  w zględem  tró jką ta  ABC, a

(1) mX -j- n.Y - |- ;;Z  =  k

(2) x2M,M2 +  p-N,N o  - f  v2P ,P - 2 —  2(*vdos A(N,Pa +  N ,P.)

A

związek k tóry  pow inny spraw dzać te  spó łrzędne.
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Daje się w zględem  tró jk ą ta  ABC, rów nan ia trzech  hoków  now ego tró jką ta  odniesienia A 'B 'C \

B'C'

C'A'

A'B'

W zór (3) n™ [98] daje nam  odległości p unk tu  M(X, Y, Z) od trzech boków  now ego tró jk ą ta ; 
a  oznaczając przez X ', Y ', Z', ilości p ro p o rcyonalne  do tych odległości, będziem y m ieli na w zory 
zm iany sz u k an e j:

X' =  X'(a'X +  b 'Y +  c'Z),

Y' =  p.'(a"X - f  b " Y +  c"Z),

Z ' =  v '(a " 'X -f  b '"Y -|-c '"Z ).

S tałe X', jj.', v', zależą od spółczynników  a ', a", a'", b ', . . .  i od now ych param etrów  odniesien ia 
dow oln ie w ybranych . D yskussya znaków  na ocen ien ie odległości, będzie zależała od położenia 
w zględnego dw óch tró jkątów  i m usi się w ykonać d la każdego przypadku szczególnego, w  którym  
w ypadnie użyć tych w zorów  zm iany ; zdarzenie to  w reszcie bardzo je st rządkiem .

W  tćj zm ianie analitycznej figura nie je s t  zm ienioną, w ięc prosta  w  nieskończoności być nią nie 
przestanie.

S pó łrzędne X , Y, Z, spraw dzają związek kształtu

(1) m X - \ - n X - \ - p Z  =  k \

spółrzędne X', Y' Z' m uszą także spraw dzać in n y  zw iązek taki ja k :

(U) m 'X ' 4 - w 'Y '- f p 'Z '= i .

D la znalezienia tego osta tn iego  zw iązku, dość rozw iązać rów nan ia (3) w zględem  X, Y, Z, i pod 
staw ić w  związku (1 ) w artości o trzym ane.

111° R ó w n a n i a  d w ó j s i e c z n y c i i , l i n i i  ł ą c z ą c y c h  w i e r z c h o ł k i  z e  ś r o d k a m i  b o k ó w  i  w y s o k o ś c i

T R Ó JK Ą T A  O D N IE S IE N IA .

102. U m ieścim y się w  przypadku uk ładu  szczególnego nru [93], w  którym  rów nania boków  tró j
kąta odniesien ia są k sz ta łtu :

/  X  =  P  —  X  dos a —  y w s ta  =  0,

(1) ' |  Y =  q —  # d o se  —  y wstS =  0 ,

( Z —  r —  x d o sy  — y w sty == 0 ;

przytem , jeżeli się przypuści p a ram etry  odniesien ia rów nym i jedności, potem  początek w ew nątrz 
tró jk ą ta , pierw sze strony  ró w n ań  poprzedzających dadzą, co do w ielkości i co do znaku, spó łrzędne 
trzy lin ijne X ,Y ,  Z, p u n k tu  (x , y ) .

niech  będzie:

f  ą 'X  4 -  b 'Y 4 - c ,X = 0 .  

(2) a"X 4 -  b"Y +  c"Z =  o,

\  a"'X 4 -  b"'Y - f  c"'Z = 0 .
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1 ° . D w ó jsie c z n e .

Szukajm y, na przykład, dw ójsiecznych kąta A. R ów naniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej 
przez p u n k t A, je s t

Y =  »;Z;

Kiedy I je s t p u n k t w  którym  ona spotyka b o k  BC, spółrzędne tego p u n k tu , rów ne i tegoż

A /

/ \
\

B / I  <j....................

sam ego znaku, pow inny  spraw dzić to ró w n an ie ; m a się w ięc:

m —  1 ; zkąd Y =  Z.

Dla dw ójsiecznej zew nętrznej spółrzędne p u n k tu  I są rów ne i znaku przeciw nego; a tem  sam em  
m a się :

m —  —  1 ; 

R ów naniam i dw ójsiecznych są w ięc :

zkąd Y = — Z.

(2 )

Wewnętrznych. 
Y —  Z =  0,

Z — x  =  o,

X — Y =  0,

Zewnętrznych.
Y +  Z = 0 ,  

Z -j-X = = 0, 

X +  Y =  0,

WIERZCHOŁEK A ; 

WIERZCHOŁEK R 

WIERZCHOŁEK C

W yprow adza się z tąd :
T rzy  dwójsieczne wewnętrzne trójkąta są zbiegające m i się z sobą.

Dwójsieczne zewnętrzne dwóch kątów zbiegają się w tym że  samym punkcie z dwój sieczną wewnętrzną  
3cie9° kąta.

Gdyż uw ażając na przykład rów nania trzech dw ójsiecznych w ew nętrznych , w idzim y że jedno  z tych 
rów naii je s t  następstw em  dw óch in n y ch ; a tem  sam em , w szelkie rozw iązanie w spólne dla dw óch 
z pom iędzy nich spraw dza 3cie; czyli pun k t w spólny dla dw óch tych  prostych  znajduje się na 3cici.

2° L in ie  łączące w ie r z c h o ł k i ze  śr o d k a m i b o k ó w .

R ów naniem  jakiejkolw iek p ro ste j, przechodzącej przez pun k t A, je s t

Y =  »iZ;

Niech będzie I spodek linii łączącej w ierchołek  ze środkiem  boku , a Y0, Z0, spółrzędne tego



p u n k tu , m a s i ę :
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Y0 =  - f  IQ =  IC .w stC ,

Z« == —(— IR =  IB. w stB ;

olóż IC =  IB, i te  spółrzędne pow inny spraw dzać rów nan ie pow yższe; co daje

w st Cw stC  =  m . w st B, zkąd m
w stB ’

P rzeto  rów naniam i linii łączących w ierzchołki ze środkam i boków  są :

(3)

 ̂ Y w stB  —  Z w stC , d la  w ierzchołka A,

Z w stC = X w ’st A, dla w ierzchołka B,
I' X w st A =  Y w stB , d la  w ierzchołka C,

W yprow adza się jeszcze z tych rów nań  ż e :

T rzy linie łączące wierzchołki ze środkami boków trójkąta przecinają się w tym że sam ym  punkcie. 

Spółrzędnem i ich p u n k tu  spo tkania się, k tóry  daje środek ciężkości trójkąta  są :

/ X w stA  =  Y w stB  =  Zw stC ,

| X w stA  -f- Y w stB  - j-  Zw stC  =

zkąd, ro zw iązu jąc :

3° W y so k o śc i.

X w stA  =  Y w stB  =  Z w stC  =
3R

U w ażm y w ysokość  odpow iedn ią w ierzchołkow i A. R ów naniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej 

przez ten punk t, je s t

Y =  m Z :

jeżeli I jest spodek w ysokości i niech Y0, Z0, b ęd ą  jego spó łrzędnem i, ma się :

Y0 =  — IQ =  +  A ldosC ,

Z0 “I-  IR A ldosB .



SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE JAKIEGOKOLWIEK PUNKTU. 

Poniew aż te spó łrzędne m uszą spraw dzać rów nanie p roste j, m a się więc

dosC

1 0 5

dosC  =  m dosB , zkąd m =
dos B

Przeto rów naniam i wysokości są :

f  X dosB  =  Z dosC , d la  w ierzchołka A,

(4) <. Z dosC  =  X dosA , d la  w ierzchołka B,

V X dos A =  Y d o sB , d la  w ierzchołka C.

W idzim y jeszcze że :

T rzy wysokości trójkąta przecinają się w tym że samym punkcie. 

Spółrzędne p u n k tu  spotkania się trzech  w ysokości są danem i przez :

(  X dosA  =  Y dosB  =  Z dosC ,

zkąd się w yciąga : 

(4 bis)

 ̂ X w st A - |-  Y w stB  -j- Z w stC  =  — ,

SX dosA  =  Y dosB  =  ZdosC
R stA .stB .stC  

IV0 P o w ie r z c h n ia  t r ó jk ą t  a .

X, y i i

2 2  = x 2 y~i i

x 3 ys i

103. 1° Mając dane spółrzędne trzy lin ijne  (X„ Y „ Z,), (X2, Y.», Z-2), (X3, Y3, Z3) wierzchołków trójkąta 
MjM2M3, obliczyć powierzchnią trójkąta.

Oznaczając przez (x „  y {) , (x2, y2), (x3, y 3), spó łrzędne kartezyańskie w ierzchołków , m a się na 
m ocy nra (79)

(1 )

Lecz pod ług  wzorów n™ [93], otrzym am y ró w n o śc i:

! X , =  (p —  ^ d o so t— y,wst<x)A, X2 =  (p —  x 2d o s« —  y 2wsta)X, X 3 —  (p — x 3dosa —  y3wstot)A,

(2) |  Y , =  ( j  —  arjdosS— y ,w s % ,  \ . 2= . ( q — x 2dosg —  j^wslg),*, Y 3 =  (q —  x 3dos<> —  y 3wste),i, 

Z, =  (r —  Xidosy —  y tdosy)v; Z.2 =  ( r  —  x 2dosy —  ,y2dosy)v; Z3 =  ( r  —  a 3dosy —  ?/3dosy)v. 

Otóż, zastosow anie znanego tw ierdzenia o m nożeniu  w yznaczników  daje nam  bezpośrednio  :

p  —  d o sa  —  w s ta  1x, Y, z, 1 x t Ui

x 2 y 2 z2 = 1 £*2 y*

X3 Y, z3 1 *3 ys

q —  dosS — w stg  

r  —  dosy —  wsty

X(Jv.

14



1 0 6  ROZDZIAŁ XI.

1 “J wyznacznik drugićj strony  m a na w arto ść  2 2 ;

2 &‘ wyznacznik rozw inięty sta je  się :

J) W St(y  —  6) - |— q  wst(cx —  y) - |— 1' W St(6 —  a )

to  w yrażenie, m ajęc względ na zwięzki (U) i (6) nru [94], sprow adza się do ~ - 

Ma się więc

(3)
_ L _  R

2  =  ± 2S

X, Y, Z,

X2 Y., 7 ,

x 3 ^ 3  z 3

x, (a, v sy param etram i odniesienia.

2  je s t pow ierzchnię tró jkę ta  M1M0M3 ; S je s t pow ierzchnię | tró jkęta odniesienia, a lt p rom ieniem  
koła opisanego.

2 ° Obliczyć powierzchnią trójkąta, którego boki są dane rów naniam i.

Niech będę rów nania trzech prostych  odniesionych do tró jkę ta  ABC:

B
/

(*)

/ D, ; a,X -j-  b,Y - |-  c,Z —  0, 

s D.2 : a2X b2Y -f- c2Z =  0 , 

D3 l a3X -)- b3Y -)- C3Z =  0.

Oznaczmy przez X ,, Y „ Zu  spółrzędne p u n k tu  przecięcia się prostej D2 z D3; przez X2,Y2, Z2, 
spó łrzędne p u nk tu  przecięcia się prostćj D:t z D„ e tc . , . ;  o trzym am y :

f  Qi —  a iXi -)- bjYj -)- C(Z, /  0 =  a xX2 - ) - h tY2 - j - c iZ2, / 0 —  ajX 3 -)- bjYj-J-CiZa,

(5)  ̂ 0 —  a2X 1 — b2Y, —J— coZj, < Q2 —  a2X2 -j-  b2Y2 —| - c2Z2, < 0 =  a2X3 —{- b2Y3 —|—c2Z3j

0 =  a3X, -)- b3\ , -j- c3Z ,; ( 0 =  a3X2 -f- b3Y2 -(- JijZ2; ' Q3 —  a3X3-f- b3Y3 -j- c3Z3.

Na mocy znanego tw ierdzenia w zględem  m nożenia w yznaczników , w yprow adzi się ze zwięzków £5 ) :

( fi) O1Q2Q3 —

a ( b, c ‘ i X, Y, Z,

a2 b2 c2 x 2 y 2 Z2

a3 h3 c3 X3 y 3 z 3



P otrzeba teraz w yrachow ać Qu Q.2, Q3. Załóżmy naprzód :
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a t b, C l a-2 b -2 C-2 <!l b, Ci 3 l b, C i

(7) P = a-i b.. c 3 ; p , = <>3 b, C3 ; p * = a3 b3 c 3 ; 1*3 = a 2 b -2 Ca

a 3 b 3 C;i wstA wstB wstC wstA wstB wstC wstA wstB wstC
X f * V X V X f* V

Jeżeli do pierw szćj grupy  związków (5) przydam y zw iązek :

v  w stA  . v  w stB  . „ w stC  S
A j -------------(- I ! -------------(- L ,  --------

X f i  v R ’

i jeśli w yrugujem y Xt, Yt, L u  m iędzy czterem a ró w n an iam i tym  sposobem  otrzym anem i, w ypadnie :

a. b, Cl Qi
a2 b 2 C2 0
a3 b 3 c3 0

w stA w stB wstC s
X V R

—  0 , zkąd się wyciąga O _ s  Z  
R ’ P, ’

m ając wzgląd na związki (7), otrzym a się podobnież Q2 i Q3.

Na m ocy wzoru (3) i w artości k tóre się znalazło, związek (6) daje :

(8 ) 2 2  =  ■
/.[XV

2 p2 

• p a p ?

je s tto  w zór szukany. 2  przedstaw ia pow ierzchnią tró jką ta  określonego przez trzy p roste  (4); X, ji, v, 
są param etram i odniesienia; S i R oznaczają pow ierzchnią i p rom ień  opisany na kole tró jką ta  odn ie
s ien ia ; P , P i, i\>, P 3, są ilości określone za pom ocą rów ności (7).

S p o s t r z e ż e n i e .

Nie dam y tu  wyznaczenia k ą tó w ; zobaczym y poniżej m etodę u łatw iającą to poszukiw anie.

Nie należy zapom inać w'reszcie, że jeżeli użycie spółrzędnych trzylinijnych p rzedstaw ia w ielkie 
korzyści w  nauce w łasności rzutow ych czyli opisow ych figur, rzecz się m a inaczej kiedy idzie o w ła
sności m etryczne. U kład spółrzędnych trzylinijnych je s t często skutecznem  narzędziem  w  poszukiw a
niach analitycznych, lecz nie po trzeba go za nad to  nadużyw ać; n a tu ra  kw estyi m usi w  tym  względzie 
być przew odnikiem  dla zgłębiającego ten  przedm iot.
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V °  B i e g u n o w a  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  w z g l ę d e m  d w ó c h  p r o s t y c h .

104. Przypom nijm y sobie że b iegunow a była określoną w  n rze (83) za pom ocą związku

0 ) 

albo
Ma , Mb

( '» '« )  RT +  F F  =  "

Niech będą rów nan ia dw óch  p rostych  d a n y c h :

(A) aX -f- a,Y - |-  a.2Z =  0 ,

(B) bX —)- b,Y -)— b3Z =  0,

a (X, Y, Z), (X„, Y0, Z0) spółrzędne w zględem  punktów  M i P.

Na m ocy w zorów  (U) n ru [90], jeżeli X ', Y ', Z', są spólrzędnem i punk tu  a o irzym a się :

V ^  Y  Y  1 Y  7 ' I y

y -  r -  w
, Ma , Ma Ma

^  aP  ^  aP  ^  aP

Poniew aż te spółrzędne m uszą spraw dzać rów nan ie  prostej (A), w ięc ztąd się w yprow adza

M a _____ aX - |-  a,Y - f  a->Z .
aP  aX0 ajY0 -)- aoZ0

znajdzie się podobnież

Mb _  _  1)X -f- b tY - f  b.2Z
(2 bls) bP  1>X„ - f  b,Y 0 +  M o

Podstaw iając te w artości w  rów naniu  (1 bis), o trzym uje się na rów nanie b ieg u n o w ó j:

aX a,Y -j-  a2^  i hX -)- b tY b)Z _  . 
aX 0 -j-  «iY0 “f - a2Z0 bX0 -j-  b (Ao -j-  b.>Z0

albo

A  -U  Łz=  0 . 
A o B0



105. Zastosujm y ten  w zór do tró jkąta odniesienia.

Biegunowem i p unk tu  (X0, Y0, Z0) w zględem  trzech kątów  tró jką ta odniesienia są odpow iednio  :
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A

c n

p

Y Z Y Z dla w ierzchołka A : ------1------=  0 : n rn s ta  A P -------------  =  0,

dla w ierzchołka B : — 4 -  — =  0 : n rosta BP — —  — =  0,

dla w ierzchołka C : — -I------ =  0 : n rosta CP — —  A- =  0,

Te wzory dają dow odzenie bezpośrednie tw ierdzeń następujących  :

1 ° Biegunowe tegoż samego punktu  względem trzech kątów trójkąta spotykają odpowiednio boki przeciwne 
iv trzech punktach położonych w lin ii prostej.

2° Biegunowe jakiegokolwiek punktu względem  dwóch kątów trójkąta przecinają się na lin ii prostej, 
łączącej ten punkt z wierzchołkiem  3c!cs° kąta. (Chasles, Geometryą wyższa, strona 275.)

1° W ł a sn o śc i po przecznych .

106. Pom iędzy w łasnościam i k tó re  udow odnim y, dw ie były już uzasadnione w n rze [57]; dam y ich 
now e dow odzenia :

1° Gdy trójkąt ABC je s t przecięty przez jakąko lw iek  poprzeczną abc, ma się m iędzy odcinkami związek

, aB bC c A __ , .
W  S C 'b A 'd l —  ’

to tw ierdzenie je s t przypisyw anćm  Menelausowi.

II0 G dy trójkąt je s t przecięty przez jakąkolw iek poprzeczną abc, ma się , m iędzy w staw am i kątów utwc 
rzonych przez linie aA, bli, cC, z bokami kątazkąd ona wychodzi, związek następujący:

§ 111. — Z A S T O S O W A N IA .

(II)
w staA B  w stbB C  wstcCA

w staA C w stbB A  wstcCB

(C hasles, Geometryą wyższa, s trona  261.
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W eźm y tró jką t o k tórym  m ow a za tró jk ą t odniesienia i przypuśćm y param etry  odniesienia rów nem i 
jedności. Niech będzie

(1) MX 4 -  NY 4 -  PZ =  0

rów nan iem  poprzecznej.

Szukajm y przecięć się tćj prostćj z każdym  z boków  tró jką ta . 

Dla p u n k tu  a położonego na boku BC, m a się X = 0 , zkąd

X « _ _ p
Zo N ’

Otóż, zważając na um ow ę n ru [53] o znakach odcinków ; i na um ow ę n ru [90] o znakach spółrzęd
nych trzylinijnych, znajduje s i ę :

Y0 =  C a .w stC , Z0 =  — B a .w stB ,

gdyż, jeżeli Ca je s t odcinek dodatny , Ba będzie od jem ny ; co się tyczy spó łrzędnych  Y0 i Z0, one są 
dodatne. Ma się tym  sposobem  p ierw szą z rów ności następu jących  :

C a . w st C __P
B a. w stB  N ’

dla p u n k tu  a ;

i Ab. w st A M ,, | , ,
(2 ) { -  -^  =  5 -, d la  p u n k tu  b ;

C b .w slC  P ’

[ B e . w st B N 
\ A c. w st A M ’

dla p u n k tu  c ;

dw ie inne rów ności tej grupy  o trzym ują się za pom ocą rach u n k u  i dyskussyi p o d obnych ; zauważy 
się dla p unk tu  C że spó łrzędne są znaków  przec iw nych , lecz odcinki Bc, Ac, są tegoż sam ego znaku.

M nożąc stronam i rów ności (2), otrzym uje s i ę :

Ca Ab Bc _  ,
B a 'C b  ‘ Ac

je s tto  związek któryśm y m ieli dow ieść.



Ę ą _  w st aAB
\ Aa
/

w stB  ’

/  Ca w st aAC

A  Aa w stC  ’

Teraz złączmy aA, bB , cC ; uw ażm y, na przykład, kąty aA B , a AC; ma się

zkąd B a. w stB  =  A a. w staA B ;
\ A a  w s i e

(3)
/  P n  u t n ł  n A P

zkąd C a .w stC  =  A a.w staA C .

Za pom ocą tych związków i zw iązków  podobnych , rów ności (2) będą m ogły się n a p isa ć :

/ w staA cT__P

w staA B

! w s tb B A __M
(*) \  7 \ “ p ’

w stbB C

wst cCB __N
i O ”  M '
\  w stcC A

Lecz, aby związki (3) a tćm  sam ćm , związki (4) były praw dziw e co do w ielkości i co do znaku 
ilości, po trzeba przyjąć um ow ę nas tęp u jącą  :

K ąty takie ja k  aA B , a A C ,.......... będą dodatne lub odjemne według tego ja k  odcinki odpowiednie

aB, aC ,.........  będą dodatne lub odjem ne; czy li, co na jedno wychodzi, kąty  aA B , aA C ,.......... będą
dodatne lub odjemne według tego ja k  one będą policzone w pew nym  kierunku lub w kierunku przeciw nym , 
poczynając od Aa.

Mnożąc stronam i rów ności (4) o trzym uje się związekf(II) k tóry  był do dowiedzenia.

107. III0 Proste wyprowadzone z jednego punktu do trzech wierzchołków trójkąta  ABC, spotykają boki 
przeciwne we trzech punktach  a , b, c , takich , że się ma równanie

/ . . .  aB bC eA .
<U,) a -E 'E A -S i =  - , :

to  tw ierdzenie je s t przypisyw anem  Janow i de Ceva. (Nowe Roczniki, tom  X.)

IV0 K iedy trzy  proste, wychodzące z wierzchołków trójkąta ABC przechodzą przez jed en  punkt O, ma 
się m iędzy wstawam i kątów ja k ie  one tworzą, każda z dwoma bokami kąta z którego ona wychodzi, związek

w staA B w stbB C  w stcC A  
( ! ' )  — ------ 1 ;

w st aAC w stbB A  w stcC B

(C iia s l e s ,  Geometrya wyższa, s tr o n a  2 6 3 ) .
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W eźm y tró jką t o k tórym  m ow a za tró jk ą t odniesienia, i niech będą X0, Y0, Z0, spółrzędnem i 
punk tu  O.

R ów naniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej przez w ierzchołek  A, je s t

Y = X Z ;

A

1 1 2  ROZDZIAŁ I I .

ponieważ, ta p rosta, w inna przejść przez p u n k t O, w ię c :

1  =  -  
Yo Z«

M ożemy uw ażać Y i Z jako spółrzędne punk tu  a ;  otrzym a i

Y =  C a.w stC , Z —  —  Ba. w st B;

gdyż jeżeli Ca je s t odcinek dodatny , Ba będzie odjem ny, zapatru jąc się na położenie obecne 
punk tu  a ;  i spółrzędne Y i Z są dodatne. Ma się tym  sposobem , pierw szy ze związków n as tęp u jący ch :

(5)

C a. wst C _ Yo
B a. w st 15 Z0

A b. w st A Zo
C b . wst C X „’

Bc. w stB Xo.
A c. w st A Y „’

dwa inne  związki o trzym ają się za pom ocą spostrzeżeń podobnych.

Mając wzgląd na rów ności (3) a tem  sam em  na um ow ę w kilku  słow ach w yrażoną na końcu  nro [106], 
związki (5) będą  mogły się napisać

(6)

1 w st a AC Yo

 ̂ w staA B Z o '

j  w stbB A 7»

j w stbB C X0 '

[ w stcC B X0

\  wstcCA Yo
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Mnożąc stronam i rów nan ia (5), po te in  rów nan ia  (6), o trzym uje się bezpośrednio związki (III) i (IV) 
które założyliśm y sobie w yprow adzić.

108. 1° Gdy dwa trójkąty mają swe wierzchołki po dwa na trzech prostych zbiegających się, w jednym  
punkcie, ich boki spotykają się dwójkami we trzech punktach ustawionych w lin ii prostej.

11" O Zwrotnie : je że l i  dwa trójkąty są takie że ich boki przecinają się, po dwa względnie, we trzech 
punktach położonych w lin ii prostej, ich wierzchołki są na trzech prostych zbiegających się w jednym  
punkcie.

Te tw ierdzenia , odkryte w x y i i  w ieku przez znakom itego Desargucs'a, tw orzą p unk t w yjścia figur 
jed n o k ład n y ch ; dw a trójkąty dla togo są nazw ane jednokładnym i, k tó re p. Poncelet, w  sw ym  trakta
cie rzutowych własności figur, nazyw a także tró jką tam i odpowiedniczemi.

W eźm y jed en  z tró jkątów , ABC na przykład, za tró jk ą t odniesienia.

1° Nieci) będą X0, Y0, Z0, spółrzędne p u n k tu  zbiegania się trzech prostych AA', BB', CC '; ró w n a

l i 0 T r ó j k ą t y  j e d n o k ł a d n e .

V

niam i boków  BC, CA, AB, są

B C

( 1) Y =  0

Proste OA OB, OC, będą miały w zględnie na rów nania :



Niech będzie teraz

1 U ROZDZIAŁ II.  

mX 4  nY -j- p l  =  0

rów naniem  prostej B 'C '; rów nania prostych B'A', G'A' (przechodzących : I s™, przez przecięcie się 
OB z B’C '; 2ea, przez przecięcie się OC z B'C') będą  kształtu  :

Ań/\^0 Ao/

>nX-}-wY -j-  p Z  -(- [i. —  —J  =  0,

te  dw ie proste p rze tną  się na OA, jeżeli X = — p.; przeto rów naniam i boków tró jką ta  A 'B'C', b ę d ą :

B'C' : m X  +  nY +  p l  =  0 ,

( 3) < CA. r ^ + . T  +  ^  +  i ^ - * ) = . ,

A'B' : m X - { - n X - \ - p l - \ - \ ( rL  — ^ )  =  «.
\&o X 0J

R ów naniem  jakićjkolw iek prostój przechodzącej przez punkt a, przecięcie się BC z B'C' jest

m X  4 -  nY +  pZ  +  kX  =  0 ;

wyraźm y że ta p rosta  przechodzi przez p u n k t 6, przecięcie się AC z A'C'. Robiąc Y =  0, rów nanie 
poprzedzające i d ru g ie  z rów nań  (3) dają :

(m 4 -  k)X  4*

0 X + , Z  =  .,;

zkąd w ypada

rów naniem  prostej aS będzie w ięc

/ • - -  X • 
X ’Ao

m X  4 -  nY 4 -  pZ  —  X =  0 ;
Xu

je s t rzeczą oczyw istą że ta  p rosta  przechodzi przez p u n k t y, przecięcie się AB z A'B'.

2° Dla uzasadnienia odw rotnego  podania, weźm y jeszcze jeden  z tró jkątów , ABC na przykład, za 
tró jk ą t odniesienia ; rów naniam i jego boków  b ę d ą :



niech będzie rów naniem  prostej afy
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(2) (D) aX +  bY 4 - cZ =  0 ; 

rów nan iam i boków  B'C', G'A1, A'B', będą w tedy :

i B'C' : aX - |-  bY - f  4 - =  0, (przechodzące przez przecięcie się BC z U);

(3) < C'A' : aX 4 -  bY 4 -  cZ 4~ f*Y =  0, (przechodzące przez przecięcie się CA z D); 

f A'B' : aX 4 ~  b Y 4 - c Z - |- v Z  =  0, (przechodzące przez przecięcie się AB z D).

Szukajm y teraz rów nań  trzech prostych AA', BB', CC'.

P u n k t A' je s t przecięciem  się C'A' z B 'A '; rów naniem  jakiejkolw iek prostćj przechodzącej przez 
ten  p u n k t jest

aX -j- bY +  cZ 4 -  f*Y 4 - k(aX 4 -  bY +  cZ 4 -  vZ) =  0; 

jeżeli się wyrazi że ta p rosta przechodzi przez p u n k t A(Y =  0, Z —  0), m a się

a —j— *̂a —  0 j zkąd k  —  -— 1 ; 

znajdu je się tym  sposobem  pierwsze z rów nań  następujących  :

i AA' : ,*Y —  vZ =  0 ;

(/i) < BB' : vZ — XX =  0 ;

f CC' : xX —  fuY =  0;

dw a osta tn ie  otrzym ają się przez rachunek  podobny ; albo prościć j, za pom ocą często w  analizie 
dogodnej drogi sym etryi.

Otóż t r z y  proste  (h) są w idocznie zbiegającem i s ię ; w ię c . . .  e tc .........

109. Jeżeli się złączy jakikolw iek punkt O z trzema wierzchołkami trójkąta ABC i gd y  a, b , c , będą 
przecięciami prostych  OA, OB, OC, z bokami przeciw nym i, trzy punkta przecięcia się względem par  
prostych (BC, be), (AC, ac), (AB, ab) są na lin ii prostej.

To podanie jest przypadkiem  szczególnym  pierw szego z tw ierdzeń poprzedzających, poniew aż trzy 
proste  Aa, Bb, Cc, są zbiegającem i s ię ; tylko tu , w ierzchołki drugiego tró jką ta  abc są w zględnie na 
bokach pierw szego ABC.

Można także dać w prost dow odzenie tw ierdzenia , biorąc tró jką t ABC za tró jką t odniesienia.

Jeżeli X0, Y„, Z0, są spółrzędnem i p u nk tu  O, p roste Aa, Bb, Cc, b ęd ą  m iały w zględnie na 
rów nan ia :



W yznaczywszy w tedy punk ta  a , b, c, znajdu je się na rów nania boków  bc, ca, ab :
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c

- L - l L - t - ! - n  O x i y _z __
Xo Y0 Z0 ’ %  f ^ Z .  ’ X0 Y0 Z(, '

Szukajęc w zględnych przecięć tych prostych z bokam i BC, CA, AB, spraw dzi się że trzy punkta 
sy na linii p rostej

* + *  +  1  =  0 . y  i V  1 7  ■̂ 0 *0
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P U N K  T.

§ I. — SPÓŁRZĘDNE JAKIEJKOLW IEK PROSTEJ. — RÓWNANIE JAKIEGOKOLW IEK PUNKTU.

1° S p ó ł r z ę d n e  ja k ie jk o l w ie k  p r o s t e j . —  R ó w n a n ie  1 Bo s t o p n ia .

110. Mając dane dw ie proste stałe Ox i Oy , określim y jakąkolw iek prostą  przez odległości 
od początku O punk tów  A i B, w  których ona spolyka osie. Te odległości są uw ażane jako  dodatne

lub od jem ne w edług  tego ja k  one są sk ierow ane w pew nym  k ie ru n k u  Ox i Oy  lub  w  k ie runku  prze

ciw nym ; odw rotności tych od ległości, to  je s t - J - ,  będą nazw ane spółrzędnemi prostejf.AB i
U A  U i)

oznaczymy je  przez u, v. Spółrzędnem i Jakiejkolw iek prostej AB będą w ięc :

w  u = ( k ’ v =  w

• u v .
Często przedstaw im y te ilości przez stosunki — tak że się o trzy m a:

. . . . .  u 1 v 1 ,
(' bis) -------pr-j- , --------tw OA iu OB

ilość n, v, w b ędą nazw ane spółrzędnemi jednorodnem i prostćj AB.
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W edług  tego, gdy u i t> są spółrzędnerai jakiejkolw iek p rostej, rów nan iem  tej prostej albo rów na
n iem  do którego składu w chodzi spółrzędnych punkt będzie zgodnie z w zorem  nru [40]

(2) v x  - \ - v y  —  1 = 0 .

Jeżeli osie Ox i Oy  będą prostokątne, dam y dla u i v nazwisko spółrzędnych prostokątnych  linii 
prostćj.

Uwaga. Związek taki jak  f(u , y ) = 0 ,  m iędzy zm iennem i u  i v, przedstaw ia szereg ciągły prostych, 
k tó rych  przecięcia się po sobie następu jące tw orzą jakąkolw iek  k rzyw ą; p roste  (u, v) są stycznem i 
do tej krzyw ej (zastanowim y się poniżćj z w iększym i szczegółami nad tym  przedm iotem ); z tego 
pow odu , rów nanie f[u, v) =  0 je s t nazw ane równaniem styczneczkowem  krzyw ej. Dało się ilościom  u i v 
nazw isko spółrzędnych styczneczkowych;  je s tto  nazw anie którego często będziem y używ ali.

III. W szelkie równanie U" stopnia m iędzy zm iennemi u i v przedstawia jakikolw iek punkt.

Niech będzie rów nanie

(3) A u —|— By G 0,

jak iem ukolw iek  rozw iązaniu [u, v) tego rów nania odpow iada którakolw iek prosta m ająca na rów nanie

u x  -f-- vy  — 1 —  0 ;

otóż w szystkie p roste  przechodzą przez jakikolw iek punk t stały . D odajm y w rzeczy samej te ró w n a n ia ; 
pom nożywszy d rug ie  przez C, w ypadnie

w(A +  Cx) - f  r(B  - f  Cy) =  0.

To rów nan ie  przedstaw ia którąkolw iek z prostych  k tó rych  spółrzędne spraw dzają związek (3); 
w idzim y że w szystkie te p roste przechodzą przez p u n k t stały

m ożem y w ięc uw ażać rów nan ie (3) jako określające ten p unk t.

Tak wiec równanie 1 stopnia m iędzy spółrzędnemi u  i  v jakiejkolw iek prostej, to je s t

(3) Au +  B u + C  =  0,

przedstaw ia jakikolw iek punkt, przez który przechodzą wszystkie proste, których spółrzędne u i v sprawdzają 
to rów nanie’, spółr?cdnemi kartezyanslciemi punktu są:
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112. P rzyp a d ki szczególne.

W artości (4) rob ię w idocznem i w nioski następu jące .

R ów nania

Aw +  C =  0, B y - f C  =  0

przedstaw iają : pierw sze jak iko lw iek  punk t położony n a  osi O x ,  drugie jakikolw iek p u n k t na osi O y .  

R ów nanie jakiegokolw iek p u n k tu , zrobione jedno rodnym , pisze się

(5) Au -(- By -f- Cw  =  0 

R ów naniem  początku spółrzędnych będzie

(6) w —  0 .

113. Rozwiązując to py tan ie, dow iedziem y że rów nanie jakiegokolw iek punk tu  je st le° stopn ia .

Mając dane spółrzędne kartezyańskie x0y0, jakiegokolw iek punktu , znaleźć równanie styczneczkowe p u n k tu . 

Rów naniem  jakiejkolw iek prostej przechodzącej przez ten punkt je s t

m iędzy spółrzędnem i jak iejko lw iek  prostej przechodzącej przez p u n k t dany; jestto  rów nanie p u n k tu ; 
w idzim y że ono jest p ierw szego stopnia.

Damy rów naniu  następnem u

nazwisko kszta łtu  normalnego rów nan ia jakiegokolw iek p u n k tu ; spółrzędnem i kartezyańskiem i tego 
p u n k tu  będą w tedy a i b .

114. Możemy jeszcze o trzym ać rów nanie jakiegokolw iek punk tu  pod. innym  kształtem  który będzie 
pożytecznym  przy tłóm aczeniu  rachunków .

1 °  O s i e  p o c h y ł e .

Niech będzie p odległość OM0 a u  kąt prostej OM z O x; ma s i ę :

II R óżne  k sz t a ł t y  r ó w n a n ia  p u n k t u .

ii —  i/o  —  m i x  —  x o, ;

otóż spółrzędnem i tćj p rostej są :

1  ■
-  =  yo —  m x0.u m

Rugując m mi‘ędzy tem i dw iem a rów nościam i, o trzym a się związek następujący

( 7 ) u x 0 — 1 = 0 ,

(8 ; aw - |-  by — 1  =  0
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£ o __WSt(0 —  to) ya __ \VSf w .
p wste ’ p wst 0 ’ 

podstaw iając te w artości w  rów naniu (7), w ypadnie

ł / n  i i , W S 1 0w w 'st(0  -  u  - f -  y w s f f o -------------- =  0 ;
p

t o  j e s t  ż e  równanie

(9)  w \v s t (0  —  to) - j -  V WSt t o — P —  0

przedstawia jakikolw iek punkt, którego odległością od początku je st WS^  i  którego promień wodzący

tworzy z Ox kąt to.

2° O s i e  p r o s t o k ą t n e .

Równanie
(10) w d o s w  -)- u w s t w — p —  0

1
przedstawia jakikolw iek punkt, którego odległością od początku je s t -  i którego promień wodzący tw orzy  

z osią O# kąt to.

I I I 0 P u n k t  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i . —  P r o s t e  r ó w n o l e g ł e .

115. Jeżeli w  rów naniu  (3) przypuści się C zerem , w ypadnie

( 1 1 ) A if —J— B y  =  0 ;

wzory (U) pokazują nam , że równanie (1 1 ) przedstawia jakikolw iek punkt w  nieskończoności, położony

na linii prostej mającej za spółczynnik kątowy — .
A.

ów nania

u —  0, v =  0 ,

przedstaw iają : 1 SI° jak iko lw iek  p u n k t w nieskończoności na osi Oa?; 28>e jak iko lw iek  punk t w n ie 
skończoności na osi O y.

116. Spółrzędne prostej w nieskończoności są zeram i. To je st w idocznem  przez sam o określenie 

nru [1 1 0 ]; zląd także w ypada, że

Spółrzędne dwóch prostych równoległych są proporcyonalne.

Jeżeli jakakolw iek prosta przechodzi przez początek spó lrzędnych , je j spó łrzędne są n ieskończone;
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prosta je s t ogólnie nieoznaczonej dyrekcyi, chyba że stosunek  je j spó łrzędnych  n ieskończonych 
m iałby w artość skończony i oznaczony.

S półrzędne osi O z będy nieskończone, o trzym a się w aru n ek  g r. *i =  0 ; spó łrzędne osi Oy będy  

n ieskończone; o trzym a się w arunek  gr. ^  =  0 .

Albo jeszcze : jeże li się bierze spółrzędne je d n o ro d n e  u, v, w , o trzym am y :

Dla osi Ox, u =  0, w =  0 ;

Dla osi Oy, v =  0, iv =  0.

W szystkie te w ypadki spraw dzajy się bezpośrednio  uw ażajyc, że jeże li

(12) -f- Ny +  P =  0

je st rów nan iem  przedstawiajycemsp5?rzętfwye/«-/;wn/tfjakićjkolwiek p rostej, spó łrzędne tćj prostćj będy : 

/ . c i  - \  u  M v N ,, „ u v w
5 = - p -  5  =  “ p '  a l b 0  „ M = S = - p -

JV° R ó w n a n i e  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  p o ł o ż o n e g o  n a  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  d a n e j .

117. P rzypuśćm y naprzód prosty  dany przez swe spółrzędne «0> i n iech  będzie

Am - f  Bu +  C =  0

rów nan iem  p u n k tu  szukanego. P oniew aż p rosta  dana m usi przechodzić przez ten  p u n k t, o trzym a się

A« 0 4 - Bi>0 4 "  c o ;

zkyd w ypada, odejm ujyc :

(13) A(w —  v0) 4 -  B(w —  i>0) =  0 .

Jestto równanie jakiegokolw iek punktu  położonego na prostej [u0, v0).

118 Przypuśćm y pow tóre  prosty  określony  przez dw a p u n k ta  :

 ̂  ̂ A,m 4~ Bi^ 4 "  Ci —  0 , (M |)

^  } A2m 4 - B j  +  C ^ O ;  (Mo)

ró w n a n ie m  jakiegokolw iek punk tu  położonego na prostej Mi Mo będzie :

(15) A,m 4 "  BiU 4 "  Ci 4 "  >-(AoM 4 -  B->y -4-_C-2) = j 0 , (M).

W  rzeczy sam ej, spółrzędne jakiejkolw iek p ro ste j, przechodzącej przez M( i Mo, to  je s t spraw dza, 
jycćj rów nan ia (14), zadosyć uczyniy oczywiście rów nan iu  (15); w ięc prosta  M4M-2 przechodzi przez 
p u n k t (15). Będzie m ożna w reszcie j’ozporzydzic spółczynnikiem  X w  sposób tak i, ażeby ró w n an ie  (15) 
przedslaw iało jakikolw iek p u n k t prostej.

16
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119. Równanie jakiegokolwiek punktu dzielącego odcinek w stosunku danym .

Niech będą Mj i Mo (14) końce odcinka; pun k t M (15) znajdujący się na tym '[odcinku  m a na 
spółrzędne pod ług  n™ [1 1 1 ]

A ,  - I -  X A ,  l i ,  4 -  X B>

C ,  - f -  X C 2 ’ C .  +  XC.2

W reszcie spółrzędne punktów  M, i M> są w zględnie

M

x t — A, _ A -2
C, ’

Vi —
_ R , B.,

Z astępując A ,, B ,; A.>, B2; przez te w artości we w zorach  poprzedzających, znajduje się :

-J- aCox'o __C,yi  -(-  XC2y2
C ,- f X C 2 ’ J  C ,- fX C 2

Porów nyw ając te ostatn ie w artości z poprzednio  otrzym anem i za pom ocą związków  (1) i (2 ) nru [52], 
w y p a d a :

/ ifii XC2 _ m 2 _ M , M .
( 1 G, m , MM2 ’

m ając zawsze w zgląd na um ow y nru [53].

Przeto , mając dane dwa punkta

( AjM B | i>- ( - Cj =  0, (Mi)
(17)

równanie
K>u —[— B2y — G2 •—. 0 ; (M2)

(18) —1 (A tM -(-BjW -f- G j)-]- —‘ (A2m -f- B2y -)- C2) —  0,

będzie przedstaw iało jakikolw iek punkt znajdujący sie na prostej MiM2 i  dzielący ten odcinek to stosunku 
takim , że :

.  M|M m ,
1 '  MM2 '

Mając dane, pod kształtem  norm alnym , równania dwóch punktów

a,u - j-  b,w —  1 = 0 ,  (M,)
(17 bis) I■am  - j-  b 2y —  1 =  0, (M2)

równanie .

(18 bis) m faiU  -f- bjt> — 1 ) -}-»j2(a2u - |-  b>« — 1 ) =  0
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będzie pazedstawiało jakiko lw iek punkt, znajdujący się na prostej M,M-2 i  dzielący ten odcinek w stosunku

M |M __nu
M2M m t

(19 bis)

P rzypadki szczególne.

P u n k t środkowy odcinka otrzym a się rob iąc nu —  rnu co daje w przypadku  ogólnym  :

A-|« —{— Bji? —}“ j Aiu  —f- B?y “I-  Cł _(20) c . 0 ;

w  przypadku kształtów  norm alnycb  :

(2 0  bis) ( a - | -  b ,y  —  1) - ) -  (a-jM - ) -  b>y —  1) =  0 .

P u n k t w nieskończoności na odcinku otrzym a się, przypuszczając rn-i —  —  tn„ co daje, w  przypadku 
ogólnym  :

A —(— BiU —(— Cj A 2m - | - B 2y - j - G i _

C , Cl
(2 1 ) o;

w  przypadku kształtów  norm alnych :

(2 1  bis) (a,w l>,y —  1 ) — (am  - |-  b 2y —  1 ) =  0 .

V ° R ó w n a n ie  p u n k t u  przec ięc ia  s ię  d w ó c h  pr o st y c h .

120. N iech będą (u lt y^ , (u±, v.2) spółrzędne dw óch prostych  danych i

A« -(- By +  C =  0

rów nan iem  ich p u nk tu  spotkania s ię ; to  rów nanie m usi być spraw dzonćm  przez spółrzędne dw óch 
p ro s ty c h ; o trzym a się tym  sposobem  :

A u, -(- By, C =  0,

Au> -j- Ry2 —f- C =  0-

Rugując A, B, C między tem i trzem a rów nan iam i, znajduje się na rów nanie punk tu  spotkania się

=  0 .

dw óch prostych :

u V  1

( 2 2 ) U ,  V ,  1

w 2 y 2 1

Ztąd w ypada bezpośrednio  warunek ażeby trzy  proste (w0,
punkcie, tym  w arunk iem  j e s t :

O o

(23) U ,  V i  1

U l  V-1 1

=  0 .
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VI. S p ó ł r z ę d n e  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j ,  p r z e c h o d z ą c e j  i t , z e z  p u n k t  z b i e g a n i a  s i ę  d w ó c h  p r o s t y c h .

121. N iech będą (wj, v t) i (u>, vi) spó łrzędne dw óch p rostych  danych ; rów naniam i tych  dw óch 
prostych  b ęd ą  p o d łu g  nrn [1 1 0 ]

(D,) ih x  -}- v xy  —  1 =  0,

(D.>) u ix  - j-  V2y —  1 = 0 .

R ów naniem  jak ie jk o lw iek  prostćj (D) przechodzącej przez ich p u n k t przecięcia się będzie :

(D) m jtftix  4  V\U —  1) 4  m-i[uix -\-v>y — 1) =  0;

zkąd w ypada d la  spó łrzędnych  u i v  p rostej (D) :

in,Ut 4  miu2 
mi 4  mni '

W Z,Ł 'i 4  m 'iv l .
m i 4  '

te zw iązki w yznaczają spółrzędne jakiejko lw iek prostej (D), przechodzącej przez punkt przecięcia się 

prostych  Di i D2.

122. Istn ieje m ięd zy  stosu nk iem  —  i w staw am i kątów  trzech prostych  D, D „ D.,, zw iązek w ie l-

kićj w agi k tórego  uzasadn ien iem  niezw łocznie się zajm iem y.

R ów naniem  proste j (D) je s t

m ^U iX - \ - V i y  — 1)4  m i ^ i x  4  VA ! —  1) =  0.

N iech będą : S p u n k t zbiegania się trzech p ro s ty c h ; O, początek  spó łrzędnych; i M(ar, y) jak iko l

w iek  p u n k t p rostć j (D): niech; będą, nad to , M P., MP>; OQ,, OQ>, prostopad łe spuszczone w zględnie 

z p unk tów  M i O na p ro ste  Di i D>.
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Z apatru jąc się na położenie obecne punk tu  M w zględem  p ro sty ch , na m ocy nru [76] będzie :

( v ix ~ \- v {y  — l ) w s t0
MPi =  SM wstDSD, =  

MP-2 =  SM wstDSDi =

—[— +  yi —  2 tł,«>,dos6 

(u2x  - j-  v.2y  —  l ) w s t 0

—  \lu l  vl  —  2 uiU;dos0

Ma się ta k ż e :

/ wstO
QQi =  OSwstOSD, =  ^  , ■ p = ,

\  _r v l<i _r t,i —  2 M,y,dos0

w st0
OQ.) =  OS wstOSDi =  , ,

-)- v^s +  vi —  2 «it)idos0

Z tych rów ności w ypada :

. . SM w stDSD, 
u tx  +  vty  —  1  =  ^ -------

wslO SD ,

. , SM wstDSD^U iX-\-v-2y —  1 =  —  — -------
\  wstOSD..

P odstaw iając te  w artości w  ró w n a n ia  prostćj (D), w ypadnie

,, . w stD SD i wstDSD* „
( 1 ° )  m i ----------------—  m 2 ---------------------------------------- =

wstOSD, wstOSDj

P rzypom nim y sobie um ow y już przyjęte :

U m o w y .

K ą ty , liczone poczynając od pew nej prostej, będą uważane jako dodatne lub odjemne stosownie do tego, 
jak ruch obrotu ma miejsce, poczynając od tej prostej, w pewnym kierunku lub w kierunku przeciw nym .

N adto, znakowanie DSD, będzie wskazywało że się idzie od prostej D ku 'prostej D,; a znakowanie 

l Q b  będzie wskazywało ruch w  kierunku przeciw nym ; tak, że

DSD, =  —  D,SD.

Otóż, na  figurze obecnej, jeżeli kgt DSD, je s t uw ażany jako dodatny, kyt DSDj będzie odjenm y. 
Majęc na uwadze osnow ę um ow y l"5! ,  z rów ności (1°), otrzym am y :

m.2 __ w stD ,SD  wstOSD2 .

wstDSD* wstOSD,
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lecz oceniając odległość MP-j uw ażaliśm y wstDSDo jako  ilość d o d a tn ę ; a ponieważ w edług  spostrze

żenia i um ow y poprzedzajęcćj, k ę t DSD> je s t odjem ny, m usi się zastępie wstDSD* p rz e z — wstDSD^; 
co daje

m -2_w stD iSD  wstOSD>

m ' wstDSD-i wstOSDi

W ięcJ spółrzędne jakiejkolw iek prostej (D), przechodzącej przez punkt przecięcia się dwóch prostych
D,(mi, i\ ) ,  D-2(M'2, tu), są dane za pomocą wzorów :

m\U\ 4 -  m±u> u -— -------- 1--------
i m,i -j- m, ’

(25)

m l -)- m > ’

a stosunek —  je s t spojony z kątami tych prostych przez związek :
m i " .

/n _ . . .  m -2 w stD 1SD wstDSD.,
(25 bis) — = ------- — ----------- ——mi \

w stD SD -2 wstOSD,

O je s t początkiem spółrzędnych; S punktem  spotkania się prostych.

Należy m ieć w zględ w  tym  wzorze na um ow ę, k tóręśm y dopiero co sobie przypom nieli nad znako
w aniem  i znakam i kętów .

Dwójsiecznf.

Kiedy p rosta  D będzie dw ójsieczrię kęta  dwóch prostych  Di i D?, o trzym a s ię :

DiSD =  +  DSD;>, albo D,SD =  —  DSD2; 

w edług tego jak  prosta je s t dw ójsiecznę kęta  DSDa albo jego spełnienia (supplementum ), a tćm  sam em  :

(26) w stÓ S D ^ albQ >»2 =  _  w stO SD ^

m ' wstOSDi ni> wstOSDi

VII0 W zory wyprowadzone z twierdzeń poprzedzających.

123. W zory zasadnicze, w yłożone w  nroch [119] i [122], p row adzę nas do innych w zorów , które 

należy oznaczyć:

I
1 ° Znaleźć stosunek w  którym  jakakolwiek prosta  (u0, v0) dzieli odcinek dany.
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Niech będą rów nania końców  odcinka :

(Mi)

(M2)

A,w —|— B,w - |-  O, —  0 5 

A 2w —|— B-2̂  —|— C> —  0 j

a (u0, v0) spółrzędne prostćj (D0).
R ów naniem  jakiegokolw iek p u n k tu  M znajdującego się na prostćj M,M2 je s t na m ocy nru (119] 

rów nan ia  (18)

(M) 

i m a się :

P  (A,u +  B,» +  CO +  P (A,« +  R2v +  C2) =  0, 
t-i ti2

M o__M,M
to, MM2

Otóż prosta  (u0, v0) m usi przechodzić przez pun k t M ; m a się w ięc

(27) — lub
m.

M,M ____  A,Mq -f~ ^  .
MM2 A2m0 —|- B2i’0 "J-  C2 C,

estto  wzór rozw iązujący pytan ie.

W  przypadku kształtu normalnego rów nań  punk tów , otrzym a się :

(27 bis)
M ,M __ a,i/0 -{- b,D0 —  1
MM., a2w0 - j-  boi>0 —  1

W  razie gdyby prosta  była daną przez dw a punkta , w yznaczyłoby się jćj spółrzędne u0, v0, jak  to 
zobaczym y poniżćj.

11° Daje się dwie proste D, i D2 spotykające się w  S, i  jakikoliviek punkt P ; znaleźć stosunek wstaw

katów P S D ,, PS Do.
N iech będą (»,, vx), [u.2l v-2) spółrzędne dw óch prostych  D. i D2, zaś

(l*)

ró .\ lianie p u n k tu  danego.
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Oznaczając przez u i'« spółrzędne jak iegoko lw iek  p u nk tu  linii SP, m a się zgodnie z w zorem  n ru [122]:

v — m,u, -)- m.M-i
m, -}- m2 ’ " w?, -j-  m2

Poniew aż ta  p rosta  m usi przechodzić przez p u n k t (P), w ięc

\ { m iu l -[- m.,u2) -f- B(w,v, -)- m2i;2) -j- C(»i, -(- m i) =  0 5

zkąd się w yciąga :

ffl-2__ A?f, —|— By, —[— G
W2, Aw2 “j-  B —|— G

Aw, —|— BtJ( —|— G m 
Au * —|— B^2 ~f- G

i podług  rów ności (25 bis) n ra [122]

/clo, w stD jSP wstOSD.?
(28)  -------------- =

w st PSD.j wrstOSD,

O je s t początkiem  sp ó łrzęd n y ch ; ten w zór rozw iązuje py tan ie założone.

111° Doje się dwie proste Di i D2 przecinające się w  S, i  punkt P stanowiący przecięcie dwóch p ro 

stych  D' i D"; znaleźć związek m iędzy kątami PSD, i PSD ^.'

Jeżeli (u', v'), (u", v") są spó łrzędnem i dw óch prostych  D' i D", rów nan iem  ich  p u n k tu  przecięcia 
się (P), będzie pod ług  n ru [120]:

u V 11
1

u ' v' 1 =  0.

u" V" 1

Stosując o teg o  przypadku związek poprzedzający, m a się :

S

(29)

i<i C l 1

u' v' 1

w stD ,S P  w st OS Do u" v" 1

wstPSD.i w stO SD ,
u2 . V-2 1

u' v' •1

u v" 1

ten  wzór rozw iązuje py tan ie założone.
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U w a g a .  Związki k tóreśm y ustanow ili pozw olą dow ieść bezpośrednio już w yłożonych  w  nnc [106] 
tw ierdzeń  nad  poprzecznem i.

To zastosow anie będzie d la  początkujących pożytecznem  ćw iczeniem .

VIII0 S p ó ł r z ę d n e  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  d w a  p d n k t a  .

124. Przypuśćm y naprzód dw a p u n k ta  dane przez ich  rów nan ia  :

( AiU  -j— 4 ~  C , —  0,

(  A-m  B 2w - f -  C -2 =  0 ;

spółrzędne prostej otrzym ają się, rozw iązując te  dw a rów nan ia  w zględem  u i v.

Jeśliby  dw a punk ta  były dane przez ich  spółrzędne [xu  y ,) , [x2, y-2), w yprow adziłoby się z tego 
na m ocy n ru [113] rów nan ia  dw óch  p u n k tó w , to  je s t

| XiU -{-yiV  —  1  =  0 ,

\  x m  4 - y&  —  1 =  0 ;

i znalazłoby się na spó łrzędne prostej :

(30) m =  v  =
x m  —  x.% 1 Xiy-2 —  x . t f i

125. W arunek ażeby trzy  punkta b y ły  w lin ii p roste j.

Gdy rów naniam i trzech p unk tów  są :

i
 A  iU —|— BiU — C i = ^  0 ,

A-lU — "j-  C> y 

A 3u -J- B 3D -J- C3 =  0 ;

związek szukany o trzym a się, pisząc że trzy  ró w n an ia  m ają rozw iązanie w spó lne , co daje :

A i B, c,
(31) A-2 B, C2

A3 b 3 C3

126. Jeżeli M =  0, N =  0, P  =  0, są rów nan iam i trzech  punk tów  n ie w  linii p ro ste j, rów nan ie 
jak iegokolw iek  p u n k tu  będzie się m ogło zawsze po łożyć pod kształtem  :

m il +  nN 4 - pV  =  0 ,

m , n, p , są stałem i.

Dowodzenie je s t  to  sam o słow o w  słow o, jak  to, k tó re  było danem  w  iiri€ [60] dla tw ierdzen ia  p o 
dobnego nad  linią p ro stą .

17
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127. Jeżeli rów nan ie  f(u , tf) —  0 je s t je d n o ro d n ćm  co do u i v, m a się tożsam ościow o:

l ) = - ( ;  +  a ,) ( !  +  > ,) ...... ( ! + « - ) ,

a  tćm  sam em , rów nan ie dane będzie m ogło się napisać

f[u ,  v) —  [ u -J- a a # ) -  .(w a”1*’) =  0 .

To ró w n an ie  będzie oczywiście sp raw dzonśm , zakładając

w -f - a ,w = :0 , a lbo  u - f-a.2i; =  0 , . . . ,  albo M-j_ a”‘y =  0 .

Otóż te  rów nan ia  p rzedstaw iają m  p u n k tó w  w  nieskończoności, znajdu jących  się w zględnie na m  
p ro sty ch , k tórych  spółczynnikam i kątow ym i są a „  a2, . . .  a™ pod ług  n ru [115].

W ięc wszelkie równanie jednorodne i  m les° stopnia m iędzy spółrzędnemi u  i  v jakiejkolw iek prostej 
przedstaw iają jakiko lw iek układ  m  punktów na prostej w  nieskończoności.

D ow iodłoby się podobnież pod ług  n™ [112] że rów nania m '^° stopn ia i kształu

f (u) —  0 > f(v) =  O,

przedstaw ia ją : l sze jakiko lw iek układ  m  punktów znajdujących się na osi O x ; 2 sic jakiko lw iek układ  m 
punktów znajdujących się na osi Oy .

§ U. —  ODLEGŁOŚCI.

1° Odległość d w ó c h  p u n k t ó w .

128. N iech b ęd ą  rów nan ia  dw óch p u n k tó w :

(M,) A ,w -f  B ^ - I - C ^ O
] kształty norm alne

(M2) (. A2u -f-  B2v -f- C2 =  0;

spó łrzędnem i dw óch  punk tów  b ęd ą  na m ocy  nru [1 1 1 ]

(  A,l ---  —- ,

\

( y ,  =  - g ,  y *

prze to  o trzym a się, 9 będąc  kątem  osi

1 3 0  ROZDZIAŁ I I I .

atu  -[- b ^  —  1 = 0, 

a2w b 2t> — 1  =  0 .

k ,
C , ’

R>.
' Co’
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a w  razie kształtu normalnego d la ró w n ań  p u n k tó w :

(1  bis) MjMa —  (®i —  &2)2 — (fc>r — b 2) 2 2 - (-(a , —  a2)(b j—  b 2)dos0 .

Jeżeli osie spółrzędnych są p ro s to k ą tn e , w yrażeniem  odległości będzie :

, - ^ , 2  ( a a - a - a p  +  c b a - B o C , ) 2 .
(/)  M;iMą—  • p 2p 2--------------------- >'■

a w  razie kształtu  norm alnego

(2 bis) M ^ i  =  (ai —  a2)2 +  (b, —  b,)'3.

I I 0 O d l e g ł o ś ć  p u n k t u  o d  p r o s t e j .

129. N iech będą u0, v0, spółrzędnem i prostćj, a

(Al) Am 4~ By 4~ G 0 ,

rów nan ie punk tu .

R ów naniem  przedstaw iającćm  spółrzędnych-punkt prostej będzie podług  n ra [110]

u0x  - \ - v 0y  —  1  =  0 , 

a spółrzędne punk tu  M będą  p o d łu g  n ru [111]

A B
C ’ y ~~ C ‘

W edług  tego, jeżeli 0 jest kątem  osi, od ległość p u n k tu  od prostćj będzie

j\ 1 P
__(ugx -f- Vq!/ —  l ) w s t8 (Am0 -f- Bt>„ -f- C) w st8

Vuo 4 -«o  —  2w0Vodos 0 G \]uq 4 -  v* —  2w0i;0dos 0 

Tak w ięc odległość p u nk tu

Am 4~ 4 "  G =  ®

od prostćj ” (m 0,  v 0)  j e s t :

(Amq — Bi?o4~ G )w st0 . „
( ! )  MP — — == ■ = = =  > jeże li osie są pochyłe

C v«o 4 ’uo — 2?<0y0dos9

I 1 Aio\ u n  Awo 4" B̂ o 4~ G. .
1 01S> =  — _ , a -■—  > jcsli osie są p rostokątne.

cv/«S4-»o
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Kiedy rów nan ie  p u n k tu  je st dane pod kształtem  norm alnym

a u -)- bu —  1  =  0

w yrażeniem  odległości je s t :

(2 ) MP =  lw'’n "~-'1'|VVi>1,9; (osie pochyłe)
—  2 * w l o s 0 ’

(2 bis) MP =  lW° . = ;  (osie p rostokątne).
VWo-t-^o

Odległość początku od prostej u 0, v0 :

Należy zrob ić a =  0 , b =  0 , w ypadnie w tedy :

( 3 ) n p -----------w s t9  -  (osie po ch v łe); OP =  - t = =  (osie prostokątne).
V« o —  *2 w0̂ odosO “ \ v l  -f-v„

I I I 0 K ą t  p r o s t e j  d a n k j  z  o s i a m i ;  r a t  d w ó c h  p r o s t y c h .

130. N iech b ęd ą  i/0, spółrzędne prostćj danej, jego  rów nan iem  będzie :

u0x - \ -  v0y  — 1 = 0 ;  

a ką t a tej p rostćj z osią OX będzie dany  pod ług  n ru [68] za pom ocą w zorów  :

(, ) — Mo s l f— (osie pochyłe)

( 1  bis) s ta  =  — — , (osie p rostokątne).
vo

Kąt dwóch prostych.

N iech b ęd ą  («j, y ,), (w2, v -2)  spółrzędne dw óch p ro sty ch ; m a się

„IV  ___ s t “ l --- Sloc2 ■
l + S t a j S t * /
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w ięc, m ając wzgląd na w artości poprzedzające :

(i)

("2 bis)

stV  = (v,2vt —  M1r 2)w s t0

stV = V-2V1 —

(osie pochyle)

(osie prostokątne).
M ,W 2  - ) ~  v i v '2 ’

Ztąd da się w yprow adzić za warunekprostopadłości dw óch prostych  («,, v {) i (u,, v.,):

(3)

(3 bis)

u\U-x-\-ViV-i —  (wii>-2 - j-  w ^ d o s O  == 0 

UiU-i -J- Vivi —  0 ,

(osie pochyłe)

(osie p rostokątne).

IY° P o w i e r z c h n i a  t r ó j k ą t a .

132. Daje się równania wierzchołków.

Niecli b ę d ą :

(Mi) A -J- B jf -f- C, =  0,

(Mo) A2M +  B2y - f  C.2 =  0 , w  kształcie norm alnym  

(M3) A3w -J-  —I-  G3 =  0 ,

a,« -f" b,i> — 1 = 0 ,  

a2w -)- b 2u — 1  =  0 , 

a3u -\-  b 3t; —  1 = 0 .

Mo Z

Spółrzędnem i w ierzchołków  będą  w zględnie podług  n ru [111]:

A,Xi =
C,

B ,

y i = ~ ^

i o trzym am y p o d łu g  wzoru (1) nru [79]:

(1 )
1

C1C3C3

a w  przypadku kształtów  norm alnych :

(1 bis) 2S =

X-2 = A 2 
C2 ’

x 3 =

y-2 =
B2
c , } ys  =

A, B, Cx

a 2 Bi Co w st 9;

A3 Bs C3

1 b, 1

A 3

C3 ’

B3 .
C s ’

a.

a2 b 2 

a3 b 3

wstO.



133. Daje się spółrzędne boków trójkąta.

Niech będą (« „  u,), v.2), (u3, v3) spółrzędne w zględne prostych M2M3, M3M,, M,M2; rów naniam i 
tych prostych b ę d ą :

u tx  - f  v{y  —  1  =  0 , 

u-2z  -f- v.2y  —  1  =  0 , 

n3x  - \ - v 3y  —  1  =  0 .

P odług  w zoru (6) n ra [82] otrzym am y w tedy  :

1 3 4  RO ZD ZIA Ł I I I .

U t V i  1

M o V z  1  

« 3  V3 1

2

.w st9

U-2 V-2 

U 3 V 3

«3  V 3 

U i  V t

U l  V i

U-2 V-2

§ III. —  PUNKT BIEGUNOWY JA K IEJKOLW IEK PROSTEJ WZGLĘDEM JAKIEGOKOLW IEK

UKŁADU DWÓCH PUNKTÓW.

1° Ok r e ś l e n ie  i r ó w n a n ie .

134. Mając dane dw a p u n k ta  A i B i p ro s tą  sta łą D, łączy się jak ikolw iek  pun k t I prostćj D 
z punk tam i A i B ; p o tćm , przez p u n k t I p row adzi się p ro s tą  IL, taką aby

(1)
stD IL  stD IA  stD lB

jeże li p u n k t I przenosi się na p rostć j D, linia IL obraca się około p u n k tu  stałego, który nazw iem y 
punktem biegunowym  p rostej D.

W  zw iązku (1) będziem y przestrzegali um ów  w yrażonych w nr«  [122] nad znakam i i znakow aniem  
kątów . Związek (1) może się napisać

stD IL  stDIA stD IB  st D1L

i w edług  tego położy się powyższe w yrażenie pod k sz ta łtem  dogodniejszym  (uw ażając że m a się zawsze
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m iędzy trzem a kątam i utw orzonym i przez proste IA, IB , TC, związek : AIB -(- BIC -f- CIA = 0 ) :

(2 ) wstLTA 1 w stL IB ^= Q

WstDTA w st DIB

Zobaczym y poniżej w  nauce  o krzyw ych uogólnienie tego określenia.

135. Niech b ęd ą  ró w n an ia  dw óch  punk tów  stałych :

(A) a,w -}- a2^ “1”

(B) b ,u  -J- bav - |-  b 3 =  0 ;

w0, v„ spó łrzędne prostej stałćj D ; a u , v  spółrzędne prostej IL.

P od ług  w zoru (28) n™ [123], otrzym am y w zględem  w staw  kątów  utw orzonych w  kącie LID przez 
sieczną IA (O będąc  początk iem  spółrzędnych) :

w st LI A w stO lD  __ a tu  aat? -}- a:l _

t'rvm  I 'n i i '  a ‘W° “t-  a-V° “t-  83 7w st DIB w st OIL 

otrzym am y podobnież, uw ażając sieczną IB :

w st LIB w st OID __ biit boi) -)- b3

,<T,r, b tw0 —(— bo^o -j- b 3
w st DIB w st OIL;

P odstaw iając te w artości w zw iązku (2), znajdu je się :

a ,u  -}- a-2» - |-  a3 . bjW b 2t;t -(~ b 3 __ft.
a,m0 4  a2^o a 3 b i?/0 -(- b.ii>o b 3

jestto  zw iązek Is° stopnia m iędzy spółrzędnem i p rostć j 1L ; w ięc prosta  IL przechodzi przez jak iko l
w iek  p u n k t stały , a ksz tałt rów nan ia  (3) pokazuje że ten  p u n k t stały jest na prostćj AB.

B ów nanie (3) m oże się nap isać  pod  kształtem  skróconym

<‘ > r + 1 = ° '

136. W racając  do rachunków  i rozum ow ań n ru [86], spraw dza się że jeżeli A i B są dw a punk ta

stałe, jeżeli I) je s t p u n k tem  przecięcia  się p rostćj D z lin ią AB a C punk tem  biegunow ym  prostćj D :



«1° W szelka prosta p rzechodząca przez p u n k t D będzie m iała p u n k t C za p u n k t biegunow y 
» w zględem  uk ładu  (A, B); i odw ro tn ie , w szelka p rosta  przechodząca przez pun k t G będzie m iała 
» p u n k t D za p u n k t b iegunow y w zględem  tegoż sam ego u k ład u  (A, B).

» 2° Dwa punk ta  A i B posiadają też  sam e w łasności w zględem  uk ładu  (C, D). »

Cztery punk ta  :

(5) [(1) A =  0, (2) B = 0 ; (3) A - f  XB =  0, ( 4 ) A — X B = 0 ] ,

tworzą uk ład  harm oniczny .

P unk ta  złączone (1) i (2) będą nazw ane sprzężonym i w zględem  pary  (3), (4); a p u n k ta  złączone (3) i (4) 
będą sprzężonymi w zględem  pary  (1 ), (2).

Uważmy nakoniec , że jeżeli się złączy cztery p u n k ta  A, B ; C, D, z jak im kolw iek  punktem  płaszczyzny, 
z początkiem  O na przyk ład , cztery proste OA, OB; OC, OD, u tw orzą układ  harm oniczny .

W  rzeczy sam ej, spółrzędnem i p u n k tu  A są :

1 3 6  R O ZD ZIA Ł I I I .

prosta  łącząca go z początkiem  będzie w ięc m iała na rów nan ie  :

Tak w ięc cztery proste  OA, OB, OC, OD będą w zględnie :

i OA -  — y~ =* o,
a, a -2 i a2x  —  a =  0 ,

0}3 £ ___ IŁ —  o • ( — b xę/ =  0 ;
b , b 2 ’

o q  x ______ y  —  q
aj.-j-X bj a2 -f~ Xb2 ’ 1 a2x — a4sy —|— X(b2̂ Ł' —  bjy) =  0,

albo :

o n  x _____________.V _  n . /  — a ,y  — X(baa; — b , y ) =  0 ;
a, —  Xb, a-2 —  Xb2

pod  drugim  kształtem  rozpoznaje się bezpośrednio, m ając wzgląd na wzory nru [86] , jakikolw iek 
układ harm oniczny.

11° W y k r e śl e n ie  p u n k t u  b ie g u n o w e g o  j a k ie jk o l w ie k  pr o st e j .

137. Niech b ędą A i B dw a p u n k ta  s ta łe , DD' p rosta  sta ła ; złączmy jakikolw iek p u n k t I prostej D 
z punk tam i A i B; złączmy rów nież drug i punk t 1'; proste IA i I'B, IU i l'A  przecinają się w p u n 
ktach M i M'; p rosta  MM' spotyka prostą  AB w jednym  punkcie C, k tóry  będzie punktem  bieguno
w ym  p rostej DD'.
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To w ykreślenie w ypada oczywiście z uw ag poprzedzających, ponieważ punk i G szukany może być 
uw ażanym  jako należący do biegunow ej punk tu  1 ), w zględnego do jakichkolw iek dw óch prostych,

takich jak  M'A, IM'B, przechodzących przez punkta stałe A i B.

Spraw dzim y wszakże to  w ykreślenie przez rachunek  w prost otrzym any i zupełnie podobny do tego 
któryśm y już wskazali w n rie [87]; przedstaw im y to spraw dzenie jako przykład rachunku.

W eźm y za początek  jak iko lw iek  p unk t stały O na prostej DD', a za osie p roste OA i OB; niech 
b ęd ą  OA =  a, OB =  b ;  rów naniam i dw óch p unk tów  A i B b ę d ą :

P rosta  D przechodząc przez początek, je j spółrzędne w0 i uu będą nieskończone; lecz prosta m; jąca 
jakąkolw iek  dyrekcyą w yznaczoną, m usi m ieć :

k  jest jakąkolw iek stałą daną.

To przypuściw szy, złączmy jakikolw iek p u n k t I p rostćj D z punk tam i A i B ; niech będą A' i B '

(1 )
i (A) a« — 1 =  0, 

( ( B )  by — 1 =  0.

przecięcia się w zględne prostych IB i IA z OA i OB, i załóżmy :
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Rów naniam i punk tów  A' i B1 będę

au — '1 = 0 , €v — 1 = 0 ;

a rów nan iem  jak iegokolw iek  punk tu  znajdującego się na A'B' b ę d z ie :

all —  1 - f  X(ft> — 1) =  0.

Otrzym am y p u n k t G, przecięcie się A'B' z AB, wyrażając że prosta A B ^u  =  i ,  v =  prze 

chodzi przez ten punk t, co daje ;

X:

b
—  1

tym  sposobem  znajdziem y na rów nanie p u n k tu  G (przecięcie się A'B' z A B ):

Otóż trzy proste  D(w„, va), IA '^ - ,  IB 1̂ - ,  pow inny zbiegać się w jednym  punkcie  I

więc

Mo vu

1 1

a b

1 1

a . 6

=  0 ;

albo, robiąc u0} v0 nieskoiiczonem i i m ając wzgląd na związek (2 ), o trzym am y

0 

1

lc 1

1 1

a b

1 1

a e
1

=  0 (*)-

Mając w zgląd na związek (4), rów nanie (3) p u n k tu  G stan ie się :

(5) _ L  7 1  r k •u 4 ~ ko =  — p  T j 
1 a 1 b

je stto  dokładnie rów nan iem  punktu biegunowego prostćj DD', jak  to się łatw o spraw dza sto su jąc  
w zór (3) n ru [135] do rów nań  obecnych (1) i (2).
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SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE JAKIEJKOLWIEK PROSTEJ.

§ I. —  OKREŚLENIE. —  ZWIĄZKI ZASADNICZE.

1° O k r e śl en ie  i z n a k i.

138. Określm y jakąko lw iek  p rostą  przez swre odległości od trzech punktów  stałych, tc odległości są 
w zględnie pom nożone przez trzy liczby sta łe ; dam y tym  iloczynom  nazwisko spólrzędnych tr z y lin ij
nych proste j; trzy p u n k ta  stałe stanow ią wierzchołki odniesienia; tró jką t utw orzony będzie trójkątem  
odniesienia; a liczby stałe będą param etram i odniesienia.

W  pew nych  py tan iach , je s t często pożytecznem  postaw ie w  obec siebie trzy układy spólrzędnych 
następujące : spółrzędne kartezyańskie, spółrzędne trzy lin ijne  jakiegokolw iek bądź p u n k tu  i spółrzędne 
trzylinijne jakiejkolw iekbądź prostćj. Zbliżym y tu  do siebie te różne układy.

N iech b ęd ą  x ,  y  spółrzędne kartezyańsk ie  jak iegokolw iek  p unk tu  odniesionego do dw óch osi

.y C
/

/

prostokątnych  O x, Oy ;

rów nan ia  kartezyańsk ie boków  tró jką ta odniesienia ABC.
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Spółrzędne trzylinijne (X, Y, Z) jakiegokolw iek p u n k tu  M[x, y) będą określone przez rów ności

( 2)

S i, Sit S3, są odległości p u n k tu  M od trzech boków  BC, CA, AB; a /, m , n  są param etram i odniesienia 
w układzie obecnym  spółrzędnych trzylinijnych jakiegokolw iek p u n k tu ; /, m , n, są ilości dodatne, 
k tó re  zostaw im y dow olnem i.

Otrzyma się, pod ług  określenia (2) i w zoru (4 bis) n ru [76]:

^ ___ l 'Aix  ~ f ~  a - i y  ~ l ~  a 3

Y =  m 

'L —  n

Vaf +  ai

b tx  - |-  ba// —)— Ł>3-

- f V b F T b j  ’

c tx  - f  C2.V +  C3

4~v^T H-  C2

Dajmy na to , że początek  O jest zawsze w ew nątrz tró jk ą ta  odn iesien ia ; i przypuśćm y nad lo , że się 
zm ieniło  znaki w zględem  pierw szych stron rów nań  (1), tak że wzory (2 bis) dają wciąż na X, Y, Z 
ivartosci dodatne, k iedy się bierze pun k t M w ew nątrz tró jką ta  odniesienia ABC.

Jeżeli teraz oznaczymy przez a, b, c , długości boków  tró jką ta  odniesienia, a przez S jego p o 
w ierzchnią; spółrzędne trzy lin ijne X, Y, Z jakiegokolw iek punk tu  m uszą spraw dzać związek :

iii, 4 "  ^ 2  -f-  c i i 2 S,

albo podług rów ności (2 ) :

(3) % X 4 -  -  Y 4 -  -  Z =  2S.
I m  n

139. To przypuściw szy, n iech będzie rów nan iem  jakiejkolw iek prostej D :

(4) (D) MX 4 -  NY 4 -  PZ =  0 ,

w układzie spółrzędnych trzy lin ijn ych  jak iegokolw iek p u n k tu ; m ając wzgląd na związki (2 bis), 
rów nan iem  lej p rostej w układzie spółrzędnych karlezyańskich będzie :

M la i£ ± a*y +  «» _|_ Nm b,-x +  l>,y 4 -  b3 p w c ,x  +  c , y _ + ^  =  0 .
Va i “I-  as Vł’i 4 -  lif Vc i i

Odległość jakiegokolw iek p unk tu  (x0, y 0) lub (X0, Y0, Z) od tćj prostćj będzie m iała na w yrażenie 
w edług  nru [76]:

___________ MX„ 4 -  NY„ 4 -  PZU
(5) A =

\ / ( m / - - - ^ - 4 - N m -;J ^ 4 - P « - = ^ = T - | - ( m / 7J |= = 4 - N o t - i 4 - P n 7=^=1* 
V  \  v a i 4 - aa Y f c f + f c r  M W iJ ń  M M \h
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W edług tego, jeżeli oznaczymy przez A,, A3, odległości w ierzchołków A, B, C tró jkąta odnie 
sienią od prostćj (D) albo (4), otrzym am y za pom ocą wzoru (5) i związku (3) :

(6)

Oznaczmy przez U, V, W  spółrzędne trzy lin ijn e  jakiejkolw iek prostej (D). określim y te  spółrzędne 
przez rów ności następu jące  :

X, p, v są param etram i odn iesien ia ; w eźm iem y na w artości tych param etrów  :

P aram etry  odniesienia obecne X, u., v, są w ięc połączone z tem iż układu spółrzędnych trzylinijnych 
przez związki (7 bis)-, one pozostają dow olne jeżeli ilości l, m , n są sam e przez się dow olnein i. Podług 
tego w yboru i tego znakow ania związek (3) pisze się :

Z rów nań  (7), (6 ) i (4) w yprow adzim y bezpośrednio że :

Jeżeli U , Y, W  są spółrzędnem i trzylinijnem i jakiejkolw iekbądź prostej, rów naniem  tćj p rostej 
w układzie spó łrzędnych  trzylinijnych jakiegokolw iekbądź punk tu  będzie :

ten  w niosek zasadniczy przypuszcza, że układ  spółrzędnych  jakiegokolw iek punk tu  i układ  spó łrzęd
nych jakiejkolw iek prostej są odniesionem i do jednego  tró jką ta  odniesien ia; i nad to , że param etry  
odniesienia w  jednym  i d rugim  układzie są połączone m iędzy sobą przez związki (7 bis); w  pierw szym  
układzie (tym  w którym  głów nie figuruje spółrzędnych-punkt), param etram i odniesienia są : l ,  m , n \  
w drugim  (który je s t przedstaw ionym  za pom ocą spółrzędnych styczneczkowych), p aram etram i są : X, p , v.

U w a g a . Roztrząsanie rów nan ia  (9) prow adzi do um ow y następującej, w zględnej co do znaków  
spółrzędnych U, V, W .

Pow'inno się wziąć z tym że sam ym  znakiem  długości prostopadłych, k tóre idąc z punk tów  odniesie
nia ku prostćj uw ażanej, są zw rócone w pew nym  k ie ru n k u ; aze  znakiem  przeciw nym , te k tó re  m ają 
k ie runek  odw rotny .

( 7 )

(8) XX —j— p.Y —}— vZ == 2S.

UX +  VY +  WZ =  0;



11° Związek, między spółrzędnemi trzylinijnemi jakiejkolwiek prostej.

140. P od ług  w zoru (5) odległość w ierzchołka A tró jką ta odniesienia od prostej (9) jest

______________________________________ U X _____________________________

l /  ( u /  a ‘ -4 - v w - ili -.+ v w  w »  - = = =
V  \  V a ? + a s, V c ; + c ; / ^ \  V S F R  V cJ+yJ,

a w edług  określen ia (7) tą  odległością jest

U 
X ‘

Porów nyw ając te dw ie w artości zauważywszy że związek (8) daje XX =  2S; znajduje się na związek 
spółrzędnych U, V , W , jakićjkolw iek proslćj :

(10) ( v i - . b l - + W n- ,Cl V + f u /T-,aJ ...~ 1 = +  W n : - Cj V = 4 S 2.
\  V f i —J— al \ b [  —)—b | \  Va i’“h aż V̂ b* —(—b | y f i + ą l

M ożemy dać tem u rów nan iu  kształt daleko prostszy . Rozwijając pierw szą stronę znajdujem y n a
przód że spółczynnikiem  U2 je s t

/ 2 albo podług  (7 bis).
A

Spółczynnikiem  2VW  jest

biCi ~\~ b.2e2

1 4 2  RO ZD ZIA Ł I V . ‘

mn  •
v ^ [+ b iv /c * - l- c*’ 

Olóź rów nania (1) m ogę się pisać :

i ua i "ó f.• x  -j— — iz. y  -4- . — —  0 .1 I •) 'J 1 . /. ■> I . 9

ł'i , h.2 , b3
: X  - ł— . - -  — U —[— - ~  ----  Oj) ' . /I 9 I I 'J 1 . fl .9 I U 9 JV b j+ b a  ' V h F F r  v /l^ + b ? '

^1 i -̂‘2 i ^3 />: X  H----.. 1/ -4- ' 0.
VC 1 +  C2 VC1 +  CS VC1 ~ H 1

Lecz, podług um ów  przyjętych i zm ian w ykonanych na znakach pierw szych stro n , związki (2 bis) 
dają  w artości dodalne  dla X, Y, Z, kiedy p u n k t M i początek O są w ew nątrz tró jką ta  odn iesien ia ; 
w ięc , pod ług  p raw id ła  w yrażonego w n™> [70], otrzym am y, oznaczy wszy przez «, 6, y kąty zo s ią  Ox,
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prostopadłych spuszczonych z początku O na proste BC, CA, Al! :

d o sa , - — ,, ‘ — d o s6, ——= = = | =  — dosy;

(1 1 )
^l0i,a, + V b i + b» d0:,e’ + V /c ? + ‘’

) a , b2 „ c2f ----------  -----------—  W S l a l  ------------- 1————— ~= : — w st 6 ;  ---------------------  —  —  W S l  y .

\H -V ai~ h a 2 -j- y b i + b f  + V ci2+ c 2

W ypada ztąd :

----- ^ ‘C‘ ^~C 2 =  dosSdosy 4 -  w st § w sty  =  dos(S —  y) =  — dos A,
-j-v /b fH -b lV cf-f-c l

m ając wzgląd na związki (5) n ra [94].
W ięc ostatecznie spółrzędne trzy lin ijne  U, V, W  jakiejkolw iek prostej muszą sprawdzać związek :

(12) ^ U 2 4 - k ! v 2 - f ^ W 2 - 2 — V W dosA  — 2 ^ W U d o s B  — 2 ^ U Y d o s C  =  4S2.
X2 p.2 V |JV vX Xp

a, b , c, S są długościami boków i powierzchnią trójkąta odniesienia; A, B, C, są jego kątami-, X, p, v 
są param etry odniesienia względne co się tyczy  układu spółrzędnych trzy lin ijnych  jak iejko lw iek prostej, 
to je s t liczby przez które się m noży odległości względne wierzchołków A ,  B, C, od prostej uważanej.

W prow adzając p ro m ień  11 koła opisanego do tró jką ta  odniesienia, ta  rów ność będzie m ogła się 
napisać :

(12 bis) u 2^ ^ + V ' 2' I ^  +  W - ^ ! l £ — 2— w stB w stC dosA —2 ^ w s tC w s tA d o s B  
X2 11- v" fiv vX

nv  s2
— 2 —  wstA wstB dosC =  —

A U.

Można dać tem u związkowi kształty najrozm aitsze; nie będziem y jed n ak  dłużćj zastanaw iać się nad 
tym  przedm iotem  dostatecznie już rozw in ię tym .

Jeże li param etry odniesienia są równe jedności, związkiem m iędzy spółrzędnemi trzy lin ijn em i U, V, W , 
jakiejkolw iek prostej je s t :

( 1 3 ) U'2wst'2A +  V2w st2B - |-  W 2w st2C —  2 V W w stB  w stC  dosA

—  2W U w stC wst A dosB  —  2UVwst A w stB  dosC =  — .
R-

141. Zauw ażyliśm y w  nrze [90], że rów nając z zerem  pierw szą stronę związku (3) lub  (8 ), k tóry muszą 
spraw dzać spółrzędne trzy lin ijne X, Y, Z, jakiegokolw iek p u n k tu , o trzym ało  się rów nan ie prostćj 
w nieskończoności.

Dowiedziem y poniżej, że rów nając z zerem  pierw szą stronę związku (1 2 ) który muszą spraw dzać 
spółrzędne trzylin ijne U, Y, W  jak iejko lw iek  prostej, o trzym uje się rów nan ie  dw óch punktów  ko ło 
w ych w nieskończoności.
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P o d a n i e  z a s a d n i c z e .

142. Mając dane dwie proste 11,(1',, V„ W ,) i D2(U2) V2, W 2) przecinające się iv O, jakakolw iek trzecia  
prosta  D(U, Y, W ) przechodząca przez przecięcie się dwóch pierwszych i taka że

(14)

będzie m iała za spółrzędne;

wstDODo
VI,

(14 bis)

wzory w których 

(14 ter)

i U —  W‘U‘ W-U- 

PI , ,  m,V, +  m2V.-> 
\  V =

I

p

p =  v m\ -j- m \ -I-  2 m,Wo(ios0

6 =  d^odT,.

To tw ierdzenie , zasadnicze w teoryi spó łrzędnych  trzylin ijnych jakiejkolw iek prostćj, m ożna d o 
wieść sposobem  następującym .

Niecli będ? : A je d en  z wiew hołków  o d n iesien ia ; O, p u n k t przecięcia się dw óch prostych D ,iD 2;

X', jx', u , kgty DOD,, DOD>, AOT>2 , d , dt , d2, odległości w ierzchołka A od prostych  D, D,, D2; 
m a się :

rf2 =  OA wst u ,

d  =  OA w st (w -j- f/) =  rf2 doSf»' -)- O A dosuw stjj.',

di =  OA wst(w —(- X1 —I-  f*ł) 1=1 rf2dos(x -)— f*) “I-  OA dos u wst(x' -j-
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Rugujęc dosw m iędzy dw om a osta tn im i zw iązkam i, znajduje się :

1 4 5

^ __ c/.)WStx' fi?, w st y.' _
\YSt(>/ -j— n  J

albo w edług określen ia spó łrzędnych  jak iejko lw iek  prostej

j j __U-wstx' -f- U, wst u.'
—  W S t ( x ' —( -  f t )

Gdy teraz m a się względ na związki :

wstx' m -2x" +  y; =  o,
w st fi' m t

dojdzie się, przez zm iany ła tw e, do zw ięzków  (14 bis).

Odwrotnie : jeżeli spółrzędne U, V, W , jak ie jk o lw iek  prostej spraw dzają z wiązki

( 1 5 )  U  V Wjh,U, - j-  rw2U2 m,V, -)- m-,V.2 m ,W , -)- m.2W 2 ’ 

ta  prosta przejdzie przez p u n k t zbiegania się p rostych  D, i D2 i o trzym a się :

wstD,OD m .>(15)  
wstDOD -2 ?l

m a się zawsze względ na znaki i znakow anie kętów  w edług  um ów  przy ję tych  w  n rie [1 2 2 ].

W  rzeczy sam ej, rów naniam i odniesionem i do uk ładu  spółrzędnych-punkt dw óch  p rostych  D, i D2 sę (9):

(D,) U,X +  V,Y +  W ,Z  =  0,

(Da) U2X - f  V2Y +  W 2Z 0 ;

a podług  w artości (15), rów nan ie prostej D, t. j.

UX +  YY - f  WZ =  0,

stan ie  się :

(D) m,(U,X - f  V,Y +  W,Z) - f  »j.2(U2X - f  V,Y - f  W ,Z) =  0;

je s t to oczywiście rów nanie jakiejkolw iek prostej przechodzęcój przez przecięcie się dw óch  p ie rw szy ch ;

i stosunkiem  odległości jakiegokolw iek z jćj p unk tów  od prostych D, i D2 je s t  — . Ma się, w  rzeczy
m,

19



sam ej, podług  w zorów  (5) i (10)

1 4 b ROZDZIAŁ IV .

MP U , X  + V i Y  + W , Z  
2S

U2X 4 -  YoY -I- W  ,Z 
2 S

IJ

0
D

143. S półrzędne U, V, W , jakiejkolw iek prostćj D, przechodzącćj przez przecięcie się dw óch 
prostych ( lTi, V „  W ,), (U2, V2j> \V 2), będą kształtu  :

14-i. Spółrzędne jak iejko lw iek  prostćj określone i badane w  Rozdziale III są p rzypadkiem  szcze
gólnym  spółrzędnych trzylin ijnych jak iejko lw iek  prostej.

N iech będzie, w  rzeczy sam ćj, ABC tró jk ą t odniesien ia i jakako lw iek  prosta  stała bc\ jeżeli 
AA', BB', CG', są odległościam i punk tów  A, B, C, od prostćj uw ażanej, spółrzędnem i trzylinijnem i 
tćj prostej będą :

(16 bis)

to  w ypada z rów ności (14 ter).

“-J-  ~' ~z i 2 a 1x2(1os 0  —  1 ;

IV° P r z y p a d e k  s z c z e g ó l n y  s p ó ł r z ę d n y c h  t r z y l i n i j n y c h .

X . A A ' ,  fx.DB' ,  v . G G ' .

C

[c

A i

P oniew aż je s t jak ikolw iek  związek m iędzy tem i spółrzędnem i. p rosta  będzie zupełnie określoną
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przez związki : 

(1°)

Otóż m a się :

ix .B B ' v .C C ' 

X .A A ' X.A A 1 '

BBf Bb „  BB' A B — Ab
A A  =  A b ' a lb °  A A '=  A b ’

CC' Cc u  CC' AC — Ac
A A = M >  alb°  A A '=  Ac

Stosunki (1°) wyznaczające p rostą  b ęd ą  m ogły  się w ięc pisać :

e / * 2 _  i \
X\ Ab ) ’ ; \A c  ) '

W eźm y teraz  za param etry  odn iesien ia  :

, i = i B  v==Ł ;

stosunki określające prostą s taną- się w tedy .:

1_____ 1_\ / J _____ 1_
Ab A B j’ \A c AC

Otóż jeże li się przypuści, że w ierzcho łk i B i C oddalają się do nieskończoności, tró jk ą t o d n ie 
sienia sprow adza się do dw óch prostych  nieogran iczonych  A x , A y ;  a p rosta  uw ażana jest w tedy 
wyznaczoną przez i lo ś c i :

_ L  J L -
A b ’ Ac ’

to  są dokładnie znaczenia spólrzędnych  u  i v (Rozdział III).

V °  Z m i a n a  s p ó l r z ę d n y c h .

145. Pytanie do rozw iązania je s t następu jące :

Znając spółrzędne u, v (Rozd. III, n cr [110]), jak ie jko lw iek  prostej, wyznaczyć spółrzędne trzy lin ijne  
U , V, W  tej proste j;  i  odwrotnie.

N iech będą rów nan ia  trzech w ierzchołków  tró jkąta odniesienia :

/ A \U -J- AoU -{- A3 =  0 (^ ))

(17) j  B,w +  B.2w +  B3 =  0 (B),

[ . CjM - J -  C^t) —1— C 3 =  0 ( C ) ;
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odn iesione do dw óch  osi Oa?, Oy ,  pod  kątem  G.

P odług  w zoru (1) n rn [1291 > określen ia (7) n ru [139], otrzym am y :

( A .9/ _1_ A _1 _ A f
u  =  x

(18)

W = v

A3 \Ju2 -}- ?;2 — 2 ?;ydos0

(R1 v  —[— B^y + B3)wst0

^3 \J u1 v2— 2wimIos0

(c |W —|— Co?-' + C3)w st 0

C3 y/u2 - ( - —  2?/i>dos95

X, (j., v są param etram i odniesienia.

Z tych rów ności da się jeszcze w yprow adzić :

(18 bis)
a3u _  b3v _  c3w

X(A{u —|- A%v — A3) ^(B,w —|— —j— R3) v(C(u —|— C-2P —|- C3)

Te wzory h ęd ą  prostsze, gdy  się w eźm ie ró w n an ia  (17) w ierzcho łków  odniesienia pod  kształtem  
no rm aln y m .

Rozwiąże się zagadnien ie odw ro tne , t. j. w yrazi się u  i v  w  funkcyi U, V, W , poddając ró w n a
n ia (18) pod rac h u n ek  podobny do tego , k tó ry  b y ł rozw inięty  w  n rze [92]; dojdzie się tym  sposobem  
do związków kształtu  następującego  :

A' U +  R ' 3 - + C ' 3 - ’
A u  v

(19)

A 'o ^  +  B '2 -  +  C ',—

X f* V

Nie będziem y zastanaw iać się dłużćj nad  tem  p y tan iem ; jedyn ie  rzeczą w ażną i do spraw dzenia 
rzeczyw istości analitycznych rachunków  koniecznie po trzebną je s t ksz ta łt zw iązków  (18 bis) i (19).
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§ n . — PUNKT. — ODLEGŁOŚCI.

1° R ó w n a n ie  p u n k t u .

166. Równanie Im im e Jednorodne

(20) AU -j- BY - f  CW  =  0

A

p r z e d s ta w ia  jakiko lw iek punkt, którego spółrzędne trzy lin ijne  są danem iprzez zw ią zk i:

1 X _  Y __ Z 
(20 bis) 1 A B C ’

I XX 4 - fjiY 4 - vZ =  2 S.

Niech będzie, w  rzeczy sam ćj, jak iekolw iek  bądź rozwiązanie (U, V, W ) rów nan ia (20); prosta 
(U, Y, W ) będzie m iała na ró w n an ie  pod ług  n™ [139] rów nan ie (9)

u x  4 - v y  4 -  w z  =  0 .

R ugując W  m iędzy tćm  rów naniem  i rów nan iem  (20) w y p a d n ie :

U(AZ —  GX) 4 - V(BZ —  CY) =  0 ;

to  osta tn ie  rów nan ie przedstaw ia n ieskończoną ilość prostych , przechodzących przez p u n k t stały

X __ Y _  Z 
A B C '

*

Tak w ięc , wszystkie proste, k tórych  spó łrzędne spraw dzają rów nan ie (20), p rzechodzą przez jed en  
i tenże sam  p u n k t; m ożna przeto uw ażać rów nan ie  (2 0 ) jako  wyznaczające ten punk t.

R ó w n a n ia :

BY 4 - CW =  0 ,

AU 4 -  CW =  0 ,

AU 4 -  BY = 0 ,

p rzedstaw ia ją  p u n k ta  położone w zględnie n a  bokach BC, CA i AB tró jką ta odniesienia.
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117. Równanie jakiegokolwiek punktu  położonego na jakiejkolw iek prostej, przechodzącej przez dwa  
punkta dane.

Niech b ęd ą  rów nan ia  dw óch punk tów  danych :

(M ,)  A ,U  +  B ,V  +  C ,W  =  O,

(21)
(Mo) A.2U - f  BoY +  CoW =  0.

R ów naniem  jakiegokolw iek p u n k tu , położonego na prostćj łączącćj te dw a punk ta , będzie :

(22) (A,U +  B,Y +  C,W ) +  A(A2U +  B2V - f  C2W) =  0;

to  rów nan ie przedstaw ia , w  rzeczy sam ej, jakikolw iek pun k t i spółrzędne prostej przechodzącćj przez 
p u n k ta  M i i M 2 spraw dzają oczyw iście rów nan ie  (2 2 ); co w ięcej, k  je s t s tosunk iem  dow olnym , w ięc..

Rozw iązując rów nan ia  (21) w zględem  U, Y, W , otrzym am y spółrzędne prostćj przechodzącej przez 
dwa punkta dane.

148. Z naleić równanie punktu , dzielącego w  stosunku danym  jakiko lw iek odcinek dany.

N iech będą rów nania końców  odcinka :

(M i)  A 1U + B 1V  +  C 1W = 0 I

(23)
(Ma) AoU - f  BoY - f  C2W  == 0 ;

i przypuśćm y że m usi się m ieć :

M, M Mo

, , , ,  MjM *
'  MM2 n>i

Spółrzędne trzylin ijnc p unk tów  M, i Mo są na m ocy nru [146].

(25) =  ^  =  m a się zawsze X X -f-^Y  -f-vZ  =  2S ;
Aj lii ^A-2 *>2 ^ 2

spółrzędne (X, Y, Z) p u n k tu  M, dzielącego odcinek  w stosunku  danym , m uszą spraw dzać p o . 

d łu g  n ru [90] związki :

X Y _  Z
w i iX j  - f -  wj2X 2  w i jY i  - ) -  wi2 Y 2  w , Z ,  - j -  WJ2 Z 2

R ów naniem  styczneczkow em  p u n k tu  M będzie, a tóm sam ćm , na m ocy nru [140] 

U(»JiXj — *^2^a) "4" V(?W|"\ i —j- m 2 \  2) -J-  W (///1Z i -j- m±Z2) =  0 ;



albo podług  w artości (25) :
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(26)
A>U - f -  BtV Ci W , A,U - j -  B2V -f~ C2W __ .

1 XAi —(- [aBi —|- vC, "* XA2 —j— fłBj —(- vC2 o;

tak iem  je st rów nanie p u n k tu  dzielącego odcinek dany w  stosunku określonym  przez rów ność (24) : 
v są param etram i odniesienia.

O trzym am y punlct środkowy przypuszczając m2 =  m v; zkąd

(27)
A i U - f  B , Y +  C iW  , A,U - f  B,Y +  C aW  _  0> 
XAi 4 -  u 1 4 ~ vCj AA-2 4~ H’B-2 4"

149. W arunkiem aby trzy  punkta

A , U  4 -  B i V  +  C i W  =  0,  

A,u 4  B,V 4- c.2w  =  o; 

A3u 4- BjjY 4- c3w  =  o,

były  w lin i i  prostej j e s t :

A j B i

(2 8 ) Ao B 2

A 3 B s

Co

C3

: 0 .

150. W yznaczyć punkt przecięcia się dwóch prostych  (Ui, V „  W 4), (U2, V2, W ). 

Jeżeli.rów naniem  tego p u n k tu  je s t

AU — BV —(— CW =  0;

m usi się m ieć nadto  w a r u n k i:

AU. 4 -  BV, 4 -  CW , == 0,

AU-2 +  BYo 4 -  CW 2 =  o ; 

rugując A, B, C, otrzym am y na równanie szukane •

=  0 .

U V w

(29) u , V, w
u2 v2 w

Je st to także warunek ażeby tr zy  proste (U, Y, W ), (U „ V „  W ,), (U2) Y2, W 2) przecinały się w je 
dnym  punkcie.
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I I 0 P r o s t a  av  n i e s k o ń c z o n o ś c i .  —  P u n k t  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i .

151. Prosta w nieskończoności.

S półrzędne prostćj w  nieskończoności są oczywiście n ieskończóne; lecz one inają m iędzy sobą 
s to su n ek  wyznaczony.

N iech będzie jakakolw iek p rosta  DD', X, [x, v p aram etry  odn iesien ia ; a A2, A3 odległości w ierz
chołków  odniesienia od tćj p ro stć j; p rzypuśćm y sta łą p ro stą  DD', i w ystaw m y sobie poprow adzoną

do  prostćj stałćj jakąkolw iek  p ro stą  rów noleg łą II', znajdu jącą się poniżej tej stałej w  jakiejko lw iek  
odległości L ; spó łrzędnem i U, V ,.W , prostćj II' b ę d ą :

T o podanie m ożna w yprow adzić także z tego, że jak  to  nam  [przedstawia Wzór (8) n™ [139] ró w n a -

A

D

r. ..i

U — aAj — XL,  V —  “I-  i —  vA> —|— vL",

• zkąd się w yciąga :

W  V A 3 ,  .

L '

przypuszczając teraz że ilość zm ienna L zwiększa się n ieograniczenie, w ypadnie :

Spółrzędne nieskończone prostej w nieskończoności spraiudzają więc zw iązki :

(30)

x, fj, v, są param etram i odniesienia.

Jeżeli param etry odniesienia są równe jedności, te zw iązki stają się :

(30 bis) U =  V =  w.



niem  prostćj w nieskończoności odn iesionćm  do uk ładu  spó łrzędnych-punk t je s t
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XX +  |AY +  vZ =  0 ; 

a w tedy, podług  związków (k), (6) i (7) nr» [139], m usi się m ieć :

U =  V _  W
X fX V

152 P unkt w nieskończoności.

R ów naniem  jakiegokolw iek p u n k tu  jest

(31) AU - f  BY -f- CW =  0 ;

ten  punki będzie w  nieskończoności, jeżeli jego  rów nan ie  je s t spraw dzonćm  przez spó łrzędne p rostć j 
w  nieskończoności, t. j . jeżeli m a się w ed ług  zwigzku n ru [151]

(32)

Ten związek sprow adza się do 

(32 bis)

XA - f  pB -f- vG =  0.

, t. j .  jeżeli m a się pod ług  zw iązków  (29) i (30)

X [i V

U, V, w, == 0 .

u2 v2 w2

je ś li p aram etry  odniesienia s? rów ne jedności.

153. Proste równolegle.

Niech b ęd ?  dw ie p roste  (Uu  V It W ,), (U2, V2, W 2); te  dw ie proste  będę. rów noleg łe jeżeli ich

(33)

Spólrzędnem i jakiejkolw iek prostej, rów noległej do prostej danej (U,, V1; W ,) i w  odległości L od tej 
ostatniej, będą:

j U =  U, +  XL,

W  J V =  V» +  ,JL,

(  W  =  W 1 - f  vL;

X, [x, v s j  param etry  odniesienia.

154. P unkt w nieskończoności na jakiejkolw iek d yrekcyi danej.

Niech będę  U„, V0, W 0 spółrzędne jak ie jko lw iek  p roste j, znaleźć rów nan ie p unk tu  w nieskończo
ności na tćj prostćj.

20
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AU - f  BV +  CW  =  0,

należy w yrazić że p rosta  przechodzi przez ten  p u n k t, i że ten  p u n k t je s t w  nieskończoności; m a się 
ty m  sposobem  :

A U o 4 -B V o +  CW o = 0 ,  

xA -}- (xB - f  vC =  0.

R ugując A, B, C, otrzym a się na rów nan ie  p u n k tu  :

U Y W

(35) U0 V0 W 0

X f1 V

A jeżeli p aram etry  odniesienia są ró w n e jed n o śc i, to  rów nan ie  staje się :

(35 bis) U(Y0 -  W 0) +  Y(W 0 -  U0) 4 -  W (U 0 -  V0) =  0 .

111° O dległość  dw ó c h  p u n k t ó w . — O dległość  ja k ie g o k o l w ie k  p u n k t u  od ja k ie jk o l w ie k  p r o s t e j .

155. Odległość dwóch punktóic.

Niech b ęd ą  ró w n an ia  dw óch  p unk tów  :

(Mf) A1U 4 - B , Y 4 - C 1W  =  0,

(Ms)' AoU 4 -  B2Y 4 -  CoW =  0 .

Ich  spó łrzędne w zględne są :

X . Y , Z i _ 2 S

A , B t C i ^•At  4 -  p B t - j -  v C t

X 2 _ y 2 _ z . 2 S

A 2 b 2 c2- x a 2 4 - jjlB2 4 "  ' G s

P odstaw ia jąc te w artości w e w zorze (2) n ru [99J, otrzym a się w yrażenie szukane. P rzed podstaw ie
niem  będzie po trzeba położyć w e wzorze przytoczonym  l, m , n, zam iast X, p, vj a po tem  m ieć wzgląd 
na związki (7 bis) n™ [139]. W yrażenie k tó re  o trzym am y tym  sposobem , przedstaw ia się pod  kształtem  
dosyćzaw ik łanym , lubo  n ad e r  sym etrycznym ; w reszcie, tu  się ostatecznie zatrzym am y, n ie  w chodząc 
nada l w rozw ijania i zastosow ania tego rodzaju  w zorów . Ich pow ikłanie daje nam  w idzieć dosta tecznie, 
że uk ład  spółrzędnych trzylin ijnych nie pow in ien  być przy ję tym  ogólnie, jak  ty lko w  nauce w łasności 
opisow ych figur.
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156. Odległość jakiegokolw iek punktu  od jakiejkolw iek prostej.

Przypuśćm y p rostą  daną przez sw e spółrzędne U0, V0, W 0; a p u n k t dany za pom ocą sw ego ró w n a 
nia, na przykład :

(36) AU +  BY +  CW  =  0.

Spółrzędnem i p u n k tu  są w tedy  na mocy n ru [140]

X, _  Y , _  Z , _  2S 
A —  B C >A -)- (jiB - |-  vG ’

rów naniem , o spó łrzędnych-punkt p rostć j, będzie podług  n ru [139]:

U0X 4 -  Y0Y 4 -  W 0Z =  o,

przeto  otrzym am y na odległość p u nk tu  (X4, Y,, Z,) od  tćj p rostćj [ner [139] w zór (5); ncr [140], zw ią
zek (10) i (12)]

UoX, +  YpY, +  W 0Z,

1 / S U J - 1 - ^ V J  +  ?  Wo * -  2 -  dos A V0W 0 -  2 5  dos BW 0V0 —  2 -  dos CUoVa
r  A4 fji-1 V fill Xv Xfi

albo

u nx ,  4 -  V0Y, 4 -  w nZj 
2S

Z astępując X „  Y l5 Z „ przez ich w artości poprzedzające, znajdujem y osta tecznie że :

Odległość D0 punktu

AU 4 . BY - f  CW  =  0

od prostej (U0, V0, W 0), ma na w yra żen ie:

(W \  ri __AU0 4 "  BV0 - |-  CW 0.
{ °  D° - '  >,A - |-  fiB 4 "~C ’

X, jj, v, są param etram i odniesienia.

157. Przejść z jednego układu spólrzędnych trzy lin ijn ych  styczneczkowych do innego układu spół- 
rzędnych trzy lin ijnych  styczneczkowych.

Daje się, w zględem  tró jk ą ta  ABC, rów nan ia trzech w ierzchołków  now ego tró jką ta  odn iesie
nia A ', B ', C '; n iech  będzie :

a'U 4 - b'V 4 -  c 'W  =  0, (A') 

a"U 4 -  b"Y - f  c"W  =  0, (B') 

a"U -j-  b"'Y 4 - c"'W  =  0 , (C').
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W zór (37) n™ poprzedzającego da nam  odległości w ierzchołków  A ', B', C', od p roste j (U, V, W );

B

oznaczywszy przez U ', V ', W ', ilości p ro po rcyonalne  tym  odleg łościom , znajdziem y :

/ U' =  V(a'U -f- b'V - f  c'W ),

(2) ) Y  =  fi'(a"U +  b"V 4  c"W ),

f W ' =  v' (a"'U 4  b"'V 4  c"'W);

są to  wzory zm ian szukanych.

S tałe V, p ', v', zależą od spółczynników  a', a", a'", b ', . . .  e tc ., daw nych param etrów  odniesienia 
X, n, v, i now ych param etrów  odniesien ia dow oln ie w ziętych.

S półrzędne U', V ', W ,  m uszą sp raw dzać związek podobny do związku (12) n ra [140], lecz ogólnie 
odeń odrębny.

IV 0 DwÓJSIECZNE, LINIE ŁĄCZĄCE "WIERZCHOŁKI ZE ŚRODKAMI BOKÓW IM PRZECIWNYCH,

WYSOKOŚCI TRÓJKĄTA ODNIESIENIA.

158. P rzypuśćm y, w  tćm  poszukiw aniu , p aram etry  odniesienia X, p, v, rów ne je d n o śc i; będzie 
ła tw o  w ykonać też sam e rach u n k i, zostaw iając te  param etry  dow olnym i.

P am ięta jm y, że w tedy  p aram etram i odniesienia spó łrzędnych  trzylinijnych jakiegokolw iek punk lu  
są w zględnie a, b, c (związek (7 bis) n er [139]); a, b, c, są d ługości boków  tró jką ta  odniesienia. 
Jeżeli przeciw nie param etry  odniesienia u k ład u  spó łrzędnych  jak iegokolw iek p u n k tu  są rów ne je d n o 
ści, param etry  u k ładu  styczneczkowego odpow iedniego  (to je s t takiego aby rów nan ie  (9) nru [139] m iało

1 1 1m iejsce) b ęd ą  : r ,  - .
3  i) C

1 ° Linie łączące wierzchołki ze środkam i boków im przeciwrych.

P od łu g  rów nan ia  (26) nru [148] rów nan iem  p u n k tu  środkow ego A ' boku  BC będzie :
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otrzym am y w ięc dla spó łrzędnych  lin ii łęczęcych wierzchołki ze środkami boków im  przeciw nych :

/  U == 0, V -f- W  =  0, lin ia  AA' t. j .  środkow a odpow iednia w ierzchołkow i A,

(38) ] V =  0, W - f V = 0 ,  lin ia B B '....................................................................................... B,

[ W = 0 ,  U - f V  =  0, linia CG '....................................................................................... C,

T e trzy p roste  przechodzę oczywiście przez p u n k t

(38 bis) ' . U + V - f  W  =  0;

jestto  równanie środka ciężkości trójkąta.

2° D w ój sieczne.

R ów naniem  p u n k tu  A' dzielęcego bok  BC tak  ażeby

B A '__m 2 ___c
VG —  b ’

yn. "■

będzie, podług  w zoru  (26) nru [148]

bV -(- cW  =  0, albo 

O trzym am y dla spółrzędnych  dw ójsiecznych :

Y w stB  -f- W w stC  =  0 .

Dwójsieczne wewnętrzne. 

w ierzchołek  A : V =  0, Y w stB  - j-  W w stC  =  0

(39) { w ierzchołek  B : V = 0 ,  W w stC  -f- U w st A =  0 

w ierzchołek  C : W = 0 ,  U w st A -r|- Y w stB  =  0

Dwójsieczne zewnętrzne.

U =  0 , W w stB  —  W w stC  =  0 ,

V =  0, W w stC  —  U w st A =  0, 

W  =  0, U w st A —  Y w stB  =  0.

Oznaczmy przez a, b, c spodki dw ójsiecznych w ew nętrznych , a przez ah  bh a ,  spodki dw ójsiecz

nych  zew nętrzny cli.

Trzy p roste  Aa^ Bb, C c, zbiegają się w  punkcie

m

je s tto  środek kola 'wpisanego.

U w st A -f- Y w stB  -(- W  w st C =  0.

Trzy g rupy  (Ob,, C c„ A a), (C c„ A a„  Bb), (A a,, B b ,, Cc), zbiegaję się także w zględnie w  trzech 
punk tach  :



( 4 1 ,  2 ° )  

( 4 1 ,  3 °)
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( 4 1 ,  1°) — U w stA  -j- V w stB  -j- W w stG  =  0, 

U w st A —  V w stB  -)- W w stG  =  0, 

U w st A - |-  V w stB  — W w stG  —  0 ;

RO ZD ZIA Ł XV.

s;i to  środki kół zawpisanych.

G rupy z trzech p unk tów  (ai, b i, ci), (ai, b , c), (b i, a, c), (ci, a , b) sę w zględnie w  linii prostćj (*) 
te cztery proste  m aję za spółrzędne

(4 2

a,biCi : U w s t A =  V w stB  =  W w stC ;

a , b c : — U w stA  =  V w stB  =  W w stC ;

b , a c : U w st A = — V w stB  =  W w stC ; 

Ci a b : U w s t A =  V w stB  = —  W w stC .

8° Wysokości.

R ów naniem  p u n k tu  h dzielącego bok BC tak ażeby

BA
AC

A/i do t B stC
stB

będzie, pod ług  w zoru (26) n ra [148]

V stB  4 -  W s tC  =  0.

O trzym am y w tedy  na spółrzędne w y so k o śc i:

 ̂U =  0, V stB  4 "  W s tC  =  0, w ierzchołek A, 

(43) ^ V = 0 ,  W stC  4 -  U st A =  0, w ierzchołek  B,

f W =  0 , U stA  4 -  V stB  =  0, w ierzchołek  C.

Te trzy proste  p rzechodzę przez p u n k t

(43 bis) ’ U stA  4 - V stB  +  W stC  =  0;

jestto  punkt spotkania się wysokości.

(*) Możnaby jeszcze tę własność nieco prościej wyrazić : Dwa którekolwiek z czterech środków są zawsze w linii 
prostej z jednym wierzchołków trójkąta, utworzonego przez przecięcia się trzech prostych danych.



159. T rzy  punkta środkowe przekątnych jakiegokolwiek czworoboku zupełnego są w lin i i  p roste j.

N iech będzie ABGD czw orobok ; AB, CD, EF  jego trzy przekątne I, J ,  K ich środki w zględne.
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W eźm y tró jk ą t ABC za tró jk ą t odn iesien ia , i param etry  odniesienia rów ne je d n o śc i; niech będzie 
w tedy

(D) d\3 +  d tY  - f  d J N  =  0 ,

ró w n an ie  l\iee° w ierzchołka D.

W yznaczym y rów nan ia  trzech  punk tów  I, J ,  R stosu jąc w zór (26) n ru [148] w  k tórym  przypuścim y 
m -2 =  m l a  ̂ =  p = v = J .

R ów naniam i punk tów  A i B są w zględne U = 0 ,  V =  0, rów nan iem  p u n k tu  środkow ego I będzie

(I) u  +  V = 0 .

R ów naniem  p u n k tu  środka (J) p roste j łączącej dw a p u n k ta  (C) lub  W  —  0 i D będzie

( n  w  - | -  dtY 4~  =  o 
W  +  d  +  d , ^ -  d-2

Szukajm y teraz rów nań  punk tów  E i F .

R ów naniem  jakiegokolw iek p u n k tu  położonego na BD j e s t :

k 'Y  - f  (d Y  +  d ,Y  4 -  d.2W ) =  0 ;

otrzym am y p u n k t E, w yrażając że to  rów nan ie jest spraw dzonśm  przez spółrzędne (U — 0, W  =  0) 
prostej AC, co daje Ic' =  —  d , ;  w ięc rów nan iem  p u n k tu  (E) j e s t :

(E) dU  +  d iW  =  0.

Otrzyma się podobnież rów nanie p u n k tu  F  w yrażając, że jakikolw iek p u n k t AD znajdu je się na RC; 
m a się tym  sposobem  :

(F) d iY  4 -  d ,W  =  0.

P u n k t środka K prostćj E F  będzie m iał n a  rów nan ie
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R ów nania trzech  punk tów  I, J ,  K m ogą się pisać :

( I )  U  +  V  =  0,

( J )  dl]  - f  <f,V 4 . (rf - f .  rf, - f  2di)V f —  0 ,

(K ) d\](d t 4 -  d.,) 4 -  d,M{d 4 -  d{) 4 -  d.,{d 4 -  «?, +  2d.,) W  =  1 .

Je s t ła tw o spraw dzić że te trzy p u n k ta  są w  linii p ro stć j; dosyć jest w  tym  celu w yrugow ać W  

m iędzy dw om a osta tn iem i rów nan iam i i m ieć w zgląd na p ierw sze.

U w a g a . Ryłoby jeszcze ła tw o dow ieść, w  tym  układzie spó łrzędnych , tw ierdzen ia poprzecznych  
już  w yłożone w n rze [106].

V ° P o w i e r z c h n i a  j a k i e g o k o l w i e k  t r ó j k ą t a .

160. Przypuści się dane rów nan ia  w ierzchołków  jakiegokolw iek tró jką ta  :

(M ,) A j U  4 -  R iV  4~ C |W  =  0,

(M a) A 2U  4 -  R 2V  4 -  C2W  =  0,

(m3) a 3u 4- r 3v  4-  c 3w  =  o.

Jeżeli (X „ Y „ Z,), (X2) Y2, Z2), (X3, Y3, Z3) są spó łrzędnem i w ierzchołków , m a się p od ług  
w zoru (3) n ru [103]

X , Y , z ,
R

2  ~  2 S
Xn y 2 z 2

^ 3 y 3 Z 3

położywszy l, m , n , zam iast p, v; S je s t pow ierzchnią szukaną; S  i R oznaczają pow ierzchnią 
p rom ień  koła opisanego tró jką ta  odniesienia.

Otóż otrzym am y, na m ocy nru [146] za spó łrzędne w ie rz ch o łk ó w ;

X, _  Y , _ Z . _ 2S
Ai B i C, XA| 4 " 4" v*-*i ’

x 2 _  y 2 _ Z 2 _ 2S
A.2 r 2 c 2 ).A2 4 "  P-Rj 4 "

X_3 y 3 _ Z 3 _ 2S
a 3 b 3 C3 ^ a 3 4 - f . i f 3 4 -  vC3 ’

X, fj«, v są p aram etram i odniesien ia uk ładu  obecnego  spółrzędnych trzylinijnych ja k ie k o lw ie k  p ro stć j.
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P odstaw iając te w artości w e wzorze poprzedzającym  i m ając wzgląd na związki (7 bis) n ro [139]), 
to jest

z __a ___2 R w stA
T  >

otrzym uje się wzór ostateczny :

b  2 R w stB

A, B, C,

Ao Ba C2 

A-) B-i Ci

•__c __ 2 R w stC
iv V

(XAj -(- ftBi -)- vCj)(XA2 -j-ftBa -f- VC2XAA3 -)- f/Bj VC3) ’

w yprow adziw szy poprzednio  ze zw iązku znanego

w st A w stB  w stC  = S „ 
2R»’

VI0 P u n k t  b i e g u n o w y  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t ć j  w z g l ę d e m  j a k i e g o k o l w i e k  u k ł a d u  d w ó c h  p u n k t ó w .

161. Mając dane dwa punkta state  A i  B i  prostą stałą  D, łączy się jakiko lw iek punkt I  prostej D 
: punktam i A t  B; potem przez punkt I prow adzi się prostą  IL  taką że :

(45)
2 _  1  ^  1  

stDIL, stD IA  stD IB

kiedy p u n k t  I przenosi się na prostej (D), linia  1L obraca się około punktu stałego który nazwiem y 
p u n k t e m  b i e g u n o w y m  prostej (D).

W  związku (45) będziem y przestrzegali um ów  w ym ienionych w  nrze [122] nad  znakam i i znakow a
n iem  kątów .

Związek (45) m oże się pisać (ol). ner [134]).

(46)

Niech będą w tedy :

(47)

w st LI A w st LI B 

w st DIA) w stD IB
0 .

aU - f  a,Y +  aoW =  0, (A)

bU +  b 1 V 4 - b 2W =  0, (B)

rów nania dw óch punk tów  sta łych ; a (U0, V0, W 0) spó łrzędne prostej stałej (D); U, V , W , spół
rzędne prostćj ruchom ćj IL.

21



P odług  w zorów  (l/t) i (14 bis) n ro [142], o trzym am y, oznaczając przez U „  Vt, W , spółrzędne 
prostćj IA :

1 6 2  ROZDZIAŁ IV .

x  u , =  u + 2 S M i u . ,
w st AID

j - V ,  =  V + " 5 lLj f - V „
777 /  \

w st AID

I w , = w  \ v 0,
w st AID

Otóż w artości na U0, V0, W 0 m uszę spraw dzać rów nan ie p unk tu  (A), ztąd się wyciąga

w stL IA  aU - | - a tV + 3 -2̂  
aU0 -f- a i"^o —h- <tjW0

O trzym a się podobnież

wstAID

w stL IB  bU - f  b ,V  -)- b-iW

w stB ID  bD o + b i V 0 +  b2Wo

P odstaw ia jąc  w artości tych sto sunków  w  związku (46), m a się na równanie punktu  biegunowego

aU +  a,V - f  a ,W  , bU + b , V  - f  b ,W  _
V '  aU0 +  a (Vo +  a-,W0 bU«-{- b,V 0 - f  b.2W 0 ~  5

ró w n an ie  k tó re  się m oże p isać pod  kształtem  skróconym  następującym

w  bis) i+tr°-
M ożnaby na now o przytoczyć tu ta j uw agi już zrobione w  nrach [136] i [137].

162. Zastosujm y len w zór do  tró jk ą ta  odniesienia. P u n k ta  b iegunow e jak ićjko lw iek  prostćj 
(Uo, Vq, W 0), w zględem  p a r p unk tów  utw orzonych przez trzy w ierzchołki tró jką ta  odniesien ia, są

rozdział IV. 

nro [142], o trzym am y, oznaczając



w zględnie

dla boku BG : -  - f  —  =  0, /  BG : =  o,
Przecięcie się prostćj (U0, V0j "W0) V 

d l . u * .  CA : %  +  l  =  » . ,  j c x : w , - i  =  °-

TI V i U V
dla boku  AB : J f  +  f  =  0, A B :  i - f

U0 V0 \  Uo v«

W yprow adzim y z tych rów nań  dow odzenie bezpośredn ie  tw ierdzeń  następu jących  :

1 ° Proste łączące wierzchołki jakiegokolwiek trójkąta z  punktam i biegunowymi tejże sam ij prostćj, 
względem trzech wierzchołków tego trójkąta, są zbiegającemi s ię ; równaniem punktu  zbiegania się je s t :

1  +  I + Z = 0 .
Uo V0 W 0

2° Jeżeli się zauważy dw a z tych punktów znajdujące się na bokach AB i  BC, na p rzyk ła d , i przecięcie 
prostej D0 z bokiem  BG, te tr zy  punkta  będą w lin ii prostej.

Spółrzędne tćj prostćj będ§  w  przypadku w ym ienionym

SPÓ ŁRZĘD NE TRZY LIN 1JN E JA K IE JK O L W IE K  P R O S T E J. 163
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ZASADY ZMIANY FIGUR.

Dam y w  tym  rozdziale n iektóre w iadom ości w stępne, dotyczące zasad zm iany figur. Zasady te  b ę 
dące podstaw ą G eom etryi czystej, n ie  są po trzebne rzeczyw iście dla G eom etryi A nalitycznej, k tóra 
przez sam ą pom oc spółrzędnych  i przekształceń algebraicznych, m oże jasn o  wyłożyć w łasności figur. 
P oniew aż je d n a k  analiza i geom etrya zwykły sobie udzielać w zajem nego poparcia , należy w ięc um ieć 
dokładnie język G eom etryi, aby m ódz tłóm aczyć jć j zasady i w ypadki ogólne.

§ I. —  STOSUNEK NIEHARMONICZNY. 

1° O k r e ś l e n ie  s t o s u n k u  n ie d a r m o n ic z n e g o .

163. Mając dane cztery punktu  A , B, C , D, leżące na ja k ie jko lw iek  lin ii prostej, P . Ch a sl e s  nazwał 
stosunkiem nieharm onicznym  tych czterech punktów  iloraz stosunków odległości dwóch którychkolwiek 
z tych punktów od dwóch innych, lak iern i są, na p rzy k ła d :

CA DA DA BA
CB ‘ D B ’ DC : B C ’

Jeżeli zauw ażym y, na p rzyk ład , stosunek  następujący , k tóry  oznaczymy za pom ocą znakow a

nia (a b  c d )

H \ n  __ /T i> 7iT>\ CA DA __ CA.DB(1) R -  (AB CD) =  _  ; —  _  n X T n r

pow iem y że dw a p u n k ta  A i B są sprzężone, tak  ja k  dw a p u n k ta  C i D ; albo jeszcze, że A i B 
tw orzą l« ł  p a r ę ; C i D d rugą parę.

To się rozum ie że um ow y zrobione w  n rze [53] nad znakam i i znakow aniem  odcinków  przechow ają 
się zawsze.

Cztery punk ta  m ogą dać 24 stosunki nieharmoniczne, stosow nie do różnych sposobów , za pom ocą
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k tó ry ch  sprzęga się te p u n k ta . Lecz pom iędzy ty m i's to su n k am i je s t tylko sześć ró żn y ch ; a w  liczbie 
tych sześciu, trzy są odwrotnością trzech innych . To w ypada bezpośrednio  z uw ag następujących  :

Jeżeli się przem ieni porządek punk tów  sprzężonych, s tosunek  staje się odw rotnym ; i tak

(AB CD) = ___ 1 __ , zkąd (A B C D )tfe  (BA DĆ).
(BA CD)

Jeżeli się przem ieni porządek g ru p , stosunek się nie zmienia. W  rzeczy sam ej rów ność

(AB CD) =  (CD AB)

je s t oczywistą, gdyż obie strony  tćj rów ności dając na w yrażenie stosunku  nieharm onicznego tenże 
sam  w ypadek , m uszą tem  sam em  być m iędzy sobą rów ne.

Usunąwszy stosunki odw ro tne , trzem a stosunkam i n ieharm onicznym i różnym i są :

(AB c d ) ,  (a ć  b d ) ,  (a d  b c ) ;
albo

CA . DA BA . DA BA CA
CB ’ DB ’ BC : D C ’ BD ’’ CD *

W reszcie, gdy 'jeden z łych stosunków  je s t  znanym , w artości dw óch  innych będą wyznaczone 
(Ciiasles, Geometrya w yższa , s tr . 25).

Uważm y przecież że stosunek  nieharm oniczny je s t określony  i jedyny , jeżeli z góry sprzęga się 
pun k ta , to  je s t, gdy się oznacza pary.

I tak , stosunkiem  nieharm onicznym  dw óch p a r  AB i CD je s t

(1) R =  (AB C D ) = £ *  : —  =  CA.DB ̂ '  7 r u  u d  rCB DB CB.DA

U w a g a .  Zgodzim y się rozciągnąć to  określenie jakiegokolw iek uk ład u  stosunku  nieharm onicznego 
do czterech punktów urojonych, leżących w  linii p ro ste j; od ległość dw óch  punk tów  uro jonych  musi 
być pojętą i określoną jak  to już było zrobionem  w n r“  [66 ].

164. U kład linii p ro sty ch , w ychodzących z jednego  punk tu  tw orzy jakiko lw iek p ęk .

Nazywa się stosunkiem  nieharm onicznym  jakiegokolw iek p ęku  czterech p rostych , stosunek  nie
harm oniczny czterech  pu n k tó w  przęcięcia pęku  przez jakąkolw iek  poprzeczną. To określen ie daje się 
zastosow ać do jak iegokolw iek  pęku  prostych uro jonych .

Aby to określenie m iało jak ieko lw iek  znaczenie, należy nam  uzasadnić podan ie n as tęp u jące  :

Jeżeli się przecina pęk  czterech prostych, rzeczywistych albo urojonych, przez jakąkolw iek poprzeczną, 
stosunek nieharmoniczny czterech punktów przecięcia je s t sta łym .

Jezf.li cztery proste są rzeczywiste, wartością stałą tego stosunku j e s t :

wst, CA w st DA 

w stC B  wsLDlT
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1° Przypuśćm y naprzód cztery  p roste  rzeczyw iste.

N iech b ę d ą : O w ierzchołek  pęku , a OA, OB, OC, OD cztery  p ro s te ; A ', B ', C', D' p rzecięcia pęku  
przez jakąkolw iek poprzeczną. Oznaczając przez h od leg łość  w ierzchołka od poprzecznej i wyrażając 
dw om a różnym i sposobam i pow ierzchnią każdego z tró jką tów  w yznaczonych przez poprzeczną, 
m a się :

C'A'.A =  O A '.OC '.wst CA ,

C 'B './j =  OC’.O B '.w st CB ,
i 1

D'A'.A =  OA '.OD '.w st DA ,

D 'B'./i =  OB '.O D '.w st'D B".

W idzim y, że te  rów ności b ęd ą  m iały m ie jsce  co do w ielkości i znaku  jeżeli zgodziwszy się uw ażać 
odcinki, takie ja k  C'A' i A 'C ', jako m ające znaki przeciw ne, zgodzimy się jednocześn ie  uw ażać kąty

odpow iadające COA i AOCT, jako przy jm ujące także znaki przeciw ne.

W ypada  z tych ró w n o ś c i:

,K ’wr>i v \ _ C 'A '  . D 'A' _ W S t C A S w stD A ^.
(2)

w st CB w st DB
C.B.D.D.

2° Przypuśćm y teraz p roste  u ro jone.

P ro ste  b ęd ą c  zbiegającem i się, jeżeli x 0, y 0) są  spó łrzędne rzeczyw iste albo u ro jone ich punk tu  
zbiegania się, będzie m ożna, przypuszczając

x  =  x 0 +  x ', y = y 0 -{~y'

przyw ieść rów nan ia  tych  czterech prostych  do kształtu  następu jącego  :

(3) O A : y  ■= a x ; OB : y  —  b x \  OC : y  =  cx] OD : y = . d x .



N iech b ęd ę  A ', B ', C ', D', p rzecięcia tych czterech prostych przez poprzeczną
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(2 °) x  =  l y  -f-

a (x„  ?/,), (x-2, y>), [x3, y3), (Xi, y 4) spó łrzędne w zględne tych czterech punk tów .

P o d łu g  w zoru (6) n ru [66], k tó ry  określa odległość algebraiczną dw óch  punk tów  urojonych, 
o trzym a s i ę :

C'A' _  y , —  ?/3 D’A' _  y , —  y 4

G'B' y o — y 3 ’ D'B' y .,—  y 4

Otóż rów nan ia (3) i (2°) daję :

ua ub uc ud
7Jl ~~ 1  —  ).a ’ y '  ~  1  —  >b ’ 2/3 —  1  — ).c’ 2/4 —  1  —  ).d ‘

Z tąd da się w yciągnąć bez t r u d n o ś c i :

, A 'R T 'm  —  C'A' • D'A' _  c —  a . d —  a _  (c —  a) (d —  b)
W  ' G'B' ’ D'B' c —  b ' d  —  b ( c — b) ( d  — a ) ’

165. P od łu g  tego, będziem y m ogli określić stosunek  nieharm oniczny  jak iegokolw iek  pęku  czterech 
p rostych  rzeczyw istych w yrażeniem  n astępu jącem  :

w st GA w st DA 
(o) R =  (0 , ABCD) =  —

w st GB w st DB

oznacza się często ten  stosunek  za pom ocą znakow ania (0 , ABGD).

W  stosunku  nieharm onicznym  któ ry  uw ażam y, pow iem y że proste  OA i OB są sprzężone, tak  jak  
dw ie p roste  OC i O D ; a lbo  jeszcze, że dw ie p ro ste  OA i OB tw orzą p ierw szą parę;  a  dw ie proste  
OG i OD, d ru g ą  parę.

166. Przytoczym y jedyn ie  podan ia następu jące  :

Jeżeli dw a układy cz terech  punk tów  odpow iedn ich  m ają jakikolw iek stosunek  nieharm oniczny 
rów ny, inne stosunki n ieharm oniczne są rów ne z jednej i z d rugiej strony .

Jeżeli dw a pęk i czterech  prostych  odpow iedn ich  m ają jak iko lw iek  stosunek  n ieharm oniczny  rów ny, 
inne  stosunki n ieharm oniczne są równe' z obu  stron.

I I 0 P r o p o r c y a  h a r m o n i c z n a .

167. Mówi się że cztery p u n k ta  A , B , G, D, tw orzą  jak ikolw iek  układ  harm oniczny , jeżeli ich s to 
sunek n ieharm oniczny  rów na się —  1 , to  je s t, że :

(6 ) <ABCD> = r a : i ® = - ,;



punk ta  połączone A i B są nazw ane sprzężonymi harm onicznym i względem  pary pu n k tó w  połączo

nych C i D, i odw rotn ie .
To nazw anie proporcy i harm onicznej było nadanem  przez G eom etrów  G reckich ; nazw isko zaś i 

odkrycie stosunku  nieharm onicznego  należą się niezaprzeczenie P anu  Chasles’owi w  zupełności.
Pęk z czterech prostych  OA, OB, 0 0 ,  OD, tw orzy jak iko lw iek  uk ład  harm oniczny , jeżeli ich s to 

sunek nieharm oniczny rów na się —  1 , to je s t, że :

w st CA wst^DA^
(7) (O, ABCD) =  — == — 1 ;

w st CB w st DB

dw ie proste  połączone OA i OB są nazw ane sprzężonemi h arm onicznem i w zględem  drugiej pary 
prostych połączonych OC i OD, i odw rotn ie.

168. Zw iązek harmoniczny cz terech  p u n k tó w , to j e s t :
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CA . DA 
CB ' DB

m oże się położyć pod różnym i kształtam i, k tó re  należy poznać. 

1“ Związek (6) daje ko le jno  :

A B

CA CB „  C A __BC ,, CA _  BC .
D A -  D B ’ a 10 DA D B ’ DA.DC DB.DC ’

DA — DC DC — DB ,, 1 1 _  1 1 .
DA.DC —  DB.DC J °  DC DA DB D C ’

m a się w ięc nakoniec

^ J  =  i£ y +  IJb -

Związek k tóry  tłóm aczym y w ysłow ieniem  następującem  :

Odległość punktu  C od punktu  D je s t średnicą harmoniczną m iędzy odległościami punktów  A i B orf 
punktu  D ; albo jeszcze, punkt C je s t względem punktu  D środkiem harm onicznym  punktów  A i  B.

2° Oznaczmy przez I środek  odcinka AB, podzielonego harm onicznie przez odcinek CD, m a się 

pod ług  nru [ 1 1 ]
c 11

( AI - f I C  +  CA =  0, zkąd CA =  CI +  1A;

 ̂ I5C —j— CI —{— IB =  O, zkąd CB =  CI +  IB;

] D A -f- A l - f  1D =  0, zkąd  DA =  DI +  IA ;

\ DB —J— BI —J— ID =  O, zkąd DB =  D I-)-IB .



P odstaw iając te  w artośc i w  zw iązku harm onicznym  (6), i uw ażając że :
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A l =  IB albo  IB =  —  IA, 

otrzym uje się, po w ykonaniu  uproszczeń :

___ 2

(6  ter) IA =  IC.ID.

Zkąd : je ż e l i  jakikolw iek odcinek AB je s t podzielony harmonicznie przez dwa punkta  C i D, połowa 
tego odcinka je s t średnią proporcyonalną m iedzy odległościami jego  środka 1  od punktów sprzężonych 
C i D ; i  odwrotnie.

Za pom ocą podobnych rach u n k ó w  w ykonanych w  porządku odw rotnym  dow iedzie się  tw ierdzenia 
odw rotnego.

169. Związek harm oniczny jakiegokolw iek p ęku  czterech prostych  jako to  :

^  wst GA wst DA

w st GB w si DB

podlega, także podobnym  przekształceniom . 

1° Związek (7) daje koleją :

w stC A  w stB C  ,, w stC A  w stB C= ----- —  , albo
w st DA w stD B  w stD A .w stD C  w stD B.w stD C

Otóż

CA^-j- A ^ + 'D C ^ = 0 ,  zkąd 'G A '= D A ' '—  D G ; 

' B C ' + ’C D ^-f D B ^ O ,  zkąd "B C ^ =  D G ' — 'D B ';
ztąd w y p a d a :

w st CA =  w st DA dos DC —  w st EH}''dos 1)A^,

w st BG = w s t  DC dos DB — w st DB dos DC ;

Związek harm oniczny staje się w tedy  :

wst^DA'dos^DC'— w st DC dos DA w st DG dos DB — wst^DB dos^DC^

w st DA .w st DC w st DB .d o s DG

albo ostatecznie

O b i , )  _ ^ = = _ L _ + _ J _ .

st DG s DA st DB 

W ysłow im y ten związek, m ów iąc że :
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Prosta OC je s t  względem prostej OD osią harmoniczną dwóch prostych  OA i OB.

2° Oznaczmy przez 01 dw ójsieczną kąta  AOB, podzielonego harm oniczn ie przez kąt COD; m a sio:

Al =  IB , albo Al =  —  BI .
Z drugiej strony :

A I4 - I C 4 -C A  =  0, lub  CA =  C l-) - IA ; zkąd w st CA = \ v s t C c i ^  +  '1 ^ ')

CB -f- BI -f- IG =  O, lub CB =  CI —  IA ; zkąd w st CB =  w st(  CI — ^IA ^);

DA +  A I - f I D = 0 ,  lub D A = D I - f I A ;  zkąd w st DA = w s t ( xm '- f - 'L A ^ ) j

DB +  BI -}- ID =  O, lub  DB =  DI — IA;  zkąd w s t i ^ = w s t ( ^ D l ' ' — 'L A ') .  

Podstaw iając te  w artości w  związku harm onicznym  (7), otrzym uje się :

(7 ter) st2 IA =  st IC .s t  ID .

Jeżeli kąt AOB jest podzielonym  harmonicznie przez kąt COD, styczna połow y tego kąta je s t średnią 
proporcyonalną m iędzy stycznem i kątów ja k ie  tw orzy jego  dwój sieczna z prostem i sprzężonemi OC i OD;
i  odwrotnie.

U w a g a . S praw dźm y, m im ochodem , tożsam ość związków (6 bis) i (7 bis) ze zw iązkam i k tó re  nam  
posłużyły do określen ia b iegunow ych n™ [83] i [134]; co uspraw ied liw ia w yrażenie harm oniczne 
k tóregośm y w onym  razie użyli.

I I I 0 W y r a ż e n i e  s t o s o n k u  n i e i i a r m o n i c z n f .g o  c z t e r e c h  p r o t s y c i i .

170. Przypuśćm y naprzód cztery p ro ste  dane przez ich rów nan ia  :

Poniew aż p roste  są zbiegającem i się, jeżeli

M —  0, N =  0

są rów naniam i dw óch  p rostych , przechodzących przez pun k t zbiegania się, rów nan ia  cz terech  prostych 
pęku będą m ogły zawsze sprow adzić się do ksz ta łtu  ;

f  A =  M —  aN =  0 ,

SB =  M —  bN =  0,

C =  M —  cN =  0,

V D =  M —  dN =  0,

a , b , c, d , są s ta łe m i; uk ład  spółrzędnych  pozostaje wreszcie dow olnym , układem  kartezyaiiskim  

lu b  uk ładem  trzy Unijnym.
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Idzie o w yznaczenie w yrażenia s tosunku  n ieharm onicznego  tego pęku , uw ażając jako  połączone 
p roste  A i B, po lem  proste  G i D.

Tym  stosunkiem  nieharm onieznym  j e s t :

(9 )
„  / —  w st GA w st DA 
R =  (o, AB GD) = -----

w st CB w st DB 

W eźm y jakikolw iek p u n k t I na prostej OG, tak  że o trzym a się 

(1°) M0 —  cN0 =  0,

gdy M0 i N0 oznaczają w ypadki podstaw ien ia  spó łrzędnych  p u n k tu  I w  funkcyach Unijnych M i N . 

Jeżeli IA ' i IB' są p rostopad łe  spuszczone z punktu, I  na p ro ste  OA i OB, otrzym a się :

IA' =  O I.w st'C A '

IB' =  O I .w s t 'G B '=  M° "  b y ° , 
h i

m ianow nik i a ( i bj zależą tylko od spółczynników  ró w n ań  A =  0, B =  0 a  w cale nie od  spółrzęd
nych p u n k tu  uw ażanego n ru [76], nru [98]; m ożna nad to  przypuścić że a, i b , oznaczają w artości 
bezwzględne, poniew aż k ierunek  kąta GA, na przykład , zm ienia się w idocznie ze znakiem  w yraże
nia (M0 —  aN0).

W ypada ztąd , m ając w zgląd na rów ność (1°) :

Mo
w st CA___b, M0 —  a N ę__ b, N0

w s lC B '“ “7 ’Mo“ bNo “  *

W eźm y teraz jak iko lw iek  punkt J na p roste j OD, tak  że się otrzym a :

( 2°) Mi —  dN, =  0 ;

—  a
b, c —  a
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gdy Mj i Ni oznaczają w ypadki podstaw ien ia spó łrzędnych  p u n k tu  J w  funkcyach  linijnych M i N. 
Jeśli JA" i JB" są p ro sto p ad łe  spuszczone z p u n k tu  J na p ro ste  OA i OB, otrzym a się :

JA" =  OJ.WSU3A"=  — -----—
a t

JB" =  O J .w s tD B ' - M>- p -1.1- *•

M ając wzgląd na rów ność (2°) w ypada ztąd :

—‘ — a
w st DA __b, Mi — a N |___1)! N, 1 ___b, d —  a

w stD B  *  M‘ “  bN‘ ~
Ni

Przeto , w yrażeniem  szukanem  sto sunku  nieharm onicznego pęku  czterech prostych  (8 ) będzie :

(1 0 ) R  =  (O, ABCD) ==C— ^  : =  f i  ~  a) ~  b ) ,
c —  b d —  b (c —  b )(d  —  a)

uw ażając jako  połączone A i B ; G i D.

Kiedy rów nan ia pęku  są kształtu  :

/ A  =  M 

\  B =  N
( 1 1 ) < ■

I C =  M —  /iN,

{ D =  M —  /fN,

w yrażeniem  stosunku  n ieharm onicznego  będzie (rob iąc  a =  0 , b  =  oo, c =  k, d =  k ) :

( 1 2 ) R  =  ( 0 ,  A B C D ) = | ,  

uw ażając zawsze jak o  połączone A i B, C i D.

Te w zory m aję  m iejsce, jak im kolw iek  jest uk ład j spółrzędnych czy hartczyoński czy też łrz ijit-  

n ijny .

U w aga. Te w ypadki są jeszcze dok ładne  kiedy p roste  pęku są u ro jone . W  rzeczy sam ej, ró w n a
nia (8) m ogą przez zm ianę zm iennych  sprow adzić się do  kształtu  (3) nru [1GZ»]; a rów ność (4) tegoż 
sam ego n ru daje dokładnie w yrażenie, k tó re  należy znaleźć.

171. Ze związków (10) i (1 2 ) da się w yprow adzić, że pęk :

(13) (A) = M  —  aN, (B) =  M —  bN , (C) =  M — cN, (D) =  M —  dN 

je s t harm onicznym , kiedy

(14) (c —  a )(d  —  b) + ( c  —  b )(d  — a) =  0 .



Pęk

(15) (A) =  M ; ( B ) = N ;  ( C ) = M  —  AU, (D )==M  — AN
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będzie harm onicznym , kiedy się otrzym a :

(16) A -f /c  =  0 .

P ro s te  A i B s§ połączone, tak jak  C i D.

172. P rzypuśćm y teraz cztery p roste  p ęk u , dane przez ich spó łrzędne.

1° Spółrzędne (dw ulinijne)  u  i v (Roz. III).

N iech b ęd ą  (u', v'), spó łrzędne dw óch prostych, w yznaczających w ierzchołek  p ę k u ; niech
będą (m1; ?>,), (u2, v.2), [113, v3), (u4) vĄ) spó łrzędne w zględne prostych OA, OB, 0 0 ,  OD.

P od ług  w zoru  n ru [121], spółrzędne {u,, vt) p rostej OA będą kształtu  :

u '  —  a u "  v ' —  a t / ' .
(1 °) Ui —  ~A------— , »i =

1  — a ’ 1 1  — a

rów nan iem  tej prostej będzie przeto, n er [1 1 0 ]

u tx  - f  v ,y  — 1  =  0 ,
albo

(OA) { u 'x - \ - v 'y  — 1) — n[u"x-\-v"y  — 1) =  0.

O trzym a się tak  samo na  rów nania innych  p rostych  :

(OB) (u 'x  -f- v 'y  — 1) — b (u"x -(- v"y — 1) =  0 ,

(OC) (u 'x  Ą -v 'y  —  1 ) —  c [u"x -\-v"y  —  1) =  0,

(OD) ( u 'x - \ - v 'y  —  1) — d {u"x - \-v "y  —  1) =  0.

S tosując w tedy  tw ierdzenie nrn [170], o trzym am y

Otóż, jeżeli z rów ności (1°) i z podobnych  wyciąga się w artości a , b , c, d, w  funkcyi w, vt, i gdy 
się je  podstaw i w e wzorze poprzedzającym , znajduje się na  w yrażenie stosunku  nieharm onicznego 
dw a kształty następu jące  :

(17) R  =  (O, A BCD) =  - 3-~ Ui : ~ M-L lub _  Vj —j h  . t y — u, _
U ;  —  U  2  U \  —  U i  V 3 —  V-2 V 2 —  V-2

2 ° Spółrzędne trzylin ijne jakiejko lw iek prostej. (Roz. IY.)

Niech będą (U', V ', W), (U", V", W"), spółrzędne p rostych  w yznaczających w ierzchołek pęku; 
n iech będą, nad to , (U „ V „ W ,), (Us, V2, W ,), (Us, V „ W 3), (U*, V4, W 4) spółrzędne w zględne pro
stych OA, OB, OG, OD.
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P odług  w zorów  u™ [142], spółrzędne (Ult V., W ,) prostej OA będy m ogły położyć się pod ksz tałtem  : 

TT U' — aU" , ,  V' — aY" W  — aW '(i°) Ui= — 7— , v ,= — 7— , w ,= -----7— ,
p p p 

rów nan iem  tej prostej będzie przeto na m ocy n™ [139]:

U . X  +  Y 1Y - f W , Z  =  0 ,

albo
(U'X - f  Y'Y +  W 'Z )  — a(U"X +  V"Y -f- W " Z ) =  0.

W  podobny  sposób odbędzie się przekształcenie w zględem  innnych  prostych , z czego na w yrażenie 
stosunku  n ieharm onicznego  da się ostatecznie w yprow adzić :

R  =  (O , A B C D )=  —
c — b d —  a

T eraz , jeżeli z rów ności (1°) i z podobnych  w yciyga się w artości a, b , c, d, w  funkcyi U., V ;; 
U ', V ', e tc . i gdy się je  podstaw i w e wzorze poprzedzającym , znajduje się na w yrażenie stosunku  
n ieharm onicznego  kształty następu jące  :

R =  (0 , ABCD)

(18) i  R =  (O, ABCD)

,_U3V, — UiY, . u4v, — UiV4
u3v. — u2v3• u4v2— U2v4
VjW,-V,w3. Y4W,—v,w4
v3w,- v 2w3 ■V * w s - V 2W4
W3Ur-w,u3. w4u, -W,u4
W3U2--W2U3 ■W4U2— w2u4

D r u g i e  d o w o d z e n i e .

1° S p ó łn ęd n e  dw ulin ijne .

S tosunek  nieharm oniczny  pęku  rów na się stosunkow i n ieharm onicznem u uk ładu  punktów , w yzna

czonem u, na przykład na osi odciętych 

Otóż :
ca =  Oa —  Oc =  — — — , 

u, u 3

c b = O b  —  Oc =  - —  - ,
W2 U3

1
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da =  Oa —  Od =  ------ — ,
u i uk

db =  Ob —  Od =  i  —  1 ;
UA

w ięc rozum ując podobnież d la  osi Oy :

(17) (S , ABCD) = ~ ~ U>- : - t — ]uł, —  - L~~ v\ .
«3---«! # ( -  «2 «>S--- l>4---

»»

2° Spółrzędne trzy lin ijne .

Kiedy się wyznaczy przecięcia p rostych pęku z jednym  z boków  tró jką ta  odniesienia, z bokiem  AB 
na przykład , rów naniem  czterech p u n k tó w  będę :

U —  V =  0 , U —  ̂ v  =  0 , u — H ? V = 0 , U — ^ i v  =  0 .
Vi Vo V3 v 4

W tedy będzie m ożna za pom oc? w zoru  (20) dow iedzionego poniżej w yprow adzić w yrażenia (18).

173. Przytoczm y dw ie następujące w łasności pęków  harm onicznych.

1° Jeżeli w jakim kolw iek pęku harmonicznym dwa promienie sprzężone OC i  OD są prostokątnymi, te 
prom ienie będą dwójsiecznemi dwóch kątów spełniających, utworzonych przez prom ienie OA i  OB.

2 ° W  jakim ko lw iek  pęku harmonicznym, wszelka poprzeczna, równoległa do jednego z prom ieni, je s t  
przeciętą przez trzy  inne na dw ie części równe.

Aby dow ieść le° podan ia, w eźm y za osie dw ie p roste  p rostokątne  OG i OD; rów nan iam i dw óch

y

prostych OA i OB będ?
y  —  a #  =  0 , y  —  b x  =  0 ;

a poniew aż pęk je st harm o n iczn y m , otrzym a się p o d ług  n ru [171]

a - } - b = : 0 , czyli b =  —  a;

w ięc OG je s t dw ójsieczn? kgta AOB; e tc ...

Dla uzasadn ien ia  drugiego podania, w eźm y jeden  z p rom ien i za jedn? z osi spó łrzędnych , OA na 
p rzyk ład ; a za oś rzędnych, p ro s t?  OB sprzężon? prostej OA.
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R ów naniam i OG i OD b ędą , poniew aż pęk je s t harm onicznym ,

OG y  —  k x —  0 ; OD y  -f-  k x  —  0.

P rzetn ijm y pęk  przez p ro s tą  C'B'D' rów noleg łą do Ox, y — h; otrzym a się za odcię te  punktów

y

C' i D' dw ie w artości rów ne i znaków  przeciw nych ; w ięc e tc ...

IY° W y r a ż e n i e  s t o s u n k u  n i e h a r m o n i c z n e g o  c z t e r e c h  p u n k t ó w .

174. Przypuśćm y naprzód cztery punk ta  dane przez ich rów nania .

Poniew aż cztery  p u n k ta  są w linii p ro ste j, jeżeli

M =  0, N =  0

są rów naniam i dw óch p unk tów  wyznaczających tę  prostą , rów nan ia  czterech p unk tów  układu  b ęd ą  
się m ogły zawsze sprow adzić do kształtu :

a , b , c, d, są stałem  i; uk ład  spólrzędnych pozostaje w reszcie dow olnym .
Idzie o w yznaczenie stosunku  n ieharm onicznego  uk ładu  kiedy się uw aża jako  połączone p u n k ta

/  (A) =  M — aN =  0,

(19)
(B) =  M —  bN =  0,

(C) =  M —  cN =  0,

(D) =  M — dN == 0,

A i B, G i D. Tym  s to su n k iem  n ieharm onicznym  j e s t :

CA . DA 
CB : D B '



W ystaw m y sobie jakąkolw iek p rostą  CI przechodzącą przez punkt C, tak że się o trzym a
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(1°) M0 +  cNo =  0 ,

gdy M0 i N0 oznaczają wypadki podstaw ienia spółrzędnych prostej Ct w funkcyach Unijnych M i N. 

Jeżeli AA' i BB' są p rostopadłem i spuszczonem i z punk tów  A i B na p rostą  CI, m a się :

AA' =  CA.wstC =  M° aN°
k 'J i'l i’o —  2w0t’odos9 ’

) BB' =  CB.wstC =  ■ ■■ M» ~ bN“ .......  ,
\  i: yu l  -J- Ł'c —  2w0r 0dos9 j

albo

|  AA' —  CA.wstC —  M" ~~~; t |

BB' =  CB. wsi C =  M° 7 ~ --— •  ̂
b i  ' i

w przypadku spółrzędnych dw ulin ijnych, n cr [129].

w przypadku spółrzędnych trzy lin ijnych , ncr [156].

Uważm y jakąko lw iek  inną p rostą  przechodzącą przez D, tak że się o trzym a :

(2°) Mi —  dNi =  0,

gdy M, i N, oznaczają w ypadki podstaw ienia spółrzędnych prostej DJ w funkcyach Unijnych M i N. 

Jeżeli AA" i BB" są prostopad łem i spuszczonem i z punk tów  A i B na p rostą  DJ, itla się :

( A A ' =  D A .w s tD =  M° - aN°
k -(- l’i —  2 « ir id o s 0

) } w przypadku spółrzędnych dw ulin ijnych , n 'r [129].

! BB": m  Mi — hNi: D B.wstD  —  -
k \]v\ - |-  v\ —  2 mi>idos0 

albo

AA" =  DA. wst D

BB" =  DC. w st D =

—  M ‘ —  ilNl 
ai

M, — bNi 
h, 5

w przypadku spółrzędnych trzylinijnych, nrr [156].

sta łe k, k lt a ,, h „  są tu  też sam e jak w g rup ie  wzorów powyższych. 

W yciąga się ztąd, dla obu układów  spółrzędnych :

«o) b = ( * boi. ) - | E |  = ^

uw ażając jako  połączone A i B, C i D.



r  Kiedy rów nania czterech punk tów  układu  będą kształtu  :

1 7 8  ROZUZIAŁ V.

( A ) = M ,

(B) =  N,
(2 1 )

* (C) =  M r -A N .

(D) =  M — ,

w yrażeniem  stosunku n ieharm onicznego b ęd z ie  :

( 2 2 ) R =  (ABCD) =  y ,
li

łącząc A i B, G i D.

175. U kład

(23) (A) =  M —  aN, (B) =  M —  bN, (G) =  M —  cN, (D) =  M —  dNT ;

będzie harm onicznym , gdy się o trzym a :

(2 fr) (c, —  a) (d —  b) —}- (c —  b) (d —  a) =  0 .

Układ

(25) (A) =  M, (B) =  N, (C) =  M — M , (D) === M —  AN, 

będzie harm onicznym , gdy się otrzym a

(26) h -J- A =  0 .

176. P rzypuśćm y teraz cztery punk ta  uk ładu  dane przez ich spółrzędne.

1 0 Spółrzędne hartezyańskie.

Niech będą (xi, y i), (x-2, y->), (x 3, y 3) ,  (x^, y4) spó łrzędne w zględne czterech punktów  A, B, G, I); 
jeżeli a ', b ',  c ', d ', są! rzutam i tych czterech punktów  na osi odciętych , stosunek n ieharm oniczny  
uk ładu  rzu tów  będzie rów ny sto tunkow i n ieharm onicznem u u k ładu  danegp .

o a ■' <" w
Otóż

a'c ' -(- c'0 —)— 0a' =  0, zkąd c 'a 1 =  0a' —  Oc1 =  Xi —  x 3;
b 'c ' - |-c '0  -f- Ob' == 0. zkąd c 'b '= 0 b '  —  0c' = x 2 —  x 3;
a 'd ' - ( - d '0 -)- 0 a' =  0 , zkąd d 'a ' =  0a' -  Od' =  x ,  —  x Ą;
b 'd '—f-d'O —|— Ob' =  0 , zkąd d 'b ' =  0b' — 0d' =  x 2 — x t .

P rzeto , rozum ując lak sam o dla osi rzędnych  :

(27) B —  (AliGD =  A':i ~  x ‘ : —  X|- lub = //;1 //l- : ^  ~  !/l ■
x-i —  x-i x \  —  x.> y,\ y± y  \ y-i



ZASADY ZM IANY F IG U li. 179

2 ° Spółrzędne trzy lin ijne .

Złączm y cztery punk ta  z jednym  z w ierzchołków  tró jk ą ta  odniesienia, z w ierzchołkiem  A na 
p rz y k ła d ; stosunek nieharm oniczny szukany będzie rów ny stosunkow i n ieharm onicznem u łych 
czterech prostych. Otóż te  cztery p roste  będą m iały w zględnie na ró w n a n ia :

S tosując do tego pęku w zór (1 0 ) n™ [170], o trzym uje się zaraz l szr ze związków następujących :

U w a g a . M ożna będzie ze w zorów  (27) i (28) w yprow adzić ła tw o w zór (20) dow iedziony w prost.)

177. P rzypuśćm y dw ie p a ry 'p u n k tó w  albo dw ie pary prostych  dane  w zg lędn ie przez rów nan i 
drugiego stopn ia , takie jak  :

N iech będą a i b p ierw iastki l« c6° rów nan ia , c i d pierw iastki] drugiego, stosunkiem  n ieharm o- 
m cznym  układu  będzie podług  wzoru (10) nru [170]|

„ __(c —  a) (d —  b ) ___cd ab —  ad bc
(c — b) (d — a) cd -f- ab —  bd —  ac ’

Otóż rów nania (29) dają :£

0 .

(28)

(29)
( l “ a p a r a  : Ax'1 4 -  Bx y  4 -  C?/2 =  0, 

( 2 sa p a r a :  A 1#'24 ~  B ,a ;y 4 ~  C ij/2 =  0 .

c 4 -  d =  —
A

Podstaw iając te  w artości w w yrażeniu R, znajdzie się :

(30)
2(AC, 4 -  A,C) —  BB, 4 -  \/B2 —  k AC \/Bf —  frA.C,

2(ACj 4 -  A,C) —  BBi — VB2 —  ćiAC \Jb\ —  hA.C,

Układ będzie harmonicznym , kiedy się otrzym a :
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Mając wzgląd na w zór (27) n™ [176], tenże sam  rachunek  i te sam e w nioski dadzą się zastosować 
do przypadku, w  który inby  rów nan ia (29) określały pary  punktów .

U w a g a . Jeżeli odcięte czterech punk tów  (albo spółrzędne tegoż sam ego im ienia czterech prostych), 
są p ierw iastkam i jakiegokolw iek rów nan ia  4tes° stopnia, takiego jak

(32) A# 4 -f- 4B a3 +  6Ca.-2 -J- 4Dx - f  E =  0,

trzy stosunki n ieharm oniczne uk ładu  czterech punktów  są dane przez rów nan ie na p

(33) I3(p-ł_ 2)(e — | )  = 2 7 J ^ ( P+  l ) 3;

rów nanie , w którem  I i J p rzedstaw iają  n iezm ienn ik i:

i I =  AK —  4BD +  3C'2,

( J =  AGE +  2BCI) —  AD2 —  EB 2 — C»,

{Nowe R oczn iki, tom  XIX, sti\ 107.)

§11. -  PODZIAŁY JEDNOKREŚLNE. -  INWOLUO/YA.

1° P o d z i a ł y  j e d n o k r e ś l n e .

178. P odzia ły  jednokreślne na dwóch prostych różnych.

P ęki jednokreślne wierzchołków różnych.

Daje się nazw isko podzia łu  jak iem ukolw iek  szeregowi p unk tów  w linii p roste j; p ro sta  je s t nazwaną 
podstawą podziału .

Uważm y dw a podziały na dw óch prostych różnych D i D '; te  dwa podziały będą jednokreślne , 
jeżeli jak iem ukolw iek  punk tow i jednego  z podziałów  odpow iada jakikolw iek pun k t i jeden  tylko 
drugiego podziału, i odw ro tn ie .

P unk ta  sobie odpow iadające są nazw ane punk tam i odpowiednymi.

Podług  tego, jeżeli O i O' są dwa początki dow olnie wzięte na każdej z p rostych, i jeżeli m  i nv 
są dw a punk ta  odpow iedne ; Om  i 0 'm ' b ęd ą  połączone przez związek :

(1) A.O m .O 'm 1 +  B.O/n - f  C .O W  - f  D =  0,

c

albo, przedstaw iając przez x  i x ' odległości O ni i O 'n i  

(1 bis) A x x '  -f- 1)x  -(- Cx' - |-  D =  0;

A, B, C, D, są spółczynnikam i dow olnym i.



Poniew aż związek (1) zaw iera tylko trzy stosunki dow olne w ynika zląd, żc dw a po-
A A A

działy jed n o k reśln e  będą w yznaczone, kiedy się da trzy pary  punktów  odpow iednych.

Przytoczym y jedyn ie  następu jącą w artość zasadniczą, k tórej spraw dzenie je s t ła tw em  za pom ocą 
w zoru (27) n ,u [176]:

Stosunek nieharmoniczny czterech jakichkolw iek punktów jednego z podziałów je st równy stosunkowi ich 
odpowiednych.

179. Daje się nazw isko pęku d la jakiegokolw iek układu p rostych  przechodzących przez jeden  
p u n k t, nazw any w ierzchołkiem  pęku.

U ważm y dw a pęki w ierzchołków  różnych, te  dw a pęki będą jednok reślne , jeżeli dla jakiejkolw iek 
prostój jednego  z pęków  odpow iada jak ak o lw iek  prosta i tylko jedna  drugiego p ę k u ; i odw rotn ie.

Ztąd w ypada oczyw iście, że

Dwie jakiekolw iek p roste  wyznaczają na każdym  z pęków  dw a podziały które będą jed n o k reśln e .

180. P odziały jednokreślne jed n e j podstawy.

P ęki jednokreślne spólnego wierzchołka.

Dwa podziały, leżące na jednej prostej m ają  je d n ą  podstaw ę.

Nazywa się punktem  podw ójnym  w szelki punk t p rostej, k tóry  należąc do jodnego  podziału przystaje 
do swego odpow iednego w  drugim .

Dwa podziały jednok reślne  jed n e j podstaw y m ają dw a punkta podw ójne rzeczywiste albo urojone.

Uważmy dw a pęki jednokreślne spó lnego  w ierzcho łka ; nazywa się promieniem podwójnym  wszelka 
p ro sta , k tóra należąc do jednego  pęku , przystaje do swego odpow iedniego w drugim .

Dwa pęki jed n o k reśln e , m ające spólny w ierzchołek , m ają zawsze dw a promienie podiuójne, rzeczy

w iste albo uro jone.
Gdy ką t obraca się około swego w ierzchołka, jego ram iona tw orzą dw a pęki jednok reślne , p ro m ie

nie podw ójne są u ro jone, a ich położenie je s t niezależnem  od w ielkości kąta.

O deszlem y, po obszerniejsze tego przedm iotu  w yjaśnienie, do Geometryi w yższej P. C i i a s l e s ’a ,  albo 
do Geometryi elementarnej P . H o u c h b .

U "  I n w o l u c y a  ( o k r e ś l e n i a ) .

181. Podziały w inwolucyi.

Mówi się że dw a podziały jed n o k reśln e  są w Inw olucyi, gdy m  i m' są dw om a p u n k tam i sobie 
odpow iednym i; m uw ażam y jako należący do 1 sz°b° podziału, m a za odpow iedny m ' w d ru g im ; i o d 
w ro tn ie , ml uw ażany jako  należący do l szes° podziału, m a za odpow iedny m w drugim .

P od ług  tego określenia , związek jednokreślny  (1 ) na m ocy nru [170] nie pow inien się zm ienić gdy 
się zm ieni m  i m!, albo gdy się w ykona przem ianę x  i x ' .

Jeżeli O je s t początkiem  spólnym  dw óch podziałów , związek inw olucyi będzie m ógł się napisać :

(1 ) x x ' — l ( x  - |-  x ')  — [x —  0 ;

------- 1-----------ii--------- 1-------------- ł
O m m !

ZASADY ZM IANY FIGUR. 1 8 1

x  i x '  oznaczają w artości a lgebraiczne odległości Om i Om '; ), i p. są slałe.
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P odług  tego związku k tóry  zaw iera w sobie tylko dw ie stałe , w idzimy że :

1 ° Dosyć je s t dwóch par punktów  odpowiednych dla wyznaczeniu dwóch podziałów w inwolucyi.

Jeżeli I jest punk tem  l sze«° podziału  odpow iednym  p unk tów  w nieskończoności w drug im , a J je s t 
pu n k tem  2 sieB° podziału odpow iednym  p unk tów  w nieskończoności w pierw szym , znajduje się za 
pom ocą związku (1 ) :

01 =  )., OJ =  ),; 01 =  OJ.

2° A by dwa podziały jednokreś/ne b y ły  w inw olucyi, potrzeba i  dosyć je s t żeby punkta  I i J , odpo- 
wiedne punktów w  nieskończoności, schodziły się w jeden.

P u n k ta  podwójne inw olucyi będę dane, przypuszczając x ' =  x ,  to jest przez rów nanie :

x 2 —  2 aó£ —  jlł =  O*

Oznaczmy przez e i f  te  dw a p u n k ta ; w idzim y że p u n k t I odpow iedny punktów  w  nieskończo
nośc i, je s t środkiem  odcinka (zam kniętego urojonego) ef- p u n k t I je s t środkiem inwolucyi.

Jeżeli się odniesie podziały do środka I, należy zrobić X = 0 ;  a związek inw olucyi w eźm ie kształt 
p ro s ty :

__________________ m______________ni1
O A Ł F

(2) x x '  =  fx, albo  Im .Im ' =  l e .

Ztąd w ypada : n cr [166J.

3° Odcinek ef, utworzony przez dwa punkta podiuójne inw olucyi, je s t podzielonym harmonicznie przez 
wszystkie pory  (a, a '), (b, b '), (c, c ') ,. ..

Przytoczym y jeszcze tę  w łasność, k tórej do w id zen ie  je s t bezpośredniem  za pom ocą związku p o 
przedzającego  (2) i w zoru (27) nru [176]:

A° Jeżeli trzy  pary  (a, a'), (b, b'), (c, c') są w inw olucyi, cztery jakiekolwiek z tych sześciu pun/ctów 
mają ich stosunek nieharmoniczny równy stosunkowi czterech punktów odpowiednych; i odwrotnie, trzy  
p a ry  będą w inwolucyi, jeżeli cztery jakiekolw iek z pom iędzy nich mają ich stosunek nieharmoniczny równy 
stosunkowi czterech odpowiednych.

I tak  :

(abca') =  (a 'b 'c 'a), (aa 'bb 'j =  (a 'ab 'b), etc.

182. P ęki w inw olucyi.

Dwa pęki jednokreślne  są w  inw olucyi, gdy się może otrzym ać jakąkolw iek  prostą  przecinającą je  
pod ług  dw óch  podziałów  w  inw olucyi.

1° Dwa pęk i w inw olucyi będą wyznaczone przez dwie p a ry  prom ieni odpowiednych.

2 ° W  dwóch pękach w inwolucyi, są zawsze dwa prom ienie podwójne rzeczywiste albo urojone.
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Przecięcia tych dw óch p rom ieni podw ójnych przez jakąkolw iek  sieczną są punk tam i podw ójnym i 
dw óch podziałów  w inwolucyi, wyznaczonych przez tę  sieczną.

3° Dwa promienie podwójne OE, OF tworzą układ harmoniczny z każdym układem innych p a r  
(OA, OA'), (013, OB'), (OC, OC'), e tc . .. .

A jeżeli 01 je s t dwójsieczną kąta EOF, m a się (7 tw .) n cl [169]

(3) stM E  '=  st IM . st l M ;

K '

dw ójsieczną 0 1  może być nazw aną osią w inw olucyi.

W ysłow im y w łasność n as tęp u jącą  :

Jeżeli trzy  pary  (A, A '), (B, B '), (C, G') prostych są w inwolucyi, cztery jakiekolwiek z tych sześciu 
prostych mają ich stosunek nieharmoniczny rów ny stosunkowi czterech prostych odpowiednych; i odwrotnie.

1 lak :

(O, ABCA') =  (O, A 'B'C'A); (O, ABA'B') =  (O, A'B'AB); etc.

U w a g a . W iedza inw olucyi została uogóln ioną przez P. d e  J o n q u i ć r e s ; zobaczyć Teoryę geome
tryczną  (Teoria geom etrica) przez L . C r e m o n a .

111° I n w o l u c y a  ( R ó w n a n i a -) .

183. P ęki w inw olucyi.

Niech będą rów nan ia dw óch jak ichko lw iek  prostych

M =  0 , M' =  O,

w yznaczające w ierzchołek spólny dw óch pęków ; n iech  będą nad to  rów nania trzech p ar :

OA, M — aM' =  O, ( OB, M —  bM' =  O, f OC, M —  ciM' =  O,

OA', M —  a'M' =  O, i  OB', M —  b 'M '= 0 ,  ( OC', M —  c'M' =  0.
(1)

W yrazim y że te trzy pary  tw orzą inw olucyą, tłóm acząc analitycznie w łasność (4°) nru [182]; albo 
lepiej jeszcze, podług  własności (3°) tegoż sam ego n u m e ru , że istnieje para :

(2)
OE M —  ),M' =  O 

OF M —  ),'M' O,

.aka, aby trzy pary (A, A'), (B, B'), (C, C') były sprzężone w zględem  pary (E , F ); ta o sta tn ia  para 
pędzie tw orzyć uk ład  prom ieni podwójnych inw olucyi.
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Otóż na mocy związku (14) n ,u [171], w arunkam i, aby trzy pary (A, A'), (B, B'), (C, G') tw orzyły 
w zględnie układ harm oniczny z par? (E, F), będą :

XX' —  -  (). - f - ).') (a -f- a') -f- aa' —  0,

(3) ' A ' - ^ ( /  +  V)(b +  b') +  hb ' =  0 ,

R ugując XX' i (X -f- '*•) m iędzy tem i trzem a rów naniam i, otrzym am y :

W

aa 1 a a' 1  

bb ' b +  b ' 1  = 0 ; 

cc' c -J- c' 1

takim  je s t warunek aby trzy  pary  ( A ,  A ' ) ,  ( B ,  B 1) ,  ( C ,  C ' )  b y ły  w inwolucyi.

Gdy ten  związek je s t spraw dzony, znajdziem y w artości na X i X' za pom ocą dw óch rów nań (3), a 
prom ienie podw ójne inw olucyi b ęd ą  w tedy w yznaczone przez rów nania (2 ).

184. Przypuśćm y że M =  0 i M' =  0 są rów naniam i dw óch p rom ieni odpow iednych , OC i OG' 
na przyk ład ; będzie po trzeba w tedy zrobić

są rów nan ia dw óch prom ieni odpow iednych , zów naniam i ja k ie jko lw iek  pary  inwolucyi b ędą :

c =  0

a w arunek  inw olucyi stanie się

aa' =  bb' =  stałej =  k.

( 6 )

L — aL' =  0 , OM

L —  -L ' == 0 , OM'
a

a je s t jakąkolw iek  sta łą  dow olną, a k jakąkolw iek  ilością stałą.

1 8 5 . P r z y p u ś ć m y  nakoniec , że M =  0, M' =  0, są dwoma prom ieniam i podwójnym i inw olucyi, to je s t
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co w ym aga żeby było

> =  0 ,

a -f- a ' =  0 .

( E =  0 

( F =  0 ,

sy rów nan ia promieni podwójnych , rów naniam i jakiejko lw iek pary  inwolucyi będą :

( 10)
E — aF  =  0 , OM 

F —  aF  =  0 ; OM'

a je s t jakąkolw iek  sta łą dow olną.

Dwie proste OM i OM1 są sprzężone w zględem  p rostych  OE i O F; otrzym a się, oznaczając przez Ol

związek który się spraw dzi łatw o za pom ocą rów nań  (1 0 ).

N akoniec rów nania (1 0 ) pokazują nam  jeszcze że w dwóch pękach w inw olucyi, istnieje zawsze dwa  
promienie odpowiedne prostokątne) jeden z tych prom ieni je s t osią inwolucyi.

W idzim y to, b iorąc dw ie p roste  OE i OF za osie spó łrzędnych .

186. P o d z i a ł y  w  i n w o l u c y i .

N iech będą rów nan ia dw óch jak ichko lw iek  punk tów

o

dw ojsieczną kąta  EOF n er [169] (7 ter)

( 1 1 ) st2 IF =  s t IM .s tIM ';

M =  0 , M' =  0,

wyznaczające podstaw ę dw óch podziałów  w inw olucy i; n iech będą nad to , rów nania trzech p a r :
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W yrazim y, że te  trzy pary tw orzą  inw olucyą, pisząc że istn ieje  para :

(  (E) M — ).M' =  0 ,
(1 3) i( ( F )  M —  ).'M =  O,

taka , aby trzy pary  (A, A'), (13, B'), (C, G') były sprzężone w zględem  pary (E, F ); ta  ostatnia para 
będzie tw orzyć układ  punktów podwójnych  inw olucyi.

Otóż, podług związku (2U) nru [175], w arunkam i szukanym i będą  :

I  ) . ' / - | ( ) .  +  X')fa +  a') +  aa' =  0 ,

^ *) l  ).)' V)(b -f- b') +  bb' =  0 ,

v ) . > / - i ( ) .  +  V ) ( c  +  c ' ) 4 - c c '  =  0 .

R ugując i (/. -{- )’) m iędzy tem i trzem a rów naniam i, znajdu jem y :

aa' a - |-  a' 1  1

(15) bb' b + b '
1

cc' c -j- c' 1

je s tto  związek aby tr z y  p a ry  (1 2 ) b y ły  tu inw olucyi.

Gdy ten związek je s t spraw dzony, punkta podwójne inw olucyi b ęd ą  wyznaczone za pom ocą r ó w ,  
nań (lii) i (13).

187. P rzypuśćm y że M =  0 , M' =  0 są rów naniam i dw óch punktów  odpow iednycli C i G', na 
przykład ; będzie po trzeb a  zrobić w tedy  :

c =  0 , c' =  =0 ;

a zw iązek inw olucyi stan ie  się :

(16) aa' == bb ' =  stałej =  k.

Tak że, jeżeli

L =  0
(17)

L' =  0,

są rów nania dw óch punk tów  odpow iednycli, rów nan iam i jakiejkolw iek pary  inw olucyi będą :

L —  aL' =  0, (M)

L - - L '  =  0, (M') 
tl

a je s t  jakąkolw iek  sta łą  dow olną, a k  jakąkolw iek  liczbą stałą .



188. P rzypuśćm y nakoniec że M =  0, M' =  0 sę rów naniam i dw óch punk tów  podw ójnych inwo- 
lucyi, to je s t

|  E  : M —  aM' =  0

co w ym aga żeby było
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(  F : M — a'M' =  0,1

), =  0 , ">! —  oo;

związki (14) daję  w tedy :

(19) a a' —  0. 

W ięc jeżeli .

( 2 0 )

są rów nania dw óch punk tów  podw ójnych, ró w n an iam i jakiejkolw iek pary  inw olucyi będę :

E  —  aF  =  0, (M)

E +  aF =  0 ; (M'> 

u  je s t jakąkolw iek  sta łą dow olną.

Dwa punk ta  M i M' są sprzężone w zględem  punk tów  E  i F ; otrzym a 's ię , 'oznaczając przez 1 
środek  odcinka EF ner [168] (6 ter)

_2
(22) IE =  IM.IM'.

5j III. — FIGURY JEDNOKREŚLNE.

1° J ednoiireślność.

189. Jeżeli się przekształca je d n ą  figurę na in n ą  tak , że jak iem ukolw iek  punk tow i (*(£, n) l sl°j od
pow iada jeden  tylko p u n k t m (x , y ) d ru g ie j; i odw ro tn ie  jakiem ukolw iek punk tow i m  2sicj figury 
odpow iada jed en  tylko p u n k t p l szei; wykona się przekształcenie koniczne.

Jak iem ukolw iek  punk tow i n(%, n) l szci figury m usi o d p o w iad aćjed en  ty lko p u n k t 2eici figury

i o d w ro tn ie ; (£, n, są spó łrzędne kartezyańskie p u n k tu  {/.; x ,  y ,  z, sę spółrzędne je d n o ro d n e  punk tu  ?n); 

w ięc 5 i n m uszę być funkeyam i w ym iernem i , i kształtu

i a \ c __Ax -f- By +  Ga c __ A(X 15,y 4 -  C ,z.
\ L> a . T T i p / - ’ r r ^A , x 4-  \Uy 4 -  C-2i  ’ ’  A '2^' 4 " b '2/y 4-  G'23 ’

V  z )

W tym  p rzypadku , jak iejko lw iek  prostej danej w  1>"‘ układzie

poniew aż w artości m usi odpow iadać w artość  (5 , *j), i odw ro tn ie .
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odpow iada, w  drugim  układzie, kon iczna

(2  bis)
M ( A . r - j - B ; / ^ - B  ■2i/-ł~Cł-23)-|-N(AiX-|- B,?/—|—G, (̂A^os-j^B.!?/—|—Ĝ >̂)~ł* P( f~li ŷ-1—C:>~-)(AroCf*—f - ;

ztęd nazwisko przekształceniu konicznego.

190. F igura  je st przekszta łcona jednokreślnie  n a  innę, kiedy jak iem ukolw iek  punktow i l 5lei odpo
w iada p u n k t jedyny  d ru g ie j, i o d w ro tn ie ; nad to , kiedy jakiejkolw iek prostej ls°  uk ładu  odpow iada 
p rosta  jedyna w  d rug im , i odw ro tn ie .

P otrzeba w ięc, aby drug i w arunek  by ł spełn ionym , żeby prosta (2) przekształcała się zawsze na 
jakakolw iek  p ro s tę ; to  je s t aby rów nan ie  (2 bis) sprow adzało  się stale jakiem ikolw iek. będź wreszcie 
byłyby M, N, P do rów nania 18° stopn ia ; co nie je s t  oczyw iście m ożebnem , chyba że się przypuści

Otóż, jeżeli] się odniesie do w zorów  (7) nr“ [92], będzie m ożna tłóm aczyć wzory poprzedzające (3) 
z podw ójnego punktu  zapatryw an ia  się na takow e.

« 1 ° £ i n będęc spółrzędnemi kartezyańskiem i jak iegokolw iek punk tu  p w zględem  osi p rosto- 
» kę tnych  OJ, 0 »? m ożem y m vażać x ,  y  \ z za spółrzędne trzy lin ijn e  tegoż sam ego p u nk tu  p, który 
» będzie w tedy odniesionym  do tró jkgta, takiego jak  ABC.

» W  tym  przypadku , spółrzędne x , y , z , m uszę spraw dzać zwńęzek kształtu :

Kształt krzywej nie je s t zm ien ionym ; lecz będzie m ożna korzystać z ośmiu  sta łych , które wzory

A'2 =  A.»,

Przeto wzorami ogólnymi przekształcenia jednokreślnego, będę  :

(3)

m x  -{- ny  -(- p z  =  stałej.

c

H

p
%

przekształcenia (3) w prow adziły  w  rów nan ie krzyw ej, aby dać tem u rów naniu  kształt najprostszy  
m ożebny.



« 11° £ i n będyc spółrzędnemi kartezyańskiem i jak iegokolw iek  p u n k tu  ^ w zględem  osi 0 $ i On, 

» m ożem y uw ażać -  za spółrzędne kartezyańskie je d n o ro d n e  innego p u nk tu  m , odniesionego
Z  Z

» do tych  sam ych osi i odpow iednego punk tow i [/.. Przez to podstaw ienie, krzyw a 2

(£) F(5 , w) =  0

» znajduje się przekształcony na inny krzywy (S)

„ / Aj? 4  By 4~ G: A ,x  -f- B ty  -{- C ,z \ __„ .
1 1 \ A ,x  +  B,y +  C.2z ’ A ,x  4  B2y - f  G&)

» krzywa (S) je s t przekształconą jednokreślna  krzyw ej 2 . »

>V tym przypadku , spółrzędne | ,  nie sy podległe żadnem u zwiyzkowi.
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Dojdzie się do dania jakiem ukolw iek równaniu kszta łt najprostszy rnożebny, bądź to, odnosząc j e  do 
trójkąta stałego, to je s t robiąc u iy tek  ze spólrzędnych trzy lin ijn ych ; bądź to przekształcając jednokreślnie 
krzyw ą którą ono przedstawia>,; wzory przekształcenia są te same w obu przypadkach.

\Y l>m przypadku, kształt krzyw ej nie je s t zm ienionym , prosta  w nieskończoności pozostaje prosty 
w  nieskończoności; ty lko, rów nan ie  prostej w nieskończoności n ie  m a w ięcej tegoż sam ego kształtu. 
S półrzędne x ,  y , z, muszy spraw dzać powyżej w skazany zwiyzek Unijny.

W' d rug im  p rzypadku , kształt k rzyw ejljest n ieco zm ien iony ; punk ta  w  nieskończoności, w  l>m uk ła
dzie, znajdujy  się, w 2 eim układzie, na p ro ste j w  odległości skończonej

(I) A.yx 4 -  B2y 4 - C2z =  O,

jak  to w idzim y na w zorach (3); i odw rotn ie, pu n k to m  w  nieskończoności 2»k‘j figury, odpow iadajy 
p u n k ta  na prostej w odległości skończonej

(J ')  ai$ 4 - b OT4 - c s =  0 ;

to osta tn ie rów nanie otrzym a się porów nyw ajyc z zerem  m ianow nik  w spólny  w artości -  i ^  d o 

starczonych przez rów nan ia (3).

191. Uważm y wzory ogólne nru [101]:

/  X =  aX' 4 -  bY' 4 -  cZ ',

(4) , ! Y =  a 'X ' - f b 'Y '4 - c 'Z ',

V Z =  a"X' 4 -  b"Y' 4 -  c"Z',

w których X, Y, Z, X ', Y', Z ', oznaczają spółrzędne trzy lin ijne .



Będziemy mogli takżel tłómaozyć te [wzory zapatrując się na nie z podwójnego punktu widzenia.

1° Można uważać upory. (4) jako służące do przejścia z jakiegokohviek trójkąta odniesienia ABC do 
jakiegokolwiek innego trójkąta, odniesienia A'B'C'.

W tym przypadku, figura nie jest zmienioną, i prosta w nieskończoności pozostaje prostą w nie
skończoności. Spółrzędne X, Y, Z, powinny sprawdzać związek kształtu :

m X  -)- «Y -j- pZ ===. stałej;
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a spółrzędne X', Y', Z', muszą sprawdzać inny związek tegoż samego kształtu; lecz którego spółczyn- 
niki nie są te same

m'X' - f  n'Y' -\-p 'Z ‘ =  stałej.

II0 Można uujażać wzory (4) jako służące do wykonaniu przekształcenia jednokreślnego.
W tym przypadku, zachowuje się tenże sam trójkąt odniesienia ABC; jakiemukolwiek punktowi

M(X, Y, Z) odpowiada jakikolwiek inny punkt M'(X', Y', Z'); spółrzędne X, Y, Z; X', Y', Z', tych 
dwóch punktów powinny sprawdzać jeden ęwiązek, taki jak

mX -j- «Y 4 - —  stałej =  k, 

mX' -j-wY' 4-pZ ' =  stałej =  /c.

Figura pierwotna jest zmienioną; prostej w nieskończoności ls° układu odpowiada, w drugim 
układzie, 'prosta I w odległości skończonćj; prostej zaś w nieskończoności drugiego układu odpo
wiada, w pierwszym, prosta J' w odległości skończonej.

U w a g a .  Należy zauważyć że wzory (U) nie są najogólniejszymi wzorami przekształcenia jedno
kreślnego, odpowiadają one przypadkowi w którym jeden punkt podwójny jest w odległości skoń
czonej.

Wzorami ogólnymi przekształcenia jednokreślnego, w spółrzędnych trzylinijnych są :

t „  aX' +  bY' 4 -  cZ'
I A — A X '4 -B Y '4 - CZ'*

)  Y _ a , »  4 - b,Y' 4 - c,Z'
w  \  AX' +  BY' - f  CZ' '

f r/ _  a2X' +  b,Y' 4 - CoZ'.
V - AX :4 - BY 4 - CZ' ’
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X, Y, Z ; X ', Y ', Z', są spółrzędne dw óch  p unk tów  o d p o w ied n ich  M, M', odniesionych do jednego  
tró jką ta . Te spółrzędne pow'inny spraw dzać w szystkie tenże sam  związek lin ijny , to  je s t że się pow inno  
m ieć je d n o c z e śn ie :

/X -)- m Y -)- == k,

/X '+ jn Y ' +  nZ' =  *.

R ów nanie przekształcone krzywej przedstaw i się pod tąż sam ą form ą, czy się użyje w zorów  (4) czy 
też (5); nie będzie ono je d n ak  przedstaw iać tej samej krzyw ej w  obu razach , gdyż pu n k to w i (X, Y, Z) 
odpow iada pun k t (X ', Y ', Z') różny w edług  tego jak  się go wyznaczy za pom ocą związków (4), albo 
za pom ocą związków  (5).

192. W róćm y do przekształcenia jednok reślnego .

Lubo nie zam ierzam y sobie rob ić  użytku z tego przekształcenia, przytoczym y, bez ich dow odzenia, 
w łasności głów ne następu jące  :

« Kiedy trzy p u n k ta  są w  linii prostej na jednej z figur, trzy  punk ta  odpow iedne innej figury są 
także w  linii p rostej.

» Kiedy trzy p roste  jak ie jko lw iek  figury przechodzą przez jeden  p u n k t, trzy p roste  odpow iedne 
innej figury przechodzą rów nież przez tenże sam  punkt.

» S tosunek n ieliarm oniczny czterech punktów ’ w  linii p rostej na jednej z figur je s t rów ny s to su n 
kow i n ieharm onicznem u czterech punk tów  odpow iednych .

» S tosunek  n ieharm oniczny pęku  na jednej z figur je s t rów ny  stosunkow i n ieharm onicznem u czte
rech prostych odpow iednych .

» Czterem punk tom  (albo cz terem  prostym ) w ziętym  dow olnie na jednej z figur, m ożna zrobić 
odpow iednem i cztery pu n k ta  (albo cztery proste) w zięte dow olnie na drugiej figurze.

» Z najdu je się, n a  płaszczyznie, trzy  punkta podwójne, to  je s t trzy p u n k ta  k tó re  są sam e przez się 
ich odpow iednym i w  przekształceniu  jed n o k reś ln em ; zna jdu je  się, trzy  proste podwójne, io  jest p roste , 
tw orzące swe odpow iedne sam e przez się.

U w aga. Przekształcenie jed n o k reśln e  b yło  w  ro k u  1830 przedstąw ionem  p oraź pierw szy A kadem ii 
Bruxelskiej przez P. C iia s le s , w  m em oryale pod  ty tu łem  Dwie zasady Ogólne nauki: Dayójnóśg i Jedno- 

KREŚLNOŚĆ.

11° J e d n o k ł a d n o ś ć .

493. Kiedy, w  przekształceniu  jednokreślnem , p ro ste  łączące dwa punkta odpowiedne, tak ie ja k
i m , przechodzą przez punkt sta ły, p rzekszta łcen ie je s t nazw ane jednokładnem ;  w tym  razie proste 

odpowiedne przecinają się na prostej sta łej.
P u n k t stały O, przez k tó ry  przechodzą proste łączące dwa punk ta  odpow iedne je s t nazw any środ

kiem jednoktadności; p rosta stała na k tórej się przecinają p roste  odpow iedne  je st nazwTaną osią. 
jednokładności.

W eźm y wzory (3) :

|  A p  li-2,y -j-  C-2̂ ł 

I __A i? -j- Bi.y -f- Cis
f AnX -f- B jy  -j-̂  Cos



i wyraźm y ze p ro ste  łączące dw a jakiekolw iek punk ta  otlpow iedne p i m  przechodzą przez punkt 
stały.

Jeżeli się w ybierze ten  p u n k t za początek  spó łrzędnych , znajduje się, bez trudności, że wzorami 
przekształcenia jednokładnego  są, w e spółrzędnych kartezyańskich ,

A x
A -uL' —| -  B->y -  j— C-2«

Ą.y_______
Aox - |-  li^y -f~ GoZ
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Spraw dza się w tedy że p roste  odpow iedne :

M£ - f  N„ +  P =  0

A(M? +  N„) 4- P(A,? 4- Bot 4 - c.2) =  o 

przecinają się na prostej sta łe j, albo na osi jednokładności,

(6 ) A,ę 4 -  B.łj +  (Ca —  A =  0.

194. W zory przekształcenia jednok ładnego  p rzedstaw ią się, w e spółrzędnych  trzy lin ijnych , pod 
kształtem  bardzo prostym , jeżeli się w eźm ie środek jednokładności O za je d e n  z w ierzchołków  tró jkąta 
odniesienia, a oś jednokładności za bok przeciw ny BC.

W yrażając że wzory ogólne (5) n ru [191] zadość uczynią tem u  podw ójnem u w arunkow i, dojdziem y 
do w yrażeń następu jących  :

X Yj __ Z 1
(7) aX7 =  b Y  A.V -j- BY' +  CZ' 5

X, Y, Z ; X ', Y', Z ', są spó łrzędnem i trzy łin ijnem i punktów  odpow iednych  J1 i M'; pow inny one 
spraw dzać je d en  związek Unijny, taki jak  :

/(X ' 4 -  mY' 4 -  nZ' =  k.
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195. W zory (7) dają nam  bezpośrednio  dow odzenie podań  następujących :

1° W  przekszta łcen iu  jednok ładnem  je s t niezliczone m nóstw o punk tów  podw ójnych , to je s t  
punk tów  k tó re  są sam e przez się ich o d pow iednym i; tym i punk tam i podw ójnym i s ą :  środek je d n o - 
k ładności, i wszystkie p u n k ta  osi jednokładności.

2° Je st niezliczone m nóstw o prostych  podw ójnych , to je s t p rostych  tw orzących swe odpow iedne 
sam e przez s ię ; są to proste  przechodzące przez środek  jednok ładności.

3° S tosunki odległości dw óch  p unk tów  odpow iednych  od osi jednok ładności i od prostej podw ójnej 
są proporcyonalne.

X _ a  Y 
X ' ~  b ‘Y'*

196. Jeżeli dw ie figury S i S, są jed n a  perspek tyw ą d rug iej, i gdy się je  odbije na płaszczyznie 
tych figur, o trzym a się w tedy dw ie figury ustaw ione jednok ładn ie . O dw rotnie, dw ie figury jed n o - 
k ładne m ogą być perspektyw am i je d n a  drugiej.

Ta w łasność dowodzi się ła tw o  za pom ocą geom etry i.

Jednok ładność  była w ynalezioną przez P. Poncelet i użytą w  jego Traktacie iclasności rzutowych  
albo opisowych figur (1822).

Przytoczym y nakon iec to w ażne tw ierdzenie :

Przekształcenie jednokreślne najogólniejsze może zawsze być sprowadzonem do przekształcenia jed n o -  
ldadnego; albo innemi słow y, dw ie figury  płaskie jednokreślne mogą być tak ustawione aby były  
jednokładne.

Dowiedziem y że w praw iając w ruch , na płaszczyznie, 2si figuręJ(S), a zostaw iając stałą l £,.ą (s ) , może 
się sprow adzić wzory ogólne (3) nru [190]

A x  - f  By 4  C
Ao.X 4  4  ^ 2  '

4  ^ i / /  ~f~
A^pc "j-  Boy 4 ~ ^2

przekształcenia jednokreślnego  aby m iały  ksztatł szczególny (5), nril[193], oznaczający przekształcenie 
je d n o k ład n e .

P rostej w nieskończoności l szei figury odpow iada w  2 s:,,i figurze, p rosta  w  odległości skończonej

(I) ^Â B. —Â By i; 4 ^  — Atij^ yj 4 ^ABt — A f i J  =  0,

A' B' G'

o trzym uje się ją  rozw iązując rów nan ie  ( 3) w zględem  x  i y , i porównywając. z zerem  m ianow nik .

P roste j w  nieskończoności l 5zei figury odpow iada, w  2 siei figurze, p rosta  w odległości skończonej

(J') A2x 4  4  C2 =  0.
2 5
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Osi k l szt'j figury, « =  0, odpow iada, w  2 sici p rosta

(A) A tx  -f- —  Oj

zaś osi n l sz°j figury, £ =  0 , odpow iada w 2 «Ici prosta

(A,) A x - \ -  B y - f - C  =  0.

P rosta  I p rzecina  Ox i Oy w  a i b ;  przez a  prow adźm y rów noległy  do prostej A, i uważrriy tę 
p ro stą  jako  należący do l Ezei figu ry ; podobn ież, poprow adźm y przez b rów noległy do prostej Ax, i 
uw ażm y tę prosty  jako  należący do l szuj figury ; rów nan iam i w zględnem i tych  dw óch prostych  będy :

(O')

 ̂ A —(— Biu — A , — 0, 

| A5 +  B„ +  | B = 0 .

§ W e ź m y  za początek  spó łrzędnych  p u n k t spo tkania się O' tych dw óch p rostych , co w ym aga aby 
A, i B były zeram i.

W zory przekształcenia stany się w tedy  :

( 3 bis)

f g, _  A x ' - f  C
A&x' —1“ t>-/y -J-  Go

i __ Bi?/ ~1~ .

a rów naniam i prostych (I) i (J') będy :

(I)

Avx' _j 1 —p  Go

(J') A ,x ' +  Boy' - f  Co =  0.

P roste drugiej figury odpow iedne now ym  osiom  0 '£ ', 0 V  będy :

A x ' +  G ó=  ̂ 0, B ,y ' +  Cj == 0 ;

I
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one się p rze tną  w  pew nym  punkcie  O". P rzen ieśm y 2 ?« figurę rów noleg le do jej położenia p ie r
w otnego tak aby p u n k t O" przystał do początku O ; co w ym aga żeby było :

C  =  0 ,  C j  =  0 ;

wzory przekształcenia sta ją  się w tedy :

A x '
\ ’ '  A-2x ' -|

(3 ter i" A.2x ' —J— 13 <żyr —j— Co

Ri.y'______
A*x —|— B -2y 1 -j-  Co

N akoniec, obróćm y 2 ^  figurę na swej płaszczyznie około p u n k tu  O" (k tóry  teraz przystaje do O') 
aż p rosta  (J ' stanie śię rów noleg łą do prostej (I); otrzym a się w tedy A =  B ,; i wzory przekształ
cenia przyjm ą form ę o s ta te c z n ą :

e, A x 1
A.2x ' -j- B2y' -j- CU ’

i _  A y '
” A*z' -j- Bd  +  C2’

są to  dok ładn ie w zory przekształcenia jednok ładnego .

ł? IV. — FIGURY ODPOWIEDNICZE.

1° P r z e k sz t a ł c e n ie  o d po w ie d n ic z e .

197. Jeżeli się przekształca jedną  figurę na inną tak że jakiem ukolw iek punktow i 1 SZCJ odpowiada 
jed yn a  prosta drug ie j; i  że odwrotnie, dla jak ie jko lw iek  prostej drugiej figury odpowiada w pierwsze 
punkt, i  jeden ty lko ; dwie figury  tym  sposobem otrzymane są o d po w ie d n ic z e .

O dniesiem y zaraz, dla uzyskania w ięcej sym etryi, dw ie figury do jednego  tró jką ta  odniesienia.

N iech będą x , y ,  z, spó łrzędne trzylinijne jakiegokolw iek punk tu  M pierwszej figury; a u, v, w , 
spółrzędne trzy lin ijne prostćj I) odpow iednej w  2 ?‘°i figurze.

P od łu g  określenia, pow inno  się m ieć m iędzy tem i spółrzędnem i związki następujące :

(!) x  - _______ U______  = _______i _______ ;
' '  aw - |-  b y -j-  ctt> a jM - j-b ^ - ) -  c iw  a-2« +  b.2y -j- c .2w

k tó re  rozwiązane w zględem  u, v,.iv, dadzą, na przykład :

(2 )
w

a 'x  - f  a' ,y  +  a '2s b 'x  -f- b' -\-  b'.>3 c 'x  c' ty  -j- c'.2z ^

a, a , .. .  a ', a ', . . .  są s ta łe m i; u , v , iv, są  spółrzędne trzy lin ijne  prostej D 2f?iei figury odpow iedne 
punk tow i M (x, y ,  z) l szoi figury .



198. Jeżeli punkt opisuje prostą stałą, proste odpowiedne przechodzą przez punkt, sta ły. 

N iech będą ua, v0, w0 spó łrzędne prostej D0 1 sz°j figury; jego rów naniem  będzie :
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w«x -f- v0y  -f- w0z —  0,

x ,  y ,  z są jakim kolw iek p u n k tem  tej p ro ste j. Z astępując x ,  y , z, przez w artości (1), o trzym uje się : 

«(a» 0 +  a,y0-{- a.2!ć>0) +  v(hi/0 b,y0 -j-  b 2u>0) +  u '(c “o +  c »y» +  czwo) =  °-

To rów nanie przedstaw ia p u n k t, przez k tóry  przechodzą w szystkie proste (u, v, w) 2sil'i figury od 
pow iedne jakiem ukolw iek punk tow i (,x , y ,  z), leżącem u na prostej (w0, y„, iv^)\ spó łrzędnem i (x ,, y l; s,), 
tego punk tu , będą :

(3) X i —  Vl —  z '
a « 0 +  aiŁ’0 -f- a2w0 bw0-J- b,i>0- |-  b .2?<’0 a /0 -j- c,v0 - |-  c2w0 ’

pun k t (xt , y„  z,) je s t p u n k tem  odpow iednym , w 2 »'"i figurze, prostej D0 l sz°i.

Jeżeli prosta przechodzi przez punkt sta ły , punkta  odpowiedne opisują prostą stałą.

N iech będą x t, y u  z„  spółrzędne p unk tu  M, 2e*i figury; jego  rów naniem  będzie :

uxi  -f- v y ! -f- 'w zi =  0 ,

a , v , w . są spółrzędne jak iejkolw iek p roste j przechodzącej przez ten  p u n k t.

Z astępu jąc  u, v , w , przez w artości (2), o trzym uje się :

x[&'xl -j- b'i'/i -(- c'z,j -\-y{$!\Xi —(— b' ty t -)- c 'Iz1)-f~ 3 (a,2.£i “t-  =  0 .

To rów nan ie p rzedstaw ia p ro stą  na k tórej znajdu ją się w szystkie p u n k ta  {x, y ,  z) l szci figury, 
odpow iedne jakiejkolw iek prostej [u, v, w) przechodzącej przez p u n k t ( x it y u z,). Spółrzędnem i 
Wo, v0) te o, tej p rostej będą  :

^  » Mo ___  v o ___  M ’o

&'xl -f- b 'y t c'z, a ^ z j - j - b 'j j / i - j - c ', ? ,  a '* r, - f  b '.# , -)- c'.2z , '

p rosta  (w0, v0, w0) je s t p ro stą  odpow iedną w 1 SZCJ figurze, punk tow i (.r,, y u  z,) 2 sioi.

1 9 9 .1 tak :

1 " P unktow i (x u, y 0, z0) albo NI0 l szci figury, odpow iada w  drugiej, p rosta D,(m,, u„ wt) określona 
przez związki (2 ),

, 2 r )  ________ «J________ __ _________ __________ —  • W‘________
'  a'a '0 +  a 'iy 0 +  a '2ZQ b'.r0 4 -  b ',y u-(- b '2z0 c 'x 0 c ',y 0 -f- c '2z0

2° Prostej D0(w„, v0, w0) l s“ j figury odpow iada w drugiej pun k t M,(ar„ y „  z,), określony  przez ' 

związki (3), a lb o :

(3 4  -  ?/i -  Zi—a«/0 a ,r 0 -(- a.2«’u b ua -)- b ,^  -f- b2M>o cwu -j- c,w0 -)- c.2wn
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3 ° P unktow i y u  z,) 2«ici figury odpow iada w  pierwszej prosta D0(m0, v0, iv0), określona przez
związki (4), albo :

(h bis) V° —  v0 _  w 0
a ' X i - j -  b'i/i -)~  c  z i '<*'ix i b 'ii/i - ) -  c 'jZ i - ) - b 'g j / ! - ) - c^Zi

4° P rostej v t , w x) 2siei figury odpow iada w  pierw szej p u n k t M0(a?0j Vo, zo).- określony przez
związki (1 ), albo :

(1 bis) Xo -  ■/o —  Zo
aw, —|— bi>, —|— cw i ajWj —|— b 1^/1 —|— aot/, —f— ba^i ~j-  c-jwi

200. Przytoczym y, bez icli dow odzenia, podan ia następu jące :

« Czterem  prostym , w ziętym  dow olnie na jednej z figur, m ożna zrobić odpow iednym i cztery punk ta  
wzięte dow olnie na drugiej figurze.

» S tosunek n ieharm oniczny  czterech punk tów  w  linii prostej na jednej z figur rów na się stosun
kowi n ieharm onicznem u czterech prostych odpow iednych  drugiej figury.

» M iejscem punk tów  M„ l sz°i figury, takich że proste odpow iedne 1), 2siei figury przechodzą przez 
te sam e pun k ta , je s t koniczna S; a p ro ste  D, obw ijają sam e przez się koniczną St .

» Miejscem p unk tów  M! 2e;<“i figury, tak ich  że proste odpow iedne D0 l szci figury przechodzą przez 
te  sam e p unk ta , je s t  koniczna poprzedn ia  S ; a p roste  D0 obw ijają także koniczną S,.

» Dwie koniczne S i S ,, są odpow iednicze je d n a  d ru g ie j; nazw ano je  konicznemi podwójnemi prze
kształcenia odpow iedniczego. Te dw ie koniczne są podw ójn ie styczne.

» W szystkie te podania dow odzą się z najw iększą ła tw ością, za pom ocą wzorów nru [199],

11° P r z e k sz t a ł c e n ie  pr zez  b ie g u n o w e  w z a je m n e .

2 0 1  W przekształceniu  odpow iedniczem  ogólnem , jak iem ukolw iek  punktow i, uw ażanem u za nale
żący do l szei albo do 2sioi figury, odpow iadają proste  różne.

N iech będzie pun k t (x 0> y 0, z0) należący do l szoi figury; spółrzędne prostej odpow iednej w 2si,,i figu
rze, będą w yznaczone przez rów nan ia (2 bis); rów naniem  tej prostej będzie :

D, x(a'x,) +  a ',y 0 -f- a.2z0) +  +  b ',y 0 +  b '2z0) +  z[c'x0 +  c ',y 0 -f- c'2z0) —  0.

Tem uż sam em u punk tow i (a?0, y 0, z0) uw ażanem u za należący do 2«“‘i figury, odpow iadać będzie 
w l sz°i figurze prosta  D0 k tórej spó łrzędne będą w yznaczone przez związki [U bis) ; rów nan iem  tej 

p rostej będzie :

(D0) x[a.’x 0 -j-  b 'y 0 +  c,zo) +  y(a,i;ro +  b ,iyo +  c,izo)“f ‘ z (a,2^ o +  b'.2y0 +  c'2z0) = 0 .

Otóż. p ro ste  D, i D0 są w idocznie różne, jeżeli p u n k t (a?0, y», : u) pozostaje dow olnym .

Jeżeli przekształcenie odpowiednicze je s t talciem, Ze dla jakiegokolwiek punktu uważanego za należący 
do l szci albo do 2 sici figury, odpowiada zawsze taż sama prosta, przekształcenie odpowiednicze bierze 
nazwisko przekształcenia przez b ie g u n o w e  w z a j e m n e .

Zobaczym y poniżej przyczynę tego nazwania.



Szukajm y w arunków  aby dw ie p roste  D, i D0 przystały do siebie, jakim kolw iek byłby p u n k t 
(^o* yo> Zo) uw ażany. P ow inno  się m ie ć :

n 'x0 —|- a.'ii/0 - |—a'-iZp__ b'jct) -)- b ' —|- l/.iZp__ c'ffp-]-  c 'tl/o ~f~ c'->so
a'x„ b'y0 -f- c'z0 &'iX0 —j- b; j —1— c,i3u b!̂ Xq H-  b oyu ’

jak iem iko lw iek  byłyby x 0, y 0, z„.

Otóż, jeżeli się pom noży w zględnie przez x 0, y 0, zo dw a wyrazy każdego z tych  stosunków , i gdy się 
doda liczniki i m ianow nik i, o trzym uje się jedność . Te stosunki m uszą być stałe i rów ne jedności, 
z tego  w y p a d a :

198  ROZDZIAŁ V .

R ów nanie prostej D0 albo Di sta je się w tedy :

x(i\!x0 -f- b '//0 - |-  c'^o) “I-  y[b'-^o “I-  b ',y 0 - |-  c ', ;0) -j~ z (c'xq -\-  c\ y 0 -f- c oZo) =  0 .

Zobaczymy poniżej że je s tto  b iegunow a p u n k tu  (x0, y 0, z0) w zględem  konicznej 

i\rx ’2 -j-  b \ y -  -)- c'oz2 -)- 2 c\ y z  -j-  2 c 'x z  -)- '2b'xy —  0 .

202. Zakończym y'w ysłow ieniem  podania następującego :

Można zawsze, nie zm ieniając wcale fo rm y przekształconej odpowiedniczej ogólnej, sprowadzić j ą  d  
takiego położenia, aby mogła być p)'zekształconą bezpośrednio przez biegunowe wzajemne figury  pierwotnej.

Można będzie dow ieść tego tw ierdzenia przez m etodę w ielce podobną do te j k tó ra  była już  rozw i
n ię tą  w  nrze [196].

U w aga. P . C h asle s  rozw inął w ażne spostrzeżenia o użytku m etod  k tóreśm y poprzedn io  wyłożyli 
(iGeometryą W yższa, od strony 432 do 456); nie m ożem y lepiej zrobić jak  tylko do przeczytania tego 
dzieła odesłać naszych gorliw ie się zajm ujących postępem  analizy, czyteln ików .

Nie zrobim y użytku z tych m etod  p rzekszta łcen ia ; je s t  przecież rzeczą w ażną dokładne ich poznanie, 
a lbow iem  G eom etryą i Analiza nie pow inny  pozostać dla siebie naw zajem  obcem i. W reszcie w łasności 
harm oniczne , albo je d n o k ład n e , albo w zajem ne, są to  w łasności istotnie charak tery styczne; i Analiza 
pow inna się um ieć zapew nić o ich rzeczyw istem  is tn ien iu , w  m iarę  ja k  one się zdarzą.

Ć W I C Z E N I A .

203. 1° Jeśli trzy boki tró jką ta  zm iennego ABC, obracają się około trzech punk tów  stałych P , P ', P", 
leżących w  linii prostej, a dw a w ierzcho łk i A i B posuw ają się każdy na jednej z dw óch  linii 
prostych  także s ta ły c h ; w tedy  trzeci w ierzchołek (C) opisuje lin ią prostą.

2 ° Albo ogólnie, je ś li boki w ielokąta obracają  się każdy około jednego  z p unk tów  leżących na linii 
p rostej, a  w szystkie w ierzchołk i, oprócz jednego , posuw ają  się na lin iach  prostych także sta łych ; 
w tedy  osta tn i w ierzcho łek  opisuje lin ią p ro stą ; i tak  sam o każdy p u n k t spo tkania dw óch  jboków  
nieprzyległych opisuje lin ią  p rostą .
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3° Jeśli trzy w ierzchołki tró jką ta  zm iennego ABC posuw ają się każdy po je d n e j ze trzech  linii 
prostych  stałych OA, OB, OC, spo tykających się w  jednym  punkcie, a zaś dw a bok i obracają się 
każdy około jednego  z dw óch punk tów  sta łych ; w tedy  trzeci bok  przechodzi przez p u n k t stały  w  linii 
prostej z dw om a pierw szym i punktam i.

4° Albo ogólnie. Jeśli w ierzchołki w ielokąta posuw ają się każdy po je d n e j z lin ii prostych  stałych, 
spotykających się w jed n y m  p u n k cie , a wszystkie boki, oprócz je d n e g o , obracają się każdy około 
jednego  z p unk tów  stałych na linii p ro s te j ; w tedy  ostatni bok przechodzi przez p u n k t stały leżący na 
tej p roste j, i to się stosuje do każdej p rzekątne j.

5° Dwa w ierzchołk i A i B tró jką ta  zm iennego ABC poruszają się na dw óch prostych  stałych OA, O B ; 
jego  boki przechodzą przez trzy p u n k ta  sta łe , P , P ', P "; dw a b ieguny  P ' i P" około k tórych  obracają 
się AC i BC są w lin ii prostej z p unk tem  O; 3ci w ierzchołek  C, opisuje lin ią prostą.

6 ° W ierzchołki tró jkąta zm iennego ABC opisu ją trzy p roste  .stałe dow olnie w zięte ; dw a jego  boki 
AB i AC przechodzą przez dw a p u n k ta  stałe , w  linii p rostej z punk tem  spotkania linii na k tó rych  się 
poruszają w ierzchołk i B i C ; trzeci bok BC przechodzi przez p u n k t stały.

N . B. T w ierdzenia 5°, 1° i 2° są dosłow nie przytoczone ze Zbiorów matematycznych  P a p p u s a ,  który 
żył w  A lexandryi, na końcu  IV w ieku  naszej ery.

7° Gdy linia p rosta  je s t taką, że sum m a algebraiczna p rostopad łych  spuszczonych na tę  prostą 
z n p unk tów  stałych i w zględnie pom nożonych przez liczby stałe je s t zerem , ta p ro sta  przechodzi 
przez p u n k t s ta ły ; tym  p u n k tem  je s t środek  odległości p roporcyonalnych  n  pu n k tó w  danych.

8 ° Jeśli dw a tró jk ą ty  są takie że p rostopad łe  spuszczone z w ierzchołków  pierw szego na boki 
d rugiego spotykają się w jed n y m  punkcie , odw ro tn ie  p rostopad łe  spuszczone z w ierzchołków  drugiego 
na boki pierw szego przechodzą także przez tenże sam  p u n k t.

9° T ró jką t zm ienny ABC pozostaje podobnym  sobie sa m e m u ; w ierzcho łek  A pozostaje sta łym , 
d rugi B opisuje p ro stą  s ta łą ; trzeci w ierzchołek  opisze także prostą .

1 0 ° Mając dane pięć linii p rostych , b ierze się z n ich  cztery tw orzące czw orobok zupełny, w  k tórym  
środki trzech  przekątnych  są w  lin ii p ro s te j; p ięć p rostych  tym  sposobem  otrzym anych przechodzą 
przez tenże sam  punk t.

11° Cztery linie p roste  na jednej płaszczyznie, b ran e  po trzy, tw orzą cztery  tró jką ty , w  każdym  
z n ich  je st p u n k t spo tkania trzech  w ysokości; dow ieść że te cztery p u n k ta  są w  linii p ro ste j.

12° M ając dane trzy  p u n k ta  A, B, C i dw ie proste X i Y ; na BB jako  przekątnej, w ykreśla  się 
rów noleg łobok którego boki są rów noległe do X i Y ; działa się podobnież z BC i GA; d rug ie  
przekątne trzech  rów noleg łoboków  ty m  sposobem  otrzym anych przechodzą przez tenże sam  punk t.

13° W szelka poprzeczna poprow adzona nirpłaszczyznie czw oroboku spotyka jego cztery boki i jego 
dw ie przekątne w sześciu punk tach  będących  w  inw olucyi.

14° Sześć linii p rostych , poprow adzonych z jednego  p u n k tu  do czterech w ierzchołków  i do p u n k tó w  
spo tk an ia  boków  przeciw ległych czw oroboku, tw orzą pęk  w inw olucyi.

15° B iorąc dow olnie pun k t P na płaszczyznie czw oroboku, w ykreśla  się  b iegunow e tego p u n k tu  
w zględne trzech  kątów  z k tórych je d e n  je s t u tw orzony przez dw a boki przeciw leg łe czw oroboku; 
drugi przez dw a inne boki p rzeciw leg łe, a trzeci przez d ,vie p rze k ą tn e ; te trzy b iegunow e, przechodzą 
przez tenże sam  p u n k t.

16° B iorąc dowrolnie p ro stą  D na płaszczyznie czw oroboku, w yznacza się punkta  biegunoive tej 
p rostej w zględem  trzech uk ładów  dw óch punk tów , l sz>‘ dostarczony przez końce jednej z p rzekątnych ,
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2»' przez końce drugiej p rzekątnej, a 3d przez p u n k ta  spotkania boków  przeciw leg łych; te trzy  
pu n k ta  biegunow e są w  linii p ro ste j.

17° Gdy dw a boki przeciw ległe czw oroboku sy p rostokątne. zarów no jak  dw ie przekątne , dw a inno. 
boki sy także p rostokątne.

18° Mając dane tró jką t i poprzeczną, jeżeli z jed n eg o  p unk tu  poprow adzi się linie p roste  do w ie rz 
chołków  tró jkąta i do punk tów  w k tó rych  poprzeczna spotyka boki przeciw ległe, te  p roste  tw orzą trzy 
pary  w  inw olucyi. Tw ierdzenie odw ro tne  je st praw dziw em .

19° Jeżeli z p u n k tu  jednego  poprow adzi się trzy p roste  do w ierzcho łków  tró jk ą ta , wszelka 
poprzeczna m usi spotykać te  proste i boki tró jk ą ta  w  sześciu p u n k tach  tw orzących  trzy pary 
w  inw olucyi i odw ro tn ie .

20° Jeżeli z jakiegokolw iek p u nk tu  poprow adzi się p rom ien ie  do trzech w ierzchołków  tró jką ta , 
p roste  poprow adzone przez tenże sam  p u n k t p rostopad le  do tych prom ieni, pó jdą spo tkać boki 
przeciw ległe w  trzech punk tach  leżących w  linii prostej.

21° Jeżeli trzy prom ienie w ychodzące z w ierzchołków  tró jką ta  idą się odbić w jed n y m  punkcie  na 
linii p ro s te j; p rom ienie odbite  spo tka ją  w zględnie, trzy boki p rzeciw ne w  trzech  punk tach  leżących 
w  linii p rostej.

22° K iedy trzy tró jką ty , je d n o k ład n e  dw ójkam i, m ają tęż sam ą oś jednok ładności, ich trzy środki 
jednok ładności są w  linii prostej.

23° Kiedy trzy tró jką ty  jed n o k ład n e  m ają po dw a b ra n e , tenże sam  środek  jednok ładności, ich  trzy  
osie jednok ładności schodzą się w jednym  punkcie.

N . B .  W ysłow ienia podań (13°, 14°, 15°, 17°, 24°,) były w yjęte z Geometryi W yższej P . Chasles .

24° W  każdym  czw oroboku, dwój sieczne czterech  kątów  tw orzą drugi czw orobok k tórego  p rze
kątne przechodzą przez p u n k t spo tkania boków  przeciw ległych.

25° Jeśli, w  czw oroboku zupełnym , popro  wadzono poprzeczną która spotyka jego trzy przekątne 
i wzięto na każdej z tych przekątnych  p u n k t, k tóry  z poprzeczną, dzieli ją  harm onicznie, trzy  punk ta  
tak w yznaczone będą w  linii prostej.

26° Mając dane n  punktów  A ,, A>, . . .  A„ w  linii prostej, i p u n k t O na tej p rostej, nazyw a się 
środkiem harmonicznym  tego u k ła d u , w zględem  p u n k tu  O, p u n k t C taki że

OG
n

AO„
1

Jeżeli się złączy jak iko lw iek  p u n k t S z punk tam i O , A „ A2, . . A „, C ; i gdy jakako lw iek  poprzeczna 
spotyka prom ien ie pęków  w  p u n k ta ch  « ,  au a.,, . ..  a„ , t ; p unk t y będzie w zględem  «  środkiem  
harmonicznym  uk ładn  a ,, a2, . . .a „ .
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R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

K O Ł O  ( S P Ó Ł R Z Ę D N E  K A R T E Z Y A Ń S K I E ) .

§ I. —  RÓWNANIE KOŁA.

1° R ó w n a n i e  k o ł a . a v e d l u g  j e g o  o k r e ś l e n i a  g e o m e t r y c z n e g o .

20/t. Koło je s t m iejscem  p u n k tó w  rów nie oddalonych od jakiegokolw iek p u n k tu  stałego.

P u n k t sta ły  je s t środkiem  ko ła ; odległość stała środka od różnych p unk tów  je s t promieniem.

Jeżeli x  i y  sy spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  M okręgu ko ła ;  a, b , spó łrzędnem i środka 
a R p ro m ien iem ; otrzym a się, w edług  określen ia i w zoru  (2) n ru [31]

(1 ) (x  —  a)2 +  (y — b )2 -f- 2(x — a) (y  —  b)dos0 =  R2;

znajdziem y tym  sposobem  związek między spó łrzędnem i x ,  y  jak iegokolw iek  p u n k tu  koła i stalem i 
a , b , R i 0; je s tto  w ięc rów nan iem  koła.

Kiedy osie Ox i Oy  sy p rostokątne, m a się 0 == 90% i rów nan ie koła przybierze kształt

(2) (x  —  a)2 (y  —  b )2 =  R2.
2 5
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205. Kiedy środek  koła p rzysta je  do początku spó łrzędnych , ilości a i b są ze ram i; rów nan iem  
koła je s t w tedy

(3) x -  -(- y-  -j-  2 xydos0  =  II2

w  przypadku osi p o ch y ły ch ; a

[U) +  R*±=Ś0

w przypadku osi p ro stokątnych .

Kiedy koło jest styczne do osi rzędnych , m a się

R = a w s t 0 ;  albo  R = a ,  jeżeli 0 =  90°;

gdy ono je st stycznem  do osi odcię tych , m a się

1 1 = 1 )  wstO albo R =  b , jeżeli 0 =  90°.

W idzim y że ró w n an ie  jakiegokolw iek ko ła je s t drugiego stopnia w zględem  zm iennych  x  \ y ;  
będziem y szukać teraz w arunków  aby rów nan ie  drugiego  stopnia przedstaw iało  jakiekolw iek koło.

I I 0 W a r u n k i  a b y  r ó w n a n i e  o g ó l n e  d r u g i e g o  s t o p n i a  p r z e d s t a w i a ł o  j a k i e k o l w i e k  k o ł o .

206. R ów nanie ogólne drugiego s topn ia , w zględem  zm iennych x  i y , je s t kształtu

(1) Az* +  2Bx y  +  t y 2 +  2D x  - f  2Ey +  F  = 0 .

Z drugiej strony , ró w n an ie  (1) n ra [20!] sta je się, rozw ijając

(2) x 2 -f- 2 x y  dos 0 -j- y 1 —  2(a -(- b d o s 0 )x —  2(b -f- a d o s 0 )y - |-  a2 -(- b‘--)_ 2 abdos0  — R2=  0 .

Aby rów nan ie (1) p rzedstaw iało  jak ieko lw iek  koło, trzeba aby by ło  iden tyczne z rów naniem  (2) t. j .  » 
aby spółczynniki tychże sam ych po tęg  zm iennych  x  i y  były p ro p o rcy o n aln e ; o trzym uje się tym  
sposobem

1 __d o s 0 ___ 1 __a -f- b d o s0 ___b -f- ad o sO ___a2 b2 -)- 2 ab d o s0  — R2

W  A ~ B  G - D  ~  —  E F

Ten ciąg stosunków  rów nych  daje nam  związki k tó re  pow inny  istnieć m iędzy A, B, C, D, E, F , aby 
rów nan ie  (1 ) p rzedstaw iało  jak iekolw iek  koło .

Uważm y naprzód  że trzy pierw sze stosunki są niezależne od nieoznaczonych a, b, i R ; m a się 
w ięc w arunk i konieczne

A =  C,

-  =  dosO 
A
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(5 ) A = C ,  B — 0,

jeżeli osie są p ro s to k ą tn e ; to  je s t  że

1 ° K w a d ra ty  spółczynników  położonych na czele dioóch kwadratów ilości zm iennych muszą sobie być
równe i  pow inny być poprzedzone tymże sam ym  znakiem.

2° Stosunek pół spółczynnika w yrazu  na x y do spółczynnika jednego z kwadratów m usi być równym  
dostawie kąta osi.

Te dw a w aru n k i są kon ieczne; one są nad to  dostateczne, gdyż jeżeli są spełn ione, pozostanie trzy 
rów nania k tó re  pozw olą wyznaczyć ilości n ieznane a, b , R . Tem i trzem a ró w n an iam i są

Spółrzędne a i b środka koła są rzeczyiciste, poniew aż są dane przez dw a ró w n an ia  H'° stopnia, 
są skończone, gdyż ich m ianow nik iem  w spólnym  je s t (1 — dos20) albo w st20, ilość ró żn a  od zera.

Co się tyczy prom ien ia R , poniew aż on je s t danym  przez jego k w ad ra t, będzie m ogło się zdarzyć 
że R będzie rzeczyw istym , zerem , albo urojonym .

Jeżeii R  będzie rzeczyw istym , rów nan ie (1) będzie przedstaw iało  jakieko lw iek koło rzeczywiste.

Jeżeli R będzie zerem , rów nan ie  (1) będzie przedstaw iać, jakieko lw iek koło sprowadzone do jego  
środka; m ów i się w tedy że m a się jakiekolw iek koło nieskończenie m ałe, albo  jakiekolw iek koło znikające.

Jeżeli R  będzie u ro jonym j pow iem y że rów nan ie  (1) p rzedstaw ia jakiekolwiek koło urojone; to koło 
n ie m oże być przedstaw ionem  geom etryczn ie ; je s tto  pojęcie czysto analityczne, do k tórego  jesteśm y  
sprowadzeni, uważając że iv tym  przypadku , równanie (1 ) zadość uczyni wszelkim  warunkom  koniecznym  
aby ono przedstawiało jakieko lw iek koło.

207. W ykreślenie koła przedstawionego przez równanie ( 1).

Spółrzędne środka są dane przez dw a ró w n an ia

(6 )

j  a d o s 0 -j-  b =  —  ^

albo, co na je d n o  w ychodzi, środek je s t w yznaczony przez przecięcie p rostych
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l Ha z tych p rostych  przechodzi przez p u n k t (u  =  0 , x =  —  B j ,  (niech będzie M ten  punkt), 

i je s t p rostopadły  do osi x ,  poniew aż jej spółczynnikiem  kątow ym  jest —  - — 2 ea prosta

E0, y  —  — ( ni ech będzie N ten  punkt), i je s t p ro stopad łą  do osi y ,przechodzi przez pun k t =

poniew aż je j spółczynnikiem  kątow ym  je st — dosG (*). P u n k t C, przecięcie się dw óch  prostych 
MG i NC, je s t w ięc środkiem  koła.

W ykreślm y p rom ień  R. Ma się

otoż

R2 =  a2 —f- b 3 -}— 2'ab dos0 — -

a2 —j— b2 —|— 2 a b d o s 0 =  OG”;

F

R2 =  OG2 —  x • A

P rzypuśćm y R rzeczyw istym ; jeżeli ^ >  0, R będzie przeciw prostokątną tró jkąta  prosto-

(*) Zdaje się  że tę okoliczność m ożna prostszym  sposobem  rozjaśnić. Jakoż, w arunek , aby dw ie proste były prosto- 

k ginem  i j e s t :

(1 ) 1  +  *>ai - 1-  (a -f- aJdosO =  0

w przypadku osi pochyłych .

1° Jeżeli a =  0 , t. j .  jeśli jedna z prostych jest rów noległa do osi odciętych

1
a ‘ —  —  d o sT

2° Jeżeli a =  oo, t. j. jeśli jedna z prostycli jest rów noległą do osi rzędnych. W  lym  przypadku, podzieliw szy  

uprzednio w zór ( 1 ) przez a, otrzym amy

- + O i  +  ( l  + - ) d o s O = 0 ; n \  ̂ q *

zkąd, przypuszczając a =  oo , wypadnie

a, =  —  d o s0.
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kątnego którego dw om a bokam i są OC i ^ ; jeżeli ^ <  0, R będzie bokiem  kąta p ro 

stego tró jką ta  prostokątnego , którego przeci w prostokątną je st OG i drugim  bokiem  / ! •

208. W niesiem y z tego co poprzedza że w szelkie rów nan ie  drugiego stopnia przedstaw iające jak ie
kolw iek koło m ożna sprow adzić do kształtu

(7) x 2 +  y 2 +  2.rf/dosG — 2ax  — 2by  - |-  c =  0, 

jeżeli osie spółrzędnych są pochy łe ; albo  do kształtu

(8 ) x -  +  y 2 —  2 aar —  2 by  -(- c ' =  0 ,

jeżeli osie są p rostokątne.

W  tym  ostatn im  przypadku, jest ła tw o uw ydatn ić  środek  i p ro m ień ; w  tym  ce lu , uzupełńm y kw a
draty  na a: i na y ,  t. j. napiszm y rów nan ie pod k sz ta łtem

(x  -  a)2 +  (y -  b )2 =  a2 +  b2 -  c ;

w idzim y pod tym  kształtem , że a i b są spółrzędnem i środka, i że p ro m ień  R je s t

R =  \Za4 -\-  b- —  c.

§11. —  PRZEGIĘCIE SIĘ JAKIEJKOLW IEK PROSTEJ Z JAKIEMKOLWIEK KOŁEM; STYCZNA.

1° P r z e c ię c ie  s ię  ja k ie g o k o l w ie k  k o ła  z ja k ą k o l w ie k  pr o s t ą .

200. P rzypuśćm y koło odniesione do swego środka i do dw óch osi prostokątnych, jego rów nan ie  

będzie w tedy

(1 ) x 2 +  y 2 - R 2 =  0 ; 

szukajm y punk tów  przecięcia tego koła z prostą

(2 ) y  —  m x  -f- n.

S półrzędne punk tów  przecięcia są w artościam i na x  i y  spraw dzającem i jednocześnie te dw a 
rów nania .

R ugując y  znajduje się

(3 ) x Q(l -f- ni1) 2m nx  -)- n 2 —  li2 =  0 ;

to rów nan ie da odcięte  punktów  przecięcia. Otóż rów nan ie (3) je s t drugiego stopn ia ; i jak ie jko lw iek

w artości na x ,  odpow iada w ed ług  rów nan ia  (2) jakakolw iek  i jedna  tylko w artość d la  y ;  w ięc ja k a 
kolwiek prosta spotyka jakiko lw iek okręg koła w dwóch punktach.
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Ilościy od której zależy rzeczyw istość p ierw iastków  ró w n an ia  (3) je s t

m 2n2 —  (1 - ) -  ni1) (n 2 —  R 2) ,  

a lb o  R 2( l  - f -  rn‘1) —  n ~-

1° Jeżeli R2(l 4 -  m2) — n2 >  0, albo ^  -  <  It2,
1 in

to  je s t  od ległość środka od prostej je s t m niejsza od prom ienia, znajduje się dw a p u n k ta  przecięcia 
rzeczywiste.

2° Jeże li R 2(l wi2) —  n- <  0, albo -p - ji—- >  R2,

to je s t od ległość środka od prostej je s t w iększa od p rom ien ia , d w a p u n k ta  przecięcia sy urojone. 
Uważmy zaraz że te  dw a p u n k ta  są urojone sprzężone; gdyż, jeżeli w artości na x  sy urojone, one będy 
sprzężone; a poniew aż w artości na y  sy dane za pom ocy jakiegokolw iek rów nania 1 ?° stopnia o spół- 
czynnikach rzeczyw istych, te  w artości będy rów nież sprzężone.

3» Jeżeli R*(l -I- m2) =±= n \  albo f  , =  R2,
1 - f -  n r

to je s t odległość środka od prostej je s t rów na prom ieniow i, dw a p u n k ta  przecięcia w jed en  się scho- 
dzy; prosta je s t styczną (*).

210. W idzim y z tego co .poprzedza, że aby znaleść rów nan ie  stycznej rów noległej do jakiejkolw iek 
prostej danej

(U) y  —  m x  —  0 ,

w eźm ie się rów nan ie  jak iejko lw iek  prostej rów noleg łe j, to  je s t :

y  —  m x  -j-  n !

(*) W  geom etryi elem entarnej linią styczną do okręgu kola, nazywa się linia prosta mająca jeden  tylko punkt w spóln y  
z tym że okręgiem  ; punkt ten nazyw a się punkiem  styczności. W  kole linia styczna jest prostopadła do prom ienia przez  
punkt styczności przechodzącego, i na tej w łasności polegają sposoby prowadzenia stycznych do okręgów  kół. Kolami 
albo okręgam i kól stycznem i -nazywają się dw a okręgi mające jeden  tylko punkt w spólny. Okręgi kól bywają styczne  
do siebie zew nętrznie lub w ew nętrzn ie; w  p ierw szym  razie sum m a prom ieni kół stycznych , w  drugim  zaś razie róż_ 
nica tychże prom ieni, jest rów na odległości środków . Aby opisanie linii stycznej zastosow ać, uważając jakąkolw iek  
lin ię krzyw ą, należy w prow adzić w  niem  pew ne m odyfikacye. W ystaw iw szy sobie siecznę lin ii krzyw ej, obracającą się  
około jednego z punktów przecięcia dopóty, dopóki drugi punkt przecięcia nie zejdzie się z pierw szym , natenczas linia  
sieczna zam ieni się na styczną. Linią w ięc styczną do linii krzywej jest sieczna, której dwa punkta przecięcia się z tąż 
krzyw ą, są nieskończenie blisko siebie położone, czyli schodzą się  z sobą. To opisanie stycznych stosuje się do w szyst
kich linii krzyw ych, pierw szy zaś opis jest praw dziw ym  tylko dla lin ii krzyw ych stopnia drugiego, nie zaś dla innych  

krzyw ych, w zględem  których linia styczna w  jednym  punkcie, m oże być sieczną w  innych punktach. M etoda  albo  
sposób s ty c zn y c h  ma za przedm iot prow adzenie stycznycli do krzyw ych , danych za pomocą rów nań. Zagadnienie to 
zostało rozwiązane przez D e s c a r t e s ’a ,  F e r i i a t ’a ,  D a r r o w ’a  i innych . Rozwiązanie naw et podane przez ostatniego  
m oże być uważane za źródło, z którego rachunek różniczkow y w ypłynął.
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n je s t ilością nieoznaczony; w yrazi się że dw a pu n k ta  przecięcia tej prostej z ko łem  przysłany do 
siebie, t. j .  że rów iłanie (3) m a dw a p ie rw iastk i rów ne, m a się tym  sposobem  rów nanie w arunkow e

n- =  R'-’( l  - f  m2),

dajyce w artość szukany na n.

R ów naniem  stycznej do koła (1), rów noległej do prostej danej (4), je s t w ięc

(5 ) y  =  m x  ~+~ R \ ,'l - |-  tri2.

W idzim y przez to że m ożna zawsze poprow adzić dw ie styczne rów noległe do jakiejkolw iek p ro 
stej danej.

Można także wziyć rów nanie prostej pod kształtem

x d o s a  -)- y  w s ta  —  p  =  0 ;

ilość p  je s t  nieoznaczony, lecz a d an e ; jestto  kyt z częściy dodatny osi odciętych prostej, k tórej zna 
się k ierunek .

Zidentyfikowawszy rów nan ie  poprzedzające z rów naniem  (5); albo też, szukajyc przecięcia prostej 
z ko łem  i wyrażajyc że dw a p u n k ta  do sieb ie  przystajy, znajduje się

p  =  ± : R ;

rów nanie stycznej do koła ( 1 ) będzie więc

(6) . x d o s a  -j-  y  w sta  d z R  =  0 .

W niesiem y z tego ostatniego rach u n k u  że styczna je s t prostopadła do promienia przechodzącego przez 
punkt zetknięcia. W  rzeczy sam ej, w ed ług  rów nan ia  (6), odległość poczytku od stycznej je s t  rów na R ; 
spodek tej p rostopadłej je s t w ięc na okręgu  koła , je s tto  tem  sam em , p u n k t zetknięcia stycznej.

11° P u n k t a  k o ło w e  w  n ie sk o ń c z o n o śc i.

211. Szukajm y przecięć jakiegokolw iek koła z prosty  w n ieskończoności.

W eźm y rów nanie jakiegokolw iek koła odniesionego do osi jak ichkolw iek

Xs -f- 2 xy  d o s0 -f- y 2 —  2 ax  —  2 by -j-  c =  0 ;

zróbm y to  rów nanie jed no rodnem  zastępując w niem  spółrzędne x  i y  przez spółrzędne jedno rodne 

^ ; ono przybierze natenczas kształt

( 1 ) x 2 -j-  2 x y d o s 0 - |-  y 2 —  2 (ax  - j-  b y ); -(- cz1 —  0 .

R ów naniem  prostej w nieskończoności je s t z =  0, jak  o tem  z ła tw ościy  się przekonam y przyta-
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czając dow odzenie n ru (42); robiąc s =  0 w ró w n an iu  poprzedzającem , w ypadnie

x -  -(- y 1 -j-  2 x y d o s 0 =  0.

P unk ta  kola położone na prostej w  nieskończoności są u ro jone i dane za pom ocą rów nań

w przypadku osi pochy łych ; lub  za pom ocą

w przypadku osi prostokątnych.

P ierw sze z rów nań  (2) przedstaw ia jak ieko lw iek  koło znikające albo dw ie proste uro jone

Pierw sze z rów nań  (3) p rzedstaw ia jak iekolw iek  kolo znikające albo dw ie proste  u ro jone

W idzim y że rów nan ia wyznaczające p u n k ta  ko ła (1) położone na prostej w nieskończoności są nie

zależne od ilości a , b , c.

W ięc : zvszystkie koła , położone na jakiejkolw iek płaszczyznie, przechodzą przez diva punkta stałe, uro
jone i  zawsze się przechowują nietknięte i  bez żadnej zm iany w sw ym  pienootnym  stanie do nieskończo
ności; te punkta zostały nazwane punktam i kołowemi w nieskończoności.

U waga. Gdy jakakolwiek krzyw a drugiego stopnia

(3)

W [y -f- x (dos0 -j- \J—  1 w slO )]\ y  -j- x (d o s 0 —  \]—  1  wslO)] =  0 .

(5) (y  +  x  V—  i )  (y —  x \J —  i )  =  o.

A z2 -)- 2Bx y  -}- Cy'2 -)- 'l{\)x -(- E y)s -(- Fz2 —  0,

przechodzi przez punkta kołowe w niekonczoności

z =  0 , x n- +  y 2 =  0

ta krzyw a je s t jakiem kolw iek kołem.

W  rzeczy sam ej, na m ocy przyjętego założenia, dw a rów nan ia

t * ł  +  Z/2 =  0 ,

( A x 1 -j-  2Bx y Ą -  Cif- =  0, 

m uszą m ieć też sam e p ie rw iastk i; co w ym aga żeby było

A = C ,  B =  0 ;

w ięc

I
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111° S t y czn a  do ja k ie g o k o l w ie k  koła  \v  ja k im k o l w ie k  p u n k c ie  d a n y m .

212. Styczna w  jak im kolw iek  punkcie M, je s t położeniem  granicy  jak ie jko lw iek  siecznej p rzecho
dzącej przez ten p u n k t kiedy drugi p u n k t przecięcia M2 przybliża się nieograniczenie do  pierw szego. 

Niech będzie rów nan ie  koła danego.

( 1 ) x 2 - f  ł/2 - f  2 x y  d o s0 -)- 2 ax  - |-  2 by —{— G =  0 .

zaś x u y {; x.>, y.2) spó łrzędnem i w zględnem i p u n k tu  sta łego  Mi i p u n k tu  ruch o m eg o  Ma.

R ów naniem  siecznej je s t

( 2 ) y  — y t = f  ~  (« — a»);iA<2 ' w J

potrzeba znaleźć g ran icę  stosunku  ^ ------Ul k iedy p u n k t M2 zejdzie się z p u n k te m  Mt zostając
---  &l

zawsze na okręgu  koła.

Otóż jeżeli założymy

y -2 =  yi +  k, x 2 =  x l - \ - h ,

w idzim y że iloraz

U l - K i  lub  *
X-2---Xt li

je s t stosunkiem  przyrostka k, funkcyi y  do przyrostka h, zm iennej niezależnej x ,  dla w artości 
szczególnej x t na x ;  gran icą je s t w ięc pochodna y  w zględem  x ,  y  będąc  funkcyą x  ok reśloną przez 
rów nan ie (1 ).

Otrzyma się , w edług  p raw id ła  różniczkow ania funkcyi n iew yraźnych

zkąd

, ____ f ' x __ __ x  -f- ydosO -f- a .
'J* f y  a :dos0 - \ - y  -j-  b ’

C1. ?/2 —  Vi  , _ _  X t +  y ^ o s G  +  a  

' x 2 —  x t '» x t d o s 0 -f- y t -j-  b

Rów naniem  stycznej do koła (1), w  punkcie [xit yO, będzie w ięc

.. ,, _  afi +  yidosfl +  a ^  .
V 2/1 -  ^ d o s O - j - y .  +  b ^  X lh

z w arunk iem

x \ “H y i + P ® iy id o s 0 -(- 2 ax j -f- 2 byi -{- c =  0.

Po zn iesien iu  m ianow nika w  l szem z tych  rów nań  i uproszczeniu  rach u n k u  za pom ocą rów nan ia  wa
27
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runkow ego, m a się nakoniec na równanie stycznej w  punkcie (x„  Vj)

(3) -f" yidosG —}— a) —j— y(x,clos0 -f- V\ 4 “ b) -f- aarj -(- b?/! —{— c =  0, 

z w arunkiem

(3 bis) x \  -}- y \ -f- 2 x ,y 1d o s0 -f- 2 ax t -f- 2 byj —{— c =  0 .

Oznaczywszy przez f ( x ,  y ,  z) p ierw szą s tronę  rów nan ia  (1) zrobionego jed n o ro d n em , rów nanie 
stycznej będzie m ogło  się napisać

*f'Xt+ y f ' Vi+ * f ' , =  o- •

213. Kiedy rów nan ie ko ła je s t kształtu

(4 )  x 3 +  y 2 — R 2 = 0 ,  

rów nan iem  stycznej w punkcie (a:, ?/,) je s t

(5) x x t - f  y y t —  R2 == 0, 

z w arunk iem

(5 bis) x \  - f  - y \  —  R2 =  0.

Spraw dzim y jeszcze że styczna je s t p rostopad łą  do prom ien ia przechodzącego przez p u n k t zetknięcia.

W rzeczy sam ej, spółczynnikiem  kątow ym  stycznej jest — — ; spółczynnikiem  kątow ym  prom ie
ni

nia przechodzącego przez p u n k t zetknięcia je s t  — ; ich iloczyn je s t rów ny —  1 ; w ięc te  dw ie p roste
Xi

są p ro sto k ątn em u

1Y° Styczne do jakiegokolwiek koła przez jakikolwiek punkt wzięty na plaszczyznie koła.

214. P rzypuśćm y koło odniesione do swego środka i do dw óch osi p ro stokątnych ; jego  rów nan ie 
będzie zatem

(1) x* -(- y 2 —  R2 =  0.

N iech b ęd ą  x 0 i y 0 spó łrzędnem i p u n k tu  danego P ;  x „  y v, spółrzędnem i p u n k tu  zetknięcia jakiej* 
kolw iek ze stycznych. R ów naniem  stycznej w  tym  punkcie  je s t

x x  i +  y y t —  R2 =  0;

w yraźm y że ona przechodzi przez p u n k t P , w ypadnie
/

V i  +  yaUi —  R2 =  o ;
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*J +  2/ * - R *  =  0 .

S półrzędne nieznane p unk tów  zetknięcia będą dane przez te dw a osta tn ie rów nania , k tó re  stany 
się, znoszyc skaźnik 1  :

i x x 0 -\- yyo —  R2 =  o,
( 2 )

( x~ —|“ y 1 —  R2 = 0 .

W yrugow aw szy y  m iędzy tem i dw om a rów nan iam i, otrzym a się rów nan ie

(3) x V x 0 4 -  y*) -  2R2.r0x 4 - R"-(R2 -  y*) =  0,

k tó re  wyznaczy odcięte punk tów  zetknięcia.

Poniew aż jakiejkolw iek w artości na x  odpow iada je d n a  tylko w artość na y , w ynika ztąd że przez 
jakikolw iek p u n kt w z ię ty  na płaszczyznie jakiegokolwiek koła, można zawsze poprowadzić dwie styczne 
do tego koła.

Rzeczywistość pierw iastków  ró w n an ia  (3) zależy od znaku w yrażenia

R 4x* —  R2(R2 —  y l)  (x l  4 - yl),
albo

R W  +  yl  -  R5)-

10 Jeżeli x* +  y* _  R2 >  0j a ibo OP >  R,

to  je s t jeżeli p u n k t je s t  zew nytrz koła, dw ie  styczne sy rzeczywiste.

2° Jeżeli ^  +  2/5— R2 <  0, albo i jP  <  R,

to  je s t jeżeli p u n k t je s t w ew nytrz ko ła , styczne sy urojone, sy to dw ie proste  urojone sprzężone, dw a 
pu n k ta  zetknięcia sy dw om a p u n k tam i urojonym i sprzężonymi.

30 Jeżeli ^ 4 - y J  —  R4 =  o, albo  ÓP =  R,

to  je s t jeżeli p u n k t jest na kole, dw ie styczne schodzy się z soby ; w idzim y przez to  że jakakolw iek
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styczna w  jak im kolw iek  punkcie  ko ła je s t istotnie przystaw aniem  do siebie dwóch stycznych wychodzą
cych z tego punktu.

215. Można uw ażać rów nan ia  (2), to  je s t

x x 0 - f  y y 0 — R- =  0 ,
(2)

* * +  y 2 —  R '2 =  0 ,

jako przedstaw iające dw a m iejsca geom etryczne, a szukane p u n k ta  zetknięcia znajdą się na prze
cięciu  tych dw óch  krzyw ych. D rugie z tych  rów nań  je s t rów nan iem  koła d an eg o ; pierw sze p rzed 
staw ia jakąko lw iek  p ro s tą , ta  p rosta  je s t w ięc cieciioą zetknięć. W idzim y że cięciw a zetknięć je st 
zawsze rzeczyw ista, jak iem kolw iek  bądź byłoby położenie p u n k tu  P : ta  w łasność w ypływ a po p rostu  
z uw agi że dw a p u n k ta  zetkn ięcia, gdy one są urojone, są urojone sprzężone.

Za układ rów nań  (2) m ożna podstaw ić uk ład  rów now ażny

(3)
j +  ! /2 —  x x 0 —  y y a =  0 , 

( x - 4 - y 1 —  R2 =  o,

jeżeli się uw aża x  i y  jako  n ieznane; l szc było o trzym anem  odejm ując rów nania (2) stronam i. P unk ta 
zetknięcia będą jeszcze n a  przecięciu dw óch krzyw ych przedstaw ionych przez te rów nan ia  : 2 ?ie je s t 
rów nan iem  ko ła danego , l szc je s t rów nan iem  koła w ykreślonego na odległości OP jak o  średnicy.

V° Równanie stycznych poprowadzonych przez jakikolwiek phnkt dany.

216. P rzypuśćm y koło  odniesione do swego środka i do dw óch osi p rostokątnych  :

( 1 ) x 2 - f  y i —  R2 =  0 ;

i n iech  będą a , 6, spó łrzędnem i p u n k tu  danego.

W eźm y ró w n an ie  jak iejko lw iek  stycznej rów noleg łe j do jak iejko lw iek  prostej danej, to jest 
ró w n an ie  n ro [2 1 0 ]

y  —  m x  d l  R \ / l  - j-  nfl; 

i w yraźm y że ta p ro s ta  przechodzi przez p u n k t (a, 6) , co daje

6 =  ma +  R \Jl -f- ni1.

To rów nan ie , zrobione w y m iern em  i uporządkow ane w zględem  m , stanie się

(2) m *(«* ~  R2) —  2*?m - f  62 —  RJ =  0 ;

to równanie daje spółczynniki kątowe dicóch stycznych poprowadzonych do koła (1 ) przez punkt (a, 6 )
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O t ó ż , je że li x  i y  są s p ó łr zę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  p u n k t a  ja k ie jk o lw ie k  z  ty c h  s ty c z n y c h , m a  się

ta w artość spółczynnika kątow ego m usi spraw dzać rów nan ie  (‘2) ; znajdu je s ię , po tem  podstaw ieniu :

(3) (y -  6) V  -  R2) -  -  a) {y -  6) +  (x -  ay-(P -  R2) =  0 .

Mamy tym  sposobem  związek m iędzy spółrzędnem i x  i y  jak iegokolw iek punk tu  jakiejkolw iek 
ze stycznych ; je s tto  równanie stycznych poprowadzonych do koła (1 ) przez punkt («, 6).

R ów nanie (3) rozw in ię te, staje się

x \&  —  R'2) y \o ?  —  Rł ) —  a2R2 —  62R2 —  [2oSxy —  2PR*y —  2 aR2.r] =  0 ; 

otóż, to rów nan ie m ożna jeszcze nap isać :

x r[ai  _|_ P  —  R*) 4  y \ o ?  +  —  R ») —  R  V  +  P  —  R 2) =  «*2x 2 +  V > f  +  R 4 - f -  2 aB xy  —  2 « R 2x  —  2 5 1 % ; 

sp raw dza się w tedy  ła tw o  że rów nan ie  (3) m ożna sprow adzić do kształtu

(3 bis) (x2 - f  y -  —  R2) (a- +  S2 —  R2) —  (ax  -j- t y  —  R2) 2 =  0.

217. Jeżeli p unk t («, C) je s t na kole, m a się a2 -f- 62 —  R2 =  0 , i rów nanie (3 bis) daje

( « *  +  € .'/ -  R 2)2 =  0 ;

to  je s t że styczna w  jakim kolw iek punkcie jakiegokolw iek koła je s t p rzystaw aniem  do siebie dwóch 
stycznych w ychodzących z tego punk tu .

Jeżeli p u n k t (<*, 6) je s t środkiem  koła, m a się a  =  0, 6 =  0 ; rów nanie kw adratow e stycznych 
staje się natenczas

x 1 -\-y*- =  0 ;

są to dw ie proste k tó re  wyznaczają p u n k ta  kołow e w  nieskończoności, jak  o tem  nas przekonyw a 
dow odzenie ścisłe n ru [2 1 1 ]; środek  je s t w ięc przecięciem  się dw óch stycznych których spółczynni- 

kam i kątow ym i są —  1  > cięciw ą zetknięcia je s t p rosta  w  nieskończoności; punk tam i zetknięcia 
są p u n k ta  kołow e w  nieskończoności. Zobaczymy poniżej że te  p roste  są assymptotami koła.

V I0 P otęga jakiegokolwiek punktu -względem koła.

218. W eźm y rów nan ie ogólne koła

(1 ) a:2 -}- y 2 -f- 2 x )/d o s0 -f- 2ax  -f- 2 by -j-  c =  0 ;

jeżeli x 0, y a są spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k lu  P płaszczyzny i gdy się podstaw i ich w artości



(2 ) x \  +  y l  +  2x0y 0dos9 -f- 2 ax 0 2 by 0 +  c

je s t nazw anein  potęgą punktu  (x0, y0) względem koła.

D ow iedziem y że

Potęga jakiegokolw iek punktu  względem kola je s t równą kwadratowi stycznej poprowadzonej z punktu  
do tego koła;

lub inaczej : Kwadrat stycznej poprowadzonej z jakiegokolwiek punktu  do jakiegokolwiek koła je s t  
równym pierw szej stronie równania koła , w której się zastąpi spółrzędne zmienne przez spółrzędne punktu, 
byle tylko można było otrzymać sprowadzonemi do jedności spółczynniki kwadratów zmiennych.

W  rzeczy sam ej, « i 6 będąc spó łrzędnem i środka  kola a 11 jego prom ien iem , pierw szą stronę
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w  l s,ei s tro n ie  ró w n a n ia  k o ła , w y r a ż e n ie

ró w n an ia  (1 ) m ożna, w ed ług  nru [206], położyć pod  kształtem  tożsam ościow ym  :

x 1 -j-  y'2 -j- 2 x y  dos 0 -)- 2ax  4 - 2 by  -j-  c =  (x  —  a ) 2 4  (y — Sj2 4 ~ 2  (x •—a)'(y—  6)dos 0 — U2 ; 

otrzym a się w ięc , zastępując x ,  y ,  przez x 0, y u : 

x* 4 -  y \  4 -  2 xoyod o s 0 +  2ax0 4 -  2by 0 ■+■ c  =  (x 0 —  k) 2 - f  (y0 —  &) 4 -  2(* 0 —  «) G/o —  6)dos0 —  It2. 

Otóż, I będąc punktem  ze tkn ięcia stycznej poprow adzonej z p u n k tu  P , m a się :

s ĆP2 =  [x0 —  a)2 4 - (t/o — e)2 +  2(x0 — a )  ( y 0 — 6)dos 0 ,

---2 ---- 0p r = C P  — R*;
więc

(2) P l“ =  “l" y l  H-  2x0y0dos 9 4 "  2ax0 -)- 2by0 4 "  c »

C. B. D. D.

219. To tw ierdzenie pozw oli nam  rozw iązać bezpośredn io  zagadnienie następu jące  :

Z n a le ić  miejsce punktów których stosunek odległości do dwóch kół je s t stałym .

R ozum iem y tu  przez od leg łość jakiegokolw iek p u n k tu  do jak iegoko lw iek  koła długość stycznej 
poprow adzonej z tego p u n k tu  do koła.

Niech będą rów nan ia dw óch kół

x"- 4 - J/" +  2 .ry d o s 0 4 - 2 ax  -}- 2 by -f- c =  0 ,

X<Ł +  .'/2 +  2 # y d o s 0 4 - l>‘.a :- ł - 2 b,ł/ -|— c t =  0 ;
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n iech  b ę d ?  x  i y  s p ó łrzę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k t u  M  m ie js c a , ta k ie g o  że b y  b y ło

2 15

MT9= A a.MT?-

W edług  tw ierdzenia pop rzedn iego  ta  rów ność d a  zwięzek następujący :

x 1 -f- y 1 +  ~xy  dos 0 -f- 2 a#  -(- 2 by -j- c =  kn-[x--f- if- -j- ^ x y  d o s0 -j- 2 a - | -  2hty  -\-  c, ;

jestto  zw iązek między spółrzędnem i jak iegokolw iek  p u n k tu  m iejsca, jestto  więc równaniem miejsca. 

Można położyć to  rów nan ie  pod k sz ta łtem

(3)
*> i 2 i ci i n ^ ■" | n b i c ’■ j Cik~ A+  y  +  2 x y d o s9  +  2  ^ x - f  2 ~r = y  - |-  =  0;

1  —  A*

w idzim y że miejscem  je s t jak iekolw iek  koło.

VII” Stosunek w którym jakiekolwiek koło dzieli odcinek dany.

220. W eźm iem y rów nan ie koła pod  kształtem

(1) a 2 - j - y 2 —  R 2 =  0.

N iech będ§ Mt(£t, y t) i M2(x 2, y2) końce o d c in k a ; spółrzędne x  i y  jakiegokolw iek p u n k tu  dzie

lącego ten  odcinek  w  stosunku  — , b ęd ?  w ed ług  n rów [52] i [53]

( 2 )

gdzie

(2 bis)

__m lx i -)-
Mi, - |-  m i

y  _

till -j-  WJ2

m-2___ M j M  .

mt M M 2

Jeżeli p u n k t M je s t jakim kolw iek p u n k tem  k o ła , w artości (2 ) m usz? spraw dzać rów nan ie ( 1 ) teg a



(« i* i +  ™&)- +  (»hyl +  m.2y.2)2 —  lt2(m, m2) 2 =  0 ; 

albo, porządkując w zględem  m t
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k o ł a ,  c o  d a je

(3) - \ - y \  —  R2) +  2m im2( r lx 2 - f  y ,y 2 —  R-) -}- m2(x l -j- y ’ —  R2) =  0.

To równanie w yznaczy wartość stosunków

w których kolo (1 ) d zie li odcinek M^Mo.

221. Z rów nan ia (3) w ypływ a w iele następstw  w ażnych.

1° K iedy prosta  M,M-» je st styczną do koła, dw a stosunki stają się rów ne , poniew aż dwa p u n k ta  
M i M' schodzą się z so b ą ; przeto ró w n an ie  (3) m usi m ieć dw a p ierw iastk i ró w n e . Ma się w tedy :

(x,x.2 - f  ysj-i -  R 2)2 -  [x\ -f- y j—R 2) («* +  y\ -  R ł) =  0.

Otóż jeżeli uw ażam y a?2 i y 2 jak o  zm ienne, a x \  i y j jako  stałe rów nanie

(U) (x2 +  i f  -  R-) (x\ +  y \ -  R2) -  [xx, +  y y i -  R 2)2 =  0

da związek m iędzy spółrzędnem i x  i y  jak iegokolw iek  p unk tu  stycznych poprow adzonych do kola 
przez p unk t M ,; będzie to równaniem stycznych poprowadzonych przez punkt (x „  y 4).

Znajdujem y tym  sposobem  rów nan ie  (3 bis) nru [216].

2° P rzypuśćm y że dw a p ierw iastk i ró w n an ia  (3) są rów ne i znaków przeciw nych ; otrzym a się
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lo  je s t że dw ie pary M,, M2; M, M', tw orzy uk ład  harm oniczny .

Ma się w tedy związek

x &  i +  ijtfji —  R2 =  0,

albo, uw ażając x-2 i y-2 jako zm ienne,

(5) x x i  +  y y t —  IV2 =  0.

To rów nanie daje m iejsce punk tów  M2 sprzężonych z punk tem  stałym  Mj w zględem  dw óch 
punk tów  przecięcia, z ko łem , jak iejko lw iek  siecznej przechodzącej przez pun k t M,.

Rozpoznajem y równanie cięciwy zetknięć stycznych poprowadzonych do koła przez p unkt Mj(a?t, y t).

§ III. —  PRZEGIĘCIA RÓL.

1° P r z ec ięc ie  s ię  d w ó c h  k ó ł .

222. N iech b ęd ą  rów nania dw óch kółj

| C =  x ! -j- y -  -(- 2 x y  d o s 0 -j-  2 a x  -)- 2by -(- c =  0 .

 ̂G j=  x “ -j— y~ — 2x y  dosG —j— 2ajXk 4  2b^y —j— C| 0;

spółrzędne punktów  przecięcia są w artośc iam i na x  i y , spraw dzającem i te  dw a rów nan ia  albo 
kom binacve tych dw óch rów nań .

Zróbm y jedno rodnem i rów nania (I) co daje

G =  x -  -j- y~ +  2 x y  dos0 -\-  2 ax ; -j- 'Ibyz -)- =  0 ,

(2 )
Gt =  -(- y-  - |-  2 x y d o s 0 — 2 ata-z-|- 2 b»yz -f- c t3'2 =  0 ;

odejm ijm y stro n am i, w ypadnie

•"{2 (a —  a ^ x  - |-  2 (b — b t)y  - |-  (c Ci)z J = 0.

P unk ta  przecięcia są w ięc na jednem  z kół danych, i na jednej albo drugiej z dw óch prostych

/  z =  0

( 2 (a —  a ()x -(- 2 (b — b ^ y -f -  (c Ci)s =  0 .

P ierw sza z tych prostych je st p rosta w n ieskończoności; ona daje p u n k ta  kołow e w nieskończo
ności; te  p u n k ta  należą, w rzeczy sam ej, do wszystkich okręgów  kół.

D ruga p rosta  wyznaczy punkta leżące, ogólnie, w  odległości sk o ń c zo n e j; nazwano j ą  osią pierw iastnęt 
dwóch kół. Ta p rosta  jest] zawsze rzeczywistą, n aw et gdy się koła nie przecinają; albow iem  w tedy

28
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p u n k ta  przecięcia, w  odległości skończonej, są u ro jo n em i sp rzężonem i; owoż wiemy że prosta prze
chodząca przez dw a p u n k ta  u ro jone sprzężone je st rzeczyw istą.

R ów naniem  osi p ierw iastnej dw óch kół (1) je s t w ięc

(3) A  = :  C —  O , =  2 (a  —  a ,) x  - | -  2(1) —  - ( -  c  —  c ,  =  0 .

2 2 3 . Roztrząsanie przecięcia się dwóch kół.

O dnieśm y dw a koła do dw óch osi p rostokątnych , b iorąc środek  jednego  za początek, a lin ią 
środków  za oś odciętych, rów nan iam i dw óch kół będą w tedy

/ x 2 -f- y- —  R2 =  0,
W

{ (x  —  d)- - |-  y -  — r- =  0 .

O dejm ując le rów nan ia s tro n am i, o trzym uje się

jestto  rów nan ie  osi p ie rw iastne j; w ypada z tego że oś pierwiastna dwóch kuł jest prostopadłą do lin ii 
środkóiu.

Podstaw iw szy w arto ść  (5) na x  w  l smn z rów nań  (lx), m a się

,  _  Zi(/2R2 — Ul'1 +  R 2 — r 2)2

y  ~ ---------------W ----------------’

w artość k tóra będzie m ogła się położyć pod  kształtem  następującym

+  +  r)(d  - f  R —  r) (d +  r  -  R )(r - f  li -  d) 
y> u —  Ud*

Jakiejkolw iek w artości rzeczyw istej albo uro jonej na y  odpow iada, w ed ług  rów nania (5), jak ak o l
w iek w artość  rzeczywista albo uro jona na x ;  kw estya je s t w ięc sprow adzoną do dyskusyi rów nan ia (6). 

Otóż m ożna zawsze dobrać  osie w  sposób taki żeby było

d  >  0 i R >  r;

w tenczas pierw szy i d rug i czynnik na y 2 są d o d a tn e ; i dosyć będzie nam  się zająć znakiem  iloczynu

( r  -j- d  — R) ( r  R — d ) .

1° Aby w artość  (6) na y  by ła rzeczyw istą, trzeba i dosyć je st aby iloczyn poprzedzający był 
dodatnym ; co będzie m iało  m iejsce jeśli się m a jednocześn ie

r  -f- d  —  R >  0, r  Ą - d  —  H <  0,
albo

r  —  d  - f  II >  0 ; >• —  d  - f  H <  0 .
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Ostatnie założenie nie m oże być przyjętem , gdyż dodając dw ie n ierów ności, o trzym uje się 2 r  <  0; 
co nie może m ieć m iejsca. W ięc aby w artości na y  były rzeczyw iste, trzeba i dosyć je s t żeby było

/ d  <T. R< —|— r t
(?)

( d > R _ r ;

to je s t że odległość środków m usi być mniejszą od summy prom ieni, a większą od ich różnicy.

2° W artości na y  będą  rów nem i, a lbo  zeram i, jeżeli m a się

( / = R - I -  r,
(8 ) )

( albo d  =■ R —  r \

w l sz)’m przypadku, koła są styczne zew nętrzn ie; w  drugim  przypadku , one są styczne wewnętrznie.

3° W artości na y  są uro jone, kiedy dw a czynniki b ę d ą  znaków p rzec iw n y ch ; co będzie m iało 
m iejsce jeżeli

(9)
d  R —|— r ,  

albo d  <  R  —  r ;

w  l sz)'m przypadku, koła są zewnętrzne, w d rug im  wewnętrzne.

224. Rozbierzm y przypadek w którym  dwa koła są spółśrodkowe.

R ów nania je d n o ro d n e  tych dw óch  kół będą  m ogły się napisać

i —  R'2~- =
( 1 0 )

J ( x* - \-  y 2 —  R?z2 = s0.

O dejm ując stronam i te dw a rów nan ia , w ypadnie

(R2 -  Rf)z2 =  0 , a lbo  s2 =  0 ;

są to rów nan ia prostych , p rzechodzących przez p u n k ta  w spó lne dw om  kołom . W idzim y że punkta 
przecięcia, k tó re  w  przypadku  ogólnym  są w odległości skończonej, schodzą się w tedy  z punktam i 
kołow ym i w  nieskończoności. To się rozpoznaje jeszcze uw ażając że oś p ie rw iastn a , w edług  ró w n a
nia (3) n ru [222J

2 (a —  a,)x  - f  2 (b —  b ,)y  - f  (c —  c,)z =  0 ,

schodzi się z p ro stą  w  nieskończoności kiedy (a —  a j  i (b —  b () sta ją  się zeram i.

Dwa okręgi kół (10) są w ięc styczne je d en  do drugiego w  dw óch p u n k tach , albo podw ójn ie 
-styczne; punk tam i zetknięcia są p u n k ta  kołow e w  nieskończoności; cięciw ą zetknięć je s t p rosta 
w n ieskończoności; styczne (albo assym ptoty  koła) m ają na rów nan ie

(11) +  u'1 0 ;
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o trzym uje się je  rob iąc z =  0 w rów nan iu  jednego z kół. Jes tto  także rów nan ie  jakiegokolw iek koła 
znikającego, stycznego do dw óch  kół.

I I 0 W ł a s n o ś c i  o s i  p i e r w i a s t n y c h .

225. W idzieliśm y w  nrze [222], że rów nan iem  osi p ierw iastnej dw óch kół

i C =  x 2 -f- y-  -J- 2x y  dos 0 2ax  -j-  2by  -j- c =  0,

( G| =  X 1 -f- / / ’  - ( -  2 x //d o s9  4 -  2a,a?4- 2bJ?/ 4~ c , =  0.

je s t

(2) C —  C( =  2(a — aj)«  4 "  2(b —  b,)y  4* c ~~ c< —  °-

Oś pierwiastna je s t miejscem punktów  z którego można poprowadzić do dwóch kół styczne równe. 

Szukajm y, w rzeczy sam ej, m iejsca p u n k tó w  M określonego  przez zw iązek

MT == MT,.

Ma się, na m ocy nru [218]

MT" —  C =  x -  4 -  V14 “ 2 x y d o s0  -(- 2ax 4~ 2by 4 -  c ; 

MT? =  C, =  x 2 4 "  y 1 4 -  2x y  dos0  4~ 2 a ,x  4 -  2 b ,y  4 "  ci<
zkąd] w ypada

C =  C,, albo C — C, =  0 ;

jes lto  dokładnie ró w n an iem  osi p ie rw iastn e j.

226. Osie pierwiastne trzech kuł przecinają się w je d n y m  punkcie.

N iech będą, p rzy jm ując znakow ania pop rzedzające ,

(3) C ,= = 0 ,  C, =  0, C3 =  0

ró w n an ia  trzech  kół; rów naniam i osi p ie rw iastnych  będą

dla 2sios° i 3ci°s° kół : A, =  C2 —  C3; 

dla 3cic°° i l sz°s° kół : Ao =  Cu — C»; 

dla l szos° i 2s'">s° kół : A3 =  C, —  C2.



KOŁO SPÓŁRZĘDNE KARTEZYAŃSKIE. 221

Otóż, te trzy proste są zbiegające s ię ; gdyż, dodając  ich trzy rów nania, m a się

A, -(- A.) -j-  A3 0,

to  je s t  że rów nan ie jednej z p rostych jest następstw em  dw óch innych ; albo, spółrzędne p u n k tu  
w spólnego prostym  A2 i A3, na przykład, spraw dzają rów nan ie prostej A(.

227. K iedy wiele kół przechodzi przez dwa punkta stałe, ich cięciwy przecięcia z któremkolwiek kołem  
danem przechodzą przez jakiko lw iek punkt sta ły .

Jeśli rów naniam i dw óch kó ł, p rzechodzących przez dwa punkta sta łe są

C, =  0, C, =  0, 

rów naniem  jakiegokolw iek koła przechodzącego przez dw a teżsam e punk ta  będzie

C, -j-XC2 =  0,

a lbo , sprow adzając do jedności spółczynniki kw adratów  :

c , =  C , + X C 2 

1 +  a

gdyż to  koło przechodzi w idocznie przez dw a punk ta  w spólne kołom  Gj i C2, to  jest przez dw a 
p u n k ta  dane.

Niech będzie teraz jak iekolw iek  koło stałe C, którego rów naniem  jest

(5) G =  0;

oś p ierw iastna dw óch kół (4) i (5) będzie m iała na rów nanie

C' — C =  0, albo +  /Cż —  G =  0 ;
1 - t - > .

albo nakoniec

(6) (G, —  C) -|- /(C j —  C) =  0

ta p ro sta  przechodzi w idocznie, jak iem kolw iek  bądź byłoby  X, przez p u n k t stały

Cj — C =  0, C, — C =  0 ;

przecięcie się osi p ierw iastnych  kół C, i C, C2 i G.

228. Styczna , poprowadzona do jakiegokolwiek koła przez jakikolw iek punkt w zięty nu okręgu drugiego  
koła, je s t średnio proporcyonalną m iędzy odległością środków i podwójną prostopadłą spuszczoną z lego punktu  
na oś pierwiastna dwóch kół.

Dwa koła będąc odniesione do dw óch  osi p rostokątnych , ich rów nania będą m ogły się napisać

C =  x s -)- y 2 —  2ax —  2by 4~ c =  0,

Ci =  x -  4 - )/2 — 2 a ^  —  2 b ,y 4 -C | =  0 ;
(1 ) -



a  rów nan iem  osi

2 2 2

Odległością MP jakiegokolw iek p u n k tu  M płaszczyzny od osi p ierw iastnej A je s t

MP =  —  C ~  ------------ :
2 V/ ( a , - a ) * - j - ( b l —  ;b)»

\  -
otóż, jeżeli O i O, są środkam i dw óch kół, i jeżeli MT i MT, są stycznem i poprow adzonem i z p u n k tu  M 
do dw óch kół, m a się

0 0 ,  =  v/(a -  a i)2 4 * (b  — b)2; MT2 =  C, M T j ^ C , ;  

zw iązek poprzedzający daje w ięc

MT2 —  MT? =  2 M P .Ó ą ;

b io rąc  różn icę zawsze d o d a tn ą .

Przypuściw szy p u n k t M na kole Cj, m a się jako  przypadek szczególny, podanie w ysłow ione :

M T 2 ==2M 7P '.0 0 1.

111° S t y c z n e  w s p ó l n e  d o  d w ó c h  k ó ł .

229. N iech będą  dw a koła odniesione do dw óch osi p rostokątnych , m ające na rów nan ia

(1) (a —  a) 2 -f- (y —  b )2 —  R2 = r  0,

(2) ( x — a ,)2 +  (y —  b,)* —  R} =  0.

Jakakolw iek  styczna do koła (1), to je s t jakako lw iek  p rosta  k tórej odległość od środka (a, b) je s t 
rów ną R , będzie m iała na rów nan ie

(3) (a ;— a)dos<x-[-(y —  b )w st«  —  R = 0

a je s t jakąkolw iek ilością nieoznaczoną. W yraźm y że ta p rosta  je s t styczną do drugiego okręgu  koła ,

r o z d z i a ł  i .  

p ierw iastnej dw óch kó ł będzie

A =  C —  C, =  2(a, —  a)x  -f- 2(b, —  b)y -j-  (c, — c) =  0 .
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to  je s t że odległość środka (a ,, b ,) od tej p rostej je s t rów ny R ,; ma się tym  sposobem  rów nanie 
w arunkow e

(&) (a, — a)dos«  -(- (b, —  b )w st«  —  R =  ±  R,.

W yciygajyc z tego rów nan ia  w arto ść  na w s ta  i d o sa  po tem  podstaw iając w artośc i otrzym ane 
w  rów nan iu  (3), znajdzie się rów nania stycznych w spó lnych .

P rzed w ykonaniem  tego podstaw ien ia, skom binujm y rów nan ia  (3) i (4), o d e jm u jy c o d  ls*ego połow ę 
drugiego, utw orzy się tym  sposobem  rów nan ie  w ięcej sym etryczne

/e', /  —j— , . /  1) —f- b j\  , R +  R,(5) U  —  — 2r  M d o sa  -M  y  —  — T  1 j  w st a =  2 -- •

Otóż przedstaw iw szy przez d 2 odległość środków , to  je s t założywszy

(6) < j 4 = ( a i -  a)* -t- (b» —  b)*, 

w yprow adzi się ze zwiyzku (4)

|  rf^wsta =  (b , —  b) (11 ±  Rj) -)- (a, -  a) \ J d ^ - [R ± R 4)2,

( d'2dos«  =  (a, — a)(R  ±  Ri) —  (bj — b) sjd'1 —  (R +  1^)'J.

P odstaw iając te w artości w  ró w n an iu  (5), znajduje się ostatecznie na rów nan ia  stycznych w spólnych .

L  -  [(a, -  a)(R ±  R .) -  (.b, -  b) yjd* -  (U ±  R,)2] J

(D  )  , _

+ ( y  -  ^ 4 ^ )  l(b, -  b)(R ±  1 ? ,)+  (a. -  a) f a  -  (R ±  R,)2] ]

( x  -  \  [(3l -  a)(R ±  R.) +  (b, -  b) sjd1—  ( R ±  l^ )2] )

( 7 t ó )  V 1 =
+ ( y  -  [(>>. -  b )R  ±  R.) -  (a, -  a) \Jd2 — (R ±  R ty ] )

2

znaki wyższe i niższe pow inny  być w zięte razem. Ma się w ięc cztery styczne w spólne. Rzeczywistość 
stycznych zależy od znaku ilości [e?2 —  (R +  Rj)2].

230. R ów naniem  lin ii środków  je s t

#  —  a _  y  —  b .
a, — a b t —  b ’

przecięcie się tej p rostej ze stycznem i w spólnem i da środki podobieństwa dwóch kół. Lecz, jeżeli się 
żyda w yznaczyć te  pun k ta , będzie daleko  prościej szukać w p ro s t p rzecięcia się p ro sty ch  (5) i (8), 
m ajyc wzglyd na zwiyzek (4); znajduje się tym  sposobem  bardzo łatw o, że spó łrzędnem i środków  
podob ieństw a dw óch  kół sy

(9)

a,R  +  aRj 
X ~  R ± R i  ’

b , R +  b it,
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w artości które można napisać zaraz, uw ażając że środki podobieństw a dzielą odcinek utw orzony przez 
środki w stosunku  prom ieni i zastosow ując w zory nru [52].

§ IV. —  BIEGUNOWA PUNKTU WZGLĘDEM KOŁA.

1° O k r e śl e n ie  i r ó w n a n ie  b ie g u n o w e j .

231. Przez punkt sta ły , P , wzięty na płaszczyznie koła, prow adzi sic jakąkohciek sieczną która spotyka 
koło w punktach  A i  B ; na tej siecznej bierze się punkt M taki że

m  1 -  l £ _ L -
v ’ PM PA PB ’

miejscem punktów  M je s t linia prosta , którą nazwano biegunową punktu P.

W reszcie, przytaczając dok ładn ie rozum ow anie użyte w  nrze [83], z ła tw ością się spraw dza że zw ią
zek (1 ) m ożna jeszcze położyć pod kształtem

(2 ) —  -[- —  —  0 .W  PA ^  PB

232. N iech będzie rów nanie kola

(1 ) x -  -)- y 1 2 .ry d o s 0 -)- 2 ax  -[- 2 b)/ —)— c =  0 ;

p rzenieśm y osie rów noleg le do ich p ierw otnego  położenia z p unk tu  O do p u n k tu  P ; zakładając

( X  =  x a -(- x \

(2) '\ y = y o - \ - y  >

jeżeli x 0 i y» są spółrzędnem i p u n k tu  P . R ów nanie kola staje się w tedy :

x 't  _j_ j/12_t_ 2 x'«y'dos0 +  2 x'(x0 -J- y„dos0 - f  a )-(-  2 //'(.rod o s 0 y 0 -f- b')\ ^

“l-  x o —l- 2/o H 2.ro?/odos0 j-  2ax0 -j- 2by0 -)- c j



oznaczym y przez C0 w yraz niezależny.

Nazwawszy p odległość now ego początku P  od jak iegokolw iek  p u n k tu  ( x ' , y ')  siecznej PM ; 
m ożna założyć

( x ' —  Xp,
(4)

\ y  —  w.

X i fi są sta łem i nra [81]. Oznaczmy przez p , plf p2,  długości odcinków  PM, PA , PB , zw iązek (1) 
nru [231] stan ie  się

*> 1 , 1(5) r = _ 4 - _ .
P Pl Pi

Otóż w artości p, i p2 o trzym ają się zastępując x ' i y ' przez w artości (1) w  rów nan iu  (3); znajdzie 
się tym  sposobem
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X2 -[- f*" “I-  2X(idos0 -|—  [X(^o -j-  y#dos0 —(— a) —}- p^odosS  -4— yo —h- b)] H— I  —  ® > 
P P"

zkąd w ypada

----- 1----- —  —  [A(x0 yod o s 0 -)- a) -j- fj(x0dos9  -j-  “f- ^ )1 *
p i  P2

Związek (5) staje się w tedy

(6) yodosO -)- a) -)- fł(#odosO -f-y o -f-  b)] =  0 .
p

S półrzędne jakiegokolw iek bądź p u n k tu  m ie jsca  spraw dzą rów nan ia  (5) i (6) i wszelkie połączenie 
tych  ró w n a ń ; one spraw dzą szczególnie połączenie o trzym ane rugując X i p, co prow adzi do

(7) x'(x0 - j-  yodos0 -j-  a) -f- y'(a;odos0 -)- y0 +  b) - f  C0 =  0.

To rów nan ie  dające zw iązek m iędzy stałem i i spó łrzędnem i x' i y' jakiegokolw iek p u n k tu  m iejsca, 
będzie rów nan iem  m iejsca p u n k tu  M; w idzim y że tem  m iejscem  je s t lin ia prosta .

Aby otrzym ać rów nan ie  tej prostej w zględem  osi p ie rw otnych , po trzeba zastąpić x' pr«ez (x —  x 0) 
a y' przez (y — y0); znajdzie się, w ykonaw szy w szystkie uproszczenia :

(8) x[x0 -)- i/0dos 0 -)- a)-(- y(a.'od o s0 -)- y0 b) b )/0 -)- c =  0 .

U ważm y że jeśli się zrobi jed n o ro d n ą  pierw szą stronę  rów nan ia  (1 ), tak  że

(9) C =  x 2 -j-  y 2 -f- 2 x y d o s0  +  1a.xz - |-  2 byz cz2 =  0 ; 

rów nanie biegunow ej p u n k tu  (x 0, y0) będzie m ogło się nap isać  :

(1 °) x C x + y C \ Jo+ z C , o =  Q.

2 9
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U waga I. W idzim y że b iegu n ow a  jest c ięc iw ą  zetkn ięć stycznych poprow adzonych do koła z punktu- 

(xoj Z/o)> w ed łu g  dow odzen ia  nru [215].

U waga II. K iedy punkt ( r 9, y 0) jest na k o le , b iegu n ow a  schodzi się ze styczną w  tym  p u n k cie , na 
m ocy dow odzen ia  n™ [212].

233. Można także znaleźć rów n an ie b iegun ow ej biorąc za punkt w yjścia zaw iązek (2) nru [231], to  jest

stosunKi -  - ,  — ; otoź w ed łu g  zw iązku (11) sum m a tych  w artości m usi DyC zerem , utrzym a się

w ięc  rów nanie b iegu now ej punktu  (x 0, y0) rów nając z zerem  sp ó łczynn ik  iloczynu w?i?k2 w  rów na
niu  ( I3) j  znajduje się  tym  sp osob em

(11)
MA , M B__
AP BP ‘

Oznaczmy przez x0 i y0 spó łrzędne p u n k tu  P ;  x  i y  spółrzędne p u nk tu  M, i — którykolw iek ze

stosu n k ów  w których k oło

(12) x2 -)-  y2 +  2 x?/dos0 - j-  2 a r  2 by  -)- c =  0

dzieli odcinek PM. S półrzędnem i p u n k tu  A będą

m{x  -(- m.yX0 n i i y .
mi -)- ’ ml -f-

one m uszą spraw dzać rów nanie (12) ko ła , otrzym a się w tedy

(mtx  -f- m2x 0)IJ 4 - [niiy 4 - m ^o )2 -\- 2 [mix m.pc0) {rnsy  »«.,»/„) dos 0\
(13) = 0 .

4 - 2:1 (w i +  4 - m&ó) 4 - 2 b(?«! 4 - m2) ( mxy  4 - m.vy0) 4 - c(/w, 4 - m.,f)

(IA) xi x u +  ,V..flos 0 4 - a) 4 - y(x0dos 0 +  y 0 +  b) 4 " a^o 4 - % o +  c =  0 5

rów nanie tożsam ościow e z rów naniem  (8).

23/i. Gdy rów naniem  koła je s t

(15) Jfl _|_ yS -  W  =  0 ,



rów nan ie  biegunow ej p unk tu  (łr<„ y 0) staje się
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(16) x x 0 +  i/i/o —  R'2 =  0 ;

rozpoznaje się rów nan ie cięciw y zetknięć stycznych popi’ow adzonych z p unk tu  (£0, y lt).

11° W łasności i wykreślenie biegunowej.

235. Biegunowa punktu je s t prostopadłą do średnicy przechodzącej przez ten punkt; a iloczyn odle
głości środka od bieguna i  od jego  biegunowej je s t równy kwadratowi z promienia.

W eźm y, w  rzeczy sam ej, rów nanie ko ia pod kształtem ]

(1) z*  -)-!/-  —  R2 =  U; 

b ieg u n o w a p u nk tu  (x0, y 0) jest

(2) x x 0 -f- y y 0 —  R2 =  0.

P rostopad ła  spuszczona ze środka O na b iegunów ? jest

y = Z £ x ,
x 0

ona przechodzi w idocznie przez p u n k t P .

O dległości? p u n k tu  O od biegunow ej je s t

R2 ,______
Ol =  ; otóż OP \Jxl 4 -  >/l;

\ x l  +  l/l

w ięc

(3) OT. Ó F  =  R2.

W nosim y zt?d że b iegunow a p rzecina ko ło , jeżeli p u n k t P  je s t zew nętrzny ; ona go nie przecina, 
jeżeli p u n k t P je s t w ew nętrzny.

W idzim y jeszcze, zrobiwszy jed n o ro d n em  rów nan ie (2 ), że biegunowa środka je s t prostą w nieskoń
czoności.

236. Jeżeli przez punkt sta ły  P , poprowadzi się jakąkolwiek sieczną, i  styczne do koła w 'punktach  A i B 
to których sieczna przecina ko ło; miejscem przecięć tych stycznych jest biegunowa punktu  P .
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Niech będą , w  rzeczy sam ej, x 0, y u spó łizędne p unk tu  P , a X, Y, spółrzędne p u n k tu  M, przecięcia 
się dw óch stycznych . Sieczna APB je s t b iegunow ą p u n k lu  M, je j rów naniem  będzie w ięc

x X  -f- 7/Y  —  R 2 =  0 ;

otóż, ta sieczna przechodząc przez p u n k t P , jej rów nan ie  m usi być spraw dzonem  przez spółrzędne

tego  p u n k tu , otrzym a się w tedy

x„X - f  yo Y —  R2 =  0.

M amy tym  sposobem  związek m iędzy spółrzędnem i jak iegoko lw iek  p u n k tu  M, je s tto  w’ięc ró w n a
nie m iejsca tych  punk tów . Otóż, rozpoznaje się w  tem  rów nan iu , rów nan ie biegunow ej p u n k tu  
fao, y 0); w ięc .......

U a v a g a . Kiedy p u n k t P  je s t zew nętrznym  koła, jego biegunow a jest cięciw ą zetknięć stycznych 
poprow adzonych z tego p u n k tu ; w tedy ła tw o je s t w ykreślić tę  biegunow ą.

K iedy p u nk t P je s t W ew nętrznym , w ykreślenie poprzedzające n ie daje się w ięcej zastosow ać, lecz 
podanie k tóreśm y dow iedli pozwoli w tedy rozw iązać kw estyą.

237. Jeżeli przez punkt sta ły  P  poprowadzi się jakiekolw iek sieczne, i gdy się złączy pod przekątną 
punkta przecięcia się tych siecznych z kołem ; te przekątne przecinają się na biegunowej punktu  P.

N iech będą dw ie sieczne PA A „ PBB!,- niech będą M i N przecięcia się w zględne cięciw  AB i AtB ; 
ABi i A tB ; p rosta  MN je s t b iegunow ą p unk tu  P.

■Weźmy za osie spółrzędnych dw ie sieczne u w ażane; rów naniem  koła będzie, na przykład,

( 1 ) 4 -  y-  4  2x y  dos0 4  2 A x  4  213;/ 4  G =  0,

rów nanie w k ló rem  0, A, B, C, przedstaw iają ilości zm ienne z położeniem  osi Ox i Oy ,  to je st 
siecznych.

i



Oznaczmy przez a , a r , S, St , odległości PA, PA^, PB, P B j; rów nania różne prostych  AB, AtB i; 
AB0  A4B b ęd ą  w tedy

KOŁO SPÓ ŁRZĘD N E KARTEZYAŃSK1I5. 2 2 9

AB : -  +  |  -  1 =  0,
a  O

(2 ) ? p roste  w yznaczające p u n k t M ; 

i A lB , : — -f- =-----1 = 0 ;' at o

( AB,  : -  H-  —  1 = 0 ,
a

(3) l p roste  wyznaczające punk t N.
1  
6

( A,B : — -ł- ^  —  1 =  0; 
\  <*1

Dodając rów nan ia (2) m a się

je stto  rów nan ie jak iejko lw iek  p rostej, przechodzącej przez p u n k t M; dodając rów nan ia  (3), m a się 

(4 t e )  +  i )  +  j , ( |  +  | ) _ 2  =  0 ,

je stto  rów nan ie  jak ie jko lw iek  'p rostej przechodzącej przez p u n k t N. R ów nania (4) i (4 bis) będąc 
tożsam ościow e, je d n o  albo d rugie z tych rów nań  przedstaw ia p rostą  MN.

Lecz a  i aj są odcięte  punk tów  przecięcia się p rostej Pa- z okręgiem  koła (1), albo  p ierw iastk i 
rów nan ia o trzym anego, rob iąc  y = 0  w rów nan iu  tego koła, to je s t

zląd w ypada

x 2 -j-  2Aic —j— C =  0 , albo - f  2A . - - f  1 =  0;
CC" X

1  _|_ 1  _ _ 2 A 
a  a j  C

Podobnież ę i £, są p ierw iastk i rów nan ia  otrzym anego robiąc x —  0 w  rów nan iu  koła (1), to je s t  

w2 4 -  2By -}- G =  0 , albo C 4 -  2B. 1 + 1  =  0;
y-i y

ztąd w ypada

1 , 1  __ 2 B
6 6, ~  G '

Z astępując -J- — ^  4  j przez te w artości w rów nan iu  (4), znajdzie się na rów nan ie  

prostej MN

(5) a#  4~ My 4" c  =  o.



m
Otóż jestto  rów nanie biegunow ej początku , w zględem  osi d o b ran y ch ; ta p rosta je s t  stały , ja k ie m i-  

kolw iek bydź byłyby o sie ; p rzeto  p rosta  MN pozostaje stały, jakiem ikołw iek bydź byłyby sieczne, i 
ona je s t b iegunow y p u n k tu  P.

238. Jeżeli, przez p u n kt spotkania dwóch stycznych do kola, poprow adzi się dw  e proste sprzężone 
harmonicznie względem tych dwóch, stycznych, biegun je d n e j będzie na drugiej.

Te dw ie p roste  sy nazw ane prostemi sprzęionem i w zględem  koła.

W eźm y dw ie styczne za osie spó łrzędnych , rów nan iem  koła będzie

(1) .z.'2 -f- y2 -f- 2xydos0 2a(a? -|- y) 4  a2 =  0.

2 3 0  ROZDZIAŁ I .

A

B iegunow a p u n k tu  (x0, y u) m a  n a  rów nanie w ed ług  n™ [2321

(2) x{x0 -f- y (,dosO 4 -  a) 4 - y[xados0 4 -  y 0 4 -  a )-f-  a.r0 4  iUJ>< +  a ’ =  °-

Niech będy  dw ie p roste  sprzężone harm oniczne w zględem  osi 0 x  i O y; ich rów naniam i będy na 
m ocy ob jaśnień  przytoczonych w  n "°  [175]

(3) (D0) y  —  k x  =  0 , (DO y  +  k x  =  0 .

Biegun prostej D0 o trzym a się iden tyfiku jyc jego ró w n an ie  z rów nan iem  (2), m a się tym  sposobem

x a 4 -  .Vo(*os0 4 -  a _  x odos0 - f  y„ 4  a _  &2 +  a ( * 0 +  y 0) 
k  1  0

Z tego się w yprow adza

a 4 " x o "f" l/o —  Oj 4 " y«dos0 4 - a 4 - A(x0dos9  -(- y« 4 " a ) =  0 !

otóż, m ajyc wzglyd na 1 SZJ zwiyzek, d ru g i sta je  się

!/o “I-  teo ■— 0 5 

to  je s t że b iegun  prostej D0 znajdu je się na p roste j D,.
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239. Przypuśćm y szereg kó ł m ających tę  sam ą oś p ierw iastną , i przechodzących przez dw a p u n k ta  
sla łe  (rzeczywiste albo uro jone sprzężone) leżące zw ykle n a  osi poziom ej; w eźm y za oś odciętych 
p rostą  przechodzącą przez dw a p u n k la  stałe, a  za początek  śi’odek  (zawsze rzeczywisty) prostej łączą
cej te dw a p u n k ta ; rów naniem  ogólnem  kół przechodzących przez dw a p u n k ta  sta łe będzie

(1) x - Ą -  y - —  2X £-}-c =  0,

X je s t jakąkolw iek  ilością nieoznaczoną a c p rzedstaw ia jakąko lw iek  ilość stałą.
N iech będzie

(2 ) c =  ~t~ d2:

jeżeli c =  —{- d2, p u n k ta  przecięcia się okręgów  kó ł (1 ) z osią p ierw iastną  w spólną Oy [są u ro jo n e ; 
te  p u n k ta  są rzeczyw iste, jeże li c = ' —  d2.

R ów nanie (I) m ożna położyć pod kształtem

(3) (a: —  ł)* H- y * -=  >■" —  c.

Pom iędzy kołam i zadosyć czyniącem i kw estyi, są dwa koła znikające, k tó re odpow iadają uprzednio  
przez nas przytoczonem u związkowi

X2 =  c ;

środk i tych dw óch  kół dają dw a punk ta

(4 )  \ — + \ J c
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leżące n a  O x ,  rów no  oddalone od p u n k tu  0 .  Te p u n k ta  były  nazw ane przez P . P o n c e le t ,  punktam i 

gra n icam i.

Dwa p u n k ta  g ran ice  L i L ' są rzeczyw iste albo u ro jo n e  w edług  tego jak c  jest rów nem  -Ą- d 2 

albo —  d2, to je s t w edług  tego ja k  koła n ie  przecinają albo przecinają oś p ierw iastną .

P o tęga  początku O w zględem  wszystkich kół (1) je s t sta łą  i rów ną c  albo ± d 2; w ięc odległość 
p unk tów  gran ic L i L' od p u n k tu  O je s t rów na długości stałej stycznych poprow adzonych z p u n k tu  O 
do  kó ł (1 ).

240. P o tęga p u n k tu  stałego H , wziętego na osi p ie rw iastne j, względem  wszystkich kó ł szeregu (1) 
je s t s ta łą ; i jeżeli OH =  h , m a się

HM2 =  A2 -f- c ;

HM je s t styczną poprow adzoną z p u n k tu  H do jak iegokolw iek  z tych k ó ł; ta  w łasność je s t wreszcie 
następstw em  bezpośredniem  w łasności osi p ierw iastnej n™ [225].

O kręg ko ła zakreślony z p u n k tu  H, jako  środka, p rom ien iem  HM, będzie m iał na rów nanie

Otóż k w ad ra t z odległości środków  kó ł (3) i (4) je s t rów ny sum m ie kw adratów  z p rom ien i, gdyż

to je s t jak  to zobaczymy poniżej, że ko ła (3) i (4) p rzecinają się p rostokątn ie .

Spraw dza się n ad to  że koło  (4) przechodzi przez p u n k ta  g ran ice L i L ', poniew aż ich spółrzędne 
[y  - — 0 , x 2 =  c) posłużą także do spraw dzenia rów nan ia  (4). W ięc : J eżeli z ja k ieg ok o lw iek  punktu  osi 
p ierw ia s tn e j icspólnej, p op row a d zi się styczn e do w szystk ich  k ó ł szeregu  ( 1 ) , pu n kta  zetkn ięcia będą na 
ternie samem kole, m ającem  za  środek punkt w y b ra n y ;  to koło p rzech od zi p r z e z  pu n kta  gra n ice  L i L' 
i  p rzec in a  prostokątnie w szystk ie koła  szeregu  (t).

M ożemy za pom ocą tej w łasności w ykreślić  ła tw o koła szeregu (1), kiedy one nie przecinają osi 
p ierw iastnej w spó lne j, i gdy się w ybrało  dow olnie je d n o  z tych kół.

241. B iegu now e punktów  g ra n ic , w zg lęd em  k ó ł szereg u , są s ta łe . '

B iegunow a p unk tu  (x 0, ?/„) w zględem  koła (1 ) m a na rów nanie

W +  (y —  /O2 =  te  - ( - c -

— c) +  (A* +  c ) ;

(5) x (x 0 —  /)  -J~ Ul/o —  ^ 'o  —!~ c  =  0 .

Biegunow ą punk tu  L(x0 =  \/c , y 0 =  0) będzie

(6)

a b iegunow ą p u nk tu  L' będzie 

(6  bis) x  —  \ f ć =  0 .

Otóż ró w n an ia  (6) i (6 bis) są niezależne od >; w ięc  te p roste  są stałe. .4



Tak więc biegunowa punktu  granicy  L , względem  wszystkich kół szeregu, je s t s ta łą ; je s tto  równoległa  
do osi pierw iastnej przechodząca przez drugi punkt granicy  L'.

Ta w łasność daje jeszcze łatw e w ykreślenie kó ł szeregu (1 ) k iedy  się zna punk ta  g ran ice .

B iegunow e (6) i (6 bis) b ęd ą  u ro jone , jeżeli p u n k ta  g ran ice  są u ro jone.

242. Jeżeli się daje punkt sta ły  P 0 na płaszczyznie kół (1 ). biegunowe punktu  P 0 względem  tych kó ł, 
przejdą przez punkt s ta ły  l \ ; i  odwrotnie, biegunowe punktu  P , przejdą przez punkt P0.

Okręg koła zakreślony na prostej P0Pi, ja k o  średnicy przejdzie przez punkta granice L i  L '; to  je s t 
że odcinek PqPj będzie w idziany pod kątem prostym , z któregokolwiek z punktów  granic.

Prosta  P0P , będzie styczną wspólną tu P 0 i  P , do dwóch kół szeregu.

Jeżeli x 0 i y 0 są spółrzędne punk tu  P 0, b iegunow a tego p u n k tu  w zględem  k ó ł szeregu (1) będzie 
daną przez rów nan ie  (5); otóż, jak iem kolw iek  bądź byłoby X, t a  p ro sta  przechodzi przez p u n k t stały

( x  —(- Xq =  0 ,
0 )

\ x x 0 +  y y a -\-  c =  0 .

l sze rów nan ie  p rzedstaw ia rów noleg łą do osi p ie rw iastne j, i p rzechodzącą przez p u n k t sym etryczny 
p u n k tu  P 0 ; 2sicm rów nan iem  je s t b iegunow a, w zględem  ko ła zakreślonego na L i L' z p u n k tu  
P '(— x 0, —  y0) sym etrycznego P 0 w zględem  p u n k tu  O.

Spółrzędne x l} y { p u n k tu  P , będą w ięc  dane przez rów nan ia

( x t - |-  x 0 =  0 ,
(8)

( x tx 0 -f- y ,y 0 -}- c  =  0 ;

sym etrya tych rów nań  pokazuje nam  że p u n k ta  P0 i P , posiadają  w łasności w zajem ne.

Okręg koła zakreślony n a  P qP , jako średnicy m a na rów nan ie

k o l o  ( s p ó ł r z ę d n e  k a r t e z y a ń s k i e ) .  2 3 3

- £ i - ± £ ? y 2+ ( y ._ .V L ± J 6»)2;

albo, zważywszy na związki (8 ) :

otóż ten  okręg koła przechodzi przez p u n k ta  gran ice (y =  0 , =  c); sp raw dzen ie je s t  ła tw e. 
Jeżeli się wyznaczy środek  c0 jak iegokolw iek  koła (1 ) przechodzącego przez p u n k t P 0, p ro s ta  łącząca 
ten  środek  z p unk tem  P 0 m a za spółczynnik  kątow y

i 2 av/n
o +

3 0
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tóż iloczyn tego spółczynnika kątow ego przez spółczynnik prostej P 0P X; to  je s t

y o — y t
Xq £'i

,est, m ając wzgląd na związki (8)

x l  —  c
_  2x„y„ y 0 —  Vi _  2 x 0y u _ '?/u y„ _ _  _  1 .

c +  '/o — Ą '  *'o —  f i  c +  y l  —  a* 2x„

więc p rosta  CoP,, je s t p rostopad łą  do prostej P»P,. Zobaczym y podobnież że jeżeli Ci je s t środkiem  
jakiegokolw iek koła (1) przechodzącego przez p u n k t P , p rosta  CjP, je s t jeszcze p rostopad łą  do P„Pi. 
W ięc p rosta  P 0P i je s t styczną w spólną w  P 0 i P , do dw óch kół szeregu (t).

Te różne w łasności dają się uzasadnić ła tw o za pom ocą geom etry i e lem en tarne j. (Zobacz : Traktat 
własności figur opisowych a lbo  Zastosowanie A na lizy  i  Geometryi przez p . P o n c e l e t , tom  I I ,  s tr .  338.)

I V °  K ą t  d w ó c i i  p r o s t y c h .

243. Niech będą rów nan ia  dw óch  p ro sty ch , odn iesione do  dw óch osi p rostokątnych ,

P  f A a: -f- By -f- Cz =  0,

D,( A ,x +  B ,y +  C,z =  0,

x ,  y ,  z  są spó łrzędne je d n o ro d n e  jak iegokolw iek  p u n k tu .

Kąt V tych dw óch prostych  je s t danym  przez w zór n ru [70]

(2 ) s tY  —  ABi A |B
( J AA, BI?,

Ślady S i <5, dw óch prostych  na p roste j w nieskończoności są w zględnie w yznaczone przez rów nan ia

(3)
(3) A x  -f- By =  0, z = '  0, 

(3,) A,® -(- B,y =  0, z =  0.

Z drugiej strony  p u n k ta  ko łow e w  n ieskończoności w i <oi są dane przez rów nania

a:2 -f" y 2 =  0 , z =  0 .
a lbo

W
((<■>) y  —  x \ i —  i  =  o, z =  o, 

( ( « , )  y - f r \ C l = 0 , z =  0 .

Oznaczmy przez R  stosunek nieharmoniczny czterech punk tów  w  nieskończoności u , u , ; <J, a lbo
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cz te rech  prostych  przechodzących przez początek,

2 3 5

A x  -f- By =  0,

A —)— B,y =  0, 

y  — x  y/=Tl —  0 ,

\ U “f " x  V—  I =

k tó re  w yznaczają te  cztery  punk ta .

Przypom nijm y sobie wzory (8 ) i (10) nru [1701

(C -  a ) ( d - b ) .
(5) R == (0, ^óiwwj) —

m a się, w  przypadku  obecnym

(c —  b)(d  —  a ) ’

a.== — b ^ =  , 0 = ^ — 1 , d =  — \ [ ^ \ ;

przeto

R  _  (13 V —  1 +  A ) ( A , —  B ,  \ / ~ l )  A A ,  - f -  B 1 3 ,  - | ~ ( A tB  — A B i V ^ T

—  ( b , \ C T  4 a , ) ( a  —  b  v/3 7 ^ ) - AA, -f- BB, 4  (A ,B  —  A B ,)v /— ^  '

Otóż z rów nania (2), w yciąga się

AB, — A,B =  (AA, 4  B B |)s tV ; 

podstaw iając  tę  w artość w  w yrażeniu na R , m a się ostatecznie

(6) r  = 1 — y/— l s t V _

1 4 v —  i s tv
zkę.d

(6 bis) stV  =  ■ ' ~  R
( i 4  R) V— i

Tak w ięc kyt dw óch prostych  je s t tylko funkcy§ s tosunku  n ieharm onicznego  w układzie cz te rec- 
punk tów , u tw orzonym  przez punk ta  kołow e w nieskończoności i przez ślady dw óch prostych  na 
prostej w  nieskończoności.

Ma się w ięc to ważne tw ierdzenie :

Jeżeli R je s t stosunek nie harmoniczny układu czterech punktów utworzonego prżez punkta kołowe w n ie
skończoności i  ślady dwóch prostych na prostej w nieskończoności, kąt V tych dwóch prostych będzie spojony 
ze stosunkiem nieharmonicznym  R przez związek bardzo prosty
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Przy ocenien iu  tego stosunku  n ieharm on icznego , należy uw ażać jako połączone p u n k ta  kołow e 
w  nieskończoności, i ślady dw óch  prostych , tak że jeżeli w i w, są punk ta  kołow e, a S, są ślady 
prostych, m a się

(8) R =  (^ w u ,)  =  ~  : — ■
wól WjOj

R ów now ażnik tego tw ierdzen ia był danym  przez p. Ch a s l e s ’a  (Geometryą W yższa, ncr 652).

Kiedy dw ie p roste  są^ p rostokątne , stosunek  n ieharm oniczny ' R je s t rów nym  —  1, i odw rotn ie. 

W ięc :

K ied y  dwie proste są prostokątne, ich ślady na prostej w  nieskończoności tworzą, z dwoma punktam  
kołowym i w nieskończoności, układ harm oniczny, i odwrotnie.

2 ti'j. P odanie k tóreśm y uzasadnili, n iezależnie od swej w ażności geom etrycznej, będzie nader 
pożytecznem  dla wyznaczenia kąta  dw óch  p rostych  w  jakim kolw iek układzie spółrzędnych.

W  tym  ce lu , wyznaczy się stosunek  n ieharm oniczny  u tw orzony  przez ślady dw óch prostych  na 
linii w  nieskończoności i punk ta  kołow e w  n ie sk o ń czo n o śc i; w zór (7) da w tedy poznać kąt dw óch  
prostych . Zobaczym y, we spółrzędnych trzy lin ijnych , zastosow anie tej m etody.

§ Y. — RÓWNANIA KÓŁ ZADOSYĆ CZYNIĄCYCH PEW NYM  WARUNKOM.

1° R ó w n a n ie  ja k ie g o k o l w ie k  k o ł a  przechodzącego  przez  tr zy  p u n k t a .

245. N iech będą M j(£i, y t), M2(# 2, y-r, M3(x3, y3) trzy punk ta  d an e , a

(1 ) x* -f- y-  2 x y  dos C —  ~:\x —  2 by  -f- c =  0

ró w n an ie  ko ła szukanego.

Ilości nieoznaczone są a, b , c , i w idzim y że trzy p u n k ta  w ystarczą do w yznaczenia koła. W yraźm y 
że okręg  kola (1 ) przechodzi p rz e z 'trz y  p u n k ta  d ane , i przypuśćm y osie spółrzędnych p ro sto k ą tn e , 
ró w n an ie  koła je s t

(2 ) ' x 2 y 2 — 2 ax  —  2 by -f- c =  0 , 

a  trzema rów nan iam i w arunkow em i będą

f  ** +  y \ —  2a^ i —  2b.!/» 4 "  c =  °>

(3) |  x \ - | -  y \  —  2ax2 —  2byż 4~ c =  0,

V 4 - h * — 2axs —  2 by 3 4 - c =  0 .

Aby rozw iązać kw estyą będzie potrzeba w yciągnąć w artośc i n a  a, b , c , z rów nań  (3), i podstaw ić  
ich  w artości w rów nan iu  (2 ) ; a lbo , co w ychodzi na je d n o , będzie po trzeba w yrugow ać a, b , c , m iędzy
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czterem a rów naniam i (2) i (3 ); w ypadek  z tego w yrugow ania będzie

2 3 7

** +  y* X y i

a? 4 -  y \ x t yi i

*2 +  y l Xo y-2 i

x l 4- y l X3 yi i

je s tto  rów nanie koła przechodzącego przez trzy p u n k ta  dane.

246. W ykreślenie środka.

Spółrzędnem i środka koła (2) są a i b ;  dla ich  w yznaczenia, w yrugujm y c, m iędzy ró w n a
niam i (3) odejm ując  je  stronam i.

W ykonajm y to działanie i zastąpm y a i b przez x  i y  k tó re  uw ażać będziem y jako  sp ó łrzę d n e  
zm ienne jakiegokolw iek p u n k tu , otrzym am y tym  sposobem  trzy  rów nan ia nas tęp u jące  :

x \  —  x \  - j-  y \  — y \  —  2{x, — x.2)x —  2 (y, —  y.,)y =  0 ,

. x'l —  +  y \  —  y \  —  2  (#2  — X i)x  — 2 (y2 —  y 3)y =  0 ,

+  y l  —  y \ —  2 O s —  x t)x  —  2 (y3 —  y ,)y  =  0 .

Te trzy ró w n an ia  p rzedstaw iają trzy p roste  przechodzące przez jeden  p unk t, poniew aż jedno  z tych 
rów nań  je s t oczywiście następstw em  dw óch in n y ch ; p u n k t spo tkan ia tych  trzech  p rostych  je s t ś ro d 
kiem koła szukanego.

Otóż l sia z tych prostych przechodzi przez środek  prostej Mi Mo i jest prostopadły  do tejże sam ej 
prostej. W rzeczy sam ej, spółrzędne punk tu  środka.M ,M o to je s t

___ ________________ ?/t +  y -2
* —  • 5  > y ----------^

spraw dzają w idocznie l sze z rów nań  powyższych. Spółczynniki kątow e dw óch prostych  są względnie

_  a-, —  xo i y i —  y-i
y, — y 2 5 X, —  x.2

one są w ięc prostopadłem i w edług n r“ [70]. Taż sam a uw aga daje się zastosow ać do dw óch innych 
prostych. Znajduje się tym  sposobem  w ykreślenie e lem entarne środka jakiegokolw iek koła p rzecho
dzącego przez trzy punk ta .

2!i7. Rów nanie (4) prow adzi nas do w łasności względnej jak iegokolw iek  koła przechodzącego przez 
trzy punkta . Niech będzie M jakikolw iek pun k t [x, y) koła przechodzącego przez trzy pun k ta  
M l Mo, M3, a O początek spółrzędnych.



Rów nanie (4) rozw inięte daje

2 3 8 r o z d z i a ł  i .

Xi y  1 1 X y 1 X ji  1 x  y  1

r f + y ' 1 X-2 y-i 1 — W  +  yl) 0Ci !h 1 — (* \ - f  yl) * 3  //3  1 Ul 1

x 3 y* 1 x 3 y* 1 •Ł i  y\ 1 x i  y-i 1

Otóż m a się

x 2 +  U1 =  OM" jĄ y \  —  OM?, x l - j-^ 1 =  o .y Ij x a “h  y l —  0 M3 ;

X , !/i 1 X y 1

'\Xi y  2 1 =  pow ierz. M,MoM3, x.t y-2 1 =  pow ierz. MM2M3, e tc ...;

y 3 1 . *3 y* 1

ztąd w yprow adzam y związek m etryczny  lub  ogólnie m iarowy

(5) OM" pow ierz. M1M2M3 =  OMf pow ierz. MM0M3 -f- OM-> pow ierz. MM3M1 4 “  OM3 pow ierz. MM,Mo,

O je s t jak iko lw iek  p u n k t dow olnie wzięty na płaszczyznie, a M jak iko lw iek  p u n k t okręgu  koła 
przechodzącego przez trzy punkta stałe M,, Mo, M3.

(Pow ierz. M'M"M"') będzie przedstaw ia ła  w ięcej albo m niej w arto ść  liczebną pow ierzchni, w edług 
tego jak  dla p rzyjścia od M', ku M", ku  M'", obraca się w  pew nym  k ie ru n k u  lub  w  k ie ru n k u  p rze
ciw nym , na m ocy um ow y przy ję tej w n™ [79],

248. Możemy jeszcze w yprow adzić z rów nan ia (4) zw iązek m iędzy odległościam i w zajem nem i czte
rech  p unk tów  M, Mj, M2, M3 leżących na kole.

Ma się w  rzeczy sam ej, w ed łu g  rów nan ia  (4), rów ność

^ ■  +  2/2 1 X u

*1 +  yl 1 Xt •Ji

~\~ yl 1 x<% y-i
• 1 ^ 3 y*

tę rów ność możnaj jeszcze napisać
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\ x -  -\- y 2 -  -- 2 x - 2  y

1 +  v\ —  2 x , —  2 y ,

1 *̂2 4" 2/s —  2x.2 —  2 y 2

1 x\ 4" 7/3 - 2 x 3 - 2y 3

Otóż pom nóżm y te  wyznaczniki stronam i pod ług  p raw id ła  znanego (tu  pom nóżm y liniam i), 
i załóżmy

 ̂ d 12 = { x —  x ,)-  - |-  (y  — y ,)2, d 13 =  (x  —  x 2)ł 4 0 /  —  Z/*)2, d 14 =  (a; —  x 3y  - f  (y —  y 3)'\

{ d23 =  ( X i  —  X.2)2 +  (y, — y2)2, d.2i =  (.X, —  x 3y  4 - (y , —  y 3)?, d34 =  (x2 — x 3)2 +  (y2 —  y3)2,

zna jdu je  się bezpośrednio  zw iązek szukany, to je s t

0 d , 2 dj3 d(4

d-21 0 d'23 d 2ł

d3i d3i 0 d34

d4i d 42 d(3 0

Związek (6) w ychodzi w  g runcie  na tw ierdzenie P tolemeusza. Ten sposób rachunku  był w skazanym  
przez p. Caylay (Dziennik K em brydzki, tom  11).

II0 R ów nanie kół przecinających prostokątnie koła dane.

249. D w a koła się przecinają p ro stokątn ie  k iedy  ich  styczne w  punkcie przecięcia są p ro sto p ad le  
m iędzy sobą.

Jeżeli M je s t p unk tem  w  k tórym  dw a koła (O) i (O,) przecinają się pod kątem  p rostym , p ro 

m ienie OM i 0 4M są p rostopad łem i m iędzy sobą , jako  w zględnie prostopadłe do dw óch stycznych 
w  M przypuszczonych p ro s to k ą tn e m i; tró jk ą t OOtM będ ąc  prostokątnym  w M, m a się w ięc

00* = 0 M 2 4 - 0 ,M 2;



to je s t aby dwa okręgi kół b y ły  prostokątnym i potrzeba i dosyć aby kwadrat z odległości środków bi/ł 
równym summie kwadratów z prom ieni.

Zostaw im y do w ykonania, jako ćwiczenie, dow odzenie analityczne tego podania.

250. N iech będy  dw a koła dane

2 A 0  RO ZD ZIA Ł I .

( 1)

x<Ł- \ - y 2 —  2 aa: —  2 b y - { - c = 0 , (O) 

x s_j_ y 3 —  2 a !* —  2 b ty 4 - c =  0 ; (O,)

n iech  będzie rów nan ie jak iegokolw iek  kola

(2) x 2 - f  y 2 — 2«x —  2Sy +  y =  0, (C)

m ajycego przecinać p rostokątn ie dw a koła d a n e ; szukajm y zwiyzków które w tym  celu m uszy sp raw 
dzać nieoznaczone o, 6, y.

S pó łrzędne koła (O) sy a , b ;  kw adratem  z jego p rom ien ia  je s t (a2 -j-  b2 — c ) ;  i tak  sam o dla 
innych . Musi się w ięc otrzym ać w ed ług  podania poprzedzajycego

(a -  a )2 +  (6 -  b )2 =  (a* 4 -  b2 -  c) +  («« 4 - S* -  y),

(« -  a ,)2 4 - (6 —  b ,)2 =  (a? +  b j -  c , ) +  (a2 + S 2 -  y ) ;

albo  upraszczajyc 

(3)
2aa 4 -  2Sb —  y —  c =  0, 

2 aaj 4 - 2 b?! —  y —  Ci —  0 j

te  sy w arunk i aby koło przecinało  p rostokytn ie koła (O) i (Ot). 

W yrugow aw szy a i 6 m iędzy rów nan iam i (2) i (3), znajduje się

*2 +  y '1 +  y x  y  

c 4~ y a  b 

C )4 -y  a i

0 ;

je s t to równanie ogólne kól przecinających prostokątnie koła  (1 ).

R ów nanie zam yka stały dow olny y ; liczba tych kół (!) je s t  zatem  n ieskończony.

Miejscem środków kół (!).

S półrzędne a i 6 środka jakiegokolw iek z tych kół będy d an e  przez rów nan ia  (3); jeżeli się je odej
m ie stronam i, zastypiwszy a i 5 przez zm ienne  x  i y ,  o trzym a się n a  m iejsce środków

(5) 2 (a —  a i)x 4 - 2 (b —  b j)y  +  (c — c^  =  0 .



To rów nan ie  pi'zedstawia lin ią  p ro stą ; otóż, odejm ując stronam i rów nania (1), znajduje się tę  sam ą 
prostą . W ię c :

Miejscem środków kół przecinających prostokątnie koła (O) i (Oj) je s t oś pierwiastna tych dwóch kół.

251. Równanie koła przecinającego prostokątnie trzy  koła dane.

Niech b ęd ą  rów nan ia  zrobione jedno rodnem i

KOŁO (SPÓ ŁRZĘD N E K A RTE7.Y A Ń SK IF.).  2 4 1

( 1)

trzech  kót danych , a 

(2)

F =  x 1 -f- y'1 —  2(a,x  -)- b |ł/)z -(- CjZ2 =  0 , 

G =  x -  4  y 1 —  2 (a.i.r -}- b.2//)z - |-  Coz'2 == 0 , 

H =  $  - j-  y 1 —  2 (a3x - ( -  b3y)z -f- c3z2 =  0 ,

X1 4  y -  —  2(ax  - f  ?y)z 4 -  yZ-  —  0 ,

rów nanie koła m ającego przecinać p rostokątn ie  trzy  ko ła  d an e .

W edług  tw ierdzenia nru [249], w arunkam i aby kolo (2) przecinało  p rostokątn ie  koła ( l ) ,  b ęd ą

(3)
i

- f  c —  2aa, — 26bj 4  y =  0,

 ̂ 4 ~ c.>—  2 aao —  2 €b2 4 “ y —  0 , 

4  c3—  2<*a3 — 2?b3 4  y =  0 .

W yrugow aw szy «, S, y, m iędzy rów nan iam i (2 ) i (3), o trzym a się na rów nanie szukane koła dają
cego przecięcia p rostokątne (da cercie orthom ique)

(4)

;2 4  y- X y 1  !

Ci a l b , 1

C2 <1-2 ho 1

C3 a3 b 3 1  i

0 .

To rów nan ie m ożna przekształcić w sposób następujący  : O dejm ijm y pierw szą lin ię  od każdej 
z następujących, po tem  zm ieńm y znaki, w ypadnie :

x 2 4  ,y2 x

X<14 "  2/2 —  c i x  —  a i

y  1 

y  —  bi o

x -  4  ?/2 —  c.» x  —  a 2 y  —  bo o

z 1 4  .V2 —  c3 x  —  a3 y  —  bs 0

=  0 ;

albo , rozw ijając w zględem  ostatniej k o lu m n y :

x-2 4  y 2 C2 x  — a2

&  4  y'2 —  c3

a l y - b ,

a2 y —  bo

a3 y — 1);

=  0 .

3 1



242 ROZDZIAŁ 1.

O dejm ując nakoniec oil l ” ei ko lum ny , sum m ę dw óch ostatn ich  w zględnie pom nożonych przez 
x  i y ,  ma się osta teczn ie

a ,x  - f  b ,y  — Cl X —  a, y  —  b, fU F ' , F'_

(5) —{“* ̂ 2 /̂ “““ C 2 X —  a .2 y  —  b a =  0 ; albo G1, G'« G ,

-\-  h 3y — C3 X —  a3 y  — H'* H'v H' =

takim  je s t kształt godzien uw agi do k tó rego  da się sprow adzić rów nan ie koła przecinającego prosto* 
kątn ie  trzy ko ła dane.

Zauw ażm y w łasność następu jącą :

T rzy  biegunowe jakiegokolw iek punktu  P 0 kola dającego przecięcia prostokątne, wzięte względem  trzech 
kół danych , przechodzą przez jed en  punkt I \ ,  który to punkt należy zarówno do koła dającego przecięcia  
prostokątne; dwa punkta  P 0 i P, posiadają wzajemnie tę samą własność.

N iech b ęd ą  x 0, ,y0> z<» spółrzędne jedno rodne  p unk tu  P0; b iegunow e w zględne tego punk tu  
w zględem  kół F , G, H, będą m iały na rów nania

! x F 'r - f  wF'„ 4 -  jF '_ =  0 , i j o 1 J y<> 1 =o ’
(7) '  *G '^  _|_ yG 'Vf> -f- zG's# =  0 , auJ0 (7 

aH ' - f  y t t ' + * H ',  = 0 ,
0 Vo 1 ■ "O

/ +  !/ÓF'y -f- Z<F'Z —  o, 

\  ~f" 2/oG y -f- Z0^'~ =  o, 

( j “f“ //oil ,, - |-  z0l l . =  0 ,

Otóż jeżeli w yrazim y że trzy p roste  p rzecina ją się w jednym  punkcie , znajduje się dok ładn ie ró w 
nanie (6) koła dającego przecięcia p ro s to k ą tn e ; w ięc jeżeli p u n k t P 0 znajdu je się na tem  kole, trzy 
proste  (7) zb iegną się w  jed n y m  punkcie P4.

Spółrzędne p u n k tu  P t są dane przez rów nan ia  (7) albo (7 bis)-, zm ie d ając  położenie p unk tu  P 0, 
o trzym a się m iejsce p u nk tu  P t rugując x 0, y 0, z0 m iędzy rów naniam i (Ib is), co prow adzi do ró w n a
nia (6) koła dającego przecięcia p ro stokątne.

R ów nanie (7 bis) pokazuje nam  jeszcze że b iegunow e p u n k tu  P , p rzechodzą przez p unk t P„. 
W  rzeczy sam ej, je d n ą  z tych b iegunow ych  je s t

xF ' + w F '  4 - z F '  =  0 ;
*0 1 J !,0 1 s0 ’

lecz spó łrzędne punk tu  P t m uszą spraw dzać rów nan ia  (7 bis) ; m a się na przykład,

* « n 0 4- +  zoF'=0 = 0 ;

otóż ten związek w yraża że p ro s ta  poprzedzająca przechodzi przez punk t (x 0, Vo> :o)- 

W ię c ......



111° D o w o d z e n ie  a n a l it y c z n e  k il k u  w ł a sn o śc i e l e m e n t a r n y c h  k o ł a .

2 5 2 . U w a g a .

Rów nanie jak iejko lw iek  krzyw ej je s t związkiem m iędzy spółrzędnem i x  i y  k tó regokolw iek z jej 
p u n k tó w ; m ożna w ięc uw ażać je d n ą  ze spó łrzędnych  jako  funkcyą d rug iej, albo  ogólniej, m ożna 
uw ażać dw ie spó łrzędne jako funkcye jak ie jko lw iek  ilości dow olnej albo parametru  dow o lnego ; 
kształt jednej z tych funkcyi może być w zięty do w oli, d ruga w ynika w tedy  z ró w n an ia  danego. Jest 
często dogodnie w yrazić dw ie spółrzędne jak iegokolw iek p u n k tu  krzyw ej za pom ocą jakiegokolw iek 
p aram etru  dow olnego; zobaczym y liczne przykłady.

Na pierwszy p rzykład , w eźm y rów nan ie  koła odniesionego do osi p rostokątnych

(1) {x —  a)a - \ - { y  — b )2 =  II2;

spółrzędne jakiegokolw iek p u n k tu  tego koła będę  m ogły się w yrazić za pom ocą je d n e j tylko n ieozna
czonej przez związki następu jące

( x  —  a == Rdossp,
(2 ) |  albo  

( y  —  b =  R w sty ,

y

KOŁO (s p ó ł r z ę d n e  k a r t e z y a ń s k i r ) .  2 4 3

o!_______________ ___ _______

te w artości spraw dzają oczywiście rów nan ie  (1) jak iem kolw iek  bądź byłoby 9. N ieoznaczona 9 nazywa 
się parametrem kątowym  p u n k tu  M (x , y ) .

W idzim y że cp je s t kątem  prom ien ia  GM z osią odciętych , G będąc środkiem  kola. Gdyż m a się 
w idocznie (zobacz na figurze) CII =  x  — a , MH —  y  —  b ; zkąd

dos 9 =  dos MC#1, 

wst <? =  w st MGx'.

253. Iloczyn odcinków jakiejko lw iek siecznej, przechodzącej przez punkt s ta ły , je s t stałym .

W eźm y p u n k t stały za początek , a za oś x  średn icę  p rzechodzącą przez ten  p u n k t, ró w n an ie  koła 
będzie kształtu

x  == a -f- Rdos<p 

y =  b —j— Rwst<p;

(1) x -  -j- y 2 — 2 ax  —j— c =  0 .|



Jeżeli OA je s t jakakolw iek  sieczny, a jej kytem  z osiy O#, M («, y) jakikolw iek z je j p u n k t)w , 
a o odległością OM, ma się

'2'lU RO ZD ZIA Ł I .

(2 ) x  =  p dosa , y  =  pw st« .

Z astępu jąc  x  i y  przez te w artości w  rów nan iu  (1), w ypadnie

(3) p2 —  2ap -(- c =  0.

P ierw iastki p„ p,, rów nania (3) będy odległościam i p u n k tu  O od punk tów  A i li, w  których 
sieczna OAB spotyka ko ło ; otóż m a się

i (4) pip-2 =  c, a lbo  O A.OB =  c =  s ta łe j,

Lecz ilość c je s t kw adratem  stycznej poprow adzonej z p u n k tu  O do koła, w edług  nr« [218]; w ięc 
iloczyn odcinków  OA, OB je s t stałym  i rów nym  kw adratow i stycznej poprow adzonej z p unk tu  O. 
Z ostaw iam y udow odnić  analitycznie odw ro tne tw ierdzenie tego podan ia.

254. K ą ty  wpisane iv tym że samym odcinku koła są równe.

W eźm y za oś odcię tych  podstaw ę AB odcinka, a za oś rzędnych prostopadły  w yniesiony z jego

7\

środka. Jeżeli h jest rzędny środka, rów nan iem  okręgu  koła będzie

( 1 ) x -  -f- (y —  h)- —  L-’;



KOŁO ( s p ó ł r z ę d n e  k a r t e z y a ń s k i e ) .

a o zn a c z a ją c  p r z e z  2a d łu g o ś ć  A B ,  m a  się

2 4 5

(2) R2 =  a2 - f  hK

Niech będy M jakim kolw iek punktem  koła, x u  y lf jego  sp ó łrzęd n em i; V kątem  AMB; ma się

V =  MAx —  MBx =  a —  ? ;

zkąd

, s ta  —  S t6s t \  =
1 - f -  S t a S t S

Otóż a i 6 będąc kątam i pposlych AM i BM zd y re k cy ą  d o d atn ą  0 x , m a się

s ta  =  s t S =  —J lj— ;
Xa —— a x  i — a

przeto

?/,_______ Hi
slV  _  x , —  a x , +  a  _  2 a//,

t I y \  x \  +  y \  —  a2
x .  — a-

Poniew aż punk t M należy do koła, m a się

x f -f- y \  —  2 % ! - f .//- =  R2,  albo x \  -f- y \  —  a2 =  2 % ,;

wiec

(3) s i v  =  ! ;

a  tem  sam em , kąt V jest stałym .

Jeżeli się złączy środek  C z punktem  A, m a się

^  S '  N
a =  Ast OGA; w ięc OGA =  V.

Gdy z p u n k tu  A poprow adzi się p ro stopad łą  do CA, przedłużając ją  pod spodem  AR, na mocy

tego w ykreślen ia  w yniknie BAT =  OGA =  V. Z tąd w ypada sposób znany G eom etryi e lem entarnej : 
na danej prostej AB, nakreślić  odcinek  koła AMB obejm ujący kąt dany V.

255. U zasadnim y jeszcze w iele w ażnych w łasności koła, które się dow odzą ła tw o  przez geom etrya 
e lem e n ta rn ą ; lecz dow odzenie analityczne takow ych jeśli nie je s t pokierow ane przezornie, staje się 
zbyt rozwlekłem .



Środki podobieństwa dwóch kół.

Niech będą dw a koła

/ Cl =  (x  -  a ,)M - (y  -  b ,)2 -  HJ =  0 ,
0 )

( e2=  —  a-2)2-f- {y — b .2) 2 —  =  0 .

Jak  to już  w idzieliśm y w n rze [230]; styczne w spólne do dw óch  kó ł, będąc rzeczywiste albo u ro jone  
przecinają lin ią środków  w dw óch punk tach  S i S ', k tórych  spółrzędnem i w zględnem i są

/ ___ ii 11{•> -j- a.>lt|

[ s - ~ n *  +  \u  '
S'

/ b ,R , -f- holii
\J~~ R2 + R |

P rom ien ie  w odzące poprow adzone do dw óch kół przez k tórykolw iek z tych punk tów  są w stosunku  
p ro m ien i; te dw a p u n k ta  są nazw ane : l s,-y S, środek podobieństwa ze w n ę trzn y , 2s* S ', środek podo
bieństwa lueiunętrzny.

W  rzeczy sam ej, weźmy p u n k t S, na przykład , za początek spó łrzędnych , a lin ię środków  za oś 
odcię tych , o trzym a się

2 4 6  BO ZD ZfA Ł r .

i
a.Ro —  a>H, 
X  H2 — fi, ’

____b)R2 —  b ,R , .
\ y  R> —  R, ’

(3) b , =  0, bo =  0,

rów nan iam i dw óch  okręgów  kół będą

a -2__Ho___. _

(4)
 ̂ X 2 4 . y 2 _  2 a ,x  +  aj —  HJ =  0 ,

( x -2 +  _  2A-a ,x  +  >t2(af —  RJ) =  0 .

P oprow adźm y przez p u n k t S , jakąkolw iek  sieczną; n iech  będzie « kąt jak i ona czyni z osr$

o d c ię ty ch ; n iech będą x  i y  spó łrzędnem i któregokolw iek z jej punk tów , a p odległością OM ; 
otrzym a się
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Jeśli się podstaw i te  w artośc i w  rów nan iach  kół ( i) ,  odległości p, p u n k tu  S, od  p unk tów  Mi i M \ 
w  k tó rych  ona spotyka koło Oi będy  dane przez rów nania

odległości p ,  p u n k tu  S, od punk tów  Ma i M'2 w k tórych  ona spotyka koło 0 -2 będy dane przez 
ró w n an ia

ta  w łasność nie istn ieje  d la  p rom ien i w odzycych SMi i SM'2) SM'i i SM2; p u n k ta  takie jak  Mt i M2> 
M'i i M '2 sy nazw ane punktam i odpowiednimi.

Spraw dzi się bez trudności że styczne n ru [212] dla punktów  odpow iedn ich  takich jak  Mt i M2, albo 
M'i i M'2 sy ró w n o leg łe ; styczne, d la  p u n k tó w  odpow iadajycych lecz nie odpow iednich , takich jak  
Mi i M'2, M'i i M2 n ie sy rów noleg łe .

Te osta tn ie  w łasności sy w reszcie następstw am i podania następujycego.

256. Przez którykolw iek ze środków podobieństwa dwóch kół, prow adzi się sieczne dowolne, łączy się dwa  
punkta  przecięcia leżące na jednem  z kó ł, i  dwa punkta  przecięcia leżące na drugiem  ko le; niech będą M  i  N  
dwa punkta leżące na pierwszem ko le ; M ' i N ’ dwa punkta leżące na drugiem kole : M i  M' będąc na 
jednej z siecznych, N  i  N ' na drugiej.

1 ° Jeże li M ' jest odpowiednim M, i  N ' odpowiednim N , dwie proste M N  i M 'N ' są róicnoległe.
2 ° Jeśli M' nie jest odpowiednim M, i  gdy N ' nie je s t  także odpowiednim N ;  dwie proste M N  i  M 'N r 

przecinają się na osi pierw iastnej dwóch kół.
3 ° Jeśli M' je s t odpowiednim M , i g d y  N ' nie je s t  odpowiednim N ;  proste M N  i M 'N ' nie są iviecej 

równolegle i  nie przecinają się iviecej na osi pierw iastnej.
P ierw sza część togo podania w ynika z w łasności poprzedzającej; gdyż dw ie p roste  M N  i M 'N ' sy

(5) p2 — 2 a ,d o sa .P +  aj —  R j = 0 ,  zkyd

(6) p n  — 2 A-a,dosa.p' -|- AJ(as— 11J) =  0 , zkyd

W idzim y, podług  tych w artości, że się m a, jak iem kolw iek  bydź byłoby « :

L r )

w tedy dw ie proste  odpow iedn ie; więc
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Aby dow ieść innych  w łasności, w eźm y środek  S podob ieństw a zew nętrzny , na przykład i w y
bierzm y go za poczytek spó łrzędnych ; weźm y lin ię  środków  za oś cd c ię ty c h ; rów nan iam i dw óch kół 
będy w tedy , w ed ług  n u m eru  poprzedzającego :

( 1)
(O) x* +  _  2ax +  (a* —  R2) =  0 , 

(O') Xs +  y* —  2 kax  +  kV tf —  RJ) =  0 .

Niech będy  a i 6 kyty dw óch  siecznych OM i ON z osiy x ; p odległość od p u n k tu  S jakiegokolw iek 
punk tu  (x , y) w ziętego na p ierw szej, a, odległość od p u nk tu  S jakiegokolw iek p unk tu  (x, y) wziętego 

na d ru g ie j; o trzym a się

(2 )

x  =  pdosot, 

Z/ —  ? wst a ;

 ̂ X =  adosg, 

( y  =  ow sts.

W edług  tego rów nania wyznaczające odległości p u nk tu  S od jednego  i drugiego  okręgu koła na 
siecznych uw ażanych , będy :

'( 3 )  p2 — 2adosap -j- a2 —  R2 =  0, dajyce SM i SM ,.................(O),

\ (U) o'2 —  2aAdosa.p' +  k%a2 —  R2 =  0 ; .....................SM' i S M ',............... (O ');

) (5) c2 —  2 a d o s 6.<r +  a* —  R2 =  0 , .................. ..SN i S N ',................(0),

[  (6) o'2 —  2a/fdosS.ff' +  h \ a2 — R2) =  0 ; .....................SN' i S N ',................ (O').

Jeżeli .1/ i N  sy dw a pu n k ta  koła (O) na je d n e j i drugiej siecznej, potem  M' i N ' dw a punk ta  
koła (O') rów nież leżyce na jednej i drugiej siecznej, w ed ług  w zorów  (2) i zwiyzku któryśm y przyjęli, 
rów naniam i prostych odpow iadajycych M N , M 'N ' będy

1 *
y 1 X y \

M N  ; j pdosa pWSta 1 =  0 ; M 'N ': p'doSa p 'w sta 1 = 0 ;

j ados £ a WSt € 1 a’dos?  a1 w st 6 1

albo rozw ijając, po tem  dzielyc przez po i pa : 

I M N :

(7)

I"" WSt a w s t  5 dosS dosa

L - _ p G

I w s t  a w s t ?
+ y

dosg (l0 Sa

L P' .  P o

=  WSt(cc —  6), 

=  W St(a —  £)•

Te dw a rów nan ia rozw iązane w zględem  x  i y  dajy

i x(ca' —  p'a) =  aa'(p —  p')dosS —  pp'(a — <j')dosa,
(8 )

i X [ p a  —  p a )  —  a a  [ p  —  p ) O O S 5  —  pp  ( a  —  a ' ) U OSa, 

\  y ( p a '  —  ? 'c )  —-  a a \ p  —  p ' ) w s t S  —  ? ? ' ( a  —  a ' J w s l a .



Przypuśćm y teraz że p i p' są odległości na SM, punk tu  S od dw óch punk tów  nie odp o w ied n ich ; 
i że podobnież, a i a są odległości na S N ,  p u n k tu  S od dw óch punktów  nie odpow iednich .

U zasadnim y naprzód m iędzy tem i długościam i w iele zw iązków  godnych uwagi.

W yrugujm y dos«  m iędzy zw iązkam i (3) i (4), potem  dosS m iędzy (5) i (6 ), dojdzie się do rów ności 
następu jących , zauważywszy że ?' je s t rożnem  od kP, i V rożnem  od ku, w edług założenia pop rze
dzającego :

( PP' =  *(a* -  II2),
(9 )

( ,  = k {  a> — Rł).

Z tąd, m im ochodem , to tw ierdzenie :

Jeżeli M i  N  są dwa punkta  le° kola, M' i  A ' d:va punkta  drugiego koła, leżące względnie do dwóch 
pierwszych na jednychże siecznych; je ś li  nadto, M ' nie je s t odpowiednim M  i N ' nie je s t odpowiednim N ; 
otrzym a się, jakiem ikólw iek bądź b y łyb y  sieczne uważane

(1 0 ) ś i i x ś M '  =  S N x S N ' .

Z tego podania i z odw rotnego  tw ierdzen ia  podania n ru [253] w ypada że :

Cztery punkta  M, N ;  M ', N ',  zadosyć czyniące warunkom powyżej wymienionym, są na jednem  kole. 

Teraz od rów nań  (3) i (5) pom nożonych przez A2, odejm ijm y rów nan ia  (4) i (6), znajdziem y

/ kp -j— p; —  2 a/idosa
(1 1 )

( kę a —  2 a/idos6.

K.OŁO (s p ó ł r z ę d n e  k a r t e z y a ń s k i e ) .  2 4 9

Je s t w tedy ła tw o spraw dzić że dw ie p roste  M N  i M N '  przecinają się na osi p ierw iastnej dw óch kót. 
Jeżeli się m a w zgląd na związki (9), poniew aż w pierw szem  z rów nań  (8 ), zastępuje się dos«  i dosg 

przez w artości, w ynikające ze związków (1 1 ), znajdu je się

( 1 2 )  X = C + ^ 1 ^ 2 ;

je s tto  dokładnie rów naniem  osi pierwiastnej dw óch kół (1). Druga część podania w ysłow ionego znaj
du je  się w ięc dow iedzioną.

Go się tyczy trzeciej części podan ia, m ożna będzie ją  w yprow adzić, posługując się dw om a rów 

naniam i (8).

Jeśli się przypuści, na przykład , że M' je s t odpow iednim  M  i że N ' nie je s t odpow iednim  N ,  

otrzym a się :

(13) p r=  ko, ca' —  k (a 2 —  II2), ko -J- o =  2 a/i dos 6.

W yrugu je  rsię w tedy p* i a ,  za pom ocą tyci) (i w iązko w, w w artościach (8) na x  i y  ; potem
32
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w yciągnie się p i c z  rów nań  (3) i (5). Dojdzie się tym  sposobem  do rów ności następu jących  :

(2xvAl3— a2wst?6= [ados» + V r 2 — a2wst2a] [a (l  —  k )dosS —ł~(l +  k)\JU -— a2\vsl,2ojdosx — (a2— R2) ( l  —  /i)doso.
(!4) J _______  ________

\‘hj\!l{~— a2wst26 =  [adosa+V11'2— a2\vst2a] [a(ł — /c)dos6 -[- (1  -f-/c^R'2— aJ\vst‘2g]wsta—(a‘2— R2)(l — /c)\vsl£, 

1° Przypuśćm y 6 stałem  i w yrugujm y a m iędzy dw om a rów naniam i (14). W  tym  celu załóżm y

=  y/R2 —  a2w st26, f x ' =  2 Ax +  p ,

(fi =  a ( l  —  A)dos +  (1  —  k ) yAl2 — a'2wsf2£ ; —  2 Ay +  q,
(15) <

Ip  =  (a2 —  R2)(l —  k) dose, y zkąd

( q = ( a 2 —  R-)(l —  k) w s l6 ; \ x '2Ą -y '2z= U k2(x 2- \ - y 2) - \ - ‘2 A (p x -] -q y ) - \-p 2- \-q 2 :
rów nania (14) stają się

x ‘ —  B d os« (adosa  y'R'2 —  a‘2wsl'2a), 

y ' =  R w sta (ad o s«  -)- y/R2 —  a8wst*«).

Dzieląc stronam i, po tem  dodając sum m ę kw adratów  po odosobnieniu  p ie rw iastku , znajdujem y 

s t« =  , x '2 -j- y 2 —  2 aR d os a.[x' dos a -j- y' w st a) -f- (a2 —  R2) lt2 =  0.

Rugow anie a je s t  w tedy ła tw em , i otrzym uje się ostatecznie

(16) 4 A2(x2 - f  y 2) -f- 2 A (p x  Ą -q y )  —  2 Ra(2A x  +  p) +  R2(a2 —  R;) 4 - p 2 +  q2 —  Q.

To rów nan ie  przedstaw ia jak iekolw iek  k o ło ; o trzym a się tym  sposobem  dw a koła w ed ług  tego  

jak  w  w arto śc iach  na A i B w eźm ie się p ierw iastek \/R 2 —  a'2w st12S ze znakiem  4- alko ze zna
k iem  — . W ięc

Jeżeli na jakiejkolwiek] siecznej stałej, przechodzącej przez S, bierze się dwa punkta  nie odpowiednie 
i  gdy się j e  łączy z dwoma punktam i odpowiednim i leżącymi na jakiejko lw iek siecznej ruchomej około S ; 
miejsce punktów  przecięcia prostych, tym  sposobem otrzymanych będzie się składało z dwóch kól, jedno  
odpowiadające punktom nie odpowiednim  zew nętrznym  na siecznej stałej, drugie punktom  nie odpoiuic- 
dnim w ew nętrznym .

2° P rzypuśćm y « sta łem  i rugu jm y 6 m iędzy dw om a rów naniam i (13 ); znajdzie się w tedy ja k ie 
kolw iek rów nan ie drugiego stopnia. W ięc

Jeżeli na jakiejkolw iek siecznej sta łej, przechodzącej przez  S , bierze się dwa puukta odpowiednie i gdy  
się j e  łączy z dwoma punktam i nie odpowiednimi leżącymi na jakiejkolw iek siecznej ruchomej około S ,' 
miejscem punktóio przecięcia prostych tym  sposobem otrzymanych je s t jakakolw iek krzyw a drugiego 
stopnia, ogólnie różna od jakiegokolw iek koła.

Spraw dzi się jeszcze w iele innych w łasności, rozb iera jąc przypadki szczególne tej kw estyi.

(Zobacz : Zastosowania analizy i  geometryi, przez p. P o n c e i .e t ,  tom  I . )



2 5 7 . K iedy jakiekolw iek koło je s t stycznem do dwóch innych kół, cięciwa zetknięcia przechodzi przez  
jeden ze środków podobieństwa dwóch kół.

Ta w łasność w ynika z podania dow iedzionego w  num erze poprzedzającym , jed n ak że  uzasadnim y 
ją  bezpośrednio  za pom ocą rachunku .

Przypuśćm y że koło dotyka dw óch kół danych , obu  zew nętrznie albo obóch w ew nętrznie, i weźmy 
w tedy za początek środek  podobieństw a zew nętrzny. Jeśliby  koło dotykało dw a koła, jedno  w e
w nętrznie a drugie zew nętrznie, w zięłoby się za początek środek  podobieństw a w ew nętrzny .

L inia środków  będąc osią odciętych, rów nan iam i dw óch kół stałych będą  w edług  n ro [255]

l x * - \ - y 2 —  2ax 4 -  (a2 —  R2) =  0 ;
( 1 )

( x 2 - \ - y - —  2ak x  -j-  A2(a2 — R2) =  0 .

Ma się =  k, jeśli H, je s t p rom ieniem  d rug iego  koła.

KOŁO ( s p ó ł r z ę d n e  k a r t e z y a n s k i e ) .  2 5 1

Niech będą  I i I, punk tam i zetknięcia okręgu  koła C' z kołam i C i C ,; (x t , y t) i (x->, yi) sp<>ł- 
rzędnem i w zględnem i I i I t ; n iech będzie nakon iec

=  ICx  , !p| =  11Gj0

m a się

dla 1
x t =  a - |-  R d o sy ,

, y , =  R w s t? ;  

Rów naniem  cięciw y zetknięć II] będzie przeto,

dla I.
x-2 —  ku —  /cKdos^i, 

y.2 =  /cRwsty,.

X y 1 X y 1

Xi j / i 1 —  0 , t. j. a -)- R dos ? R w st? 1

X-i 2/2 1 /ca— /d l dos? , AR w st o. 1

=  0 .

Aby ta  p rosta  przechodziła przez pun k t O, potrzeba] aby je j rów nan ie było spraw dzonem  dla 
x  =  0 , y  =  0 ; t. j .  żeby było

a +  R d o s?  R w st?

/ca —  /dl dos ?, kil w st? .
=  0 .



albo rozw ijając,

2 5 2 r o z d z i a ł  i .

(2 ) a(wst<?i — wst 9) +  Hwst(<f> -f- fi)  =  0 . 

O tóż, jeżeli oznaczym y przez IV p rom ień  koła C', tró jk ą t CG'Ci daje rów ności 

R +  R | _  AR +  R ' _  /ca —  a 
wsttp! wst<p wst(<p -J-  ?l) * 

w yprow adza się zlęd : 

—  :t  (R -f- IV) — (A-R - |-  R') _  R —  A-R'
wst(«p —J— «Pi) WSt<Pi — w s t?  w s t9 (  —  w s t  9

Jestto  dok ładn ie  zw iązek (2 ) k tó ry  się należało spraw dzić.

258. Osie podobieństwa trzech kół:

Niech będg równania trzech kól

f  (Oi) ( x  — ai ) ' +  ( y  — — Rj =  o, 

(1 )  |  (Oi) ( x  — a2) -  +  { y  —  b>)3 —  R* =  0 ,

(  ( 0 3) (a; —  a3)J +  ( y  —  b3)’  —  R§ =  0.

Oznaczmy p r z e z :

E, i środki podobieństwa zew nętrzny i w ew nętrzny kól Oj i 0 , i ;

Ei * Ii ..................................................................................... 0 3 i O!; 

E3 i I3 ....................................................................................  O, i 0 >

Spółrzędnem i punktów  E0 i I« bęctj w edług n™ [225]

/  „  __ a2l>3 — <1)1 >2 / __ a->I>:S +  a3U._)
------- —  Ii 2 ’ l ® ° —  R3 +  U0 ’

(2) E„ I„
/  b.R 3 — b3R 2 /  , b-2R3 - ł -  b jli
( y »  =  -=ń— t t -  > f y o =  . . .\  Ii3 — 112 \ n 3 Hj

2.

otrzym a się wzory podobne dla innych .

Aby dow ieść własności, które m amy na w idoku, będzie korzystnie tu się  posługiw ać rów naniam i styczneczkowem i, 

Równaniami styczneczkow em i środków  trzech kól I ędą w ed ług 11™ [113]

/ Ox =  aiu -f- btv — 1 = 0 ,

(3) Oj =  a^u +  l>_ v — 1 = 0 ,

0 3 =  a3u +  b3v — 1  =  0 .
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Równaniem styczneczkowem punktu E, będzie

uj c , 4 -  vxji  —  1 =  0 ,

253

albo

albo nakoniec

W(a -I*3 —  23^ 2) 4 "  t?(b2l*3 —  i>3n ) —  Bg 4 ~  Ko =  0 ,

n 3(«a2 +  i>b2 —  1 )  —  R i(«a 3  4 -  u b 3 —  1 )  =  0.

Równaniami styczneczkowemi środków podobieństwa trzech kół b ę 'g  więc, przedstawiając przez O), 0^, O3, 
ftinkcye linijne (o)

W

(E,) U2O3 — R3O2 =  O, (I.) H2O3 +  ii;,Oj =  O,

(Ej) R A  — RiOj =  0 , (Ij) R3O1 4- RiOj =  0,

(e 3) 1̂ 0 2 —  n 2o ,  =  o, (ij)  r , o 2 4 - r^ o , =  0 .

Otóż jest widocznera według tego, że sześć punktów (4) albo sześć środków podobieństwa tworzą cztery grupy 
trzech punktów w  linii prostej.

Tym sposobem otrzymamy proste

(5)

1 E‘ 
t

E , E;|

| e , 1-2 13

u 13 f.

( Ej fl I-

klórycli spółrzędne są dane przez równania Ol __ Oj _  Oj 
R, Ii) R3 ’

O ,_O2 __Oj
iii I>-2 I«3 
O , __ 0 2 __  O3

Ri =  i i i - l is ’
0 ,  0 2  
i i ,  _  r>2 =

03 
IV;'

Jest łatwo wyprowadzić ztgd równania tych czterech prostych.

Weźmy, na przykład, pierwsze E,, E2, E3 ; spólrzędnemi jedaorodneini tej prostej będąc u , v , w ,  jej równa
niem będzie

pierwsze z równań (5) dają

u x  +  vy  — w  =  O, 

n a ,  4 -  y b , —  10 4 -  XR, =  O,

ua> +  v\)i — iv 4-  >1̂ 2 =  O, 

ua3 4- t;b3 — jo 4" *1*3 =  0.

Rugując u, v, w  i X między temi czterema równaniami, otrzyma się na równanie osi podobieństwa.

(6) E.E .E 3 :

* V 1 0

bi 1 r>i

bj 1 r>2

bj i 113
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Znajdzie się tym że sam ym  sposobem  dla innych

(6 bis)

a; V 1 0

a. b , 1 U,

a> b 2 t

aj 1)3 1

=  0 ;

« t c . . .  e t c . . .  e tc ..........

D owiedziem y jeszcze w łasność następująco :

T r z y  p ro s te  0 ,1 , ,  OJ-j, O3I3 są  zb ieg a jn cem i s ię .  

Równaniem prostej O J , jest (2)

x  

a,

to równanie m ożna napisać

znajdzie się podobnież

(CM 2

(Ojlj) Ki

y

b, 1

X y

a. b,

a.i 1)3

X y

b 2

a, b .

X y

a.! bs

a i i)2

a2^ j "h' ajKo b^Ug —{- bjUo R2 ~ł-  R3

-+- r>3

X y

a i b ,

ao bo

-n ,

+  iu

X y

a2 b>

aj b;

X y

aj b.

a. b

Olóż jest w idocznem  żc le trzy proste przechodzą przez punkt

X y 1 X y 1

(7 lt, S i b_> 1 - B j a j bj 1 =  Hj

aa bj 1 a i b, 1



KOŁO (SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.)

R O Z D Z I A Ł  I t .

§ I. — RÓŻNE KSZTAŁTY RÓWNANIA KOŁA.

1° K oło o p isa n e  n a  ja k im k o l w ie k  t r ó jk ą c ie .

259. Daje się rów nania boków  tró jk ą ta ; przypuścim y je  położone poil kształtem

X —  p  —  t f d o s a — y w s ta  —  0, BC

Y =  q —  x d o s§  —  y  wstS =  0, GA

Z =  r  —  x d o sy  —  y  w sty =  0, AB

i w eźm iem y tró jką t dany za tró jką t odniesien ia.

To przypuściw szy, rów nanie

(2 ) aYZ -1- bXZ - f  cXY =  0

w  k tó rem  a , b , c , są stałe dow olne, przedstaw ia jakąkolw iek  krzyw ą drugiego stopn ia  opisaną na 
tró jkącie  ABC. Jest oczyw istem , w rzeczy sam ej, że ta  krzyw a przechodzi przez w ierzcho łek  A, 
poniew aż je j rów nan ie  je s t spraw dzonem  przez spó łrzędne (Y =  0, Z =  0) w ierzchołka A; spraw dza 
się tak sam o że ona przechodzi przez w ierzcho łk i B i G.

Dow iedziem y poniżej że to rów nan ie  je s t równaniem najogólniejszem  krzyw ych drugiego s to p n ia , 
przechodzących przez trzy  pu n k ta  A, B, G.
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W yrazim y że rów nanie (2) p rzedstaw ia jak iekolw iek  kolo , rów nając spółczynniki kw adratów  x l i y-  
i znosząc spółczynnik w yrazu x y \  o trzym ujem y tym  sposobem  dw a związki

a w s t(6 4 ~ y) 4 ~ b w st(«  —j-  y) 4 ~ ^ w stfa 4 " 6) —— o, 

a dos(6 4 ~ y 4~h dos(oc — y) 4~ c dos(a —|— 6) —  0.

Rozwiążm y te  dwa rów nan ia w zględem  a i b , w ypadnie

CSI a —  *} —  0
W St(S —  y) W St(y —  a) W St(a — ?)

Zkąd w ynika nakoniec, dla równania kola opisanego na trójkącie ABC

(h) YZwst(6 — y) 4" ZXwst'y — a) 4" XYwst(a — S) =  0.

Jeśli się przypuści początek spó łrzędnych  w ew nątrz  tró jką ta  odniesien ia , będzie m ogło się zrobić 
użytek ze związków (4) nru [94], i rów nan iem  koła opisanego na trójkącie odniesienia będzie

(5) YZwstA  4^  ZX wstB  4 "  X Y w stC =  0.

W reszcie to rów nan ie , zam ykając ty lko sam e elem cnta tró jkąta odniesienia, zachow uje tenże sam 
k sz ta łt jak iem kolw iek bądź byłoby położenie początku spółrzędnych K artezyariskich.

Uwaga I. Potęga jakiegokolwiek punktu względem koła (5).

P otęga jak iegokolw iek  p u n k tu  je st rów ną pierw szej stronie ró w n an ia  koła (w spółrzędnych K arte- 
zyańskich) podzielonej przez w artość w spólną spółczynników  kw adratów  nru [218].

Jeśli, w ró w n an iu  (5), zastąpi się X, Y, Z, przez w artości (1), i gdy się oznaczy przez k  w artość 
w spólną spółczynników  k w adra tów , znajdu je się

k =  dosS dosy .w stA  4 - d o sy d o sa .w s tB  -j- dos«  dosS. w stC , 

k = . w stS w sty .w stA  4 - w sty w sta .w stB  w sta w s tę . w stC .

Dodając i m ając w zgląd na związki (5) nru [94], w ypadnie

1 k =  —  w st A dosA  — w stB d o sB  — w stG dosC,

zkad, przypom niaw szy sobie że
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Przeto , potęga P 2 jak iegokolw iek p u n k tu  (X0, Y0, Z„) w zględem  koła (5) będzie m iała na swe 
wyrażenie

(5 bis) P - =  -  - c- ( Y 0Z0wstA  -f- Z0X0w stB  +  X0Y»wstC).
O

2 ^ 2
Doszłoby się rów nież do w artości czynnika l ic z e b n e g o ------, uważajyc że potęga jakiegokolw iek

O
punktu  m a w yrażenie kształtu

^i(Y0Z0w stA  -(- Z0X0w stB  -f- X0Y0w stC ),

h  będyc czynnikiem  niezależnym  od położenia p u n k tu ; wyznaczyłoby się w tedy czynnik k t bioryc, 
za punkt (X„, Y0, Z0) środek  koła znaleziony w nrze [260],

U w a g a  II. Jeśliby rów nania boków  tró jk ą ta  były w zięte pod kształtem  ogólnym

/ M =  a.r -}- a 'y  -f- a", BC

(6 ) < N =  b z  b'ij -j- b", CA

\ P  =  c x  -f- c'y  - |-  c", A B ;

oznaczając przez X , Y, Z odległości jakiegokolw iek punk tu  koła od p rostych  M, N, P , m iałoby się 
w tedy, b ioryc odpow iednio  znaki,

X =  —  , Y = — , Z = ~ ,  
m, 111 f t

przedstaw iając przez m u  ą ,  p t p ierw iastki

v'a- +  a '2, \/b2 +  b '-, +  ć 1.

Zastępując X, Y, Z, przez w artości poprzedzające w  rów nan iu  (5), otrzym ałoby się

(7) wjjNPwstA -f- n»PMwstB -j-P iM N w stC  =  0.

Ta uw aga stosuje się do różnych ró w n ań , które napotykam y w  poszukiw aniach następujących.

260. W yznaczenie środka i  promienia.

Prom ień  R będzie danym  przez jakako lw iek  z rów ności

(8) — — =  - A -  =  —c— =  2R,
w st A w stB  w stC

a, b , c, będyc d ługościam i boków  tró jkąta odniesienia.
3 3



258 ROZDZIAŁ It.

Dla wyznaczenia spółrzędnych X0, Y0, Z0, środka O, uw ażam y że

x0 =  OP =  J/ R2 — ?_ =  R \J\ —  w si'2A =  R dos A ;

m a się w ięc

/ X0 =  R dos A,

(9) |  Y0 =  R d o s  B,

\ Z0 =  ltd o sC .

561. Znaczenie geometryczne równania  (5). _

Niech będzie M jak im kolw iek  punk iem  k o la ; X, Y, Z, jeg o  spó łrzędne. W edług  położenia d o b ra— 
nego dla punk tu  M, w idzim y że X, Y albo MA,, MB,, sy do d atn e , a Z albo MC, je s t odjem  n e m ; 
o trz y m a ; ię w ięc

I — Y Zw slA  =  pow ierz. MB,C,,

■, — X Z w stB  =  pow ierz. MA,C,,

• 4 -  XY w stC  =  pow ierz. M A,I’,

rów nanie (5) daje w tedy związek

(10) pow ierz.M B ,C , -f- pow ierz.M A ,C , — pow ierz.M A ,B , =  0 ;

to je s t że pow ierzchnia tró jką ta  A,B,Ci je s t ze rem ; w ięc trzy p u n k ta  A | ,B b C,, są w linii proste;. 

Zląd to tw ierd zen ie:

Jeśli z jakiegokolw iek punktu kołu opisanego na jakim kolw iek trójkącie spuści się prostopadłe na trzi/  
boki trójkąta, spodki tycli prostopadłych są w lin ii p roste j.

262. Przytoczym y jeszcze podan ie następujące :



Miejscem punktów  takich że je ś li się spuści z tych punktów prostopadłe na trzy  boki trójkąta stałego ABC, 
powierzchnia trójkąta  A,B,C, utworzonego przez spodki tych prostopadłych będąc stałą, je s t jak ichko lw iek  
kołem spółśrodkowem z kołem opisanem na trójkącie ABC.
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Niech będzie M je d en  z lyeli pu n k tó w ; X. V, Z, jego sp ó łrzęd n e; otrzym a się

pow ierz. MBjCj =  Y ZwstA , 

pow ierz. MA1C , =  ZX w stB , 

powierz. MA,B, =  XY w stC ;

otóż, jeżeli k~ je s t w artością sta łą pow ierzchni, m a się

pow ierz. MB,C, -j- pow ierz.M A ,C , - f  pow ierz. MA,B, =  pow ierz. A,B,C, =  k-;

więc

(11) Y Z w st A +  X Z w stB  - f  XY w st C =  k*.

Otóż to rów nanie przedstaw ia jakiekolw iek koło spó łśrodkow e z kołem  (5).

W  rzeczy sam ej, w edług  związku (3) nru [93], rów nan ie  (11) m ożna napisać

( 1 2 ) Y Z w stA -f-X Z w stB  +  X Y w stC  =  ^ [ X w s t A  +  Y w stB 4 -Z w stC ]* .

Lecz rów nan ie prostej w nieskończoności jest w edług zw iązku (8) n ru [96]

X w st A -j-  Y w st B Z w stC  =  0,

W idzim y w tedy  że dw a koła (5) i (12) są podw ójn ie styczne i że ich punk ta  zetknięcia są w n ieskoń 
czoności, poniew aż p u n k ta  w spólne tym  dw om  kołom  m uszą spraw dzać rów nanie

[X wsi A Y w stB  4 -Z w s tC ]2=  0;

w ięc tc  dw a koła są spó łśrodkow e, w edług  nru [224].

Można jeszcze spr.iw dzić tę  w łasność uw ażając, że po  zastąp ien iu  X, Y, Z, przez w artości (1 
nru [259], rów nania (5) i (11) różnią się tylko od siebie w yrazem  niezależnym ; w ięc ......
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263. Zobaczym y poniżej że

(13) YZ =  ).X2,

je s t rów nan iem  najogólniejszem  krzyw ych drugiego stopn ia , stycznych do dw óch p rostych  AC i AB 
w  punk tach  ich spotkania z p ro stą  BC. M ożemy w szelako spraw dzić że krzyw e przedstaw ione przez 
rów nanie poprzedzające zadosyć czynią tym  w aru n k o m ; gdyż, jeśli się szuka przecięcia tej krzywej 
z p ro stą  AB albo Z =  0, znajdu je się X2 =  0, co daje dw a p u n k ta  schodzące się z sobą ; krzyw a 
je st w ięc styczną w B do prostej AB. W idzim y podobnież że ona je s t styczną w  C do prostej AC.

Szukajm y teraz w arunków  aby rów nan ie

II" R ó w n a n i e  k ó ł  s t y c z n y c h  d o  d w ó c h  p r o s t y c h .

YZ =  XX*

przedstaw iało  jak iekolw iek  koło.

W yrażając że spółczynniki na x 1 i y 2 są rów ne i że spółczynnik x y  jest zerem , dochodzi się do 
związków

( dos(5 -J- y) =  A dos2 a,

(M )
(  WSf( §~ j "~  y )  === y  W S t 2 a .

W ypada ztąd , dodając sum m ę kw adratów ,

),2 i =  zkąd X =  ±  1 .

O dległości Y i Z będąc tu  zawsze d o d a tn e , w edług  naszych um ów  i położenia kola względem  
dw óch  prostych, należy wziąć w artość X =  1 ;  i rów nan iem  koła jest

(15) YZ =  X*.

S tała X będąc rów ną - f  1, związki (l/i) dają

(16) 6 +  y —  - a 4" ^ ,Tr-

w
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Je st w ięc związek m iędzy ilościam i a , 6 , y figurującem i w  rów naniach (1) nru [259], k iedy  rów na
nie (15) p rzedstaw ia jakiekolw iek k o ło ; je s t to  że w istocie koło będąc stycznem  w  B i C, prosta  BC 
jest p rostopad łą do dw ójsiecznej kąta  A. Jestto  dokładnie co w yraża związek (16); gdyż m ożna nap isać

a  —  6  - f -  2A'7T —  y  —  a ;

zkąd

W S t ( a  —  6 )  =  w s t ( y  —  a ) ;

a w edług  zw iązków  (4) n™ [9-'t]:

w stB  =  w stC , albo B =  C .

W artość X -f- 1 odpow iada przypadkow i w  k tórym  początek spółrzędnych kartezyańskich  jest 
w  kącie BAC albo  w  jego w ierzchołku  przeciw ległym ; 1 =  — 1 odpow iada przypadkow i w  którym  
początek spó łrzędnych  znajduje się w  innych k ą tach .

To następstw o  w ynika z p raw id ła  uzasadnionego co do znaków  funkcyi kształtu [ar dos a - ( -y  wst a — p) 
n u m eru  [76].

Kiedy się uw aża X, Y, Z jako spó łrzędne trzy lin ijne  i gdy się przyjm uje um ow ę przytoczoną 
w  n™  [90], w artość X =  -(- 1 sam a przystoi kw estyi.

264. Znaczenie geometryczne równania

YZ =  X2.

Jeżeli z jakiegokolw iek p unk tu  M, wziętego na kole, spuści się p rostopad łe MP, MQ, MR na cięciw ę 
zetknięcia i na styczne, m a się

zkąd

(17)

Odległość jakiegokolw iek pu n ktu  koła od jak iejko lw iek cięciwy je s t  średnio proporcyonalną m iędzy jego  
odległościami od dwóch stycznych wyproiuadzonych z końców tej cięciwy.

111° R ó w n a n i e  k o ł a  w p i s a n e g o  w  j a k i k o l w i e k  t r ó j k ą t .

265. N iech będzie A1B1C, tró jk ą t u tw orzony przez trzy p u n k ta  ze tkn ięc ia ; przypuśćm y rów nania 
boków  BtCi, CiAi, AjBi, położone pod kształtem

f X t = p i — a-dosa! — y  w st a =  0, (BjCi)

(18) |  Y( =  qi —  ardos&j — y w s tę  =  0, (CiAj)

\ Z i _  r t — ardosyi — y  w s ty i=  0. (AtB|)

MQ =  Y, MR =  Z, MP =  X ;

m p 2= m q . m h .
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(19. Y j/jW sIA j ZjXiWSt B, ~|~ X,Y]\vstG* —  0 .

/

< \
A» 1

/  \
\  ł \  \

A.

Można także u w alać  koło jako  styczne z bokam i AB i AC, cięciw ę zetknięcia je s t B,C, e tc .......
m ożna przeto położyć jeg o  rów nan ie  pod kształty następującym i :

/ YZ =  XJ,

( 20 ) ] z x  =  y ;.

\X Y  =  Z*.

Jeśli m iędzy czterem a rów naniam i (19) i (20), w yruguje się X „ Y „ Z ,, otrzym a się związek m iędzy 
spółrzędnem i X, Y, Z, jakiegokolw iek p u n k tu  koła, to je s t  rów nan ie  koła odniesionego do tró j
kąta  ABC. (Ten rodzaj dow odzenia je s t w zięty ;  traktatu sekcyi konicznych P. Salmon’a .)

Otóż w yprow adza się z rów nań  (20)

Y,Z, =  \X  \/X Y Z , Z,X, =  VY v'XYZ, X,Y, =  \/Ż y/XYZ; 

podstaw iając te w artości w  rów nan iu  (19), znajduje się

(21) \ ;X w stA , —f- v Y w stB , w stC , =  0.

O cenienie kątów  A ,, B ,, Cj, będzie zależeć od położenia kola w zględnie trójkąta.

Przypuśćm y naprzód  koło w pisane w łaściw ie m ów iąc, lo je st w ew nątrz tró jk ą ta ; w tedy łącząc 
środek  koła w pisanego z punk tam i zetknięcia Af, B „  C„ w idzim y bezpośrednio że

A —  2 A i =  tt, B —J- 2Bi —  -rr, C 2C, -tt-;

albo też

Lecz różnica głów na tego przypadku  od poprzedzającego zależy od kształtu  związków (20).

Kiedy się odnosi koło do tró jką ta  A j, B,, C4, odległości Y i Z, k tóre są w zględne tró jkąta AtBC( 
są d o d atn e , m a się jeszcze
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kiedy się odnosi kolo do lró jk ? ta  BA1C1, odległości X i Z, k tóre w inny zawsze być odniesione do 
tró jką ta ABC, s? l sza od jem na, a 2ea d o d a tn a ; m a się więc

(—  X)Z i=  Y?;

i w edług  tychże sam ych uw ag,

(—  X)Y =  Z \ .

R ów naniem  koła w pisanego w trój kgt ABC będzie więc

(‘22) \[X dos ^  -4- \/Y  dos ^  -(- \/Z dos i '  =  0;

rów nan ie  k tó re  w ypada zrobić w ym ien iem .

2° Koło je s t zaw pisanem  w tró jk g t; przypuśćm y styczne z bokiem  BC i z p rzed łużen iam i dwóch 
innych  boków  AB i AC.

Znajdzie się za pom oc? uw ag podobnych  poprzedzającym

zkad

2 A, —  A = .  it, B - f  2B, =  -nr, C +  2C, =  *•;

W yprow adza się z,t§d

Y,Zt =  \/—  X Y Z, XSZ, =  \  Y V—  XYZ, X,Y, =  \/Z V —  X Y Z .

R ów nanie koła zaw pisanego dotykającego bok BC będzie w ięc

B(23) V— X d o s - | - f  \  Y dos |  + .\ /Ż  dos £  =  0



2 6 4 ROZDZIAŁ I I .

IY ° R ó w n a n ie  ja k ie g o k o l w ie k  k o ła  o p isa n e g o  n a  ja k im k o l w ie k  c z w o r o bo k u .

266. N iech b ęd ą  rów nan ia boków  czw oroboku

iM =  # d o s a  4  Vw st <?— P —  (AR)

N =  x d o s 6 Ą - y  w s l6 — q —  0, (BC)

P =  # d o sy  -)- y  w s ty —  V =  0, (CD)

Q =  ;rdos<S 4  y  w s l i  —  s = 0 . (DA)

Rów nanie

MP =  XNQ,

przedstaw ia jakąkolw iek krzyw ą drugiego stopnia, przechodzącą przez p u n k ta  A(M =  0, N =  0), 
B(N =  0, P =  0 ), C(P =  0, Q =  0), D(Q =  0 , M =  0); zobaczym y poniżej że je s tto  rów nanie 
najogólniejsze krzyw ych zadość czyniących tym  w arunkom .

W yrażając że to  rów nan ie przedstaw ia jak iekolw iek  koło, znajdu je się związki

( dos(a -j- y) =  Xdos(£ (3)
(25)

(  w s t  (ot -j- y )  =  XWSt(6 - | -  5).

Ztąd się w yprow adza, dodając sum m o kw adratów  :

X2 =  l ,  zkąd X =  + l -  

Otóż jeżeli się przypuści początek spółrzędnych wewnątrz czworoboku, trzy funkcye (24), (M, N, P , Q)

b ęd ą  przedstaw iały  m niej od leg łości jak iegokolw iek  punk tu  koła od  boków  czw oroboku , i tylko 
je d n a  da w arto ść  bezw zględną tej od leg łości; w inno  się w tedy wziąć X =  — 1.

Tak w ięc, kiedy początek spółrzędnych je s t wewnątrz czworoboku, równaniem koła opisanego je s t

(26) MP - f  NQ =  0;



gdy początek spółrzędnych je s t zewnątrz czworoboku, równaniem koła opisanego je s t

(27) MP — NQ =  0 .

Związki (25) dają w tedy :

w  l “ Jm przypadku : a Ą - y  =  tc - f - 6 -j-  * +  2 &ir; 

w  2 eim przypadku : oc — y =  S — 5 —{— 2kir.

Te związki wyrażają że kąty przeciw ne czw oroboku w ypukłego  są spełniające.

267. Znaczenie geometryczne równań (26) i  (27).

Jeśli z jakiegokolw iek p u n k tu  m  koła opisanego spuści się na boki czw oroboku p rostopad łe  
ma, m b, m c, m d , m a się , bez w zględu na znak :

M =  ma, N =  mb, P  =  m c, Q =  »nd; 

rów nan ia  (26) albo (27) dają w tedy

(28) m ^ m c  _  1 .
m b .m d

to  je s t że

Jeś li jakieko lw iek koło je s t opisanem na jak im ko lw iek czworoboku, iloczyn prostopadłych spuszczonych 
z jakiegokoliviek punktu  koła na dwa boki przeciwne, je s t  rów ny iloczynowi prostopadłych spuszczonych 
na dwa inne boki.

V° P u n k t a  k o ł o w e  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i .

R ó w n a n i e  j a k i e g o k o l w i e k  k o ł a .

268. P u n k ta  kołow e w  nieskończoności są przecięciam i jak iegokolw iek  koła przez p rostą  w  n ie
skończoności.

M ożemy w ziąć przeto  koło opisane n a  tró jkącie  o dn iesien ia , a w  przypadku  spółrzędnych  trzy- 
linijnych odpow iednie param etrom  odniesien ia rów nym  je d n o śc i; p u n k ta  ko łow e w  nieskończoności 
będą wyznaczone przez dw a rów nan ia
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( Y Zw st A -J- ZX w stB  - f  XY wstC =  0, 

X w stA  4 -  Y w stB  -j-  Z w s t C =  0 .
(29) j  . . . .  _ (“ > “ ')•

269. To nam  pozw oli napisać, w  tym że sam ym  układzie spó łrzędnych  rów nan ie  jakiegokolw iek koła. 

R ów naniem  ogólnem  jakiegokolw iek ko ła będzie

(30) A-(YZwstA +  Z X w stB  X Y w stC )-j- (X w stA  4 -  Y w stB  4 -Z w s tC )  (m X -} -n Y - l- p Z ) = 0 ;  

j ,  ” , ^  są stałem i dow olnem i. .

34



2 6 6 R O ZD ZIA Ł I I .

Rów nanie (30) przedstaw ia w  rzeczy sam ej jakąkolw iek  krzyw ą drugiego stopnia, p rzechodzącą 
przez punk ta  kołow e w  nieskończoności w ed ług  n ra [268]; w ięc ta  krzyw a je s t jak iem kolw iek  kołem  
n r« [2 1 1 ]; będzie się m ogło nakoniec rozporządzić trzem a stałem i dow olnem i w  sposób taki, aby 
m ożna było przeprow adzić krzyw ą przez trzy p u n k ta  dow olnie w zię te ; jestto  w ięc ró w n an ie  
ogólne jakiegokolw iek koła.

Można dać rów nan iu  (30) różne ksz tałty ; w ystarczy nam  posiadać w skazaną m etodę, pozw alającą 
napisać zaraz to rów nanie .

270. Jeżeli P je st jak im kolw iek  p unk tem  stałym , i gdy A i B są przecięciam i jak iejko lw iek  
siecznej z k o łe m ; b iegunow a p u nk tu  P  będzie m iejscem  p u n k tu  określonem  przez związek

8 II. —  BIEGUNOW E. —  KOŁO DZIEW IĘCIU PUNKTÓW.

1° B ie g u n o w a . —  S t y c z n a .

( I )
2 1 . 1  

PM PA PB ’

albo

( 2 )
MA M B _  
PA +  PB

radzim y początkującym  przypom nieć sobie rozum ow ania przytoczone w  n" ': [231] 

Niech będzie rów nan ie koła dane

(3) f(X ,  Y, Z) =  0;

a X0, Y0, Z0, spółrzędne p u n k tu  P ;  X, Y, Z, spó łrzędne p u n k tu  M.

Yf\e> A.
Jeżeli p rzedstaw im y przez —  stosunek  , w  k tó rym  koło  dzieli odcinek PM , spó łrzędne

punk tu  A będą w ed ług  n ra [90]

w ,X  -)- m.iX„ ?»|Y -f- »»2Y0 m{L Ą- 
m l - j-  m-i ’ ntt -(- m i

Ponieważ spó łrzędne tego p u n k tu  m uszą sp raw dzać[rów nanie (3) ko ła , 1 o trzym a się

/■(ł«,X - j-  m4Xo, TWjY -f- m.2Y0, -f- m-i'Lo) =  0 ;
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albo, rozw ijąjąc w ed łu g  wzoru Taylor’A

(4) rn \f(X ,  Y, Z) +  m,m.2[X0/ ' x+  Y0/ \ .  +  Z , Q  +  m*/'(X0, Y0, Z0) =  0.

2 6 7

To rów nan ie  wyznaczy, co do w ielkości i co do znaku, w artości dw óch  stosunków  i
J •”  AP BP ’

otóż, w ed ług  związku (2 ), sum m a tych  stosunków  m usi być z e re m ; w ięc m a się

(5) X o/ ' x +  Y / y +  Z , / '2 = 0 ;

rów nan ie k tó re  m ożna napisać, poniew aż funkcyą /"(X, Y, Z) je s t  drugiego stopnia 

(5 bis) X /' - f  Y/ 1 +  Z f  =  0.
7 xo 'o zo

R ów nania (5) albo (5 bis) określają związek m iędzy spółrzędnem i jak iegokolw iek  p u n k tu  M m iejsca; 
one przedstaw iaju więc biegunową punktu  P(X 0, Y0, Z0).

271. Jeżeli p unk t P  je s t na kole, b iegunow a tego p u n k tu  je s t styczną do koła ner [232] uw aga II; 
przeto rów nan ie  stycznej w jakim kolw iek punkcie  (X,„ Y0, Z0) koła

f(X ,  Y, Z] =  0,
będzie

(6) X f x + Y / 'y - Ą - Z f  = 0 ,
A0 *0

z w arunkiem

(6 bis) f(Xo, Y„, Zy) —  0•

272. Będzie jeszcze łatw o wyznaczyć spółrzędne środka jakiegokolw iek koła, uważając że w edług 
n u m e ru  [235]

środek je s t biegunem prostej w nieskończoności.

A w ięc spó łrzędne środka ko ła , w ed ług  w zoru (15) nru [263], b ęd ą  wyznaczone przez związki

2X __ Y __ Z
w stA  w stB  w s tC ’

273. Można jeszcze dow ieść w sposób następujący w łasność biegunow ej przytoczoną w  nric i  237].

W eźm y za tró jk ą t odniesienia, tró jk ą t utw orzony przez styczne poprow adzone z p unk tu  P  i ich 
cięciw y zetknięcia, rów naniem  koła będzie

YZ =  X2;

prosta BC je s t b iegunow ą p unk tu  A ner [232] uw aga I.

Poprow adźm y przez p unk t A dw ie jakiekolw iek sieczne

(MM,) Y =  AZ; Y =  MZ (NN,).
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Spółrzędnem i ich punk tów  przecięcia z ko łem  będy

(Y  =  XZ, ( Y =  [iZ,
M N

( x = z V>-; (x =  zvV;

( Y =  ).Z, (Y  =  ^Z,

M‘ r  Nl( x =  — z f i .  (x =  —z Vix.

Jakakolw iek prosta , przechodząca przez p u n k t M, będzie m iała na rów nan ie

Y —  XZ +  /c(X —  Z \ J ł ) =  0 

w yraźm y że ona przechodzi przez p u n k t Nu  znajduje się

& =  v£ — 07;

m a się w ięc na rów nan ie  prostej MNi

(MN,) X{\l« —  v/x) - f  Y —  Z \/x \ / ; 7 = 0 ;  

znajdzie się tak sam o zm ieniajyc \/x na — a Vf* na — Vf* •

(M,N) X ( - V ? + 0 [ ) + Y - Z ^ V x =  O; 

zkyd w ypada odejm ujyc stronam i

X =  0 ;

to  je s t że sieczne MNi i M,N przecinajy się na biegunow ej BC.

Zrobi się takież sam e spraw dzenie dla p rostych  MN i MtNx.

H U . Zastosujm y zasadę n ru [2A3] d la w yszukania warunku prostokątności dwóch' prostych
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Należy wyrazić że ich ślady na prostej w nieskończoności tw orzy z punk tam i kołow ym i w n ieskoń
czoności jak iko lw iek  uk ład  harm oniczny.

P u n k ta  kołow e w  nieskończoności s,j na m ocy nru [268]

Y Z w stA  -)- ZX w stB  +  X Y w stC  =  0,

X w stA  -f- Y w stB  -f- Z w stC  =  0.

W yznaczm y jak iko lw iek  pęk  prostych , m ający na przykład  swój w ierzchołek  na w ierzch o łk u  C 
tró jką ta  odniesienia, i przechodzący przez punk ta  uw ażane.

R ów naniem  jakiejko lw iek  prostej rów noległej do l Mei z p rostych (1), będzie

M,X - f  N,Y -f- P ,Z  - f  /<X w st A +  Y w stB  +  Zw stC) =  0 ;
j;ij, / i; '! '. ' -J;i : . .i •>' •• ...Ijlj O S  i 11 • 115 i • >‘V  .: i : 1 >•’}

wryraźm y że ona przechodzi przez w ierzchołek  C, m a się

/cwstG =  —  P j.

Tym  sposobem , rów nan iam i dw óch prostych rów noległych do prostych  (1) p rzechodzących  przez 
w ierzchołek  G będy

(M jW S tC  —  P ,w stA )X  -J- (N jW S tG  —  P,wstB)Y  =  0,

(M.2w stC  —  P2w st A)X (N-iWStC — P 2wstB)Y =  0 .

W yrugow aw szy Z m iędzy rów nan iam i (2), o trzym a się rów nania dw óch prostych (1) p rze ch o 
dzących przez w ierzchołek  (C) i p u n k ta  kołow e w  nieskończoności, to  je s t

(U) X2w stA w slB  -f- XY(wst2A -(- w st2B — w st2C ) - f  Y2wstaA w st2B =  0.

Zastosujm y do tych  dw óch  rów naii (3) i (4) wzór (31) n ru [177] to je s t

(5) BBj =  2(A,C -J- ACj);

m a się tu

[A 4 =  w st A w stB , Bj =  w st2A -f- wst2B —  w st2C, C, =  w st A w stB  ;

/ A =  (M jw stc —  P lWstA )(M 2w stC  —  P 2w stA ),

|  G =  (N,wstC —  P jw st A)(N2wstG  —  P 2w stB ),

\ B =  (NjWstC —  P 1wstB)(M2wstG  —  P 2w s t A ) ( N 2w stC  — P.2wstB)(MiWstC —  P ,w stA ).

Podstaw iając te  w artości w zwigzku (5), znajduje się, po w ykonaniu wszelkich uproszczeń, za 
warunek prosiokąłności dwóch prostych  (1 ) :

(6) M1M2 +  NiN2+ P 1P2 —  (N,P2- f  N*P,)dosA _  (PtM4 +  PaM ,)dosB —  (M1N3 +  M2N1) d o s C =  0.
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275. Nazwiemy kołem sprzęionem  w zględem  jakiegokolw iek tró jką ta  jak iekolw iek  kolo  takie, że 
jak iko lw iek  w ierzchołek  tró jką ta  je s t w zględem  koła b iegunem  boku przeciw nego.

L Jeśli się w eźm ie tró jk ą t dany za tró jk ą t odniesienia rów nanie

(i) xx2 4 - p.Y2 4- vZ2 =  o,

będzie rów naniem  ogólnem  krzywych drugiego stopnia sprzężonych w zględem  tró jką ta  odniesienia.

W  rzeczy sam ej, biegunow a w ierzchołka A(Y0 =  0 , Z0 —  0 ) je s t  w edług  n™ [270] X =  0 ; i tak  
sam o o in n y ch ; zobaczym y poniżej że rów nan ie  to  je s t ogólnem .

Identyfikując w tedy to rów nan ie  (1 ) z rów naniem  ogólnem  (30) jakiegokolw iek koła n ru [269], m a 
się przypuszczając k  =  1 ,

^ w s tB  -f- nw stC  =  w stA , 

m  w st G -j- w st A =  w stB , 

nw stA  -[-m w stB  =  w stC ,

X __ U. __ V

m  w st A n w stB  ~ ~ /;w s tC ‘

Ztąd się w yprow adza z łatw ością, p rzypom inając sobie związki

/ w st2A =  w st2B w st9C —  2w stB  w st G.dos A,
\

w st2B =  w st2G -j- w st2A —  2w stC  w stA .d o sB , 

w st2G —  w st2A -f- w st2B —  2w st A w stB .d o sC ,

m = d o s A ,  n = d o s B ,  j o = d o s C .

Zkąd

X ___  f l  ___  V

w st 2 A w st2B  wst2G 

R ów naniem  koła sprzężonego w zględem  tró jk ą ta  odniesien ia je s t w ięc

(3) Xaw st2A  4 -  Y2w st2B  4~ Z2w st2C  =  0.

Środek koła sprzężonego je s t punktem  spotkania wysokości; gdyż każdy w ierzchołek  będąc b iegunem  
boku  przeciw nego, p rostopad łe  spuszczone z jak iegoko lw iek  w ierzchołka na bok przeciw ny muszą 
przejść przez środek . “Widzimy to jeszcze z uw ag n ra [272], gdyż o trzym a się dla w yznaczenia środka

I I 0 K o ł o  s p r z ę ż o n e  w z g l ę d e m  j a k i e g o k o l w i e k  t r ó j k ą t a .
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• X w s t2 A = Y w s t2 B = = Z w st2C  a ,bo X dosA  =  Y dosB  =  Z dosC ; 
w st A w stB  wstC

to je s t oczywiście p u n k t spo tkan ia w ysokości w ed ług  nro [1 0 2 ].

Mając w zgląd na tę  w łasność i na w łasność k tó ra  była przytoczoną w  n™ [235], w ykreśli się łatw o 
koło sprzężone w zględem  jak iegoko lw iek  tró jk ą ta  danego.

I I I 0 K o ł o  d z i e w i ę c i u  t u n k t ó w  j a k i e g o k o l w i e k  t r ó j k ą t a .

276. Nazywa się tak koło k tó re  przechodzi jednocześnie :

1° Przez trzy spodki w ysokości jakiegokolw iek tró jk ą ta ;

2° Przez środki jego  b o k ó w ;

3° Przez środki p rostych , k tó re  łączą w ierzchołki z punk tem  zbiegania się w ysokości. 

R ów naniem  jakiegokolw iek koła je s t na m ocy rów nan ia  n ru [269]

YZwstA - f Z X w s tB  - f  X Y w stC  4 -  (X w st A 4 - Y w stB  4 -  ZwstC) (mX 4 -  n Y - \ - p Z )  = 0 .

Niech będą A ,, B,, C „ środki boków  tró jką ta , k tóry  w ybierzem y za tró jk ą t odniesienia, te punk ta  
znajdując się na lin iach  łączących każdy w ierzchołek  tró jką ta  ze środkiem  boku  przeciw nego, ich  
spó łrzędne w zględne będą w edług  n m [1 0 2 ]

( 1 ) A,

OIIX

II O

B, G,
( Y w stB  =  Z w stC ; ( Zw stC  =  X w st A ; (

7 —  0 

X w stA  =  Y w slB .

W yraźmy że koło powyższe przechodzi przez le trzy p u n k ta , zna jdu je  się

f  nw stC  4 "  p w stB  4 -  —i r ~ =

pw stA  4 -  w w stC  4 - " ^  -  =  0 , 

m w st B 4~ n w st A 4~ ^  = 0 ;

w yprow adza się ztąd :

1 1 1m  = ------dosA , n  =  —  -  dos li, p  =  —  -  dosG .
2  *2 «

Równaniem koła dziewięciu punktów stale uwatanem  za tró jką t odniesienia je s t więc

(2) (X w stA 4-Y w stB  4"Z w stC ) (XdosA +  Y dosB 4-Z dosC ) — 2 (Y Z w stA 4 -X Z w stB 4 -X Y w stC )= 0 ,



albo  rozw ijając

(2 bis) X2w st2A  - f  Y2w st2B  -j- Z2w st2C  —  2(Y Zw st A +  X Z w stB  - f  X Y w stC ) =  0.

P od tym  osta tn im  kształtem , w idzim y że koło dziewięciu punktów  (2 bis), koło opisane w ed ług  rów na
n ia (5) n ru [259], koło sprzężone na m ocy rów nan ia (3) nru [275], m ają tęż sam ą oś pierwiastną.

277. Dowiedźm y teraz w łasności przytoczone d la  koła dziew ięciu pu n k tó w .

1” Promień koła dziewięciu punktów.

Niech będzie R, p rom ień  ko ła , m a się

B ‘Cl —  2 R ,;

2 7  2  ROZDZIAŁ I I .

w stA 4

otóż

B A = ^ ,  w st A w st A, _ ± _ = 2 R

w ięc

(3) R, =  f ;

p ro m ie ń  ko ła dziew ięciu p unk tów  je s t rów ny połow ie prom ien ia  koła opisanego n a  trójkącie.

2 ° Środek koła dziew ięciu punktów.

W edług  uw agi n™ [272] i rów nania (2 bis), spółrzędne środka b ęd ą  w yznaczone przez rów nan ia

/ X w st 2A — Y w stC  —  Z w st B _  — X w stC -)-Y  w st 2 li — Z w st A 
 ̂ w stA  ' w stB

|  X w st A - f  Y w stB  -j- Z wstG =  ^

—  X w st B —  Y w st A -f- Z w st 2G 
~  w itG

n "  [93].



W yprow adza się z tych ró w n a ń , m ajyc wzgląd na związki (2) nru [275] i n a  rów ność

KOŁO (SPÓ ŁR Z ĘD N E T R Z Y L IN IJN E ). 2 7 3

S =  2R‘2w st A w stB  w stC  :

/  X0 =  J  dos(B —  C),

W  I  Yo =  £  dos(G —  A),

I R
^ Z0 =  -  dos(A —  B).

M ożna jeszcze obliczyć, w  ten  sposób spółrzędne środka. Ma się

Z a =  OG —  G,G -  OG,.

Otóż GGi je s t rów nym  odcinkow i Z p u n k tu  B ,, poniew aż A,B, je s t rów noleg łą do A B; lecz 
p unk t B, je s t przecięciem  boku  AG z lin ią  łączącą w ierzchołek  B ze środk iem  B, tegoż sam ego 
b o k u ; odcinek  Z p u n k tu  B, będzie przeto  danym  przez rów nan ia

 ̂Y =  0 Z w stC  =  X w stA  

I X w stA  -)- Y w stB  -[-Z w s tG  =

gdyż ztąd w ypada

S
2 R w stG

Ilość OG, je s t odcinkiem  Z środka  koła opisanego na tró jkącie  AjBtCi; a  tem  sam em

W ięc

Lecz w iadom o że

v s R , nZ0 : = --------------------dosG.
a i tw s tc  2

6R

przeto

C. l i .  D . D.

S =  =  2R2w stA  w stB  w stC  —  dosC  =  dosA  dosB  —  WstA w stB ;

Zu =  £  [2 wst A w stB  —  dosGl =  J d o s (A  —  B).
* 2.

3° Środek kota dziewięciu punktów je s t środkiem prostej łączącej [środek koła opisanego z punktem  
przecięcia trzech wysokości.

35
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Spółrzędnem i X „ Y„ Z, środka ko ła op isanego  s? w edług  [260]

(5) X! =  R d o sA , Y, =  R d o sB , Zi =  R dosG .

Spółrzędne X.>, Y2, Z2, p u n k tu  spo tkan ia w ysokości s$ dane przez rów nania , na m ocy n ru [102]

X dosA  =  Y dosB  =  Z dosG ;

X w st A -)- Y w stB  -)- Z w st C =  ?  .

Jeżeli się zauważy że

(6)
S =  2R'2w stA  w stB  w stC ,

st A — st B — st C st  A st B st C,

w yprow adza się z rów nań  poprzedzających

X2 =  2R dosB  dosC ,

(7) \ Y2 =  2R dos A dosC ,

i :iZ.2=  2 R dos A dosB .

Należy dow ieść że

y  ___ X, - j-  X2 v  __ Y] -J-  Y -2 r/ __ Z i —(— Z2
----------2------- Y«— ----- 2-----’ 0 — ------ 2  *

Otóż

X , - j-  X2 =  2R dos B d os G - f  11 dos A =  B(2dos B dos C - f  dos A );

a poniew aż

dosA  =  —  d osB  dosG - |-  w stB  w stC ,

ztęd w ynika

X, +  X2 =  R dos(B — CJ =  2X0.

C. B . D. D .

4 ° Środek dziewięciu punktów  przechodzi przez spodki wysokości.

S podek P  w ysokości odpow iedni w ierzchołkow i A na przykład m a za spó łrzędne

X =  0, Y d o sB  =  Z dosC .

Jeśli się podstaw i te  w artości w  rów nan iu  (2) koła dziew ięciu  pu n k tó w , zna jdu je  się

w stA .2dosB  dosC  — 2w stA  dosB  dosC

ilość oczywiście rów na zeru.



KOŁO (SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE). ' 275

5° Koło dziew ięciu punktów  przechodzi przez środki prostych łączących wierzchołki z  punktem  zbiegania 
się wysokości.

S półrzędne p u n k tu  zb iegania się H w ysokości są dane przez rów ności (7); spółrzędnem i w ierz
cho łka A są

X =  2 R w stB  w slC , Y =  0, Z = 0 ;

%
spó łrzędnem i p u n k tu  A ', środka AH, będą w ięc

(8 ) X3 =  2R dos(B  —  C), Y3 =  R dosA  dosC , Z3 =  R dosA  dosB .

P odstaw m y te  w arto śc i w ró w n an iu  (2 bis) koła dziew ięciu p unk tów  uprzedn io  położonego pod  
kształtem

X [X w st2A  — 2Y w stC  —  2 Z w stB ] -j- Y2w st2B  -)- Z2wst2C —  2YZ w stA  =  0 .

Otóż ilość m iędzy naw iasam i znosi się gdy w  niej się zastąpi X, Y , Z przez X3, Y3, Z3; ona staje 
się w  rzeczy samej

dos(B  —  C )w stA  dosA  — dosA  w stB  dosB  —  dosA  w stC  dosC , 

albo , dos A[dos(B —  C)wstA  —  w stB  dosB  —  w stC  dosC],

albo dosA [dos(B  —  G )w st(B -f- C )— w stB  dosB  —  w stC d o sC ];

w reszcie , w ykonaw szy iloczyn dos(B — C)w st(B  -j- C), w idzim y że ilość między naw iasam i je s t 
zerem . Co się tyczy trzech osta tn ich  w yrazów  ró w n an ia  poprzedzającego , one sta ją się przez p o d 
staw ien ie

2R2dos2A dosB  dosC [w stB  dosB  - |-  w stC  dosB  —  w st A],

ilość w idocznie rów na zeru.

T ak w ięc

Koło dziewięciu punktów  jakiegokolw iek trójkąta przechodzi : 1 "przez środki boków ; 2° przez spodki 
wysokości; 3“ przez środki prostych łączących wierzchołki z punktem  spotkania wysokości.

Prom ień tego koła je st połową prom ienia koła opisanego na trójkącie; jego. środek je s t w środku prostej, 
łączącej środek koła opisanego z punktem  spotkania wysokości.

R ozw inięcia k tó reśm y dali pozw olą rozw iązać analitycznie w ielką liczbę kw estyi dotyczących koła 
dziew ięciu punk tów .
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S I . — SPÓŁRZĘDNE DW U LINIJNE u i u.

1° R ó w n a n ie  st y c zn e c z k o w e  ja k ie g o k o l w ie k  k o ł a .

R ów nanie styczneczkow e jak iejko lw iek  krzywej je s t zw iązkiem  m iędzy spółrzędnem i którejkolw iek 
z je j s tycznych; k rzyw a je s t m ie jscem  przecięć w sposób  ciągły  po  sobie następu jących  jej stycznych, 
a lbo  lin ią obw ija jącą  swe styczne.

277. l Ma Metoda.

R ów naniem  w sp ó łrzę d n y ch  kartezyańsk ich  jakiegokolw iek koła m ającego za p rom ień  R, a i b za 
spó łrzędne środka , jest

Niech będzie jakako lw iek  styczna w  ja k im k o lw ie k  p u n k cie  x 0, y0 ; je j rów naniem  będzie w edług

0 ) ( x  —  a)- -j-  (y  —  b )'2 -f- 2 (x  — a) (y —  b)dos0 =  R'2.

y.

o

n u m eru  [2 1 2 ]

x [x 0 —  a - f  (y0 —  b)dos0] +  y [(x 0 —  a)dos0 (y0 — b)] —  a(x„ — a) —  b(y0 —  b)

—  b (x 0 —  a)dos0 — a (y „— b)dos0  —  R ‘2

z w arunkiem

(a?0 —  a )2 (y0 -  b )‘2 -j-  2 ( # 0 — a) (y0 —  b)dos0 —  R '2 =  0.



Spółrzędne v0, vu stycznej będę w ięc w edług  nru [HO] w yznaczone przez rów nan ia
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( (ay— a)-|—(//o— b )d o s9 __(x„— a)dos9-i-(y0— b) _  (x0—a)(a-j-hdos9)-f0/o— b)(ados9-)-b)-t-R .2 -
(2 ) ’ w» ~  v0 ~  1

( (#0 —  a )2 - f  (y0 —  b )2 -f- 2(x0 —  a)(y0 —  b)dos9 =  IV2;
4

albo, znosząc w skazów ki, b io rąc  spó łrzędne je d n o ro d n e  w  jednym  i d rug im  układzie, i oznaczywszy 
przez ). w artość w spó lną stosunków  :

j x  ydosG — (a - |— b dos9}z —|— \u  —  0, 

adosG  -f-  y  —  (ad o s9  -f- b)z \v  —  0 ,

a (a  b d os9 ) -j- y (ados9  - |-  b) —  (a2 -j- b 2 -f- 2abdosG —  R2)z -(- ).w —  0 ,

’ z - - \ - y -  -f- 2ay 'dos9  —  2az(a - | - b  dos 9) —  2yz(a dosG —|- b) -J— (a2 — b2 -f- 2ab dos9 —  R2)z2 = 0.

(3)

Zam iast ostatn iego z tych czterech  rów nań  podstaw m y następujące , o trzym ane dodając trzy 
pierw sze w zględnie pom nożone przez a ,  y ,  z :

(3 bis) ux - \ - v y  -\-  wz =  0.

O trzym am y w tedy lin ię obw ija jącą styczne (u, v, w), w yrugow awszy sc, y ,  z, X m iędzy trzem a 
pierw szem i ró w n an iam i (3) i rów nan iem  (3 bis); znajdu je się tym  sposobem

u v w  0

1  dos9 a - |- b d o s 9  u
=  0.

d o s 0 1  a d o s 0 - f - b  v

a - ] -h d o s 9  a d o s 9 - ] -b  a2 - f - b 2 - |-2 a b d o s9  —  R2 w

W yprow adza się zląd rozw ijając

«2(a2wst29 — R2) -)- os(b2wsts0 —  K'2) -f- M’2wst20 - |-  2«v(R2dos9 -f- abw st-0) ,
( i )  i -

—  ‘2 a wst-0. m u —  2b w st-9.iw  • ;

a lbo , rob iąc iv =  1 , i zm ieniwszy znaki w szystkich w yrazów, znajdziem y ostatecznie

a2(R2 —  a2w st29) -f- v- (R2 — b2w st29) —  2w (R 2dos0 - f  ab w st29))
(4 bis) = 0 ;

-f- 2aw st-9 .«  -)- 21) w st29. v —  w sl29 )

lakieru je s t równanie styczneezkowe jakiegokolw iek koła (osie pochyłe), a i b są spółrzędnemi środka, a 
It p rom ieniem .
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278. 2 s;i M e t o d a .

Dochodzi się prędzej do ró w n an ia  koła, b iorąc za p u n k t w yjścia wzór ntn [129] k tóry  daje odległość 
jakiegokolw iek punk tu  od  prostej.

Jeśli R je s t odległością środka od jak ie jko lw iek  stycznej, i je ś li a i b są spółrzędne środka, albo 
co w ychodzi na jed n o , jeżeli

zkąd w ynika rów nanie już  otrzym ane

«2(R2—  a2w st20) -4* w2(R2—  b-w st2Q) —  2ttt>(R2dos0  ah w st,20) -j-  2 aw st20.w -)- 2b w st20.n —  wst'20 =  U.

379. K szta łty  szczególne równania styczneczkowego koła.

1° osie spółrzędnych p ro sto k ą tn e , albo 0 =  90° :

R ów nanie jak iegoko lw iek  kola b ierze w tedy  kształt prostszy

aw -f" bv —  1 =  0

je s t rów nan iem  środka, o trzym a się, w ed ług  w zoru  w ym ienionego

(U ter)
(a« -f- bu —  l ) w s t 0 .

sju1 -f- v- —  2 «udos0

(5) m2(R2 —  a2) - |-  «3(R2 —  b2) —  2abww -]~ 2au -f- 2by —  1 = 0 .

2° Początek  spó łrzędnych  je s t środkiem  ko ła :

W tedy a i b są zeram i, a rów nan ie  jakiegokolw iek koła m a k s z ta ł t :

( 6 ) (osie pochyłe)

\
u- -)- v- =  — (osie prostokątne).

3° Koło je s t stycznem  do dw óch  osi spółrzędnych.

Ma się w tedy a = — b = —i i - ;  albo jeszcze, m ożna w yrazić że spółrzędne osi Ox- 
W S tG  WSt0

(to  je s t u =  zx>, y =  oo , a g r . i * = 0) spraw dzają rów nan ie k o ła ; tak sam o jak  spółrzędne osi Oy 

(to je s t  u —  o o ,  v —  g r.^  =  0); znajduje się tym  sposobem



U w a g a . Aby rów nanie ogólne drugiego stopnia
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Am2 +  2 Bwy +  Cu2 - f  2D« +  2Eu +  F =  0

przedstaw iało jak iekolw iek  kolo , trzeba i dosyć żeby było

D2 —  AF =  E 2 — CF =
BF — ED

dos0  ’

0 je s t kg.tem osi. J

\

11° P u n k t  z e t k n ie c ia  ja k ie jk o l w ie k  st y c zn e j .

280. Uważmy naprzód że przez jak iko lw iek  p unk t dow oln ie dany

(9 ) A u - f  By +  C =  0,

m ożna zawsze poprow adzić dw ie styczne do jak iegokolw iek  k o ła ; gdyż spó łrzędne u i v tych  stycz
nych będy rozw iązaniam i w spólnem i dla rów nań  (9) i (4), w  liczbie oczywiście rów nej d w o m ; koło 
je s t w ięc jakąkolw iek krzyw ą  2 s>ci klassy  w ed ług  nra [36].

281. N iech będy  n0, t>0 spółrzędne jak iejko lw iek  stycznej z ko łem

robiyc jed n orod n em  rów n an ie koła  p ierw otn ie  n iejed n orod n e; to jest że a0, v0, sy jak iem k olw iek  
rozw iyzaniem  rów nania (10); idzie o  zn a lezien ie  rów nania  p unktu  zetk n ięcia  tej stycznej.

1 sza Metoda. P unkt zetk n ięcia  stycznej (u0, v0) je s t  po łożen iem  granicy punktu  przecięcia  się. tej 

stycznej z jakykolw iek styczny n iesk oń czen ie  sysied n iy  (u0 4 -  Aw0, Ai>0). Otóż rów n an iem  punktu  
przecięcia się tych  d w óch  prostych  je s t w ed łu g  nru [120]

Granicy stosunku —  je st pochodna v  w zględem  u, v jest funkcyy u  ok reślona przez rów - 
Am0

nanie (1 0 ).

Ma się w ięc na rów nan ie  p u n k tu  zetknięcia

( 1 0 ) f(u , v) =  0 , albo  f[u, v , ic) =  0

z w arunkiem  f{u0) v0) =  0 ,

albo
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Jeżeli przypuścim y funkcyę f(u , v) zrobiony jedno rodny , m a się

vof„0~\- Vof'r0~\~ Wof w0~  2 / ( m0) V0, W0) =  0.

Tak w ięc rów naniem  p u n k tu  zetknięcia stycznej (w0, vu) z kołem

(10) f t v , v , w)  =  0, 

będzie

(11) “/ v„0 +  * / \ , 0 +  “ ,/ vM,fl =  0 > 

z w arunkiem

(11 bis) f{u0, v0, wa) =  0.

Dla koła

( 1 2 ) ji2 +  t;2 =  , 

rów naniem  p u n k tu  zetkn ięcia stycznej («/0, *>o) będzie

/ i 1i mi0 + v v 0 =  — ,

(13)

282. 2ea M e t o d a .

R ów nanie koła, w  spółrzędnych  kartezyańskich jedno rodnych , będyc

(14) F(a-, y ,  s) =  0 , 

spó łrzędne u , v, 10, jak iejko lw iek  stycznej

£ F ',-f-r ,F ', +  F ' ; = 0 ,  

sy połyczone ze spó łrzędnem i x ,  ty, z jej punk tu  zetknięcia przez zwiyzki

(15) L jf —  L-lł =  _1_L; zkad u x  -4-  o y —  w z —  0 .
K '  u v — to 1 J

R ugujyc x ,  y ,  z m iędzy rów nan iam i (15), otrzym a się rów nan ie  styczneczkow e koła, to jest

(16) f[u , v, w) —  0 .

Otóż jeżeli się założy

(17) u =  i  F 'I; » =  a; =  1 F'*,
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funkcye f  i F  zm ienią się iden tyczn ie je d n a  w  d rugą , tak  że m ając w zgląd n a  zw iązki (17) o trzym a 
się tożsam ość

(18)

W  rzeczy sam ej, jeżeli

F (x ,  y ,  z) =  /(w, v , w).

F[x, y ,  z) —  Ax2 2Bxy - |-  C y -  -j-  2D x z  -f- 2 My z -}- Fs2, 

w ypadkiem  rugow ania  x ,  y ,  z , m iędzy rów nan iam i (15) je s t

A B D u

B C E V

D E F —  w

u V —  w 0

=  0 .

Otóż gdy się założy

A B D u

B G E V

D E F ----IV

u V — w 0

A B 1 )

B C E

D E F

spraw dza się ła tw o  tożsam ość (18), po zastąpieniu  w niej u, u, w  przez w artości (17). Dość je s t w  tym  
ce lu  odjąć od ostatn iej ko lum ny  licznika w  w yznaczniku sum m ę trzech  pierw szych w zględnie p o m n o 
żonych przez x ,  y ,  z. M ożem y w ięc, k iedy  będzie szło o przekształcenie ró w n a ń  jak iegokolw iek  
uk ładu  na inny , uw ażać spó łrzędne u, v, w , jak iejko lw iek  stycznej jak o  określone przez ró w n o 
ści (17) w  funkcyi spó łrzędnych  je j p u n k tu  zetknięcia.

W yprow adzim y ztąd spó łrzędne p u n k tu  zetkn ięcia w  funkcyi spółrzędnych stycznej.

R óżniczkujm y dw ie strony  tożsam ości (18) w zględem  u, uw ażając x ,  y ,  z ,  jako  funkcye u; 
w ypadnie

f u  =  F'x.z'u  4 "  F'l-.y',, 4* F ',.z '« ,

a lbo  w ed ług  zw iązków  (17)

f 'u  *l\ux'u 4 -  vy'u w z «].

Lecz m iędzy u, v, w , i  x ,  y ,  z  m a się  zw iązek

u x  -  vy  —  wz —  0
36



zkąd różniczkując w zględem  w,

u x 'u -J - v y 'u —  vjz'h -j— a; =  0 ;
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przeto

1
X =  2

Dojdzie się w ięc tym  sposobem  do zw iązków  następu jących

(19) * = - | a >  y =  - \ f v . * = + | a . >

k tó re  n ie  są czem  innem  jak  tylko rów naniam i (17) rozw iązanem i w zględem  x , ,y, z.

Związki (17), (18) i (19) uzasadniają jasno  odnoszenie się w zajem ne ( la  c o r r e la t io n )  m iędzy ró w n a
n iam i tegoż sam ego koła, w ziętem i w  układzie s p ó łr z ę d n y c h  p u n k t  i w u k ła d z ie  s p ó ł r z ę d n y c h  s t y c z 

n e c z k o w y c h .

W ed łu g  tego , jeże li a?0, y 0, z0 są  spółrzędne p u n k tu  zetknięcia jak ie jk o lw iek  stycznej (w0, v0, w0) 
z kołem

(16) f(u , v , w) =  0 ,

ró w n an iem  tego p u n k tu  zetknięcia będzie

=  0 ;

albo, w ed ług  zw iązków  (19)

(2 0 ) u r Ug+ v f ' V()+ w f - Wo=  0 ; 

z w aru n k iem

(2 0  t e )  /(wo, y0, 2i>o) =  0 .

Podobn ież , jeżeli (u 0, v0, w0) są spółrzędne jak ie jko lw iek  stycznej z p unk tem  (#0, y 0, z 0)  będącym  
n a  stycznej w zględem  koła

(14) F(a;, y ,  z) =  0,

rów nan iem  tej stycznej będzie

x u 0 -J - y v a —  z w 0 =  0 ;

albo , w e d łu g  związków (17)

(2 1 ) * F 'Xo- ł - y F 'yo +  zF ',o= 0 , -

z w arunk iem

( 2 1  b is )  ’ ¥ ( x 0, y 0, 20) =  0 .
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283. W arunek aby jak iko lw iek  punkt dany by ł na jakiem kolw iek kole.

N iech będzie rów nan ie  koła

(2 2 ) f (u , v, w) =  0 ,

(23) A u “I-  By —|— C w  0 ,

ró w n an ie  p u n k tu  danego.

O znaczm y przez (t/0, v0, w0) spó łrzędne stycznej z punk tem  (23) przypuszczonym  n a  k o le ; ró w n a
n iem  p u n k tu  zetkn ięcia będzie w ed ług  nru [281]

Uf'u0 +  Vf'v 0 +  wf\o 0 =  z w arunk iem  f{u0, v0> w0) =  0 .

Z identyfikujm y to  ostatn ie ró w n an ie  z rów nan iem  (23), otrzym am y

(2 4  =  ^ - ° ,  f[u0, v0, iv0) =  0 ;

będzie się m ogło zastąpić osta tn ie  przez Aw0 -j-  By0 -j-  Cw0 —  0.

R ugow anie stosunków  — , — , między trzem a rów nan iam i (24) prow adzi nas do w aru n k u  

szukanego.

III0 P unkta kołowe w  nieskończoności.

284. W eźm y rów nan ie  koła pod  kształtem  n ru [279]

w2 -j-  v- — 2 w ydos0 =  ^ 1̂ ,

a lb o , robiąc je  je d n o ro d n e m

(25) u2 -j— t;2 —  2«ydos0 =

R ów nanie jak iegokolw iek  p u n k tu  w  nieskończoności jest kształtu  w edług  n ru [115]

(26) A u  -]- By =  0;

w yraźm y że ten  p u n k t je s t  n a  kole (25), otrzym a się w edług  m etody  w yłożonej w n™ [283]

_  w sl20
« 0 —  «0dosQ __v0 — wod o s 0 ___ u R2

A  7—B 0

Aw0 ~f~ *==

W yrugujm y u0, v0, w0 m iędzy tem i rów nan iam i, znajduje się 2̂  =  0 ; po tem



zkąd w ypada rów nan ie  w arunkow e

(27) A2 - f  B2 - f  2AB dosG =  0 .

Gdy się teraz w yrugu je  g  m iędzy rów nan iam i (25) i (27), o trzym a się rów nanie punk tów  w n ie 

skończoności n a  k o le ; znajduje się tym  sposobem

( -}~ v'1 —  2 i<iulos0 —  0 (osie pochyłe),
(28)

( m2 - j-  v2 =  0 (osie p ro s to k ą tn e );

jestto równanie siyczneczkowe punktów kołowych w nieskończoności.

W idzim y że ró w n an ie  (28) w yprow adzi się z rów nan ia  (25) przypuszczając iv —  0, to je s t szukając 

stycznych k tó rych  spó łrzędne —, - ,  są n ieskończone; a lbo  nakoniec , styczne k tóre przechodzą 

przez środek .

U w a g a  1. R ów nanie (7) n rn [279] pokazuje nam  że m ożna uw ażać ró w n an ie  styczneczkow e (28) 
dw óch  p unk tów  kołow ych w  nieskończoności;, jako  ró w n an ie  jak iegokolw iek  koła środka stałego 
a  k tó rego  p rom ień  je s t nieskończonym .

U w a g a  II. Dwie proste są prostopadłemi kiedy ich punkta  biegunowe, odnoszące się do układu dwóch 
punktów kołowych w  nieskończoności,  tworzą z tym i dwoma punktam i jakikolw iek układ harm oniczny; 
albo, co w ychodzi na je d n o , k iedy punkt biegunowy je d n e j znajduje się na drugiej.

N iech b ęd ą  (w,, v t) i («2, v%) dw ie p roste , p u n k t biegunow y pierw szej w zględem  dw óch punk tów  
kołow ych (28) je s t w ed ług  n ru [135]

n v 'J— 1  i “  —  v \ j — \i I i —  V y
V — 1  M1 —  V1 V—  1

rów nan ie  sprow adzające się do

uu, - |-  vVi —  0 ;

je s tto  pun k t b iegunow y n™ [285] prostej (w,, v t ) w zględem  koła (28).

Otóż gdy się w yrazi że p ro sta  {u.i; v.,) przechodzi przez ten  p u n k t;  m a się

UiUi - f  v f l i  =  0 ;

to  je s t w aru n ek  aby dw ie p roste  były  p rostopad łem i w ed ług  nru [131].

1V° Punkt biegunowy jakiejkolwiek, prostej.

285. J e ie li się uw aży jakąkolw iek prostą stałą  D, gdy przez ja k iko lw iek  p unkt I te j prostej poprowadzi 
się dwie styczne ITj i  1T2 do ko ła ;  jakakolw iek prosta 1L, przechodząca przez I, i taka że
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stD IL  —  stD IT , stD !T2'



przejdzie przez jakikolw iek punkt s ta ły  P , kiedy punkt I przenosi się na prostej D; pow iem y że punkt P 
jest punktem  biegunowym prostej D.

Uważm y naprzód jak  w  nrze [134] że zw iązek.(1 ) m ożna napisać
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( 2)
\v slL IT t | w st LIT2 _

—p =  0 .
w stD IT , w stD ITa 

Jeże li O je s t początkiem  spółrzędnych i gdy się założy

»)2 __w st LIT, w st OID
(3)

w stT jlD  w st OIL

spó łrzędne prostej IT, będą  w ed ług  wzorów  (25) nru [122]

m{u -|— mgi0 
wi, -j- m-2 Vl

oznaczając przez v 0 i vg spółrzędne prostej D , a przez (u, v) spółrzędne prostej IL. 

Otóż p rosta  IT, m usi być styczną z k o łe m ; n iech  będzie

f{u, v ) — 0,  a lbo  f(u, v, w) —  0 ,

rów nan iem  tego k o la ; otrzym a się w ięc

/■(wiiM +  wj2w0, m Lv m2va,

Rozw ijając za pom ocą w zoru T a y l o r ’a ,  w ypadnie (pisząc m tw  - ) -  m-2wo zam iast w ,  co m ożna
zaw sze zrobić przypuściw szy w =  1 , w0 =  1  na końcu  rachunku),

m lf{u, v , w) +  «,w i2[w/' +  « /V  +  u-f' } - f  m lf(u0> v0, iv0) =  0 .
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To rów nan ie  wyznaczy dw a stosunki — odpow iedne dw om  stycznym  poprow adzonym  przez

pun k t I ; o trzym a się w ed łu g  tego rów nan ia  i określen ia (3) w artości —  :

wst OID w st L IT t , w st LIT -2

w st OIL L-wst TjtD w st T2ID J
f ( u 0, v 0, w 0)

Jeżeli w tedy m a się wzgląd na związek (2), w ypada ztąd

(3)

ró w n an ie  k tó re  m ożna napisać

(3 b is ) ttof'u  - j -  Vof'v - f -  U>vf w ---- 0.

R ów nanie (3) je s t zw iązkiem  m iędzy spółrzędnem i (w, v ,  w )  prostej ruchom ej IL ; w idzim y że ta 
p ro sta  p rzechodzi przez jakikolw iek pun k t s ta ły ; ró w n an ie  (3) je s t rów nan iem  p u n k tu  b iegunow ego 
p ro ste j D(w0, v 0) .

U w a g a .  K iedy p rosta  (u 0, v 0,  w 0) je s t styczną z ko łem , rów nan ie (3) daje  oczywiście p u n k t zetknię
cia n a  m ocy związku (1 1 ) n ru [281].

286. P u n k t  b ie g u n o w y  j a k i e jk o lw ie k  p r o s t e j  n ie  j e s t  tu  c ze m  i n n e m , j a k  ty lk o \b ie g u n e m  p r o s te j  nru [231].

Niech będzie , na przykład , rów nan ie  styczneczkow e ko ła

O )

jego  rów nan iem  w  spółrzędnych  p u n k t, będzie w edług  n ru [277] a lbo  [282]

m a się m iędzy spółrzędnem i p u n k tu  (x , y )  i spó łrzędnem i prostej (u , v )  związki

( 6) -  =  U- =  R2, u x  - j -  v y  —  1 =  0.
U V 1 J

R ów naniem  p u n k tu  b iegunow ego prostej (u0, v 0) jest w edług  n ru [285]

(7 )

a spó łrzędnem i ( x 0, y 0) tego p u n k tu  będą  w edług  n ru [1 1 1 ]
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Z drugiej strony , b iegunow y lego p u n k tu  w zględem  koła (5) je s t w edług nro [231]

xR 2« 0 4  2/R 2<>o— R2 =  0 , albo x u a Ą - y v t) —  1  =  0 ;

rów nan ie  przedstaw iające jakako lw iek  prosty  k tó re j spó łrzędnem i sy u0 i v0 w ed łu g  n ru [1 1 0 ].

C. B .  D. D.

Zobaczym y poniżej w łasność, k tó ra  nam  pozw oli w ykreślić p u n k t b iegunow y jakiejkolw iek prostej 
w zględem  koła.

287. P unkt biegunowy prostej w nieskończoności je s t środkiem koła.

R ów naniem  styczneczkow em  ko la odniesionego do jego  środka je s t

u- v~ =  ^ 5  a'b o , w spółrzędnych  jed n o ro d n y ch , u- 4  u2 =  — ;

p unk tem  b iegunow ym  prostej (u0, i\„ w0) jest

, w w 0 A uu0 4  vv0 ----- =  o.

S pó łrzędnem i prostej w  nieskończoności sy u0 = 0 , v0 =  0, i rów nan ie poprzedzajyce daje

w  =  0 ;

je s tto  rów nan ie  poczytku albo środek  koła.

Y° R ównanie koła stycznego do trzech prostych; etc.

288. P rzypuśćm y osie p ro stoky tne , rów nan iem  koła będzie w edług  n™ [279]

(1) u2(R2 — a2) +  f 2(R2 —  b2) —  2abuu +  2au 4  2by —  1 =  0 ;

w yraźm y że ono dotyka trzy p roste  ( u l f  t> , ) ,  (m 2,  v.>), ( u3, v 3)  m a się rów nan ia w arunkow e 

(R2 —  a‘2)w’ 4  (R2 —  k2)y! —  2abu 1y1 4  2a« 4 4  2by, —  1 =  0,

(2 ) } (R2 —  a2)w’ -I-  (R2 ~  b2) ^  —  2abM.2y2 4  2aw2 4  2bi’.2 —  1 = 0 ,

|  (R.2 _  a2)u* +  (R2 —  b 2)y, —  2abw3v3 4  2a« 3 4  2bu3 —  1 =  0 ,

te  zwiyzki wyznaczy ilości n ieznane R  (prom ień koła), a , b (spółrzędne środka).

289. W yznaczenie punktów wspólnych dla dwóch kół.

Niech będy  rów nan ia dw óch  kół.

(1 ) f(u , v , w) —  0 , <f[u, v,  iv) —  0 ;
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a («0, v0, w0), («,, vit w i) styczne dla pierw szego i d rugiego z tych  kół a lbo  jednego  z ich  p u n k tó w  
w spólnych , rów naniam i p unk tów  zetknięcia będy

< , 0 - W '„ o + « ' / \ . . 0=  ° ’

# +  łV r # +  *V«># =  °*

Te dw a p u n k ta  muszy przystaw ać do siebie, o trzym a się na wyznaczenie stycznych punk tów  w sp ó l
nych d la dw óch kó ł, rów nan ia

(2 )
f  f  f '1 ”a __'_^o___

<e'vt  V u ; ’

/(v„, vu, iv„) =  0, <p(U|, Vi, w t) =  0 ;

te cztery rów nan ia  dozw oly obliczyć cztery nieznane Hi 3  !fi
w„ ’ IVo ’ Wt ’

Zastosujm y dla dw óch kół n ro [279] (figura powyższa)

(3)

/ wy —- k[u —|— ł>) —|— /'2dos2 - = =  0 , 

) 1  

( uv — g(u -\- v) -(- 0 2dos2^  =  0 .

O trzym a się, w przypadku obecnym

„ 0
r /, /‘("o "4* vn) 2 F d o s- -

— /t ___ Vq ---  ft __ —
«i — S’ “ 1 — <J (j { ui -f- vi) —  2 (/2doss -

uovo —  * K  "4" Ł’o) “4" A2dos2 -  —  0 ,

uivi —  <j( u i "4" ^ i) "4" ^ 2ll ° s '2 y '
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Uważamy za stosow ne pom inąć rozw iązanie tych  rów nań  jak o  nie przedstaw iające trudności ani 
interesu .

V I0 K oło w p is a n e  w  ja k ik o l w ie k  czw o r o bo k .

290. Aby pokazać użytek który m ożna zrobić z rów nań styczneczkow ych dow iedziem y w łasność 
następującą :

K iedy jakiko lw iek czworobok je s t opisanym na kole, gd y  jakakolw iek styczna toczy się po kole, iloczyn 
z j e j  odległości od dwóch wierzchołków przeciw nych jest do iloczynu z j e j  odległości od dwóch innych  
wierzchołków iv stosunku stałym .

(C i ia s l e s , Geometrya W yższa, stronica /168 .)

Niech będą

(1)

I A  =  a «  - j -  a i y  —  1  =  0 ,  

 ̂ B =  bu - { - b,u —  1 =  0 ,

I C =  cu - |-  c,v  —  1 =  0,

' D =  dw - |-  d,y —  1 =  (i;

rów nan ia w ierzchołków  czw orobobu, rów nanie

i2) AC —  >.BD =  0

będzie przedstaw iało jakąkolw iek  koniczną w pisaną w ten czw orobok, i gdy czw orobok zadość uczyni 
w arunkom  w pisalności, ta koniczna będzie ko łem , dla jak iejko lw iek  w artości odpow iedniej na ),

Jeżeli u i v są spółrzędne jakiejkolw iek stycznej, odległościam i punk tów  A, B, C, D, od lej stycznej 
będą na m ocy nru [129]



Z tąd w ypada, m ając wzgląd na związek (2)
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AA'.CC' _  A .C  
B l F . r n F - B -U

C. B . D. I).

291. W idzim y ztąd że w prow adzenie spółrzędnych styczneczkow ych pozw oli analizie przystąpić do 
w łasności odnoszących siędo  stycznych, z rów ną ła tw ością jak  do w łasności odnoszących się  do punktów .

M ożność jednoczesnego  używ ania tych dw óch uk ładów  spółrzędnych : spółrzędnych jakiegokolw iek  
punktu, spółrzędnych jakiejkolw iek prostej daje analitycznej dosta teczne w arunk i do w spółzaw odnictw a 
z G eom etryą czystą.

Nie m ogąc dać  w ięcej rozciągłości badan iu  koła, odeszlem y do Ćwiczeń w ysłow ienia licznych w ła
sności dotyczących koła.

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.

1° R ó w n a n ie  st y c z n e c z k o w e  ja k ie g o k o l w ie k  k o ł a .

292 R ów nanie styczneczkowe jakiegokolw iek ko ła będzie związkiem  między spó łrzędnem i U, V , W
jakiejko lw iek  z jego  stycznych, 

t

l « a M e t o d a .

I
Niech będzie rów nan ie  jakiegokolw iek kola, w  spó łrzędnych  trzy lin ijnych ,

(1) F (X ,Y , Z ) = 0 .

Styczna w jak im kolw iek  punkcie (X0, Y0, Z0) będzie m iała na rów nanie wred ług  n ru [271]

XF' -)- Y F '. +  ZF' =  0,
x0 1 v0 1 o

z w arunk iem  F(Xo, Y0, Z0) =  0 ;

tem  sam em  spółrzędne (U0, V0> W 0) lej stycznej będą  dane na m ocy nru [139] przez ró w n an ia

F' F ' F '
=  F(X 0j Y0, Zo) =  0 .

O trzym a się rów nan ie  styczneczkow e kola , rugu jąc  X0, Y0, Z0, m iędzy tem i trzem a rów nan iam i; 
będzie się m ogło  zastąpić osta tn ie  przez

X0U0 -}- Y0Y0 -f- Z0W 0 =  0,

o trzym ane, dodając wyrazy u łam ków  w zględnie pom nożone przez X0, Y0, Z0.

Tak w ięc, znosząc wskazówki, w nosim y ztąd że rów nan ie  styczneczkow e koła otrzym uje się rugu jąc
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(2) |  U V W  ’

(uX +  VY-ł-WZ =  0.
•

M ożna będzie zastosow ać (ę m etodę do ró w n an ia  ogólnego n ra [269].
2sa Metoda.

Niech będzie p p rom ień  kola a
(3) MU - f  NV +  PW  =  0,

rów nan ie jego środka. Jeżeli U, V, W , są spó łrzędnem i jak ie jko lw iek  stycznej do tego koła, o d 
ległość p u n k tu  (3) od tej stycznej m usi być sta łą  i rów ną prom ieniow i. O trzym a się w ed ług  w zoru  (37) 
n u m eru  [156].

MU 4- NV 4  P W  _

AM 4  p.N -j-  vP P'

To rów nanie nie je s t je d n o ro d n e ; zrobi się je d n o ro d n e m  w ynosząc do kw adra tu , potem  m nożąc 
0 2

przez —  i m ając w zgląd na związek (12 bis) n™ [ 1 4 0 ] ;  ró w n an iem  ko ła  będzie w ięc

X ,  Y ,  Z  m i ę d z y  r ó w n a n i a m i

(M U 4 N V  4  P W )2= ~  p2(xM 4f,N 4vP)-2
o “

'U2w st2A , V2wst2B , W 2w sl2G 2V W  , n—  ------- l .-------—  i --------------------------wstB wstC dos A
A"

W I T  TTvr
— 2 —— w stC w stA dosB  —  2 —  w st A wstB dosC

/V  AfA

R, S, A, B, C ; p rze d s ta w ia ją : p rom ień  koła opisanego na tró jkącie odniesienia, jego  pow ierzchnią 
i jego  k ą ty ; X, lx, v, są param etram i odniesienia w ed ług  nru [139].

Ilości M, N, P , są p ro p o rc jo n a ln e  do spó łrzędnych  śro d k a  koła, w ed ług  nru [146], przedstaw iam y 
je  przez X0, Y„, Z0; m a się nadto  związek znany

(4) S =  2R2w stA w stB  wstC.

Tak w ięc rów nan iem  styczneczkow em  jak iegokolw iek  ko ła , k tórego  środek  je s t

(5) X0u  4  Y0V 4  z „ w  =  o, 

a p rom ień  p, będzie

(6)

/u* 4  v2 4  w2 -  2v w "stB w sl(id 0SAj
\ ^ p2 v'- x.u- ( _  s2 ( u x „ 4 Y Y „ 4 w z 0)2.
I _ 2 W u W s tC w stĄ d o sB _ 2 l]V w stA_wstBdosC \ +  +  W  ’
\ v X

X, p ,  v s$ p a r a m e t r a m i  o dn ie s ie n ia.



1° Koło ivpisane w trójkąt odniesieniu.

Należy w yrazić że prosta AB(U —  0, V =  0) je s t styczną, to je s t zrobić U =  0, V =  0 i obie 
siro n y  rów nania (6) podzielić przez W 2; znajduje się tym sposobem

*

/  A  _  R_y wst2C
(XX0 —(- f<Y0 -( - vZo)2 Ś2

29 2  ROZDZIAŁ I I I .

29 4. Przypadki szczególne równania koła.

\ Otrzym a się podobnież, pisząc że boki BC i CA dotykają się kola

\  x*________ __  u y  wst-A
I (/Xo —f- pY(> -)- vZu)’ S2 A'2

Y0 _  R2p2 w st2B
\(XXu +  ,,Y0 +  vZ0)2 ~~ S2 • r  '

Zauważm y koło  w pisane w  tró jką t, spó łrzędne X0, Y0, Z0 są dodatne, a przeto  się olrzym a

—  H-Yo __ VZ„ — l v  i r/  ^
wstA -  ^  ~  S' (>x° +  ^ 0 + vZu)-

Z astępując, w rów nan iu  (6), X0, Y0, Z0, przez te  w artośc i, w ypadnie

y  w  wstB wstC (1 +  dosA )_J_ u w  w s tA wstC ^  _j_ dosB]_|_ UV w glA w stB  (< +  dosC) =  0 .
P'J Va ).U

ró w n an ie  m ogące się napisać ostatecznie

(8) Ą - Y W  -j— ^  U W - f - — UV =  0,
st 2" s t ^ s i 

takiem je s t równanie styczneczlcowe kola wpisanego w trójkąt odniesienia.

Jeżeli się zauw aży że dla koła op isanego  i stycznego z bokiem  BC, Y0) Z0, są dodatne a X0 o d -  
je m n e , związki (7) dadzą

__ VZ(, __ Rp v  , v \ .
~  w s Ta  ~  ^ i t B  -  ^ i t c  “  T (X X ° +  • 0 +  v / u ) ’

i podstaw iając w ró w n an iu  (C), znajdzie się na rów nan ie  slyczneczkow e kola opisanego i stycznego 

z bokiem  BC

(8 bit) Y W  — jiSt £  UW —  v st £  UV =  0;

s t 2

p a r a m e t r a m i  o d n ie s ie n ia  są z a w s z e  X, p v.



2° Równemie jakiegokolw iek koła stycznego do dwóch 'prostych.

W eźm y za tró jk ą t odniesienia tró jk ą t utw orzony przez dw ie styczne i cięciw ę zetknięcia, rów nan iem  
ko la będzie

(9) V W = p- w st- ~  U 

Znajdzie się dow odzenie w  n rze [296].

11° PUNKT ZETKNIĘCIA JAKIEJKOLWIEK. STYCZNEJ.

295. Zobaczym y poniżej, w  nauce stycznych, sposób dow odzenia prędszy i prostszy dla tego 
rodzaju  kw estyi.

Na chw ilę poprzestan iem y na m etodzie rozw iniętej w  n rze [282]. R ozum ow anie w ykona się zupełnie 
tym że sam ym  sposobem ; uw ażając jedynie na to , że w  przypadku  obecnym , spó łrzędne U, V, W , 
jak ie jko lw iek  stycznej sg połączone ze spółrzędnem i X, Y, Z, p u n k tu  zetknięcia, przez związki nru [292]

F ' F ' F '
l f = i r = W ’ U X -f-  VY +  W Z = 0 .

Ztyd w ypada , że dla jakiejkolw iek stycznej U0, Y0, W 0, z kołem

(10) /(U , V, W ) =  0, 

ró w n an iem  p u n k tu  zetknięcia będzie

(H) UA o + V fVo+ W /'Wo= : 0,

z w arunk iem

( l i t e )  /(U 0, Yo, W 0) = 0 .

U w a g a .  Aby w yrazić że jak ikolw iek  pun k t

(12) MU Ą -  NV -j- P \V  =  0

je s t na kole, trzeba będzie w yrugow ać U0, Y0, W 0 (zob. ncr [283]) m iędzy rów nan iam i

(13) t g  = - £ = - £ ,  /(U D, V ., W .) =  0.

296. Równanie koła stycznego do dwóch prostych.

W eźm y za tró jk ą t odniesienia tró jkąt u tw orzony przez dw ie styczne i cięciw ę zetkn ięcia ; napiszm y 
że p roste  AB i AC dotykają się ko ła  w B i C w zględnie.
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P ro sta  AB(V =  0, V =  0) m usi być styczną i m ieć pun k t B(V =  0) za p u n k t ze tkn ięcia ; otrzym a 
się w ięc w edług  n ru [295]

=  ^  =  2/"(U„, Vo, w o) = u o/-'Uo +  v„/-'VoH -w or w#= 0 i

albo

(1«) f \ =  0, Avo= 0 ,  f v#> 0 ;  Uo =  0, Vo= 0 .

W yrażając że p rosta  AC je s t styczną w  C, o trzym a się

(2°) / \ = #, /\=o, ut== o, w,—o.

Jeśli zastosujem y te związki do rów nan ia  ogó lnego  (6), i jeśli się zauw aży że spó łrzędne Y0, Z03 są 
dodatne a że X0 je s t od jem nem , znajdu je się

Y — Z —
0 Bp __w stB  J° l \p __AystC.

I —|— o —j— vZq fi XX0 -j-  u-Yq -]- vZ0 v
(3°)

S ‘2  ̂ g2

X°Y°-R V _______  w stA w stB  . X(,Z° 'R y  _  w stA w stC
k().X0 -j- f«.Y0 -j-  vZ0)2 Ip  (XXo-j-fiYo-^vZo)2 Xv

Dzieląc s tronam i dw ie p ie rw sze, po tem  dw ie osta tn ie  rów ności (3°), i rów nając w artości s to -
Y

sunku -2  , m a się naprzód 
Zo

B =  C,

w arunek  oczywisty a priori. Związki (3) dają  w tedy

>X„ __ fJYo __ vZ0 __Bp /•, V i v  i -/ \
— (XA0 —H f̂ Yo — VZ0).wstA dosB wstB w stB  S 

P odstaw ien ie tych w artości w  ró w n an iu  (6), daje

wst-A  j .y2w st2B | w st2C__2 V W w s^ .dosA
T w stA dosB  . y w stB  | wstB 
L X (j. *

U2_ _ _ l - t - V 2———  - 1 - W - - ______  ___ i. Y YY _________ , u u a / x
X2 p 2 V2 fiV j

« « iit wstA  wstB , „  orT, r wstA  wstB , „—  2 W U ---------------- dosB  —  2U V -------- -------.d o sB
Xv JJ.X

albo rozw ijając i upraszczając,

(14) VW =  ^ w s l 2^ U 2;

X,  fi,  v są p a r a m e t r a m i  o d n ie s ie n i a .



Z tego rów nan ia  w ypada w prost tw ierdzenie następu jące :

Uważmy dwie styczne stałe i  jakąkolw iek styczną zm ienną; iloraz iloczynu odległości punktów zetknięcia 
dwóch stycznych stałych od stycznej ruchomej przez kw adrat odległości od tejże samej stycznej ich 
punkta zbiegania się, je s t  rów ny kwadratowi wstawy pół kąta dwóch stycznych stałych.

IIP  P unkta kołowe w  nieskończoności.

297. R ów nanie (6) n™ [293] prow adzi nas bezpośrednio  do rów nan ia  punktów  kołow ych w  n ieskoń
czoności; dosyć w  rzeczy sam ej w edług  uw agi (1) n™ [284] w n iem  przypuścić p rom ień  p n ieskoń
czonym ; znajdu je się tym  sposobem

(15)U; -VSl; A+ V 2' ^ + W - i— ^ - 2 V W wstBwstGd o sA -2 W U WStf WstCd o sB -2 U Y w stA w stB dosG = 0 ; 
X \t. V fAV Av Au.

a lbo , przypuściw szy p aram etry  odniesienia rów ne je d n o ś c i :

(15Ws)U2w st2A-)-Vwst2B + W 2wst2C—2VW wstBwstCdosA —2W U w stA w stC dosB—2U VwstAwstBdosC=0.

Można jeszcze zauważyć że p roste  przechodzące przez punk ta  (15), dotykają się koła (6), m uszą 
zarów no przechodzić przez środek koła, to je s t

UXo +  \ ’Y0 +  WZo =  0 ;

w ięc p u n k ta  (15) są punk tam i kołow ym i w  nieskończoności.

M ożna w reszcie spraw dzić łatw o że pierw sza strona ró w n an ia  (15) je s t rozk ładalną n a  dw a czynniki 
ls° stopnia.

IV0 P unkt biegunowy ja k iejk o lw iek  prostej.

298. P u n k t biegunow y jakiejkolw iek prostej (zob. ncr [285]) je s t  określony przez związek
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(1°) w sl L1T‘ _|_ ^  st L1T.,_  0

w st D1T, w st DIT.j
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Oznaczywszy przez U0, V0, W 0, spółrzędne prostej D ; przez U, V, W , spółrzędne prostej IL , 
i założywszy

m .,__w st

1r>l w stT jID

spółrzędne U ,, Vu  W „  prostej albo stycznej IT j, będą dane  przez związki n™ [142]

U, _  V, _  W .
w,U w?2V 0 m iY  -I-  ">iV0 )»,W łH*Wo

Otóż spółrzędne U(, V ,, W j, m uszą-spraw dzać rów nan ie  styczneczkow e

/•(U, V, W ) =  0,

ko ła ; otrzym a się w ięc

/'(m,U -f- »(oU0, m ,V -f- w ,W  4~ >w.AV0) =  0 ;

albo rozw inąw szy za pom ocą w zoru T a y l o r a  :

V, W) +  m1».2[u/,'l,o 4 - v / 'Vo 4 - W/*'w#] 4 - i” IAU0l v 0, w0) =  o.

To rów nan ie  wyznaczy dw a stosunki — odpow iednie dw óm  stycznym  poprow adzonym  przez
Wij

punk t I ;  otóż w edług  związku (1°), sum m a tych w artości je s t zerem, m a się w ięc 

(16) W 'L. + V / 'v o+ W / ' Wo =  0.

R ów nanie (16) je s t zw iązkiem  m iędzy spółrzędnem i U, V, W , prostej ruchom ej 1L; w idzim y że 
ona przechodzi przez jakikolw iek p u n k t sta ły ; rów nan ie  (16) je s t  rów nan iem  punktu  biegunowego 
prostej (U0, V0, W„).

299. Własność punktu  biegunowego jakiejkolw iek prostej.
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«Przez dw a punk ta  jakiekolw iek I i 1' wzięte na prostej stałej D, poprow adzi się styczne do k o la ; 
n weźm ie się przecięcia M i M', N i N ', tych dw óch p ar stycznych; p roste  MM' i NN' przejdy, 
» jakiem ikolw iekbydź byłyby p u n k ta  I i 1' przez pun k t biegunow y A prostej D. »

W eźmy za tró jky t odniesienia tró jkę! utw orzony przez prosty  D i przez styczne punk tów  B i G 
w  k tó rych  ona spotyka koło ; rów nan iem  koła będzie w tedy  w edług n ru [294] (rów nania (9))

(1 ) V W  =  H J 2.

R ów nania dw óch punk tów  jak ichko lw iek  I i I' leżycych na prostej U będy kszlału

(I) W  =  p \ ,  (1') W  =  f '.V

p i p' sy slałem i dow olnem i.

O trzym am y w tedy  dla spó łrzędnych  stycznych poprow adzonych  do koła (1)

\ V r =  r u >IM V.°

( w  = \ j p  \fk  {],

[ V =  - N4 u, 
im ' \p

\W  =  —  yfk yjp U, 

W edług tego, rów nan ia  punk tów  M i M' będy

\ V =  ^ U>I'M \P '

\ W  =  v 7  \jk U ,

l v  =  - 7 ? u ,
i'M ' y/p

I w  =  - \ iy  \Jk  U .

U V w U V W

(M)

\Jk

V?
\Jk \Jp

=  0 (M'J
. - j

\ p
—  yjk \J~p

1
\IF

\7c \Jp
—  \lk 

1 — ±=
\/p'

- v / S  \/p'

=  0 ;

albo rozwijajyc

(M) -  V ? . V - f W = = 0 ,

(\i') -(- -j-V ?) u-f~ \Jp \fy .V -j- W = 0 .

Jeżeli się odejm ie te dw a rów nania , o trzym a się rów nan ie jak iegokolw iek  p u n k tu  leżycego na 
p rostej M N'; otóż, znajduje się tym  sposobem

V  =  0 ;

w ięc p rosta  MM przechodzi przez p u n k t A , który jest punktem  biegunowym  prostej BG. Spraw dzi 
się podobnież że p rosta  NN' przechodzi także przez p u n k t A.

W ięc .........

38
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Ć W I C Z E N I A .

300. 1° M iejsce jakiegokolw iek p u n k tu  takiego, że sum m a kw adratów  odległości od n  p u n k tó w  
danych , w zględnie pom nożonych przez stałe dane m t , m 2, m n ,  będzie stałą, je s t jak iem kolw iek  
ko łem .

2° Mając dane n punk tów  stałych, jeśli jakakolw iek  p rosta  je s t taką, że sum m a iloczynów , przez 
liczby sta łe m t , m.h  m n, p rostopad łych  spuszczonych z p unk tów  danych na tej p ro ste j, je s t  s ta łą ; 
ta p ro sta  obw ija jak iekolw iek  koło.

Ś rodek  jest środk iem  odległości p ropo rcyonalnych  od n  p unk tów  danych.

3° Daje się dw a p u n k ta  A i B, i ich b iegunow e w zględem  jakiegokolw iek koła środka O ; A P 
i BQ będąc p rostopad łem i spuszczonem i w zględnie z p u n k tu  A na b iegunow ą B, i z p u n k tu  B na 
b iegunow ą A ; m a się

OA _  OB 
AP —  B Q '

4° Jeśli w  jak iem kolw iek  kole, poprow adzi się dw ie jak ieko lw iek  cięciw y p ro sto k ątn e  przez 
jakikolw iek p u n k t stały , styczne z końców  tych cięciw  tw orzą jakikolw iek czw orobok k tóry  je s t 
zawsze w pisanym  w  inne jak iekolw iek  koło  stałe .

5° P odstaw y wszystkich tró jką tów  rów no-obw odow ych , m ających tenże sam k ą t w ierzchołkiem  
przeciw legły i stały, podpasu ją  toż sam o koło.

6° Jeśli przez p u n k t jak iegokolw iek  okręgu  poprow adzi się trzy  cięciw y i gdy na każdej z n ich  jako 
średnicy  nakreśli się jak ieko lw iek  koło , p rzecięcia po dw a tych  trzech kół, różne od p u n k tu  w spól
nego , są w  lin ii p ro ste j.

7° Mając dane jak iekolw iek  koło  i jakikolw iek p u n k t stały P ;  około p u n k tu  P obraca się jak iko l
w iek ką t p ro s ty ;  łączy się p u n k ta  A i B gdzie boki tego kąta spotykają k o ło ; m iejscem  rzutów  
p u n k tu  P  na prostej AB je s t jak ieko lw iek  koło.

8° Trzy koła, opisane na trzech  przekątnych  czw oroboku zupełnego jako średn icach , m ają tęż 
sam ą oś p ierw iastną .

9° Mając dane  dw a koła stałe, w yobraźm y sobie dw a koła zm ienne styczne m iędzy sobą i z po- 
p rzedn iem i; m iejscem  p u nk tu  zetknięcia kół zm iennnych  je s t jak ieko lw iek  koło.

10° Mając dane różne koła k tó re  m ają tęż sam ą oś p ie rw iastną ; jeśli jakiekolw iek koło zm ienne 
p rzecina dw a z tych kół pod kątem  sta łym , ono będzie przecinać każde z innych  kół pod  k ą tem  także 

stałym .

11° W zięto na pierw szej p roste j dw a punk ta  A i B i na d rug ie j p rostej dw a p u n k ta  a i b , i 
poprow adzono p roste  A a, B b  spotykające się w  punkcie  S ;  je ś li się obraca d rugą p rostą  
a b  około je j p u n k tu  spo tkania y z p ierw szą, p u n k t S zm ienia po łożen ie ; a w tedy  w ypadnie :



i°  że p rosta  poprow adzona przez p u n k t S rów nolegle do prostej a b ,  w  każdem  z jej położeń spo
tyka p rostą  AB zawsze w jednym  punkcie I ; 2° że p u n k t S zakreśli kolo m ające za środek  ten 
p u n k t I.

12° Jeśli po wzięciu czterech punktów  sta łych  a, b , c , d , na kole, łączy się jakikolw iek p u n k t 
M koła z tym i czterem a punk tam i, stosunek n ieharm oniczny  pęku  (M, abcd) je s t stałym .

13° Cztery styczne sta łe na kole są spotkane przez jakąkolw iek styczną ru ch o m ą w  czterech punktach  
k tórych  stosunek  n ieharm oniczny  je s t stałym .

14° Kiedy czw orobok je s t w pisanym  w koło, jakakolw iek  poprzeczna spotyka jego dw ie pary 
boków  przeciw nych i okręg koła, w  trzech parach  punktów  będących w  inw olucyi.

15° Stosunek nieharm oniczny czterech stycznych na kole je s t rów ny stosunkow i czterech punktów  
zetknięcia.

16° Dwie styczne na kole będąc stałe , jeśli się poprow adzi w iele innych stycznych, ich części 
zaw arte m iędzy dw iem a pierw szem i b ęd ą  w idziane ze środka koła pod  kątam i rów nym i albo wza
je m n ie  się  spełniającym i.

17" Kiedy czw orobok je st op isanym  na ko le , dw ie pary  prostych  poprow adzonych z tego sam ego 
p u n k tu  do jego w ierzchołków  przeciw nych, i styczne poprow adzone z jednego  p u n k tu  do okręgu 
ko ła , tw orzą pęk w  inw olucyi.

18° Jeśli na średnicy  koła w eźm ie się dw a p u n k ta  dzielące harm onicznie tę średn icę , odległości 
każdego p u n k tu  okręgu  koła od tych  dw óch punk tów  sta łych  m ają ich  stosunek stały.

19° B iegunow e różnych punk tów  jakiejko lw iek  prostej p rzechodzą wszystkie przez biegun 
p rostej.

20° Bieguny prostych przechodzących  przez pun k t stały zakreślają b iegunow ą tego punktu .

21° Jeśli około jakiegokolw iek p u n k tu  stałego, daje się obracać cięciw a jak iegokolw iek koła, 
odległości końców  tej cięciw y od jek ie jko lw iek  osi stałej, podzielone w zględnie przez odległości 
dw óch  tychże sam ych punk tów  od b iegunow ej p u n k tu  stałego, m ają  sum m ę stałą.

22" Jeśli z każdego p u n k tu  jak iejkolw iek prostej poprow adzi się dw ie styczne do jakiegokolw iek 
koła, sum m a odległości dw óch stycznych od jakiegokolw iek p unk tu  stałego podzielona przez ich od
ległości od bieguna p rostej, je s t stałą .

23° Jeśli z każdego p u n k tu  prostej stałej poprow adzi się dw ie styczne do jak iegokolw iek  kola, 
iloczyn w staw  kątów , jakie one czynią z tą p ro stą , je s t do kw adratu  w staw y kąta , jak i p rom ień  
poprow adzony z tegoż sam ego p u n k tu  do środka koła czyni z tąż sam ą p ro stą , w  stosunku  
danym .

24° Cztery p u n k ta  w  linii prostej m ają ich  sto sunek  nieharm oniczny rów ny stosunkow i ich b iegu
now ych, w ziętych w zględem  jak iegoko lw iek  koła.

I
25° Gdy czw orobok je st op isanym  na ko le , jego  dw ie p rzekątne  i p roste łączące p u n k ta  zetknięcia 

boków  przeciw nych przechodzą wszystkie cztery przez jed en  punk t.
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26° W  czw oroboku opisanym  na kole, p u n k t spo tkania dw óch przekątnych  je st b iegunem  p roste j, 
łyczycej punk ta  zbiegania się boków  przeciw nych . — Dwie p rzekątne i p rosta  łyczyca p u n k ta  zbie
gania się boków  przeciw nych tw orzy tró jk y t, k tó rego  każdy w ierzcho łek  m a za biegunow y bok  
przeciw ny.

27° K iedy czw orobok  jest op isanym  na kole, środk i jego  dw óch  przekytnycli i środek  kola sy na 
je d n e j p rostej.

28° Jeśli przez w ierzchołki czw oroboku w pisanego ABCD, poprow adzi się styczne E F, FG, GH, 
H E; cztery  przekytne dw óch czw oroboków  przecinajy  się w  jednym  punkcie . —  P u n k ta  zbiegania się 
L, M, N, P , boków  przeciw nych każdego czw oroboku sy w  linii prostej. —  Przekytne FH , EG czwo
roboku  opisanego przechodzy przez p u n k ta  L i N, w  k tórych  się przecinajy boki przeciw ne czwo
roboku  w pisanego.

29° K iedy czw orobok opisany na kole jest jednocześnie w pisalnym , cięciwy łyczyce p u n k ta  zetknię
cia boków  przeciw nych sy dw ójsiecznem i kytów  utw orzonych przez przekytne. —  Iloczyn dw óch 
stycznych poprow adzonych przez końce tejże samej przekylnej jest rów ny kw adratow i prom ienia koła 
w pisanego. —  Ś rodek ko ła op isanego , środek  koła w pisanego  i p unk t zbiegania się przekytnycli sy 
w  lin ii p rostej.

30° W  czw oroboku w pisanym  w  koło , p u n k t zbiegania się dw óch przekytnycli je s t b iegunem  
p rostej, łyczycej punk ta  zbiegania się boków  przeciw nych. Te trzy proste  sy takie, że każda z nich 
m a za biegunow y prosty  łyczycy dw a inne p u n k ta  zbiegania się.

31" Gdy czw orobok je st w pisanym  w koło , b iegunow e jak iegokolw iek  punk tu , w zględne do koła i 
do kytów  u tw orzonych przez dw ie pary boków  przeciw nych przechodzy przez jeden  punk t.

32” Gdy cięciw a koła obraca się około p u n k tu  sta łego , p rom ien ie  poprow adzone ze środka koła 
do je j końców  czyniy z p rom ien iem  przechodzycym  przez ten  p u n k t, dw a kyty takie, że iloczyn 
stycznych pół kytów  pozostaje stałym .

33° Jeśli z każdego p unk tu  jak ie jko lw iek  prostej poprow adzi się dw ie styczne do jakiegokolw iek 
koła , iloczyn stycznych trygonom etrycznych  pół kytów , jak ie  one czyniy z prosty jest stałym .

2U0 Ś rodki podob ieństw a dw óch kół sy dw om a punk tam i sprzężonym i harm onicznym i w zględem  
dw óch środków  figury. —  Dwa środk i podobieństw a dw óch kół tworzy inw olueyę z dw iem a param i 
p unk tów  dw óch okręgów  kół leżycych n a  linii środków .

35“ Oś p ie rw iastna  dw óch kół je s t  w  rów nej odległości od dw óch biegunow ych każdego środka 
podobieństw a.

36° B iegunow e, względem  dw óch kół, jak iegokolw iek  p u n k tu  osi p ie rw iastne j, przecinajy się na 

osi p ie rw iastne j.

37° Bieguny osi p ie rw iastne j dw óch  kół sy sprzężonem i lia rm on icznem i w zględem  dw óch środków  
podob ieństw a.

38° Jeśli z każdego p u n k tu  osi p ierw iastnej dw óch kół, poprow adzi się do n ich  dw ie styczne, sto
sunek  stycznych trygonom etrycznych kytów  jak ie  te dw ie proste  czyniy z osiy p ierw iastny je s t 
s ta łym .
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39° P rzekątne czw oroboku opisanego n a  dw óch kołach  spotykają linię środków  w  dw óch  punk tach  
z k tórych  każdy m a jedną b iegunow ą w  dw óch kołach. —  Okręg koła, zakreślony na prostej łączą
cej środk i dw óch  k ó ł, przechodzi przez cztery w ierzchołki tego czw oroboku.

40° W ziąwszy p u n k t stały na płaszczyznie ko ła , istn ieje zawsze pew na prosta  laka, że kw adrat 
od leg łośc i jak iegoko lw iek  punk tu  koła od tego p u n k tu  sta łego, je s t do odległości tegoż samego 
p u n k tu  od prostej stałej, w  stosunku stałym .

41° Gdy trzy ko ła m ają  tę sam ą oś p ierw iastną , w szelka poprzeczna spotyka je  w  sześciu punk tach  
tw orzących  inw olucyę.

42° Gdy trzy koła m ają  jednę  oś p ierw iastną , jeśli przez jak iko lw iek  p u n k t m jednego  koła po
p row adzi się, w  jak im kolw iek  k ie ru n k u , poprzeczną spotykającą dw a inne  w  dw óch  parach  p u n k tó w

ma. m a' , ,
a , a ' i b , b , s tosunek  —j - ^  m a w artość stałą.

43“ Gdy trzy ko ła m ają tęż sam ą oś p ierw iastną , styczne poprow adzone z każdego p u n k tu  jednego 
do dw óch  innych  m ają  ich długości w  stosunku  sta łym .

44° Gdy trzy koła m ają tę  sam ą oś p ierw iastną , z każdego p u n k tu  jednego  w idzim y dw a inne 
pod  k ą ta m i, k tó rych  połow y m ają  ich styczne trygonom etryczne w  stosunku  stałym .

45° Jeśli na prostej łączącej środki podobieństw a dw óch kół jako  średnicy , zakreśli się trzecie ; 
z każdego z punk tów  tego trzeciego zobaczy się dw a pierw sze pod kątam i rów nym i.

46° Gdy trzy koła m ają jed n ę  oś p ierw iastną, jeśli z jakiegokolw iek p unk tu  do n ich  się poprow a

dzi s tyczne , trzy cięciw y zetknięcia p rze jdą  przez tenże sam p u n k t.

47° Gdy bo k i jakiegokolw iek kąta  spotykają dw a koła G i C', każde w czterech  p u n k tach , to  je s t 
a , b , c, d na jed n em  kole, i a ', b ', c ', d ', na d rug iem , dwie cięciw y ad i bc , przypuszczone dla 
tego kąta  w  pierw szem  kole, spotykają dw ie cięciw y a 'd ', b 'c ', przypuszczone w  d ru g iem  kole, 
w  czterech pu n k tach  m , n, p , q, k tó re  leżą na jednem  k o le ; to  koło ma tęż sam ą oś p ierw iastną  jak  
dw a G i C'.

48° Gdy trzy koła m ają tęż sam ą oś p ierw iastną , jeśli z jak iegokolw iek  p u n k tu  jednego  z nich 
poprow adzi się jakąkolw iek  styczną do każdego z dw óch inn y ch , i gdy się złączy p u n k ta  zetknięcia 
za pom ocą jak iejko lw iek  p ro ste j, cięciwy przejęte przez dw a koła na tej prostej są m iędzy sobą 
w  sto su n k u  sta łym .

49° Wziąwszy trzy koła m ające tęż sam ą oś pierw iastną, jeśli k ą t w ielkości zm iennej w pisany 
w  je d n o  koło i którego boki są styczne do dw óch innych , w zględnie się porusza , tak  że jego w ierz
c h o łe k  i jeg o  dw a boki ślizgają się po trzech okręgach  kół, cięciw a ja k ą  ten  kąt p rzejm uje w  p ie rw 
szem  kole toczy się po czw artem  m ającem  tę  sam ą oś p ie rw iastną  jak  trzy p ierw sze.

50" M ając dane  trzy koła, jeśli przez jak ikolw iek  p u n k t poprow adzi się trzy inne przechodzące 
w zględnie, przez p u n k ta  przecięcia trzech  p ierw szych, b ran y ch  po dw a, te  trzy koła p rze tną  się 
w tym że sam ym  punkcie.

51° Mając dane dw a koła O i O' do k tórych  prow adzi się dw a kola styczne G i C', l sze w M i m u  
a  d rug ie w N i nK, tak  że dw ie p roste  Mm,, przechodzą przez tenże sam środek podob ieństw a
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dw óch kół O i O' : 1° oś p ie rw iastna  dw óch  kół C i C' przejdzie przez tenże sam  p u n k t;  2° środek 
podobieństw a tych dw óch kół o trzym a się  na osi p ierw iastnej dw óch O i O ', na przecięciu  dw óch 
cięciw  MN,

52° Jakakolw iek  prosta L poprow adzona przez ś rodek  podobieństw a dw óch  kół O i O' jest 
osią p ierw iastną  nieskończonej liczby uk ładów  dw óch kół G i C ' stycznych z dw om a O i O'.

S p o st r z e ż e n ie . Począwszy od n™ [1 3 ] ,  w ysłow ienia tych podań  były w yjęte dosłow nie z Geometryi 
ivyiszej p . Ch a sl e s’a . Dowodzenie analityczne  tych  tw ierdzeń będzie w ybornem  ćw iczeniem  i d o s ta r .  
czy jednocześnie elementów do w ażnej te o ry i ko ła . O lbrzym ie postępy uczynione od pół w ieku w  Geo
m etryi czystej w zbogaciły tę  teoryą do tyła, że analityczne je j rozw inięcie zm usiłoby przejść zakres 
zam ierzonego przez nas w yk ładu .

53. Je śli z jak iegokolw iek  p u n k tu  A , w ziętego na płasczyznie szeregu kół m ających tę sam ą oś 
p ie rw iastną , prowadzi się dw ie styczne do każdego koła tego szeregu, wszystkie p u n k ta  środkow e 
cięciw  zetknięcia odpow iedn ich  będą  na now ym  okręgu  k o ła  przecinającym  prostokątn ie pierw sze.

54° Niech będzie jakikolw iek szereg kół m ających tęż sam ą oś p ie rw ia s tn ą ; dow iedziono że biegu
now e p u n k tu  stałego A, w zględem  kó ł szeregu, zbiegają się w punkcie  stałym  A '. Jeśli p u n k t A 
porusza się na jakiejkolw iek prostej danej, p u n k t A' zakreśla  jakąkolw iek koniczną przechodzącą 
przez punkta granice. Ta koniczna je s t także m iejscem  biegunów  prostej danej w zględem  kól szeregu.

55° W szystkie ko ła m ające ich  środki na jak iejko lw iek  prostej i przecinające p rostokątn ie  jak iekol
w iek koło dane m ają tęż sam ą oś p ierw iastną.

56° Jeśli tró jk ą t T je st jednok ładnym  do trzech tró jką tów  T ,, T2, T3, m ających z T jak iko lw iek  
w ierzchołek w spólny , 1“ Okręg koła O, op isany n a  trókącie T , do tyka okręgów  kół O,, 0.2, 0 3, opi
sanych na trzech innych  tró k ą ta c li; 2° p u n k ta  zetknięcia są w ierzchołkam i tró jkątów  T ,. T>, T3, na
leżącym i do tró jką ta T. 3° Boki tró jk ą ta  T przechodzą przez środki podobieństw a w linii prostej, 
bądź to tró jkątów  T i, T>, T3, bądź to  kół O,, 0 2, 0 3.

57° Daje się dw ie p roste  AB i A B ': z jak iegokolw iek  p u n k tu  P p row adzi się trzy sieczne stałe

r '

P a, P b , P c, spo tykające A B '  w  m, n, p ;  po tem  daje  się prostej A B ' jak ieko lw iek  inne położenie 
A B " ,  i odcina się na tej lin ii d ługości A m ,  A m , Ap, w  A ? w ,,  A n u A p x ; łączy się a/w, bn ,, c /) , ; do
w ieść że te  trzy linie am u  b n i; c.p u przecinają się w  jed n y m  punkcie  P ' ; dow ieść że p u n k t P ' zakreśli 
jak ieko lw iek  ko ło , kiedy p rosta  A B "  bierze w szystkie położenia m ożebne około p u n k tu  A  ; środek  
tego kola jest n a  p rostej A B ,  na przecięciu te j p rostej z rów noleg łą  do A B '  poprow adzoną przez p u n k t P .
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ROZTRZĄSANIE I UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO DRUGIEGO STOPNIA.

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU.

§ I. _  W YKREŚLENIE I KLASSYFIKACYA KRZYWYCH 2 ^8° RZĘDU.

301. R ów nanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu  je s t

(1 ) Ax2 -\-  2Bx y  +  C f  - f  2Da; - f  2Ey - f  F  =  0.

Aby w ykreślić i uporządkow ać krzyw e k tó re  ono przedstaw ia , będziem y m ieli do rozebran ia dw a 

za ło żen ia :

302. Rozwiążemy rów nan ie  (1) w zględem  jednej ze zm iennych , y  na przykład, i przypuścim y że to 
na  w stępie nam  dane do rozw iązania rów nan ie  do takiego się ksz ta łtu  sprow adziło , aby był isto tn ie 
dodatnym  spółezynnik C na y 2. Ma się tym  sposobem

1° l « e Z a ł o ż e n ie  : S pó ł c z y n n ik i k w a d r a t ó w  n ie  s ą  z er a m i r a zem .

(2) =  _  R r  ±  i  —  A G )^  +  2(liE  —  C D ) * +  (E-2— GF); 
G

założywszy

(2 bis) 

w ypadnie

(3)

Y =  - f i  V(Ua —  XG)x- - f  2(BE — CD)a- +  (E2 —  G F );



W ykreśli się naprzód prostą

(4)

w idzim y w tedy , przez rów nan ie (3), że się otrzym a różne p u n k ta  krzyw ej, przenosząc począwszy od 
p u n k tu  odpow iedniego prostej (U), na w ierzchu  i pod spodem , rów nolegle do osi rzędnych , długość 
rów ną d la Y.

P rosta  (li) dzieli w ięc na dw ie części ró w n e cięciw y rów noleg łe  do osi Oy ; ta p ro sta  nazywa, się 
średnicą sprzężoną cięciw  rów noleg łych  do Oj .

Potrzeba teraz badać  zm iany ilości Y , zależące od znaku w yrażenia (B2 —  AG); m a się. w ięc do 
rozebrania trzy przypadki g łów ne :

B2 —  AC >  0, B'2 —  AC <  0 ; B2 —  AC =  0.

R ozbiór każdego z tych przypadków  zależy nad to  od k sz ta łtu  jaki b ierze trzy  w yraz drugiego s to 
p n ia  położony pod  znakiem  pierw iastkow ym  Y, to  je s t  na m ocy znanej nam  zasady algebry elemen
tarnej, od znaku  w yrażenia

(BE —  CD)2 —  (B2 — A C )(E J —  CF).

Otóż jeśli założym y

3 0 4

A B D

(5) A = B C E

D E F

m a się

(5 bis) A =  —  AE-2 —  CD2 — FB2 ACF - f  2BD E;

a tem  sam em  :

(6) (BE — CD)* —  (B2 —  AC) (E2 —  CF) =  —  CA.

Uważmy że w iersze w yznacznika A są to spółczynniki pół pochodnych  w zględem  trzech zm ien
nych x ,  y ,  z , rów nan ia (1) zrobionego je d n o ro d n e m .

3 0 3 . 1SZJ P r z y pa d ek  : B2 —  AC <  0 .

R ozbiór tego przypadku  zam yka trzy założenia następu jące :

1° Ilość położona pod znakiem  p ierw iastkow ym  Y rozkłada się n a  dw a czynniki rzeczyw iste, to 
je s t —  CA >  0 ;

2° Ilość położona pod  znakiem  p ierw iastkow ym  Y sprow adza się do kw adratu  zupełnego , to 

je s t —  CA =  0 ;

3" Ilość położona pod  znakiem  p ierw iastkow ym  Y je s t sum m ą dw óch kw adratów , t. j .  —  CA <  0 .

Ilość (B2 _  AC) będąc od jem ną, spółczynniki A i C n ie m ogą być zeram i, i pow inny być 
nad to  tegoż sam ego znaku ; przypuścim y że rów nan ie  (1) było  w  te n  sposób sprow adzonem  aby

r o z d z i a ł  i .

B a : 4 -  E



m iato spółczynniki kw adratów  ze zm iennych dodatne; znak na (— CA) będzie w ięc tenże sam  jak 
znak na (—  A).

1° Ilość położona pod znakiem  pierw iastkow ym  Y je s t rozk ładalny  na czynniki rzeczyw iste, to  
jest A <  0.

W ortość (2 bis) na Y będzie w tedy

(7) Y =  +  i  V(»a '“  AC)(x -  «) (*• -  Sj;

przypuśćm y « <  6.

N iech będzie DD, prosta  p rzedstaw iona przez rów nan ie (U); O A = a ,  OB =  6, A' i B' punk ta  
odpow iednie na prostej Dj.
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Kiedy x  zm ienia się od — w  aż do «, Y je s t u ro jonem , gdyż trzy czynniki pod  znakiem  p ie r
w iastkow ym  sy o d jem n e; dla x  =  a =  OA, m a się Y =  0 ; to je s t że p u n k t A' je s t punk tem  dla 
krzywej.

Dla wszelkiej w artości na x , takiej jak  OP, zawartej m iędzy « i 6, o trzym a się d la  Y (7) w artości 
rzeczyw iste, k tó re  dadzy p u n k ta  N i N4, na p rzyk ład ; d la  x  =  6 =  OB, w artość na Y m usi być 
zerem , p u n k t B' będzie p u n k tem  krzyw ej.

N akoniec, kiedy x  zm ienia się od S a ż d o - ) - o o ,  w artość (7) na Y je st urojony.

Krzywa tym  sposobem  otrzym ana je s t jakykolw iek  krzywy zam knięty, poniew aż d la jakiejkolw iek 
w artości skończonej na x  odpow iada zawsze jakakolw iek  w artość skończona n a .Y ;  daje się tej 
krzywej nazw isko E lip sy .

U w a g i. Dwie p roste  AA' 11B', są styczne do krzywej. Dajmy na przykład, d la  x  w artość cokolw iek 
wyższy od «, (a -f- /;), o trzym am y dw a punk ta  takie jak  N i Nt na rów noległej do O y; te dwa 
punk ta  zejdy się w  A', kiedy k  dyży do zera, i rów noleg ła P.NN, zejdzie się z AA1. Będziemy ro zu 
m ow ali podobnież dla BB'. W ypada ztyd że ilość, położona pod znakiem  pierw iastkow ym  wyraże
nia (2), p rzedstaw ia , kiedy się jy  porów nyw a z zerem , styczne w punk tach  w k tórych  krzyw a je s t 
spotkana przez prosty  (4).

Niech będzie I środek  AB; rów noleg ła do Oy, poprow adzona przez p u n k t I , spotyka prosty  DD4
39
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w  jak im kolw iek  punkcie C, i krzyw ą w  punk tach  G i H. W artości na Y, odpow iednie d la  odciętej
I £ 1

01 =  > s<2 w artościam i największości i najm niej szóści na Y . W rzeczy sam ej, w artość bez

w zględna ilości położonej pod  znakiem  pierw iastkow ym  Y albo (7) je s t

(AC — B2)(a: —  a )  (5 —  x ) ,

dla w artości na x  zaw artych m iędzy « i g; otóż sum m a dw óch  czynników  zm iennych je s t s ta lą ; 
iloczyn będzie więc najw iększym  m ożebnym  kiedy czynniki będą ró w n e ; co daje

x  —  a =  6 —  x ,  albo  x  =  a ^ .

W ypada ztąd że styczne, w  pu n k tach  odpow iednich G i II na krzyw ej, będą rów noległe do 
prostej DDj.

W idzimy także że jeśli się zauważy dw a punk ta  P i P' row nooddalone od Ol, to je s t jeśli się daje 
dla x  dw ie w artości tak ie jak

x ' =  < L ± l - k ,  x " =  “- ± l + k ,

w artości odpow iedn ie na Y są ró w n e ; tym  sposobem  MN =  M'N'. Z tąd w ynika, że w szelka cięciw a 
przechodząca przez p u n k t C przezeń je s t podzieloną na dw ie części ró w n e ; pun k t C je s t  środkiem  
krzyw ej. W ypada jeszcze że p rosta  GH dzieli na dw ie części rów ne cięciwy NN' rów noleg łe do 
prostej DDj. Dwie proste  A'B' i GH są nazw ane średnicami sprzężonemi.

W  rozbiorze innych  przypadków , będzie się m iało do zrobienia uw agi podobne; nie będzieri]^ ich 
w ięcej pow tarzali.

304. 2° Ilość położona pod  znakiem pierwiastkowym  Y je s t kwadratem  zupełnym , to je s t A == 0. 

W artość  na Y je st w tedy

(8) Y =  i  (.x -  a) VBJ- A G  ;

i rów nan ie (2) krzyw ej będzie m ogło się napisać 

(8 bis) * y  =  -  ± \ / B ^ A C .

Biorąc kolejno znaki -j- i — , o trzym uje się rów nan ia  dw óch p rostych ; lecz le p roste są u rojone, 
poniew aż ilość (B2 —  AG) je s t odjem ną. W szelako krzywa posiada jeden  p u n k t rzeczywisty odpo 
w iedni dla x  =  a, je s tto  pun k t przecięcia dw óch prostych urojonych (8 bis). Można pow iedzieć, 
w  tym  p rzypadku , że krzyw a sprow adza się do jednego  p u n k tu , a lbo  lepiej, do jakiejkolw iek elipsy 
znikającej, elipsy n ieskończenie m ałej; m ożna pow iedzieć także że krzywa jest układem  dw óch 
p rostych  u ro jonych .

305. 3° Ilość położona pod znakiem pierwiastkowym  Y je s t  summą dwóch kwadratów, t. j. A >• 0.



W artość  na Y przedstaw ia się pod kształtem
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(9) Y =  1  s/(W  - A C )  l(z  -  a)2 - f  W],

Dla w szystkich w artości na x ,  Y je s t u ro jo n em ; gdyż l szy czynnik je s t od jem nym , a 2s* czynnik jest 
cięgle dodatnym  i n igdy zerem . W ted y  rów nan ie  (1) nie przedstaw ia w ięcej krzywej rzeczyw istej; 
w  tym  przypadku , pow iem y że rów nan ie  (1) p rzedstaw ia jakako lw iek  elipsę urojoną.

306. P r z y p a d e k  : B2 —  AC >  0.

R ozbiór tego przypadku  zam yka dw a założenia następujące :

Ilość pod  znakiem  pierw iastkow ym  Y je s t sum m ę albo różnicę 2chkw adratów , t. j. A ^  0;

Ilość pod  znakiem  pierw iastkow ym  Y je s t kw adratem  zupełnym , t . j .  A =  0.

1° Ilość pod znakiem pierwiastkowym nie je s t kwadratem zupełnym , t. j. A ^  0.

Ilość Yr weźm ie jed en  albo drug i z kształtów  :

(10) Y = i  V(B*— AC)(* - < * ) (*  — 6);

(10 bis) Y =  i  A C ) [ ( x ~ a ) 2 - f  b‘2].

Jeśli Y m a kształt (10), w idzim y że ilość Y je s t rzeczyw istę kiedy x  zm ienia się od  — oo aż do 
ona staje się u ro jonę  dla w szystkich w arto śc i na x  zaw artych między « i 6; i nakon iec , ona m usi być 
rzeczyw istę, kiedy x  zm ienia się od 6 a ż d o - l - ^ 0 - O deszlem y do n™ [303] dla w skazania pochodu  
przy roztrzęsaniu  zupełnem . Krzywa przedstaw iona przez rów nan ie (1) spotyka p rostę  DDt w  dw óch 
p u n k tach  A' i B '; ona posiada dw ie gałęzie n ieskończone; daje się jej nazwisko hyperboli; ona m a 
kształt w skazany na figurze obok.

Kiedy Y m a kształt (10 bis), w idzim y że p ierw iastek  Y jest zawsze rzeczywisty d la  w szystkich w ar
tości na x  zaw artych między — oo i -j- o o ; poniew aż Y nie je s t nigdy zerem , krzyw a nie spotyka 
prostej DD,. W artość  najm niej szóści na Y m a m iejsce dla x  —  a  =  Ol. Krzywa przedstaw iona przez
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rów nanie (1) posiada dw ie gałęzie n ieskończone; jej kształt nie różni się rzeczywiście od poprzedza

ją c e j;  je s t  to jeszcze jakakolw iek hyperbola.

307. 2° Ilość pod  znakiem pierwiastkowym  je s t kwadratem zupełnym , to  je s t A  =  0.

W arto ść  na Y jest w tedy

(H ) Y = 1  (ar —  «) VB=* — AC,
1/

i rów nan ie (2) krzyw ej będzie mogło się napisać

(11 bis) y  =  -  +  E ±  \/B2 —  AC.
L Cj

Biorąc kolejno znaki - |-  i — , m a się rów nan ia  dw óch  prostych rzeczyw istych. Rów nanie (1) przed
staw ia w ięc w tedy  jak iko lw iek  uk ład  dw óch prostycli rzeczyw istych; m ożna także uw ażać te  dwie 
proste  jako tw orzące jakąko lw iek  hyperbo lę  k tórej osie byłyby zeram i, to je s t jakąkolw iek hyperbolę 
sprow adzoną do jej środka, albo  jeszcze jakąkolw iek  hyperbolę znikającą.

308. 3 . P rzypadek : B J —  AC =  0.

W  tym  przypadku , w artość (2 bis) na Y ma kształt prostszy

(12) Y =  i  —  CI))x - f  E4 —  CF.

U ważm y naprzód że związek (6) staje się w tedy

(13) (BE —  CD)2 =  — CA.

O trzym am y więc do rozebrania dw a założenia następu jące :

a  ^  0 ; i A =  0.

1° Spółczynnik na x , pod znakiem pierwiastkowym , je s t różnym  od zera, t. j. h ^  0.
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Ilość Y będzie kształtu

(1 li)

Jeśli m  je s t  dodatnem  Y będzie u ro jonem  kiedy x  będzie się zm ieniać od — s o d o  a; d la x  =  a, 
otrzym a się Y =  0, co daje p u n k t A' leżący na prostej DDj. Dla w szystkich w artości na x  wyższych 
od «, p ierw iastek  Y będzie z a w s z e  rzeczywistym . Prosta AA' dotyka krzyw ą w  A '. Ma się więc 
krzyw ą całą po praw ej stron ie rów noległej AA', i posiadającą podw ójną gałęź n ieskończoną; daje 
się jej nazw isko paraboli.

Jeśli m  byłoby od jem nem , otrzym ałoby się krzyw ą tegoż sam ego kształtu , lecz ona byłaby obró-

b iorąc ko le jno  znak +  i —  otrzym a się rów nan ia  dw óch prostych  rów noległych. Tak w ięc ró w n a
n ie (1) będzie przedstaw iać, w tym przypadku :

3 tO. Kiedy spółczynnik jak iegokolw iek  z kw adratów  je s t zerem , spółczynnik na y2 na przykład, 
m ożna ro zw iązać  rów nan ie w zględem  drugiej zm iennej x ,  jeśli spółczynnik na x 2 nie je s t  ze rem ; 
w tedy na now o się pow tórzy dyskussya i część w niosków  poprzedzających. Lecz, z p u nk tu  w idzenia 
tyczącego się w y k r e ś le n ia  krzyw ej, je s t lepiej rozwiązać rów nanie w zględem  zm iennej, k tórej kw adratu  
b rakn ie , po tem  w ykonać dz ie len ie ; tak postępu jąc  wystaw ia się na widok dwie assym ptoty krzyw ej-; 
je s tto  w idoczna korzyść tego sposobu działania. W  rozbiorze, k tórego w ykonaniem  niezw łocznie się 
zajm iem y, otrzym a się zaw artym  przypadek, w  k tó rym  spółczynniki kw adratów  są zeram i oba.

Przypuśćm y w ięc G . =  0 ; rów nan ie (1) da w tedy

x

coną w  k ie ru n k u  odw rotnym  poprzedzającej.

309. 2’ Spółczynnik na x, pod znakiem pierwiastkowym  jest zerem, t. j. A =  0. 

R ów nanie (2 bis), w edług (1 3 ) i (1 2 )  sprow adza się do

(1 5 ) — CF;

dw ie proste  rów noleg le rzeczyw iste, je ś li (E2 —  CF) >  0;

dw ie p roste  przystające, jeśli (E2 —  CF) =  0 ;

dw ie proste rów noległe uro jone, jeśli (E2 —  CF) <  0.

II" 2eio Z a ł o ż e n ie  : S pó łc z y n n ik i k w a d r a t ó w  mogą być zer a m i iia z em .

(IG)
k x n- -f- 2Dx -[- F 

4 B .r E)
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Będziem y m ieli do rozebrania dw a przypadki następujące :

Spółczynnik iloczynu x y  je s t różnym  od ze ra ; to  je s t B ^  0;

Spółczynnik iloczynu x y  je s t  zerem ; to je s t B =  0.

311. 18Z? P r z y p a d e k  : B ^  0.

Poniew aż licznik na y  (16) je s t drugiego  stopnia a że m ianow nik  je s t pierw szego stopnia, w ykona 
się dzielen ie ; o trzym a się tym  sposobem

k x Ą - k  , B 
(  ̂ 2B 2(B# -(- E) ’

założywszy

, _  2BD —  AE 
k ------------- --------

2BDE —  AE2 —  FB2( R  =
B-

Otóż, w ed ług  w artości (5 bis) na A, odnoszącej się do n™ [302], w idzim y, po uprzedn iem  w prow a
dzeniu  założenia 0  =  0, że

(18) R = = | ,

Z tąd dw a założenia do rozebran ia

Beszta dzielenia je s t różną od zera, t. j .  A  ^  0  >

R eszta dzielenia je s t  zerem , t. j. A =  0.

1° Reszta dzielenia iest różną od zera, t. j. A -S 0 ;

Dla w ykreślen ia krzyw ej, w ykreśli się naprzód p rostą

. AV A x  -4- k
(19) y  =  — ,

n ie c h  będzie DD, ta p ro s ta ; p o tem , począwszy od p u n k tu  prostej odpow iedniego pew nej odciętej x ,  
odniesie się, rów noleg le  do Oy ,  d ługość rów ną

(20) Y = ;  R -  R‘
2 (B x - f -E )  x  —  a

na w ierzchu  i pod  spodem  prostej DD4, w edług  tego jak  ilość Y je st d o d atn ą  albo od jem ną.

Dla w yjaśn ien ia myśli przypuśćm y R | d o d a tn em ; p o lem , dajm y zm ieniać się a; od  — oo do -j- oo . 
Dla w artości na x  od jem nycb , bardzo w ielk ich  w  w artośc i bezw zględnej, ilość Y jest od jem ną, i 
bardzo  m ałą  w  w artości bezw zględnej; o trzym am y w ięc , pod  spodem  prostej DDj, i po lewej stronie
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osi Oy, p u n k ta  zbliżające się n ieograniczenie do prostej DD( kiedy w artość  bezw zględna na x

zwiększa się n ieograniczenie; p rosta  DD, je s t  nazw ana assymptotą (niem altyczną) krzyw ej.

Kiedy się daje zw iększać z  algebraicznie, począwszy od •— oo , zostaw iając je  niższem  od «, 
w artość na Y pozostaje od jem ną i zwiększa się n ieograniczenie w  w artości bezw zględnej, kiedy x  się 
odnosi do ot; krzywa zbliża się n ieograniczenie do prostej AA ', poprow adzonej rów nolegle do osi Oy ,  
przez p u n k t A tak i ja k  OA =  a ; p rosta A'A" je s t jeszcze assymptotą  krzywej.

Dajm y teraz dla x  w artość cokolw iek wyższą od «, Y staje się w tedy  dodatną i bardzo w ielką; 
otrzym am y w ięc p u n k ta , na w ierzchu prostej DDj i bardzo oddalone od DD,, po  praw ej stronie 
linii AA'i bardzo zbliżone do AAf, krzyw a będzie .m iała p rostą  AA' za assymptotę. N akoniec, jeśli 
się daje zwiększać x  począwszy od a aż d o - |~ c>0> ilość Y zm niejsza się coraz bardziej pozostając 
zawsze d o d a tn ą ; i krzywa zbliża się n a  now o nieograniczenie do prostej DD„ zostając n a  w ierzchu.

I Mamy w  tym  przypadku, krzyw ą posiadającą dw ie gałęzie n ieskończone, albo jakąkolw iek hyperbolę.

312. 2° Reszta dzielenia je s t zerem, t. j .  A =  0.

Połóżmy naprzód  rów nanie (17) pod  ksz tałtem  następującym  :

(2 B y - t-A x  +  /c)(Bx +  K) =  | ;  

jeżeli w prow adzim y w tedy założenie przyjęte, o trzym uje się

(21) (‘2By +  A x +  fc ) (B * -f  E ) = 0 .

To rów nan ie przedstaw ia jak iko lw iek  układ dwóch prostych; jed n a  z n ich  je s t rów noleg łą  do osi O y .

Uwaga. Jeśli A byłoby zerem  jednocześn ie ja k  G, d ruga prosta  DD(, byłaby rów noleg łą do osi O z.

313. 2s> Przypadek : B =  0.

Poniew aż, w  przypadku obecnym , B i G są zeram i, m a się naprzód

B 2 — A C  =  0 ;
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w artość na A je s t w ed ług  nra [302]

(22) A =  —  AE

i rów nan ie  krzyw ej m a kształt prosty

(23) y =
A x Ł 4 -  2DX +  F 

2E

Roztrząsanie tego przypadku  zam yka dwa założenia następujące

A ^  0; A =  0.

1” Ilość A je s t różną od zera.

R ów nanie (23) będzie się m ogło przedstaw ić pod jednym  lub drug im  z trzech kształtów  nastę 
pujęcych :

W  trzech przypadkach , o trzym uje się krzywy majycy podw ójny gałęź n ieskończony; w  U™ przy

padku ta  krzyw a przecina oś odciętych w  dw óch  p u n k ta ch ; w  2sim, ona dotyka tej o si; w 3cim, ona nie 
spo tyka osi odciętych.

Te krzyw e sy parabolami.

314. 2° Ilość A je s t zerem.

Ilość A m oże stać  się zerem  bydź przez zniesienie spółczynnika E , bydż przez zniesienie spó ł
czynnika A.

Jeżeli E je s t zerem , rów nanie (23) krzywej sprow adza się do

(24 ,1°) y = m ( x  —  fc )(x— 6);

(24, 2°) y  =  m {x —  «)2;

(24, 3°) y  =  m[[x —  a)2 +  b2].

/

(25) A x 2 - j-  2Dx -}- P =  0, albo (x  —  a)(x  —  S ) = 0 ,  etc

rów nan ie przedstaw iajyce dw ie proste rów noleg łe , rzeczyw iste, przystajyce albo uro jone, w edług
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tego jak w yrażenie (D2 —  AF) jest wyższem , rów nem , albo niższem  od zera; te p roste  są rów noleg le 
do osi rzędnych .

Jeżeli A je s t zerem , rów nanie (23) staje się, rob iąc je  jedno rodnem

( 2 6 ) z(2Ey - f  2Ux Fz) =  0 ;

m ożna jeszcze uw ażać to rów nanie jako przedstaw iające dw ie proste  rów noleg łe , z których jedna je st 
w nieskończoności.

1 1 1 °  S t r e s z c z e n i e .

315. S treścim y w sposób następujący  całą dyskussyę poprzedzający.
Załóżm y

A B D

(1) A  = B C E

1) E F

ten  w yznacznik k tórego  tw orzenie się było w skązanem  w  n ™ . [302] je s t nazw any dyskrym inantem  
funkcyi d rugiego stopnia, tworzącej p ierw szą stronę  rów nan ia  krzyw ej, to  je s t

wyznacznik częściowy
(U)

(III)

Ax*  4 -  2Bx y  +  Cy2 4 -  2D2- - f  2Ey +  F =  0;

=  AC —  B2,

je s t niezmiennikiem  funkcyi u tw orzonej przez w yrazy drugiego stopnia na x  i y .
Rodzaj i zm iany  krzyw ych drugiego  stopnia są znam ionow ane przez znaki i w artości dw óch 

funkcyi A i 3.

(B2 — AG <  0
1°

( r o d z a j  e l i p s y

A < 0  Elipsa rzeczyw ista,

< A = 0 , P u n k t, albo elipsa znikająca, albo dw ie proste urojone k tó re  się p rzecinają; 

A > 0 ,  E lipsa uro jona.

1 1 °

B2 —  AC >  0 A ^  0, hyperbo la .a

R o d z a j  h y p e r b o l i  a  =  0 ,  Dwie proste  rzeczywiste k tóre się przecinają, albo  hyperbo la  znikająca.

* >4 ^ 0  Parabola;

IIP
B1 — AC =  0 

( R o d z a j  P a r a b o l i
:0

dw ie proste rów noleg łe rzeczyw iste......... jeśli

dw ie proste rów noleg łe p rzysta jące ..........jeśli

dw ie proste  rów noleg łe u ro jo n e .................jeśli

G E A D
< 0 albo

E F D F

C E
—  0

kiedy A D

E F C i E D F

C E są A D
> 0

E F zeram i D F

< 0 ;  

=  0 ; 

> 0 ;

dw ie p roste  rów noleg łe z k tórych je d n a  w nieskończoności, jeśli 
(A =  0, B =  0, C =  0).

4 0
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A B D
A B

S - A = B C E
B C

D E F

U w a g a  I Nie należy zapom inać, że dla w ysłow ienia w niosków  zaw artych w tej tablicy, przypuści
liśm y że została p rzedw stępnie w ykonaną zm iana znaków  pierw szej strony  rów nan ia  (II) krzyw ej 
w sposób tak i, aby spółczynniki kw adratów  nie były oba od jem nym i.

U w a g a  II. W idzim y przez to  streszczenie, że rodzaj i zm iana krzywych drugiego stopnia zależą 
tylko od znaków  funkcyi następujących  spółczynników  rów nan ia krzywej :

(IV)

Otóż kiedy się w ykonyw a przekształcenie spółrzędnych , n a tu ra  i zm iana krzy.vej nie są oczywiście 
zm iennem i; w ięc funkcye S' i A' u tw orzone jak  funkcye (IV), ze spółczynników  now ego rów nan ia , 
m uszą zachow ać tenże sam znak jak  pierw sze. (Zob. w  n®  [331] dow odzenie algebraiczne.)

§ II. —  UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO DRUGIEGO STOPNIA PRZEZ 

PRZEKSZTAŁCENIE SPÓŁRZĘDNYCH.

1° P r z y p u ś c i  s i ę  (B2 —  AC) r o ż n e m  o d  z e r a .

(Rodzaj elipsy lub hyperboli.)

316. Ta pierw sza analiza zaw iera kw estye n as tęp u jące  :

1° Znieść w yrazy pierw szego s to p n ia ;

2“ Znieść iloczyn x y  zm iennych ; co zw ykle się w yraża krócej : Rugowanie prostokątu 
(Evanouissem ent du rec tang le);

albo 3° Znieść kw adraty  x 2 i ą/2 zm iennych.

1° Znieść w yrazy pierwszego stopn 'a.

R ów nanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu  m a k s ita lt

(1) f (x ,  y) =  A a2 -1- 2Bx y  +  C +  2Dx +  2E?/ -f- F =  ».

P rzypuśćm y że się bierze now e osie O V , O'y ', rów noleg łe do daw nych Ox, Oy ,  jeśli x 0 i y 0 są 
spó łrzędne ąow ego początku , w zoram i p rzekszta łcen ia będą

( 0
|' X  =  x 0 - j-  x ',

y  =  y o - \ - y ' - \

Zastępując x  i \j przez te W artości, rów nan ie  (I) krzyw ej stan ie  się

(2) Aa;2-H2Ba;,!/,-fCy,J-|-2(Axo+I3yo+I-)>’+2(ra?,)+Cyo+E)!/'+Aa*-i-2Bx0y0+C!/J+2Dx8+ 2 E !/0-l-F=:0.



Zauw ażm y w  tem  now em  rów nan iu , że : 1° spółczynniki w yrazów  drugiego stopn ia się nie zm ien iły ; 
2” spó łczynniki na x ' i y ' są odpow iednio  pochodne , w zględem  x  i y , pierw szej strony  rów nan ia 
p ierw otnego , w  k tó rych  się zastąpiło x  i y  przez x 0 i y (s; 3° w yraz niezależny je s t pierw szą stroną 
rów nan ia p ierw otnego, w  k tó rem  x  i y  były zastąpione przez x 0 i y 0.

C hcąc znieść, w  rów nan iu  (2), wyrazy pierw szego s topn ia , będzie po trzeba założyć

( Ax0 -)- B?/0 - |-  D =  0,
(3)

( Oyo -|— E —  0.

Te dw a rów nania w yznaczą spó łrzędne x 0 i y 0 now ego początku ; aby to uproszczenie było m o- 
żebnem , potrzeba żeby w artości na x 0 i na y 0 były skończone; otóż to będzie m iało zaw sze m iejsce 
je śli (B2 —  AC) je s t rożnem  od zera, to  je s t jeśli krzywa należy do rodzaju elipsy albo hyperboli. To 
zastrzeżenie nie je s t w ięcej m ożebnem  kiedy ilość (B2 — AC) je s t zerem , gdyż w artości na x 0 i y u 
sy n ieskończone, krzywa je s t w tedy  parabo lą.

P rzypuśćm y B2 — A C ^ O ,  i w tedy  rów nan ie (I) będzie mogło być sprow adzonem  do kształtu 

następującego (znosząc akcenta albo wskazówki)

(II) Ax2 +  2 Bx y  Cy- —  H.

Nowe osie są rów noleg łem i do daw nych, i spółrzędne now ego początku są w yznaczone przez rów 
nania (3).

Spółczynniki wyrazów' d rugiego stopnia nie były zniesione.

N akoniec w yraz niezależny H m ożna p rzedstaw ić pod kształtem  prostszym .

W  rzeczy sam ej, m a się

— H =  Aj.j -j- 2Bxo'/o Cy l -j- 21).r0 -f" 2Ey0 -(- F.

Otóż jeśli się doda rów nan ia  (3) w zględnie pom nożone przez x 0 i y 0, w ypadnie

0 =  Ax$ - |-  2Bx0y0 -(- Cy* - |“ Dx0 -j- Ey0»

zkąd w ynika, odejm ując

[U) —  H =  Dxo 4 -  Ey0 +  F.

To je st że w artość  na H je s t rów ną i ze znakiem  przeciw nym  pół pochodnej, w zględem  z pierw szej 
strony  rów nania (I) zrobionego jedno rodnem , pochodnej w  której się zastąpi x ,  y, z, w zględnie 
przez Xqj y0, 1.

517. 2° Znieść iloczyn  xy zmiennych.

Dla rozw iązania toj kw estyi, przypuśćm y że było ju ż  w ykonanem  pierw sze uproszczenie w skazane 
w n™ poprzedzającym , i będziem y działać na rów nan iu  uproszczonem
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(II) A.z2 - |-  2Bx y  -f- Cy^ =  II.
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Odnieśm y krzywą do dw óch now ych osi, m ających ten sam początek co i osie p ierw otne. Dys- 
kussya kwestyi w ym aga rozbioru  dw óch przypadków  następujących  :

l s?y P rzypadek : Osie p ie rw o tne są p rostokątne ja k  now e o sie ;

P rzypadek : Osie p ierw otne są pochyłe jak  now e osie.

Osie  prostokątne.

318. P rzypuśćm y w ięc osie p ie rw o tne O# i Oy  p ro sto k ątn e  jako  osie nowe O x‘ i Oj/'. Ozna
czywszy przez a kąt części dodatnej now ej O#' z częścią d o d atn ą  daw nej osi O x, wzoram i przekształ 
cen ią spółrzędnych są w edług  n™ [30]

X  =  tf'dosot -j- i/ 'w sta , 

y  ■=. X1 WSt a -(- .y'doSa.

Zastąpm y x  i y  przez te  w arto śc i w  rów nan iu  (II), ono się stanie

(1) A '.r'2 -f- 2 B'x ’y ' -f- C y 2 =  H ;

w yraz niezależny się nie zm ien ił, poniew aż wzory przekszta łcen ia są jed n o ro d n e  na * ' i y ' ; w a r
tościam i now ych spółczynników  A ', B1, C', będą

(2) A' =  A dos2a - |-  2B w st adoSot -f- G w st2a,

(3) C' =  A w st2a —  2B W StadoSa —[- CdoS2a,

(U) 2B' =  (C — A)wst 2a -f- 2B dos 2<*.

Będziem y m ogli korzystać z n ieoznaczoności kąta a dla zniesienia spółczynnika B' w yrazu na x ’y .  
to nam  da

(5) s t2 « = A ~ G :

i rów nanie krzywej w eźm ie kształt prosty

(IV) A V 2 - f C y 2 =  H.

O brachujm y w artości na A' i C' w  funkcyi A, B, G.

Ma się naprzód , dodając  i odejm u jąc  ró w n an ia  (2) i (3) :

A ' +  C' =  A C,

A' — C' =  (A — C )dos?« -j- 2B w st2«.



Teraz w yprow adza się ze zw iązku (5)
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W S t  2  a  =
zh  V (A  —  C)2 -(- U B-

( 7 )

d 0 S 2 a = :
A — C

± V (  A —  C f  +  U B

znaki niższe i wyższe m uszą być w zięte razem  w  tych o stna tn ich  w zorach ; gdyż dzieląc te w artości 
stronam i pow inno  się znaleść związek (5).

Zastępując w st2 a  i dos2« przez te  w artości, związki (6) stają się

W zw iązkach (7), (8) i (9) znaki wyższe i niższe pow inny  być wzięte razem ; tak  że kiedy się w ybierze 
za pom ocą rów nan ia (5), jakąkolw iek  w artość  dla ot, w artości stałe A' i C' będą zupełnie w yznaczone.

U ważmy że p ierw iastek  w zorów  (9) może się napisać

zkąd w ypada że :

Dla elipsy, w której B2 —  AC <  0, w artość  bezw zględna p ierw iastku  je s t m niejszą jak  w artość 
bezw zględna na (A -f-C ); przeto, spółczynniki A' i C' są tegoż sam ego znaku.

Dla hyperboli, w  k tó rej B2—  AC >  0, w artość  bezw zględna p ierw iastku  je s t w iększą jak  w artość 
bezw zględna na (A--J-C); p rze to , spó łczynniki A' i C' są znaków  przeciw nych.

319. Liczba rozwiązań.

Kąt 2«, je s t danym  przez jego styczną w edług  nru [318J, (5); jeżeli y je s t najm niejszym  kątem  osi
2Bdodatnych  m ających d la  stycznej, ------- w artośc ią  ogólną na « będzie

A  ---- Li

(10) 2oc =  y -j- /iir, albo a = ^ - | - A \ — .

A' - f -C 1 =  A—j- C,
(8 )

A' —  C' =  ±  V(A —  C/2 4B-;

zkąd w ypada ostatecznie

V(A -j- C)2 - |-  /i(B2 —  A C );

Uważm y że ^  je s t zawsze niższym od gdyż w edług  w yboru  k tóry  zrobiliśm y, kąt y je s t zawsze

zaw artym  m iędzy 0 i rr.

Jeśli się daje dla k  w artości 0, 1, 2, 3, o trzym a się dla <* cztery w artości
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i je s t n iepotrzebnem  uważać inne w artości dodatne albo odjem ne na k, gdyż otrzym ałoby się, dla 
osi O x', je d n o  z czterech położeń określonych  przez rów ności (11).

W artości (11) dają oczywiście układ je d y n y  dwóch prostych prostokątnych; lecz, pom iędzy tem i 
czterem a rozw iązaniam i, w ybór zostaje dow olnym ; to  je s t że m ożna ustalić czterem a sposobam i róż-- 
nym i położenie osi dodatnej O x'. Otóż dow iedziem y, że jak im ko lw iek  bądź je s t rozw iązanie przyjęte, 
wartości stałe A' i  C', odpowiednie temu rozwiązaniu , są jedyne .

N iech będzie naprzód B >  0.

poniew aż f  je s t zaw artym  m iędzy O i ir. w artość  (7) na w s t2 a  m usi być dodatny , to je s t że się p o 
w inno wziąć p ierw iastk i ze znakam i wyższymi.

Jeśli się w ybrało  d la  a w artości «" albo « v, otrzym a się

w artość (7) na W 'st2« m usi być od jem ną, to  je s t że się pow inno wziąć p ierw iastk i ze znakam i niższymi. 

W nioski będą  w  k ie ru n k u  odw ro tn y m , jeśli B <  0.

W arto ści na A' i C', odpow iednie różnym  w artościom  w ybranym  dla « będą w ięc :

Jeśli się w ybrało dla « w artości *' a lbo  dla a", o trzym a się

2 ot —  y, albo 2oi" =  2-rr -j— y ;

2a” == n  - |-  f , 2aIV =  3ir -j- f

znaki wyższe odpow iadają  dla B >  0 ; znaki niższe, d la  B <  0.

Dla albo

znaki wyższe odpow iadają d la  B >  0 ; znaki niższe, d la  B <  0.

320. Dyskussya wartości na s ty  ?«.
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W artość na s t2«  je s t daną przez rów nan ie

3 1 9

Kiedy B =  0, w artość  na st2«  je st ze rem ; w ięc 'la —  /:-*; now y uk ład  osi zlewa się w jeden  
z daw nym .

Kiedy A =  C, m a się

now e osie spółrzędnych są dw ójsiecznem i kątów  daw nych  osi.

Gdy się m a jednocześnie B =  0, A = C ,  k ą t 2« je s t nieoznaczonym .

To w inno  m ieć m iejsce w rzeczy sam ej; gdyż w  tym  przypadku, rów nan ie  (II) przedstaw ia koło 
odniesione do jego środka; otóż, jak iem kolw iek  bydź byłoby położenie dw óch osi prostokątnych  
przechodzących przez środek , kształt rów nan ia  nie zm ienia się.

U w a g a . Zam iast znieść spółczynnik B', m ożnaby by ło , w  przypadku h yperbo li, znieść jak iko lw iek  
ze spółczynników  A' albo G' nru [318]; lecz ksz tałt uproszczony któryby się tym  sposobem  otrzym ało 
nie przedstaw ia żadnego in te resu .

321. P rzypuśćm y teraz osie p ierw o tne O x  i Oy  pochyłe i czyniące kąt 0, rów nie jak  now e osie 
O z' i O y', i oznaczmy przez 0' kąt tych  osta tn ich .

W zoram i przekształcenia spółrzędnych są w tedy w edług  n m [29]

a i 6 są w zględnie kątam i now ym i osi dodatnych  Oa;' i Oy' z daw ną osią dodatną Ox, tak aby 
(przypuszczając, że d la  przyjścia od O a' ku Oy', obraca się w  tym że sam ym  k ie runku  jak  dla przy j
ścia od Ox ku Oy) :

O s i e  p o c h y ł e .

x 'w st(0  —  «) -f- ?/'wst(0 —  5) 
ws: 9

•.r '.w sta  -j- y '.  wsi g
W S t 9

(1 ) e

Przypuśćm y jeszcze rów nan ie  krzyw ej sprow adzone do kształtu

(II) A z2 -f- 2Bx y  - f  Cy"- =  H.

Jeśli się podstaw i za x  i y  w artości pow yższe, to równfenie stanie się



założywszy

3 2 0 r o z d z i a ł  i.

i(3) A 'w st20 =  A w st2(0 —  ot) —|— 2Ił w st« wst(0 — a) C wst2*,

(U) C'wsl'20 =  A w st‘-(0 —  £) -(- 2B w stg wst(0 —  g) -j- C w st5g,

(5) B 'w st20 =  Awst(0 — «)wst(0 — 6) -J— Cwst a  w stS-j-  B [w sta wst(0 —  g) w st 6 wst(0 —  a)].

322. Skom binujem y naprzód te  rów ności i z nich w yprow adzim y dwa związki bardzo ważne m iędzy 
daw nym i spółczynnikam i A, B, C, i now ym i, A', B', G'.

Od kw adratu  rów ności (5) odejm ijm y rów ności (3) i (&), w ypadnie

w st40 (B'2— A 'C ')=  

albo jeszcze

B2[(wst<xwst(0— 6) -(- w st? WSt(0 — a)]2— 4 WSto t WStg WSt(0 — a)WSt(0 — 6)]

■ AC[wst2« w st2(0 — g) -f~ wst-g w st2(0 —  «) — 2 w sta  w stg  wst(9 —  <*)wst(0 — g)]

w st40[B'2 — A 'G 'J=  (B2 —  AG)[wsta wst(0 — g)— w stg w st(0 —  ot)]2.

Otóż, w edług określen ia (1) na 0 ':  

w st«  wst(0 — g)—  w stg  wst(0 —  a ) =  w st0[w st«  dosg —  w stg  dOSot] =  w st0  W 'St(a —  g ) =  —  wstO wstO'; 

m a się w ięc ostatecznie

B '2 -  A'G' B2 —  AG
(6 ) W St20 w st2©

Otrzym am y drugi związek obliczając ilość

A' +  C' —  2B 'dos0'. . 1

Ma się tym  sposobem

I A[\vsl2(8 —  «) +  w sl2(8 — 6) —  2wst(9 —  a)\vst(9 - -  6jdos(S —  a)]

(7) wstł 0[A '+C '— 2B,d o s 9 ]= (+ G [w s t2* -f- \vsl2o — 2 w st* wst£ dos(S —  a)]

(- |-2 B[wsU \vsl(9 — a)+ w slS  \vsl(0 — £)— dos(6 —a)|\vsta wsl(0 — 6)-|-\vste wst(6 — a)J~] J

Uproszczenie spółczynników  na A, G i I! odbędzie się bez trudności m ając wzgląd na związki (6) 
n™ [69] i (1 bis) nru [71].

W tym  celu, w ynieśm y w  O prostopad łe  OX i OY do Ox i Oy , w k ierunku  przeciw nym  ob ro tu  

k ą tó w d o d a tn y ch . Uważm y w tedy że prosta  OX czyni kąty g4 — Sj z osiam i O #'i O//'



których  kątem  je st 0 ' =  6 — « ; prosta  OY czyni kąty  a.2= ^ I —  &> ® z le"

miż osiam i.
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O t r z y m a  s ię  w ię c  w e d ł u g  z w ią z k u  ( 6 )  n lu [ 6 9 ] :

d o s 2 ^ - | -  a ) +  cl ° s 2 ( ^ +  2 d o s ( |  +  « ) d o s ( |  +  g ) d o s ( 6  —  a ) - =  w s t 50',

d o s2^ +  a  —  0 ^ - f  dos2^ |  + -5  —  o j — 2 d o s ^ 4 - a  — e j d o s ^  +  ę — 9jdos(6  —  « ) = w s W ;

a lb o

(1°) w st2« -\-  wst-S — 2w sta  wstS dos(? —  a) =  w si20';

(2 °)  w s t 2(0 —  a) - j -  w s t 2(0 —  S) —  2 w s t ( 0  —  o ) w s t ( 0  —  6 ) d o s (S  —  a ) =  w s t 2©'.
J

P o d o b n i e ż ,  u w a ż a ją c  ż e  k ą t  V  p r o s t y c h  O X  i  O Y  j e s t  r ó w n y m  k ą t o w i  0 , z n a j d u j e  s i ę  s t o s u ją c  

z w ią z e k  ( l  bis) n ro [ 7 1 ]

, l o s|'?_ |_ xj( l o s ^ ^ + » - — o j + d o s ^ + e j d o s ^ + S - o j — ^ d o s ^ - - | - * j d o s ^ - l - S — o j - | - ; l o s ^ - - f  6 jd o s | -4 ( -7 .— o j |d o s(6 — » )= d o s 6 w s t 261'; 

a l b o  t e ż

(3 °)  wstoc w s t ( 0  —  a ) - j - W S t S \ Y S t ( 0  —  6)—  [w sto i W S t(0  —  6 ) - ) - WStS W S t(0  —  a ) ] d o s ( 6  —  a ) = —  d O s G .W S t2©'. 

M a ją c  w z g l ą d  n a  z w i ą z k i  1 ° ,  2 ° ,  3 ° ,  r ó w n o ś ć  ( 7 )  p r o w a d z i  d o  d r u g i e g o  z w ią z k u

A '  +  C '  —  2 B ' d o s 0 '  _  A  - f  C  —  2 B d o s 0  

^  W S t-0 ' W S t-0

3 2 3 .  Z astąp im y  w i ę c  r ó w n a n i a  ( 3 ) ,  ( 4 )  i  ( 5 )  p r z e z  u k ł a d  n a s t ę p u ją c y

B 12 —  A ' C ' _  B -  —  A C . 

i w s t -0 '  w st'-0

'  ;  A ' - f C '  —  2 B ' d o s 9 '  A 4 - C  — 2 B d o s 8 .

I l 0 !  w s t -( ł '  w s t -29

( l  1 )  B 1 w s t 20  =  A  w s t ( 0  —  « ) w s t (9  —  6) - J -  C  w s t  a  w s t S  - j -  B [ w s t *  w s t ( 0  —  6) w s t S  w s t ( 9  —  a ) ] - 

Z o b a c z y m y  p o n i ż e j  z n a c z e n ie  g e o m e t r y c z n e  z w ią z k ó w  ( 9 )  i ( 1 0 ) .
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Uważm y że funkcya (B'2 — A'C') o tw orzona z now ych spółczynników , zachow uje tęż sam ą w arto ść , 
nie zważając na spółczynnik liczebny, jak funkcya podobna (B2 — AC), u tw orzona z daw nych spół
czynników . Z pow odu  tej n iezm ienności, ilość (B2 —  AC) nosi nazwisko niezmiennika  funkcyi je d n o 
rodnej (Ax2 -(- 2Bxy -(- Cy-).

324. W róćm y do kw estyi p ierw otnej, to  je s t do uproszczenia rów nania (2) n™ [321],

M ożemy korzystać z nieoznaczoności ilości a  i 6 d la  zniesien ia spółczynnika B'; m a się w tedy  
w ed ług  rów nania (11):

(12) Awst(0 —  a)wSt(0 — §)-(- C w st«  w s tg -j-  B[wst« wst(0 — 6;—J- w s t6 \Vst(0 — a)l =  0.

Jeśli się zostawi dow olnym  kąt 0' now ych osi O x' i Oy ' o trzym am y nieskończoną ilość sposobów  
sprow adzenia rów nania (II) do kształtu uproszczonego

(IV) AV2-f-C y* i= H .

Dla nadan ia  rach u n k o m  w ięcej sym etry i, w prow adzim y k ą t 0' now ych osi, tak aby

(13) 9' =  g _ _ a;

i związki (12) i (13) pozw olą nam  wyznaczyć a i S w  funkcyi kąta 0'. 

Załóżmy

W S t a  , W S tg(14) m —  — -------- - ,  m ' —  ■
wst(0 —  ot)5 wst(0 —  g)5

m  i m' w sp ó łczyn n ika m i kątow ym i now ych osi Ox' i Oy ' w zględem  daw nych osi; zw iązek (12) staje 
się w tedy , podzieliwszy go uprzednio  przez wst(0 — a)wst(0 —  6):

(15) A -)- B(w ~l~ m') -(- Cmm' —  0.

Ma się wreszcie

, __ (m1 ■— w) w st 0(16; s t0 f
1 —J— (/n — wz')dos0 -)- nim1

Tak w ięc, m ając danym  kąt 0', rów nan ia  (15) i (16) wyznaczą m i m ' ;  potem  związki (14) dadzą 
poznać a i g, to je s t położenie now ych osi d la  k tórych  rów nan ie krzywej sprow adza się do kształtu 
p rostego

(IV; A V 2 - f C y 2 = H '.

D la obliczenia spółczynników  A' i C', będziem y się posług iw ać związkami (9) i (10), n™ [323]; one 
nam  dadzą, po w prow adzeniu  założenia B' =  0 :



Kąt 0' m ając danym , spółczynniki A' i C' są w yznaczone; ich  w artościam i będą p ierw iastk i d ru 
giego stopnia

(17 K .) » - ( A  +  C - » * * ^ 2 + ( M - W 2 g = * -

325. Dyskussya pierwiastków równania (17 bis).

Kiedy krzywa je st elipsą, ma się AC — B2 >  0; w idzim y w tedy że w artości na A' i C' są tegoż 
sam ego znaku, jeśli one są rzeczyw iste.

Kiedy krzyw a je s t hyperbolą , m a się A G — B2 < 0 ;  w artości na A' i C  są w tedy  rzeczyw iste i 
znaków  przeciw nych.

Kąt 0r je s t ilością dow o lną; wszakże pow inien  on, w pew nych przypadkach , pozostać zaw artym  
między pew nem i granicam i, jeśli się chce aby ilości A' i C' były rzeezyw istem i. W  rzeczy sam ej, 
w arunkiem  rzeczyw istości pierw iastków  rów nania (17 bis) jest

( A + C - ^ B d o s O ) ^ '  -  4(AC

zkąd się w yprow adza

Mfn 4w st20(AC B2)
ll8) w s l6  "(A -j- G —  2Bdos0j2"

W  przypadku liyperboli, ta nierów ność je s t oczyw iście spraw dzoną, poniew aż (AC —  B*) jesl 
ilością od jem ną. Zostaje w ięc przypadek  elipsy , dla którego (AC — B2) >  0. Uważm y naprzód  że

4w st20(AC —  B2)_ <  1 .
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(A —|— G —  2B dos0)“

gdyż ta  n ierów ność wychodzi na n as tęp u jącą

4A C dos20 —  4B(A +  C)dos0 - f  4B2 +  (A — C)2 >  0;

albo, uporządkow aw szy w zględem  B i rozłożywszy na kw adraty

[2B —  (A +  C)dos01J(A -4-  C)2wst20 >  0;

n ierów ność oczywiście praw dziw a.

Możemy więc założyć

(19) - 4 .V V S t  ’9(AG —  B2) _  w st2Y ;
v '  (A —j— C — 2B dos 0)2

jeśli się oznaczy przoz V najm niejszy z kątów  dodatnych  określonych  przez rów ność (19), w ypadnie



z nierów ności (18)

(20) V <  0' <  ir — V ;

gdyż 0' je s t kyt zaw arty m iędzy 0 i ir.

326. 3° Znieść kw adraty  x2 i y2 zm iennych.

Przypuścim y jeszcze rów nan ie  krzywej sprow adzone do kształtu

(II) Ax2 +  2Bx y  - f  Cy2 =  H :

i jeśli się odniesie krzyw y do now ych osi pochyłych , rów nan ie weźm ie kształt

(21) A V 2 +  2B 'x 'y ' - f  C'y '1 =  H ;

rachunk i tego przekształcenia sy rachunkam i n r°", [3211, [322] i [323],

Olóż m ożna ogólnie rozporzydzić n ieoznaczonem i a i S w  taki sposób aby znieść dw a spółczynniki 
A' i C '; zwiyzki (3) i (4) n™ [321] p row adzy  nas w tedy do dw óch rów nań

t A W S t '2(0 —  a )  -j-  2B W S t a  W S t ( 0  —  ot) -f-* C w st2a =  0,
( 2 2 )

( A w st2(0 —  6) 2B w stg  wst(0 —  6) -Ą- C wst^ę =  0.

Dziełyc l sze przez w st2(0 ■— a); 2sie przez w st2(0 —  S); i założywszy

wst a , w st?(23) m —  -— —------- -, m  —
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wst (9 —  a) ’ wst(0 — 6)’

A -j- 2B;« -|~ Cm2 =  0, 

A - f  2 B m '- f  C m '* = 0 .

dw a rów nan ia (22) stajy się

(24)

Dwa rów nania (24) majy też sam e p ie rw ia s tk i; lecz poniew aż m  i rri pow inny  m ieć w artości różne, 
gdyż inaczej osie Oa.-' i Oy ' zbiegałyby się z soby, dla tego będzie m ożna uw ażać m  i m jak o  dwa 
p ierw iastk i rów nania

(25) Cm2 4 "  2Bm -j-  A =  0.

W idzim y naprzód że w artości na m i mi n ie będy rzeczywiste, jak  tylko jeśli się m a (B2 — AG) >  0 ; 
to  jest że to uproszczenie nie będzie możebnem, w ilościach rzeczyw istych, ja k  ty lko  w przypadku  hyper- 
boli. R ów nanie krzywej bierze w tedy  kształt prosty

(V ) 2 B  'x'ij =  H .
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Związek (10) nru [323] daje bezpośredn io  rob iąc  w nim  A1 =  C' =  0,

225

2B dos0 ' =  (A - f  G — 211 dos0) .
v ' 7 wst-0

Z drugiej strony ma się, w 'edtug rów nan ia (23):

ctfl' —  (m' — w) w st 9 .
1 -j-(m  -j- 7«')dos0 -(- u 1 ’

lecz rów nanie (25) daje

, , 2B , A , 2 ^B'2—  A C . m - f  tri' — -----— , mm =  - ,  m  — m =  —— ----------,
\J U

przeto

, , 2  \/B- — AC.wst20 .
<26> sl<)= ± A +  c - - 2B.iose-

zkąd się w yprow adza w artości na w st0 ' i dos0 ', potem  w arto ść  na B'.

Z najduje się w tedy że rów nanie hyperboli może zawsze być sprow adzonem  do kształtu bardzo 
prostego  :

a V d o „0 _  H A +  C - 2 B d o s O .
a y d o s o -  b * - AC-------’

albo, zastępując dos0' przez jej w artość

H(VI) x 'y ' +  ±  _ J L _  Y(A H- G —  2Bdos0)'2-j- B* —  AC)wst*0.

327. U w a g a .

N astręcza się py tan ie czy m ożna znieść razem spółczynnik  iloczynu xy  i spółczynnik jakiegokolw iek 
z kw adratów , x 1 na przykład. A priori, je s t w 'idocznem że rzecz nie je s t m ożebną ogólnie, poniew aż 
rów nan ie tym  sposobem  otrzym ane przedstaw iałoby  dw ie  proste  rów noleg le .

W idzim y to także przez rac h u n ek ; gdyż związki (3) i (5) n ru [321] dałyby w tedy , przyjm ując znako
w ania zw iązków  (23) nra [226]

( Cm2 -} -2B/w -j- A =  o,
(27)

( Cmm' —}— B(»n —|— m') A =  0.

Otóż odejm ując te rów nania stronam i, w ypadnie

Cm(m — m') —|— B(»w —  m!) —  0, zkąd m =  —  —,

gdyż a i 5, to je s t m  i m ', pow inny być ilości różne. Ta w artość podstaw iona w O "1 ze związków (27),



prow adzi do
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B- -  A C =  0 ;

otóż to odpow iada w yraźnie na przypadek k tóryśm y wyłączyli z przekształcenia obecnego.

Tak w ięc dw a rów nan ia  (27), k tóre w yznaczają m i m!, sy z soby sprzeczne : to je s t że nie m ożna 
aby się zniosły jednocześn ie , w  przypadku obecnym , spółczynnik prostokąta x y  i spółczynnik 
jed n eg o  z kw adratów .

II0 P rzypu śc i s ię  (B'2— AC) z e r e m , (rodzaj pa r a b o l i) .

328. Niech będzie dane rów nan ie  ogólne drugiego  stopnia

(I) Arc2 -\-  2Bx y  -f- Cif- +  2 Da: - f  2Ey  - f  F =  0 ;

teraz zajm iem y się innym  sposobem  uproszczenia przez przekształcenie spó łrzędnych ; ta  m etoda 
.będzie zastosow any szczególnie do przypadku w k tó rym  (B2 —  AC) je st zerem .

W  przekształceniu poprzedzajycem , przenieśliśm y naprzód osie rów nolegle do p ierw otnego  ich 
położenia, po tem  daliśm y się im  obrócić na około now ego poczytku. P rzyjm iem y tu  pochód zupełnie 
p ierw szem u odw ro tny , to je s t że odniesiem y naprzód  krzyw y do now ego układu  osi m ających  tenże 
sam poczytek jak p ierw sze; po tem  odniesiem y jy do trzeciego uk ład u  osi rów noległych w zględem  
drug ich .

Oznaczmy przez 0 kąt daw nych osi O x  i Oy, i niech będy  « i S kyty k tóre w yznaczaja położenie 
now ych osi Ox' i O )/, m ajycych tenże sam  poczytek jak  p ie rw sz e ; w7zoram i przekształcenia sy

w st 10 —  ot) - j-  ,v'wst(0 —  e) 
wst0 ’

.'i'w st a - j -  / / ’w s t  6 

W St0

Jeśli się podstaw i te w artości w  rów nan iu  (1) krzyw ej, to  rów nan ie  w eźm ie kształt

(1) A'x<- - f  2 B 'a ,y  G'yn  +  2D 'x' - f  2E!y' - f  P  = s 0 ;

wyraz niezależny oczyw iście pozostał n iezm iennym ; spółczynniki A ', B ', C' w yrazów  drugiego stopnia 
będy jeszcze w yznaczone przez zwiyzki (3), (4), (5) nru [321], a lbo  przez zwiyzki (9), (10), (11) nru [323].

Spółczynniki D ', E ', wyrazów l£° stopnia sy określone przez zwiyzki następu jyce :

^(2) D 'wst0 =  Dwst(0 —  «) - (-E w s to ,

( (3) E 'w st0 == Dwst(0 —  6) +  E wste.

Możemy naprzód korzystać z nieoznaczoności ilości a i 6 dla zniesienia spółczynnika B '; po czem
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spółczynniki A' i C' obliczą się, bądź to  jak  w  nrze [318], jeśli daw ne i now e osie są p ro stokątne; 
bądź, jak w nvie [324], jeśli daw ne i now e osie są pochyłe.

Jeśli się daje ką t now ych osi, i szczególnie, jeśli ten ką t je s t p rostym , w tym  razie nie będzie się 
m ogło znieść jak  tylko jednym  sposobem  prostokąt x y ;  o trzym a się zaś nieskończoną ilość sposobów  
zniesienia go, jeśli się zostawi dow olnym  kąt now ych osi.

Za pom ocą tej pierw szej zm iany osi, rów nan ie  (I) krzywej znajduje się więc sprow adzonem  do kształtu

W artości spółczynników  I)1 i E ' w yprow adzają się z ró w n ań  poprzedzających (2) i (3), ponieważ 
a i £ są w yznaczone w  funkcyi kąta now ych osi, przez rachunk i do których odesłaliśm y.

U w a g a . Kiedy B2 — AC =  0 te  rachunk i są zaw sze p rak ty czn e ; lecz należy uw ażać że jakikolw iek 
ze spółczynników  A' albo U' je s t zerem , jak  to w idzim y, bądź przez w zory (9) n ru [318], bądź to przez 
l szy ze w zorów  (17) n™ [324].

Poniew aż kąty « i 5 s ą  w yznaczone przez ich styczną, otrzym a się w iele kątów  zadość czyniących 
kw estyi; i pod ług  w yboru  jaki się.zrobi, je d n a  albo d ruga z ilości A' i C' będzie z e re m ; przypuśćm y, 
dla w yjaśnienia że A =  0 ; tak aby w przypadku paraboli to  pierw sze przekształcenie pozwoliło sp ro 
wadzić ró w n an ie  krzywej do kształtu

32D. To pierw sze przekształcenie m ając w ykonanem , odniesiem y teraz krzyw ą do now ego uk ładu  
osi. O'*" i O'xj", rów noleg łych  do poprzedzających . Jeżeli x \  i y ’0 są spółrzędne now ego początku 
w zględem  osi O x’ i O t/, w zoram i przekształcenia będą

R ów nanie (II) stanie się w tedy

spółczynniki A' i C' w yrazów  drugiego  stopnia nie były zm ienione przez to d rug ie przekształcenie.

Rędzie m ożna w ybrać dw ie nieoznaczone x '0 i y \  w sposób tak i, ażeby się zniosły dw a z trzech 
osta tn ich  w yrazów  w  rów nan iu  (4). Jeżeli żaden ze spółczynników  A' i C' nie je s t zerem , będzie się 
m ogło znieść wyrazy pierw szego s to p n ia ; znajdziem y tym  sposobem  w ypadki o trzym ane poprzednio .

W e w szystkich p rzypadkach , poniew aż przypuszczam y że A' i C' nie są zeram i razem (gdyż w tedy 
przekształcenie staje się n iepotrzebnem ), będzie m ożna znieść wyraz niezależny i jakikolw iek z w yra
zów pierw szego stopnia.

W przypadku paraboli, jakikolw iek ze spó łczynn ików  A' albo C' będąc zerem , je s t jeden  z w yra
zów pierwszego stopnia którego znieść nie będzie m ożna; tak w ięc, kiedy się przypuszcza jak  to zro
b iliśm y, A' -  0, nie m ożna znieść wyrazu na x .

(ii) K 'x '1 4 -  c y - 4 -  2d v  - f  2E y  4 - f  =  o.

(11 bisi c y 2 4 -  2D V  4 -  2 E y  4 -  F =  0.
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Rów nając z zerem , spółczynnik w yrazu na y" i wyraz niezależny, po tem  oznaczywszy przez ])" 
spółczynnik na x" , o trzym am y

/' (5) D" =  A V 0 +  D',

6) o =  c y 0 E ',

( (7) 0 =  A 'x 'l  +  C y 'l  +  2D V 0 +  2E'«,'0 +  F.

Zkąd w niesiem y żc równanie ogólne krzyw ych drugiego stopnia może, ice ivszystkich przypadkach, 
sprowadzić się do kształtu

(111) A V '2 - f  C y * - f  2D V  =  0.

W  przypadku paraboli, w którym  A' =  0, ma się kształt uproszczony

111 bis) Gy"* +  2 D V ' =  0.

330. W róćm y teraz do szczegółów tyczących w yznaczenia ilości x '0, y '0, D".

M nożąc rów nan ia  (5) i (6) przez x '0, y '0, dodając i odejm ując od rów nan ia  (7) w ypadnie

—  D V 0 = D 'x '0 - f  E y 0 +  F ;

podstaw im y więc za układ (5), (6), (7) uk ład  następujący

D" =  A'x'o  4 -  D',

(8) |  o =  c y „ 4 - E ' ,

. - D V 0= D 'x 0 4 - E y 04 - F ;

trzy rów nan ia (8) pozw olą nam  wyznaczyć łatw iej trzy nieznane x '0, y'„ i D".

W przypadku paraboli, w którym  A' jest. zerem, m a się bezpośrednio

D" =  D',

y ° ~  G

X  o —

E'
G '

E'2 _  FG'
2 U'

Spółczynnik D" m a  w artość je d y n ą ; w artość na y \  je s t skończoną, poniew aż C' je s t rożnem  od 
zera; w artość na x \  je s t rów nież skończoną, kiedy krzyw a jest w łaściw ą parabo lą. W  rzeczy sam ej, 
jeśliby się przypuściło D' —  0, rów nan ie  (II bis) nrn [3281, okazałoby że krzyw a sprow adziłaby się do 
dw óch prostych rów noległych.



K iedy  krzyw a nie je s t  parabolą, rzędna  y '0 ma jeszcze wartość skończoną i  wyznaczoną, to  je s t
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- _  E'y o — c , •

Dla wyznaczenia D" i x '0, podstaw im y w artość na D" (lsze z rów nań  (8)), w 3ciem, i zastąpim y ij'0 
przez w artość poprzedzającą; znajduje się tym  sposobem

AV°0+ 2 D V „  +  * L - = 0 .

To rów nan ie wyznaczy dw ie w artości dla x '0 i z lego w yniknie dw ie w artości odpow iedn ie dla D".

Je s t ła tw o spraw dzić że te w artości są zawsze rzeczywiste w  przypadku elipsy rzeczyw istej.

Można zdać sobie spraw ę z istn ien ia  tego dw oislego rozw iązania; osie spó łrzędnych  O'x" i 0 'y " są 
tu , jak  zobaczymy poniżej, średn icą i styczną na końcu  tej średn icy ; otóż m ożna w ziąć za początek 
jeden  albo d rug i z końców  tej średn icy ; to  je s t  że się m oże, zachow ując tenże sam  k ie runek  osi, 
w ybrać dw a początki różne.

Jeśli się rozwiąże rów nanie poprzedzające, znajduje się że w artości odpow iedne na D" są rów ne 
i znaków przeciw nych.

%
111° S t r e s z c z e n i e .

331. 1° W  przypadku E lip sy  i hyperboli, rów nanie ogólne krzywych drugiego s topn ia  m oże się 
sprow adzić do kształtu

(I) Mx2 - f % 2 = H ;

a w przypadku P araboli, do kształtu

(II) % 2 +  2 P x  =  Ó.

To uproszczenie m oże się w ykonać jed n ym  tylko sposobem, jeśli osie ostateczne, do k tórych krzyw a 
je s t odniesioną, są p ro s to k ą tn e m i; a niezliczonem mnóstwem sposobów, jeśli kąt osi ostatecznych je s t 
różnym  od prostego i d o w o ln y m ; to jest że się otrzym a niezliczone m nóstw o uk ładów  osi pochyłych, 
dla k tó rych  ten  kształt uproszczony będzie m iał m iejsce.

2° W  przypadku  hyperbo li, rów nan ie  m oże być sprow adzonem  do kszlałtu

(III) x y  —  lc;

kąt osi ostatecznych je st w tedy  w yznaczonym  i ogólnie nie je s t p rostym .

3° R ów nanie krzywych drugiego stopn ia m oże, we wszystkich przypadkach, być sprow adzonem  do 
kształtu

( I V )  M x 2 - f -  N y*  - f  2  P a r  =  0 .

4 2
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To uproszczenie może się w ykonać je d n ym  tylko sposobem, jeśli osie ostateczne są p rostokątnein i; 
a niezliczonem mnóstwem sposobów, jeśli k ą t osi ostatecznych je s t różnym  od prostego i dow olnym , to 
je s t że się o trzym a niezliczone m nóstw o uk ładów  osi pochyłych  dla k tó rych  rów nanie będzie m iało 
ten kształt uproszczony.

U w a g a  I. Z róbm y jed n o ro d n em i rów nan ia  (I) i (II), one się stają

(I bis) Ma;2 +  Ny2 =  Hz2,

(II bis) My2 -f- MPa'z =  0.

Prosta w nieskończoności z =  0 spotyka krzyw ą w  dwóch punktach  odrębnych  rzeczywistych albo 
u ro jonych , w edług  tego jak  k rzyw a je st h y p erb o lą  albo elipsą.

Prosta w nieskończoności spotyka parabolę w dw óch  pun k tach , stykających się z sobą; to  je s t że 
parabo la  je s t styczną do prostej w nieskończoności.

U w a g a  II. Zakończym y to zastosow anie przekształcenia spółrzędnych  do uproszczenia rów nań  d ru 
giego stopnia, spraw dzając niezmienność funkcyj S i A.

N iech będzie rów nanie p ierw otne zrob ione jed no rodnem

(1 ) F(tf, y ,  z) —  Aa.-2 +  2Bx y  +  Cy2 - f  2Da-z - f  2Eyz - f  Fz2 =  0.

W ykonajm y w pierw szej s tro n ie  podstaw ien ie

przejdzie się ztąd  do w zorów  zw yczajnych przekształcenia spółrzędnych przypuszczając

(3) z =  1, z' =  l ;  y =  0, yt =  0 , y2 =  l .

P odstaw ienie (2) przekształci rów nan ie  (1) na

(4)

tak  że się otrzym a, m ając wzgląd n a  związki (2), tożsam ość

(5) F(tf, y,  z) — ?(x', y1, 2')-

W eźm y pochodne tożsam ości (5) w zględem  x ' ,  y ', z', uw ażając x ,  y ,  z , jako  funkcye x , y ' , z', 

określone przez związki (2), m a się

T'y =  «F ' ,  +  6F' ,  +  yF 'a;



Jeżeli się zastąpi pochodne przez ich w artości i gdy się założy
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O )

A  =  ocA. -j- 6B -j- yD, 

B  —  aB £G —|— yE,

\  f  =  aD -\-  6E -(- yF; 

tożsam ości (6) się stają

A t =  a tA -)- 6jB -)- yiD, 

Bi =  aiB -)- (^C - |-  y(E, 

?i =  aiD +  SiE y iF ;

j4-2 =— c ^ A  - ) -  &2B 4 ~

Bo =  aoB - |-  ?_>(' -j-  y-jE, 

<p-2 : =  a i D  ■ j— 6 j E  —| -  y j F  ;

(8)

I K 'x1 - f  B'y ' +  D V  =  A x  - f  B y  +  <?z, 

i j B 'x' +  C'y' 4~ E'z' =  A ,x  4 -  B ty  4~ f i  z, 

D'x' 4 -  E y  4 -  F 'z ' =  A nx  4 -  / %  4 -  <f.2z.

R óżniczkujm y na nowo tożsam ości (8) m ając wzgląd na związki (2), to  nas prow adzi bezpośrednio  
do w artości ostatecznych :

A ' =  a.A —}- %B - |— y<p, 

(9)  ̂ B' =  cciA -) - y f l j  

' 1=1 OC2A —{- QiB -|— yo? j

Idzie teraz o obliczenie funkcyj

B' —  a Aj -4- -j-

G' =

E r =  cl-i A 1 -j- 6-2B i -J— y-2?i i

D' =  aAo —f- 6 ^ 2  y?-2» 

E' ajAo —1~ ^1^2 “I-  yi?2» 

F' ---Ot-łAo —[- ^2^ 2 ~H y-2V'2-

A' B' D'
A' B'

A' = B' G' E' S' -
B' C'

D' E' F'

w funkcyi spółczynników  B ,... rów nan ia p ie rw otnego .

Związki (9) daj$ nam  naprzód , slosuj^c zasadę m nożenia w yznaczników

A' B' D' *■ 6 y A / i  v

B' C' E'
\

«i fi yi A t B i <fi

D' E ' F' a 2 %2 y-2 A% B-2 y.i

Otóż zastosow anie tejże sam ej zasady do związków (7) prow adzi do
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A' B' D' (X e y
o A B D

(I) B' C E' = e , yi B C E

D' E' F ' a-2 s 2 n D E F

albo

(I b is) A' =  m 2. A.

P ow tó re , jeżeli się założy

(10) a =  6yt —  Sj y, b  =  yai —  yja, C =  a?i —  afi',

spraw dza się bez trudności za pom ocą zw iązków  (9) i ( 7) :

A'C' —  B 'a =  a (B n  —  B l?) - f  b (?A t —  n A )  - f  c ( A B t —  A iB );  

B ?l —  B i? =  a(G F  —  F 2) - f  b(DE — B F )-f-  c(BE —  CD), 

f A t —  n A  =  a(DE —  BF) +  b(AF —  D2) c(BD —  AE), 

A B i — A i / 3 = a(BE — CD) + b ( B D  —  AE) +  c(AC —  B2).

Zkąd się w yprow adza ten  d rugi związek

(II)

A B D a

A' B' B C E b

B' C D E F c

a b c 0.

y  = 0, yi =  0, y-i = 1,

Jeżeli się teraz przypuści

związki (1) i (II), prowadzą do własności niezmienności, k tó re  należało uzasadn ić dla funkcyj a ' i 5’, to jest

(III)

A' B' D' A B D
A' B' A B

B' C' E' =  (a6i —  a ^ ) 2 B C E ; i 1! 1 R *er>

BB' C' C
D' E' F ' D E F

' W idzim y przez związek (II) że S' nie je s t niezm iennikiem  funkcyi trzech  zm iennych.



§ III. _  DYSKUSSYA KSZTAŁTÓW UPROSZCZONYCH.

W y k r e ś l e n i a .

1° D y s k u s s y a  k s z t a ł t ó w  u p r o s z c z o n y c h  ;  k s z t a ł t y  o s t a t e c z n e .

332. O trzym aliśm y, d la  krzyw ych drugiego rzędu  w łaściw ie nazw anych, kształty uproszczone

(I) M.r2 +  N y  =  H,

(II) Ny 2 _ |_ 2 P x = 0 .

Spraw dzim y naprzód że te  kształty uproszczone dają także zm iany krzywych drugiego  rzędu . 

U ważm y pierw sze rów nan ie :

(I) Ma>2 +  N</2 =  H.

Przypuśćm y M i N tychże sam ych znaków  i zróbm y je  dodatnym i :

/ jeżeli H >  0, o trzym a się E lipsę rzeczyw istą

(jeże li H =  0, ...................  P u n k t albo E lipsę znikającą,

1 jeżeli H < 0 ,  ...................  E lipsę u ro joną.

Przypuśćm y M i N znaków  przeciw nych, i uw idocznijm y te znaki :

Ma;2 —  Ny2 =  H ;

( jeż e li H ^ O ,  otrzym a się H yperbolę,

( jeż e li H = 0 ,  .....................  Dwie p roste  przecinające się.

Jeżeli je d n a  ze stałych M lub N je s t zerem , a d ruga ilością d o d atn ą  ma się na przykład :

Ma;2 =  H ;

I jeżeli H >  0, o trzym a się Dwie p roste  rów no leg łe  rzeczywiste,

j e ż e l i  H =  0, ............t . . .  Dwie proste  przystające do siebie,

( jeżeli H <  0, .....................Dwie p roste  rów noległe u ro jone.

N akoniec jeżeli dw ie sta łe są zeram i, rów nan ie zrob ione jed n o ro d n em  stanie się

Z- =  0 ;

ono p rzedstaw ia dw ie p ro ste  zlew ające się w je d n ą  w nieskończoności.
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U w a ż m y  p o w t ó r e  d r u g i e  r ó w n a n i e

( I I )  N y 2 2Px =  0.

Jeżeli N i P  sy różne od zera, o trzym a się parabo lę,

Jeżeli P =  O, m a się dw ie p ro ste  zlewajyce się w je d n y ,

Jeżeli N =  O, m a się x z  =  0, to je s t  jed n y  p rosty  w  odleg łości skończonej i drugy  w  n ieskoń 
czoności.

Z najdujem y w ięc, w  dw óch kształtach uproszczonych, wszystkie zm iany krzyw ych drugiego rzędu.

333. Usunywszy zm iany, pozostaje trzy  krzywe w łaściw ie nazw ane drugiego rzęd u , k tórych  ró w n a
niam i uproszczonem i będy :

Dwie osie do których je s t odniesiony elipsa posiadajy w łasność następujycy : oś odciętych  dzieli na

dw ie części rów ne cięciw y rów noleg łe do osi rzędnych , a oś rzędnych  dzieli na dw ie części rów ne 
cięciw y rów noleg łe do  osi odciętych . W  rzeczy sam ej, w artości jak ie jko lw iek  na x  odpow iadajy  dw ie 
w artości n a  y  rów ne i znaków  przeciw nych; i w artości jakiejko lw iek  na y  o d p o w iad a jy 'd w ie  w ar
tości na x  rów ne i znaków  przeciw nych. Jeżeli osie sy pochyłe, one tworzy co się zow ie u k ład  dwóch 
średnic sprzężonych; jeżeli osie spółrzędnych sy p rostokytne będy  one osiam i krzyw ej.

Szukajm y przecięć krzyw ej z osiam i spółrzędnych. N iech będy  A i B przecięcia krzywej z 0 x  i Oy;

Mx2-f- Ny2 =  H, E lip sa ;

Ma;2 —  Ny 1 —  H , H y p erb o la ;

Ny2 —  2P.r =  0, P a rab o la ;

M, N, P , H, oznaczają sta łe dodatne .

Dam y zaraz d la  tych  rów nań k sz ta łt ostateczny sym etryczniejszy.

1 °  E l i p s a Mx2 +  Ny2 =  H.

i załóżm y OA =  a, O B = :b ;  robiyc y  —  0, po tem  x  =  0 , otrzym a się kolejno

y  =  0, Ma2 =  H ; x  —  0, Nb2 =  H;

zkyd

a i b sy ilości rzeczyw iste, poniew aż M, N i H sy dodatne.
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W prow adzając a i b w rów nan ie  krzyw ej, to je s t zastępując M i N przez w artości powyższe, 
rów nanie elipsy o trzym a kształt następu jący

o  S + p ~ i = o -

Stałe a i b p rzedstaw iają długości dwóch średnic sprzężonych, jeżeli osie Ox i Oy  są prostokątne.

2° H y perbola Ma,-2 —  N?y2 =  H.

Osie spółrzę"dnych posiadają jeszcze w łasność oznaczoną w  przypadku E lipsy.

Oś odciętych  spotyka krzyw ą w  punkcie rzeczywistym  A , n iech będzie OA =  a, m a się

a2 =  ^ ,  zkąd M =  5  
M ’ a*

Dla otrzym ania przecięcia się z osią rzę d n y ch ; zróbm y x  =  0, w ypadnie

2/2 =  - | ,  albo y  = | / / | . v C T ;

oznaczymy przez b spółczynnik \J—  1; ilość b je s t nazw ana długością średnicy urojonej; o trzym a się w ięc

, 2 H . , II
b 2 =  —, zkąd N =  - j  • 

i\ b2

Zastępując M i N przez w artości powyższe, rów nan ie  hyperboli w eźm ie kształt

(II) S _ p _ l = = o -

Stałe a i b są długościami dwóch średnic sprzężonych (1™ rzeczyw ista, 2s* u ro jona), jeżeli osie 
O x  i Oy  są pochy łe; a i 1) przedstaw iają długości osi krzyw ej, jeżeli O x  i Oy są prostokątne.

3 °  P a r a b o l a  N y 2—  2 P x  =  0 .

Oś odciętych dzieli na dw ie części rów ne cięciw y rów noleg łe do osi rzę d n y ch ; krzyw a przechodzi 
przez początek , poniew aż rów nan ie je s t spraw dzonem  dla x  =  0, y  = 0 ;  nakoniec oś y  spotyka 
krzyw ą w dw óch punk tach  zlanych w  początku ; gdyż, jeżeli się zrobi x  =  0 ,  m a się y 2 —  0 .  Tak 
w ięc oś Ox je s t średnicą, oś Oy je s t styczną  na końcu tej średnicy.



R ów nanie paraboli może się oczywiście napisać
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(III) y * = 2  px ;

stała 2/3 nazyw a się 'parametrem paraboli względnym  do średnicy O x, lub  po p rostu  param etrem , kiedy 
Ox je s t  osią krzyw ej.

W ejdziem y w  n iektóre szczegóły nad  w ykreślen iem  i w łasnościam i bezpośredniem i tych trzech 
krzywych.

I I .  E l i p s a . —  W y k r e ś l e n i e .

334. Rów naniem  elipsy jest

a2 ' b2

To rów nan ie  daje

tak  że jeżeli A i A' sy końcam i średn icy , jeżeli MP je s t  rzędny jak iegoko lw iek  p u n k tu  M, m a się

___o b2—  ----- ;
M P = ^ P A . P A \

a2

Otrzyma się podobnież dla d rugiego p unk tu  Mi

Zkyd wypada 

0 )

M^Pi — ~) Pi A • 1 \  A '.3."

MP __ M,l>i 

P A . PA ' P^AT.PiA7

W ięc , w elipsie, iloraz kw adratu ja k ie jko lw iek  cięciwy przez iloczyn odległości środka tej cięciwy od 
końcóiu średnicy sprzężonej jest sta łym .
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O dw rotnie : krzywa taka, że iloraz kwadratu rzędnej przez iloczyn odcinków wyznaczonych za pomocą 
spodka rzędnej na prostej sta łej je s t  sta łym , je s t elipsą.

Niccli będę dw a punk ta  stałe A i A '; weźm y tę p rostą  za oś odcię tych ; za początek środek  o  
odcinka A A '; i za oś y ,  rów noleg łą do rzędnych. Jeżeli M je s t jak im kolw iek  punk tem  m iejsca, 
i MP jego rzędną, m a się przez założenie

MP"

PA . PA' a

b2 
2 1

b2
oznaczywszy przez w artość sta łą stosunku . Ten związek się staje , w prow adzając spółrzędne

p u n k tu  M, i przedstaw iając przez 2a długość A A ':

y 2 __b 2 .. w2 . a -2

(a —  «)(a —  a;J a* ’ “ °  P ^ a 2 ;

estto  isto tn ie rów nanie elipsy.

335. U ż y c i e  k ą t a  p o s i ł k o w e g o .

Je s t często dogodnie wyrazić dw ie spó łrzędne jakiegokolw iek p u n k tu  elipsy w funkcyi zm iennej 
d o w o ln e j; w skażem y w ybór następu jący .

Załóżmy
l x  —  adosy ,

( 2)
[ y  =  b w s ty ;

i je s t w idocznem  że rów nan ie elipsy je s t spraw dzonem , jak im kolw iek  bądź byłoby ?, przez w ar
tości (2); m ożna przedstaw ić przez (ad o sy , b w st? )  spó łrzędne x  i y  jak iegokolw iek p unk tu  elipsy ; 
dam y dla zm iennej ? nazwisko param etru kątowego p u n k tu  (x , y).

Z n a c z e n i e  g e o m e t r y c z n e  k ą t a  ? ,

1° Osie p rostokątne.

Przypuśćm y naprzód że dwie osie Ox i Oy  do k tó rych  elipsa je s t odniesioną są prostokątne. Na 
AA' =  2a zakreślm y koło , które przecina oś Oy  w Bt.

Jeżeli M je s t jakim kolw iek punk tem  elipsy, przed łużm y rzędną MP aż do jej spo tkania w M, z kó-

4 3



łem , potem  złączm y M, ze środkiem  0 ;  o trzym a się
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(3) <f =  M,OA.

W  rzeczy sam ej, w ed ług  rów ności (2)

x = O P r =  OMj. dos <f;

z drugiej strony  tró jką t MjOP daje

0 P  =  O M ,.dosM ,O P;
w ięc......

2° Osie pochyłe.

Dwie osie O x  i Oy  są pochy łe; zakreślm y zawsze koło na AA' =  2a jako śred n icy ; z punk tu  O 
w ynieśm y p rostopad łą  do AA', n iech będzie B, jej przecięcie się z okręgiem  koła. Jeżeli M jest 
jakim kolw iek p unk tem  elipsy, i MP jego  rzędną, przez spodek P rzędnej, poprow adzim y p ro sto 

pad łą  do AA' i przedłużym y ją  aż do jej spo tkania się w  Mj z ko łem ; p u n k t Mj je s t  punk tem  odpo
wiadającym  p u n k tu  M ; i gdy się złączy Mx0 , otrzym a się jeszcze

( 4 )  ? =  W ) A .

Dowodzenie je s t  toż sam o jak  w  przypadku poprzedzającym .

3 3 6 .  W y k r e ś l e n i e  e l i p s y .

1 °  W y k r e ś l e n i e  z a  pomocą r ó w n a n i a .

R ów nanie elipsy, rozw iązane w zględem  y ,  daje

(5) y  =  +  -  y/a2 —  x - .
a

Osie pochyłe.

Os odciętych dzieli na dw ie części rów ne cięciw y rów noległe do osi rzędnych , a oś rzędnych dzieli 
na dw ie części rów ne cięciw y rów noleg łe do osi o d c ię ty c h ; dość w ięc w ykreślić przez punk ta  część 
krzyw ej leżącą w kącie xO y, na przykład.
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Odcięta x  nie m ogąc się zm ieniać nad a, będziem y zw iększać x  od 0 do a ; w idzim y w tedy że 
rzędna y  zm niejsza się od b aż do 0 ; w artość  b je s t największością rzędnej y \  styczna w  B będzie

rów noleg łą do Oy. Łuk BMA będąc sta łym , w yprow adzi się w edług uw ag zrobionych, inne części 
krzyw ej.

Osie p rostokątne.

W ykreślen ie  w ykona się tym że sam ym  sposobem  jak  w przypadku  poprzedzającym . Krzywa będzie 
w tedy  sym etryczną w zględem  O x  i O y, AA' i BB' będą dw iem a osiam i krzywej. S tyczne w  A i A'

y
t/

A.4

Jll----------

>

0

t'

X

Y

będą p ro sto p ad łe  do osi AA'; styczne w  B i B' będą p rostopad łem i do osi BB'.

2 °  W y k r e ś l e n i e  z a  p o m o c ą  p a r a m e t r u  j>.

Osie prostokątne.

Na dw óch osiach p rostokątnych  weźm y OA =  OA' =  a, OB =  OB' =  b ;  po tem  zakreślm y pierw sze 
koło na AA' jako średnicy , i d rugie na BB' jako  średnicy .

N iech będzie a > b ;  weźm y jak iko lw iek  pun k t Mi na kole prom ienia a , i spuśćm y MtP prosto

p ad łą  na OA; złączm y potem  MiO, wreszcie przez p u n k t N, w którym  M ,0 spotyka koło  prom ien ia b, 
poprow adźm y NM rów noleg łą do OA: p u n k t p rzecięcia się, M, prostych  M,P i MN, będzie punktem  
elipsy.



W rzeczy  sam ej, m a się, oznaczywszy przez ? kąt M(OP :
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x  =  OP =  ad o sy , y  =  MP =  NQ =  b w sly ;

zkąd

P unk ta  tak ie  jak M i Mt są nazw ane punktam i odpowiadającymi.

Osie pochyłe.

P rzypuśćm y że a i b są d ługości dw óch  średn ic  sprzężonych; weźmy na dw óch osiach O A = O A '= a , 
OB =  OB' =  l>; p o t o m n a  AA', n a  przykład , zakreślm y k o ło ; w O w ynieśm y p rostopad łą  na AA', 
n iech  będzie B! je j przecięcie się z ko łem ; złączmy nakon iec B,B.

Niech będzie teraz M, jak ikolw iek  p u n k t k o ła ; z tego p unk tu  spuśćm y p rostopadłą M,P na AA';

p o le m , przez p u n k t P , poprow adźm y rów noleg łą do OB; i przez Mlt rów noleg łą do B jB ; p u n k t p rze 
cięcia się M tych dw óch linii je s t punk tem  elipsy m ającej za średn ice sprzężone OA i OB.

W rzeczy sam ej, m a się, w ed ług  w łasności koła i podob ieństw a tró jką tów .

M.P M P . 
OB, —  OB ’M ,P" =  P A -P A '; 

a lbo , jeżeli x  i y  są spó łrzędnem i p unk tu  M w zględem  Ox i Oy

M ,P“= ( a - f * ) ( a  — * ), M‘P - B !/;

zkąd w ypada

—  albo  ^-’ 4 -  — —  1 =  0b2 —  a2 * aiuo b * ^ a 2

P unk la  tak ie jak  M i Mx są nazw ane punktam i odpowiadającymi.

U w ag a . To drugie w ykreślen ie m oże być nazw ane wykreśleniem jednokreślnem  elipsy.

W arunk i położone przez określenie jednokreślnośc i n ri1 [190] są w  rzeczy sam ej spełn ione w przy
p adku  obecnym . Szukajm y w reszcie związków m iędzy spółrzędnem i punktów  odpow iadających M iMj.
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Jeżeli, w zględem  osi Ox i Oy ,  x , i y , s j  spó łrzędne punk tu  Mi, zaś x ,  y ,  spółrzędne jiunk tu  M, 
m a się (figura powyższa)

x  =  OP, 

y  —  MP.

z k jd  w ypada

(6)

W idzim y że te  związki s j  przypadkiem  bardzo szczególnym  wzorów ogólnych (3) n ru [190] prze
kształcen ia jednokreślnego , p rosta  w  nieskończoności jednej z figur pozostaje do nieskończoności 
w przekształceniu.

Spraw dza się ła tw o za pom ocy wzorów (6) i (6 bis) że koło

(C) x \  -f- y \ 2^')y 1dos 0 =  a‘2, 

przekształca się jednokreśln ie  na elipsę

(E) — 4 -  — —  1 =  0 
l j a'2 ' b2

i odw rotn ie.
Możemy dać tem u  kołu , nazwisko koła jednokreślnego elipsy.

337. T w o r z e n i e  s i ę  E l i p s y .

E lipsa  może być utworzoną przez punkt prostej długości s ta łe j, której końce opierają się na dwóch 
prostych stałych.

W eźm y dw ie proste  sta łe  za osie , i przypuśćm y naprzód pun k t opisujący M, leżący m iędzy dw om a 
końcam i A i B ; n iech będg. MA =  a ,  MB =  b.

Ma się naprzód

M L =  OB ;  M,P =  M ,Pi.w st0, P ,P  =  M ,P ,.dos0;

=  x  —• J/idosO, ( X =  Xi - |-  t/ ,d o s0,
albo (6 bis) \

a ) b w st0
y i = = b ^ t 0 y ’ '*•

/ x t == OP,, 

( y i = M , P „

Otóż, 0 będ^c k^tem  osi, m a się
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Jeżeli się w ykreśli spółrzędne p u n k tu  M, m a się przez tró jką ty  podobne

zkąd O A = £ .A B ,

OB AB , , „ „  a: , D 
o F = A M -  zks<1 OB =  - .A B .

Podstaw ien ie tych w artości w  związku powyższym daje bezpośrednio

(7) t̂  +  g - 2 g d o . « - l = ó i

rów nan ie  elipsy, gdyż m a się B2 —  AC =  — -  =  —  —^  <  0.

Kiedy p ro s te  sta łe są p ro stokątne (0 == 90°), one sta ją się osiam i krzyw ej. 

P rzypuśćm y teraz p unk t opisujący zew nątrz odcinka AB.

Z achow ując znakow ania poprzedzające, m a się związek

AB2= O A 2+ O B 2+ 2 O A .O B d o s0 .

T ró jkąty  podobne dają nam  jeszcze :

OA AB , . „ .  i/ . „
M P =  M B ’ Zksd 0A  =  Ć A B '

OB AB . , x  . D
O P = M A >  Z t'ld  0 B  =  J AB-

P odstaw ien ie tych w artości " zw iązku powyższym  prow adzi do rów nania następującego

(8) g  +  g  +  a ^ d o s o - i - o }

je s tto  jeszcze rów nan ie  elipsy.
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338. R ów nanie hyperboli je s t

x 2 w2

To rów nan ie  daje

//2= K ( x 2 —  a2), albo  y * =  (a; - f  a) (a- —  a);
c l ci

%

tak , że jeżeli A i A' sy końce średnicy  rzeczyw istej, i jeżeli MP je s t rzędny  punk t u  M, ma  się

MP2 =  ^  A P . A T ,
a2

J
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o

dla drugiego p u n k tu  Mj otrzym a się podobnież

W J > l= K  a p T . a t , .ct“

Zkyd w ypada

(1) MP2 _  mTPi .
A P . A T  A l^ .A 'P ,

W ięc, w  hyperboli, iloraz kw adratu jakiejko lw iek cięciwy przez iloczyn odległości środka tej cięciw y  
od końców średnicy sprzężonej je s t sta łym .

T w ierdzenie podobne do tw ierdzen ia elipsy , n ru [334]; w  elipsie, środek P  cięciw y, albo spodek P 
rzędnej, znajduje się m iędzy końcam i A i A' średn icy ; w hyperbo li, pun k t P znajduje się zawsze 
zew nytrz odcinka AA'.

O dw rotnie : krzyw a taka, że iloraz kw adratu rzędnej przez iloczyn odcinków wyznaczonych za pomocą 
spodka rzędnej na prostej stałej je s t sta łym , je s t hyperbola; spodek rzędnej będąc na zewnątrz od końców 
prostej stałej.

Ma się, w rzeczy sam ej
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1° R ów nanie (II) hyperboli będzie spraw dzonem , jak im kolw iek  bądź byłby <p, jeśli się założy

(1) d o s? ’

( y  =  b s t y ;

k ą t <f jest parametrem  kątowym  p u n k tu  (x , y).

Z n a c z e n i e  g e o m e t r y c z n e  k ą t a  y.

Niech będzie M jakikolw iek punkt hyperboli i P spodek rzęd n ej; zakreślm y koło na średnicy AA' ;

i z punk tu  P poprow adźm y styczną PM, do tego  koła, potem  złączm y M A  Otrzym a się

OP =  #  = ----- , zkąd dosM tOP =  d o s ? ;
dos M,O A

przeto

(3) • ' f  =  M^OA.

2° Mogłoby się jeszcze w prow adzić p a ram etr kątow y sposobem  następu jącym . 

R ów nanie uyperbo li zrobione jed no rodnem  będzie

i będziem y m ogli oczyw iście założyć

(*)

■ ! 2 _ y ?  —  72
aa b2 ’

| z =  -  dos<L. 

a
( y = — w s t f

Te w zory są następstw em  pierw szych, i kąt nie je s t innym  jak  kątem  ®; tylko w pew nych  przy
padkach , ten  sposób w prow adzan ia p a ra m e tru  kątow ego, zrobiwszy rów nan ie jed n o ro d n em , m oże
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być daleko więcej korzystnym . Gdyż tak działając, m ożna sprow adzić rachunk i tyczące się hyperbo li 
do kształtu  rachunków  odpow iadających  elipsie .

3 4 0 .  W y k r e ś l e n i e  h y p e r b o l i .

1 °  W y k r e ś l e n i e  z a  p o m o c ą  b ó w n a n i a .

Rozwiązując rów nan ie  (II) hyperbo li m a się

oś odciętych dzieli na dw ie części rów ne cięciw y rów noleg łe  do  osi rzędnych , i tak sam o dla osi 
rzę d n y ch ; dość w ięc w ykreślić część krzyw ej odpow iadającą w artościom  dodatnym  na x .

Kiedy x  jest m niejszem  od a, y  je s t u ro jo n em ; dla x==.a, y —  0 ; nie m a punktów ' krzyw ej między 
rów noleg łem i do osi rzędnych poprow adzonych  przez punk ta  A i A'. Dla w artości na x  wyższych 
nad  a, y  je s t rzeczyw istem  i zwiększa się n ieograniczenie z x ;  m a się tym  sposobem  łuk  n ieogran i
czony AM; inne części krzyw ej w ykreśla ją  się przez sym etryą.

W ykreślen ie krzyw ej odbędzie się tym że sam ym  sposobem  jeżeli się przypuści osie pochyłe.

2 °  W y k r e ś l e n i e  k r z y w e j  z a  p o m o c ą  k ą t a  <?.

Osie p rostokątne.
P rzypom nijm y sobie znaczenie p a ra m e tru  dane w  n rze [339J.
Niech będą a i b osie krzyw ej; O A =  OA' =  a, OB =  OB' =  b. Na osi rzeczywistej A A ', jako

(5 ) y  =  +  -  \ /x 2 —  a2;
a

średnicy , zakreślm y koło ; weźm y jak iko lw iek  p u n k t M, n a tem  kole i poprow adźm y styczną M ,P, k tóąr
44
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przedłużym y aż do jej spotkania się w  P z Ox. Jeżeli p u n k t M, je s t po praw ej stron ie  Oy ,  w eźm iem y 
na O x, po lew ej s tro n ie  O, p u n k t B ', taki że OB', =  b (b d ługość osi u ro jo n e j); przez p u n k t B', 
poprow adźm y rów no leg łą  do OM, aż do jej spo tkania się w R z OY : przez p u n k t R nakreśli się 
rów noleg łą do AA', i przez p u n k t P p rostopad łą  do AA'; przecięcie się M tych dw óch prostych

będzie punk tem  hy p erb o li. Ma się, w  rzeczy sam ej, jeżeli się założy M,OA =

y  =  MP =  OR =  b s t ? .rvn OM, a OP =  . r — - 1 — -----
dos?  dos<p’

Osie pochyłe.

N iech b ęd ą  a i b dw ie średn ice  sp rzę żo n e ; OA =  O A '== a, OB =  OB' =  b. Na średnicy  rzeczy

wistej AA', jako  średn icy , zakreślm y ko ło ; w eźm y jak iko lw iek  p u n k t M, na tem  kole i poprow adźm y 
styczną M,P k tó rą  przedłużym y aż do je j spo tkan ia  się w  P z osią Ox. Jeżeli p u n k t M, je s t po  praw ej 
stron ie  Oy ,  w eźm iem y ną O x, po lew ej stron ie  O, p u n k t B ', taki że OB', =  b  (b d ługość średn icy  
u ro jonej); przez p u n k t B', poprow adźm y rów onleg łą  do  OM, aż do jej spo tk an ia  się w R z OY p ro s to 
pad łą  do AA', po tem  odetn ijm y Olt na Oy ,  w  OR,. To w ykonaw szy, przez p u n k t R , nakreślm y  rów no- 
leg łą do O x, i przez P rów noleg łą  do Oy ;  p rzecięcie się M tych rów no leg łych  będzie punk tem

hyperbo li. W  rzeczy sam ej, jeżeli się oznaczy przez o kąt M^OA, m a się

x  =  OP =
d o s ą '

y  =  MP =  OR, =  O R =  bst®.

I V 0 P a r a b o l a . —  W y k r e ś l e n i e .

341. R ów nanie paraboli je s t

(III) y 1 — 1p x  =  0.

Jeżeli M i M, są dw a punk ta  k rzyw ej, MP i M ,P, rzędne  tych pu n k tó w , ma się

MP2 =  2/».OP, M IF ? =  2p  0 1 \ ;
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zkąd wypada

(1) MP2 _  g P i
o p  o p ;

W  paraboli iloraz kw adratu jakiejkobw iek cięciw y przez odległość środka tej cięciwy od końca średnicy 
odpowiadającej je s t  s ta łym .

O dw rotnie : krzyw a taka, że iloraz kwadratu rzędnej przez odległość spodka rzędnej od punktu  stałego 
jest sta łym , je s t  parabolą.

W eźm y, w  rzeczy sam ej, p u n k t sta ły  za początek ; k ierunek  rzędnych za oś y ;  m iejsce spodków  
rzędnych za oś o d c ię ty c h ; m a się w ed ług  założenia

------- a
MP
= = -  =  stałej =  1p, zkąd y'2 =  2p x ;

je s llo  rów nan ie paraboli.

3 4 2 .  W ykreślenie paraboli.

i szo W y k r e ś l e n i e  za pomocą równania

y 2 —  2p x ,  zkąd y  =  +  \ f ip x .

Aby y  było rzeczy w istem , będzie po trzeba żeby x  było d o d a tn em ; x  m usi |w ięc  zm ieniać się

od 0 do -j-©®. Oś Ox dzieli n a  dw ie części rów ne cięciw y rów noleg łe do osi y .

Dla x  =  O, m a się y  = 0 ;  krzywa je s t styczną do osi Oy . K iedy x  zw iększa się , y  zwiększa się,
i y  zwiększa się n ieograniczenie z x .



2sic W y k r e ś l e n ie  :

Osie p rostokątne.

W eźm y po lew ej stron ie  Oy  p u n k t II taki aby OH =  2p . W ybraw szy w tedy  pun k t dow olny P  
n a  O x, zakreśla się koło na HP jako śred n icy ; przez p u n k t Q, gdzie okręg koła przecina oś Oy,

3 4 8  R O ZD ZIA Ł I .

poprow adzi się rów noleg ły  do O x, i przez p u n k t P  p ro sto p ad łą  do O # ; p u n k t M, przecięcie się 
tych  dw óch p rostych , je s t p unk tem  parabo li.

W  rzeczy sam ej, n iech  b ęd ą  x  i y  spó łrzędne p unk tu  M, m a się

MP2 albo  O(J' =  0 H .0 P , zkąd y - = '2 p x .

Osie pochyłe.

W eźm y po lew ej stron ie 0 y  pun k t H taki aby OH = 2 p .  W ybraw szy  w tedy p u n k t dow olny P  
na O r ,  zakreśla się koło na HP jak o  śred n ic y ; n iech  będzie R p u n k t w k tó rym  okręg koła spotyka

p ro stą  OY poprow adzoną p rostopad le  do O x; odbija się p u n k t R w Q na O y; przez p u n k t Q, 
prow adzi się rów no leg łą  do O x, i przez p u n k t P , rów noleg łą  do Oy ;  punk t M, przecięcie się tych 
dw óch prostych , będzie punk tem  parabo li.

W  rzeczy sam ej, x  i y  będąc sp ó łrzęd n em i p u n k tu  M, m a się

MP2 =  OQ2 =  OR2= O H .O P , zkąd y - = 2 p x .
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§ IV. —  DYSKUSSYA RÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA PRZEZ ROZŁOŻENIE NA KW ADRATY.

343. Jużeśrriy, przez w iele m etod , uzasadnili k lassyfikacya krzyw ych drugiego rzędu. W  § I, roz- 
k lasyfikow aliśm y te krzyw e w ykreślając je , badając  ich kształty. W  II § uporządkow aliśm y je  szukając 
kształtów  uproszczonych i od ręb n y ch , do k tó rych  m ożna sprow adzić rów nan ie  ogólne drugiego 
stopnia. Rozklasyfikujem y je  teraz szukając k sz ta łtów  k tó re  może w ziąć rów nan ie  ogólne przez rozło
żenie na kw adraty . Ta trzecia m etoda bierze udział razem  w dw óch pierw szych. Ona trzym a z p ierw szą 
przez sposób rach u n k u , poniew aż rozłażen ie n a  kw adraty  poprzedza rozw iązanie; ona bierze udział 
w  d rug iej, gdyż rozłożenie na kw adraty  daje bezpośredn io  kształty  uproszczone.

M etoda k tó rą  wyłożym y je s t często bardzo dogodną do rozpoznania rodzaju  i zm iany krzywej d ru 
giego rzę d u ; m etoda § l je s t szczególniej pożyteczną dla w ykreślen ia tych krzyw ych.

1" Lemma.

344. ZNALEŚĆ WZORY PRZEKSZTAŁCENIA SPÓŁRZĘDNYCH, KIEDY SIĘ DAJE RÓWNANIA NOWYCH OSI.

Niech będą rów nania , w zględem  dw óch osi Ox i Oy,

( N =  A x  - j-  By —{— C =  0, O 'x ',
a )

( M —  A tx  -f- Bjy -j- C, —  0, 0 'y ' ;

dw óch p rostych  zbiegających się O 'x ' i 0 'y '. P rzypuśćm y że się w eźm ie te dw ie p roste  za osie, i 
szukajm y now ych spółrzędnych  [x' , y ') jak iegokolw iek  p unk lu  M w funkcyi jego daw nych  spół
rzędnych [x, y).

Przez pun k t M poprow adźm y MQ' i MP' w zględnie rów noległe do O'x' i O//'; potem  spuśćm y MCI

prostopad łą  na p rostą  M =  0 albo 0 'y ',  i MH p ro sto p ad łą  na p ro s tą  N =  0 albo O 'x'. 

Oznaczmy przez &> kąt now ych osi O 'x' i 0 'y ',  m a się w ed ług  n™ [70]

(2) s t»  = _______(AI3| —  A,B)wstQ_______
A A, — B li j —  (AB, —|- A1K)dosO

G będąc kątem  daw nych  osi.
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Teraz tró jkąty  p rostokątne MGQ' i MP'H nam  dają

(I") M G = M Q 7.wsto>, M H = M P '.w s tw;

otóż m a się w ed ług  n™ [76j

' _______ (A,£•-[- B^y -)- C,)wsl 0 M w s t0

MG _  ± \ J a \ +  B \ — 2A ,B1dos0  = ± V /a F F B ;  — 2 A , B , d ^ ’
(2°)

___ ( A,z- 4 -  By -f" C)wst0 N \vst0
MH

± \ / A -  -f- B2 —  2AB dos0 ±  \ j k -  - f  B2 — 2AH dos ti

Znaki p ierw iastków  we w zorach (2°) w yznaczą się w ed ług  p rzep isu  n ru [76.}, gdy się raz ustali części 
d o d a tn e  now ych osi O 'x ', O y ';  ten w ybór oznaczy jednocześn ie w artość  k tó rą  należy przyjąć dla 
kąta w dw óch  p rostych , to  je s t oznaczy k ą t ostry  albo kąt rozw arty.

Jeżeli założymy w tedy

] ___ -f- B? — 2A1B1dos0 .w stu
1 wstO

związki (1°) nam  dadzą

W

albo

(U bis)

+  v/A2- f  B2 —  2A Bdos0.w stw
y  w sio

A.iX B iy  —(— Ci —  h x , 

k x  -f- By +  C =  gy‘;

M =  h x \

n =  gy' ,

to je s t że nowe spółrzędne x ' i y ' jakiegokolw iek punktu  M(x, y) są proporcyonalne fuńkcyom  lin ij  

nym  M i N.

Związki ( i)  albo (4 bis) są w zoram i dla p rzekształcenia obecnego spó łrzędnych .

345. To lem m a uzasadniw szy, w eźm y ró w n an ie  ogólne krzyw ych drugiego  rzędu

(I) Ax2 4 -2 B x y  +  Cy24 - 2 D x 4 - 2 E y - f F  =  0 .

Otrzym am y do rozebrania dw a założenia następu jące  :

1° Spółczynniki kw adratów  nie są zeram i razem ; 

2° Spółczynniki kw adratów  są zeram i razem .
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11° l szc Z a ł o ż e n ie  : S pó łc z y n n iiu  k w a d r a t ó w  n ie  są  zer a m i r a z e m .

3 4 6 .  P rzypuśćm y spółczynnik A, na przykład, różnym  od z e ra ; m ożna przyjąć że się zrobiło 
dodatnym  jak iko lw iek  ze spółczynników  A albo C, spółczynnik A, na przykład , który je s t przy
puszczonym  różnym  od zera.

Mnóżmy przez A obie strony  rów nan ia (I), i uporządkujm y w zględem  potęg x ,  m a się 

A V  +  2Ax(By  - f  D) -j- ACy 1 -f- 2EAy - f  AF =  0; 

olóż dw a pierw sze w yrazy tw orzą część kw adratu  w yrażenia

(1) M =  A .X '4 -%  +  1);

tak  że rów nanie poprzedzające będzie się m ogło nap isać , odejm ując kw adrat (B y -f-D ):

(II) M2 - f  (AC -  B2)y2 - f  2(AE —  BD)y +  AF — D2 =  0.

3 4 7 .  To pierw sze przekształcenie m ając w ykonanem , spostrzegam y teraz dw a przypadki do roze
b ran ia  : spółczynnik  na y-  jest różnym  od ze ra ; spółczynnik na ij1 je s t zerem.

l S7-y P r z y p a d e k  AC —  B- ^  0.

Mnóżmy obie strony rów nan ia  (II) przez (AC —  Ii2) i u tw órzm y k w ad ra t w zględem  y ;  założywszy

(2) N =  (AC —  B9)y -J- (AE —  BD), 

rów nan ie  (II) p rzedstaw i się pod kształtem  :

(III) (AC —  B2)M2 +  N2 -f- (AF —  B2)(AC —  B2) —  (AE — BD)2= r  0.

Otóż jeżeli się rozw inie w yraz niezależny i gdy się założy

A B D

B C E

D E F

spraw dza się ła tw o że

(4) (AF —  B2) (AC —  B2) -  (AE —  BD)2 =  A .A.

R ów nanie (III) będzie m ogło się od tąd  napisać

(III bis) (AC —  B2) M2 - f  N2 - f  A A =  0.

Oióż funkcye M i N zrów nane z zerem  przedstaw iają dw ie p roste  które się p rzecina ją ; gdyż prosta
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N =  0 je s t rów noległą do osi O#, i M = 0  przedstaw ia p rostą  k tó ra  nie może być rów noleg łą do O x, 
poniew aż A, przez założenie, je s t różnym  od zera. P rze to  m ożem y w ziąć te  dw ie p roste  za osie sp ó ł
rzęd n y ch ; i rów nan ie (III bis) stan ie  się, w edług lem m u uzasadnionego

h-(AC  —  B2) .# '2 - f  i f . y '1 4  A a =  0.

Lecz dyskussya tego ostatn iego rów nan ia  je s t w idocznie tąż sam ą jak  dyskussya rów nania (III bis), 
w k tó rem  uw ażałoby się M i N jako  spółrzędne jak iegokolw iek  p unk tu  krzywej w zględem  now ych 
osi. Zachow am y w ięc rów nan ie  (III bis), i rozbierzem y różne kształty  jak ie  może w ziąć to rów nan ie .

l° B 2 —  AC <  0.

W tenczas A i C są koniecznie tegoż sam ego z n a k u ; poniew aż je d en  z n ich  był zrobionym  do 
datnym , A je st w ięc ilością dodatną. W edług  tego

Jeżeli A <  0, rów nan ie  (III bis) będzie m ogło się sprow adzić do kształtu

Mł - j-N 2 =  l ,

ró w n an ie  przedstaw iające elipsę rzeczyw islą.

Jeżeli A =  0, rów nan ie  (III bis) sprow adzi się do kształtu

M2 4  N- =  0,

to  przedstaw ia p u n k t albo dw ie p ro ste  u ro jone.

Jeżeli A >  0, rów nan ie (III bis) będzie się m ogło sprow adzić do  ksz ta łtu

M2 4 - N* 4 1 = 0,

rów nan ie  k tó re  p rzedstaw ia  e lipsę  uro joną.

2“ B2 —  AC >  0.

Jeżeli A ^  0, rów nanie (III bis) b ierze jeden  albo d rugi z kształtów

M* —  N2 =  ±  1;

to przedstaw ia , w obu p rzypadkach , hyperbo lę .

Jeżeli A =  0, rów nanie (III bis) sprow adzi się do ksz ta łtu

M2 —  N* =  0 ;

rów nan ie k tó re  p rzedstaw ia dw ie proste  zbiegające się.

3/i8. 2b* P r z y p a d e k  A C —  B2 =  0.

Dla dojścia do rów nan ia  (III), przypuściliśm y (B2 —  AC) rożnem  od zera, nie m ożna w ięc posłu 

giw ać się więcej te in  rów nan iem  w  przypadku  obecnym .
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W róćm y w tedy do rów nan ia (II), i w prow adźm y założenie obecne, ono staje się

(1Y) M- +  2(AE —  BD)y 4 -  AF —  D2 =  0.

Rów ność (4) n ru [347] daje tu

(5) (AE — BD)2 =  —  A. A.

1° Jeżeli A ^  0, rów nan ie (IV) położy się pod kształtem

M2 4 - N  =  0 ;

je s tto  rów nan ie paraboli.

2° Jeżeli A =  0, rów nanie (IV) staje się

M2 4 -  (AF —  D2) =  0 ;

to  rów nan ie  p rzedstaw ia

dw ie proste  rów noleg łe rzeczyw iste........................ jeżeli A F —  D2 <  0,

dw ie p roste  zlewające się . ...................................  . jeżeli AF —  D2 = 0 ,

dw ie proste  rów noleg łe u r o jo n e ............................ jeżeli A F — D2 > 0 .

Kształty odpow iadające tym  trzem  przypadkom  są

M2 =  l ,  M2 =  0 , M2 =  — 1.

I I P  28ie Z a ł o ż e n i e -: S p ó ł c z y n n i k i  k w a d r a t ó w  s ą  z e r a m i  r a z e m .

349. \V założeniu obecnem  m a się

(6) A =  0, C =  0 ; 

rów nan ie  (I) krzywej sprow adza się w ięc do

(V) Bx y  4* Dj,- 4~ E y  4 - ^ = 0 .  

l 5Zy P rzypadek B ^  0.
s

K ładąc jakąkolw iek  ze zm iennych na czynn ik , x  na przykład , w idzim y ła tw o że rów nan ie  (5) m oże
się nap isać

/ n  i u \(  i E \  i F B  — 2 D E  A
(bJ' +  d) ( '  +  B) + — 3 5 — =  »•

45



Otóż w przypadku obecnym  m a się
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(7) A == —  B(EB —  2DE);

rów nan ie  poprzedzające stanie się w ięc

(VI) MN
2 Ii2’

założywszy

m ożna jeszcze to  napisać

( VI bis)

M =  B y '+ D ,

M +  N \ /M —  N\ 2 __a
2 / 2B2

Dwie p roste  —  o i ^ =  0 nie są ró w n o leg łe ; rów nanie (VI bis) sprow adza się w ięc

do jak iegokolw iek  z kształtów  n ru [348], 2°

Jeżeli A ^  0, m a się liyberho lę .

Jeżeli A —  0, m a się dw ie p roste  rzeczyw iste k tó re  się przecinają.

350. 2s' Przypadek B =  0 .

Iłów nan ie (V) zrob ione je d n o ro d n e in  staje się

(VII) 2 ( D * - f E y + 0 = O ,

w prow adzając założenie B =  0 zrobiw szy je  uprzednio  jed n o ro d n em .

W  przypadku obecnym , m a się oczyw iście A =  0 i B2 — AC =  0 ; w reszcie rów nanie (VII) p rzed
staw ia  dw ie proste  z k tórych  je d n a  je s t w  n ie sk o ń czo n o śc i; m ożna je  uw ażać jak o  przedstaw iające 
u k ład  dw óch prostych rów noleg łych .

IV" Tablica różnych kształtów które może wziąć równanie ogólne drugiego stopnia.

351. L itery M i N p rzedstaw ia ją  funkcye lin ijne na x  i y \

A x2 -f -  2Bx y  - f  G y- +  2D x - f  2 E y  - f  F  =  0

je s t  rów nan iem  ogólnem  krzyw ej.
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! M'2 —{— N"2 =  1, E lipsa rzeczyw ista................................... ...w tedy  : A <  0,

132—  AC <  0  ̂M'2 -j- N2=  u, E lipsa  znikająca albo p u n k t ....................w tedy : A =  0,

M'2 - j - N - = — 1, E lipsa u ro jo n a ...............................................w tedy : A >  0.

M2 -  N .=  l ,

i  albo 'H y p e rb o la ..................................................................  w te d y : A > 0 ,

\  MN =  1,
2 B -—  AC >  0

—  N2 =  0,\

albo ( proste rzeczywiste niezbiegające s ię ..............  w tedy :A  =  0.

\ MN =  0, )

/ M'2 -j-  N =  0, P a ra b o la ................................ .........................  w tedy : A ^  0.

\ M2 = l ,  proste  rzeczyw iste ró w n o leg łe .............. \
3" B2— AC =  0 I

I M‘2 - 0 , p ro ste  zlane...................................................... > w tedy : A =  0.

M2 =  — 1, p roste rów noleg łe u r o jo n e . ..................... ]

Oznaczyło się przez A w yrażenie

A B D

A .=  B C E .

D E  F

§ V. — RÓWNANIE KRZYWYCH 2sics° RZĘDU W SPÓŁRZĘDNYCH TRZYLINIJNYCH.

1° Kształt równania w  spółrzędnych trzylinijnych.

352. W yprow adzim y rów nanie , w  spółrzędnych trzy lin ijnych , krzyw ych drugiego rzędu  ró w n an ia  
danego  w spółrzędnych kartezyańsk ich

( 1 )  A a?2 - f -  2 B x ij  4 -  G tf- +  2 D x  +  2 E t/4 - F  =  0 .

W zory ogólne przekształcenia są w ed łu g  n™ [91]

X aa? 4 - a 1 —j— a2,

(2) \  Y =  b ^ 4 - b , y  +  k2,

\ Z =  c x  4 - C,y 4 - c-2;

proste X =  0 , Y =  0, Z =  0, są trzy  proste  n iezbiegająoe się i tw orzą tró jk ą t odniesienia.
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N a leży  dowieść że ruivnanie (1) może się zawsze położyć pod kształtem

(3) A „X 2 4 -  A2oY2+ A 33Z2- f  2A12X Y 4 -2 A 13X Z - f  2A,3YZ =  0,

albo lepiej że równanie (3) może przedstawiać w szystkie krzyw e drugiego rzędu.

W  tym  celu, zastypm y X, Y, Z, przez w artości (2) w  rów nan iu  (3), i zidentyfikujm y rów nan ie  o trzy 
m ane z rów naniem  (1), to je s t napiszm y że (e sam e spółczynniki tychże sam ych potęg  zm iennych sy 
p roporcyonalne .

O znaczywszy przez ). w artość w spólny stosunków , znajduje się :

i 1" An a2 -f- A.>ib'2 - f - A33c2 4 -  2A12ab -j~ 2A13ac -f- 2A23bc =  ).A,

l^° A na, 4~ A^bj; 4 -  A33oJ 4~ 2A12dib, 4~ 2A13a,c1 4~ 2A23b 1Cj =  XC,

13° A lta | 4 -  A.»b*'4~ A33Cj 4 -  2Ar>aobo 4 -  2A13a.>Co 4~ 2A23b 2c2 =  ).F ;

<4) A u aaj 4~ A ^  bb, 4~ A33cc, 4~ Ai2(ab, 4 - a ,b ) -J- A,3(aci -j- a ic) -f- A23(bci -J-b,c) =  ).B,

15° A i ,aa2 4~ A22b b 2 4 “ A33cc2 4~~ A j2(ab2 4~ a2b) —j- A ,3(ac2 4— a2c) 4 “ A23( bc2 —j— h2c) ).D,

,6° A1)a,a24 -  A‘2-2 b ,b 2 4 -  A33c ,c2 4 "  Aj2(aib24 “ a2b,) 4~ Ai3(aiC2 -j— a2Ci)4~ A23(biC2 4~ b 2c , ) — ),F.

Idzie o w yciygnienie z tych ró w n ań  spółczynników  n ieznanych Ars i o spraw dzenie że ich w ar
tości sy skończone.

W  tym  ce lu , założymy

/A u a A job 4 -  A13c =  M ,„ /A na, 4~ A job, 4“  A)3Ci =  M21, /A ua2 4~ Ał2b.> 4~ A)3c2 =  M3|,

(,)) ^A2,a 4~ A02b 4 -  A23c M,2, |A 2la, 4 “ A22b | 4~ A23c, —  M22, \A2,a2 4~ A22b2 -j— A23c2 —  1̂32>

1 A31a 4~ A3ib 4 -  A33c =  M13, A31a, 4 -  A32bi -}- A33c, =  M23, \A3ia2 -j-  A32b 2 4 "  A33c2 —  Ms3.

R ów nania (ći)napiszy się w tedy

1° aMu 4 -  1)M 12 4 -  cM13 ),A,

2° a,M2t 4 -  b.M-224 -  CjM-:3 =  ).C,

3° a2M3, 4 -  b 2M32 4~ c2M33 =  ).F ;
(6)

J/40 a |M j j -■ b 1Mjo 4~ c,M 13 —  aMo, —j-  bM22 4~ cM23 —  ).U?

[5° a2M,, -f- b 2Mi2 4 “  ci ^ i 3 =  a^ 3i 4 -  bM32 -j-  cl\I33 —■ )F)?

\6° a,M31" j— b,M 32—J— ^i^133 == a2M2i4 - b 2M224 - c 2M23= ) .E .

Obliczymy naprzód ilości Mrs.
Oznaczymy przez P w yznacznik podstaw ien ia (2), to jest

a a» a 0

(?) P = b 1 '. b 2

c C] C2
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i p rzedstaw im y przez a ,  S, y ; €t , y , ;  a 2, S.», y2, e tc . .. .  w yznaczniki częściow e co do w artości i co 
do znaku, tak  aby

: +

( 8)
S =  -

e tc .

bi b 2 b b .
«i =  —

1 Cl C2 c c2

aj a2 a a .

0^ 11 4

Cj Co c c .

X 2 =  +
b b, 

c c,

etc.

etc.

Jeżeli teraz uw ażym y rów nan ia (1°), (4°), (5°) g ru p y  (6), to  j e s t :

' aM „ +  l.M ł8 - f  cM |3 =  ).A, 

\ a iM, i b iMi2—1~ CjM 13 =  ).B,

1 11 —{— l io lN T —J— CoiNl j 3 ) .D ;

w yciąga się z n ie j; rozw iązując w zględem  Mu , M12, M13

/ PM j, —  X a A -j-  ajB  —J— a,D ),

( 9 , 1») PM l2 =  X(5A +  6,B +  e,D), 

( PM1S =  MyA +  y,B -t- yoD),

Otrzym a się podobnież b iorąc kolejno g ru p y  2°, 4°, 6°; 3% 5% 6°;

/ PM ,, =  ).(aB 4 -  «,C 4 -  aoE), 

(9, 2 °) \ PM ,, =  ).(§B 4 - ?,C 4 - g,E),

(9, 3«)

PM , 3 =  X(yB 4 -  y,C 4 -  y,E); 
lJM3,= > ( a D 4 - * ,E 4 - « . 2F),

pm 32 =  a (ci) 4 - e,E 4 - e.F),

PM33 —  >(yt) -f-  yiE 4 "  ?;F )-

Te w artość wyznaczywszy, w eźm y p ierw sze rów nan ia  g ru p  (9, 1 °), (9, 2°), (9, 3°) i zastąpm y y  
ilości Mrs przez ich w artości (5), m a się trzy rów nan ia

/ P(Au a 4 -  A)2b  4 "  A 13C) =  / ( a A 4 *  a iB  4 ” >

' P (A n fli4 ' Ai-,1^4" A |3C|) =  /(aB

 ̂P(Au a ,-f-  A |,b24~ A ^c,) — l[aD 4 “ ~l- )•

Jeżeli się je  pom noży w zględnie przez a, a 1( potem  pi-zez 6, 6,. g,, i nakoniec przez y, y h y>,



i gdy się doda znajdzie się

P2A„ =  X(A«2+  Cel 4 - Fal +  2B««, +  2D««o 4 - 2Eaia.2) ;

( 10)  ̂ P“Aj-2 X[Aoc*? —|— Ca,?, — Fa-2̂-2 “f" “1” a^l) 4” ̂ (ot2̂ 4 -  +  E(a2?i 4 ~ i 

e tc ........................

Otrzyma się inne wartości przez rachunek podobny.

Tak więc, mając dane równanie, we spółrzędnych kartezyańskich, jakiejkolw iek krzyw ej drugiego rzędu ,

(I) / ‘(x, y ,  z) —  A.z-'2 4 - 2Bx y  4- Cy-  - |-  2l)xz -|- 2Eyz 4 - Fs2 =  0; 

je że li się odniesie tę  krzyw ą do jakiegokolw iek trójkąta odniesienia określonego przez proste

X a r  4 - a,y 4 ~ a2« —

\  — bx —|— b ,y  —[— h 23 —  Oj 

h  —  cx  —J— c —j— c2s —— 0 \

równaniem krzyw ej będzie

(II) A„X2 4 - A.»Y2 4 - A33Z2 4 -  2A12XY 4 -  2AI3XZ 4 - 2Ao3YZ =  0 ;

i spółczynniki tego równania będą m ia ły  wartości następujące:

P2.Ai, =  Af (a,  ai, a-i), P2,A22 =  a/|6, S,, S2), P2A33 =  >/(y, y,, y2),

P“. A i-2 == A[Aa6 -j— Ca,?, 4“ E0C0S2 4” B(ao, —J-  B(be26 4” “I-  E(a2?, 4 “ >

P2.A13 =  ).[Aay 4~ C=t,y, -j- Fa2?24 “ B(ayi “i-  “iy)~f~ 0(a2y 4~ «y>)~ł- E(«oyx —ł- “0*2:)],

P2. Ao3 — ).[Aiy 4 - Cfjy, 4~ F?2y2 -1- B(£y, 4 - 6iy) 4 “ P(?2y 4“ fyi) 4" E(^yi 4“ S,y2)].

Ilości P, *, S___ maj-3. wartości określone przez równości (7) i (8).

Trzy proste X = 0 ,  Y =  0, Z = 0  nie będyc zbiegajacemi się, wyznacznik P jest różnym od zera; 
wartości na A„ sy więc skończone.

Tak więc równaniem ogólnem krzyw ych drugiego rzędu, we spółrzędnych trzy Unijnych, jest

(IV) A„X2 4- AjjY2 4 - A33Z2 4 - 2A,,XY 4~ 2 A1SXZ 4 - 2A,3YZ =  0.

Przedstawiamy to dowodzenie zwłaszcza jako ćwiczenie rachunku; wyciągniemy przecież z niego 
niektóre wnioski.

U w a g a .  Rachunek byłby daleko łatwiejszym jeżelibyśmy chcieli przestać n a  wykazaniu że rów
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nanie (1) krzyw ych drugiego rzędu  bierze kszlałl (3) kiedy się je  odnosi do tró jką ta  określonego przez 
proste  (2 ) nie zbiegające się.

Byłoby dość, w  tym  ce lu , rozw iązać rów nanie (2) w zględem  x  i y ,  co daje m ając w zgląd na 
związki (8) :

_  «X - |-  6Y -f- yZ _  «,X - |-  g|Y +  y,Z .
a^x 4~ 62 Y 4 “ * a-»X 4 - 4~

i podstaw ić te w artości w rów nan iu  ( 1 ).

Lecz rach u n ek  k lóryśm y rozw inęli w ystaw ia na w idok ten fakt w ażny, że spółczynniki A,.„ rów 
nania nie m ają m iędzy sobą żadnej zależności, jeżeli rów nan ie (I) jest przypuszczone ogólnem . W y 
nika, w rzeczy sam ej, z w artości (Hf), że w yznacznik uk ładu  rów nań  (Zi), k tó re  w yznaczają sześć 
n ieznanych A,.,, je s t  rów nym  P 2; otóż, w ed ług  założenia przyjętego, ten  w yznacznik nie je s t  zerem , 
w ięc ilości A,.s nie m ogą się przedstaw iać pod  kształtem  nieoznaczonym ; innerni słow y, one nie są 
połączone żadnym  zw iązkiem , w  przypadku ogólnym .

353. W idzieliśm y że rów nanie ogólne, w e spółrzędnych  trzy lin ijnych , krzyw ych d rug iego  rzędu  jesl

(1) F(X , ^ , Z) =  An X- 4 -  AjwY2 4 -  A33Z2 4 -  2A12XY -J-  2 A 13XZ 4 -  2 A.23YZ - 0.

Poniżej wyłożym y m etody p roste , k tó re  nam  pozw olą rozpoznać rodzaj i rozm aitość krzywych 
p rzedstaw ionych  przez rów nan ie  (1 ) ; na chw ilę, p rzestan iem y na szukaniu za pom ocą rachunków  
poprzedzających, w arunków  aby rów nanie (1 ) p rzedstaw iało  jak iko lw iek  uk ład  dw óch p ro s ty c h ; ten  
w aru n ek  zależy jedynie od spółczynników  rów nan ia  a bynajm niej nie od elem en tów  tró jką ta  do 
k tórego krzyw a je s t odniesioną.

Dla rozw iązania py tan ia , przypom nijm y sobie że w arunk iem  koniecznym  i dostatecznym  aby rów na
n ie (1) nru 1352] przedstaw iało  jak iko lw iek  uk ład  dw óch  prostych  je s t na m ocy nru [315] albo [351]
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A B 1 )

A B C E =  0 ;

D E F

w yraźm y ten wyznacznik w  funkcyi spółczynników  A „ rów nan ia (3)

Związki (5) nru [352] dają, w ed ług  tw ierdzen ia  znanego nad  m nożeniem  w yznaczników  :

a b c An A j2 A 13 Mn M,2 M.3

ai b, C. A.>, A.22 A-23 = M-21 M-2-2 M-23

a.. bo C-2 A31 A32 A33 M3. M32 M33

Z drugiej strony  związki (6) n™ [352] tw orzą trzy g rupy  podobne g rupom  (5) i dają , przez zastoso
w anie tegoż sam ego tw ierdzen ia ,

a b c Mn Mi*2 M13 A B D

a t b, c, M-2i M-2-2 M-23 = . l 3 B G E

a-2 b-> Co M3i M32 M33 D E F



Ztąd się w yciąga m nożąc stronam i dw ie o sta tn ie  rów ności
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A n  A 12 A 13 a b c 0 A  B D

A 21 A oj A 23 ai  b ,  c, =  X3 B G E

^31 A32 A 33 a2 b 2 c -2 D  E  F  1

w idocznie będzie inożna przypuścić w  tej rów ności X =  1.

Ze związku (2) w ypada że :

W arunkiem koniecznym i dostatecznym aby równanie (1) przedstawiało ja k iko lw iek  układ dwóch 
prostych je s t

A11 A12 Aj3
•

• A‘21 A-22 A-23 =  0

A31 A 32 A 33

D w ie proste będą urojone, jeżeli krzyw a p rzedstaw iona przez rów nan ie (1) należy do rodzaju elipsy; 
rzeczywiste, jeżeli ona należy do rodza ju  hyperboli; równoległe, jeżeli ona należy do rodzaju paraboli.

I I 0 R o z ł o ż e n i u  n a  k w a d r a t y .

354. Mając dane ró w n an ie  jak ie jko lw iek  krzywej drugiego rzędu , w spółrzędnych  trzy lin ijnych ,

( i)  AUX- -j- As-iY" -f- A33Z2 -j- 2 A!oXY -J- 2A ,3XZ -J- 2A23YZ =  0,

m ożna zastosow ać do tego  rów nan ia  sposób rozłożenia w yłożony w § IV, n rn [343] i następnych . 

P rzedstaw m y przez A dysk rym inan t pierw szej strony , tak że

A u a 12 A13

(2 ) A  = A‘2l A-22 A 23

a  31 A 32 A33

Prow adząc rach u n ek  ja k  to  było w skazanem  w  § IV n ru [343], e tc ,....... dow iedzie się podań nastę
pujących k tó re  tylko w ysłow iem y :

1" Jeżeli A ^  0, rów nanie będzie się m ogło sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów  

v (3) M2 ± N a ± P 2 =  0,

M, N, P będąc funkcyam i lin ijnem i i jed n o ro d n em i na X, Y, Z. R ów nanie (3) będzie przedstaw iać 
w tedy jakąkolw iek  z krzywych w łaściw ie nazw anych  drugiego  rzędu : elipsę,_ hyperbolę, albo p a ra 
bo lę . Krzywa będzie, ja k  to zobaczym y poniżej, sprzężoną w zględem  tró jką ta  M =  0, N =  0, P =  0 ; 
albo, jeżeli to nam  się podoba, ten  tró jk ą t będzie sprzężonym  w zględem  krzyw ej.
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T  Jeżeli A = 0 ,  rów nan ie  będzie się m ogło sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów

( 4 )  Ma ± N *  =  0 ;

krzyw a będzie się sk ładać z jak iegoko lw iek  uk ładu  prostych  rzeczyw istych a lbo  u ro jo n y ch ; te  p roste  
będą m ogły być rów noleg łem i.

3° Jeżeli w yznaczniki częściowe n a  A są zeram i, rów nan ie  będzie m ogło się sprow adzić do kształtu

( 5 )  M* =  0 ;

krzywa sk łada się z dw óch  prostych zlew ających się w  jednę .

Tw ierdzenia odw rotne tych podań  są praw dziw e; one są w niosk iem  koniecznym  analizy p row a
dzącej do tw ierdzeń  w ysłow ionych.

R ów nania (3), (4) i (5) dają jedyne kształty  uproszczone m ożebne, do k tó rych  może s<ę sprow adzić 
rów nanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu  w  spółrzędnych trzy lin ijnych .



R O Z D Z I A Ł  II.

KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEJ KLASSY.

§ I. —  SPÓŁRZĘDNE (DWUL1NIJNE) u, v.

355. R ów nanie ogólne krzyw ych 2£ioi klassy je st

( ! )  Au- +  2Biu> 4 - Cy- 4 -  2D« -)- 2Ey +  F  = 0 ;

w  rzeczy sam ej, w szelka krzyw a 2fc'il'j k lassy  je s t takg, że przez jak iko lw iek  p u n k t płaszczyzny nie 
m ożna poprow adzić jak  ty lko dw ie styczne do tej k rzy w ej; otóż rów nan ie  jak iegoko lw iek  p u n k tu  jest 
1st0 stopnia w  u i v; rów nan ie  jak iejko lw iek  krzyw ej 2«ioi klassy je st więc drugiego stopnia w zględem  
zm iennych u i v.

Zobaczym y w  badan iu  stycznych, że krzyw e 2fe'ioi klassy sq jednocześn ie krzyw em i drugiego  rzęd u ; 
badan ie  p u n k tó w  w  n ieskończoności, jak to  zobaczym y poniżej, pozw oli nam  rozróżnić rodzaj tych 
krzyw ych.

I" P rzekształcenie spółrzędnych.

356. Można także, jak  w rozdziale poprzedzającym , w ykonać uproszczenie ró w n an ia  (1) przez p rze
kształcenie spó łrzędnych ; nie wejdziem y we w szystkie szczegóły tego ra c h u n k u ; przecież dam y poznać 
wzory przekształcenia w przypadku spółrzędnych styczneczkowych.

Niech będzie rów nanie now ego początku 0 '

(1) wx0 4  vyv —  1 =  0;

jeg o  spó łrzędnem i b ę d j  x 0 i y 0 w edług n™ [111]. Oznaczmy przez « i S kęty  now ych osi 0 'x ' i O'y  
z daw n§ osi$ Oa,\

P rzypom n ijm y sob ie  naprzód w zory przekształcenia n ru [29] dla sp ółrzędnych  karlezyańsk ich ;



x  i y  będąc spółrzędnem i jak iegokolw iek  p u n k tu  w daw nym  układzie, x ' i y' b ędąc  spó łrzędnem i 
tegoż sam ego p u n k tu  w  now ym  układzie , ma się

/ _______ [ x ' w s t ( 0 . —  a)  4 -  y 'w s t ( 0  —  6)
t ----------------- ^ -----------------,

(2)
I ___ . a r 'w s t a  4 -  v ' w s t €

w ste-------- ’

a dla wzorów odwrotnych

/ , __{x —  x 0)w st? —  (y —  Vo)wsf(0 —  ę)
l *  ^ i t ?  ’

(3) ’ gdzie 0' =  6 — a;
—  (•!• —  X0)wst o. 4 -  (.'/ — Vo)'VSt(Q —  a)

\ y  WM? ’

0 je s t kąt osi p ierw otnych , 0' ką t now ych osi.

To przypuściw szy, n iech b ęd ą  u i v spó łrzędnem i jak iejko lw iek  prostej w układzie p ie rw o tn y m ; 
a u' i v' spó łrzędnem i tejże sam ej prostej w now ym , rów nan iem  tej p roste j będzie :
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tl(Zr)- w  l sz3’m układzie : u x  4 -  vy  —  1 =  0,

( 5 ) w  2sim układzie : tt'x1 ~ \-v 'y ' — 1 =  0.

Podstaw m y w artości (2) w ró w n an iu  (4), i zidentyfiku jm y rów nan ie  tym  sposobem  otrzym ane 
z rów nan iem  (5), znajduje się

WWSt(9 —  «■) 4 “ U W S ta  

(uxo 4- vyu —  l jw s to ’

u w st (0 —  6) 4 " ^ wst §
\ux0 4~ vy0 ■— 1 J\vst0

P odstaw m y podobnież w artości (3) w  ró w n an iu  (5) i zidentyfikujm y ró w n an ie  tym  sposobem  otrzy
m ane z rów nan iem  (U) ; po tem  uw ażm y, że oznaczywszy przez x '0} y '0 spó łrzędne początku daw nego 
w zględem  now ych o s i; m a się w edług  w zorów  (3)

, x-'owrst0' =  —  x„w stę 4 - y0wst(8 —  S),
(6) ' w  k tó rych  G’ =  6 — *;

‘ j r 'oW S t0 ' =  - | -  X0WSt»- —  ł/oWSl(0 —  <*),

znajdzie się w tedy

— u 'w st 6 4 "  v' " 'S1*
[u x 'q -j— >)'y  q — l)wslO'

«'wst(0 —  6) —  lńvsl (0 —  a)
(u'x'o 4 -  v'y'o —  l)w st0 '

(U)
V =

,1)
I V’ —  —
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Z w ią zk i  (I) i  (II) są wzorami przekształcenia w  układzie spółrzędnych styczneczkowych.

357. T akiem i są wzory za pom ocą których m ożna w ykonać uproszczenie ró w n an ia  ogólnego krzy
wych 2ff'°i klassy :

(1) Au°- - f  2Buv 4 -  O -  4 -  2D?/ 4 -  2Ew +  F  =  0.

Pr/.ez wzory (II), to  rów nan ie  będzie p rzekszta łconem  na następu jące :

A[— u,wsl£+t''wsto(.]2-|-2B [— u ,w slo+ t)'\vsta][u ,wst(0—6)—v'wst(8—»)]-f-C[u'wsl(0—2)—i;'\vst(0—a)]2

(2) + 2 B [ —t t^ s t§ 4 ^ v s ta ] [ « V c V H ;V o — 1]wsIO,+ 2E [m ,wsI(5— £)—i/w st(0— 7 .] [ u ' x '0 + v ' i j ' u— l ]  slO1̂  =

+  F(u'x'u 4  v'’j'o — l^w sW

Uważm y naprzód  że now y w yraz stały  F ' je s t  rów nym  daw nem u pom nożonem u przez w st-0', m a 
się tym  sposobem

(3) F ' =  F w sl;0'.

Aby więc m ożna było k ierow ać tem  roztrząsaniem  będzie po trzeba rozróżnić dw a przypadki : wyraz 
n iezależny je st różnym  od zera, w yraz niezależny je st zerem .

Kiedy wyraz niezależny n ic je s t  zerem , m ożna znieść w yrazy Iff0 stopn ia i iloczyn uv ze zm ien n y ch ; 
i rów nanie (1) sprow adzi się do jak iegokolw iek  z kształtów  następujących  :

(1°) A V J 4 - C V 2 =  1,

(2 °) A V -  =  \ .

Kiedy w yraz niezależny je s t zerem  n ie  m ożna ogólnie znieść w yrazów  Iff0 s topn ia , i ró w n an ie  (1) 
będzie m ogło się sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów  następujących

(3°) A V 2 -)- 2D V  =  0,

(4°) A V '2 =  0,

(5°) wV =  0

Jest je d en  tylko przypadek w  k tó rym  te osta tn ie  uproszczenia nie b ęd ą  m ogły się w ykonać, ten 
p rzypadek  się zdarzy gdy się będzie m iało  razem  F =  0, D =  0, E =  0 ;  rów nan ie  o trzym a w tedy 
kształt

(6 °) A ;/2 4 ' Cy2 —  0 -

258. W skażm y różne krzyw e p rzedstaw ione przez te kształty  uproszczone.

R ów nanie (1°) przedstaw ia elipsę albo hyperbole; krzyw a, w  rzeczy sam ej, nie je s t styczną do prostej 
w  nieskończoności (u1 = 0 ,  v' —  0), stosując się w  tem  w szystkiem  do uw agi nru [331].

R ów nanie (2°) dwa punkta  na osi O V .



R ów nanie (3°) p rzedstaw ia parabolę, gdyż ta krzywa je s t styczny do prostej w  nieskończoności 
(u' =  0, v' —  0).

R ów nanie (U°) przedstaw ia dwa punkta przystające  do siebie w  nieskończoności na osi O'x'.

R ów nanie (5°) p rzedstaw ia dwa punkta , je d en  je s t początk iem  spó łrzędnych , d rugi je s t w  n ieskoń 
czoności na osi O 'x'.

R ów nanie (6°) przedstaw ia dwa punkta w nieskończoności na m ocy n ru [115].

359. Ogólnie, rów nan ie (t) n rn [357] przedstaw i dw a pun k ta , gdy się ma
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A B J)

B C E =  0

D E F

ten  w arunek  je s t konieczny i dosta teczny ; je s tto , w  rzeczy sam ej, w arunk iem  koniecznym  i dosta
tecznym  n ru [351 ] aby pierw sza strona ró w n an ia  dała się rozkładać na iloczyn dw óch czynników  lin ij— 
nych . to  jest aby rów nan ie  sprow adzało się do kształtu

(au by -j-  c) (a ,w -|- b ,y -f- c , ) = :  0.

I I0 R ozłożenie na kw adraty .

360. Można także zastosow ać do rów nania

(1) Au°- +  2Buv -J- Cy2 - f  2D« +  2Ey +  F =  0,

m etodę rozłożenia na k w adra ty  § IV0 nru [3/i3|.

•Lecz aby w yciągnąć ztąd klassyfikacyę krzyw ych 2?'°) klassy, po trzeba działać o strożn ie , i w p ro w a 
dzić uw agi zrobione w n rze [331].

Klassy fikacya krzyw ych  2S‘°j klassy.

361. Dla zrobienia tej klassyfikacyi, będziem y się w ięc op ierać na w łasnościach charak terystycznych  
tyczących się uw agi nm [331], to jest :

P rosta  w  nieskończoności spotyka elipsę w dw óch  punktach  u ro jo n y ch ; hyp erb o lę , w dw óch  
punk tach  rzeczyw istych i o d ręb n y ch ; ona do tyka się parabo li; tw ierdzenia o d w ro tn e  są praw dziw e.

Niech będzie w tedy rów nan iem  ogólnem  krzyw ych 2e>l'j klassy :

(1; A m2 +  2Bwy - f  Gy3 +  2D u - f  2Ey +  F  =  0,

i przedstaw m y przez A dyskrym inan t pierw szej strony , tak aby

A B D

B C E

D E F
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S półrzędnem i prostej w nieskończoności są u —  0, v =  0; a rów nan ie jakiegokolw iek p u n k tu  
w  nieskończoności je s t kształtu  w ed ług  n ru [115]

(3) v ~ \ u .

Szukajm y naprzód w arunku aby p u n k t (3) był na krzywej (1); w  tym  celu  trzeba i dość jest aby 
dw ie styczne, k tó re  można poprow adzić z tego p u n k tu  do krzyw ej zlew ały się z sobą, to  je s t aby, 
jeśli się zastąpi v przez \u  w  ró w n an iu  (1), rów nan ie tym  sposobem  otrzym ane m iało dw a p ie r
w iastki rów ne.

Z astępując v przez Xu w rów nan iu  (1), znajdu je się

(3 bis) (C/2 +  2 EU -[- A)m2 - f  2(AE -f- D)u +  P  =  0 ;

żeby dw a p ierw iastk i tego rów nan ia były rów ne, po trzeba aby

(aE - |-  D)'2 — F(CX2 4 -  2BX +  A) =  0,
albo

(4) / 2(E2 — CF) -{- 2(DE —  BF)X 4 -  D2 —  AF =  0.

Dwie w artości na 1 w yciągnięte z ró w n an ia  (4) dadzą poznać, za pom ocą rów nan ia  (3), dw a p u n k ta  
w nieskończoności leżące na krzyw ej (1).

W arunkiem  rzeczywistości p ierw iastków  rów nan ia  (4) jest

(5 ) (DE —  BF)2 —  (E2 -  CF)(D2 —  AF) >  0.

Otóż, m a się tożsam ość

(6) (DE —  BF)- —  (E2 — CF)(D2 —  AF) =  — F.A.

362. To przypuściw szy, rozróżniać będziem y w  roztrząsaniu dwa p rzypadki n as tęp u jące  :

1° W yraz niezależny F  je s t różnym  od zera,

2° W yraz niezależny F  je s t zerem .

Przypuścim y zawsze, że się zm ieniło znaki pierw szej strony rów nania (1) w  sposób tak i, aby m ożna 
było zrobić dodatnym  wyraz niezależny F.

1,2y P r z y p a d e k  F  >  0.

P rosta  w  nieskończoności nie dotyka się oczywiście krzyw ej, gdyż rów nanie (1) nie je s t sp raw dzo- 
nem  kiedy się w  nim  zrobi u =  0 , i v =  0 ; krzyw a je s t w ięc elipsa  albo  hyperbola.

Jeżeli A >  0, w idzim y przez związek (6) i n ierów ność (5) że pierw iastk i rów nan ia  (4) są u ro jo n e ; 
krzyw a je s t elipsą.

Jeżeli a  <  0, w idzim y że p ierw iastk i rów nan ia  (4) są rzeczyw iste, krzyw a jest hyperbola; rów 
nanie (3) i (3 bis) wyznaczają spółrzędne stycznej w  każdym  z tycli p unk tów  w  nieskończoności.

Jeżeli A =  0, dw a p ierw iastk i rów nan ia  (U) są rów nym i, dw a p u n k ta  w  nieskończoności schodzą
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się z sobą, rów nie jak  dw ie styczne w  tych p u n k tach ; a poniew aż prosta  w nieskończoności nie je s t 
styczną, krzyw a sprow adza się w ięc do dwóch punktów .

Można jeszcze zdać sobie sprawrę z tego rezu lta tu  rozkładając na kw adraty  pierw szą stronę rów na
nia (1). Spraw dza się w tedy  że, jeśli A =  0, rów nan ie sprow adza się do kształtu

( a u  - f -  b y  - j -  c )  (a^ / - | -  b ,y  - f -  c ,)  =  0.

Dla rozpoznania rozm aitości k rzyw ej, rozłożym y na k w ad ra ty ; a poniew aż w yraz P  je st różnym  
od zera, zrobim y naprzód rów nanie je d n o ro d n e m , co daje

(7) A u2 -f- 2B uv -j- Cy'2 -(- 2D uw  -f- 2Eyw Fw2 =  0, 

po tem  utw orzym y kw adrat wrzględem  tu. Ma się tym  sposobem

(8) [Fw -f- E y -j-  Du]2- f  (CF —  K > -  -f- 2(BF —  ED)wu - f  (AF — D -> - =  0.

1° N iech będzie naprzód (CF — E'2) ^  0 ; otrzym a się rozk ładając dalej i m ając wzgląd na związek (6):

(9) (CF — E2)[F«> 4 -  Ey +  Dw]2-f- [(CF —  E2)y +  (BF —  ED)w]a - f  F . a . w2 =  0.

Spółczynnik F je s t, przez założenie dodatnym , n iech  będzie naprzód A > 0 .

Jeżeli (CF — E2) <  0, rów nanie (9) przyjm uje rozw iązania rzeczyw iste na a i y ; krzyw a je s t elipsa 
rzeczywistą-,

Jeżeli (CF —  E2) >  0, rów nan ie (9) nie przypuszcza żadnego rozw iązania rzeczyw istego; krzywa 
je s t elipsa urojoną.

P rzypuśćm y A < 0 ,  w tedy  jakim kolw iek by łby znak ilości (CF — E 2) rów nan ie  (9) będzie zawsze 
m iało rozw iązanie rzeczyw iste; krzyw a je s t hyperbola.

Przypuśćm y nakoniec A =  0 ; rów nan ie  (9) przedstaw i w idocznie dwa punkta rzeczywiste a lbo  urojone 
w edług  tego ja k  (CF — l i2) będzie dodatnem  albo odjemnem.

2° N iech będzie, pow tó re , (CF —  E2) =  0 ; związek (6) staje się, w tym  przypadku ,

(BF —  ED)2 =  — F.A.

A tem  sam em  dyskrym inan t a  je s t od jem nym  albo zerem ; jeżeli A <  0, m a się hyperbolę.

Jeżeli A =  0, w ypada ztąd, (BF —  ED) =  0, i w idzim y przez rów nan ie (8), że krzyw a sp row adza 
się do dw óch p unk tów  rzeczywistych, schodzących się z sobą, albo urojonych w ed ług  tego jak  spółczyn
nik (AF —  D2) je st odjem nym , zerem  albo dodatnym.

2s‘ Przypadek F =  0.

P rosta  w  nieskończoności [u =  0, v =  0) dotyka się w idocznie krzyw ej; rów nanie

przedstaw ia w tedy  parabolę.

(-10) A m2 - f  2Bwy +  Cy2 - f -  2D u - f  2E y  =  0,
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(11) A =  2BDE —  CD'2 —  AE'2.

Dla rozpoznania rozm aitości krzyw ej, rozłożym y na kw adraty  rów nan ie  (10) zrobiwszy je  je d n o -  
ro d n em , co daje

(1'2) ‘j.Kvw +  2D uw  +  Cu2 +  2Buy - f  A u2 =  0.

1° P rzypuśćm y że je d e n  przynajm niej ze spółczynników  k w ad ra tó w  u2 i v- nie je s t zerem , n iech 

będzie na przykład , A ^  0.

U tw órzm y k w ad ra t w zględem  u, w ypadnie

(Au +  By - f  D?y)2-f- (AG —  B'-)y2 +  2(Ali —  BD)y;y —  D*w* =  0; 

po lem  jeśli się przypuści D ^  0, otrzym a się, tw orząc k w ad ra t w zględem  w :

(A m  - f -  B o  - j -  D w f  —
AE — BD 

---------- D----- V + AG —  B2 - j - . - . J l))2j y 2 —  0;

rów nan ie , k tó re  m ając w zgląd na w artość (U )  w zględem  A, położy się pod  kszfałtem  osta tecznym  ; 

(1 3 ) (Du ~|- Ey)[ADu -}-(2BD —  A E )y -|-  2D'2«y] =  A.y2.

To rów nan ie  p rzedstaw ia parabolę, je ś li A <  0 ; kiedy A =  0, m a się dwa punkta, z k tórych  je d e n

je s t w nieskończoności.

Jeżeli A je s t rożnem  od zera, ma się D =  0, rów nan ie  (12) staje się :

(H )  y[2Bw —|— Gy —j— 2E?y]-|- A u 1 =  0.

Jeżeli sta łe A i E nic są zeram i, to  je s t, jeżeli A je s t rożnem  od zera, ma się parabolę; jeśli A =  0, 
w tedy A —  0, m a się diva punkta , z k tó rych  jeden  w n ieskończoności; jeśli E =  0, w tedy A =  0, m a 
się dwa punkta w nieskończoności.

2° Przypuśćm y A i G zeram i razem .

Rów nanie (12) sprow adza się do

(15) '  zy(Eu —p  Dm) —|— Buy —  0, 

i m a się w tym  przypadku

(16) A =  2BDE.

Jeże li żadna ze stałych  B , D, E , nie je s t  zerem , m a się 'parabolę; w idzimy uw ażając że rów nan ie  

może się napisać

(By +  D ^ u  +  I ^ W ^ 2.
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K iedy B =  O, ma się dwa punkta, 7, k tó rych  jeden  je s t w  nieskończoności, drugi je s t  począ tk iem ; 
kiedy D =  0 albo E =  0, m a się dw a punk ta , z k tórych jed en  je s t w nieskończoności; kiedy m a się 
razem  D = 0 ,  Ę =  0, dwa punkta  są w nieskończoności.

363. Streszczenie.

R ów naniem  styczneczkow em  krzywej jesl :

Au2 +  2B uv - f  C«2- f  2 Dm -f- 2 Eu +  F =  0 ; 

oznaczymy przez A dyskrym inant pierw szej strony

A B 1)

A = U C E

D E F

przypuścim y nad to , że się zrobiło  dodatny in  wyraz niezależny, kiedy ten wyraz nie jest zerem ,

j A >  0 (Elipsa rz e c z y w is ta ,................jeżeli (E2 —  C F ) > 0 ,

E lipsa (Elipsa u r o jo n a , ........................jeżeli (E2 —  CF) <  0.

A <  0 (
(Jakim kolw iek byłby znak ilości (E2 -  CF).

I'

F >  0 |H yperbo la(

Rodzaj E lip sy ' , Jeżeli E '2 ~  CF >  °= dw a punk ta  rzeczywiste

Ilyperbo li I A =  0

Dwa punkta

jeżeli E 2—  CF <  0, dw a punk ta  u ro jo n e;

/d w a  p u n k ta  rzeczyw iste.............. jeżeli D- —  AF >  0,

jeżeli E2—  C F =  o jdw a p u n k ta  zlew ające się . . . jeżeli D2 —  AF =  0, 

\d w a  punk ta  u r o jo n e ....................jeżeli D2— AF <  0.

N . B . W  przypadku elipsy (E2 — CF) nie może być zerem , gdyż w tedy dyskrym inant A byłby 
odjem nym .

II"
 ̂ A ^  0 P arabo la w łaściw ie nazw ana 

^ ® j . __(dwa punkta , z k tórych je d e n  w nieskończoności, jeśli E i D nie są zeram i ra z e m ;

Rodzaj P araboli\
/ A =  0

(dwa p u n k ta  w  n ieskończoności, jeśli D =  o, i E =  0. 

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE (U, V, W ).

36/t. Za pom ocą w zorów  (18 bis) nru [145] będzie m ożna dow ieść przez analizę podobną do tej, 
k tóra by ła rozw iniętą w n ric [352], że równanie sti/czneczkowe, w spółrzędnych trzy U nijnych, krzyw ych  
2»‘°j klassy, jest kształtu

O) A „U 2 -j- A00V2 - f  A33W2 - |-  2A,,UV +  2A)3U\V - f  2A23VW  =  0.
4 7
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Można także zastosować do tego rów nan ia  sposób rozłożenia na kw adraty , w yłożony w  nrze [3 4 3 ], e t c . . . 
Przedstaw m y przez A dyskrym inant pierw szej strony , tak aby

A u A,, A 13

CO A = A 21 A.2-> A23

A 3 1 A32 A 33

i k ieru jm y rachunk iem  jak  to było wskazanem w nrie [343] e tc ...... . dojdzie się do w niosków  n as tę 
pujących :

1° Jeżeli A ^  0, rów nan ie będzie się m ogło sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów

(3) M - ± N 2 ± P 2 = : 0 ,

M, N, P , będąc funkcyam i lin ijnem i jedno rodnem i na U, V, W ; rów nanie (3) p rzedstaw i w tedy 
jakąkolw iek  z krzywych w łaściw ie nazw anych 2s>ei klassy : E lip sę , hyperbole, albo parabolę. Trójkąt, 
k tórego w ierzchołkam i są M =  0 , N =  0 , P =  0 , jest sprzężonym  w zględem  krzyw ej, jak  to  zoba
czym y poniżej.

2° Jeżeli A =  0, rów nanie będzie się m ogło sprow adzić do jakiegokolw iek z kształtów

(4) M3 ±  N2 =  0 ,

krzyw a będzie się sk ładać z jakiegokolw iek uk ładu  dw óch punktów  rzeczyw istych albo u ro jonych ; 
je d en  z tych p u n k tó w  m oże być w  nieskończoności.

3° Jeżeli w yznaczniki częściowe na A są zerami, rów nanie będzie się mogło sprow adzić do  kształtu

(5) M2 =  0 ;

krzyw a składa się z dw óch punk tów  schodzących się z sobą.

T w ierdzenia odw ro tne tych podań  są następstw em  analizy prow adzącej do podań w ysłow ionych.

B adanie stycznych prow adzi nas do m etod  prostych  dla rozpoznania rodzaju krzywych w łaściw ie 
nazw anych 28ieJ klassy , zobaczyć n cr [535].



KSIĘGA CZWARTA 
«

WIADOMOŚCI OGÓLNE O KRZYWYCH.

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

S1YCZNE.

§ 1. —  SPÓŁRZĘDNE KARTEZYAŃSKIE.

1° O k r e ś l e n ie ; spó ł c z y n n ik  k ą t o w y .

365. Spółczynnik kątowy stycznej i normalnej.

Jakako lw iek  p rosta , poruszajyc się w edług  p raw a ciygłego, staje się styczną  do krzyw ej, gdy dw a 
z jej punktów  przecięcia się z krzyw y zejdy się z soby.

1 tak, kiedy jakakolw iek sieczna obraca się około p u n k tu  slałego M, leżycego na krzywej i gdy 
drugi pun k t przecięcia się Mt zejdzie się z p u n k tem  M, ta sieczna staje się styczną w  M.

Kiedy jakakolw iek  sieczna porusza się rów noleg le do siebie sam ej i gdy dw a z jej punktów  prze-

/ X

cięcia się zejdy się z soby sieczna staje się styczną równoległą do jakiegokolwiek kierunku danego.
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Kiedy jakakolw iek  sieczna obraca się około p u n k tu  stałego T, nie leżycego na krzyw ej, i gdy dw a

J t t ______ T

z je j punktów  przecięcia się zejdy się z sobą, sieczna staje się jakąkolw iek ze stycznych poprowadzonych 
przez punkt T.

Nazywa się normalną do krzyw ej w jak im kolw iek  punkcie , p rostopad ła  do stycznej w tym  punkcie.

I tak , MT będyc styczny w  M, prosta  MN, p rostopad ła  do MT, będzie norm alny w M.

366. Niech będzie jak ikolw iek  p u n k t M (x, y) krzywej

(!) f ( x , y ) = 0 ;

spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  sysiedniego będy x  -j- A x, y  -j- A y ; Ay je s t przyrostk iem  
funkcyi y  określonej przez rów nanie (1) krzyw ej, ten przyrostek  je s t odpow iedni przyrostkow i dow ol
n em u  A# danem u  dla zm iennej x .

N akreślm y spółrzędne punk tów  M i Mj, potem  poprow adźm y przez pun k t M, JV1H rów noległy

do Oa:, jeżeli A je s t spółczynnikiem  kytow ym  siecznej MM,, m a się

_  MP _  M,H _  Ay 
SP MH A x '

Jeżeli p u n k t Mj zbliża się n ieograniczenie do p u n k tu  M, to je s t jeżeli sieczna staje się styczny, 
w tedy A x  i Ay dyży do zera; tak że oznaczywszy przez a spółczynnik  stycznej m a się

(2) a =  g r —  y'*\

y  je s t funkcyy x  określony przez zwiyzek (1) albo rów nan ie krzyw ej.
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albo, przyjm ując znakow anie k ró tsze ;

( 2)
1 v

Ztąd w ypada że równaniem stycznej, w jakim kolw iek punkcie (x \, y,) krzyw ej, będzie

f ' x
(■'<) y  —  y i — — j n . [ x  —  x i),

1 V,

z w arunk iem

(U bis) /I# !, y t) =  0.

367. Spólczynnik kątow y a norm alnej będzie danym  przez związek

(5) 1 -{— (a —f- a')d°sG  -f- aa ' =  0_,

a m ając w artość (3). W  przypadku szczególnym  w  k tó rym  osie są p rostokątnem i, m a się

(6) i  _ A
y 'x f x

R ów naniem  norm alnej w jak im kolw iek  punkcie  (a?i, y i) będzie w przypadku  osi p rostokątnych  :

f ' 1̂
(7) y  y j -=-~Ti

/ X,

z w arunkiem

(7 bis) _ f ( x „  y ,)  =  0.

368. Zdarza się często że się określa krzyw ą za pom ocą dw óch ró w n ań , uw ażając spó łrzędne x  i y  
jak iegokolw iek z jej punk tów  jako funkcye zm iennej dow olnej. Niech będzie na p rzyk ład ,

(8)
x

y =  +(0;

zm ieniając t, wyznaczy się kolejno punk ta  (x , y) tej k rzyw ej; i o trzym a się je j rów nanie w x  i y  
w yrugow aw szy zm ienną pom ocniczą t.

Je s t rzeczą ważną um ieć wyznaczyć, w tym przypadku , spółczynnik kątow y stycznej. Niech będą
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i Ay  przyrostki dla x  i y  odpow iednie przyrostkow i dow olnem u M  zm iennej t ; ma się

Ąy

Ać

L ub  jeszcze, y  jest funkcyę w zględem  t, a t je s t funkcyę w zględem  x ; w edług  tw ie rdzen ia  
funkcyi funkcyj, otrzym a się

Tak w ięc spółczynnik kątowy a stycznej, w punkcie  (x, y) odpowiednim wartości t zmiennej po
mocniczej, będzie danym  przez wzór

przeto, spółczynnikiem  kątowym  a' normalnej będzie w przypadku  osi prostokątnych

369. PODSTYCZNA.

Jeżeli T jest przecięciem  się z Ox stycznej w M, a P spodek rzędnej p u n k tu  M, długość TP jest 
nazw any podstyczną.

y'x —  y ' t . f x ;

otóż, na mocy tw ierdzenia funkcyj odw rotnych

więc

/

R ów naniem  stycznej w punkcie [xiy y ,)  jest
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ro bią c y  =  0 w  t e m  r ó w n a n i u ,  w y p a d n i e

otóż, w tym  związku

x t =  OP, x  =  OT;

w ięc, oznaczając przez S* długość podstycznej, o trzym a się, zniósłszy w skaźniki :

(11)

« Jeśli się zgodzimy uw ażać podstyczną jako dodatną albo od jem ną, w ed ług  tego jak  począwszy od 
» spodka stycznej je s t ona sk ierow aną w stronę  odciętych dodatnych lub  odciętych  od jem nych , p o d -

W  rzeczy sam ej, jeśli rzędna pow iększa się z odciętą , to jest jeśli pochodna y 'x je s t dodatną, spo 
dek  T stycznej je s t po lewej stronie spodka P rzędnej, gdy rzędna MP je st d o d a tn ą ; a po p raw ej, 
gdy rzędna M 'P' jest od jem ną. W  pierw szym  przypadku , podstyczną je s t dodatną  rów nie jak  w yra-

się gdy się odcięta  pow iększa.

370. PODNORMALNA.

Jeżeli N je st przecięciem  się osi Ox z norm alną w M, a P spodek  rzędnej punktu  M, długość NP 
jest nazw ana podnoitnalna.

Przypuśćm y osie p rostokątne , rów naniem  norm alnej w  punkcie (x t , y t) je s t

• V» styczna będzie p rzedstaw ioną co do w ielkości i co do znaku przez w yrażenie Ą - .

żenić Ą -;  w drugim  przypadku, one są obiedw ie odjem nem i.

Sprawdzi się że podstyczną i w yrażenie Ą -  zachow ują jeszcze tenże sam  znak, jeśli rzędna zm niejsza

i

rob iąc y  =  0 w  tem  rów nan iu , w ypada

x  —  x ,  =  y , y ' v



x  —  ON, x \  =  O P ; 

w ięc, oznaczając przez S„ długość podnorm alne j, otrzym a się, po zniesieniu w skaźników  :

( 1 2 ) S» =  -[- yy'x-

« Jeśli się zgodzimy uw ażać podnorm alną jak o  dodatną  albo od jem ną, w edług tego jak  począwszy 
» od spodka rzędnej ona je s t sk ierow aną w stronę odciętych dodatnych  lub odciętych od jem nych , 
» podnorm alna będzie przedstaw ioną co do w ielkości i co do znaku  przez w yrażenie y y 'x.

D yskussya odbędzie się jak  w przypadku poprzedzającym .

11° R ó w n a n ie  stycznej w  j a k im k o l w ie k  p u n k c ie .

371. Niech będzie rów nan ie jak ie jko lw iek  krzywej 

( ! )  f{ x ,  y ) = 0 ;

rów naniem  stycznej w  jak im ko lw iek  punkcie (x u  y ,) będzie w ed ług  nru [366] : (4)

(2) xf 'Xl 4 - y f \ —  (*«/"*, +  y i f 'Vl)= °>
z w arunkiem

(2 bis) f [ x u  y t) =  0.

• t X VZróbm y jedno rodnem  rów nan ie  (1), to je s t zastąpm y x  i y  przez -  i po tem  m nóżm y przez zm,
z, z

m będąc stopn iem  rów nan ia , to rów nan ie  stanie się

(3) f ( x , y , z )  =  0 ;

x ,  y , z są spółrzędnemi jednorodnemi jak iegoko lw iek  p u n k tu  krzyw ej; znajdzie się rów nan ie p ie r
w otne (1) rob iąc z =  1.

Otóż na m ocy tw ierdzen ia funkcyj jedno rodnych  nra [17], m a się tożsam ość

(U) x f \  +  y f v - f  z f i = m f [ x , y , z).

Ta rów ność będzie m iała jeszcze m iejsce kiedy się w  niej u c z y n i:

x  =  x u y  —  y i ,  z =  2 , =  1 ;
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O t ó ż ,  w  t y m  z w i ą z k u

w ypada w tedy na m ocy zw iązku (2 bis)

(4 bis) xJ'Xi + y t/?y i f H — 0-



(5) x r T i+ y f y i+ r z = o ,  l

z w arunkiem

(5 bis) f ( x fj y ?  =  0.

Równania (5) i (5 bis) określają w spółrzędnych kar tezy ańskich, styczną w jakim kolw iek punkcie  (xt , y,) 
krzywej. f(x, y) =  O. Z nakow anie f'_ w skazuje, że zrobiwszy jedno rodny  pierwszy stronę rów nan ia

krzyw ej, wzięto pochodny w zględem  z i że w  tej pochodnej zrobiono

x  =  x u  y — y  i. z =  z , =  1.

Zam iast dan ia dla z, w artości (1), m ożna zostaw ić z, d o w o ln em ; m ożna także w rów nan iu  (5)

zastypić x  i y  przez -  i w tedy x ,  y , z , będy  spółrzędnemi jednorodnem i nru [3] jak iegokolw iek  
z z

p u n k tu  płaszczyzny. Ztyd w nosim y że :

Mając dane, w spółrzędnych jednorodnych, równanie jakiejkolw iek krzyw ej

(6) f ( x ,  y , z) 6=  0, 

równaniem stycznej w jak im ko lw iek  punkcie (x1? y „  z,) będzie

o )  x r Xi+ y f ' vĄ z f \ = * ,
z warunkiem

(7 bis) ■ f[ x u  y u  z1) =  0.

Ten w zór sym etryczny dany  na ró w n a n ie  stycznej je s t nad e r ważnym .

U w aga. W  rach u n k u  k tóryśm y dopiero  co w ykonali, a  k tóry  nadal często przytaczać będziem y, 
litera  z  oznacza jużto  zm ienny, jużto s ta ły ; nie ma w tem  żadnej n iedogodności, ani też w ątp liw ości.

N aprzód, jeżeli się m a różn iczkow ać, działam y na tożsam ościach, i tylko po odby tych  różn iczkow a- 
n iach przypisujem y dla z jak ąk o lw iek  w arto ść  stały.

Pow tóre , oznaczymy przez tęż sam y cechę f  funkcyę p ierw otny  f ( x ,  y)  i funlccyę zrobiony je d n o 
rodny  f ( x ,  y , z); je s tto  w  rzeczy sam ej, sk ład  tych dw óch funkcyj w  x  i y  identycznie tenże sa m ; 
i gdy się zrobi z = l  w  funkcyi f ( x ,  y ,  z) i w je j pochodnych  różnych rzędów  w zględem  x  i y ,  
okazuje się identycznie funkcyy f ( x ,  y) i jej pochodne odpow iednie tegoż sam ego rzędu.

I tak  rów ność (4) nam  pokazuje, że zrobiw szy funkcyy f{x , y)  jedno rodny , i wziywszy pochodny 
w zględem  z, po tem  w  tej ostatn iej rob iyc z =  1, ilość f ' z je s t funkcyy w zględem  x  i y  iden tycznie 
rów ny  funkcyi [mf[x, y) — x f ' x — yf'u \-

STY CZN E. 3 7 7

R ó w n a n i e  (2) styczn e j staje się w i ę c

h8
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372. Styczna równoległa do jakiejkolwiek prostej danej.

Niech będzie a spółczynnik kątow y p roste j danej, rów nan iem  jakiejkolw iek prostej rów noległej 
będzie

(*) y  —  aa- +  b;

w yznaczym y sta łą b przez w arunek  aby ta  p ro sta  była styczną. N iech b ęd ą  x  i y  spó łrzędne p u n k tu  
ze tkn ięcia; rów nan iem  stycznej do krzywej w  tym  p u n k cie  je s t

x r Xx+ y f ' Vx+ f ' , =  o,

z w arunk iem

f[X t, y , ) =  0.

Z identyfikujm y to rów nan ie z rów nan iem  prostej (1), m a się związki

I / h
(2) j a  —  1 b ’

( f ( x i. y i)= o .

W yrugow aw szy x x i y x m iędzy trzem a rów nan iam i (2), otrzym a się związek kształtu

(3) v (a, b) =  0, 

k tóry  wyznaczy b w  funkcyi a .

M ożemy w nioskow ać z rów nań  (2) o liczbie stycznych rów noległych do jakiejkolw iek prostej d an e j. 
W  rzeczy sam ej, te  rów nan ia  m ogą się nap isać

/ f ( x i, y d  —  0,

|  V! +  /"*, == 0>

\ hr vi+ r = ^

Dwa p ierw sze z tych rów nań  w yznaczą spó łrzędne i y t punk tów  zetknięcia stycznych rów no
ległych do k ie ru n k u  d an eg o ; otóż jeżeli rów nan ie  krzywej je s t stopnia m, d rug ie  rów nanie będzie 
stopn ia ( m — 1);  i liczbą ich rozwiązań w spólnych będzie m(m  —  1). T rzecie rów nan ie  da jed y n ą  
w artość na b dla każdego z tych  rozw iązań.

K rzyw a  stopnia m  przy jm u je  więc ogólnie m (m  —  1) stycznych równoległych do jakiegokolw iek  
kierunku danego.

I I I 0 S t y c z n a  i  n o r m a l n a  r ó w n o l e g ł a  d o  j a k i e g o k o l w i e k , k i e r u n k u  d a n e g o .



373. Można jeszcze rozwiązać tę  kw estyy w  sposób następujący . 

Niech będzie rów nan ie krzywej
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( 1) f ( x ,  y )  —  0,

(2) */ =  a z  +  b ;

rów nan iem  prostej rów noleg łe j do jak iegokolw iek  k ie ru n k u  danego, a je s t stały  dany a b n ie
oznaczony.

Aby ta  p rosta  była styczny, po trzeb a  wyrazić że dw a z jej p unk tów  przecięcia się z krzyw y zejdy się 
z soby; otóż jeśli się zaslypi w rów naniu  krzywej y  przez (ax -f-  b), w ypadnie

W yrazi się w ięc, że to  osta tn ie  rów nan ie m a p ierw iastek  podw ójny; a  poniew aż w artość odpo
w iednia (2) na y  je s t dany przez rów nan ie  pierw szego s topn ia; w ynika ztyd ż e d w a  p u n k ta  przecięcia 
się prostej z krzywy zejdy się z soby. Będzie tym  sposobem  sprow adzonym  do zwiyzku kształtu

k tó ry  wyznaczy w artości slałe b . W ynika z tw ierdzen ia dow iedzionego w  nrM [372] że to  rów nanie 
będzie ogólnie stopn ia  m(m  —  1) w zględem  b.

374. R ó w n a n ie  n o rm a ln ej ró w n o l eg łej do ja k ie jk o l w ie k  p r o s t e j  d a n e j .

Przypuścim y osie prostokytne. N iech będzie a spó łczynnik  kytow y prostej danej, rów naniem  jak iej
kolw iek prostej rów noległej będzie

Z drugiej strony , jeżeli a,-, i y , sy spółrzędnem i spodka jak iejko lw iek  norm alnej rów noległej do 
k ie runku  danego, rów nan iem  tej norm alnej będzie

(3) f ( x ,  i\x  -j-  b) =  0.

(3 bis) <p(a, b ) = 0 ;

y  =  a#  b.

y — y i = j r 1( x — *i),  
• *<

z w arunkiem

f ( * i. U i)= 0 -

Identyfikujyc to rów nan ie z rów naniem  prostej (1), m a się związki
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W yrugow aw szy i y t m iędzy tem i trzem a rów nan iam i, o trzym a się związek kształtu

(3) f>(a> b ) = 0 ,

k tó ry  wyznaczy w artości stałe b.

Dwa pierw sze rów nan ia grupy  (2) sy, jedno  stopnia m, d rug ie  stopn ia (m —  1); one przyj m ujy 
w ięc m[m  —  1) rozw iązań w  ( x l} y ,) ; trzecie rów nan ie  d a  jedyny  w arto ść  na b d la  każdego z tych  
rozwiyzań.

W ięc, krzyw a stopnia  m  przy jm u je  ogólnie m (m  —  1) normalnych równoległych do jakiegokolw iek  
kierunku danego.

rów nan ie  k rzy w e j; jeżeli x t i y , sy spółrzędnem i p u n k tu  zetkn ięcia  jak iejko lw iek  ze stycznych, rów 
n an iem  tej stycznej będzie

Te rów nan ia  wyznaczy spółrzędne punk tów  zetknięcia wszystkich stycznych, k tó re  m ożna poprow a
dzić p rzez  p u n k t dany. Liczby rozwiyzań w spólnych d la  tych dw óch rów nań  je st w idocznie m [m —  1), 
je ś li m  je s t rzędem  krzyw ej. W ięc

Przez jakikolw iek p u n k t, dany na płaszczyznie krzyw ej m tes° rzędu można ogólnie poprowadzić m (m  —  1) 
stycznych.

Klassa jak iejko lw iek  krzyw ej je s t rów ny liczbie stycznych, k tó re  m ożna poprow adzić do krzywej 
z jakiegokolw iek p unk tu  wziętego na jej płaszczyznie. W ięc

K rzyw a  rzędu  m  je s t ogólnie klassy  m (m  —  1).

Szczególnie, krzywe drugiego rzędu  sy 2sipj klassy.

Możemy w ró w n an iu  (2) znieść w skaźniki, co daje

IY° Styczne i normalne poprowadzone przez jakikolwiek punkt dany.

375. Styczne poprowadzone przez jakikolwiek punkt dany. 

N iech będy  «, 6, spółrzędne p u n k tu  danego, i

( 1) f( x ,  y) —  0, albo f ( x ,  y ,  z) =  0,

W yraźm y że ta p rosta  przechodzi przez pun k t stały  (a, 6), otrzym a się zwiyzki

f{ x ,  y) =  0,

a f ' x  - j -  € / '„  f  * —  u ;



i uw ażać x  i y  jako spółrzędne bieżące jak iegokolw iek  p u n k tu ; te dw a rów nania p rzedstaw ię w tedy 
dw ie krzyw e, k tórych  przecięcia się będę punktam i zetknięcia stycznych szukanych. P ierw sze rów 
n an ie  przedstaw ia krzyw ę d an ę ; d rug ie  przedstaw ia krzyw ę rzędu (m — 1), k tó rę  nazw iem y krzyw ą

zetknieć. Zastępujęc <x, g, przez - ,  krzyw a zetkn ięć napisze się pod kształtem  w ięcej sym etrycznym
y y 

(4) af * ~\~ ('f'v  “H yf' ■■ — 0 •

U w a g a . Kiedy punk t dany je s t na krzywej pod uw agę w ziętej, krzywe (3)  zetknę się w  tym  punkcie , 
przeto  one nie spotykaję się w ięcej z sobę jak  ty lko w  [rn(m —  1) — 2] innych p u n k ta c h ; więc

Przez p vn k t w zię ły  na jakiejkolw iek krzyw ej, nie można poprowadzić tylko  [m(m —  1) — 2] stycznych  
odrębnych od stycznej w tym  punkcie; ta ostatnia liczy się więc za dwie styczne loycliodzące z punktu  danego.

D ow iedźm y, że w  p rzypadku  obecnym  dw ie krzyw e (3) dotykaję się w punkcie  uw ażanym . W eźm y 
w rzeczy sam ej len p u n k t za poczętek , a stycznę do krzyw ej za oś odciętych ; rów nan ie krzyw ej będzie 
w tedy kształtu

(5) f [ x ,  y , z) —  om{x, y )Ą - z o m- \ [ x ,  y) -f- . . .  zm~% 2.(x ,  y )  -)- z»~ K y  =  0

prosta  y  —  0 spotyka w  rzeczy sam ej krzyw ę f ( x ,  y) =  0 w  dw óch punk tach  zbiegajęcych się z pu n k 
tem  0 ;  funkcye fi[x , y ) sę jednorodnem i i stopn ia  i w x  i y .

S T Y C Z N E . 2 8 1

W  przypadku obecnym , ma się « =  0, g =  0 ; rów nan iem  krzyw ej zetknięć będzie w ięc

(6) f z=  ?,„_!(x , y) -f- 2z<?m_ 2(x, y) - { - . . .  - f  (m —  2 )zm- \ 1{x, y) (m  —  1 )zm~ - .y  =  0;

ta  d ruga krzyw a przechodzi także przez p u n k t O ; a p rosta  y  —  0 je s t stycznę w  O ; w ięc ... .

376. Normalne poprowadzone przez jakikolwiek punkt dany.

N iech będę « i g spórzędne p unk tu  danego, i

(1) f{ x ,  y Y — 0,

rów nanie k rzy w ej; jeżeli x t , y i sę spółrzędnem i spodka jak iejko lw iek  z norm alnych  poprow adzonych 
przez p u n k t («, g), rów nan iem  tej norm alnej będzie
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W yraźm y że ta p rosta  przechodzi przez p unk t stały  («, ?), o trzym a się związki

(2) j ( « - * . ) / \ 1= ( s - 0 . y ,v

( f ( x „ y j  =  0.

Te rów nan ia  w yznaczą spodki wszystkich n o rm alnych , k tó re  m ożna poprow adzić przez p u n k t dany. 
T e dw a rów nan ia  są oba s topn ia  m , jeśli m  je s t stopniem  krzyw ej; liczba ich rozw iązań w spólnych 
je st w ięc rów ną wi2. P rzeto  :

P rzez jakikolw iek punkt, w zię ty  na płaszczyznie krzyw e j m tes° rzędu można ogólnie poprowadzić m 2 
normalnych do tej krzyw ej.

Szczególnie, przez jak iko lw iek  pun k t w zięty na płaszczyznie krzyw ej drugiego rzędu , m ożna pop ro 
w adzić cztery  norm alne do krzyw ej.

Uwaga. Zbliżm y ten  w ynik  do w yniku o trzym anego w  nrze [374], i zdajm y sobie spraw ę z te j różnicy.

Spółrzędne x ,  y ,  spodków  norm alnych  są w yznaczone przez dw a rów nan ia (2). W prow adźm y spół
rzędne je d n o ro d n e  i znieśm y w skaźniki, m a się

f [ x ,  y ,  z) —  0,

V ( * A , + 2/A O  +  -  « A )  =  0 .

Jeśli się przypuści (a, S, y) w  nieskończoności, to  je s t jeśli się przypuści y —  0, drug ie  rów nan ie 
rozkłada się na dw a :

(1°) Gf'x — y =— 0,

(2°) z =  0,

p rzecięcie się krzyw ej danej z krzyw ą (1°) daje spodk i m[m  —  1) norm alnych  rów noległych do jak ie
gokolw iek k ie runku  danego; przecięcie się krzyw ej z p rostą  (2°) daje punkta w  n ieskończoności na 
k rzyw ej; no rm aln e  w  tych  punk tach  są p rostopad łem i do assym pto t (niem altycznych) w  n ieskończo
nośc i; m a się w ięc m  norm alnych  w  nieskończoności przechodzących  przez p u n k t uw ażany; co 
czyni całkiem

m (m  —  \ ) - \ - m  lub  m2, 

norm alnych , zgodność przypadku szczególnego z przypadkiem  ogólnym  je st w idoczną.

V °  Zastosowania bo krzywych drugiego rzędu.

377. W arunek aby jakakolwiek trosta była styczną do jakiejkolwiek krzywej drugiego rzędu.

R ów nanie jed n o ro d n e  krzyw ych drugiego rzędu  je s t

(1) A x2 +  2Bx y  +  Ci/2 - f  2Dx z  - f  2Eyz  4 -  Fz°-=  0 ;
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w yraźm y że prosta

(2) nx -\-  by  -)- cz =  0,

je st styczną. Jeżeli x ,  y ,  z, są  spó łrzędnem i jed n o ro d n em i p u n k tu  zetknięcia, rów naniem  jak ie jko l
w iek stycznej będzie

* f 'Xi+ y r y i4 * r , = * ,  

f& i ,  y i ,  Zi) =  o ,

identyfikując to rów nanie z rów naniem  p rostej, o trzym a się związki

l f  f '  f '
'  —  ' —  —  —. 2).,

(3)

Ostatnie z tych rów nań  m oże się zastąpić przez jakiekolw iek p rostsze ; w  tym  celu  uw ażm y, że 
m ając wzgląd na pierw sze związki (3), m a się

0 =  1 f(x iy y „  z,) =  x j ' ^  +  y i f ^ + z f ^  =  2>.(ax, - f  b y , - f  c z ,) ;

zw iązek wreszcie w idoczny, poniew aż p u n k t (# ,, y „  z,) m usi się znaleźć na prostej (2). Tym  sposo
bem  uk ład  rów nań  (3) zastąpim y następu jącym  w yraźniejszym

(*)

A ./z, —|— By, —|— Dz, —  /.a —  0, 

i Bx, —|— Gyi —|— Ez, —  /b  —  0, 

| D.Z*, —j— Ey, —j— Fz, —  ).c 0,

! ax , -f- by , -)- cz, =  0.

W yrugow aw szy x t , y ,, z „  1, m iędzy tem i czterem a ró w n a n ia m i, lin ijnem i i jedno rodnem i 
w zględem  tych n ieznanych, znajdu je się

(5)

A B D a

B C E b

D E F c

a b c 0

=  0 ;

je s tto  równanie warunku szukanego.

378. Równanie stycznych poprowadzonych do jakiejkolwiek krzywej drugiego [rzędu przez jaki
kolwiek PUNKT WZIĘTY NA JEJ PŁASZCZYZNIE.

Pierwsza metoda.
W arunk iem  aby prosta
(1°) a x  -f- by -f- cz =  0,
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b y ł a  s t y c z n y ,  je st

R O ZD Z'A L r .

(5 )

A B D a

B C E b

D E F c

a b c 0

—  0 ;

a , b , c, sy sta łem i n ieoznaczonem u Niech będy a, 6, y, spółrzędne je d n o ro d n e  p u n k tu  danego ; 
poniew aż p rosta  m usi przejść przez ten  p u n k t, ma się zwiyzek

( ^ ° )  a a  - j -  b 6  —|— Cy 0 .

Rów nania (1°) i (2°) rozw iyzane w zględem  a, b , c , dajy

a b c
(6) b Z —  ylj yX —  a z alj —  Sx

zastypiwszy a, b , c, przez te w artości w rów naniu  (5) znajduje się

/r,

(1)

A B D t z  — yy

B C E yX - aZ
D E F «y — Gx

—  V!/ yX ■—  a Z o t / /  —  %X 0

=  0 ;

rów nan ie  (7) je s t zwiyzkiem m iędzy spółrzędnem i x ,  y ,  z, jak iegokolw iek p unk tu  jak iejko lw iek  
ze stycznych, poprow adzonych przez p u n k t (ot, 6, y ) ; je s tto  równanie tych stycznych.

U w a g a .  M etoda któryśm y wyłożyli daje się zastosow ać do krzywej jak iegokolw iek  rzędu , gdy się 
zna zwiyzek

V>(a, b , c) =  0,

w yrażajycy że prosta

a x  -j-  by +  cz =  0,

je st styczny do tej krzyw ej.

D rcga metoda.

Rozwiyżem y tęż sam y kw:estyy za pom ocy innej m etody  już zastosow anej w  nauce o kole.

Niech będy  ot, S, spółrzędne p u n k tu  sta łego; x ,  y , spó łrzędne jakiegokolw iek p unk tu  M wziętego 
na siecznej; x u  y „  spó łrzędne jednego  z punktów  w  których  ta sieczna spo tyka krzywy drugiego  rzędu

f i x ,  y) =  A x 2 -(- 2Bx y  +  Ci/- +  2Dx +  2Ey - f  F =  0.
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Oznaczywszy przez —  stosunek  w  k tórym  p u n k t Mi dzieli odcinek MP, spółrzędnem i tego  p u n k tu
Wio

będą w ed ług  n™ [52]

__mtx  - |- m-2a __mly m S .X\ — ........ - ,--------? V t--------'■--- j-------]
m i -j-m o  * m i +  tti2

otóż je st w idocznem , że m ożna zastąpić te  w yrażenia przez następu jące

x t __m tx  -(- m^a y , __m^y
z, m tz -[- Woy '* z , m\Z - |-  wioy ’

z w arunkiem  zrobienia na końcu  rac h u n k u  z —  1, z, =  1, y =  l .

S półrzędne x t , y h  z ,, p u n k ta  M, pow inny  spraw dzać rów nan ie  (8), m usi się w ięc m ieć •

f [ ~ >  r ) — °> lub f a n  y u  zt) =  o,
i -i

albo nakoniec

f (m tx  -(- r/ha, m ty  -f- nuG, m ,z ri'hy) —  0 •

Ten związek rozw inięty  w p ro s t, albo przez w zór Taylora, staje się

(9) m \f(x , y ,  z) -f- 7ntm2[a f'x - f  S fy  +  y f ' z) -[- m*f( «, £, y) =  0.

To ról/manie wyznaczy stosunki

w , _  PM,(9 bis)
m.2 M,M ’

w których krzyw a drugiego rzędu dzie li odcinek MP.

Będzie w ięc po trzeba w  rów nan iu  (9) przypuścić z =  1, y = l .

Jeżeli p rosta  MP je s t styczną, dw a stosunki wyznaczone przez rów nan ie  (9) są ró w n e , i odw ro tn ie . 
W yrazi się w ięc , że p rosta  MP je st styczną, pisząc że rów nanie (9) m a dw a pierw iastk i ró w n e , co daje

(10) ' U fa , 6, y ).f(x , y ,  z) =  [af ' x - f  Z f \  4 - y/* J j

w  tem  rów nan iu , należy zrobić z =  1 , y =  1 ; lecz w prow adziw szy to  założenie, będzie m ożna
U9
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zastąpić x  i y  przez -  i a  i 6 przez -  i rów nan ie zachowa tenże sam  kształt, ponieważ
Z  Z  y  y

ono je s t jed n o ro d n em  razem  w zględem  ilości x ,  y ,  z i a, 6, y.

R ów nanie (10) je s t w ięc związkiem m iędzy spółrzędnem i (x , y ,  z) jakiegokolw iek p unk tu  ja k ie j
ko lw iek  ze stycznych, przechodzących przez p u n k t («, 6, y ); je s tto  rów nan ie tych  stycznych.

Gdy funkcya f  je s t drugiego stopn ia , m a się tożsam ość, ła tw ą do spraw dzenia

(11) «f 'x  - j-  6/'b - j-  y f 'z  —  x f « -j-  y f 'z  -f- z f ’-,; 

rów nan ie  (10) m oże się jeszcze napisać

(10 bis) Uf(oc, 6, y ) .f(x ,  y ,  z) =  (x f'a  - f  y f  e -j-  z f 1-,)2.

379. Równanie stycznych których się daje cięciwa zetknięć.

N iech będzie rów nan ie  cięciw y zetknięć

(12) m x  -(- n y  -}- pz —  0 ;

jeżeli (a, 6, y) jest b iegunem  tej p ro ste j, lub  jeżeli się zidentyfikuje to rów nanie z rów naniem  cięciw y 
zetknięć stycznych w yprow adzonych  z p u n k tu  (a, 6, y), o trzym a się

(13) &  =  £ • = £  
m :X;n p

rów nan ie  (10 bis) będzie w tedy ró w n an iem  stycznych. Otóż, w yciąga się naprzód ze związków (13)

(1-)

Ma się po tem

/ ' « Im , f ' s  =  \n ,  f \  —  \p.

Aa —{— BS -|— Dy —=  ̂

|Ca +  CS +  E y = ^ n ,  

Da +  E S -fF y  —  \ p ,

zkąd w ynika, m nożąc przez a , 6, y , i dodając

(2°) f(a , 6 , y ) = -  (ma -f- n S -j-p y ) .

Ma się wreszcie rozw iązawszy też sam e rów nania

B D m A D m A . B m

A" = ś C E n A? =  - ~ B E n
X

. Ay —- 2 B C n

E F P D F P D E P
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zkąd w ypada, m ając wzgląd na związek (2°):

( 3 ° ) A. f(a , 6, y) — ---- j

A B D m

B G E n

D E P P

m n P 0

Podstaw iw szy w artości (1°) i (3°) w  rów nan iu  (10 bis), m a się za równanie stycznych, których cięciwa

ZETKNIEĆ JEST DANA

/'(•*•> y> z)

A B D m

B C E n

D E F P

m n P 0

-j- [mx -j-  n y - (-^ z )2.A =  0.

380. W arunek aby jakikolwiek punkt był zewnętrznym do jakiejkolwiek krzywej drugiego rzędu.

P ow iem y że jakikolw iek p u n k t je s t zewnętrznym  do jak iejko lw iek  krzyw ej drugiego rzędu , kiedy 
m ożna poprow adzić z tego p u n k tu  dw ie styczne rzeczywiste do krzyw ej.

Aby o trzym ać w aru n ek  szukany, dość w yrazić że rów nan ie  które daje styczne, p rzedstaw ia jaką
kolw iek krzyw ą rodzaju  hyperbo li.

W eźm iem y rów nan ie  stycznych pod  kształtem  (10 bis)-, aby to  rów nan ie przedstaw iało  dw ie proste  
rzeczyw iste, trzeba i dość żeby było

(i5 ) (uB f0 -  f \ f ' e) - -  [itAfo -  n * \ m 0 -  n * i >  o,

k ładąc na chw ilę

(15 bis) /o =— / ( “ i £> y)'

Rozwinąwszy n ierów ność (15), w ypadnie
>

/o[4(B2 —  AG)f0 +  A A + C / ' 4.  —  2Bf . f t ]  >  0; 

co się m oże jeszcze napisać w  sposób następu jący  :

A B r *

(16) fo B G A

r . A Ufo

< 0 .

O dejm ując od ostatniej ko lum ny, dw ie pierw sze kolum ny w zględnie pom nożone [przez 2a i 25
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w y p a d n i e

r o z d z i a ł  i .

A B 2Dy A B 13

fo B G 2 Ey , lub 2/oy B G E

A A 2 f \ . y A  A A

jeśli w  osta tn im  w yznaczniku, odejm ie się od 3ciei linii dw ie p ierw sze w zględnie pom nożone 2« i 26, 
m a się nakoniec

A B D A B D

2 /iy B C E , albo 4 /oy2 B C E

2 Dy 2 Ey 2 Fy D E F

W ięc zniósłszy czynnik dodatny i nie m ogący być zerem , n ierów ność (16) staje się ostatecznie

A B D

(17) f(a , S, y ) B G E < 0 ;

D E F

takim  je s t warunek aby punkt («, 6, y) był zew nętrznym  do krzyw ej drugiego rzędu.

U wagi.

1° Jeżeli p u n k t (a, 6, y) je s t  n a  krzywej, l 5Za strona n ierów ności (17) je s t  ze rem , to  je s t że krzywa 
p rzedstaw iona przez ró w n an ie  (10) należy do rodza ju  p a rab o li; ta  krzywa składa się w ięc z dw óch 
p rostych  ró w n o leg ły ch ; i nad to  te  rów noleg łe  zbiegają się, poniew aż one przechodzą przez p u n k t 
(«, g, y) w odlełości skończonej; tak w ięc dw ie  styczne schodzą się z sobą [na m ocy uwagi nru (373)]

2° Jeśli A =  0, pierw sza s trona  n ierów ności (17) je s t z e re m ; w ięc rów nan ie (10) p rzedstaw ia dw ie 
p roste  zbiegające się ; dw ie styczne schodzą się z sobą. Pochodzi to  ztąd w  rzeczy sam ej, że krzyw a 
drugiego rzędu  sprow adza się tu  do jakiegokolw iek uk ład u  dw óch  p rostych  w edług  n™ [351]; styczne 
do krzywej są w tedy  jakiekolw iek p roste  poprow adzone przez punk t przecięcia się tych dw óch p ro s
tych . Można zdać sobie spraw ę z tego w ypadku , uw ażając krzyw ą jako  jakąkolw iek  elipsę znikającą.

•

YI° Styczne przegięcia.

381. Styczną wielokrotną je s t styczna dotykająca się jak iejko lw iek  krzyw ej w  w ielu  p u n k ta ch ; i tak 
p ro s ta  AB, k tó ra  do tyka się krzyw ej w  dw óch punk tach  A i B jest styczną podwójną.

O kreślim y styczną w ielok ro tną w  sposób dokładniejszy, m ów iąc :

Jeżeli n  je s t klassą krzywej uw ażanej, styczna T będzie w ielokro tną rzędu p ,  jeśli z jakiegokolw iek 
p u n k tu  tej lin ii, nie m ożna poprow adzić do krzyw ej jak  tylko (n —  p) stycznych odrębnych  od stycz
nej T.

I tak  z jak iegokolw iek  p u n k tu  stycznej podw ójnej do  jakiejko lw iek  krzywej klassy n, n ie m ożna 
poprow adzić jak  tylko [n —  2) stycznych odrębnych  od stycznej uw ażanej.
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382. Styczne przegięcia.

Jakakolw iek sieczna ru chom a staje się s ty c z n ą  p r z e g ię c ia  gdy trzy z jej punk tów  przecięcia się z krzywy 
zejdy się w je d e n ; pun k t zetkn ięcia jest nazw any p unk tem  przegięcia.

Jeśli, na przykład, jakakolw iek  sieczna MM', spotyka krzyw y w  trzech punk tach  M, M', M", i że 
gdy się ona obraca około p u n k tu  M, punk ta  M' i M" zbliżajy się nieograniczenie i schodzy się z punk 

tem  M, położenie granicy MT, tej siecznej jest styczny przegięcia; p u n k t zetkn ięcia M, je s t pu n k 
tem  przegięcia.

Styczne przegięcia spotykajy krzyw y w  trzech  punk tach  zbiegajycych s ię ; zobaczym y poniżej, że ta 
w łasność należy rów nież do stycznych w  jak im kolw iek  punkcie podw ójnym . Lecz je s t m iędzy tem i 
stycznem i w ażna różnica.

Styczna w  jakim kolw iek punkcie przegięcia je s t s t y c z n ą  p o d w ó jn ą ;  styczna w  jak im kolw iek  punkcie 
podw ójnym  je st s ty c z n ą  p r o s tą .

O becnie dow iedziem y tylko p ierw szy  część tego założenia.

W eźm y p u n k t przegięcia za poczytek spó łrzędnych , a styczny przegięcia za oś rów nan ie  krzy-

Y

wej będzie kształtu

(!) f i x > y ,  A  =  t m ( x ,  y) Zę,„_!(£, y )  - f  ... 3m- 2(Ay2 -f- +  z m~ ' y  =  0,

poniew aż prosta  y  =  0 spotyka tę  krzywy w trzech punk tach  zlew ajycych się w  jed en  w  poczytku 
spółrzędnych, to je s t w  0.

Szukajm y jaka będzie liczba stycznych, k tó re  m ożna prow adzić do krzywej z jakiegokolw iek p unk tu  
P, w ziętego na stycznej przegięcia O x .

P unk ta  zetknięcia tych linii stycznych będy punk tam i przecięcia się krzywej (1) z krzyw y n° (375)

a f x  -f- =  0, a je s t odcięty punk tu  P ;

albo rozw ijajyc rachunki

(2) —}— i m~ 3Loĉ cp'3(^, —  2)(A.r2-{-B xt/)]-f-zm—"(aB- ) - (m —  l)]y  =  P.
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Dwie krzyw e (1) i (2) są w idocznie stycznem i w  O; czyli że między ich punk tam i przecięcia są dw a 
zlew ające się w  je d e n  w  punkcie  O; albo jeszcze, że m iędzy stycznem i, k tó re  m ożna prow adzić 
z p u n k ta  P do krzywej uw ażanej, są zaw sze dw ie zlew ające się ze styczną przegięcia, bez w zględu na 
położenie p u n k tu  P na osi O z.

Jeśli w ięc n jest liczbą stycznych, k tó re  m ożna prow adzić do krzyw ej z p u nk tu  dow olnie wziętego, 
z jakiegokolw iek p u n k tu  prostej O z nie będzie m ożna poprow adzić w ięcej jak (n —  2) stycznych 
różnych od  O z. Zatem  styczna przegięcia je s t styczną podwójną.

3 8 3 .  W y z n a c z e n ie  pu n k t ó w  pr z e g ię c ia .

P rzypuścim y naprzód że rów nan ie krzyw ej przedstaw ia się pod następu jącym  kształtem

rów nan ie  jakiejkolw iek p ro s te j; odcięte  punk tów  przecięcia tej prostej z krzyw ą będą  dane przez 
rów nanie

Otóż jeżeli p rosta  uw ażana je s t styczną przegięcia, pow inna  ona spo tkać krzywą w  trzech  punk tach  
zlew ających się w  je d e n ; czyli że rów nan ie  (3) pow inno m ieć trzy pierw iastk i rów ne. T en  potró jny  
p ierw iastek  w inien  pierwszą i d rugą p o ch o d n ą  uczynić rów nem i zeru , czyli

R ugując a i b w rów naniach (3), (4) i (5), otrzym a się. zw iązek, k tó ry  odcię te  p u n k tó w  przeg ięcia 
krzyw ej uw ażanej spraw dzać pow inny.

P oniew aż rów nan ie (5) nie zaw iera w  sobie żadnej ze stałych a i b, przeto punkta przegięcia k r z y 
wej (1) będą wyznaczone przez dwa rów nania

(1) y  =  <p(z).

N iech będzie

(2) y  —  a z  -J- b,

(3) <f{x) —  a z  — b =  0.

(4) ę'(z) —  a =  0,

(5) ? * (* )=  0.

(6 )

384. Przypuśćm y teraz rów nan ie  k rzyw ej pod kształtem  ogólnym

(1) f [ x ,  y )  =  0, albo f ( x ,  y ,  z) =  0.

P rzec ięc ia tej krzywej z p ro stą

( 2 ) y  —  a z  - f  b ,
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f [ x ,  a x  -j-  b) =  0.

Okażemy że prosta (2 ) je s t styczny przeg ięcia, w yrażając że rów nan ie (3) m a potró jny p ierw iastek ; 
to  je s t rów nając z zerem  pochodne pierw szą i drugą. D la o trzym ania tych pochodnych  zastosujem y 
do  f[x , y) tw ierdzenie tyczące się funkcyi złożonych. Będziem y uw ażać y  za funkcyą x  w yznaczoną 
związkiem (2). Znajdziem y tym  sposobem

Należy teraz w yrugow ać a i b m iędzy rów naniam i (2) i (U); poniew aż je d n ak  rów nan ia (A) w y 
raźnie nie zaw ierają w  sobie stałej b, przeto  dostatecznem  będzie w yrugow ać a z rów nań  (4). Bugo- 
w anie to nie p rzedstaw ia żadnej trudnośc i. Spółrzędne punktów przegięcia krzyw ej uważanej będą więc 
ivy znaczone dwoma równaniami

U w a g a . Dwa rów nan ia  (5 )  spraw dzają się niety lko za pom ocą spółrzędnych punktów  przegięcia, 
ale także spó łrzędnem i punk tów  w ielokrotnych, k tóre krzyw a uw ażana posiadać m oże. W  rzeczy 
sam ej zobaGzymy w  dalszym ciągu , że styczne w  punkcie podw ójnym  spotykają krzyw ą w  trze ch  
punk tach  zlew ających się w  je d en

385. Jakakolwiek krzywa rzędu m posiada w ogóle 3m(m —  2) punktów przegięcia.

Dla dow iedzenia tego założenia dam y naprzód d rugiem u z rów nań  (5) następujący kształt, ze wszech 
m iar na uw agę zasługujący.

W  rzeczy sam ej drugie z rów nań  (5) może się tak  napisać

Rozw ijając wyznacznik, rów nanie to ła tw o się spraw dza. Przyjąwszy ten  kształt rów nan ia , i ró w 
nanie krzywej zrobiwszy jedno rodnem , na zasadzie tw ierdzenia funkcyi jed no rodnych , o trzym a się

P om nóżm y osta tn ią  ko lum nę wyznacznika (6) przez (rn — 1) i odejm ijm y odeń  su m m ę dw óch

W

(5)

tożsam ości

(?)

Xf 'x  +  u f a  +  zf -  =  mf {x ,  y> z),  

x f" xx+  y f ’\ v - f  * r »  =  ( «  -  W * ,  

» » +  yf"w 4 -  */\* =  (m — 1)/%»

x f \ x Ą - yf"-„v + z f zz =  { m -  l ) / v
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pierw szych kolum n, w zględnie pom nożonych przez x  i y ;  m ajyc wzglyd na tożsam ości (7) i znoszyc 
czynnik z nie będycy zerem , otrzym am y

/"** f  *v

A * f"yy r» *

f ' x f 'v r>

Pom nóżm y teraz osta tn i w iersz tego w yznacznika przez (m —  1) i odejm ijm y dw a pierw sze 
w zględnie pom nożone przez x  i y ;  o trzym am y ostatecznie dwa następujące równania, służące do w y 
znaczenia punktów przegięcia

f"xx f \ y f"*>

f V f \ y f"v> =  0

f \ x f \ y f " »

f{x , y ,  z) — 0.

W yznacznik (8), zwany wyznacznikiem funkcy jnym  pochodnych  funkcyi f ( x ,  y , z) albo wyznaczni
k iem  Hess’ego (hessien), przyrów nany do zera, p rzedstaw ia krzywy, k tó re j punk ta  przecięcia z krzywy 
uw ażany sy w łaśn ie pu n k tam i przegięcia tej o sta tn ie j. W yznacznik ten  je s t jed n o ro d n y m , a  każdy 
z jego elem entów  je s t stopnia ( m — 2);  w ięc krzyw a przezeń przedstaw iona je s t rzędu 3 ( m — 2), 
jeśli funkcya f ( x ,  y , z) jest stopnia m.

Przeto jakako lw iek  krzyw a rzędu  m  m a w  ogóle 3m{m  —  2) p unk tów  przegięcia, rzeczywistych 
lub u ro jonych , w  odległości skończonej lub  w  nieskończoności.

Krzyw e drugiego rzędu  nie posiadajy punk tów  przegięcia, gdyż w  tym  przypadku m —  2.

K rzyw a trzeciego rzędu  m a w  ogóle dziewięć punk tów  przeg ięc ia; dow odzi się że pom iędzy tym i 
dziew ięciom a punk tam i trzy tylko sy rzeczyw iste. Zobacz n ro (630).

Uwaga. Klassa krzywej jak ie jko lw iek  i liczba jej p u n k tó w  przegięcia zm niejszajy się jedynie w  razie 
istn ienia punk tów  w ielokrotnych.

V II0 W klęsłość i wypukłość krzywych.

386. Definicya.

Łuk krzyw ej, w  blizkości jak iegokolw iek  p u n k tu  M, zw raca sw y w klęsłość ku  rzędnym  dodatnym , 
je śli po  obu stronach  w  blizkości tego p u n k tu  w arto ść  algebraiczna rzędnej tej krzywej je s t w iększa 
od w artośc i algebraicznej rzędnej lin ii stycznej w punkcie  M. W  razie przeciw nym  w klęsłość zw rócony 
je s t ku  rzędnym  odjem nym .

W  pierw szym  razie, jeśli Mi i M2 sy punk tam i sysiednim i p u n k tu  M, i gdy łuk  znajduje się po 
nad osiy odciętych pow inno  się m ieć

M ,P, >  N ,P U M2P 2 >  N.2P2.

Jeśli łuk znajduje się pod osiy x ,  na przykład w  M' i gdy M', je s t  jakim kolw iek jego punktem



sąsiednim , będzie się m ieć co do w artości bezw zględnej
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r

t

/  j / __________________r _  J :

p n >  p; i t

Poniew aż te  w artości są od jem ne, zatem  w artość  algebraiczna rzędnej krzyw ej je s t większą od w ar
tości algebraicznej rzędnej linii stycznej.

To przyjąw szy, n iech  będzie rów nan iem  gałęzi krzyw ej

a Xi i y i  spó łrzędnem i jak iegokolw iek  p u n k tu  M tej k rzyw ej; szukajm y jak im  w aru n k o m  w inna 
czynić zadość odcięta X\, ażeby w  pobliża p u n k ta  M krzyw a zw racała sw ą w klęsłość k u  odciętym  
dodatnym .

W  tym  celu wyznaczmy rzędną krzyw ej, odpow iadającą jak iem ukolw iek  punktow i, w ziętem u d o 
w oln ie w  blizkości p u n k tu  M. Szukana w artość rzędnej będzie odpow iadać w artośc i odciętej p rze d 
staw ionej przez (x \ -\-  It).

Oznaczając przez Y w artość algebraiczną tej rzędnej, otrzym a się w ed ług  w zoru Taylora

R ów nanie stycznej w  punkcie M je s t 

w arto ść  algebraiczna Y, rzędnej tej stycznej, odpow iadającej odciętej (x i -)-/«) wyrazi się przez

(1) y  =  ?[x),

Y =  +  h) =  r ( x t ) + / t ?'(x l) +  i i  ? > , )  +  **(*,) +  e tc ......

Y -  Y, =  i i  f i x , )  +  +  etc,

Drugi w yraz tej rów ności je s t  w ielom ianem  uporządkaw anym  w edług potęg rosnących  h;  w iado- 
m em  jest, że zm iennej h m ożna n adaw ać w artości dostatecznie m ałe, ażeby znak w ielom ianu  był len

50
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Il-sam  co i znak pierw szego ze składających go w yrazów . P oniew aż ilość — -  je s t zawsze dodatną, jakiby 

n ie był znak h, p rze to  :

Jeśli Y —  Y, >  0, czyli jeśli rzędna krzyw ej je s t w iększa co do swej w artości algebraicznej od 
odpow iedniej rzędnej stycznej, pow inno  się m ieć t"[xy\ >  0 i o dw ro tn ie ;

Jeśli zaś Y —  Y, <  0, czyli że w artość  algebraiczna rzędnej krzyw ej je s t m niejsza od w artości 
algebraicznej rzędnej stycznej w inno się m ieć f"(x,) < 0  i o d w ro tn ie .

A zatem , je ś l i  w pobliżu jakiegokolwiek punktu wklęsłość krzyw ej zwróconą je s t  ku rzędnym  dodatnym, 
druga pochodna je s t dodatną; i  odwrotnie, je ś l i  druga pochodna je s t dodatną, krzyw a zwraca swą zaklęs
łość ku  y dodatnym . P rzeciw nie zaś, wklęsłość będzie zwróconą ku y odjemnym  je ś l i  druga pochodna 
iest odjem ną; i  odwrotnie.

387. Uw aga  I.

Gdyby się m iało

<t"[x,) =  0, i >  0,

rów ność (4) stałaby się w tedy  

(5) Y -  Y t =  - (* ,)  +  r  (x ,) 4 -  e tc .......;

ła tw o spostrzedz w tym  razie, że znak drugiej strony  tej rów ności, dla w artości dostatecznie m ałych 
d la h, zm ienia się ze znakiem  h \  to  je s t, że dla p unk tów  poprzedzających p u n k t M będzie się m iało 
n a  przykład  Y —  Yj <  0, a  dla p unk tów  leżących z d rug ie j strony  p unk tu  M, Y —• Yj >  0 ; albo 

też odw rotn ie.

Oprócz tego , gdy odcięta jakiegokolw iek p u n k tu  krzyw ej spraw dza związek ' / ( x t) —  0, pun k t ten 
je s t punktem przegięcia  n° (383).

A zatem , gdy jakakolw iek krzyw a posiada p u n k t przegięcia, wklęsłość krzyw ej w przejściu przez ten 
punkt zm ień a swój kierunek.

Styczna przegięcia przecina krzyw ą w  punkcie styczności.

Gdyby się m iało jednocześnie f" ( x t) =  0 i /" (x 1) =  0, dyskussya n ru poprzedzającego m ogłaby się 
w zupełności zastosow ać i znaleźlibyśm y że w klęsłość je s t zw róconą w  stronę  y  dodatnych lub  o d - 
jem n y ch , stosow nie do tego czy je s t dodatną czy od jem ną.'

W  ogóle, gdy pochodne zacząwszy od drugiej aż do pochodnej rzędu  p  w łącznie są zeram i, czyli



gdy sio ma
(6 )  ?"fa) =  0 ,  '/'{Xi) =  0 , ........ ?p[x,) =  0 ;

styczna w punkcie (x ,y ,) spotyka krzyw a w  (p +  1) punktach zlewających się w jeden. Mówi się w tedy, 
że styczna ma z krzyiuą styczność rzędu  p, je ś li punkt (xjy,) je s t punktem  zw yczajnym  krzyw ej.

Jeśli p  je s t liczby parzysty, styczna p rzecina krzywy w tym  punkcie, a  w klęsłość zm ienia swój 
k ie ru n e k ; jeśli zaś p  je s t liczby nieparzysty, styczna zostaw ia krzywy z jed n e j strony , a w klęsłość 
zw raca się ku  y  dodatnym  lub od jem nym , stosow nie do tego czy pochodna o>‘- l (x t) je s t dodatną 

lub odjem ną.
W  całym  tym  rozbiorze przypuszczam y, że p u n k t pod uw agę w zięty nie je s t punk tem  w ielo

k ro tnym  krzyw ej; w dalszym ciągu zajm iem y się nauką o p u n k tach  w ie lo k ro tn y ch .

388. Uwaga II.

D ow odzenia num erów  poprzedzających były oparte  na przypuszczeniu że ?(x)  daje się rozwinyć 
w edług  w zoru  Taylora, to  je s t ,  że pochodne uw ażane w  tem  rozw inięciu  nie. sy n ieskończonem u 
W  razie gdy ta  okoliczność się p rzedstaw ia w ynik i poprzednio  w ysłow ione n ie zawsze m ają m iejsce 
i należy w tedy uciec się do innych  m etod , albo do zm iany osi spó łrzędnych  celem  stud jow ania 

krzyw ej.

Gdyby się na przykład m iało ?'(x,) =  =o, styczna w  punkcie  fo y i)  byłaby rów noleg ły  do osi y ;  
krzyw a m ogłaby w  ty m  razie przedstaw iać w  s to sunku  do osi y  : najw iększość (maximum) lub naj- 
m niejszość (m inim um ), przegięcie lu b  zwykły p u n k t podw ójny , albo w reszcie p u n k t zw rotu.

R ozbiór w łasności krzywej w podobnych p u n k tach  nie p rzedstaw i żadnej tru d n o śc i po uprzedniem
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podaniu  teoryi o punk tach  podw ójnych . Zauważym y w ięc tylko na teraz, żc w nioski num erów  poprze
dnich  nie dadzy się w podobnych  razach zastosow ać.

I tak , w  przypadkach (1°) i (i>°) w klęsłość zm ienia k ie ru n ek  w  M ; w  przypadkach zaś (4°) i (5°) 
w klęsłość nie zm ienia k ie ru n k u . W  tych w arunkach , pochodna je s t w  ogóle nieskończonością.

VIII0 Najwięrszości (maxima) i najmniejszości (minima).

389. Mówi się że krzyw a przedstaw ia w  pew nym  punkcie nn j większość lub najmniejszość w zględem  
jak ie jko lw iek  prostej danej, gdy styczna do krzyw ej w tym  punkcie  jest rów noleg ły  do tej prostej. 
P u n k ta  tak ie  nazyw ają się punktam i n a j większości lab  najmniejszości względem  prostej uw ażanej. 
W yrażenie to  w inno  być po jm ow anem  w  m yśl pow yżej podanego określenia. Używać go będziem y 
niekiedy dla kró tkościjw ysłow ien ia.

\



Zauw ażm y m im ochodem , że najw iększości lub najm niejszości jak iejko lw iek  krzywej nie stanow ią 
jej w łaściw ości w yłącznych, gdyż ich położenie zależy od prostej do której się je  odnosi.

Poszukiw ania najw iększości i najm niejszości krzywej m ają w ięc po p rostu  [na celu dokładność jej 
budow y; w tym  razie zwykle się ich szuka odnośnie do osi spółrzędnych.

Krzywa przedstaw ia najw iększość lub  najm niejszość w zględem  osi x ,  gdy jej styczna je st rów no
ległą do osi x ; to je s t, gdy w spółczynnik kątow y stycznej je s t zerem .

Krzywa przedstaw ia najw iększość lub najm niejszość w zględem  osi y ,  gdy styczna do niej je s t 
rów noleg łą do osi y ;  to je s t, gdy w spółczynnik  kątow y stycznej je s t rów nym  ilości nieskończenie 
w ielkiej.

Jeśli rów nan ie krzyw ej jest

CO f { x , y ) =  o,

spółczynnik kątow y stycznej je s t

.—. f  x{x, y)
{ )  y —  J W , l i ) '

Z tego co pow iedziano pow yżej w ypada że :

1° S pó łrzędne punktów największości i najm niejszości w zględem  osi x  pow inny spraw dzać dw a 
ró w n an ia  :

(3) f(x , y) —  0, f 'A x ,  y) =  0.

II0 Spółrzędne punktów największości i najmniejszości w zględem  osi y  pow inny  spraw dzać dw a 
ró w n an ia  :

W  / ( * .  y) =  o, f '« ( x ,y )  =  o.

T rzeba je d n ak  zw rócić uw agę na to , że p u n k ta  k tó rych  spó łrzędne sp raw dzają te rów nan ia  nie 
koniecznie są punk tam i najw iększości lub  najm niejszości, gdyż krzyw a może m ieć punk ta  przegięcia, 
w k tó ry ch  styczne m ogą być rów noleg łem i do jednej lub  drugiej z dw óch osi spó łrzędnych .

R ów nania (3) i (4) są (jak zobaczym y poniżej) jednocześnie zadow oln ione spó łrzędnem i punk tów  
w ielokro tnych . W -tym  razie szukanie punk tów  najw iększości lub najm niejszości je s t  bezużytecznem .
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IX0 Styczna podwójna. — Styczna wspólna dwom kołom.

W  dalszym  ciągu dzieła będziem y rozpatryw ać w łasności stycznych podw ójnych , obecnie zaś nad
m ien im y tylko o sposobie m ogącym  służyć do w yznaczenia ich  w  razie spółrzędnych kartezyańskich. 

N iech będzie rów nan ie krzywej

f(x , y) =  0 

y  — a#  -f- I),



rów nanie prostej. Spółrzędne p u n k tó w  przecięcia się p rostej z krzyw ą będy dane rów nan iem
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f ( x ,  -ax  - f - b ) _ = 0 .

Ażeby p rosta  pod uw agę w zięta była styczny podw ójny , po trzeba aby to  rów nan ie m iało dw ie pary  
p ierw iastków  podw ójnych; to je s t, że pierw sza strona tego rów nan ia  pow inna być podzielny przez 
w yrażenie kształtu [x —  a)2 (x  —  S)'2.

Otóż w iadom em  je s t że aby to  m iało  m iejsce, trzeba zadosyć uczynić dw om  rów naniom  w arunko
w ym , takim  jak

te dw a zwiyzki wyznaczy n ieznane a i b. M ożna ztyd w idzieć, że

K rzyw a jakakolw iek, posiada w  ogóle styczne podwójne; ale że  ona nie posiada wogóle stycznych iv ie -  

lokrotnych wyższego rzędu.

Istn ien ie punk tów  w ielokro tnych  zm niejsza liczbę stycznych podw ójnych. W yznaczenie liczby 
stycznych podw ójnych je s t zadaniem  tru d n e m , k tórego  tu ta j nie będziem y dotykać.

39t. Styczna wspólna mvou krzyw ym .

Niech będy rów nania dw óch krzyw ych

W ?(a> b) =  0, y (a , b) =  0;

(1 ) f ( x , y )  —  0, F ( x ,y )  =  0.

W eźm y rów nan ie jak iejko lw iek  prostej

(2 ) y  —  a#  -j-  b

i szukajm y przecięć tej prostej z pierw szy krzyw y; m a się rów nan ie

f ( x ,  a x  -f- b) =  0.

W yrażając że to  rów nan ie  m a dw a p ierw iastk i ró w n e ; o trzym a się zw iązek kształtu

v(a, b ) = 0 .

Szukajm y podobnież przecięć prostej z d rugą krzyw ą, o trzym a się

F (.r, aa? -j- b) =  0 ;

a w yrażając że to  rów nanie m a dw a p ierw iastk i rów ne, będziem y mieli związek

(U) <I>(a, b) =  0.

Te dw a rów nan ia (3) i (4) w yznaczą n iew iadom e a i b; zkąd się w yprow adzą, posiłkując się 
rów nan iem  (2) rów nania stycznych w spólnych .



398 ROZDZIAŁ I .

X° Krzywe styczne. — Krzywe ortogonalne.

392. Warunek aby dwie krzywe były do siebie stycznemi.
Niech będą rów nania dw óch krzyw ych

f ( x , y )  =  0, F (x , y) =  0.

P rzypuśćm y że te dw ie krzyw e są w zględem  siebie styczne i n iech  b ęd ą  x t, yi  spółrzędne p unk tu  
styczności.

Spółrzędne x i} y t pow inny spraw dzać rów nan ia dw óch krzyw ych, co daje

(2) F (^ t, y t) =  0 ;

co w ięcej, styczne odpow iednie do dw óch krzyw ych w  tym  punkcie , pow inny zlać się w jed n ę . Aby 
w aru n ek  ten m iał m iejsce dosyć je s t aby spółczynniki kątow e tych dw óch stycznych były  sobie 
rów ne, to je s t

t \  F ',_ i ______
f  —  F'
' !/t !/,

albo

(3)

Ażeby krzyw e (1) by ły  do siebie stycznem i w  pew nym  punkcie  (x1( yi),  spółrzędne tego p unk tu  
pow inny  spraw dzać trzy  rów nania (2) i (3); należy w ięc zadosyć uczynić rów nan iu  w arunkow em u, 
k tóre się o trzym a rugu jąc  x t i y t m iędzy rów nan iam i (2) i (3).

S tosu jąc tę  m etodę do dw óch kół

C x 1 - j-  y -  —  R- =  0

I [X —  d)2 -)- y-  — r- —  0,

znajdzie się, że stałe d, R, r ,  w inny  zadaw aln iać jed en  z n as tęp u jący ch  związków (jeśli R > ? )

d  R -J- >\ d  =  R —  r.

393. Warunek aby dwie krzywe były ortogonalne.

Dwie krzyw e zwią się o rtogonalnem i w jak im ko lw iek  punkcie  ich w zajem nego przecięcia się, jeśli 
ich slyczne w tym  punkcie są do siebie p ro stopad łe .

Niecli b ę d ą  rów nan ia  dw óch krzyw ych

(!) f ( x , y )  =  0, F(tf, y) =  0 \

a l-t'i, !Ji) spółrzędne jednego z ich p unk tów  przecięcia s ię ; będzie się m iało naprzód

( 2 ) f [xY, y l) —  0 , F (x „  V\)—  0-
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Ażeby styczne w tym  punkcie b y ły  do siebie p rostopad łem i, Koniecznem i w ystarczającem  je st aby 
iloczyn z ich w spółczynników  kątow ych  b y ł rów n y m  —  1, przypuszczając że się odnosi krzyw e do 
osi p ro s to k ą tn y ch ; pow inno  się w ięc m ieć

O trzym a się w arunek  aby dw ie k rzyw e by ły  o rto g o n aln em i rugując x \  i //, m iędzy trzem a rów 
naniam i (2) i (3).

394. Jeśli zastosujem y tę  m e to d ę  do dw óch kół

czyli, że kwadrat z odległości środków w in ien  być równym summie kwadratów z promieni. 

2° U w ażajm y dw ie krzyw e

Jeśli się przypuści X > c  a (j.<  o, c b ędąc  ilością sta łą , rów nan ie  (1) przedstaw iać będzie szereg  
e lips, k tó rych  osie będą osiam i spó łrzędnych ; rów nan ie  zaś (2) przedstaw i szereg hyperbo l m ających 
także osie spółrzędnych  za osie. Te k rzyw e drugiego rzędu , jak  to  później zobaczym y, m ają też sam e 
ogniska i zow ią się konicznemi jednoogniskowemi (homofocales).

Dowiedziem y teraz, że jak ieby nie b y ły  wartości stałych  X i p, te krzyw e będą ortogonalnemi.

S półrzędne x  i y  punk tów  w spó lnych  tym  dw óm  krzywym  m ają za w artości

( 1)

znajdzie się na rów nanie w arunkow e

« P = R »  +  r

Te krzywe są ortogonalnem i, jeśli spó łrzędne p u nk tu  przecięcia spraw dzają związek

f ' x . F ' x  - f -  —  0,

który  na zasadzie rów nań  (1) i (2) b ędzie

W
i ________.»/-



Otóż zastępując x  i y  przez ich w artości (3), zw iązek ten  sprow adza się w idocznie do tożsam ości, 
jakieby nie by ły  \  i v.. W ięc .......

3° N iech będą jeszcze dw ie krzyw e

(1) ?/2= 2 ) . x - j - X 2,
(2) y 1= 2 f x x -(- p.2;
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X fx; te dw a rów nan ia przedstaw iają parabo le, m ające początek  spółrzędnych za ognisko w spólne,

a zaś oś, oś odciętych.

Spółrzędne p unk tów  w spólnych  tym  dw om  krzyw ym  m ają za w artość

( *  =  - * + *

(3) ) 2
( y s = - v -

Otóż, j a k i e b y  n ie  b y ł y  X i fi, k r z y w e  te  b ę d ą  o r to g o n a ln e m i,  bo związek

/■'xF', - f  f'yF'y =  0 albo ).U - f  if- =  0

sprow adza się do tożsam ości dla w artości (3).

XI° Krzywe obwltające.

395. Określenie. — Równanie.

Przypuśćm y^ że rów nan ie  jak iejko lw iek  krzyw ej

(1) G =  f ( x ,  y ,  a) =  0

zaw iera jakąko lw iek  sta łą  dow olną a ; jeśli się zm ienia p a ra m etr a ,  otrzym a się szereg ciągły krzyw ych.

M ie js c e  p o  so b ie  n a s tę p u ją c y c h  p r z e c ię ć  t y c h  k r z y w y c h ,  tw o r z y  k r z y w ą ,  n a z w a n ą  k r z y w ą  o b w ija ją c ą  

k r z y w y c h  G.

Jakakolw iek krzyw a m oże zawsze być uw ażaną jako  m iejsce po sob ie  następujących przecięć jej 
stycznych , albo obw ija jącą sw ych stycznych.

Ażeby otrzym ać rów nan ie krzyw ej obw ija jącej, p rzypuśćm y że się nadaje param etrow i p ew ną w ar
tość a ;  otrzym a się w tedy  jak ąś  krzyw ą C.

(1) G =  f ( x ,  y ,  a) =  0;

dając następn ie  param etrow i w artość (a -f-A a), będziem y m ieli inną krzyw ą C' tego sam ego szeregu; 
je j rów nan ie  będzie

("-) C' = f [ x ,  y ,  a - f  Aa) =  0 ;

spó łrzędne p unk tów  przecięcia się krzyw ych C i C' spraw dzą zarazem  rów nan ia  (1) i (2).



STYCZNE. 401

Otóż m ożna zastąpić jed n o  z tych  dw óch  rów nań  przez następu jącą kom binacyą ró w n a ń  (1) i (2)

f(x , y ,  a A-i) — f j x ,  y ,  a)__ Q.
Aa ’

tak , że spółrzędne p u nk tów  przecięcia  sio. krzywej G z krzyw ą n iesk oń czen ie  b lizką C' (jeśli Aa jest  
ilością  n iesk oń czen ie  m ałą) będą  dane przez dw a rów nania

l f[x,y,  a) =  0

i f { x ,  y , a +  ^a) —  f i x ,  y ,  a) _  0
( Aa

Kiedy Aa dąży do  zera, krzyw a C' zbliża się do krzyw ej C; a d la  A a = () te  dw ie krzyw e przystaną 
do siebie. Zanim  jed n ak  Aa stanie się zerem , krzyw e G i C' m ają skończoną liczbę tak ich  p unk tów

C 'C '

przecięcia jak  M; gran ica położenia tych p unk tów  przecięcia je s t  dokładnie w yznaczoną, gdy się Aa 
zbliża do zera. P unk ta  te będą  dane przez rów nan ia  (3), w prow adzając w  nie hypotezę Aa =  0. D ru
gie z rów nań (3) stan ie się w tedy

(4) f u[x, y ,  a) =  0.

P rzeto , a będąc danem , rów nan ie  (4) i pierw sze z ró w n ań  (3) w yznaczają g ran icę po łożenia punk tów  
przecięcia się krzywej G z krzyw ą n ieskończenie blizką. N iewyznaczoność została u su n ię tą  kom binu 
jąc  rów nan ia  (1) i (2) w  sposób powyżej w skazany i dzieląc to  now e w yrażenie przez Aa.

Z atem , miejsce po  sobie idących przeciec krzyw ych  C albo obwijające krzyw ych  C otrzym a się, rugując 
param etr dowolny a pom iędzy dicoma równaniami

t (5) f i x ,  y ,  a) =  0 

((6) f '« ( x ,y ,  a ) = 0 ;

pierw sza strona rów nan ia (6) je s t pochodną w zględem  stałej dow olnej z p ierw szej strony  danego 
rów nania.

396. Krzywa obwijająca styka się z krzywe mi zmiennemi w punktach, w których dwie krzywe 
ro sobie idące ją spotykają.

Niech b ęd ą  x  i y  spó łrzędne p u n k tu  przecięcia dw óch krzyw ych po sobie następu jących  C i C '; 
(e spó łrzędne b ęd ą  dane przez rów nan ia

(5) f{ x ,  y ,  a) =  0, (6) f  a[x, y ,  a) =  0.
5 1



W spółczynnik  kątow y stycznej do krzyw ej C

(7) G =  f(x, y ,  a) =  0,
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w p u n k cie  (x , y ) m a za w artość

mo\ __ f  x{x, y , a)
f ' y[x, y ,  a ) '

Uw ażając a jako  funkcyą z x  i y ,  w yznaczoną związkiem (6), m ożna będzie przedstaw ić krzyw ą 
obw ija jącą rów naniem  (5) a lbo  (7); w spółczynnik  kątow y stycznej do obw ijającej m a w tedy  za w artość

f'x(x,  y ,  a) -f- &'x.f'a(x, y , a ) . 
f'y[x, y ,  a) - j-  'd'y.fa(x, y , a) ’

w yrażenie, sprow adzające się za pom ocą związku (6) do następującego

(o*) y ,  a)
f'y{X, y ,  a) ‘

Dowiedziemy teraz, że w yrażenia (1°) i (2°) są sobie rów ne num eryczn ie ; ich kształt algebraiczny 
je s t tenże sam , ty lko w  ró w n an iu  (1°) a jest stałą , a w  w yrażeniu (2°) a je s t funkcyą x  i y . Ale 
poniew aż spółrzędne x  i y  pow inny spraw dzać rów nania (5) i (6), w  których  stała a posiada tęż 
sam ą w arto ść , przeto  w artość  a (funkcyi x  i y ) ,  w yprow adzona z rów nan ia (6) m a tęż sam ą n u m e 
ryczną w artość jak w  rów nan iach  (5) lub (7).

W yrażenia w ięc (1°) i (2°) są num erycznie ró w n em i; to je s t, że styczne do obw ijającej i do krzywej 
zm iennej C, w  punkcie gdzie ta  o sta tn ia  krzyw a spo tkaną  jest przez krzyw ą n ieskończenie jej blizką, 
zlew ają się w  je d n ę . P rz e to .......

397. Może się zdarzyć, że rów nanie krzywej zm iennej zależy od dw óch param etrów  dow olnych a i b, 
połączonych z sobą jak im ś związkiem . Niech będzie na przykład,

(1} f ( x ,  y ,  a , b ) =  0

rów nanie krzyw ej i

(2) f (a, b ) =  0,

związek m iędzy stałem i dow olnem i a i b.

Ażeby otrzym ać obw ijającą, m ożem y w rów nan iu  (1) uważać b za funkcyą a, w yznaczoną związ
kiem  (2); otrzym am y biorąc pochodną pierw szej strony rów nan ia  (1) w zględem  a i rów nając takow ą 
z zerem

f'a[x, y ,  a, b) - |-  f ' b[x, y ,  a, b).b '„ =  0.

Ale związek (2) daje nam  podobnież

?'„(a , b) -f- a , b).b '« =  0, zkąd b'« =  —



f'a[x, y , a , b) ^ r - f  *(■£> y> a ) b) =  0.
y b

O trzym am y zatem  równanie obwijającej ru g u jąc  a i b m iędzy trzem a rów nan iam i

(1) f(x, y, a, b) =  0,

(2) „(a, b) =  0,

f ' a(x, y ,  a, b )_ f \ { x ,  y ,  a, b)
 ̂ <p'"(a, b) y'*(a, b)

398. Może się zdarzyć jeszcze że rów nanie krzywej

(1) f[x , y ,  a , b , c) =  0,

zależy od trzech param etrów  dow olnych  a, b, c i je s t jed n o ro d n em  w zględem  a, b, c ; param etry  zaś 
są między sobą połączone związkiem  jednorodnym

(2) <p(a, b , c) =  0.

Dzieląc te dw a rów nania przez jakąko lw iek  po tęgę z c odpow iednio  dobraną i zakładając

a b &
-  =  a, -  —  6,
c c

m ożna je  przyw ieść do kształtu

f ( x ,  y ,  a, g, 1) =  0

STYCZNE. 4 0 3

r ó w n a n ie  p o p r z e d n ie  s t a n ie  s i ę  w i ę c

(3)
, <p(a, 1) =  0.

W edług  tw ierdzen ia poprzedzającego otrzym a się obw ijającą rugu jąc  ot i S m iędzy rów naniam i (3) 
i następu jącem

/'„(£•, y , a, 6, 1) _  f'e (x , y , a, 6, 1) _
<p'«c(a, 6, 1) <p'e(a, 6, 1)

• tl 1)Otóż w idocznem  jest, że zastępując « i 6 przez -  i -  i znosząc m ianow nik c, y'«(a, 6, 1) na przy

kład stanie się <p'o(a, b , c), poniew aż 6, 1) je s t złożoną z a  i 6 tak sam o ja k  <p'„(a, b , c) z a i b ; 
rzecz się m a tak  sam o z innem i.

Otrzyma się w ięc rów nanie obw ijającej rugu jąc  a, b, c m iędzy trzem a rów naniam i je d n o ro d n em  i

ffa t y ,  a , b , c )—  0

(5) \  ę (a, b , o) =  0

— t 1*.
' <f'a t'b



Z ostatn iego z tych rów nań  w yw odzi się
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f  g ________a f'a  ~f~ h^ '» .
f ' a  cp' b a'f'« - j -  h'f1 f'

otóż na zasadzie tw ierdzenia o funkcyach jed n o ro d n y ch  i pierw szych rów nań  (5) m a się

uf'a  - f  h f 'b - } -  C f ' c = m . f ( x ,  y ,  a ,  b ,  c ) = = 0 ;

a < f '„ - \ -W i, - { -c f 'c  =  n.<o(a, b ,  c )  =  0 ;

zwiyzek poprzedni stanie się w ięc

f -  _  t \  _  —  Cf'ę  _  f'c
—  ĆÓ\- Śe

Tak w ięc równanie obwijajucej o trzym a się rugu jyc  a, b, c, m iędzy trzem a rów naniam i n as ię - 
p u jy c e m i:

/ (1°) f ( x ,  y ,  a , b , c) =  0 

J (2°) «f(a, 1), c )  =  0

I (3 °) L s .__ ( -L =  T 0
\ <?'a f>' I. Vc

XII0 Zastosowania.

39‘J. U w ażajm y rów nanie

(1) \-L  —  2XM - |-  N =?= 0,

w  k tórem  L, M, N sy funkcyam i x  i y ,  a  X p ara m etre m  dow olnym .

Szukajm y obw ijajycej krzyw ych (1). W  tym  celu należy w yrugow ać X pom iędzy rów naniem  (I) 
i pochodny  w zględem  X, to  je s t

XL —  M =  0.

Tym  sposobem  otrzym a się nas tęp u jące  rów nan ie  obwijajucej

(2) M2 =  LN.

N . I i .  Jeśli L , M, N sy funkcyam i lin ijnem i x  i y ,  rów nan ie  (1) p rzed staw ia  prosty , a rów 
nanie (2) krzywy drugiego rzędu , styczny do p rostych  L =  0, N =  0 w  p u n k tach  spotkania się tych 
p rostych z liniy prosty  M 0.
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Krzywa (2) będąc obw ija jącą prostych  (1), rów nan ie  (1) będzie rów naniem  jak iejko lw iek  stycznej 
do krzywej (2 ).

4 0 0 .  R o z w in ię t e .

Nazywa się rozw iniętą  jak iejko lw iek  krzyw ej m iejsce po sobie następujących  przecięć norm alnych  
do tej krzyw ej. Rozw inięta je s t w ięc obw ijającą norm alnych .

Krzywa p ie rw o tna  nosi m iano rozwijającej.

1° R o z w in ię t a  e l ipsy .

W eźm y rów nan ie elipsy pod  kształtem  n° (344)

« >  | r  +  p  ~ 1 =  0

i przypuśćm y osie p ro sto k ątn e . Spółrzędne jakiegokolw iek punk tu  tej krzywej będą m ogły być w edług 
nru (335) przedstaw ione przez

=  a d o s .9, 

y , =  b w s t.ę ;

a rów nan ie norm alnej w tym  punkcie będzie n° (367)

y - y ' = ^ x ~ x ł ’

a lbo , (zakładając c2 =  a2 —  b)

b ^ y  —  a n-yiX  +  c =  0 ; 

a lbo  w reszcie, n a  zasadzie w artośc i (2 ),

(3 ) —  —  —  4 -  c2 =  0 (norm alna w  punkcie©),
wst® dos<?

Należy znaleźć obw ija jącą p rostych  (3); to  je s t w yrugow ać <e między rów naniem  (3) i jego pochodną 
w zględem  <p.

Celem  uproszczenia rac h u n k u , przed  w zięciem  pochodnej w zględem  <p, pom nóżm y rów nanie (3) 
przez wst.©; co daje

b y  —  ax.st.<p  - f -  c 2.wst<f> =  0 .

W eźm y p ochodną z tego  ostatn iego rów nania , znajdziem y natychm iast

x  =  dos3<p;

w staw iając tę  w artość w  rów nan ie (3), albo też różn iczkując rów nan ie (3) po uprzedniem  pom nożeniu



go przez dos.<p, znajdziem y

4  0 6 r o z d z i a ł  i .

y  =  — w sl3o.

Zatem  spółrzędne punktu przecięcia się dwóch po sobie następujących normalnych do elipsy  (1) będą

ci x  =  — dos3u>, 
\  "

U c-=
b

W S t3tp.

P u n k t ten jest środkiem  koła ściśle stycznego (cercie osculateur) w  punkcie , k tórego  param etrem  
jest <p.

R ozw inięta o trzym a się, ru g u jąc  ep m iędzy dw om a rów nan iam i (4). Z tych rów nań  w ypada

po uprzedniem  założeniu że

(5)

W yprow adza się ztąd 

( f)

B c- 
b ’

c2 z= a'2 —  b9.

lakiem  je s t równanie rozw iniętej elipsy ,

U waga. B ozw inięta hyperboli w yprow adzi się z poprzedzających w yników , zam ieniając b na by/— 1. 

2° Rozwinięta paraboli.

W eźm iem y ró w n an ie  parabo li pod  kształtem  nru (341)

( 1 )  y 2 —  2 / * r = 0
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i przypuścim y że osie są p rostokątne. N orm alna w  punkcie (a:„ y,) je s t

Vi

! 0 7

y  —  y  i =  — il( a ;  — ar,),( 2 )

z w arunkiem

(3) y j —  2/w , =  0.

T rzeba w yrugow ać Xi i y , m iędzy rów nan iam i (2) i (3) i rów nan iem  następu jącem  n° (397)

W
—  p  ~ł~ x  —  x i __y<

Vi ~ ~ p '

Rów nania (2) i ( !)  rozwiązane w zględem  x  i y  dają

|  a: =  p  -)- 3a?i,

( 5)
\ P

y \  =  2par,;

te rów nania wyznaczają spółrzędne przecięcia się dwóch po sobie następujących normalnych paraboli ( I . 
Rozwinięta otrzym a się rugu jąc  x t i y x m iędzy trzem a rów nan iam i (5 ); znajduje się tym  sposobem

(r> y 2= Y j-p { z — p Y \

je s tto  rów nan ie  roziuiniętej paraboli.

ZiOl. 'Wierzchołek kąta stałego OMT posuwa się na prostej s ta łe j AB, gdy jedno z ramion kąta prze

chodzi przez punkt sta ły  O ; drugie ramie MT obwija jakakolw iek parabola.
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Jeśli p  je s t odległością OH początku od prostej MT i jeżeli « oznacza kąt prostej OH z osią O x, 
rów nanie prostej MT będzie

(1) i-dosóc -f- y w s t a — p =  0.

Jeśli oznaczymy przez 0 k ą t dany OMT, przez d  odległość sta łą OA a przez X k ą t zm ienny MOA, 
o trzym am y

ć/ =  OMdosX, OH albo  p  —  OMwstO;

zkąd

MO) „ _ ^ W S t 0 .

m a się jeszcze

(2°) « - X  =  J - 0 ;

rów nan ie prostej MT będzie w ięc

*dos(|4-x-0) +  y w 8 t ^ - H - 0 ) - ^ = o
albo

(2) x  wst(0 —  ).)-(-!/dos(0  —  X) —  =

X je s t param etrem  dow olnym .

Jeśli się założy
( X =  .rwstO -f- y dos0,

(3)
\  Y =  x d o s0  —  y  w st0 , 

ró w n an ie  (2) przedstaw i się pod  ksz tałtem  prostszym

X dos2X —  Y w st X. dos X =  d  ws 10,

albo jeszcze

(k) Xdos2X — Y w st2 X -f-X  —  2 dw sl0  =  O;

takim  je s t kształt ostateczny ró w n an ia  prostej MT, X będąc p a ra m e tre m  dow olnym . Ażeby otrzym ać 
obw ijającą tej prostej trzeba będzie w yrugow ać X m iędzy tem  rów nan iem  i jego p ochodną  w zglę
dem  X, a m ianow icie

(5) Xwst2X Ydost2X =  0.

Z rów nan ia  (5) w yw odzi s

st.2X =  — ws t 2/  =  ^ ■—  d o s 2 X = — ^  ■
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podstaw iając te  w artości w  rów nan ie (4) i czyniąc takow e w ym iernem , w ypada

Xj _|—y 2 =  (X —  2rfw st0)2 ;

albo m ając wzgląd na w artości (3)

(6) x 2 4  =  (x w st0  4  ydos0 — 2</wst0)2.

Zobaczymy później, że to  rów nan ie  przedstaw ia parabolę m ającą za ognisko początek  sp ó łrzęd 
nych O, a za k ierow nicę p rostą

x w st0  -\- ydosO  — 2 dw st0  =  0 ;

o d le g ło ś ć  tej p rostej od początku spółrzędnych je s t 2rfw st0; a k ą t z o s i ą  Ox pi’ostopadlej spuszczonej

z p u n k tu  O na tę  p rostą  jest ^  — ©j. Zatem  jeśli się w eźm ie na Ox p u n k t A ,, taki aby OAi =  2rf;

i jeśli się poprow adzi przez Ai prostą  DD, czyniącą kąt 0 z linią A40 , lin ia DD, będzie k ie row n icą  

paraboli.

402. Znaleźć obwijającą prostej

(1) u x  —(— vy  —  u>z =  0,

param etry  u , V, w przypuszczając złączone z sobą zw iązkiem  jednorodnym  drugiego stopnia

(2) A m2 +  2Buy 4  Cu2 4  2Duw 4  2Evw 4  Fw2 =  0.

S tosując do tego przypadku regu łę  podaną w nrze (398), spostrzega się, że o trzym ać m ożna obw ija
ją c ą  lej prostej, rugu jąc  u, v, w  m iędzy rów naniem  (1) i następu jącem i

/ON A u 4  B» 4  Dw __B« 4  - f  ___Du 4  4  ^ w
( I J  y  _ 2

Jeśli oznaczymy przez k  w artość w spó lną tych stosunków , rów nan ie  szukane otrzym a się rugując 
w, v, w , k , m iędzy rów naniam i

i' A m 4  By 4  D w  — k x  =  0,

\ Bu 4  âV -f" Ew — %  =  Oj
(i)

i Dm 4  Ew 4  kz — 0,

\  xu  4  y v —  zw  —  0 = 0 .

W ynik iem  z tego rugow ania je s t w idocznie

A B D X

B G E y

D E F —  z

X y — z 0

o b w ija ja c a  p r o s ty c h  (1) j e s t  w ie c  k r z y w a  d r u g ie g o  r z ę d u .

52
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Na zasadzie n ra (110) m ożem y uw ażać u, v, w , jako  spółrzędne styczneczkowe prostej ( l ) ,  a ró w 
nanie (2) będzie równaniem styczneczkowem  obwijajycej tych p ro sty ch ; ale rów nanie to je s t  n ro (355) 
rów naniem  ogólnem  krzywych 2ieJ klassy.

R ów nanie (5) je s t przeto  rów nan iem , w sp ó łrzęd n y ch  kartezyańskich , krzyw ych 2icJ k lassy ; a ztąd 
w idzim y, że jakakolw iek krzyw a  2iei klassy je s t krzyw ą  2s3 rzędu; m ożnaby, z rów nania (5) w yw ieść 
dyskussyy krzywych 2iei k lassy, streszczony w  n rzc (363); nie będziem y tu  jednak  zatrzym yw ać się nad 
ty m etody.

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINUNE.

1° R ów nan ie stycznej.

403. Niech będzie rów nanie jak iejko lw iek  krzywej w  spółrzędnych trzylinijnych

(1) f[X , Y, Z) =  0,

a  X „  Y4, Z ,, spó łrzędne jak iegokolw iek  p u n k tu  tej krzywej.

Równanie stycznej w tym  punkcie będzie

(2) X/-'Xi + Y / ' Yi +  Z / 'Zi = 0, 

z w arunk iem

(2 bis) / (X I, Y 1, Z I) = 0 .

Ażeby tego dow ieść, p rzy p o m n ijm y  sobie że spó łrzędne jakiegokolw iek p u n k tu  M2 prostej prze- 
chodzycej przez punk ta  M ,(X ,, Yi, Z,) i M(X, Y, Z) sy w ed łu g  nru (90)

/ X2 =  X, -f- KL,

(3) N Y ^ Y .  +  AY, gdzie * =  M . ‘ Ł
/ M M2
\  Z2 =  Zj - f  kZ

przypuśćm y że p u n k t M2 należy do krzyw ej, otrzym a się w tedy

f ( X l - \ - k X ,  Yj-j-AfY, Z(-)~A:Z) =  0, 

a lbo , na zasadzie szeregu T aylor’a

(U) f lx„ Y„ Z,) +  ‘ p ^ + y / ' V . + z A J + n P n . t ,  +

Otóż pierwszy wyraz tego rów nan ia  je s t zerem , jeś li się przypuści że pun k t (X4, Y j/Z ,)  znajdu je 
się na krzyw ej; pierw sza strona  rów nan ia  (4) je s t  podzielny przez k; co pow inno m ieć m iejsce, p o -  
nie\vaż rów nanie (4) w yznacza stosunki, w ed ług  k tó rych  krzyw a dzieli odcinek M ,M ; jeden  z tych 
s tosunków  je s t w ięc  zerem . Jeśli p rosta  M,M je s t styczny w  M „ to je s t, jeśli jeden  z punk tów  jak
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na przykład  M2 zlew a się z punk tem  Mu dw a z tych  stosunków  w inny być zerem , a pierw sza strona 
rów nania (4) pow inna być podzielną przez li1. Zatem  w arunek , ażeby p rosta  MjM była styczną 
w  M1( je s t

X f Xl+ Y r Ył+ Z ^ = 0 .

W yrażenie pow yższe je s t związkiem m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek punk tu  M tej stycznej, 
je s t ono zatem  równaniem stycznej.

ZiOZi. Można jeszcze dow ieść to  zadanie sposobem  następującym  :

P rosta  (2) przechodzi najp ierw  przez p u n k t (X„ Y „ Z,), gdyż funkcya f(X ,  Y, Z) będąc je d n o 
ro d n ą , m a się tożsam ość

X f \ ' - \ - Y f ' Y+ Z f ' z =  m .f(X , Y , Z);

a na zasadzie zw iązku (2 bis) m a się

(5) X / Xj -f- V Ti +  Z / Zi =  0;

co wyraża, że prosta  (2) przechodzi przez p u n k t (X ,, Y h Z ,).

Dowiedziem y teraz że prosta.(2) przechodzi przez p u n k t n ieskończenie blizki poprzedniego p u n k tu , 
położony na krzyw ej, to  je s t, że rów nan ie  (2) je s t sp raw dzonem , jeśli się w  niem  zastąpi X, Y, Z, 
przez (X i-j-S X j), (Yi —|- 5Yt) , (Z4 —)- łZ t) , przypuszczając że SXl} SY „ iZ „  dążą do zera.

W rzeczy sam ej, gdy się podstaw i za X , Y, Z, powyższe w artości, pierw sza strona rów nania (2) 

stan ie się

(6) (X 1f \ i+ Y if ' Yi- \ - Z lf 'Z i) +  (SXlf 'X i+ S Y ir Yi+ S Z lf ' Zi) ]

w edług  zw iązku (5), pierw sza część tego w yrażenia je s t zerem .

Co do drugiej części, m ożna ją  napisać, dzieląc przez SXi,

f j )  f  i f  f
/ x, - r ^ x j  v‘^«yx/  z>

Poniew aż p u n k t ( X 4 -f- SXit Y, -j- ^Yj, Zj -j- 5Z,) znajdu je się na krzyw ej, przeto pow inno się m ieć

Ax1+ a x l, Y t + S Y U z , + a z 1) = o ;

albo rozw ijając za pom ocą w zoru Taylor'a  i zw racając uw agę na związek (2 bis)

+ » v „ + § / - „ * , + ■ • • = » •

Jeśli podzielim y przez $X, i jeśli przypuścim y że iX „ <5Yt, $Z, zdążają do zera, powyższa rów ność
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d a  n a m

w  g ran ic a f / vXl+ S 1/ ''Yl+ ^ 1r z I ) =  0»x< 1 <5Xj Y» 1 $X

SY $Zgdyż stosunki —4 , ~  m ają w ogóle g ran icę skończoną. W yrażenie (7), a zatem  i (6) są w ięc ze- 
oXj oXj

ram i w gran icy ; czyli, że p rosta  (2) przechodzi przez pun k t (Xt , Y4, Z,) i przez p u n k t n ieskończenie 
b lizki; ta p rosta  je s t w ięc styczną w punkcie  (Xl5 Y1; Z,).

11° S t y c z n e  z j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  z e w n ę t r z n e g o .

H 5 . N iech będzie rów nanie krzywej w  spółrzędnych trzylijnych

(1) f(X , Y, Z) =  0,

a X0, Y0, Z0, spółrzędne jak iegokolw iek  p unk tu  danego; idzie o wyznaczenie stycznych, k tóre z tego 
p u n k tu  do krzyw ej poprow adzić m ożna. Jeśli Xl5 Yj, Zlt są spó łrzędnem i p u nk tu  styczności jednej 
ze stycznych, rów nanie tej stycznej będzie

X r Xl +  Y/-'Ti+ Z / ' Zi =  0 

wraz z rów nan iem  /(X l5 Y1; Z4) =  0.

W yraźm y że ta p rosta  przechodzi przez punk t d a n y ; spó łrzędne punktów  zetknięcia stycznych 

będą  wyznaczone przez dwa rów nan ia następu jące  (znosząc w skaźniki 1)

(/■(X, Y, Z) =  0
(2)

(X(j/'x -f- Y 0f  Y—(— Z0/  z —-0.

P u n k ta  styczności będą  przeto przecięciam i się dw óch krzyw ych, przedstaw ionych przez rów na 
n ia (2); pierw sze z tych ró w n ań  daje krzyw ą uw ażaną, d rugie będzie rów naniem  krzyw ej zetknięć.

W idzim y że klassą krzywej (1) je s t m(m  —  1), jeśli m  je s t rzędem  tej krzywej.

I I I 0 Z a s t o s o w a n i a  d o  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u .

406. W  spółrzędnych trzy lin ijnych  rów nanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu je s t n ro (352)

(1) An X2 +  A^Y2 - f  AJ3Z2 - f  2A12XY +  2A13XZ +  2A23YZ =  0.

pow tarzając bez odm iany rachunk i n ru (377), znajdziem y że warunek aby prosta

( 2 ) a X  +  b Y  +  c Z  =  0,



STYCZNE. 4 1 3

b y ł a  s t y c z n ą  d o  k r z y w e j  ( 1 )  j e s t

(3)

Au A 12 A13 a

A 21 A 2*2 A23 b

A31 A 32 A 33 c

a b c 0

=  0 .

4 0 7 .  R ó w n a n i e  s t y c z n y c h  p o p r o w a d z o n y c h  d o  k r z y w e j  ( 1 )  p r z e z  p u n k t  ( « ,  6 , y ) .

Niech będzie P  p unk tem  u w ażanym ; jeśli oznaczym y przez — stosunek w jak im  krzyw a dzieli

M W
/ A /  p

j/i,/

odcinek PM, spółrzędne p unk tu  M, będą w edług  nru (90)

X,
W(X -J- »i2a

W

mi + 77*2

_W!!Y
7«! + m2

_  miZ 4 -

J  ■ " C l  I T l J l
gdzie —  =

__MtP
m.2 MMj

mi -\- m 2

Poniew aż spółrzędne X1} Y1} Z4 w inny spraw dzać ró w n an ie  (1) krzyw ej, m a się w ięc 

fintxX - f  m.2a, ffliY  m $ , m{L - ( -  m.źy) =  0 ,

albo rozw ijając

( 5 )  Y , Z )  —|— m 1m .2[ a / ,' x - j -  yf'z] 6 ,  y ) =  0 .

Równanie to wyznacza dwa stosunki, w ja k ich  krzyw a  (1) dzieli odcinek MP.

Jeśli linia p rosta MP je s t styczną, te  dw a stosunki są rów ne i odw rotn ie .

W yraźm y w ięc, że rów nan ie (5) ma dw a p ierw iastk i ró w n e ; co daje

(6)

albo

(6 bis)

Zi/•(<*, e, y).f(x, y ,  Z) =  ( « / • '* + e / 'V + y / -'*)2; 

4/■(«, e, y) .f(X ,  Y , Z) =  ( X f 'a +  Yf t +  Z/‘IT)‘2;

tym  sposobem  będzie się m ieć związek m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu , którejkolw iek 
ze stycznych poprow adzonych przez p unk t (a, 6, y), czyli równanie stycznych.



Rozbiór w n rz'.(374) zaw arty stosu je się w  tym  p rzy p ad k u ; w ypada ztąd że : 

Rów nanie stycznych m ających za cięciw ę zetknięć p rostą
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mX +  «Y +  pL  =  0,
je s t

(7) f (X ,  Y, Z)

An A12 Ai3 m
Au Ai> A13

A2i A 22 A23 n
+  ( '« X + « Y + ^ Z ) - 2. A21 A 2-2 A 23

A31 A 32 A 33 V
A31 A32 A 3 3

m n P 0

=  0 .

408. Używając ponow nie rach u n k ó w  n ru (380) dow odzi się jeszcze że 

W a r u n e k  ABY PUNKT (a , 6, y) b y ł  n a  z e w n ą t r z  k r z y w e j  d r u g ie g o  RZĘDU (1) JEST

Au A 12 Al3

(8) f[<*> y) A2i A22 A 23 <  0.

A31 A32 A33

R achunk i n ru (380) dadzą się zastosow ać w  tym  razie; je ś li bow iem  rozłoży się w kw adra t pierw szą 
s tronę  rów nan ia  (6 bis), ta pierwsza strona sprow adzi się do sum m y dw óch kw adratów , z których jeden  
będzie m iał za m ianow nik w yrażenie — (B'2—  AC), jeśli się użyje w rów naniu  (6 bis) znakow ania 
często w  rów nan iach  drugiego stopnia o dw óch zm iennych .

IV0 PUNKTA PRZEGIĘCIA.

409. J a k a k o l w ie k  sty c zn a  pr z e g ię c ia  spo tyk a  k r z y w ą  w  t r ze c ii p u n k t a c h  z bie g a ją cy c h  s ię  z p u n k 

tem  st y c zn o śc i nro (381).

W ed ług  tego , n iech będzie rów nan iem  jak ie jko lw iek  krzywej rzędu  m

(1) f ( X ,  Y, Z) =  0,

a X), Y „ Zu  spółrzędne jak iegokolw iek  punk tu  M, wziętego na tej krzywej.

W yrażenia

/ X t + $ X ,

(2) |  Yj -j-  kY ,

( Z, -(- kZ,

przedstaw iają, z p rzybliżeniem  na jeden  czynnik n° (90), spółrzędne jakiegokolw iek p unk tu  M7, dzie

lącego odcinek MjM w  stosunku

(2  bis) k =
MM' ‘



Jeśli się zastąpi X, Y, Z, przez w artości (2) w  rów nan iu  (1) krzyw ej, otrzym a się rów nanie
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7 ja

/(X , +  *X, Y j - |- k Y ,  Z, +  /ĆZ)=:0, 

albo rozw ijając za pom ocą w zoru Taylor’a

(3 ) f(X i ,  Y „ Z , ) + [X f'Xi +  Y f ' r i+ Z f 'Zi] +

+ O tX2A , x 1+  YT YiYi+  Z T ZiZl +  2 X Y r XlYl+  2 X Z rXiZt +  2Y Z T t a ] +  ^
A3
2 .3

To rów nan ie  w yznacza w artości m  s tosunków  k, w edług  k tó rych  krzyw a (1) dzieli odcinek MXM.

Otóż, jeśli pun k t M( należy do krzyw ej, jedna  z tych  w artości będzie ze rem ; jeśli p rosta  MjM je s t 
styczną w M „ dw ie z tych w artości będą ze ram i; nareszcie, jeśli p ro sta  MjM spoiyka krzyw ą w trzech  
punk tach  zlew ających się z punk tem  M ,, trzy z tych w artości będą zeram i. W yrazi się przeto , że 
p u n k t M, je st punktem  przegięcia pisząc, że rów nan ie  (3) m a trzy  p ierw iastki równe zeru ; co p ro 
w adzi do trzech  rów nań  w arunkow ych

(1°)

(2*)

(3°)

f( X h  Y „ Z ,)  =  0 

X/ 'x 1+ Y / \ 1 +  Z/’z =

X T Xl 1+ Y T TlTl+ Z V łZlZl +  2 X Y rXlYl+ 2 X Z r XiZi+ 2 Y Z r YiZ= 0 .

P u n k t Mi je s t punk tem  stałym  stycznej przegięcia, ale pun k t M, a lbo  (X, Y, Z) je s t punk tem  
jak im kolw iek  tej stycznej. Rów nanie (2°) p rzedstaw ia p ro s tą , k tó ra  je s t styczną przegięcia; i rów nanie 
w inno być spraw dzonem  przez spółrzędne jak iegokolw iek  p u n k tu  tej prostej.

Inaczej m ów iąc, rów nanie (3°) pow inno  przedstaw iać uk ład  dw óch p rostych , z k tó rych  je d n a  je s t 
prostą (2°).

Ażeby rów nanie (3°) przedstaw iało  układ dw óch prostych potrzeba i wystarczy żeby n™ (354)

f"/ x (x , f"1 X ,Y , f"1 X iZ ,

W f"/  Y !X ,
f"
'  Y ,Y , f"/  Y ,Z , =  0 ;

f"' Z|X,
f"
1 Z (Y, f"1 Z,Z,

Spółrzędne X,, Y ^  Zj punktów  przegięcia w inny  w tedy  spraw dzać rów nania (1°) i (2°).

Te w arunki są n iezbędne; dodam y że one są w ystarczającym i, gdyż jeżeli związki (1°) i (4°) są 
spraw dzone, pierw sza strona ró w n an ia  (3°) da się rozłożyć na dw a czynniki lin ijne, z k tórych jeden
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będzie p ierw szą stroną  rów nania (-2°). Ażeby dowieść tej drugiej części założenia, można przekształcić 
rów nanie (3°) za pom ocą związków (1°) i (4°); albo też jeszcze, co je s t ła tw iejszem , m ożna wziąć 
p u n k t (X,, Y „ Zt) za jeden  z w ierzchołków  tró jką ta  odniesien ia, a za jeden z boków , styczną w  tym  
punkcie; spraw dzenie powyższego w ysłow ienia uskuteczn ia się bez najm niejszej trudnośc i.

P rzeto , spółrzędne punktów przegięcia krzyw ej.

W A x , Y, Z) = 0

powinny zarazem sprawdzać równanie

f"• XX f"'  XY f \

(5) f"/ YX f"/ YV f "
• r• zx f"'  ZY f" zz

=  0.

To rów nan ie spraw dza się także przez spó łrzędne punk tów  w ielokrotnych.

Można zauważyć że krzyw a rzędu m  posiada 3m(m  —  2) punk tów  przegięcia.

410. D ow iedziem y tutaj w ażnej w łasności punk tów  przegięcia w krzywych trzeciego rzędu  :

W szelka prosta, przechodząca przez dwa z punktów pzregięcia krzywej 3s° rzędu, przechodzi

KONIECZNIE T PRZEZ TRZECI PUNKT PRZEGIĘCIA.

W eźm y, w  rzeczy sam ej, z i  boki tró jką ta  odniesienia p rostą  p rzechodzącą przez dw a p u n k ta  p rze -

C

gięcia A i B i styczne przegięcia AC i BC; te  trzy proste  tw orzą tró jk ą t; gdyż jeśliby  styczna p rze 
gięcia AC na przykład  m ogła zlać się z linią AB, spotkałaby ona krzywą 3s° rzędu w czterech p u n k 
tach (trzy punk ta  zlewające się w  je d e n  A na AC i punk t B). To założywszy, rów nan ie  ogólne 
krzyw ych  trzeciego rzędu  je s t

(1) m X 3 - f  n,Y3 - f  p.2Z3 - f  m,X2Y - f  m ,X2Z - f  «Y*X +  n2Y2Z +  /;Z2X - f  pJJY  - f  AXYZ =  0.

P oniew aż ta  krzywa m a przechodzić przez dw a p u n k ta  A(Y =  0, Z =  0) i B(X =  0, Z =  0), 
rów nan ie  (l) sprow adza się do

(2) p,7? m,X2Y - f  m2X3Z -J- nY2X - f  n2Y*Z +  p7JK - f  p tZ2Y Ą -hX YZ =  0

P ro sta  BC jest styczną przegięcia, w ięc p erwsza strona rów nania (2) pow inna być sześcianem  
zupełnym , gdy się w niej uczyni X =  0 ; w prow adzając weń to przypuszczenie, o trzym a się

p 2Z3- f  n ^ Z + p j Y Z '2;
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Wyrażenie nie m ogące być zupełnym sześcianem  chyba jeśli

4 1 7

tt2 = 0 ,  £>i =  0.

W yrażając podobnież że p rosta  AG je s t styczną przegięcia, znajdzie się

w?2 =  0, p  =  0.

R ów nanie (2) sprow adzi się do

Pt Z3 +  wj1X-Y -f- nY'2X +  hX  YZ =  0 ;

rów nan ie , m ogące się p rzedstaw ić przez

(3) Z3 =  XYT,
zakładając

(3 bis) T  =  —  1  (m,X  +  nY +  hZ).

Tego ksz tałtu  rów nan ie  pokazuje, że p rosta  T =  0 je s t także styczną przegięcia, i że o d p o w ied n i 
p u n k t przegięcia znajduje się na prostej Z =  0.

A zatem  prosta , przechodząca przez dwa punkta przegięcia krzywej 3e° rzędu , przechodzi koniecznie 
i przez trzeci p u n k t przegięcia,

§ III. —  RÓWNANIA STYGZNECZKOWE. —  SPÓŁRZĘDNE « , v.

1° P u n k t  z e t k n ię c ia  ja k ie jk o l w ie k  st y c z n e j .

411. Niech będzie rów nan ie stopnia n m iędzy zm iennetn i u , v

(1) f (u ,v )  =  0 ;

u i v będąc spśłrzędnem i jak iejko lw iek  prostej, rów nan ie (1) będzie przedstaw iać krzyw ą obw ija jącą  
tych p ro sty ch ; a jakiekolw iek rozw iązanie rów nan ia  (1) da spółrzędne stycznej do tej krzyw ej.

R l a s s a  k r z y w e j  r ó w n ą  je s t  st o p n io w i je j  r ó w n a n ia  st y c z n e c z k o w e g o .

W  rzeczy sam ej, klassa krzywej je s t  rów ną liczbie stycznych które m ożna do  niej poprow adzić 
przez p u n k t ja k ik o lw ie k ; jeśli w ięc

(2) A m 4 -  By 4 "  C =  0

je s t rów nan iem  tego p unk tu , spółrzędne stycznych pap row adzonych  przez p unk t (2) b ęd ą  roztfiąz.A 
niam i w spólnem i d la rów nań  (1) i (2); liczba tych  rozwiązań je s t w idocznie ró w n ą n.

4 1 2 . R ó w n a n ie  p u n k t u  z e t k n ię c ia  ja k ie jk o l w ie k  s t y c z n e j .

P u n k t zetknięcia stycznej je s t przecięciem  się tej stycznej ze styczną nieskończenie jej blizką. Niech
53



będzie styczna (t/„ Uj), ma się najprzód

(3) f (u t v l) = 0 ;

i jeśli —j— Aw, są spółrzędnem i stycznej nieskończenie b lizkiej, rów nan ie  p u n k tu  p rze
cięcia tych dw óch prostych będzie nro (120)

A y ,, . 
v  —  Vi =  (u  — w,);

Aw,

a w  granicy  stanie się

f u
(4) v —  v t = — j r ^ ( u — ui) !

takiem  je s t rów nan ie p u n k tu  zetknięcia.

P ostępując jak  w n™ (371) w yw iedzie się że 

R ów nanie p u n k lu  zetknięcia stycznej (uu v,) z krzyw ą

(5) /(w, v) = 0 ,  albo f ( u ,v ,w )  —  0, 

jest

(6) " / \ (l+ W \ 1 +  «’/r'Wl= ° >

z w arunk iem

(6 bis) f{uu  vu  «>i) —  0.

11° P r zec ięc ie  p r o st e j  z k r z y w ą .

. 413. Jeśli rów nan ie  slyczneczkow e krzyw ej je s t

(1) f ( u , v )  =  0 , a lbo  f(u ,v ,u > ) =  0 ;

i gdy v 0, v0, w0 są spó łrzędnem i prostej d an e j, nazwawszy przez u„ vit iut spółrzędne, stycznej 
w  jednym  z punk tów  gdzie ta p rosta spo tyka krzyw ą, rów nan ie  tego p u n k tu  będzie

+ "/"w , —  0
z w arunkiem

/IM l, Vi,  ^ i )  =  0 .

W yraźm y że p rosta  (u0, v0. tv0) przechodzi przez ten p u n k t, będziem y m ieli związki

( !'oA/, +  vof'Vi +  wof'to, —

( f l u i, "o  «’i ) =  0 ;

4 1 8  ROZDZIAŁ I .
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albo znosząc wskaźnik 1

(2)
f(u , v, w) =  0,

Uof'u +  vof'v  +  WU f ' W —  0 •

Styczne w  punktach, w których prosta  (u0, v0, wr0) spotyka krzyw ą  (1) będą zatem stycznem i wspólnemi 
dwóch krzyw ych  (2).

Pierw'sze rów nanie je s t rów naniem  krzywej uw ażanej; przypuścim y ją  stopn ia n \  drugie rów nanie 
będzie w tedy stopnia (n —  1); liczba rozwiązań [w spólnych tym  dw om  rów nan iom  je s t rów ną n(n— 1). 
Z atem

K rzyw a  n lei klassy spotkanąjest przezjakąkolw iek prostą w  n ( n —  1) punktach; to je s t krzyw a  n tei klassy 
je s t wogóle rzędu  n(n  —  1).

Rząd krzyw ej danej przez je j rów nan ie  styczneczkowe zm niejsza się skutkiem  istn ienia stycznych 
w ielokro tnych .

414. W yrazim y że pun k t

je s t na krzyw ej, identyfikując jego  rów nan ie z rów nan iem  p u n k tu  zetknięcia stycznej (v t , v t). Tym 
sposobem  otrzym am y

(2 ) j -
[ f ( u i , v i , w i) =  0, albo  Ai/! -j- =  0;

a rugu jąc  ut, v t, w t m iędzy trzem a rów naniam i jed n o ro d n em i (2) o trzym am y w arunek  aby p u n k t (1) 
był na krzywej

( l ) Au  Bu Cw —  0,

(3) f(u , v, w ) =  0.

111° Z a st o s o w a n ie  do krzyw ych  2?tei k la ssy .

415. W a r u n e k  a ż e b y  p u n k t  j a k i k o l w i e k  r y ł  n a  k r z y w e j  2siei k l a s s y .

Niech będzie rów nan ie  ogólne krzyw ych 2sici klassy

(1) f(u , v , w) =  A u  2Buu -j-  C«2- f  2Duw 2Evw -f- F;y2 =  0,
a

(2)

rów nan ie  p unk tu  danego.

W edług  uw agi nta (414) pow inniśm y m ieć



R ugow anie w1} vA, w t i \  m iędzy tem i osta tn iem i rów naniam i prow adzi do warunku szukanego, t. j.
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(3)

A B D a

B G E b

D E F c

a b c 0

=  0.

4 1 6 .  R ó w n a n ie  p u n k t ó w  p r z e c ię c ia  p r o s t e j  (« , 6,  y )  z krzywą 2B*eJ klassy. 

Jeśli rów nan ie  jednego  z punk tów  przecięcia je s t

W a u by eto =  0,

slałe a, b, c, w inny  spraw dzać zwiyzek (3 ); poniew aż p rosta  dana m a przechodzić przez ten  p unk t, 
będzie się m ieć

(5 ) aa - f  be - f  Cy =  0 .

Z rów nań  (4) i (5) wyprowadza się

a b c
Sw —  y V  y  u —  a W  a U  Su

P odstaw iając te w artości w związek (3), w ypadnie

(6)

A B D Sw - -  y V

B C E y U - -  a W

D E F a V  - -  Su

S w —  yV y u  —  aW aV —  Su

=  0 ;

je stto  zwiyzek m iędzy spółrzędnem i u, v, w , jak ie jko lw iek  p roste j, przechodzącej przez którykolw iek 
z p unk tów  przecięcia p rostej (a , S, y) z krzyw y; je s tto  w ięc równanie dwóch punktów przecięcia.

R ów nanie (6) może się p rzedstaw ić pod  kształtem  następującym  n° (379)

(7)

Zobaczym y w  paragrafie następnym  inne dow odzenie m ogyee się zastosow ać do tego przypadku 
n ro (423).

417. W a r u n e k  a b y  pr o st a  d a n a  sp o t y k a ł a  k r z y w ą  (1) w  dw ó c u  pu n k t a c h  r z e c z y w ist y c h .

Ażeby otrzym ać ten  w arunek  dosyć je s t w yrazić że dw a p u n k ta  p rzedstaw ione przez rów nan ie  (7) 
sy rzeczyw istym i, to jest, na zasadzie n™ (36),

E 2 —  CF >  0, a lbo  D2 — AF >  0.
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Spostrzega się łatw o że rachunk i rozw inięte w n ria (380) dadzą się tu  zastosow ać, zastępując 
A, B, C, D, E, F , przez C, E , F , B, D, A, a x ,  y ,  z, przez v, w , u ;  znajdzie się znosząc czynnik «2, 
k tóry  przypuścim y różnym  od zera

C E B

f{cc, S, y ) E F D < 0 ;

B D A

nie ró w n o ść  k tó rą  w idocznie m ożna napisać

A B D

(8 )  / K  y) B C E < 0

D E F

takim  je st warunek ażeby dwa punkta  przecięcia krzyw ej (1) z prosią (a, 6, y) były  rzeczywistym i.

IV0 Punkta zwrotu.

418. Jeśli przez jak iko lw iek  punkt zw rotu  linii krzyw ej poprow adzi się doń  slyczne, trzy z nich 
złączą się ze styczną zw rotu . P rzypuszczam y na chw ilę tylko określen ia ogólne p unk tów  zw ro tu , 
szczegóły będą podane w  Rozdziale III, następującym .

N iech będzie rów nan ie styczneczkowe krzywej

( 0  
i punk t

(2)

f ( u ,  v) =  0 , albo f(u , v, w )—  0 ; 

v =  nu -f- b.

Styczne poprow adzone do krzyw ej przez ten  pun k t b ęd ą  w yznaczone przez rów nan ie (2) i rów nan ie 
następu jące

(3) /(u , aw +  b) =  0 ;

ażeby pun k t (2) był punk tem  zw ro tu , trzeba aby to  rów nan ie  m iało trzy pierw iastk i rów ne. Prow adząc 
dalej rach u n k i jak  w  num erach  (384) i (385), wykaże się że

Spółrzędne stycznych w punktach ziurotu krzyw ej (1) winny sprawdzać równania

0) / l “ . V, w ) =  0.

f ’u u f"uv f"

W f"/ vu rvv r
r/ wu rKV r \

UW

n
VW

ww

=  0 .
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Spółrzędne stycznych przegięcia i w ogóle stycznych w ielokro tnych  czynią także zadosyć związ
kowi (4); gdyż jeśli przez p u n k t przegięcia poprow adzi się styczne do krzyw ej, będzie rów nież trzy 
zlew ające się ze styczną przegięcia. Ale pom iędzy  stycznem i zw rotu i stycznem i przegięcia je s t  ta  
w'ażna różnica, że pierw sze są stycznem i pojedyńczem i a d rugie podw ójnem i. O tych w łasnościach 
będziem y m ów ić w  Rozdziale III.

§ 1Y. —  RÓWNANIA STYCZNECZKOWE. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.

1° Punkt zetknięcia jakiejkolwiek stycznej.

419. R ów nanie jed n o ro d n e  stopn ia n‘ea°.

(1) /'(U, V, W ) =  0,

p rzedstaw ia krzyw ą nui klassy, je ś li U, V, W  są spółrzędnem i trzy lin ijnem i jak ie jko lw iek  p roste j; 
krzyw a jest obw ijającą p rostych , k tó rych  spółrzędne spraw dzają rów nan ie (1).

Przez jak iko lw iek  p u n k t

(2) AU +  BV - f  CW  =  0,

m ożna poprow adzić n  stycznych do krzyw ej (1), gdyż liczba rozw iązań, rzeczywistych lub uro jonych , 
rów nań  jedno rodnych  (1) i (2) je s t zawsze rów ną n-  krzywa (1) je s t w ięc n"J klassy .

420. N iech będą teraz U4, Vj, W ( spółrzędne stycznej do krzywej

(1) A U ,Y ,W )  =  0 ; 

równanie punktu  zetknięcia te j stycznej będzie

(2) U / ^ + V / ^ + W / V ^ O ,  

z w arunkiem

(2 bis) /\U i, V „ W ,) =  0.

W ystarczającem  będzie dow ieść w tym  celu że p u n k t (2) je s t przecięciem  się dw óch stycznych 
nieskończenie siebie b lizk ich , czyli że rów nanie (2) spraw dza się przez spó łrzędne stycznej 
(U„ V „ W ,) i przez spó łrzędne (Ui — <5Ut, Vj-J-<SVl3 W i -|-t5\Y1) stycznej n ieskończenie blizkiej. 
R achunki są też sam e co i w n rze (404).

11° P r zec ięc ie  s ię  pr o st e j  z k r z y w ą .

421. R ów nanie styczneczkow e krzywej będąc

(1) / \ U , V , W ) = 0 ,

niech b ęd ą  U0, V0, W P spółrzędne prostej danej. Jeżeli (Uj, V „  W j) je s t styczną do krzyw ej w jednym
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z punk tów  przecięcia z p rostą  (U0, V0, W 0), rów nan ie tego punk tu  będzie

4 2 3

(2 )

u / Y + v ^ + w / ^ o  

f {Uu v„  W,) =  0.

W yraźm y że pun k t (2) jest na prostej danej, będziem y m ieli rów nanie w arunkow e

U o A ^ + V ' v ^ w / ^ o ,

/■(U., v „  W , ) = 0 ;

albo, znosząc w skaźniki 1

(3 )
Uo/,'D+ V 0/ ,' v + W ' w = 0 -  

/(U , V, W) =  0.

Rozw iązania w spó lne dw om  rów naniom  (3), albo styczne w spólne krzyw ym  przedstaw ionym  przez 
te  dw a rów nania będą stycznemi w punktach w których prosta  (U0, Y0, W 0) spotyka krzywą. (1).

Drugie z rów nań  (3) je s t rów naniem  sam ej krzyw ej.

W idzim y jeszcze, że rząd  krzyw ej je s t w ogóle n[n —  1), jeśli n je s t klassą tej krzyw ej.

Uwaga. W yrazi się że p u n k t je s t na krzywej, identyfikując rów nanie tego p unk tu  z rów naniem  
p unk tu  zetknięcia stycznej w tym  p u n k c ie ; zobacz ner (414).

IIP  Zastosowanie do krzywych 2s*ei klassy.

422. R ów nanie ogólne krzyw ych 2«iei klassy w spółrzędnych  trzylin ijnych je s t

(1) f ( U, V, W) =  Au U2 +  A2aV2- f  A33W 24 - 2 A 12U y - l - 2 A 13 U W 4 -2 A 23y W  =  0.

Dowiedzie się jak  w nrze (415) że 

Warunek aby punkt

(2 )

był na krzyw ej (1) jest

(3 )

a U - f b V - j -  c W = : 0

Ali A12 A13 a

A 21 A 22 A 23 b =  0.

^31 A 32 A 33 c

a b c 0

423. Równanie punktów przecięcia się prostej (U0) V0i W 0) z krzywą 2B!ei klassy (1).
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Niech będzie I punkt jakikolwiek na prostej D0(U0, V0, W0) i prosta D(U, V, W) przechodząca

Ui, Ylt W i, będę spółrzędnem i prostej D1} przechodzęcej przez przecięcie się I dw óch prostych  
D0(U0, V0, W 0) i D(U, V, W ); będzie w edług n™ (142)

To rów nanie wyznacza stosunki w staw  kętów , jak ie  czynię z p rostem i ID„ i ID styczne pop row a
dzone do krzyw ej (1) przez pun k t I ;  je s t dw a stosunki, poniew aż przez p u n k t I m ożna poprow adzić 
dw ie styczne.

O tóż,jeśli pun k t I je s tje d n y m z p u n k tó w p rz e c ię c ia p ro s te jD 0 zkrzyw ę, M na przykład, dw ie styczne 
poprow adzone do krzywej przez p u n k t M zlew aję się w  jednę. Uwaga nra (375). Zatem dw a stosunki 
w yznaczone rów naniem  (5) sę rów ne; i odw rotn ie, jeśli te  dw a stosunki sę rów ne, dw ie styczne łęczę 
się z sobę; przeto punkt z k tórego  one sę w yprow adzone znajduje się na krzyw ej.

W yraźm y zatem  że dw a p ierw iastk i rów nan ia (5) sę ró w n e ; ma się

D

przez ten  p u n k t; jeśli się założy

y __ Mi U -|- m.2Up

(4) P

W, =  WiW)
P

(h bis)

P rzypuśćm y, że prosta  D ,, je s t stycznę do krzyw ej (1); pow inno  się m ieć  w tedy

(6) V(Uo, V0, Wo)./*U, V, W) =  (Uo/-'u4*Yu/’'v4- Wo/V)2,
albo

(6  bis)
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W arunek  te n  będąc zadow olonym , dw ie proste  D i D0 przecinają się na k rzyw ej; ale prosta 
D(U, V, W ) je s t dow olną; rów nan ie (6) je s t przeto związkiem m iędzy spółrzędnem i U, V, W  ja k ie j
kolw iek p roste j, przechodzącej przez k tórykolw iek  z punk tów  przecięcia p rostej D0 z k rzyw ą; rów 
nanie (6) albo (6 bis) jest zatem  rów nan iem  dw óch punk tów  przecięcia się prostej (U0, V0, W 0) 
z krzyw ą (1).

424. Jeśli rozłożym y na kw adraty  pierw szą s tro n ę  rów nan ia  (6 bis), sprow adzi się ona do sum m y 
dw óch kw adratów , z k tórych  jeden  będzie pom nożonym  przez w yrażenie tak ie , jak  (AG —  B2) ; ażeby 
dw a punk ta  (6 bis) były rzeczyw istym i, trzeba ażeby ta  ilość była o d jem n ą; będzie się w tedy  p rzyw ie
dzionym  do rac h u n k u  takiego sam ego jak  ten , k tóryśm y w n rze (380) rozw inęli. Z tąd  w nosim y że

Prosta  (U0, V0, W0) spotka krzyw ą  (1) w dwóch punktach rzeczywistych, je ś li się  ma

425. Gdy jak ikolw iek  p u n k t krzywej je s t punk tem  zw rotu , pom iędzy stycznem i w yprow adzonem i 
z tego p unk tu  do krzywej są trzy łączące się ze styczną zw rotu .

Niech będzie U!, V „ YV„ styczna do krzywej

IV ' Punkta zwrotu.

f(U, Y, W ) = 0 ;

( 2 )
mtV ! -f- wi.2V 
----------------- >

P

P

T>

W yrażenia te  wyznaczą p rostą  D '(U ', V', W ') przechodzącą przez p u n k t przecięcia I prostych 

Dj(Ui, V ,, W ,) i D(U, V, W ); co w ięcej, m a się ner (142)
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P rzypuśćm y prostą  D' styczną do krzywej (1), będzie ztąd

/{m,U, -f- mo U, m,V, -f- m.>Y, w , W , -)- m2W ) =  0, 

albo rozw ijając i dzieląc przez m ” ;

(3)

M

A U i, V |, w l) + * [ u / * 0 i+ v / ' Vi+ w / ' Wł] +

N

+ ft wrUlUl+vrv1»;+w>rWlw,+2uvrt,,Vl+2uwr0lW|+2TwrVl J + j - ^ 3  •■•=»■
To rów nan ie  wyznacza stosunek w staw  kątów , jak ie  czyni z dw iem a p rostem i ID, i ID styczna 

do krzyw ej, poprow adzona przez punkt I ;  poniew aż je st n stycznych, jeśli krzyw a je s t n '0’ klassy, 
będzie n stosunków  w yznaczonych przez rów nan ie (3).

1° P rzy puśćm y że prosta D,(U ,, V „ W ,) je s t styczną; rów nanie się uprości do

(3 bis)
a i + i i 8 + i i p + ' " ' :

to  ró w n a n ie  m a je d en  pierw iastek  k =  —  =  0 ;  w  rzeczy samej je d n a  ze stycznych D' złączy się
Tflt

z p rostą  D,.
2° P rzypuśćm y p u n k t I na krzyw ej, będzie w tedy dw ie styczne D ', k tó re  m uszą się złączyć ze

J) '

styczną D, [Uwaga nru (375)J; zatem  rów nanie (3) w inno przyjm ow ać, w edług wzorów  (2), dw ie w a r

tości na k  albo na ^  rów ne z e ru ; pow inno  się w ięc m ieć jednocześn ie

jAU„ v „  w,) =  o,
(U / ,'Ul +  V ' Vl +  W r w =  0 ;



poniew aż prosta  (U, V, W) je s t dowolny, d rugie z rów nań (4) je s t zw iązkiem  m iędzy spółrzędnem i 
jak iejkolw iek p rostej, przechodzącej przez I, pun k t zetknięcia prostej

Równania  (4) wyznaczają więc punkt zetknięcia stycznej (Uu  V, W 4). Tw ierdzenie dow iedzione 
już w n K0 (420).

3° Przypflśćm y że punk t I je s t punktem  zw rotu i że Dj je s t styczną zw ro tu ; w tedy  pomiędzy slycz-
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nem i D', będzie trzy, które muszą złączyć się ze styczną D ,; rów nan ie  (3) m usi w ięc przyjm ow ać, 

w edług  w zorów  (2), trzy w artości n a  k  albo —  rów ne zeru; otrzym a się zatem  rów nan ia w arunkow e

(1 °) /•(U,, Vj, W 0 = 0 ; (2°) M. =  O, (3°) N =  O,

litery M i N przedstaw iają w spółczynniki k i k l w rów nan iu  (2).

P ro s ta  Dt je s t styczną sta łą w punkcie  zw ro tu  I, a p rosta  D(U, V, W) je s t p ro s tą  jakąkolw iek 
przechodzącą przez p u n k t 1.

Otóż rów nanie (2°) przedstaw ia p u n k t, będący pu n k tem  zetknięcia stycznej D „ albo punk tem  
z w ro tu ; rów nanie zaś (3°) pow inno być spraw dzonem  przez spó łrzędne U, V, W , w szystkich prostych  
przechodzących przez p u n k t (2°).

Innem i słowy, rów nan ie (3°) pow inno przedstaw iać dw a punk ta  z k tórych  jeden  je st punktem  (2°).

Aby rów nanie (3°) przedstaw iało dw a punk ta , trzeba  i w ystarczy żeby, ner (364)

f"1 U,Ui f"1 UiV, f1 U,W,

(4° f"/ v,u, f"/ v,v, f"/  v,w. =  0 ;

f  W1U1 f"! W,V, f"' WiWi

styczne (Ui, Y i, W i) zw ro tu  pow inny w ięc spraw dzać rów nan ia (1°) i (4°),

W arunk i te  są koniecznym i; dow iedzie się. że one są w ystarczające, w ykazując że sku tk iem  zw iąz
ków  (t°) i (4°), p u n k t (2°) je s t jednym  z punk tów  (3°). S praw dzenie może się łatw o uskutecznić, b io rąc  
p u n k t I za je d e n  z w ierzchołków  tró jką ta odniesienia, a p rostą  D J  za jed en  z boków  tró jkąta .

Zatem , spółrzędne stycznych w  punktach zwrotu krzyw ej

(5)

muszą jednocześnie sprawdzać równanie

(6)

/•(U, V, W ) =  0

i ‘"  j'U i'll
' uo ' uv / uw

/

*// ^  fu
VU ' w  / v\v

f" f/f fu
/ WU ' WV / WW

=  0.



To rów nanie spraw dza się także przez spó łrzędne stycznych w ielokrotnych.

Jeśli krzyw a je s t n‘CJ klassy, czyli jeśli rów nanie (5) je s t stopnia n, rów nanie (6) będzie stopnia 
(:n — 2); rów nania je d n o ro d n e  (5) i (6) będą więc m iały 3«(». —  2) rozw iązań w spó lnych ; przeto  :

K rzyw a  n tei klassy ma wogóle 3n(n  —  2) punktów zwrotu.

Liczba punk tów  zw ro tu  krzyw ej, przedstaw ionej za pom ocą jej rów nan ia styczneczkowego je s t 
zm niejszoną w  razie istnienia stycznych w ielokrotnych.

426. Dowiedziem y tu taj następującej a nader ważnej w łasności punk tów  zw rotu w  krzyw ych trze
ciej klassy.

Styczne w dwóch punktach zwrotu jakiejkolw iek krzyw ej trzeciej klassy przecinają się w jed n ym  punkcie, 
przez który przechodzi trzecia styczna zwrotu.

W eźm y za w ierzchołki tró jk ą ta  odniesienia dw a punk ta  zw rotu A i B, a styczne w A i B będą 
dw om a innym i bokami. Te p roste  u tw orzą tró jką t, gdyż jeśliby  AC na przykład m ogła się złączyć
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z linią AB, z punk tu  B m ożnaby poprow adzić cztery styczne do krzyw ej; trzy dotykające krzywej 
B (p u n k t zw rotu) i jedna  do tykająca krzywej w A. To założywszy, rów nanie ogólne krzyw ych 

trzeciej klassy jest

(1) mU3 -f- «jV3 - f  jo2W 3 +  MjU-V - f  m2U2W - f  nV‘2U 4 -  n2V2W  4* /AV2U +  p tW łV -\- AUVW =  0.

.P u n k t A je s t punktem  zw rotu, którego styczną je s t AG; przeto  trzy styczne poprow adzone przez 
p u n k t A pow inny  złączyć się z lin ią  AG; czyli że jeśli się czyni U =  0 w rów nan iu  (1), p ierw sza 
strona  w inna być podzielną przez W 3; otrzym a się w ten sposób w arunk i

«, =  0, m2 =  0, p i —  0.

Podobnież pun k t B jest punk tem  zw ro tu , k tó rego  styczną jest BC, to  je s t że gdy się uczyni V —  0 
w rów naniu  (1) pierw sza strona pow inna być podzielną przez W 3; znajdu je się

m  =  0, m2 =  0, p =  0.

Tak, że rów nan ie (1) sprow adza się do

p.jW3 4 -  łn,U2V - f  nV'2U 4 -  AUYW =  0,

albo do

(2) W 3 =  UVT, 
zakładatąc

(2 his) T  =  —  i  (m4U 4 -  nV 4 -  A W ).
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Z kształtu  (2) widzim y że p u n k t T =  0 jest p u n k tem  zw ro tu , którego styczna przechodzi przez 
p u n k t W  =  0. P rze to .......

V ° P r z e jś ć  z r ó w n a n i a  s t y c z n e c z k o w e g o  do r ó w n a n i a  w  s p ó ł r z ę d n y c h  —  p u n k t  i o d w r o t n i e .

427. Przedstaw im y przez x ,  y , z, spó łrzędne jakiegokolw iek punk tu , a przez u, v , w  spółrzędne 
jak iejko lw iek  p roste j; reguły  i rozum ow ania k tó re  podam y stosow ać się b ęd ą  tak do spółrzędnych 
kartezyańskich punk tu  lub  p roste j, jak i do spółrzędnych trzylin ijnych p u n k tu  lub  p rostej.

Mając clancm równanie jakiejko lw iek krzyw ej w spółrzędnych  —  punkt znaleić równanie styczneczkowe 
tej krzyw ej.

Niech będzie rów nanie prostej

ux  -f- vy  -f- wz =  0,

gdzie u, v, w są param etram i tej p rostej, albo je j spó łrzędnem i; szukajm y w arunku  aby ta  prosta  
dotykała krzyw ej, k tórej rów nan ie  dane  je st

f(x , V , z) =  0.

Jeśli x0, ?/o) 2o są spółrzędnem i punk tu  zetknięcia, pow inno się m ieć identyfikując powyższe ró w 
nanie prostej z rów naniem  stycznej w  tym  punkcie

(10) f ( x 0, y 0, z0) =  0,

(2°) t * o _ [ y o _ ( jo  _
U V w

R ugując x 0, y 0) z0 między trzem a rów naniam i jed n o ro d n em i (1°) i (2°), o trzym a się związek kształtu  

(3°) F(w, u, w ) = 0 ;

jestto  w arunek  aby prosta  była styczną. Ale że rów nan ie (3°) je s t związkiem m iędzy spółrzędnem i 
u , v, w , jak iejko lw iek  stycznej do krzyw ej, je s t  ono przeto  rów nan iem  styczneczkow em  krzyw ej.

Rów nania (1°) i (2°) pociągają za sobą jako  następstw o 

(4°) u xo -f- vy0 -)- wz0 =  0 ;

m ożna zatem  zam iast uk ładu  rów nań  (1°) i (2°) postaw ić uk ład  następny

(1 )

00

_ _ £  yo .
2o U z n

- f  —  f  - 
U x o ' Vo = 0 ,

(3°) f(xo, yo, Zo) =  0 .
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Przypuściw szy, że dajem y sobie slosunek ^  i że m je s t  stopniem  rów nan ia  krzyw ej; rów nania (2)

i (3) m ają m{m  —  1) rozw iązań w spólnych ( — , ^M , a rów nanie (1) da m (rn— 1) w artości odpo-
\ zo zo 1

w iednich dla IV

Poniew aż rów nanie (3°) je s t następstw em  trzech  rów nań  (1), (2), (3), przelo dla jednej w artości
* V  • • 10

danej dla odpow iada w tem  rów nan iu  m[m —  1) w artości dla —. Zkąd

Równanie styczneczkowe (3°) je s t wogóle stopnia m (m  —  1).

N . B. Jeśli się zastosuje tę  m etodę do rów nania ogólnego krzyw ych drugiego rzędu 

(I) f( x ,  y ,  z) =  A** +  2Bx y  +  Cif- +  W x z  +  2Eyz  +  F -2= 0 ,  

znajduje się, na równanie styczneczkowe

(II)

A B D u

B C E V

D E F w

u V w 0

—  0.

W  przypadku spółrzędnych dw ulin ijnych  (w, v) rów nanie prostej jest

v x - \ - v y  — w z —  0,

równanie styczneczkowe będzie

(III)

A B D u

B C E V

D E F — w

u V — IV 0

=  0 .

428. Mając danem równanie styczneczkowe jakiejkolwiek krzywej, znaleźć jej równanie w spół
rzędnych---PUNKT.

Niech będzie rów nan ie jak iegokolw iek  p u n k tu

x u - \ - y v  - |- z t t)  =  0 ,

x ,  y ,  z , będąc param etram i p u n k tu , albo jego spó łrzędnem i; szukajm y w arunku , aby ten p u n k t był 
na krzyw ej, której rów nan ie styczneczkow e dane je s t

F(m, v, w) =  0.

Jeśli u0, v0, w0, są spółrzędnem i stycznej w  tym  punkcie , pow inno się m ieć identyfikując powyższe
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rów nan ie  p u n k tu  z rów naniem  punk tu  zetknięcia stycznej,

431

(1°) F(m0, v 0> w 0)  =  O,

(2 °)
F F'

x  y z

R ugując v0, v0, iv0, m iędzy rów naniam i (1°) i (2°), otrzym a się związek kształtu

(3°) f ( x ,  y ,  z) =  0 ;

je s tto  w arunek  aby pun k t był na krzywej. Ale że ró w n an ie  (3°) je s t  zw iązkiem  m iędzy spó łrzędnem i 
x ,  y , z, jakiegokolw iek punktu  krzyw ej, jest ono zatem równaniem krzyw ej w spółrzędnych-punkt.

Rozum ując jak  w przypadku poprzednim , zobaczy się że :

Jeśli n  jest stopniem równania styczneczkowego, n(n  —  1) będzie wogóle stopniem równania w spół
rzędnych-punkt.

N . U. zastosow anie do krzyw ych 2sioi klassy p rzedstaw ionem  było w n rze (402).
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R O Z D Z I A Ł  II .

§ I .—  SPÓŁRZĘDNE KARTEZYAŃSKIE.

1° D e f in ic y a . —  R ó w n a n ia .

4 2 9 .  D e f in ic y a .

((N iech będzie krzyw a rzędu  m  i jak iko lw iek  p u n k t siały P , na jej płaszczyznie; przez pun k t P 
» poprow adźm y jakąkolw iek  sieczną, k tórej m  punk tam i przecięcia się z krzyw ą n iech będą
» A „ A2, ...... Am; nazwijm y przez p„ p2, . . . p m odległości P A ,, PA2... PAm i weźmy na siecznej p unk t M
» taki, aby  się m iało następu jący  zw iązek, jeśli MP =  p

w  ś  =  * + i  +  . . . + i .
P Pl P2 Pm

n K iedy sieczna obraca się około p unk tu  P , m ie jscem  punk tów  M je s t linia prosta , zw ana prostą 
» biegunową p u n k tu  P. P u n k t zaś P zowie się biegunem prostej.

P u n k t M, k tórego od leg łość p od p u n k tu  P , zadaw aln ia zw iązek (1) je s t nazw any środkiem harmo
nicznym  uk ładu  m punktów  A,, A2,...A m , w zględem  p u nk tu  P ; b iegunow a je s t przeto m iejscem  
środków  harm on icznych , w zględem  P , punk tów  przecięcia siecznej z krzyw ą.

T w ierdzenie o b iegunow ych p u n k tu  podanem  zostało przez C o t e s ' a ,  w  1 6 8 0  roku , a  pow tórzonem  
przez M a c l a d r i n ’a  w  jego  dziele Geometrica Organica, 1 7 1 9 .  O dległość M P  albo p nazw aną została 
przez M a c l a u r i n ’a  średnią harmoniczną; P o n c e i e t  nadał punktow i M  m inno środka średnich harmo
nicznych.

U ogólniono w iadom ości o b iegunow ych :

» Jeśli P jest punk tem  stałym  na płaszczyznie krzywej rzędu m ; jeśli A ,, A2, . . .A m są przecięciam i 
» krzywej z jakąkolw iek sieczną, p rzechodzącą przez p u n k t P ; b iorąc na siecznej punkt M tak i, aby



» p wyznacza odległość MP a ^  odległość PAr, m iejsce punk tów  M nazywa się biegunową rzędu  p, 
» albo (m —  p ) b iegunow y p u n k tu  P.

S um m a S rozc ięgasię  do w szystkich iloczynów p  d o p  różnic f -  —  — co w ięcej, odległości PA,- po-
\P Pi/

w inny być uw ażane za dodatne lub  od jem ne w edług  tego, czy począw szy od p u n k tu  P sę zw rócone 
w pew nę s tronę  lub  w  stronę przeciw nę.

Zw ięzek (II) może się p rzedstaw ić pod innym  kształtem , k tórego  w ykazanie w  tem  m iejscu  jest 
rzeczę nad e r w ażnę. Ma się w  rzeczy sam ej

P A,- M 
—  i----------- 1------------1 -------

B IE G U N O W E . 4 3  j

1 1 _  1 1 _  PAi — PM.
J  f i PM P A ,-  PM.PA; ’

otóż jakieby nie było położenie w zględne trzech p unk tów  m a się nr“ (11)

PA;-j-A,-M +  MP =  0, zkęd PAi —  PM =  MAi, 

m ajęc wzgląd na um ow y przyjęte w  nrze (53); zkęd nareszcie

1 1 _  MA. 1
O pi PA,- ’ PM"

Jeśli się podstaw i te w artości w zwięzek (II), czynnik — zni ka i pozostaje
PM

ĵh 'j 2  MA, MAo MA,j __n
'  ’ p  PA| "PA-2..... PA  ̂ ’

albo też zm ieniajęc znaki czynników  :

(III bis) ~ .......0 .
v p  A ,P A.2p  A,,P

T eorya biegunow ych jest nader w ażnę w nauce o krzyw ych.

430. Równanie prostej biegunowej.

Niech będzie rów nanie krzywej rzędu m

(1) f{x , y) =  0, albo f { x , y , z )  =  0,

a x 0, y 0 spółrzędne punktu  P ;  spółrzędne jakiegokolw iek p unk tu  leżęcego na prostej przechodzącej 
przez pun k t P, b ędę ncr (40)

m  ( * = * . + * ,

( y  ~  Uo +  (ap>

x , y  sę spółrzędne punk tu  M prostej, a p przedstaw ia odległość PM ; stale X i ^  zależę od poło
żenia prostej.



Z astąpm y w rów nan iu  (1) x  i y  przez ich w artości, o trzym a się

4  3 4  ROZDZIAŁ I I .

f(x o -ł- ta  y<> 4- vp) —

albo rozw ijając w edług  w zoru Taylor’a

(3) /’(xo> y<>) +  »/' ) + pj(..... ) + ......— 01 Vu

R ów nanie (3) wyznacza odległości pi} p % p u n k tu  P od punk tów  przecięcia się siecznej 
z krzyw ą; otrzym a się w ięc

i  ! _ j _ ......  i L _ __^  Vo
Pi P2 Pm f ( x o, y0)

W ypadn ie  na m ocy związku (1)

/£ \ I ^  >/0 __ A
p A ^ o . y # )

Otrzym am y rów nan ie  m iejsca, rugu jąc  Ap i p.p m iędzy rów naniam i (2) i (4); co daje

(5) —  x 0) f 'Xa-{- (y —  y 0) f 'y o +  m f{x0, yu) —  0.

Łatwo poznać że to je s t ró w n an ie  linii p ro ste j.

Można dać tem u rów nan iu  kształt sym etryczniejszy, czyniąc rów nan ie  krzywej je d n o ro d n e m ; m a  
się w tedy  tożsam ość

x f 'x  +  y f ’y +  i f  z =  m f(x , y ,  z),
zkąd

x »f' X0+  !/of'tJl)- \-  zof' z = m f { x o, l/o, z  oj.

Uczyńm y z0 = l ,  m a się na rów nanie biegunow ej

x f ' ^ y f ' y a+ f ^ o  =  0-

Możemy teraz zastąpić x  i y  przez -  i x 0 i y0 przez ^  i - ,  zatem  równanie, prostej biegu-
Z  Z  Z q Z q

nowej punktu  (x0, y0) je s t

(«) o i

nazywa się ona także (m —  1)« biegunowi..

U w a g a . W idocznem  je s t że to rów nan ie m a ten  sam k sz ta łt, co i rów nan ie stycznej w punkcie 
(x0, y0) nro (371); tylko że w  razie stycznej trzeba doń  dołączyć związek f ( x 0, y0, z0) =  0-
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W ynika w reszcie z definicyi (1) p rostej biegunow ej że jeśli punk t P je st na krzyw ej, (m — l ) c b ie
gunow a czyli p ro sta  b iegunow a tego p u n k tu  je s t styczny do krzywej,.

431. Równanie biegunowych różnych rzędów.

P rzy jm iem y inny m etodę do rozwiązania zadania ogólnego.

U czyńm y ró w n an ie  krzyw ej jed n o ro d n em , m a się

(1) f ( x , y , z ) =  0;

n iech  będy  x 0, y 0, spółrzędne kartezyańskie p u n k tu  P , a x it y h A,- przecięcia się siecznej z krzywy; 
x ,  y ,  spó łrzędne kartezyańskie p u n k tu  M w ziętego na siecznej; jeśli się założy

( 2 )

spó łrzędne p u n k tu  A; będy  n° (52), (53)

1 1

P A i M

f 31 Ti _  t e o  4 - x  — V/o +  y
{5] x>— * — x + r -

Możemy zastypić te  w yrażenia przez nas tępu jące  :

(3 bis) ■ =  + y .
Z i  ).Z0 - j -  Z  Z i  az0 - j -  z

z w arunkiem  że w końcu  rachunku  uczyni się

Zi =  1, Zo= , l> z =  1. 

P u n k t A i znajdu jąc się na krzyw ej, pow inno  się m ieć

/ ( f f ,  * ,  i ) = o ,
\i>i Z i  Jf\T.>

albo,
f [ \ x 0 4 -  x ,  l y 0 4 - y ,  Xz0 4 -  z) =  0.

Rozwijajyc to rów nanie za pom ocy w zoru Taylor’a, znajdujem y

(4) \ mf( x o, y 0, za) - \-V " ~ l[ x f Xt>- \ - y f ‘ z f  ^ - { - • ■ • - \ - \ [ x 0f'x - \-y o t'ii- \-z f 'z ] -] - f( tx ,  y ,  s ) = 0 .

P ierw iastk i równania  (4) są wartościami m  stosunków, według których krzyw a dzieli odcinek MP.

Majyc na uw adze znaczenie geom etryczne X, rów nan ie  (2) i definicyy (III bis) b iegunow ych , n u 
m er (429), w idzi się że :
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Równanie biegunowej rzędu  p , czy li  , ( m — p)ei biegunowej, otrzym a się przyrów naw szy do zera 
współczynnik  <’ tu równaniu (h).

Nic chcąc rozw odzić się nad  licznem i w łasnościam i biegunow ych, nie podam y tutaj ogólnego 
rów nan ia ; zw rócim y tylko uw agę na k ilka g łów nych w yników  następujących.

432. 1° Rów nając z zerem  w spółczynnik Xm_1, m a się

<« *l'r,+yry,+zr,=«;
jestto  rów nan ie  odpow iadające związkowi

l \ (  i - i . \ = o ,  „no " = ' -  +  ' - + . . . + 1 .
P P*J p pl P-2 Pm

m 1V1A i i MAo i i MAm__A
aT + aS  +  - + a^  =  0;

(5 bis)

alhn ____  , _
A jP  1 A,P,

czyli równanie prostej biegunowej.

N . D. T rzebaby w  rów nan iu  (5) uczynić z3=  1 i z  =  1; ale jeśli się chce w rócić po tem  do spół
rzędnych jedno rodnych , znajdu je się w łaśnie rów nan ie  (5); je s tto  w ięc rów nan ie prostej biegunow ej 
w  spółrzędnych je d n o ro d n y ch .

Ta uw aga stosu je się i do ró w n ań  nas tępu jących .

433. 2° P rzyrów naw szy do zera  spółczynnik  \m~ ‘2, m a się

(6) ^ / ' V o  +  V~f"yayo +  z ' f " w o  +  2x z f " y „ - =  0 ;

jestlo  (m —  2)“ biegunowa albo koniczna biegunowa;  odpow iada ona związkowi

I S / l  1 \ / 1  1 \ _ A • >

(6 bi>) ( albo
/ S MA/, MAi „ . > ,  
l  2 A P 'A J >  ’ ‘ < * '

R ów nając z zerem  spółczynnik \ m~p, będzie się m iało  rów nan ie  (m  —  p)eJ b iegunow ej, czyli biegu
nową. rzędu  p.

434. 3° R ów nając z zerem  spółczynnik X, m a się

(7) x o f 'x - \ -yo f 'y - \ -  Z o f ' z =  0 ;

je s tto  krzyw a rzędu  [ m — 1), albo pierwsza biegunowa. 

Ona odpow iada związkowi



K rzyw a ta  nie je s t czem  innem  jak  krzyw ą zetknięć lin ii stycznych  poprow adzouych  przez pun k t P 
n ro (375). Tak w ięc :

Punkta zetknięć stycznych poprowadzonych przez punkt P , są przecięciami krzyw ej z pierwszą biegu- 
noioą punktu  P .

435. Jeśli się weźm ie iloczyn pierw iastków  rów nan ia  (4), m a się na zasadzie w artości (2) na X

B I E G U N O W E .  4 3  7

, yx MA, MA, MAm____^  f ( x ,  y ,  z)
K) A jP ' A2P .......... AmP —  f\x„, y 0, z0)’

albo — , stosow nie do tego czy m  je s t parzystem  lub n iep arzy s tem ; ztąd zaś, jak iem by nie było m, 
zm ieniając znaki w m ianow nikach  otrzym a się

/ o  MAj MA2 MAm __ i f i x ,  y , z)
bls) n r - I T T * ..........m -------- -T7T,PA, PA.> PA,„ f ( x 0, »/0, Z0)

Uwaga. Jeśli (x , y ,  z) w yrażają jak iko lw iek  pun k t płaszczyzny, w yrażenie f ( x , y , z )  zwie się potęga 
punktu (x , y , z) w zględem  krzyw ej

f ( x ,  y ,  z) =  0.

Jeśli P(.r0, y 0, z0) jest punk tem  sta łym , dow olnie w ziętym , po tęga p u n k tu  M będzie m ieć n as tęp u 
jące znaczenie geom etryczne (w edług zw iązku (8))

(9) /fo , y,  z ) = / ( g „  yo. p a I . ’

to jest, że je ś l i  P je s t punktem  sta łym , potęga jakiegokolwiek punktu  M będzie proporcyonalną do ilorazu 
z iloczynu odległości od M do punktów przecięcia się siecznej MP z krzyw ą , przez iloczyn odległości 
punktu stałego P  od tychże samych punktów przecięcia.

11° K rzyw e średnicow e (diametrales).

436. Nazywają się krzyw em i średnicowemi b iegunow e jakiegokolw iek p u n k tu , leżącego w nieskoń- 
ności na k ie runku  oznaczonym .

W yznaczym y krzyw ą średn icow ą pierw szego i (m  —  1)6°, rzędu. Napiszmy na jp ierw  rów nan ie  pod 
kształtem

(1) f ( x > Vi z ) y)Ą~Z'J)m— y) Z-'fm_ 2(x, y)  - ) - .......z'"tf0 =  0.

P rzypuśćm y ze p u n k t (x0, y 0, z) oddala -się do nieskończoności na prostej

(2) y  =  ax  - f  bz, 

co pociąga za sobą w arunk i

(3) Vo =  a r 0, z0 =  0.
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R ów nanie prostej biegunow ej p u n k tu  (x 0, y 0 z 0) jest

W  ^ o + ^ y o + ^ o f 0 ;

otóż

f X  —  xf 'm(x,  j(x, iv )_h ..... ;

f'v =  y) - j -  Zy<f'm—i(x, 1j) - } ~ .........!

f ' z  =  z<f'm{x, y)-\-1Z< ?m —i[X , lj) - ( - ...... .

W prow adźm y w arunk i (3) i zauw ażm y że funkcye ym etc. sy je d n o ro d n e m i, będzie

f ' x (s— x a). 

f  y0= 't o' 1'jVm(l> a)>

/■'z0 =  ̂ - 1y 'm -i(l a).

P rzeto , na zasadzie rów nan ia (4) będziem y m ieli na :

R ó w n a n ie  ś r e d n ic y  o d p o w ie d n ie j  k ie r u n k o w i  y  — i \ x  =  0 :

(5) a ) - j a ) - | - 1. a) =  0.

437. Bioryc rów nan ie p ie r w s z e j  b ie g u n o w e j, znajdu je się natychm iast, wziywszy w uw agę w arunki (3) 
n u m e ru  poprzedniego,

(1) f ’x - \-  a /v!y =  0,

je s tto  r ó w n a n ie  k r z y w e j  ś r e d n ic o w e j  r z ę d u  (m  — 1), o d p o w ia d a ją c e j  k i e r u n k o w i  y —  ax =  0 ; albo  

r ó w n a n ie  k r z y w e j  z e tk n ię ć  s ty c z n y c h  r ó w n o le g ł y c h  d o  te g o  k i e r u n k u .

438. Bieguny jakiejkolwiek prostej.

Niech będzie prosta

(1) Aa? —J- By —j— Gs =  0 ;

a x „ , y 0, z 0. spółrzędne jednego  z jej b iegunów . R ów nanie prostej b iegunow ej tego punk tu  będzie

* / V ^ V o + zA o = ° -

Identy tiku jyc to rów nan ie z rów nan iem  prostej danej, o trzym uje się

(2) [_xo__t_Vo__ [ jo
A B G ‘

R ów nania te  w yznaczajy b ieguny  prostej d an e j; w idzim y że :



Prosta jakakolw iek ma (m —  l ) 2 biegunów.

W szczególności, bieguny prostej w nieskończoności, dla której A =  0, B =  0, będy dane przez 
dwa równania

(3) f'x  =  0, f'„ =  0.

IIP Biegunowe w krzywych drugiego rzędu.

4 3 9 . RÓWNANIE BIEGUNOWEJ.

Równanie jakiejkolwiek krzywej drugiego rzędu będyc

(1) f ( x ,  y ,  z) =  A x 1 —(— 2Bx y  Gy2 2Dxz +  2Eyz  -(- Fz2 =  0 ; 

równanie prostej biegunowej punktu (x0, y 0, z0) będzie

(2) Xf 'x 0+ y f yo+ zf'-.o =  0 -

a równanie pierwszej biegunowej tegoż punktu będzie

(2 bis) x 0f 'x  -j-  yof'a “f" zof'~ =  0.

Te dwie krzywe sy też same, w razie obecnym; jestto widocznem a priori, ponieważ tutaj m =  2; 
sprawdza się to rozwijajyc pierwsze równanie. Znajduje się w rzeczy samej

x (A x 0 -j- By0 -j- P2o) 4" Ez0) -j- : (D*o 4~ Ey0 4" Fz0) =  0,

co można napisać

x 0[A x  —}— B*/ —|— Dz) ydfix  4~ Cy  -j-  Ez) -|- z0(Da; 4~ Ey -J-  Fz) —

4 4 0 .  Z naleźć  b ie g u n  pr o ste j d a n e j .

Jeśli równanie prostej jest

(3) Ma? - f  Ny 4 -  Pz =  0 ,

a x 0, y0, z0) spółrzędne jej bieguna, równanie tej prostej będzie się mogło napisać

x f x a+ y / ' Vo+ zf  zo= ° -  

Wywodzi się z tego, identj tikujyc te dwa równania i znoszyc wskaźnik zero,

(4) Cjl =  L y  —  L ś .
v ’ M N P

Te równania wyznaczajy biegun prostej (3); w krzywych drugiego rzędu Jakako lw iek  prostą ma tylko  
jeden  biegun.

B I E G U N O W E .  4 3 9
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Uwaga I. Biegun prostej w nieskończoności w yznaczonym  je s t przez rów nan ia

(5) f x =  0, f 'y  =  0;

zobaczym y później że p u n k t ten  je st środkiem  krzyw ej.

Uwaga II. P rosta b iegunow a jak iegokolw iek  p u n k tu  w  nieskończoności na k ierunku  y —  n x  —  
je s t n° (437)

je stto  rów nan ie  średnicy sprzężonej danego k ie ru n k u ; przechodzi ona przez p u n k t (5).

441. Wykreślenie biegunowej.

. 1° Biegunowa jakiegokolwiek punktu je s t cięciwą zetknięć stycznych wychodzących z tego punktu  n° (344).

W łasność ta  daje w ykreślen ie b iegunow ej, k iedy  p u n k t jest, na zew nątrz krzyw ej.

2" Jeśli przez jakiko lw iek punkt P poprowadzi się jakąkolw iek sieczną i  je ś l i  w punktach przecięcia tej 
siecznej z krzyw ą prow adzi się styczne, miejsce przecięć tych stycznych je s t biegunową punktu  P.

Niech będą, w  rzeczy sam ej, x t i y t spółrzędne p u n k tu  M tego m iejsca, a x 0, i y 0 spó łrzędne 
p u n k tu  stałego P . S ieczna będąc^cięciw ą zątkn ięć stycznych poprow adzonych  przez p u n k t M, będzie 
m iała na rów nan ie

Jestto  związek m iędzy 'spó łrzędnem i p u n k tu  M, a za tem  rów nan ie  m iejsca. Znosząc w skaźniki będzie

co p rzedstaw ia w łaśnie ró w n an ie  biegunow ej p u n k tu  P.

Ta w łasność pozwala zbudow ać b iegunow ą k iedy  p u n k t P  je s t p u n k tem  w ew nętrznym  krzyw ej.

3° Przez punkt sta ły  P poprow adźmy dwie jakieko lw iek sieczne i  połączmy przekątniowo punkta prze
pięcia tych siecznych z krzyw ą ; punkta spotkania się tych przekątni będą na biegunowej punktu  P .

W łasność ta  m oże się dow ieść ja k  w  nrze (237); zobaczym y inne  dow odzenie w  n rze (454).

442. Główne własności biegunowych.

W łasności te  w ykazane przez la H ire’a (section.es conicce, an  1685), w ynikają z podw ójnego  kształtu  (2) 
i (2 bis) n er (439), k tóry  m ożna nadać rów nan iu  b iegunow ej p u n k tu .

1° Gdy jakakolw iek prosta obraca się około punktu stałego, biegun j e j  zakreśla prostą stałą, która jest 
biegunową punktu .

(6) f x - f- af \ j —  0 ;

poniew aż ta  sieczna m a przechodzić przez p u n k t P , będzie w ięc

X«f'xl +  y*f'yy +  zof' z, —  0.

X o f'x -\-y o f'y  +  Zof'z =  0 ;



Niech będzie p rosta  ruchom a

l x  -(- fiy -j- vz =  0, 

przechodząca przez p u n k t P (x0, y„, z0); będzie więc

(1) Xx„ -f- VAJo 4" vZo =

Biegun tej p rostej będzie wyznaczony rów nan iam i n ru (440)

! ' x __ f ' v ___/'-
W  X v. V

Otrzym a się te  bieguny, rugując X, p, v, m iędzy rów nan iam i (1) i (2 ); co daje

(3) x 0f ' x “h  Vof'v -f" zof'z —  0 ;

je s tto  rów nan ie biegunow ej p u n k tu  (x 0, y 0, z„); p rze to ......

2° Gdy jakikolw iek punkt przebiega prostą stałą, jego biegunowa obraca się około punkta  stałego, który 
jest biegunem prostej.

Przypuśćm y że p u n k t ( x ^  y u  z j  porusza się na prostej stałej

(1) M® +  Ny +  P* =  0, 

będzie ztąd

(2) -j- Ny( -j- Pz, =  0.

Otóż b iegunow a p u n k tu  x t, y u  z1( je s t

(3) Xif'x -f- y tf 'y  -J- 2 l / ';  =  0 .

B ów nania (2) i (3) wyznaczają b iegunow ą jakiegokolw iek p u n k tu , czyniącego zadość założonym  
w aru n k o m ; za pom ocą związku (2) w yrugu jm y z „  na przykład , z rów nan ia (3); o trzym a się

O) ‘ *t[Mf '-, -  Pf 'Ą  4 - y,[N/\ -  Pf\\  =  0;

takiem  jest rów nanie b iegunow ej jak iegoko lw iek  p u n k tu , znajdującego się na prostej stałej (1).

W idocznem  jest, że jakiem iby nie były x t i y u  ta  prosta przechodzi przez pun k t stały , w yzna
czony rów naniam i

W *  —  P f x =  0 , N/% —  P f , j = z  0 ,

albo

(5) L £ —  dl  — Cl-
w  M N “  P  ’

BIE G U N O W E . 4 4 1

Otóż są to  rów nan ia wyznaczające b iegun  prostej (1), n ro (440); więc,
5 6



h h 'i .  Prostu sprzężone.

Nazywamy w ogóle prostemi sprzeżonemi dw ie proste  tak ie , że b iegun jednej znajduje się na d ru g ie j. 

N iech będą rów nan ia  dw óch prostych .

(1) m x  - |-  ny  - f  pz  =  0 ,

(2) m tx  n ty  -)- p ,z  =  0 .

B iegun pierw szej będzie wyznaczony przez rów nan ia

A _  A _ _  A .
m n p  ’

rów nan ia , k tó re  m ożna nap isać w sposób nas tęp n y , czyniąc p o chodne  w yraźnem i

k x  4 -  By 4 "  D : — fon —  U,

B^c -j— Gy  Es —  foi =  0,

Lte 4 -  Ey 4 "  — ty  =  ^  >

oprócz tego m a się

m tx  4 -  n ty  4 - p,z  4 - 0 =  0,

poniew aż p u n k t (x , y , z) m a się znajdyw ać na prostej (2).

Jeśli się w yrugu je  x , y , z, 1 m iędzy tem i cz terem a osta tn iem i rów nan iam i, o trzym a się

W 2  ROZDZIAŁ I I .

A B D m

B G E n

1) E F P

Pi 0

m a się tym  sposobem  w arunek  ażeby b iegun  prostej (1) znajdyw ał się na prostej (2).

Ale poniew aż związek ten  nie zm ienia się, zm ieniając m , n , p  na m {) n ,, p {, w yraża on w ięc także, 
że b iegun prostej (2) znajdu je się na prostej (1).

/w ią zek  (3) je s t w ięc warunkiem  aby dwie proste (1) i  (2) b y ty  sprzeżonemi.

hUU. Przypadek szczególny.

W eźm y rów nan ie  dw óch prostych  pod  kształtem

(1 )  y  — a x - \ -h z ,

( 2 ) y  — a 1a?4"
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i przypuśćm y że je d n a  z p rostych , pierw sza na przykład, przechodzi przez biegun prostej w nieskończo- 
n ości, to je s t przez środek krzyw ej n er (440).

R ów nanie pierw szej prostej może się n ap isać

J'of'x +  lh 'f  y ~\- zOf'i —  Oj

Xq, y0, Z0, b ęd ą  spółrzędnem i jej b ieguna. P oniew aż ta  p ro sta  ma przejść przez pun k t

f ' x = 0 ,  f v =  0 ; 

pow inno się m ieć s0 =  0  i rów nanie pierw szej prostej przywiedzie się do kształtu

(3) x of'x 4 " W  \j —  o ;

je ś li b iegun je j ma za spółrzędne (x0, y0, z0 =  0). Ale biegun ten ma się znajdyw ać na drugiej 
p rostej (2), będzie w ięc

yo —  a ,x0;

a z tąd , rów nan ie  pierwszej prostej p rzyjm ie kształt ostateczny

(4) —  0, 

albo

(4 bis) A x  - f  By +  Dz) +  a^B z  - f  Cy +  Ej) =  0.

Z identyfikujm y to rów nanie (4 bis) z rów nan iem  (1) pierw szej p ro s te j; otrzym a się najprzód  w artość 
na b w  funkcyi a„ a potem  związek następny

(5) A -J- B(a -{- a,) -)- Gaa, =  0.

Takim je s t związek m iędzy spótczynnikam i kątowymi dwóch prostych sprzężonych, gdy jedna  z tych  
prostych przechodzi przez środek krzyw ej.

N . B .  Jeżeli w  w artości na b, w yrażonej w  funkcyi at zastąpi się a, przez jego w arto ść  w ycią
gn ię tą  ze związku (5); otrzym a się w łaśnie w arunek  ażeby prosta  (1) p rzechodziła przez środek krzyw ej.

445. U w aga. In teresu jącem  je s t w ykazanie, jak im  sposobem  ten  szczególny związek (5) w ypro
wadza się ze związku ogólnego (3) n ru (443).

P rzedstaw iw szy rów nania dw óch prostych  pod  kształtem  

(1) y z = a x - \ -  1)3,

( 2 ) y  — a ,#  - j -  b j z ,



U>i u

z w i ą z e k  (3 ) je s t  w t e d y

ROZDZIAŁ I I .

A B D a

B C E - 1

D E F b

—  1 b, 0

;iIbo rozw ijając

{ aa,(C F —  E-) -f- (a - f  a,)(B F  —  EI)) +  (AF — D2)
(6 ) [ = 0 .

( - f  (ab, +  a,b)(B E — CD) +  (b - f  b,)(AE —  BD) - f  bb,(A C —  B2J,

W yraźm y teraz że prosta (1) przechodzi przez ś ro d ek ; w  tym  celu zidentyfikujm y jej rów nanie 
z rów naniem  następu jącego  kształtu  (n er (UUO) uwaga)

f  x - f -  t.f  u =  0 ,

i w yrugujm y nieoznaczoną o trzym a się rów nan ie  w arunkow e

(7) a(BE —  CD) -J- b(AG —  B 2) -f- AE — BD =  0.

Założywszy to , napiszem y rów nan ie  (6) p o d  następnym  kształtem

l aa,(CF —  E2) +  (a +  a,)(BF —  ED) - f  AF — Da - f  b(a,(B E —  CD) - f  AE —  BD})

( - f  b,[a(BE -  CD) +  b(AC —  Ba) +  A E —  BD( *)

ze w zględu n a  związek (7) w spółczynnik  bt je s t  ze rem ; a zastępując b przez w artość w yprow adzoną 
z rów nania (7), rów nan ie  w arunkow e (8) sianie się

((B2 —  AC)[aa,(CE —  E 2) +  (a +  ą ,)(B F  —  ED) - f  AF —  D2] ,
(9) ) ( = 0 ,

( +  [a,(BK -  CD) - f  (AE —  BD)] [a(BE —  CD )-)-(A E -  BD)])

iilho w reszcie

faa,[(B*— A C )(C F -E 2)-[-(B E -C D )2]+ (a -} -a1)[(B2— AC)(BF— E D )+ (A E — BD)(BE-CD)T 

- f  (B2 —  A C)(AF —  D2) - f  (AE —  BD)2.
(10) =  0.

Otóż rozw ijając każdy z naw iasów , znajduje się w yznacznik A jako  czynnik w spólny, i pozostaje

'I I )  A —J— I3(a —J— a ,)—j— Cągj =  0.

C. B . D. D.
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44 6. ((Niech będzie jakako lw iek  krzyw a k ieru jąca  D i'p e w n a  krzyw a C'; nazyw a się krzyw ą b ie -  
» gunow ą krzywej C, wszelka krzyw a C' taka, że p rosta  b iegunow a jakiegokolw iek p u n k tu  M na G', 
» w zięta w zg lędem  krzywej kierującej D, je s t  styczną do krzyw ej C.

Nie trzeba m ieszać nazw ania krzywej biegunow ej k tórego tu  używ am y, z nazw aniem  które było już 
użyłem  na początku tego parag ra fu ; w  przypadku  obecnym  krzyw a b iegunow a C' je s t przekształce
niem  krzyw ej p ie rw o tne j.

lilii. W eźm iem y jako  krzyw ą k ieru jącą D jakąkolw iek krzyw ą drugiego rzędu.

Ma się w tedy tę w łasność odw ro tną :

Jeśli C' je s t krzyw ą biegunową krzijw ej C, krzyw a  C będzie również krzywą bieguno vą C ;  krzyw e  
C i C1 są nazwane biegunowemi wzajemnemi.

Aby dow ieść tego tw ierdzen ia  dość je s t spraw dzić, że b iegun  (w zględem  kierującej D) jak iego 
kolw iek p u n k tu  krzyw ej C je s t styczną do krzyw ej C', lub że b iegun  jak iejko lw iek  stycznej do 
krzyw ej G' znajduje się na C.

Niech będzie M jak iko lw iek  p u n k t na C', i M' p u n k t sąsiedni punk tu  M; przez założenie b ie g u 
now a p u n k tu  M je s t styczną do krzywej G, n iech  będzie TP tą  styczną; podobn ież, biegunow a 
p u n k tu  M' je s t  styczną do krzyw ej C, n iech będzie T P  tą  styczną. P u n k t przecięcia się P  tych 
dw óch stycznych będzie b iegunem  prostej MM', gdyż b iegunow e różnych punk tów  jak iejko lw iek  
prostej przechodzą przez b iegun  tej prostej ncr (442). P rzypuśćm y te raz , że p u n k t M pozostając sta 
łym , p rosta  MM' obraca się około tego p u n k tu , tak  aby p u n k t M' zbliżał się n ieogran iczen ie do M; 
sieczna MM' stan ie się w  gran icy  styczną w  M do krzyw ej G'. Szukajm y w tedy  po łożenia granicy  
p u n k tu  P ;  p u n k t M pozostając sta łym , b iegunow a TP je s t  rów nież s ta łą ; i p ro sta  MM' obracając

się około punktu  M, je j b iegun P opisuje b iegunow ą TP p u n k tu  M. P u n k t P pozostaje w ięc na 
linii T P  i znajdu je się jednocześn ie na biegunow ej T 'P  p u n k tu  M '; otóż, gdy p u n k t M' dąży do 
zejścia się z punk tem  M, styczna T 'P  dąży do zlania się z T P , i położenie gran icy  ich p unk tu  p rz e 
cięcia się, to je s t p unk t P , je s t p unk tem  zetkn ięcia stycznej T P . W ię c : « b iegunow a jak iegokolw iek  
» p u n k tu  M, krzywej C' je s t styczną do krzywej G, i je j p u n k t zetknięcia je s t b iegunem  stycznej 
» w M do krzyw ej C '; albo, b iegunow a jakiegokolw iek p u n k tu  T, krzyw ej C je s t styczną do krzy- 
» w ej C', i jej p u n k t zetknięcia je s t  b iegunem  stycznej w T do krzywej c. »

W łasności odw rotne n er (642) b iegunow ych w krzyw ych drugiego  rzędu pozw olą przekształcić 
jakikolw iek uk ład  na inny, tak aby punk tom  p ierw szego odpow iadały  p roste  w  d ru g im , i odw ro tn ie  ; 
pun k t odpow iedni jak iejko lw iek  prostej je s t b iegunem  prostej, i p rosta  odpow iedn ia  jakiem ukolw iek 
punktow i je st biegunow ą p u n k tu .
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448. Jeżeli m  jest rzędem jakiejkolw iek krzyw ej C, m będzie klassą j e j  biegunowej w zajem nej C', 
i  odwrotnie.

W  rzeczy sam ej, m b ędąc  rzędem  krzyw ej G, jakako lw iek  p rosta  L spotka tę krzyw ą w rn pu n k 
tach  A „ A 2,...A m . Niech będzie P biegunem  (w zględem  krzyw ej D drugiego rzędu) prostej L ;

p u n k t Al m a na b iegunow ą jakąkolw iek  styczną do krzyw ej C', i la b iegunow a przejdzie przez p u n k t P.

W ięc ot punk tom  A „ A2, ... Am, b ęd ą  odpow iadały  m stycznych do krzyw ej C1 i przechodzących 
przez p u n k t P , i nie w ięcej ja k  m; gdyż jeśliby  było więcej jak  m stycznych do C', przechodzących 
przez p u n k t P , znalazłoby się na p roste j L w ięcej jak  m  p unk tów  należących do krzywej C, co nie 
m oże m ieć m iejsca.

Lecz p rosta  L będąc dow olną, p u n k t P  je s t  jak im kolw iek  punktem  płaszczyzny; w ięc przez jak i
kolw iek p u n k t P m ożna poprow adzić m stycznych do krzyw ej G' i m  ty lko; p rze to , m  je s t klassą 
krzyw ej C'.

O dw rotnie, jeżeli n je s t rzędem  krzyw ej C ', n będzie k lassą krzywej C.

Dow odzenie je s t  tożsam o jak  poprzedzające.

449. Równanie biegm ow ej wzajem nej jakiejko lw iek krzyw ej drugiego rzędu.

rów nan ie  krzyw ej k ierującej D ; szukajm y rów nan ia  biegunow ej w zajem nej krzyw ej (C), k tórej 
rów nan ie jest

Jeżeli x u, y 0, z0y są  spó łrzędnem i jak iegokolw iek  p u nk tu  M b iegunow ej w zajem nej G', b iegunow a 
lego p u n k tu , w zięta w zględem  krzyw ej D, to jest

P

N iech będzie

( I)  (D) f ( x ,  y ,  z) =  ax2 - f  2bx y  - f  cy- Ą -  2do?z - f  2eyz  - f  /z -  =  0,

( 2 ) (C) A a.'2 4 -  2 Mxy 4 -  2Gy- 4 -  2Dxz -f- 2Ey z  - f  F z2 =  0.

m usi do tknąć  krzywej (2); otrzym a się w ięc n cr (377), po zniesieniu  w skaźników  0 :

A R D f \

R G E f \

D ii F  f ' t

f 'x  . 0



je s tto  związek m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  krzywej szukanej G', je s tto  w ięc rów nanie 
biegunow ej w zajem nej.

W idzim y że b iegunow a w zajem na jak iejko lw iek  krzywej drugiego rzędu je s t także krzyw ą drugiego  
rzę d u ; co wreszcie w ynika z tw ie rdzen ia  poprzedzającego, poniew aż jakako lw iek  krzywa drugiego 
rzędu  je s t 2sici k lassy  i odw rotn ie.

450. Jeśli się b ierze za krzyw ą k ieru jącą  koło

f ( x > ]/> z) =  4~ y~ —  s2 =  0 ; 

rów nanie biegunow ej w zajem nej m a kształt prosty

B I E G U N O W E . 4-*l7

A B D X

B C E y

D E F —  z

X y — z 0

Jeżeli się porów na ten  w ynik  z w ynikiem  otrzym anym  w n«o (427) rów nan ie (III), w idzim y że ró w 
nanie b iegunow ej w zajem nej jak iejko lw iek  krzywej drugiego rzędu  (kierującą będąc koło p ro m ien ia  
jeden) m a tenże sam  k sz ta łt algebraiczny ja k  rów nan ie  styczneczkow e krzywej danej.

W szelako  te  dw a rów nan ia  n ie  p rzedstaw iają tejże sam ej krzyw ej, gdyż zm ienne przedstaw iają 
w p ierw szym  przypadku  spółrzędne jakiegokolw iek punk tu , a  w  d rug im  spółrzędne jakiejkolw iek 
stycznej.

R ów nanie (4) je s t rów nan iem  spó łrzędnych-punk t b iegunow ej w zajem nej krzywej d rugiego rzędu 

(C) Aa:2 - f  2Bary - f  C f  - f  2Darz - f  2Eyz 4 -  F ;2 =  0, 

b io rąc  na krzyw ą k ieru jącą  kolo  p ro m ien ia  je d e n

x -  4 -  y l —  z2 =  0.

451. Szuka jm y równania] styczneczkowego biegunowej wzajem nej krzyw ej (fi), przypuszczając za rsze  
że się bierze na krzyw ą kierującą kolo rzeczywiste

(5) .z-2 —j— y 2 i2 - o.

Jeżeli ar0, y 0, z0, są spó łrzędnem i jak iegokolw iek  p u nk tu  krzywej C, b iegunow ą lego punk tu , 
w zględem  koła rzeczywistego (5) będzie

“■Xo y y o —  l  =  0 ;

i spółrzędne tej prostej będą n" (110) x 0 i y„ (w =  x 0, v =  y 0). Biegunową w zajem ną jest obw ija jąca 
tej p ro s te j ; a poniew aż x 0 i y 0 pow inny spraw dzać rów nan ie  krzywej (G), otrzym a się więc

(6) Am2 4 -  2 B o t  4- Ctr2 4 -  2 D «  2 E y  - f  F  =  0.
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To dow odzenie w idocznie daje się zastosow ać do krzywej jak iegokolw iek  rzędu ; ztąd w nosim y  że : 
Kiedy się bierze na krzywą k ieru jącą  koło

* 2 +  »a —  1 =  0,

rów nan iem  styczneczkowem  biegunow ej w zajem nej krzyw ej

(1”) f ( x ,  y )  =  0,

je s t

(2°) f iu ,  y) =  0;

to je s t że dość je s t w ytłóm aczyć rów nanie krzywej w  układzie ró w n ań  styczneczkow ych, albo uw ażać 
zm ienne x  i y  jako  przedstaw iające spó łrzędne jak ie jko lw iek  prostej.

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRYLINIJNE.

II0 Równanie biegunow'ycii. 

h 52. Zobaczyć określen ie b iegunow ych ner [429].

N iech będzie danem  rów nan ie  jak iejko lw iek  krzyw ej w  spó łrzędnych  trzy lin ijnych  

( 1 ) f (X ,  Y , Z ) =  0 ;

jeśli X0, Y0, Z0 są spó łrzędnem i jak iegoko lw iek  p u n k tu  stałego P ; X , Y , l  spó łrzędnem i ja k ieg o 
kolw iek p u nk tu  M, wziętego na siecznej; X„ Y; Z > spó łrzędnem i p u n k tu  przecięcia się siecznej PM 
z k rzyw ą; o trzym a się, w edług  n™ (90)

v  __XX0 -f- X
X i-  X +  1""’

j — r + T ’ 8 d z e

f 7  __ XZ0 -)- Z
\ ‘ > +  1 ’

S pó łrzędne X;, Y,, Z/, m usząc spraw dzać rów nan ie  krzyw ej, m a się

/(>.Xo -f- X , XY 0 -)- Y, XZ0 -J-  Z) =  0,

albo rozw ijając

(3 )  >m/'(X 0, Yo, Z o ) [ X / ' X# - f  y / ' Yo +  Z f ' 7j H - . . .  +  X [X ,/ 'x +  V ' y  +  V ' Z] + / ' ( X > Y > Z ) =  0 ;

to ró w n an ie  wyznaczy w artości m  stosunków  w k tórych  krzyw a, przypuszczona rzędu  m , dzieli 

odcinek MP.
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W edług związku (Ul bis) nru [429] k tóry  określa  b iegunow ą i znaczenie (2) stałej 

Otrzyma się równanie (m  —  p )cntei biegunowej albo biegunowej rzędu  p punktu  P , równając z zerem  
spółczynnik podniesiony do potęgi l m~v ’w równaniu  (3).

W edług tego o trzym a się :

1° N a równanie prostej biegunowej punktu  P(X0, Y0) Z0)

(*) X r Xo- f - Y / 'Vo+ Z / - 'Zo =  0.

2° N a równanie konicznej biegunowej punktu  P(X0, Y0, Z0)

(5) x T XoXo+ Y r Yoro+ z v v J + 2 X Y r Xov „ + 2 x z r 5(aZD+ 2 Y z r yo2j= o .

1 tak dalej.

3° N a równanie l szei biegunowej albo krzyw ej zetknięć stycznych poprowadzonych przez punkt 
l>(X„, Y0, Z0) : n“  (405)

(6) X0/ ’lx - |-  Yof'y-f" Z0>fz =  0.

4° Ma się nakoniec zw iązek zasługujący na uw agę

(7) MA,.MA.2...MA,„ _  f (X ,  Y , Z)
P A , . PAo... PA,„ f(X o, Y0, Z0)

Uw aga . Związek (5) n ru (409), k tóry  m uszą spraw dzać spó łrzędne punk tów  przegięcia i punk tów  
podw ójnych , w yraża że koniczna tego p u n k tu  sprow adza się do dw óch  prostych  : Tak więc

Koniczna biegunowa punktu przegięcia albo punktu podwójnego sprowadza się do układu dwóoh 
prostych.

IP  Zastosowanie do krzywych drugiego rzędu.

453. R ów nanie p ro ste j biegunow ej jak iegoko lw iek  p u n k tu  (X0, Y0, Z0), w zględne do jak ie jko lw iek  
krzywej d rugiego rzędu,

(1) f{X , Y, Z) =  0,

może się napisać pod jednym  lub d rug im  z k sz ta łtó w  następujących

(2) X/ ’x0+  Y  f\ o - f  Zf'Zo =  0,

(2 bis) Xo/ ' 'x + Y 0/ ' r + Z o/ ' z =  0,

454. J e s t  ła tw o dow ieść, posługu jąc się spó łrzędnem i trzy lin ijnem i, w łasności (3°) wysłowionej 
w n™ (441), to  j e s t :
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Jeżeli przez jakikolw iek punkt stahj P poprowadzi sio divie jakiekolw iek sieczne, i je ś li się złącz;/ 
przekątnie punkta przecięcia się tych siecznych z krzyw ą , punkta spotkania przekątnych są na biegunowej 
punktu  P.

W eźm y za tró jky t odniesien ia trójkyt u tw orzony przez styczne poprow adzone z p u nk tu  P  i cięciw ę 
zetknięcia AB; rów nan ie krzywej d rugiego rzędu  będzie

w ynik k tóry  się w yprow adza z rów nan ia  ogólnego, w yrażając że krzyw a dotyka PA i PB w A i B 
w zględnie.

( t )

N iech będy

(2 ) Y =  ).X, (3) Y =  X,X,

rów nania dw óch siecznych PE i P E ,.

Hozwiyzujyc rów nan ia  ( l ) i  (2), znajdu je się dla spó łrzędnych  punk tów  E i P ;

E F

Dla punk tów  Ej i F l5 w ystarczy zm ienić X na X„ co daje

Rów nanie prostej EE, będzie

X Y Z

(3) (EE<) 1 x = 0 ,  a lho  X \ Ji  0 T + Y  — Z(y/x +  \ / / , ) =  ° ;

1 Xl

dia prostej E F „  w ystarczy zm ienić znaki pierw iastków  0 ,  0 , , ;  m a się w tedy

W (F F ,) X s j i  V ^ H - Y - f Z ( 0  +  0 .;)  =  O.
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S półrzędne punk tu  przecięcia się dw óch  prostych  E E X, i F F , spraw dzają ró w n an ie  o trzym ane 
odejm ując  stronam i rów nan ia  (3) i (U), to jest

więc dw ie p roste  E E 1; FF! przecinają się na biegunow ej Z =  0 p u n k tu  P.

Tenże sam  w ypadek  spraw dzi się w zględem  prostych  EFj i E jF ; rów nan ie  prostej E F , w ypro

w adza się z rów nan ia prostej EH, zm ieniając w nim  0 , ,  na — \J),t ; co daje

zkąd w ypada jeszcze, Z =  0, odejm ując  osta tn ie rów nan ia  stronam i.

'i55. Trójkąty sprzężone względem jak ie jko lw iek  konieznej.

T ró jką t je s t nazw any sprzężonym  w zględem  jak iejko lw iek  krzywej drugiego  rzędu, kiedy względem 
tej krzyw ej, jak iko lw iek  z jego w ierzcho łków  je s t b iegunem  boku przeciw nego.

Te tró jkąty  przedstaw ia ją  liczne w łasności, napo tkam y z n ich  niektóre.

/i5G. Koniczne sprzężone względem jakiegokolw iek trójkąta.

Krzywa drugiego rzędu  je s t nazw ana sprzężoną w zględem  jakiegokolw iek tró jką ta  stałego, kiedy 
tró jk ą t je s t sprzężonym  w zględem  te j konieznej.

Szukajm y rów nan ia  ogólnego krzyw ych drugiego rzędu sprzężonych w zględem  jakiegokolw iek

2Z (\/-J 4 -  y/).,) == 0, albo Z =  0 ;

(EF,) -  X f ,  0 ,  +  Y -  Z ( V > -  A )  =  0,

(E jF) X 0 .  Y - j-Z ( \/) .— \Jl,) —  0;

A

11 C

tró jkąta stałego, w ybierając ten tró jk ą t za tró jką t odniesienia.

R ów naniem  ogólnem  krzyw ych drugiego rzędu  odniesionych do tró jką ta  ABC je s t

aX'2 +  bY- +  cZ2 - f  2c/YZ +  2eXZ +  2 /‘XY =  0.

Punkt A(Y0 =  0, Z0 —  0), m usi m ieć  za b iegunow y bok  BC, to je s t że rów nanie

f ' x =  0 albo aX 4 -  /Y  +  eZ =  0 

musi przedstaw iać bok BC lub X =  0 ; o trzym a się w ięc

f =  o,
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P u n k t B(Z0 =  O, Xo = 0 )  rnusi m ieć  za b iegunow y bok AC, to jest że rów nanie

f \  =  0, albo fX bY +  dZ =  0,

m usi p rzedstaw iać bok AG albo Y =  0 ; o trzym a się w ięc

f = 0 ,  d =  0.

W idzim y że te w arunk i będęc  spe łn ione , p u n k t C będzie konieczn ie b iegunem  boku AC.

R ów naniem  ogólnem  krzyw ych drugiego rzędu sprzężonych w zględem  tró jką ta  stałego (wziętego 
za tró jk ę t odniesienia) je s t w ięc

(1) aX2 - j -b Y 2 +  cZ2 =  0 ;

to rów nan ie zam yka w  sobie tylko dw a param etry  dow olne.

4 5 7 .  T w ie r d z e n ie  o  t r ó j k ą t a c u  s p r z ę ż o n y c h .

Jeżeli dw a trójkąty są sprzężone względem jakiejko lw iek konicznej, je ś l i  się przeprowadzi jakąkolw iek  
komiczną przez trzy  wierzchołki jednego z trójkątów i  przez dwa drugiego, 2?a komiczna przejdzie  przez 
3ci wierzchołek drugiego trójkąta.

W eźm y pierw szy z tró jk ą tó w  za tró jk ę t odniesien ia, rów nan iem  konicznej stałej będzie

(1) aX2 +  bY* +  cZ2 . =  0,

a , b , c będęc stałem i danem i.

N iech b ę d ę : At , B ,, Clt d rug i tró jk ą t, i (X ,, Y1} 7 ,), (X2, Y2, Z2), (X3, Y3, Z3) spółrzędne o d p o 
w iednie w ierzchołków  At , B 1; C,.

Szukajm y naprzód w aru n k ó w  aby ten  drug i tró jką t by ł sprzężonym  w zględem  krzyw ej (1). 

B iegunow a w ierzcho łka A t je s t w ed ług  n ru ( 4 5 3 ) :

a X ,X -(-b Y 1Y +  cZ1Z =  0 ;

trzeba w yrazić że w ierzchołk i B ^  C ,, znajdu ję się na tej b ie g u n o w e j; trzeba będzie także w yrazić że 
w ierzchołk i A t i Cj sę na b iegunow ej p u n k tu  B j; jak  rów nież i dla w ierzchołka C,. W szystkie te 
w arunk i b ęd ę  w ypełn ione, jeśli się m a trzy zwięzki

(2) aX2X3 - f  bY.,Y3 - f  cZ2Z3 =  0,

(3) aX 3X, -)- bY3Yi -f- cZ3Zj =■ 0,

(4) aX,X2 +  bYjYo - |-  cZ,Z2 =  0 .

B
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Otóż z rów nan ia  ogólnego krzyw ych drugiego rzędu w spółrzędnych trzylin ijnych, w ypada że rów 
nanie ogólne konicznych przechodzących przez Irzy w ierzchołki tró jką ta  odniesien ia ABC jest

>YZ -f- jj.XZ +  vXY =  0.

W yraźm y że ta krzywa przechodzi przez dw a w ierzchołki B, i Cu  otrzym a się w arunki

).Y2Z2 —|— fiX2Z2 -j— vX>Y> 0,

XY3 Z 3 - ( -  P X 3 Z 3 - | -  v X 3y 3 =  0 .

Rugując X, p. v m iędzy tem i trzem a osta tn iem i rów nan iam i, znajdu je się

(5)

YZ ZX XY

YoZ2 Z2X2 x 2y . —

y 3z 3 z3x3 x 3y 3

jest to rów nan ie  jak iejko lw iek  krzyw ej drugiego rzęd u , przechodzącej przez p ięć punktów  
A, B, C , B0  Ct .

Dowiedziem y że ta  krzyw a m usi p rzechodzić przez w ierzchołek  Aj.

W  tym  celu  w yciągnijm y naprzód  X ,, Y x, Z , z rów nań  (3) i (4 ); m a się

( 6)
aX, hY, cZi

Y2Z3 —  Y3Z2 Z2X3 — z3\ 2 X2Y3— x 3y 2

~m T ^  ^  p T ~

Z drugiej strony , rozw ijając rów nan ie  (5) i w prow adzając litery  M „ Nb  P ,, p rzedstaw iające m ia
now niki u łam ków  (6), w ypada

YZX2X3M| ZXY2Y3N, -1- XYZ2Z3P i =  0.

Podstaw m y w  to rów nan ie  za X , Y, Z, w artości X u  Y,, Z t , w ynikające ze zw iązków  (6); otrzym a 
się znosząc czynnik MiN^P, :

X2X3 , Y2Y3 . Z2Z3
bc + ac ab

=  0, albo aX 2X3 -j- bY2Y3 -f- cZ2Z3 =  0 ;

co jest tożsam ością w edług  związku [‘2). W ięc ...

458. Twierdzenie o konicznych sprzężonych.

Je s t nieskończona ilość konicznych sprzężonych w zględem  jakiegokolw iek tró jk ą ta  i przechodzących 
przez jak iko lw iek  p u n k t M(X0, Y0, Z0) dow olnie w zięty; otrzym a się, w rzeczy sam ej, m iędzy nieozna-

czonem i a, b , c, jed en  tylko związek ncr (456)

( 1 )  a X 5 4 "  b Y o  - { -  cZo =  0.



W ięc, m ając w zgląd na związek (1), koniczne

( 3)  aX 2 +  bY2 +  cZ- =  0,
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przechodzą wszystkie przez trzy in n e  p u n k ta  sta łe

X Y Z
'x0- Yo 7  ’ ,Ja
X Y Z
X0 _ Yo ~  Z0’
X Y Z
x0 Y„ y~ ’C i :

T e.trzy  punk ta  są ła tw e do w ykreślenia a ich położenie zasługuje na uwagę :

« Złączmy MA, MB, MC; sprzężone harm oniczne p rostych  MB i MC, w zględem  kątów  B i C, 
)> przecina ją się n a  AM, je s t to  p u n k t A i; sprzężone harm oniczne p rostych  MC i MA, w zględem  
» kątów  C i A przecinają się na MB; je st to  pun k t B ,; rów nież, p u n k t Cls je s t p rzecięciem  się 
» sprzężonych harm onicznych  MA i MB, w zględem  kątów  A i B; p u n k t Ci znajduje się na MC.

Te w łasności spraw dzają się ła tw o  :

X ZI tak  prosta MB m a na rów nan ie  —----- — =  0 ;
Xo

X Zjej sprzężona harm oniczna , w zględem  k ąta  B , będzie —— j - — =  0 , n ^ [8 4 ].
X0 Z0

X Y
Prosta MC m a na rów nan ie —----- —-  =  0 ; je j sprzężoną harm on iczną , w zględem  kąta C, będzie

Ao Yo
X Y— [- — =  0. Otóż te dw ie proste  
X() Y o

jT  +  Y- =  °* ^  F  =  0I Q it o

przecinają się na p ro s te j, k tórej rów nan iem  je st

1 - ^  =  0 ; 
Yo Z0

i spó łrzędne p u n k tu  pazecięcia się tych trzech  prostych  są spó łrzędnem i p u n k tu  A,.

4 5 9 .  T r ó jkąty  b ie g u n o w e  w z a j e m n e .

Dwa tró jką ty  ABC, AtBiCi są nazw ane biegunowe wzajemne k iedy w ierzchołki jednego  są od p o 



w iednio  (w zględem  jak iejko lw iek  konicznej danej) biegunam i boków  drugiego. Tym  sposobem
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A będzie b iegunem  B,C,, Aj będzie b iegunem  BC,

B będzie b iegunem  C,At , i odw ro tn ie  B, będzie b iegunem  CA,

G będzie b iegunem  A ,B ,; Ci będzie b iegunem  AB.

Przytoczym y dw ie w łasności następu jące  :

« Proste łączące w ierzchołk i odpow iedn ie, to jest proste  AAt , BB1( CC,, są zbiegającem i się.

« Przecięcia się boków  przeciw nych , to  je s t (BC, BiCf), (CA, C,A,), (AB, A ^ ,)  są trzy  p u n k ta  
w  lin ii p rostej. »

Dowodzenie tych tw ierdzeń  w ykona się bez trudności, b iorąc je d e n  z tró jkątów , ABC na przykład , 
/.a tró jk ą t odniesienia.

Rów nanie konicznej danej będzie w tedy kształtu

aX2 +  bY2 +  cZ'2 - f  2dYZ +  2eXZ -(- 2fXY =  0.

R ów nania boków  RC, CA, AB, są w zględnie

X =  0, Y =  0, 7 , - 0 ,  

a rów naniam i boków  BiC,, C1A1, A ,B, b ę d ą :

B A  : | / " x = a X  +  f Y - f  eZ =  0,

C,A, : i f Y =  fX  +  bY +  dZ =  0,

A,B, : l / ’'z = e X + d Y  +  c Z = 0 ,

Za pom ocą tych w zorów , sprawdzi się bezpośrednio  w łasności w ysłow ione.

§ III. —  RÓWNANIA STYCZNECZKOWE.

1° O k r e ś l e n ie  k r z y w y c h  b ie g u n o w y c h  ja k ie jk o l w ie k  p r o s t e j .

/i60. Oto ok reślen ie  k tóre dam y w zględem  krzyw ych b iegunow ych jak ie jko lw iek  prostej :
o Niech będzie krzyw a klassy n, i p rosta  D, stała w  swej płaszczyznie, przez jak iko lw iek  p u n k t I, 

)) prostej D. poprow adźm y do krzyw ej n  stycznych IT ,, IT2, . . .  IT«; potem  przez p u n k t I w ystaw m y 
» sobie p ro stą  IL, taką żeby było

stD IL  stDITJ

» obw ijająca prostej IL je s t b iegunow ą p m,eJ klassy albo (n —  p)mti  b iegunow ą prostej D.

S /  1 1
0 )

P \ s t  D1L s tD I T j / \s tD IL  stD IT ,



2 - / 1 1 \« Sum m a ~ rozciąga się do w szystkich iloczynów  z p  różnic / —— \ , n ad to , kąty
P \ s t  DIL stD IT  J

» DIT,- pow inny  być uw ażane jako dodatne lub  od jem ne, w ed ług  tego, jak  począw szy od prostej D,

4 5 6  RO ZD ZIA Ł I I .

» one są przebieżone w  pew nym  k ie ru n k u  lu b  w k ie ru n k u  przeciw nym .

Można dać zw iązkow i (I) inny kształt k tó ry  należy zauw ażyć. Ma się

1 1 dosD lL  d o s D IT i__wstDITi dosD IL — w slD JL dosDIT,

stD IL  stDITi w stD IL  w stD IT i w st DIL. w st DIT;
albo

_ 1 ________ 1 __w st(D IT r—  P IL )

stD IL  stD ITi wstDILT. w stDITi

Uwaga n™ (11) daje się zastosow ać do k ą tó w ; m a się tym  sposobem

"DIL - f L f f i  - f  T J D =  0,
zkąd

om — DIL =  om;
zkąd nakoniec

1 1 w st LIT, 1
( 1°)

stD IL  stDITi wstDITi w st DIL

1
Podstaw iając te w artości w związku (I) czynnik — zni kni e,  i pozostaje

w st DIL

... E w stL IT j w st IJT.) w st L IT ,
(U) — — - p — ----------- ^  =  0 .

^  w stD ITi w st Dl To w st DIT,,

albo zm ieniwszy znaki w szystk ich  czynników  :

( ii bis) y .i w st LIT, w st LIT.) w st LITi ' =  0.
w st T(ID w st T.2ID w st TpII)
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W  szczególności, b iegunow a l sz°i klassy albo p u n k t biegunow y prostej D, będzie określonym  przez 
zw iązek :

(HI) — ^ = ~ +  +

albo

stD lL  stD IT , st DIT.i stDITn

/TTT . . .  w stL lT j , w stL ITo . , w st LIT.,
(III bis) ----- -j-  ■—— -j-  • • •  i --------------- —  0.

w st T,I I) w st ToID w st T«1 U

I I "  S P Ó Ł R Z Ę D IN E  U, f.

h 61. W yznaczym y w układzie spó łrzędnych  u, y, rów nan ia  biegunow ych jakiejkolw iek prostej. 

Niecli będzie rów nanie krzywej nteJ klassy

0 ) f(u , i> ) = 0 ,  albo /'(«, v, w) —  0.

N iech l ędą v0, t>0, spółrzędne prostej danej D ; uiy vt spółrzędne stycznej poprow adzonej do krzy
wej przez jakikolw iek pun k t i prostej D; u, v , spółrzędne prostej IL poprow adzonej przez pun k i I.

Je ś li się założy (O będyc początkiem  spółrzędnych

(2) ; wsi I.I Ti w st O 1)

wsi Till) w stO i,

spółrzędne u h  V i , stycznej IT, będa ncl (122)

( 3 ) tu —
> -j-  1

M ożemy podstaw ić za te  w yrażenia następujące

U ;  y.M|i - | ~  11 
Wi =  /.wo - f -  w  ’

h '0 ~t~ v 
'  > - 4-  1 '

£i_ _  A<Ś»_—)—
Wi i> wu - j -  10

5 8
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z w arunk iem  zastąpienia W i , w0, w przez 1, na końcu rachunku .
P rosta IT, dotykająca krzyw ej, m usi m ieć

f ( - ,  l )  =  0,
\ W i W i )

a lho

f().uo +  u, Xy„ v, X w0 -)- w) =  O;

albo nakoniec rozw ijając

(4) \ nf(u o, y„, M'c) - |- / \ n_1(wo/’'Uo~\-v0f ^  4 -  wf ' • • • - v ' t-{uot'u - \ - vo!'v - \~wo f v> tt>) =  0.

W edług  w artości (2) na X ,  widzim y że spółczynnik ilości ln~P będzie p ierw szą s troną  zw iązku (II),

u™ (460), pom nożoną przez
wst OIL

więc

Równanie biegunowej pentej klassy a lbo  ( n — p)en,a biegunowa prostej (u0, v„, w0) otrzym a się rów
naj ac z zerem spółczynnik ilości X n~ P  w równaniu  (4).

462. 1° Itów ii i  zerem  spółczynnik ilości Xn—*, m a się

(5) nf 'u 0^~  Vt ’v»J r  wf 'w 0 —  0 5

jestto równanie punktu biegunowego prostej D(u0, v0, w„); ono odpowiada związkom  (III) albo (111 bis) 
nu m eru  (460).

Zobaczyć w przypadku obecnym  uw agę nru (423).

2° Rów nając z zerem  spółczynnik ilości Xn—2, nu  się

( 6 )  lC'f"uuua +  v~/"v0vu +  W'f " wuw0 +  <2uwf"t,uvti+  2uwf \ w 0 +  =  ° 5

iestto równanie biegunowej 2»ioi klassy prostej (u0, v0, w0).

I tak dalej.

3 n Rów nając z zerem spółczynnik  ilości X ,  m a się

(7 )  Uof'u 4 - Vuf'v 4 -  w’of  =  0

je s tto  równanie l sz°j biegunowej albo biegunowej (n —  l)«ntej klassy ; styczne iv punktach w których prosta 
przecina krzyw ą dotykają  t szł biegunową tej prostej n"1' (413).

4° Jeśli się w eźm ie iloczyn p ierw iastków  rów nan ia (4), ma się, m ając wzgląd na znaczenie (2) sto
sunku X :
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1 jest p u n k tem  spo tkan ia się dw óch prostych  L( u ,v ,w )  i D(w0, v0, iv0); T „  T2, . . . T n, sy styczne 
poprow adzone do krzyw ej przez p u n k t I; O je s t poczytkiem  spółrzędnych .

Ten zwiyzek (8) daje znaczenie geom etryczne w yrażenia f(u , v, w ), i może prow adzić do rozm ai
tych tw ierdzeń .

•163. K r z y w e  2 s iei k l a ssy .

Jeśli krzyw a je st 2f?tói klassy, n iech  będzie jej rów nan ie

( 1 ) f iu , v , w) —  Aw2-|~ 2 Bww —J— Ci>2 — 2 DMt0 -|~ 2 Euw -f- =  0 ;

rów nan ie  p u n k tu  biegunow ego prostej (m0, !;0, tv0) może się położyć pod jed n y m  lub  drugim  z kształ
tów  następujycych  :

(2) < W W ' v 0+ M’/V« > o = 0.’

(2 bis) «of ' u +  »o/'0 +  « / '« ,=  0 ;

Styczne w yprow adzone z punk tów , w  których p rosta  (m0, v0, w 0) przecina krzyw y (1), muszy przejść 
przez punk t (2), n "  [462, 3°]; w ypada ztyd że p u n k t biegunowy prostej nie je s t niczem  in n em  jak  tylko 
biegunem p ro ste j, słowo biegun będyc w zięte w  znaczeniu określonem  w  § I, nrze(429); co jednakże 
nie m a m iejsca jak  tylko w  przypadku krzyw ych 2 s,ei klassy.

Ul0 S pó ł r z ę d n e  t r z y l in ijn u  U, V, W .

464. Zobaczyć określenie b iegunow ych jak ie jko lw iek  prostej ne* (460).

Niech będzie danem  rów nanie styczneczkow e jak ie jko lw iek  krzyw ej, w spółrzędnych  trzy lin ijnych .

(i) Au, v, w) =  o.

Jeśli U0, Y0, W 0, sy spó łrzędne prostej stałej (D ); U,-, V,-, W „ spółrzędne stycznej T, poprow a
dzonej do krzywej przez jak iko lw iek  p u n k t I p rostej (D); U, V, W , spółrzędne jak iejkolw iek prostej 
przecliodzycej przez p u n k t I ;  o trzym a się n w (142)

17 __XU0 -j- Uu i ----------------- ?

(2) V. = )T° +  gdzie x =  wstlj Ti
p w stT-ID

W . =  - -Q  +  W ,

S półrzędne U;, V,, W, muszy spraw dzać rów nanie k rzyw ej; m a sie , podstaw iw szy w artości (2)



I

rozwinąwszy :

(3) W o)+ ).n- 1;( u / ,Do +  v / 'Vo+  W 'Wo)+  • • ■ •-K (U o/ ' d +  V0/-'v +  W 0/ ' w) -|-/'(U 3 V, w j = o .

W ed łu g  związku (II bis) n™ (460), w idzim y że :

Otrzymałoby się równanie biegunowej pentcj klassy albo (n —  p)entI! biegunową prostej (U0, V0, W 0), 
równając z zerem, spółczynnik ilości ),n—P w równaniu  (3).

W edług tego znajdzie się :

1° IS a róiunanie punktu biegunowego prostej i)(U0. V0, W 0)

w  u ^ + v r Vo+ w f w = o .

2° JSa równanie biegunowej 2siej klassy prostej D

(5) UV"oaD0+  Y T V(lVo+  w r w#wa+  2Uv r UuvQ2 U W r u#Wo2VW/"VoWo = ,  0.

1 tak dalej.

3° Na rów nan ie l szci b iegunow ej do której sy stycznem i proste dotykające krzywej w  punk tach  je j 
przecięcia z prosty D.

(6) Uo/'jj-f- \ 0/ 'y - j -  W 0/'w  =  0,

4° Ma się nakoniec zwiyzek godzien uw agi :

, w st LIT, w stL IT -2 ‘ w s tL IT n __ / ’(U, V, -W}'
' '  ■ — - / ( U o ,  V0, w „)■ 

w stU lT , w st DITo w stlJIT,, /V 0 0> 0>

■ U w a g a . Zwiyzek (6) nru (425) k tó ry  m uszy spraw dzać spółrzędne stycznych w  punk tach  zw rotu  i 
stycznych w ielokro tnych , w yraża że b iegunow a (5) 2sici klassy sprow adza się do dw óch punk tów . 
Tym  sposobem

Biegunowa 2sHi klassy jakiejko lw iek stycznej zwrotu albo jakiejkolw iek stycznej podwójnej sprowadza 
się do jakiegokolwiek układu dwóch punktów.

4 6 5 .  K r z y w e  2 s ici k l a s s y .

R ów nanie punktu  b iegunow ego jak iejkolw iek prostej (U0, V0, W0), w zględem  jakiejkolw iek k rzy
wej 2*ioi klassy

(1) nu,  v, w ) = o ,

może się napisać pod jednym  lub drugim  z dw óch  kształtów

(2) U f Dj+ V / - 'Vo+ W / ' SVo= 0 ,

/ | 6 0  ROZDZIAŁ I I .

(2 bis i I W f  V ' v +  w o / \ v  =  0-



B IE G U N O W E .

Przez jakikolw iek punkt I prostej 1) danej, poprowadźmy dwie styczne IA i  UJ do k rzyw e j; przez  
druki p u n kt I ', poprowadźmy również dwie styczne l 'A ' i l 'B '; proste łączące punkta przecięcia sio 
IA s I'A ', i  IB z I 'B '; albo IA z I'B ' i  IB z I'A ', przechodzą przez punkt, sta ły  P, który je s t punktem  
biegunowym prostej D.

W eźm y za tró jką t odn iesien ia , tró jk ą t utw orzony przez p rostą  D i styczne w  p u n k tach  gdzie ta 
p rosta spotyka krzyw ą; w yprow adzi się z rów nania ogólnego krzyw ych 2sioi klassy, że rów naniem  
krzywej zadość czyniącej tym  w arunkom  je st

466,. W y k r e ś l e n i e  p u n k t u  b i e g u n o w e g o  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j .

oznaczymy przez M, N, P , w ierzchołki U =  0, V = 0 ,  W  =  0, tró jkąta odniesienia. W edług  n™ (465), 
rów nan ie  p u n k ta  biegunow ego prostej MN gdzie (U =  0, V =  0) będzie W  =  0, albo  punk t 1'.

rów nania dw óch punk tów  I i I ', w ziętych na prostej MN.

Rozwiązując rów nania (1) i (2), potem  rów nan ia (1) i (3), otrzym am y na spółrzędne stycznych :

(1) UV =  W 2

Niech będą

C-O V =  >.U (3) V =  1,D,

I

G D

liów naniem  punk tu  przecięcia się dw óch prostych  IA i l'A ' będzie

U

1

V W

/ = 0  albo (G) U Vx v f r + V - W ( \ ^  +  vfir> =  0 ;

h
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rów nan ie  p unk tu  przecięcia się prostych  IB i I'B' otrzym a się zm ieniając znaki y/x i y'X,, znajduje 
się tym  sposobem

(5 ) ( H ) u  Vx v'ai 4- v + w(Vx +  VQ =  °-

Jeśli się odejm ie stronam i ró w n an ia  (4) i (5), otrzym a się ró w n an ie  jakiegokolw iek p u n k tu  leżącego 
na prostej HG; otóż znajduje się tym  sposobem

W  =  0 ;

prosta  HG przechodzi w ięc przez pun k t P.

Zm ieniając na — w  rów naniach  (4) i (5), o trzym a się rów nan ia  punk tów  II' i G '; prze
cięcia się w zględne IB z l'A  i IA z IB '; w idzim y jeszcze że prosta  H 'P ' przechodzi przez p u n k t P.

W ięc ......

467. W  krzyw ych 2Biei klassy, p u n k t biegunow y n cr (460) jak iejko lw iek  prostej zlewa się z b iegunem  

n u m e r (429) prostej.

U zasadnim y tę w łasność, jako  ćw iczenie, przez rachunek  w prost zastosow any do rów nan ia ogólnego. 

R ów naniem  w spó łrzędnych-punk t jakiejkolw iek krzyw ej d rugiego rzędu będąc

(1) t \ x ,  y, z) =  aa?2 by2 +  cz- - f  2dyz - f  2exz -f- 2fxy =  0

rów nan iem  i;tyczneczkowem tejże sam ej krzyw ej bodzie nor (427)

(2) F (u, v, to )=

a f e u

f b d V

e d c w

u V IV 0

—  0.

Niecli b ęd ą  u, v, w , spółrzędne jakiejkolw iek prostej D, je j rów nanie będzie

UgX —)- i>oy —)- w^z 0, 

a je j b iegun , w zględem  krzyw ej (1), będzie w yznaczonym  przez rów nan ia

(3 )

albo

f ,  f i  f i  
1 x0 __/ y0 __ / :0

Vn W o

(3 Ois)
\

-)- fy, -f- CS, — ).u0 ---  0,

fa?i -(- by, -)- dz, —  ).vu —  0,

\ ex , —|- b y , —J— cs, )v:Q —  0.

Oznaczając przez x „  y „  z„  spó łrzędne tego b ieguna, jego rów naniem  styczueczkow em  będzie

u x i  -}•- v y i  -- j- w zh =  0 ;



zkęd się w yprow adza w yrugow aw szy x u y l; z u  w tych czterech  rów naniach
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a f e

f b d Wo

e d c u\

u V w 0

R ów nanie (4) je s t  w ięc rów naniem  styczneczkow em  bieguna prostej D, względem  krzywej 
f ( x ,  y ,  z) =  0.

Szukajm y teraz rów nania p u n k tu  b iegunow ego p roste j i’0) w0) w zględem  krzyw ej (2).

Otóż m a się, co je s t ła tw em  do spraw dzenia

1 e u a e u a f u

jb d V - F '  =» 9  V f d V , 5 F' „ = - f b V

u c w e c w e (1 IV

a rów naniem  p u n k tu  b iegunow ego prostej (u0, v0, w„) je s t

u 4 ” 'v "4" W,»F' =  o

znajdu je się w idocznie rów nan ie  (4). W ię c .......

468. R ów nanie ogólne krzyw ych 2 s icJ‘ klassy sprzężonych w zględem  jakiegokolw iek tró jkęta stałego 
n u m e r (45fi).

W eźm y tró jk ę t stały  za tró jk ę t odniesien ia A B C ; rów nan iem  ogólnem  krzywych 2sicj klassy jest 

( t ) aU2 +  bV2 4 -  cW 2 4 - 2dYW  4 -  2eU W  4 -  2fUV =  0.

P u n k t b iegunow y jak ie jko lw iek  prostej (U„, V0, W 0) m a na rów nan ie

u o / 'u 4 -  V ' v+  WoTw =  ()-

P rosta BC(V0 ;=  0, W 0 =  0) m usi m ieć za punk t b iegunow y p u n k t A. to je s t że rów nanie

f 0=  0, albo  a U 4 -  fV 4 -  eW  =  0 

m usi p rzedstaw iać punk t A albo U = . 0 ;  ma się w ięc

f = 0 ,  e =  0.
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P ro sta  CA (W o =  0, Uo =  0) m usi m ieć na p u n k t b iegunow y p u n k t B, to  je s t że rów nanie

f \ =  0 , albo fU  - f  bV -j-  dW  =  0, 

m usi p rzedstaw iać p u n k t B albo Y =  0 ; m a się w ięc

f  == 0, d =  0.

W idzim y że te w arunki będąc spełn ione, p ro sta  AB m a k o n ieczn ie  p u n k t G za p u n k t biegunow y.

R ów naniem  ogólnem  krzywych 2eieJ klassy sprzężonych w /g lęd em  jakiegokolw iek tró jkąta stałego 
je s t, gdy się weźm ie ten tró jką t za tró jk ą t o 'n iesien ia :

(1) a l J 2 - t - b V 2 4 - c W * = 0 .

t o  rów nan ie zam yka w  sobie ty lko dw a param etry  dow olne.



PUNKTA I STYCZNE WIELOKROTNE

R O Z D Z I A Ł  III

I. —  PUNKTA WIELOKROTNE. (R ów nania w spółrzędnych-punkt.)

1° O k r e śl e n ie  p u n k t ó w  w ie l o k r o t n y c h . —  S t y c z n e .

469. Mówi się że jak iko lw iek  punkt P , leżący na jak iejko lw iek  krzyw ej rzędu  m  je s t punktem  
wielokrotnym  rzędu p, kiedy jakakolw iek  sieczna, przechodząca przez ten  punk t, tam  spotyka krzyw ą 
w p  p u n k tach  zlew ających się z punk tem  P ; przeto , ta  sieczna nie spo tyka krzyw ej w w ięcej jak 
(m  —  p) punk tach  odrębnych  od p unk tu  P .

P u n k t w ielokrotny rzędu  p  je s t zawsze przecięciem  się p  gałęzi rzeczyw istych albo uro jonych  
krzyw ej, każda z tych gałęzi posiada jakąkolw iek styczną w łaściw ie nazw aną w punkcie P, to jest 
p rostą  przechodzącą przez pun k t P i przez pun k t n ieskończenie sąsiedni, leżący na gałęzi uw nżnnej; 
ta styczna spotyka w tedy krzyw ą w  [p -j-  1) w p u n k ta ch  zlew ających się z punk tem  P.

Może się zdarzyć, że ta  styczna spotyka krzyw ą w  (/3 —(— 2) punk tach , albo w [p -}-3) pun k tach , etc.... 
zlew ających się z p unk tem  P ; m ów i się w tedy, że ta  slyczna m a z krzyw ą zetknięcie 2sicK°, 3cies° rzędu.

Przypuśćm y że się w eźm ie za początek spó łrzędnych  jakikolw iek punk t k rzyw ej; rów nanie tej 
krzywej przedstaw i się pod kształtem

(1) f ( x ,  y )  -- <fm(x, y)  -(- (x , » / ) - { - . . .+  +, (x , y) -f- ą,,(x, y )  —  0,

funkcye rfi[x, y)  s ą  jed n o ro d n e  w  x  i y ,  i stopnia i ; funkcya jest przynajm niej stopnia pierw szego.

Jeśli p  je s t wyższem  od i ,  początek spółrzędnych  będzie punk tem  w ielokrotnym  rzędu p \ i p stycz
nych do p  gałęzi krzyw ej, tak rzeczyw istych jak  uro jonych , przechodzących przez punki 0, będą 
dane rów nając z zerem  ogół w yrazów  stopnia najniższego, to jest przez rów nanie

(2) y )  =  0.

W  rzeczy sam ej, n iech będzie y  —  )x  rów nan ie jakiejkolw iek siecznej 'przechodzącej przez począ-
59



te k ;  o d c ię te  p u n k tó w  p rz ec ięc ia  s ię  tej p ro s te j z k rzy w ą  b ę d ą  d a n e  przez ró w n a n ie
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(3 )  Xm<fm(i ,  X) -J— Xm * tfm-t ( 1 ,  X) —( - ...........- j -  X>>Ą'l'̂ p + i ( l ,  X) —|-  X‘l’tpi>( 1 , X) —  0 .

Otóż p ie rw sza  s tro n a  teg o  ró w n a n ia  je s t  p o d z ie ln ą  przez x r , ja k ie tn k o lw ie k  by łoby  X, to  je s t  że o n a  
p rzy jm ie  p  razy  p ie rw ia s te k  ai =  0 i ty lko  p  ra zy ; w ięc  jak ak o lw iek  s ieczn a , p rzech o d ząca  p rzez  
po czą tek  O, sp o ty k a  k rzy w ą  w  p  p u n k ta c h  z lanych  z p u n k te m  O, a te m  sam em  n ie  sp o ty k a  ją  

w  w ięce j ja k  ( m — p )  p u n k ta c h  o d rę b n y c h  od  p u n k tu  O ; p u n k t  O je s t  w ięc  punktem w ielokrotnym  

rzędu  p .

A by o trzy m ać  styczne  do  p  g a łęz i k rzy w e j, k tó re  p rz e c h o d z ą  przez p u n k t O, d o ść  w yrazić  że p ro s ta

(4) y  =  \x

sp o ty k a  k rzyw ą w  ( p - j - 1 )  p u n k ta c h  z b ieg a jący ch  się z p u n k te m  O ; co  w y m ag a , w e d łu g  ró w n a n ia  (3), 
żeby  było

(;>) o ,,( l,) ,)= 0 ;

ró w n a n ie  s to p n ia  p  w  X, i k tó reg o  p ie rw ia s tk i  b ę d ą  ap ó łczy n n ik am i k ą to w y m i p  s ty c z n y c h , w ła śc i
w ie  n azw an y ch  do  k rzy w ej w  p u n k c ie  O.

Jeśli s ię  zastąp i X przez -  w  ró w n a n iu  (5), i gdy  się  p o m n o ży  p o tem  przez  x v , o trzy m a  się ró w 

n a n ie

(6 ) ?l,(x , y )  =  0 ;

«•
je s tto  rów nanie m iędzy spó łrzędnem i jakiegokolw iek punktu którejkolw iek ze styczn ych , albo r ó w n a n i e  p 
stycznych  w punkcie w ielokrotnym  rzędu  p .

R ó w n an ie  (5) m oże p rzy p u śc ić  w a rto śc i n ie sk o ń c z o n e  na  X; sty czn e  o d p o w ie d n ie  ty m  w arto śc io m  
n ie sk o ń czo n y m  z n a jd u ją  się  k o n ieczn ie  w ró w n a n iu  (6 ).

Uwaga. Je ś li k rzyw a p rzech o d z i p rzez  p o czą tek  sp ó łrz ę d n y c h , sp ó łczy n n ik  k ą to w y  sty czn y ch  w  tym

p u n k c ie  o trz y m u je  s ię  w y zn acza jąc  g ra n ic ę  s to su n k u  k ied y  x  zdąża do  zera .

W  rzeczy  s a m e j, sp ó łczy n n ik  k ą to w y  s ieczn e j, p rzech o d ząc  p rzez  p u n k t O i p rzez  p u n k t są s ied n i

0

/ p

(x , y ) ,  m a  n a  w a rto ść  w ię c .......



11° D y sk u ssy a  PUNKTÓW WIELOKROTNYCH.

470 . N iech b ęd ą  x 0, y 0, sp ó łrz ę d n e  ja k ieg o k o lw iek  p u n k tu  k rzyw ej

/'(*> y ) —

je ś l i  się w eźm ie  te n  p u n k t za p o czą tek  sp ó łrz ę d n y c h , ró w n a n ie  krzyw ej o trzy m a  k sz ta łt

f (x  -{- x 0, y  -)- y«) =  0  5

a lb o  rozw inąw szy  :

(i) f[xo, y0)+ (xf'x0+yf'y0'>+Ŷ ^ V o + ixyfmxa9~^wW + ir o

Jeś li s ię  zauw aży  że f (x u, //u) —  0 , i jeśli s ię  założy
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w t{x , y ) = x f ' Xo~ \-y f ';/u,

(2)
1. 2.  n [x ,y )  —  x Y XtiXo+  2* y f"Xoyo-\- y-f"yuyu>

1.2 .5?ł(x, y )= * 8r w to +  3® V'"W o +  Zxy T ' Xuyuyu4 - y 3f"'y0y0y0i

ró w n a n ie  krzyw ej o trz y m a  te n  k sz ta łt o s ta teczn y  :

(3) ?i(#> y) +  y )  +  <ęs(x, y )  - j - ...... — u

ifp( x ,  y ) b ę d ą c  fu n k c y ą  je d n o ro d n ą  s to p n ia  p .

471 . P u n k ta  pojedyncze.

Jeśli równanie  (3) zam yka w  sobie w y ra zy  pierw szego stopnia, to je s t  je ś l i  x0, y0, nie znoszą razem  

pochodnych  f  , f  ,  początek albo punkt (x0) y0) je s t  punktem  po jedyn czym  k rzyw ej.

W  rzeczy sam e j, je ś li  szu k am y  p rz e c ię c ia  się  k rzy w ej z ja k ą k o lw ie k  p ro s tą

(4) y  —  lx ,  

p rz e c h o d z ą c ą  p rzez  począ tek , m a  się ró w n an ie

(5) x y i(  1, ).) ~-j” *̂"9 2 (11  “f- .......Xmtfm(  ̂, )>) —  0.

O tóż to ró w n an ie  przypuszcza  je d e n  ty lk o  p ie rw ia s te k  ze ro , pók i )> p o zo sta je  d o w o ln e m ; w ięc 
jak a k o lw iek  p ro s ta , p rzech o d ząca  przez p u n k t O, sp o ty k a  k rzy w ą  w  je d n y m  p u n k c ie ; p u n k t O je s t 

p u n k te m  p o jed y n cz y m .
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Je ś li się  w eźm ie  za X w arto ść  je d y n ą , X0, znoszącą  fuukoyą <pj(l, >.), p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (6 ) 

s ta n ie  się p o d z ie ln ą  przez x~. p rze to  p ro s ta

U —  %*X

sp o tk a  k rzyw ą w dw ó ch  p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się z p u n k te m  0 ; ta  p ro s ta  będzie  s ty czn ą  do  k rzyw ej 
w  p u n k c ie  O. Nie zn a jd u je  się  tam  ty lko  je d n a  s tyczna , p on iew aż  y t ( l ,  X) je s t ls°  s to p n ia  w zg lędem  X; 

ró w n a n ie  te j stycznej będzie

y) —  0, albo według równości (2)

(7) y f'y 0 =  °> z warunkiem f{x 0, y 0)  =  0 .

Uwaga. Może się zdarzyć że wartość X0 na X znosi jednocześnie 9-2(1 , X); pierwsza strona równa
nia (6) będzie wtedy podzielną przez x 3; prosta y  —  Xoa ? = 0  spotyka krzywą w trzech punktach 
zawartych w punkcie 0 ; ona m a z k rzyw ą  zetkniecie 2s° r z ę d u ;  punkt O je s t  punktem przeg ięc ia .

Je ś lib y  w a r to ś ć  ) 0 znosiła  <^(1, X), <j>.2(1, X), o3( l ,  X), p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (6 ) b y łab y  w ted y  
p o d z ie ln ą  przez  x 4, i p ro s ta  y — Xoa. =  0 sp o tk a łab y  k rzy w ą  w  cz te rech  p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się 
z p u n k te m  O ; p u n k t  O jest zaw sze p u n k te m  p o jed y n cz y m , lecz  s ty czn a  m a w tedy  z k rzyw ą z e tk n ię 

c ie  3 cieK ° rz ę d u . I ta k  d a le j.

Jeś li s tyczna  m a  ze tk n ięc ie  rzęd u  w yższego  ja k  p ie rw sz y , je s t ona w te d y , jak  zobaczym y to p o n iże j, 
styczną wielokrotną.

h l ‘l .  Punkta podwójne.

Jeśli równanie ( 3 )  nie zawiera w  sobie w yrazów  ls °  stopn ia , to je s t  j e ś l i  s ię  nut

(8 ) f lx o> tju) —— 0 , /  ^ = ^ 0, /  ^ = 0 ,

punkt (x0, y„) j e s t  punkiem podw ójnytn  k rzy w e j.

R ó w n an iem  k rzy w ej je s t  w te d y

1 li) “I-  w i* ’ u) + .......+ < p m(x'> y ) — ®>

a g d y  szukam y  p rzec ięc ia  się te j k rzyw ej z jak ąk o lw iek  p ro s tą

y  =  \ x ,

p rz e c h o d z ą c ą  przez p o czą tek , m a  się  ró w n a n ie

(9) X2<f2(l, X) -f- X3(pa(l, X )-f-.......X ) = 0 .

Otóż to  ró w n a n ie  p rzy p u szcza  d w a  p ie rw ia s tk i ró w n e  z e r u ,  ja k ie m k o lw ie k  b y łoby  X; w ięc  w szelka  

p ro s ta  p rz e c h o d z ą c a  przez  po czą tek  sp o ty k a  w n im  k rzyw ą w d w ó c h  p u n k ta c h  zb iega jących  s ię , i n ie



sp o ty k a  lej krzyw ej ja k  ty lko  w  ( o t — 2 ) p u n k ta c h  o d rę b n y c h  od  O ; punkt O je s t  punktem  po d 

w ójnym .

Jeś li się w eźm ie  n a  X je d n ą  z d w ó ch  w arto śc i X1( znoszących  fu n k cy ą  d ru g ie g o  s to p n ia  9 .2(1 , X), 

p ie rw sza  s t ro n a  ró w n a n ia  (9) je s t  p o d z ie ln ą  przez  u;3', d w ie  p ro s te

y  —— ‘̂l^ i y  —■ *̂2%)

sp o ty k a ją  w ięc  krzyw y w  trzech  p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się  z p u n k te m  U ; są  to s ty czn e  do lej k rzy w ej 

w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  O.

Nie zn a jd u je  się ta m  ty lko  te  dw ie  s ty czn e , p o n iew aż  fu n k cy ą  <p-2( 1, X) je s t  d ru g ieg o  s to p n ia ;  r ó w 
n a n ie m  s ty czn y ch  w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  (x 0, y u) b ęd z ie

<fz(x, y ) =  0 ,

a lb o , w e d łu g  ró w n o śc i (2 ) :

0) ^  V « +  '2xVf"xau +  y~l"y o;/o=  0 •

Z e tk n ięc ie  ja k ie jk o lw ie k  z tych  sty czn y ch , y  —  \ x  —  U na  p rzy k ład , b ęd z ie  d ru g ie g o , trze
ciego , e tc . . .  rz ę d u , jeże li X, zn ie s ie  y3( 1 , X); <p3( l ,  X) i 5/4( 1 ,  X )e tc ...; w  ty m  p rz y p a d k i/, s ty czn a  s ta je  

się w ie lo k ro tn ą .

Dyskussya punktów podwójnych.
N a tu ra  p u n k tu  p o d w ó jn eg o  zależy  od  n a tu ry  p ie rw ia s tk ó w  ró w n a n ia  ( 1 0 ).

l«y  P rzypadek  : D w a p ie rw ias tk i ró w n a n ia  (10) są rzeczy w is te , m a  s ię  p u n k t p o d w ó jn y  zw yczajny .
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K rzyw a p rzed s taw ia  d w ie  g a łęz ie , k tó re  się  p rz e c in a ją  w p u n k c ie  u w ażan y m  i tw o rzą  w ęze ł.

2k* Przypadek : D w a p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  ( 1 0 )  są  u ro jo n e ;  m a  się  p u n k t  o d o so b n io n y .

D w ie styczne  są  u ro jo n e ; p u n k t n ie  na leży  do  żad n e j ga łęz i rzeczyw istej k rz y w e j; je s t  on  p rzec ię 
c iem  się  d w ó ch  gałęzi u ro jo n y c h .

3 ci P r z y p a d e k  : D wa p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  (1 0 )  są  ró w n e ; m a  się  ja k ik o lw ie k  p u n k t zw ro tu .

D w ie s ty czn e  z lew a ją  się  w  je d n ą  k tó r a  się  nazyw a s ty czn ą  z w ro tu , i je s t  o g ó ln ie  s ty c z n ą  p o jedynczą . 

W  tem  o s ta tn ie m  za ło żen iu  m oże się  n a p o tk a ć  w ie le  p rz y p a d k ó w  :

1° Z w ro t le" ro d z a ju ; d w ie  gałęz ie  k rzyw ej są  po  o b u  s tro n a c h  s ty czn e j; je s tto  p rzy p ad ek  o g ó ln y ,

s ty czn a  zw ro tu  m a w te d y  z k rzy w ą  z e tk n ięc ie  1 rz ę d u ; je s t to  ja k a k o lw ie k  styczna p o jed y n cz a .



2 ° Z w ro t 2k° ro d z a ju ; d w ie  ga łęz ie  sę  z te jż e  sam ej s tro n y  stycznej.
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3° P u n k t  zw ro tu  o d o so b n io n y ; p u n k t  je s t  o d o so b n io n y m , a p rzec ież  dw ie  styczne  sę  rzeczyw iste  

i z lew ajęce  się  z sobę.

4° D w ie gałęz ie  k rzyw ej s ty k a jęce  s ię ;  d a je  się je szcze  ta k ie m u  p u n k to w i nazw isko  p u n k tu  z w ro tu .

y

P rzy p ad k i 2°, 3°, 4°, sę  p rzy p ad k am i szczegó lnym i p u n k tu  z w ro tu ; styczna  zw ro tu  m a w ted y  
z k rz y w ę  ze tk n ięc ie  p rzy n a jm n ie j d ru g ie g o  rz ę d u ;  je s t to  s ty czn a  w ie lo k ro tn a .

D ow odzen ie  tyc li w łasn o śc i b ę d z ie  d a n e m  p o n iże j.

473. P u n k t a  p o t r ó j n e .

G dy rów nanie (3) nie zam yka w sobie w yra zó w  1 8 ° i  2 8 ° stopnia, to je s t  g d y  się ma

( 1 1 ) f(Xo, y o) =  0 ; f x =  0 , f 'y =  0 , r x^ =  0 , f"x^ =  0 , f"  0 ;

punkt (x0, y 0) j e s t  punktem, po tró jn ym  k rzyw e j.

R ó w n an ie  krzyw ej sp ro w ad za  się w te d y  do

fi[x i y) 4- y ) 4~.....~ t ~ y) —  o-

Z obaczym y , jak  p o p rzed n io , że ja k a k o lw ie k  p ro s ta

y  =  \ x

sp o ty k a  zaw sze k rzy w ę  w  trzech  p u n k ta c h  z lanych  z p u n k te m  O ; p u n k t O je s t p u n k te m  p o tró jn y m . 

J e d n a k ż e , je ś li  się  w eźm ie  n a  X je d n ę  z trzech  w a r to ś c i X,, X2, X3, znoszących  fu n k cy ę  3g° s to p n ia  

X), ró w n a n ie

(12) £ 3t>3(1> 5.) - ) - x 4(f.4( l ,  X) - ( - .......- f - , X) =  0,

p rz y p u śc i cz te ry  p ie rw ia s tk i z e ro ; a  te m  sa m e m , trzy  p ro s te

y  —  \ x ,  y  =  y  =  X3x ,

sp o ty k a ję  k rzyw ę w cz te rech  p u n k ta c h  z lanych  z p u n k te m  O ; te trzy  p ro s te  b ę d ę  trzy  styczne  w ła śc i

w ie  nazw an e  w  O ; ró w n a n ie m  ich  będzie
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N a tu ra  p u n k tu  p o tró jn e g o  zależy od  n a tu ry  p ie rw ia s tk ó w  ró w n a n ia  (13).

1“ T rzy  p ie rw ias tk i są  rz eczy w is te ; m a się p u n k t p o tró jn y  zw yczajny , k rzy w a  p rzed s taw ia  trzy
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a l b o  w e d ł u g  r ó w n o ś c i  ( 2 ) :

gałęz ie  rzeczy w is te  k tó re  się p rz e c in a ją  w  p u n k c ie  u w ażan y m .

2° Jed y n y  p ie rw ia s te k  jest rzeczy w is ty ; m a  się  je d n ą  ga łęź  rz eczy w is tą , i p u n k t  O je s t  p u n k te m  

o d o so b n io n y m  na tej ga łęz i. W sze lk a  p ro s ta , p rz e c h o d z ą c a  przez  p u n k t O, n ie  sp o ty k a  k rzy w ej jak  

ty lko  w  ( m —  3) in n y ch  p u n k ta c h .

2° D w a p ie rw ia s tk i ró w n e ; k rzyw a p rzed s taw ia  w ted y  z w ro t o d p o w ied n i do  d w ó ch  sty czn y ch  z le 

w ający ch  się z sobą , i gałęź p o jed y n cz ą  p rzech o d zącą  przez te n  p u n k t z w ro tu . Może się zdarzyć  że 
p u n k t zw ro tu  je s t o d o so b n io n y m , a lb o  że je s t  u tw o rz o n y  przez d w ie  gałęz ie  d o ty k a jące  się.

3° T rzy  p ie rw ia s tk i są  ró w n e ; m a  się  trzy  g a łęz ie  k rzyw ych  stycznych  do  te jże  sam ej p ro s te j. Może

się  zdarzyć  że się m a  zw ro t o d o so b n io n y , k rzyw a p rzed s taw ia  w ted y  ty lko  je d n o  gałęź  rzeczyw is tą .

474. W idz im y , z leg o  co p o p rzed za , ja k im  sp o so b em  m o żn a  ro zp o zn ać  i w yznaczyć p u n k t w ie lo 
k ro tn y  jak ieg o k o lw iek  rzęd u .

Z ró w n a n ia  (1) w yciąga  się z ła tw o śc ią  w n io sk i n a s tę p u ją c e  :

Aby p u n k t  (x0, //o) b y ł :

p u n k te m  p ro s ty m  jak ie jk o lw iek  k rzyw ej, p o trzeb a  le °  w a ru n k u ; f ( x 0, //„) =  ();

p u n k te m  p o d w ó jn y m .................................  1  2  w a ru n k ó w ; f(x 0, tj0) =  0 , f T^ = 0 ,  f ' y —  0 ;

# p u n k te m  p o tró jn y m ............................. 1  —(— 2  —|— 3 w a ru n k ó w ; zw iązków  ( 1 1 ) ;

p u n k tem  w ie lo k ro tn y m  rzędu  / > . . . !  -f- 2 -J- 3 -}—. . . -(- p  =  1 * w a ru n k ó w .
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« T ak  w ięc  : aby  p u n k t by \ punktem  po jedynczym  ja k ie jk o lw ie k  k rz y w e j, d o sy ć  je s t  d a ć  je d e n  w a ru n e k , 
» (o je s t  je d e n  zw iązek  m iędzy  sp ó łczy n n ik am i ró w n an ia  k rzy w e j.

475 . B ędziem y w  ty m  ro zd z ia le  b a d a ć  szczegółow iej n a c h y le n ia  k rzy w ej o ko ło  ja k ie g o k o lw ie k  
p u n k tu  w ie lo k ro tn e g o . Id e a  p ie rw sz a  m e to d y  ro z trz ą sa n ia  k tó rą  p rzed s taw im y  należy się S tu rm ow i;  
o n a  by ła  ro z w in ię tą  p rzez  p . B rio t’a , i z n a jd u je  się  w  p ie rw szy ch  w y d an iach  je ą o  a n a lity czn e j. Z a s to 
su je m y  tę  m e to d ę  do  b a d a n ia  p u n k tó w  p o je d y n c z y c h  i p u n k tó w  p o d w ó jn y c h , zm odyfikow aw szy  
lek k o  je j  k sz ta łt ;  w y p ro w ad z im y  ztąd  w ie le  w n io sk ó w , w zg lęd em  z e tk n ięc ia  stycznej w  p rz y p a d k u  
p u n k tu  z w ro tu ; te  w n io sk i, ch o c iaż  b a rd zo  w a ż n e , n ie  by ły  jeszcze  d o tą d  w sk azan e  w  ż ad n y m  tra k ta 

c ie  A n a lity czn e j.

W eźm y  za p o czą tek  p u n k t u w ażan y , ró w n a n ie  k rzy w ej p rzed s taw i się p o d  k sz ta łte m  :

« A by p u n k t  b y ł punkiem  w ielokro tn ym  rzędu  p  ja k ie jk o lw ie k  k rzyw ej, d o sy ć  jest d a ć  ^  ^

» w a ru n k ó w , to je s t zw iązków  m iędzy  sp ó łczy n n ik am i ró w n an ia  k rzyw ej.

M ożna w ięc  po w ied z ieć  że :

111° B a d a n i e  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  o k o ł o  k t ó r e g o k o l w ie k  z  j e j  p u n k t ó w .

(1) ? i { x ,  y ) +  Vvfc, y )  +  ?s(.r, ?/) - f - .......o,n(x, y )  =  0 ;

S zu k a jm y  p rzec ięć  k rzy w ej z p ro s tą

(2) ?/ =  ł:r>

p rzech o d zącą  przez  p o czą tek  O.

4 7 6 .  l s i y P u z y p a d e k  : R ó w n a n ie  ( 1 )  zaw ie ra  w yrazy  1 s to p n ia .

W y b ie rz m y  za oś o d c ię ty c h , na p rzy k ład , p ro s tą  p rzed s taw io n ą  przez ró w n a n ie

y

ró w n a n ie  k rzyw ej p rzed s taw i się w te d y  pod  k sz ta łtem

(3) y  +  ?/) +  ?3(z-, y )  + ...... =  0.
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Z a s t ą p m y  w  t e in  r ó w n a n i u  y  p r z e z  tx,  w y p a d n i e  p o d z i e l i w s z y  p r z e z  x

4 7 3

X

f [ t )  =  t  - j -  ,  t)  - ) -  t )  - J - .........—  ( i ;(*)

zk ąd  się w y c iąg a , b io rą c  p o c h o d n y  w zg lęd em  t i u w aża jąc  x  za ilo ść  s t a ły :

X'

(5)

L ite ra  t  p rzed s taw ia  sp ó łczy n n ik  ky tow v p ro s te j y — tx  —  0  w zg lęd em  osi o d c ię ty c h . O znaczm y 
przez 0 w arto ść  d o d a tn y  na  t  b a rd zo  blizky z e ra ; w a rto śc io m  — © i —) - 0  n a  t o d p o w ia d a ją  p o ło 

żen ia  OC i OB p ro s te j (2), ką ty  GOA i AOB sy bard zo  m ałe.

P rzy p u śćm y  te raz  że n a  x  d a je  się  w a r to ś ć  dość  m ały  aby  w ie lo m ian y  X i X ' m ia ły , d la  tej 
w a rto śc i i d la  w szelk iej w arto śc i m n ie jsze j, ten że  sam  znak  j a k  zn ak  ich  p ie rw szy ch  w yrazów . P rzy 
p u ść m y  n a d to , co je s t  zaw sze m o żeb n e m , że ta  w a rto ść  n a  x  je s t  d o sy ć  m a łą  aby  w a rto ść  bez
w zg lęd n a  w ie lo m ian u  X by ła  m n ie jsza  ja k  w a rto ś ć  bezw zg lęd n a  0 n a  t\  i ab y  w a rto ść  b ezw zg lędna  
n a  X ' b y ła  m nie jszy  od je d n o ś c i.

O znaczm y przez t n a jm n ie jszy  z w a rto śc i na  x  zad o ść  czyn iycej w szy stk im  ty m  w a ru n k o m , i n ie c h  

b ęd z ie  O A < " s ,  O A '^ s .  Z ostaw iw szy  x  s ta łe m  i n iższem  lub  co n a jw ięce j ró w n e m  c, b ęd z iem y  

szu k ać  p u n k tó w  k rzyw ej zn a jd u jy cy ch  się na  p ro s ty c h  AB i A 'B '.

Jeże li t  z m ie n ia  się  od  — oo  d o — 0, w ie lo m ia n  f ( t) a lb o  (4) n ie  zm ie n ia  z n a k u , ja k ą k o lw ie k  
b y łab y  w a rto ść  d o d a tn a  lu b  o d je m n a  na x ,  b y leb y  o n a  pozosta ła  z a w a rtą  m iędzy -(- £ i —  £; jeże li t 
zm ien ia  się  od  -j- 9 do  - j-  o o ,  w ie lo m ia n  f( t)  n ie z m ie n ia  znaku  i n ie  m oże się zn o sić , b y leb y  w a rto ść  

n a  x  po zo sta ła  zaw sze z a w a rtą  m iędzy  c i  —  z. W ię c  k rzyw a n ie  m oże m ieć  p u n k tó w  rzeczyw istych  

ty lk o  w  k ą ta c h  BOC i B 'O C '; a  tem  sa m e m , d la  w a rto śc i w yznaczonej n a  x ,  n ie  m ożna  m ieć  p u n k 

tó w  ty lko  n a  o d c in k a c h  o d p o w ie d n ic h  BC i B 'G '.

Otóż je że li t  zm ie n ia  się  od  — 0 do -)-0 , x  m a jąc  w a rto ś ć  s ta łą  z aw artą  m iędzy  g ra n ic a m i —  c i - | - t ,  
p o c h o d n a  f ' ( t ) a lb o  (5) je s t  zaw sze  d o d a tn ą ;  w ięc  fu n k c y a  f ( t )  a lb o  (4) m oże ty lk o  raz w  p rzedzia le  

o d  —  0 do  -f- 0 b y ć  ró w n ą  z e ru .

N iech b ęd z ie , og ó ln ie , t)  p ie rw szy  z w y razó w  ró w n a n ia  (4), to  je s t

—  t  £tp2( l ,  t)  - f - ....... -f- XP- I 9P(1 , < ) - j - . . .  =  0 ,

k tó ry  się  nie znosi d la  /  =  0 , i n iech  b ędz ie  0 ) <  0 na  p rz y k ła d ,

1° N iech b ędz ie  x  d o d a tn e m ; d la  : t  =  —  9, m a  się  / ( —  0) <  0 ,

w ię c  f(t) znosi się  raz  i raz ty lk o  m iędzy  0 i - ( - 0 ;  k rzyw a m a p u n k t M, i je d y n y  m ięd zy  A i B.

: t —  0 ,  m a  się / ( 0 ) <  0 ,

60



2° N iech b ęd z ie  x  o d je m n e m ; d la  : t  —  —  0 ,  m a się f ( —  0 ) < O ,

( 4 -> gdy  {p —  1 ) je s t  n iep a rzy s te m , fig. ( 2 ) ,  
: t  =  0 , m a się!

( — . gdy  i f  —  ! )  je s t p a rzy s tem , fig. (1 ),

:< =  - ( - 0 , m a się /(-)— 0 ) >  0 :

U1U ROZDZIAŁ I I I .

w ięc  f ( t )  znosi się  raz  ty lk o , b ęd ź  to  m ięd zy  0 i 0 , b ędź  to m iędzy  0 i —  0 ; k rzy w a  m a p u n k t M 1 

i je d y n y  a lb o  m iędzy  A' i B ', a lb o  m iędzy  A ' i G'.

N ie należy  zap o m in ać  że w a rto śc io m  n a  t  z aw arty m  m iędzy  0 i 0 o d p o w ia d a ją  p ro m ie n ie  w o 

d zące  leżęce  w  kęc ie  AOB a lb o  w  je g o  w ie rzch o łk iem  p rzec iw leg ły m  A 'O B '; i, że w a rto śc io m  n a  t 
z aw arty m  m iędzy  0 i — 0, o d p o w ia d a ją  p ro m ie n ie  w o d zące  leżące  w  k ęc ie  AOG a lbo  w  je g o  
w ie rzch o łk iem  p rzec iw leg ły m  A 'O C '.

W n io sk i p o zosta ję  też sa m e , g d y  ęp( l ,  t) j e s t  d o d a tn y  d la  t  =  0 , lecz  k rzy w a  je s t  po łożony  
o d w ro tn ie  w z g lę d e m  osi Ox.

T e n a s tę p s tw a  m a ję  m ie js c e , ja k k o lw ie k  m a te m  b y ło b y  x ;  w ięc  zm n ie jsza jąc  x  w  sp o só b  c iąg ły  
aż do  zera , o trz y m a  się  k ażd ę  razą jed en  p u n k t z je d n e j i z d ru g ie j s tro n y  O y ; te n  szereg  p u n k tó w

u tw o rz y  je d n ę  gałęź  k rz y w e j, k tó ra  d o tk n ie  się  p ro s te j Ox w  0. G dy ( p —  1) je s t  n iep a rzy s tem , to  

p o ło żen ie  k rzyw ej b ęd z ie  zu p e łn ie  z te jże  sam ej s tro n y  stycznej AA' fig. (2 ) ; gd y  (p —  1) je s t  p a 
rz y s te m , g a łęź  k rzy w ej p rz e tn ie  styczny. A A ' fig. (1 ).

O tóż, p rz y p u śc ić  że  $>2( 1, t ), ?3( 1 , t) znoszę się d la  ć =  0 ; je s t to  p rzy jęć  że ró w n a n ie
k rzyw ej j e s t  k sz ta łtu

y 4 -  y H x > y) 4 -  yĄi{x > y) 4 ~  ••• 4 "  y h - »(x* y ) 4 "  %>(#> y) 4 "  • ••=

to  je s t  że s ty czn a  y  =  0 , sp o ty k a  k rzy w ę  w  p  p u n k ta c h  zb iega jęcych  się z p u n k te m  O ; a lbo  in n e m i 
s ło w y , że s ty czn a  m a  z k rz y w ę  z e tk n ięc ie  (p  —  l)emego rzęd u .

W ięc, p rzez ja k ik o lw iek  punkt p o je d y n c z y , przechodzi jakako lw iek  ga łęź k rzyw e j i  tylko je d n a  ;  k rzyw a  

pozostaje z tejże sam ej strony styczn ej w  blizkości punktu zetknięcia, g d y  r z e d  ze tkn ięcia  styczn e j je s t 
n iep a rzystym , k rzy iva  przecina j e j  s tyczną , g d y  rzed  zetknięcia te j styczn ej je s t  p a rzy s ty m .



477. 2?' Przypadek : Równanie (1) nie zam yka w yrazów  U° stopnia , i  zaw iera  w y ra zy  drugiego stopnia. 

R ó w n an ie  krzyw ej je s t  k sz ta łtu

( 6 ) y )  -f- y3 (x i y) -f" ?*(x > y )~ ( - .• •= =  o .

p o czą tek  je s t  w tedy  punktem podw ójn ym .

D yskussya tego  p u n k tu  zaw iera  trzy  za ło żen ia  n a s tę p u ją c e  :

1° D w ie p ro s te  s.2(x , y)  =  0 są  u ro jo n e ;
2° D w ie p ro s te  ^ { x , y ) =  0 są  rzeczy w is te  i o d rę b n e ;
3° D w ie p ro s te  y.2(x , y )  =  0 są zb iega jące  się.

1° P ie r w s z e  za ło żen ie  : D wie proste ^ [x , y )  —  0 są urojone.

Je ś li za łożym y jeszcze

y  ■= tx ,
ró w n a n ie  (6 ) da, podzie liw szy  p rzez  x q- :

f( t)  =  <3*2(1 , if)- j-  , t) - \-  ®*(1 , t ) .......=  0 .

Ja k ie m k o lw ie k  b y ło b y  t, p ie rw szy  w yraz  3)2(1 , t) n ie  zn o si s ię , m ożem y  go p rz y p u śc ić  d o d a tn y m ; 
m o żn a  n a d to  p rz y p u śc ić  że x  je s t  d o ść  m a łem  ab y  w a rto ść  b ezw zg lęd n a  su m m y  w szystk ich  w yrazów  

n a s tę p u ją c y c h  b y ła  m n ie jszą  o d  n a jm n ie jsze j z w a rto śc i n a  y.2( l ,  t) , w a rto ść  ró żn a  od  zera , sk o ń czo n a  

i d o d a tn a . W ię c , d la  w arto śc i n a  x  d o s ta teczn ie  m ałe j f(t) p o zo stan ie  zaw sze d o d a tn ą , a  te m  sa m e m , 
n ie  s tan ie  się n ig d y  zerem .

N ie m a  p u n k tó w  rzeczy w istych  k rzyw ej w  b lizkośc i p u n k tu  O ; p u n k t O je s t  punktem  odosobnionym .

478. 11° Dru g ie  za ło żen ie  : D w ie proste  <f-i(x, y ) —  0  są  rzeczyw iste  i odrębne.

N iech  b ę d ą  t h d w a  p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  (j>2( l ,  <) =  (); z a s tę p u ją c  y  p rzez  tx  i d z ie ląc  p rzez  x 2 
ró w n a n ie  ( 6 ) d a :

I 1, |,, <| »1011* MJ - i I i->i ■ l>i u-.-vl t/ •
X
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(7) / ( t )  —  (t —  t i )  [ t  —  t-i) - | -  x y 3( l ,  t)  - | -  a 2"-P4(l, t ) - j -  . . . . . 0 ,

z tąd  się  w y ciąg n ie , b io rą c  p o c h o d n e  w zg lęd em  t ,  x  zo staw iw szy  s ta łem  :

(8 ) / '( O  —  2 ; —  (et -(-  f2) - j - a y 3( l ,  t) Ą - x \ \ ( l ,  t)

_  X "

(9) f"(f) —  2  ~ r  x t  0  0  "4" ...........

O znaczyw szy przez  0 w a rto ść  b a rd z o  m a łą  i d o d a tn ą  na  t \  p rzy p u śćm y  w arto śc i t t i f2 d o d a tn e , 

t t  <  i n ie c h  b ęd ą  OA i OB p o ło żen ia  sieczne j y  =  t x  d la  w a rto śc i t l i 12 na t .

P rz y p u śc im y  te ra z  że b y ła  d an ą  n a  x  w a rto ść  d o ść  m a ła  ab y  w ie lo m ian y  X ,  X ' ,  X "  m iały , d la  tej 

w a r to ś c i i d la  w sze lk ie j w a r to ś c i m n ie jsze j, tenże  sam  znak  jak  znak  ich  p ie rw szy ch  w y razó w . P rz y -
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p o ść m y  n ad to , co  je s t  zaw sze m o ż e b n e m , że ta  w a rto ść  na  x b y ła  dość  m ały , ab y  w arto ść  b ezw zg lędna  
w ie lo m ia n ó w  X, X ', X", b y ła  w zg lęd n ie  m n ie jszy  ja k  w a rto ść  b ezw zg lęd n a  w y razó w  je  po p rzed za jący ch

w  fu n k c y a c h  f { t ) ,  f ' ( t ) ,  f " [ t ) ,  k iedy  się  ro b i w  ty c h  w y razach  t =  t t ± Q  a lb o  t  =  t 2 ± Q ,  0  b ę d jc  w a r
to śc ią  b a rd z o  m ały  lecz w yznaczony .

O znaczm y p rzez  e n a jm n ie jszy  z w a rto śc i n a  x  zatiość czyn iące j w szystk im  ty m  w a ru n k o m ; i n iech  
b ęd z ie  OP =  O P 1 =  t. Z ostaw iw szy  x  s ta łe m , n iższem  a lb o  n a jw ięce j ró w n e m  t ,  w  w a rto śc i bez
w zg lęd n e j, b ęd z im y  szu k ać  p u n k tó w  krzyw ej zn a jd u jący ch  się  n a  p ro s ty c h  PA  i P 'A '.

Jeże li t  zm ien ia  się  od  —  o o  do  ( t t —  0), w ie lo m ian  f [ t )  a lb o  (6 ) n ie  zm ien ia  z n a k u , by leby  w a rto ść  

d o d a tn a  a lb o  o d je m n a  na  x  p o zo sta ła  z aw arty  m iędzy  — £ i - ) - e ;  je ż e li t  zm ien ia  się  od (Ć2 + - 0 ) 

d o - ) - 3 o ,  w ie lo m ian  f ( t )  alb o  (6 ) n ie  zm ien ia  zn ak u  i n ie  m oże się zn o s ić , ja k ie m ik o lw ie k  b y łyby  
w a rto śc i d o d a tn e  lu b  o d je m n e  n a  x ,  b y leb y  ic h  w a rto ść  b ezw zg lęd n a  n ie  p rzew yższa ła  e. W ięc  
k rzy w a  n ie  m oże  m ieć  p u n k tó w  rzeczy w is ty ch  ja k  w k y tach  aO b!, i a 'O b 'i ;  p rz y p u ść m y  że

a a ',  a ^ ' j j  b b ', b ^ ) ' , ;  

sy p o ło żen iam i siecznej y  =  tx  o d p o w ied n iem i w zg lęd n ie  w a rto śc io m

t  =  --- 0 , ti -)- 0 , t<i ---  0 , to -(- 0 .

O tóż je ż e li t  zm ien ia  się od  (/, —  0) d o  (Aj-f-O), fu n k cy ą  f " ( t )  a lb o  (9) p o zo sta je  d o d a tn y ; p o c h o d n a  
f ' ( t )  albo  ( 8)  zm ien ia  znak  i znosi się raz ty lk o , w a rto ść  na  x  b ęd y c  zaw sze z a w a rty  m ięd zy  —  e e;  

w  rzeczy sam e j,

d la  t  =  t t —  0 , ' f ' ( t)  m a  zn ak  w y rażen ia  f— 2 0 -{ -(ćo — t) ] ,  ilo ść  o d je m n a , 

d la  t  —  fa - (— 0 , f ( t )  m a znak  w y rażen ia  [2 0 - j - ( f 2 —  0 1 » ilo ść  d o d a tn a .

F u n k cy ą  f ( t )  a lb o  (7) n ie  m oże w ięc , w  p rzedz ia le  od ( t t —  0) d o  (t2 +  0) <l'a w a rto śc i w yzna

czonej na  x  zn o sić  się  dw a razy .

P rzy p u śćm y  że ,( 1 , t )  n ie  znosi się k ied y  w  n iej się  czyni /  =  t , ,  a lb o  t  =  t oj i n iech  b ęd z ie , na 
p rzy k ład  y3(1 , t , )  >  O, ?3( l ,  t.2) >



1° Jeś li się p rzy p u śc i x  d o d a tn e m , i zaw artem  m iędzy  0 i -f- e;
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[ t = t t  —  Q, 

d la  ' t  =  t u

m a się f 'h  —  0)  >  o,

m a  się

t  —  t\ —|— 0 , m a  się f { ty - | -  0)  ■< 0 ;

t  =  t  ̂ —  e , m a się f i k  -  0 ) <  o.

t  =  h , m a  się

t  —  U - [ - 0 , m a  się / l *  +  e ) < o .

W ięc  fu n k cy a  f[t) znosi się raz i raz  ty lko  m iędzy  (tt —  0) i (tt -)-  0 ) ;  p o te m  raz  i raz ty lk o , m iędzy  

(<2 — 0) i (h  ■+ 0 ); k rzy w a  m a w ięc  je d e n  p u n k t M leżący  m iędzy  a  i a , ,  i d ru g i N leżący  m iędzy  
b i b , ;  po łożen ie  w zg lęd n e  na  M i N w zg lęd em  A i B zależy od  zn ak ó w  fu n k cy j <ps ( l ,  t t), <f>3( l , # s); 
ty m  sp o so b e m , w ed łu g  za ło żeń  z ro b io n y ch , M zn a jd u je  się na  o d c in k u  A a; N zaś n a  o d c in k u  Bb.

2° N iech  będzie  x  o d je m n e m  i z aw artem m ięd zy 0 i —  e ;

t  =  u  — 0 , m a  się f[U  —  0 ) >  o,

d la  ■\ t  =  t l , m a się

\ t  —  tl - f -  0 , m a  się f ( t\ - j-  0) <  0  ;

CD11ęi
'KaII m a  się —  o,

1  ̂ ---  2̂ ? m a  się —

\ t --- t<2 —j— 0 , m a się f ( t2 -)- 0) >  0 .

K rzyw a m a d w a  p u n k ta  i d w a  ty lk o  leżące  n a  p ro s te j P 'B ';  i w ed łu g  założeń  z ro b io n y ch , je d e n  M ', 
z n a jd u je  s ię  n a  o d c in k u  A 'a ';  d ru g i, N ', z n a jd u je  się n a  o d c in k u  B 'b ', .

M a się w ięc clwie ga łęzie  rzeczyw iste , i  dw ie ty lko , przecinające się w  O i  idące z je d n e j i z dru g ie j 
strony tego p u n k tu ; te dw ie g a łęz ie  d o tyka ją  się w zg lęd n ie  prostych  AA' i  B B '. G ałęź będzie  z tejże  

sam ej strony j e j  styczn ej albo przetnie j e j  styczną , w edług tego ja k  zetknięcie ze styczną będzie rzędu  nie
parzystego  albo parzystego . Punkt O je s t  punktem podw ójn ym  zw ycza jn ym .

D ruga część  te g o  p o d a n ia  u za sad n i się ja k  w  n Me (476).

479. III" T rz e c ie  z a ło ż e n ie  : D wie proste  <p2(a;, y) —  0 są zbiegające się .

W eźm y  tę  p ro s tą  za o ś  o d c ię ty c h , ró w n a n ie  k rzyw ej będzie  k sz ta łtu

(1 0 ) y-i 9i(,x, y )- \~ i[x  , y) - \ - .......—  0 .

R oz trzą san ie  to  je s t  tru d n ie jsz e m  od  p o p rz e d n ic h , lecz tak że  na jw ażn ie jszem . J e s tto  p rzy p ad ek  p u n k tu  
z w ro tu .

B adajm y  p rz ec ięc ia  się k rzyw ej z ja k ą k o lw ie k  p ro s tą  p rz e c h o d z ą c ą  przez  p o czą tek

( 1 1 ) y  —  tx .

Z astąp m y  w  ró w n a n iu  (10) y  p rzez  tx ,  w y p a d n ie , podz ie liw szy  p rzez  x 1 :

_ X

(12) M  =  P  -f- ^'^(l. t) -|- x \ A( l ,  / ) - ) - ..... — o ;
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zkąd  się w yciąga , b io rąc  p o c h o d n e  w zg lęd em  t ,  x  b ę d ą c  u w ażan ą  ja k o  s ta ła  :

X

f'(ł) —  2 t  —(- a?«p'3( l , 0  +

X"

(13)

(14)
O znaczm y p rzez  0 w a rto ść  d o d a tn ą  b a rd zo  m a łą  n a  t \  n ie c h  b ę d ą  OC i OB p o ło żen ia  sieczne j 

y  —  tx  o d p o w ie d n ie  w a rto śc io m  —  0 i —(- 0, na  ł ;  k ą ty  COA i AOB są b a rd zo  m a łe .

P rzy p u śćm y  te raz  że by ła  d an a  d la  x  w a rto ść  d o ść  m a ła  ab y  w ie lo m ian y  X , X ', X" m ia ły  d la  te j w a r-  

to śc i i d la  w szelkiej w a rto śc i m n ie jsze j, te n ż e  sam  zn ak  ja k  znak  ich  p ie rw szy ch  w y razó w . P rzy p u śc im y

ja k  w a rto ść  b ezw zg lęd n a  w yrazów  je  p o p rzed za jący ch  w  fu n k c y a c h  f[ t) , f ' ( t) } f"(t) k ie d y  s ię  uczy n i 
w  ty ch  w y razach  t  =  0, 0 b ę d ą c  w a rto śc ią  n a  t b a rd z o  m a łą  lecz  w y zn aczo n ą . O znaczm y przez  e n a j

m nie jszą  z w a rto śc i na x  zadość  czyn iące j w szystk im  ty m  w a ru n k o m , i n iech  b ęd z ie  OA = O A ' <  t . 

Z ostaw iw szy  x  s ta łą , n iższą a lbo  n a jw ięce j ró w n ą  e, b ęd z iem y  szu k ać  p u n k tó w  krzyw ej zn a jd u jący ch  

się na p ro s ty c h  AB i A 'B '.

Jeże lli t  zm ie n ia  się od  — o o  d o — 0, i o d  - f - 0  do  do  +  o o ,  w ie lo m ia n  f(t) n ie  zm ien ia  zn ak u  
i nie m oże znosić  s ię , b y leb y  w arto śc i d o d a tn e  lu b  o d je m n e  n a  x  po zo sta ły  z a w a rte  m iędzy  — t i —f- e ; 
w ięc  k rzyw a n ie  m oże m ieć  p u n k tó w  rzeczy w is ty ch  ja k  w  k ą ta c h  BOC i B 'O C '; a  te m  sa m e m , d la  

w a rto śc i w yznaczonej n a  x  n ie  m o żn a  m ie ć  p u n k tó w  ja k  n a  o d c in k ac h  BG i B 'C'.

Otóż jeże li t  zm ien ia  się od  —  0 do -f- 0, p o c h o d n a  f"(t) a lb o  (14) pozostaje  zaw sze d o d a tn ą ;  
f '[ t)  a lbo  (13) n ie  m oże w ięc  znosić  się  ja k  ty lko  ra z ; i to  co rzeczy w iśc ie  m a  m ie jsce , gdyż o n a  je s t  

o d je m n ą  d la  t =  —  0, i d o d a tn ą  d la  z' =  0.

W y n ik a  z tąd  ze fu n k cy ą  f( t)  a lbo  (12) n ie  m oże znosić  się ty lko  d w a razy w  p rzed z ia le  od  — 0 d o - ) -  0-

A by w y k o n ać  zu p e łn ie  to  ro z trz ą sa n ie  b ęd z ie m y  m ie li w ie le  p rz y p a d k ó w  d o  ro z e b ra n ia .

1° 93(1 > 0  ^  0 d la  t  =  0 , n ie c h  b ę d z ie  n a  p rzy k ład  ?3(1, 0) <  0.

Jeże li x  je s t  d o d a tn e m  i z a w a rte m  m iędzy  0 i * :

c B

B’ C

n a d to  że ta  w a rto ść  je s t d o ść  m a łą  aby  w a r to ś ć  b e z w z g lę d n a  w ie lo m ian ó w  X , X ', X" b y ła  m n ie jszą

i t  —  —  0, m a  się f {—  0) >  0 ,  

d la  \ t  =  0 , m a  się  /( 0 ) <  0 , 

\ < = - | - 0 , m a  się ( - f 0) > ° 5

krzyw a m a  je d e n  p u n k t M m ięd zy  A i C, i d ru g i p u n k t N m iędzy  A i B.
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N iech będzie  x  o d je m n e m  i z aw a rte m  m ięd zy  O i —  £ :

W ie lo m ia n  X , w  fu n k cy i f[t) a lbo  (12), je s t  zaw sze teg o ż  sam eg o  zn ak u  ja k  je g o  p ierw szy  w yraz 
xtp3( l ,  t ) } k tó ry  je s t  tu  d o d a tn y m ; w yraz  l szy je s t  ró w n ie  d o d a tn y ; w ięc  jak k o lw iek  m ałem i b y łyby  
x  i t ,  fu n k c y a  f ( t)  je s t  su m m ą  d w ó ch  ilości s ta le  d o d a tn y c h ; p rze to  ona  n ie  m oże  się zn o sić ; k rzy w a  
n ie  p o s iad a  w ięc  żad n eg o  p u n k tu  n a  o d c in k u  B'C'.

N astęp s tw a  p o p rz e d n ie  m a jąc  m ie jsce , ja k k o lw ie k  m a łe m  b y łoby  x ,  w y n ik a  z tąd  że jeże li się 

zm niejsza x  w  sposób  c iąg ły , o trzym a się d w ie  ga łęz ie  rzeczy w is te  k rzyw ej, leżące  je d n a  w  k ąc ie  AOC, 

d ru g a  w  k ąc ie  AOB; o n e  d o tk n ą  o b ie  p ro s tą  OA w  0  i n ie  p rz e d łu ż ą  się  p o  za p u n k t O.

P rzy p u śc iliśm y  ze fu n k cy a  ą3( l ,  t)  n ie  zn o siłab y  się  d la  £ = 0 , to  je s t  że p ro s ta  n ie  sp o ty k a łab y  
k rzyw ej ( 1 0 ) ty lko  w  dw ó ch  p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się z p o c z ą tk ie m , a lb o  że s ty czn a  y  —  0  m ia łab y , 
z k rzy w ą  ze tk n ięc ie  le° rzęd u . W ięc

J eże li styczna zw rotu  ma z krzyw ą zetknięcie pierwszego rzęd u , ma się dwie g a łęz ie  k rzyw ej lezące 
z obu stron stycznej i  za trzym ujące się w  punkcie podw ójn ym ; ma się z io ro t p ierw szego  rodza ju .

k rzy w a  m a w ięc  p u n k t M n a  AC i p u n k t N n a  A B ; o n a  n ie  m oże  w reszc ie  p o siad ać  ja k  d w a  p u n k ta  
n a  o d c in k u  BC.

J e ś l i  x  je s t  o d je m n e m  i z aw artem  m iędzy  0 i —  £ :

2 ° <p3( l ,  t)  —  0  d la  t =  0  i ?4( 1 , t)  <  o u ia  t  =  0 . 

J e ż e li  x  je s t  d o d a tn e m  i z a w a rte m  m iędzy  0 i —(— c:

d la  : t —  —  9, m a  się  /'(—  0) >  0, 

: t  =  0 , m a  się /'(0 ) <  0 ,

: t  =  0, m a się  9) >  0  ;

d la  : t =  —  0 , m a  się  f (—  0 ) >  0 , 

: t  =  0 , m a  się  f(0 )  <  0 ,

: t  =  - j-  0 , m a  się  / ( +  0 ) >  0 ;

C B

k rzy w a  m a  w ięc  p u n k t N ' na  A 'C ', i p u n k t  M' na  A 'B '; o n a  n ie  m oże  w reszc ie  posiad ać  ja k  d w a 
p u n k ta  na o d c in k u  B 'C '.
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Z m n ie jsza jąc  x  aż do  zera , w y p ad a  z tęd  że :

K rzy w a  przedstaw ia  dw ie gałęzie dotykające się w  punkcie podw ójn ym , które leżą  z je d n e j i  z d ru 
g ie j stron y styczn ej, i  p rzed łu ża ją  się  z  obu stron punktu  podw ójnego.
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3° ?3(1 , 0  =  0 d la  t =  0 , i ?4(-l, t)  >  0 , d la  t  =  0.

W  p rzy p ad k u  o b ecn y m , p o d s ta w ie n ia  p o p rz e d n ie  n ie  rozłęczaję  p ie rw ia s tk ó w ; je s t  w ą tp liw o ść . 

W ie lo m ia n  /'(t)  a lbo  (12) jes t w te d v
Y

/'(O =  t 2 —(— (B —J— —)— D E2) tx  -f- x \ \ ( \ , =  Ó ;

m o żn a  p rży p u śc ić  x  d o sy ć  m a łe m  ab y  Y b y ło  teg o ż  sam ego  zn ak u  ja k  je g o  p ie rw szy  w yraz , lo  je s t  
s ta le  d o d a tn ie m ; lecz k ied y  w y b raw szy  w a rto ść  d la  x ,  zm ien ia  się  t  o d  0 do  — 0 , ogó ł d w ó ch  
p ie rw szy ch  w y razó w  m oże zm ien iać  zn ak , gdyż d ru g i w yraz  n ie  je s t z e rem  ja k  ty lk o  d la  0=  0 ; n ie  
w id z im y  w ięc  czy w ie lo m ian  f { t )  zm ien ia  a lb o  n ie , znak .

N ie p o d o b ie ń s tw o  ro z łączen ia  p ie rw ia s tk ó w  je s t /  p o w o d u  że d w a p u n k ta  k rzyw ej m o g ę  b y ć  p o łożone  
s ta le  na o d c in k u  A B , n a  p rz y k ła d , ja k k o lw ie k  m a łem i b y ły b y  ilość OA a lb o  * i k ę t  A O B ; a lb o  co 
n a  je d n o  w y c h o d z i, że n ie  m o żn a  p rze p ro w a d z ić  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j przez p u n k t 'O  i m iędzy  
d w ie m a  g a łęz iam i k rzy w ej.

D la zn ies ien ia  tej tru d n o śc i za łóżm y

(15) t —  t'x , zk ęd  y  =  t'x 2 (15 bis),

i n iech  b ę d ę
i?3(l 1 t)  —  B t - 1-  Cfi - j-  \) ts,

?<(! > 0  =  A 1 - | -  B j/ -J- Cjt-  -)- D i/ 3 -(- E ^ 1,

?5( 1 , t) =  A . , +  B ,t  -4 - C.,t2 -f-  D.,ć:i 4  E , / 1 4  F .,<5

przez  założenie  9 1( 1, t)  je s t  d o d a tn ę  d la  t  =  0 , to  je s t że A t je s t  d o d a tn e m .

F u n k c y a  f( t')  a lb o  (12) s ta n ie  się  w ted y , po  p o d z ie le n iu  przez x 2 :

?(/*) =  t'~ —[- B /f 4  A 1 —[- x*(Ao “j” B ^ 1 4 "  C ć2) 4  *̂*2( • • •) ■—  0 ;
a lb o

X

(16) <jf(t‘) —  t'24 -  B/' 4 - A , 4  £t|>3( l , t')  - j-  t') 4 " .......=  o

zkęd  się  w ycięga , b io ręc  p o c h o d n e  w zg lędem  t ' :

X '

(17) =  2/' 4 - B 4" ^4 3( 1 , O  -f" O  4 - ........

X"
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P rzy p u śćm y  jeszcze  że 0 je s t  w a rto śc ią  b a rd z o  m ały  n a  t', i że t je s t  w a rto śc ią  n a  x  d o ść  m ały  
aby  w ie lo m ian y  X , X ', X" m ia ły  znak i ich  p ie rw szy ch  w yrazów , i ab y  ich  w a rto ść  bezw zg lęd n a  by ła  

m niejszy  od  w a rto śc i b ezw zg lędne j w y razó w  je  pop rzed za jy cy ch  w  fu n k cy ach  <?(f), ?'(*')> ?XO> k ied y  
się  w  n ich  uczyni t' —  +  0 .

J e ś li B 2 — A, <  0 , ilo ść  (^ '2 —|-  B^' - ( -A ,)  pozosta je  d o d a tn y  i sk o ńczony  ja k k o lw ie k  m a łe m i by łyby  
x  i t \  fu n k cy a  ?(t') n ie  m oże w ięc  znosić  s ię ;  p u n k t  O j e s t  punkiem zw rotu  odosobnionym.

Je ś li  B2 —  A, >  0, m a  się  w te d y  t'2 -f- B ;' 4 -  A , =  (<* —  ti)( t'  —• t .2) ; d w ie  ilo śc i t { i t.2 sy tegoż 
sam eg o  zn a k u , p o n iew aż  A , > 0  : p rzy p u śćm y  \|/3(1 , t') ró żn y  od  zera  k iedy  się  w  niej uczyni 
t' —  ti a lb o  t' =  t.2, n ie c h  b ęd z ie , na  p rzy k ład , ^ ( 1 , t ,)  >  0 , <ji3( l ,  t.2) >  0 ; \ t x <  t-2.

N iech b ęd z ie  x  d o d a tn e m  i z aw a rte m  m iędzy  0 i —(— e ;

t  =  #, —  e, m a  się -  0 ) >  0 ,

< —  t u m a się " K

t1 =  t x 4 - o, m a  się f(/«  +  0 ) <  o ;

c  =  t2 —  0 , m a się ? (h —  0 ) <  0 .

t' — t.2, m a się + ;

t1 =  t t  4 - o, m a  się - 9 (ti 4 -  0) >  0 .

Ma się w ięc  d w a p u n k ta . M i N k rzyw ej n a  ró w n o le g łe j AB do  Oy  i d w a  ty lk o ; rz ęd n e  tych  

p u n k tó w  b ęd y  d an e  przez  zw iyzek

(15 bis) y  —  t'x 1.

Je ś li p rzy p u śc im y  t { d o d a tn e m , b ędz ie  ró w n ież  ilo ść  t2 d o d a tn y ;  w a rto śc i na  t ' , k tó ry m  o d p o - 
w iad a jy  te  p u n k ta , różn iy  się  n ie sk o ń czen ie  m a ło  od  t , i 12, w a rto śc i n a  y  b ę d y  d o d a tn e  i bardzo  

m a łe ; d w a p u n k ta  M i N b ęd y  po n ad  o sia  o d c ię ty ch .

IV y  , B

N ’
i

N

>1 V M

K  O iV 3C

Je ś li się p rzy p u śc i x  o d je m n e m  i z a w a rte m  m iędzy  0 i e, zna jdz ie  się  p o d o b n ie ż  d w a  p u n k ta  
M 1 i N' leżyce na  ró w n o leg łe j A 'B ' i o d p o w ie d n ie  w a rto śc io m  n a  t' ró żn iący m  się  n ie sk o ń czen ie  
m ało  od t t i f2 ; w idzim y  przez zw iyzek  (15 bis), że rz ę d n e  tych  p u n k tó w  b ę d y  jeszcze  d o d a tn e ;  d w a 
p u n k ta  M' i N' będy  po  n ad  osiy  o d c ię ty c h .

Z m nie jsza jąc  te raz  x  aż do  z e ra ;  m a się zw iązek  (15) :

(1 5 )  t  =  t ' x ;

w a rto śc i n a  t' pozosta jyc  sk o ń czo n e  i zaw sze ca łk o w ite  n a  t \  i f>, jeże li x  dyży d o  z e ra , w arto śc i 

o d p o w ie d n ie  n a  t' d ążą  ró w n ie  d o  ze ra , to  je s t  że sieczn e  OM i ON, a te m  sam em  p u n k ta  M i N 
d ążą  z lać  się  z osią  o d c ię ty c h , je że li x  s tan ie  się  ze rem .

6 1



K rzy w a  przedstaw ia  w ięc d w ie  ga łęz ie  dotykające się w  punkcie podw ójnym  i  leżące z te jże  sam ej stro n y  

s tyczn e j Ox.

Je ś li (B2 —  A () =  0 ; m a  się w ted y  t'2 -)- Bć' - | -  A, =  (t' — ć0)2; p rzy p u śćm y  4*3( 1 , t ') ro ż n e m  od 

ze ra  g d y  się  uczyni t' =  t0, i n ie c h  b ęd z ie  J/3( l ,  t0) <  0 .

Je ś li x  je s t  d o d a tn e m  i z a w a rłe m  m iędzy  0 i -f- e :

d la  t1 =  t0 —  0 , m a  się ?(l0 —  0 ) >  0 , 

t' —  t0, m a  się  <?(t0) <  0,

t! —— t̂  —I-  0, m a  się !r>(̂ o ~|— 0 ) ^

/ |8 2  ROZDZIAŁ I I I .

y B

W

AO
'•

SC

M a się  w ięc  d w a p u n k ta  krzyw ej M i N leżące  n a  AB, i po  n a d  o s ią  O.z?, je ś li t0 je s t  d o d a tn e m .

Jeże li x  je s t  o d je m n e m , p ie rw szy  w yraz  j i a  X  je s t  zaw sze  d o d a tn y m , b ęd z ie  p o d o b n ież  z w ie lo 
m ian em  X ; p ie rw sze  w yrazy  <j>(t') tw o rzy  k w a d ra t  d o d a tn y , w ięc  fu n k cy ą  <p(f') a lb o  (16) p o zo s ta je  
zaw sze d o d a tn y  gd y  t' zm ien ia  się  od (ta — 0) do  (^o +  O), a  te m  sam em  n ie  m o że  się znosić .

Jeś li zdąża  x  d o  zera , p ro s te  OM i ON przyb liży  się n ie o g ra n ic z e n ie  do  Oa?.

K rzyw a n ie  m a  p u n k tó w  rzeczyw is tych  po  lew e j s tro n ie  osi rz ęd n y ch .

K rzyw a  przedstaw ia  w ięc dw ie gałęzie  położone z tejże sam ej strony p ro s te j O x , dotykające się tej 

p roste j w  punkcie O , i  za trzym u jące  się  na tym  pu n kcie ; ma się zw ro t 28‘e8° rodza ju .

Je ś lib y  ^ 3(1 » O  zn o siła  się  d la  t' —  t0, m o żn ab y  by ło  rozłyczyć p u n k ta  k rzyw ej je że lib y  się  m ia ło  
*0) <  0 ;  w  p rzy p ad k u  w  k tó ry m  fu n k cy ą  t|i4( l ,  t0) b y łab y  d o d a tn y  p rzec iy g n ę ło b y  się  ro z trząsan ie  

k ła d y c

t' =  t0 -(- t 'x ;
i lak  dale j.

W  te j o sta tn ie j części ro z trz ą sa n ia  (3°) p rz y p u ś c iliśm y  że <p3( l ,  t)  zn o s iłab y  się d la  t —  0 , to  je s t  

że p ro s ta  y  =  0 sp o ty k a łab y  k rzyw y w  trz e c h  p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się z p o c z ą tk ie m , a lb o  że 
s ty czn a  y  =  0 m ia łab y  z k rzyw ą ze tk n ię c ie  d ru g ie g o  rzęd u .

480. Z ak o ń czen ie .

Z analizy  ro z w in ię te j w  n u m e ra c h  (477), (4 7 8 ), (479) w y c iąg n ie m y  w n io sk i n a s tę p u ją c e  w zg lędne  

do  p u n k tó w  p o d w ó jn y c h .

1° Dwie styczne w  punkcie podw ójnym  są urojone; m a się  punkt podw ójn y odosobniony.

11° D w ie s tyczn e  w punkcie podw ó jn ym  są rzeczyw iste  i  odrębn e; ma się  punkt p o dw ó jn y  zw y c za jn y , 
to je s t  d w ie  ga łęz ie  rzeczyw iste  k rzyw e j które się przecin ają  w  tym  punkcie i  p rzed łu ża ją  się z  obu jeg o  

stro n ; może się zdarzyć  że te styczne będą m ia ły  z  ich g a łę z ia m i w zg lędn em i zetkn ięcie  rzędu  w yższego  
nad p ie rw szy .

III0 D wie styczne w  punkcie podw ójnym  zbiegają  s i ę ; punkt nosi nazwisko ogólne punktu zw rotu .



1° Jeśli styczna  zw rotu  ma z k rzyw ą  zetknięcie le° rzędu ty lko , ma się dw ie  gałęzie  kończące się  
w  punkcie O i lezące z  obu stron s ty c zn e j; jes tto  zw ro t ls °  ro d za ju ; je s tto  je d y n y  kszta łt k tó ry  się p r z e d 
staw ia  w  tym  przypadku .
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2° Jeśli styczna zw rotu  m a z k rzyw ą  zetkniecie drugiego rzędu , krzyw a  może przedstaw iać  szczególności 
n astępu iące:

(I) P unkt zw rotu  2 k;''R° rodzaju;

(II) D w ie ga łęzie  dotykające się , bądź to z je d n e j i  z d ru g ie j stron y s tyc zn e j, bądź to z tejże sam ej strony  
styczn e j ;

(III) Punkt zw rotu  odosobniony.

(TOO
o ^

481. Uw a g a  I.

A naliza  ro zw in ię ta  w  n u m e ra c h  (476), (477), (478), (479) d a je  się  zas to so w aćf sło w o  w s ło w o , d o  
p rzy p ad k u  w  k tó ry m  ró w n a n ie  k rzy w ej p rzed s taw ia  się p o d  k sz ta łtem

O) 9v[x > y) Ą -9 i'+ i{xi +  2(^1 y ) - \ - .....+  ?m(x , y ) = 0;

to  ró w n a n ie  d a je , z a s tę p u ją c  y  p rzez  tx  i dz ie ląc  przez * 2 :

(2) ?/j(i> 0  “l-  x ?p+1(1 > 0  x S p + i{x i y ) - \ - ......=  0.

M ożem y zaraz w y s ło w ić  w n iosk i n a s tę p u ją c e  :

1° R ó w n an ie  <pP( l ,  t) =  0 n ie  m a p ie rw ia s tk ó w  rzeczy w is ty ch ; p u n k t O a lb o  p o czą tek  je s t p u n k te m  
w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  p  i o d o so b n io n y m ; przez te n  p u n k t n ie  p rzech o d z i ż a d n a  gałęź rzeczyw ista  
k rzyw ej; on je s t  p rzec ięc iem  się  p  gałęz i u ro jo n y c h .

II0 R ó w n an ie  <pp( l ,  t) =  0  p rzypuszcza  je d e n  p ie rw ia s te k  rzeczy w is ty ; p u n k t  O je s t  p u n k te m  w ie lo 
k ro tn y m  rz ę d u  p  p rzez  k tó ry  p rzech o d z i je d n a  ga łęź  rzeczy w is ta  k rzyw ej, p rzed łu ża jąca  się z je d n e j 
i z d ru g ie j s tro n y  p u n k tu ; p u n k t O m oże b y ć  uw ażan y  ja k o  złożony  z p u n k tu  p o jedynczego  i 
z p u n k tu  w ie lo k ro tn e g o  o d o so b n io n eg o  rz ę d u  (p  —  1 ).

IIP  R ó w n an ie  <p|(( l ,  <) =  0 p rzypuszcza  d w a  p ie rw ia s tk i rzeczy w is te  n ie ró w n e ; p u n k t  O je s t  

p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rzęd u  p  p rzez  k tó ry  p rzech o d zą  d w ie  ga łęz ie  rzeczyw iste  k rzy w ej, p rz e d łu 
żające  się  z je d n e j i z d ru g ie j s tro n y  p u n k tu :  e tc .

IV 0 R ó w n an ie  <p,,(l, t) =  0 p rzypuszcza  d w a  p ie rw ia s tk i ró w n e ; p u n k t O je s t  p u n k te m  w ie lo 

k ro tn y m  rzędu/y , p rzed s taw ia jący m  zw ro t, a lb o  ro zm a ito śc i z w ro tu , i p u n k t  o d so b n io n y  rzęd u  ( p — 2 \
I tak  dalej.
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Jeże li ga łęź  je d y n a  k rzyw ej z a trzy m u je  się  w  ja k im k o lw ie k  p u n k c ie , tak i p u n k t nosi nazw isk o  

punktu  zatrzym ania.

6 82 . U w a g a  I I .

o

Je ż e li dw ie  gałęz ie  rzeczyw iste , p rzec in a ją  się p o d  k ą tem  ró żn y m  o d  ze ra , n ie  p rzed łu ża jąc  się po 
za ich  p u n k t  p rzec ięc ia  s ię , o n e  tw o rz ą  punkt kątow y.

W y n ik a  z roz trząsan ia  n u m e ru  p o p rzed n ieg o  że :

K rzy w a  a lgebraiczna nie może mieć ani punktu za trzym an ia , an i punktu kątowego.

M ożna jeszcze  d o w ie ść  w  sposób  n a s tę p u ją c y  p o d a n ie  k tó re śm y  p o p rz e d n io  w ysłow ili :

Je ś li so b ie  się  w y staw i ja k ą k o lw ie k  s ty czn ą  to czą cą  się p o  ja k ie jk o lw ie k  k rzyw ej, w id z im y  że ru c h  
stycznej b ędz ie  c iąg ły  n a w e t gd y  o n a  b ędz ie  m ia ła  p rze jść  przez  p u n k t p o d w ó jn y , a lb o  przez p u n k t 
z w ro tu , a lb o  przez p u n k t ja k ik o lw ie k  w ie lo k ro tn y ; a tem  sa m e m , k ą t jak i czyni ta  s ty czn a  z p ro s tą  
s ta lą  p łaszczyzny , będzie  się z m ie n ia ł w  sposób  ciągły .

Na p rz y k ła d , w  p rz y p a d k u  p u n k tu  p o d w ó jn eg o  D, s ty czn a  będzie  s ię  m o g ła  toczyć  po  lu k u  ADC, 

p o lem  po  łu k u  CDB; w p rzy p ad k u  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  z w ro tu  R , s ty czn a  tocząc  się po  łu k u  AR 
w eźm ie  p o ło żen ie  R T , p o te m  w y ru szy  z teg o  po ło żen ia  aby  się toczyć  po  łu k u  R B .

JA

c C —
\ b

T o n ie  b ęd z ie  m ia ło  m iejsca  je ś li  k rzyw a p rzed s taw ia  ja k ik o lw ie k  p u n k t z a trz y m a n ia , a lb o  ja k i
k o lw iek  p u n k t k ą to w y . I tak  w  p rzy p a d k u  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  za trzy m an ia  H , styczna  

tocząc się po  łu k u  GH w eźm ie  p o ło żen ie  p ro s te j H I, i począw szy  z tąd  je j ru c h  je s t  n ieoznaczony . 

W  p rzy p a d k u  jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu  k ą to w eg o  M, s ty czn a  to cząc  się  n ap rz ó d  po łu k u  LM, w eźm ie



po łożen ie  p ro s te j M E, p o tem  je j ru c li  p o zo stan ie  n ieo g ran iczo n y m  gdy o n a  w eźm ie  p o ło żen ie  MF 
a b y  się toczyć  p o  łu k u  MN.

W ięc  jeże li się w yrazi sp ó łczy n n ik  k ą to w y  s ty czn e j, za p o m o c ą  jak ie jk o lw iek  ilośc i w yznaczającej 
je j p u n k t  ze tk n ięc ia , sp ó łrz ę d n e  teg o  p u n k tu  n a  p rzy k ład , o trzy m a  się fu n k c y ę  n ie  c iąg łą  w  p rz y 

p a d k u  p u n k tó w  : za trzy m an ia  a lb o  k ą to w e g o ; tym  sp o so b e m  d la  sp ó łrzęd n y ch  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  

za trz y m a n ia  ta  fu n k c y a  p rz e d s ta w ia  n ieo zn a czo n o ść  rz e c z y w is tą  a n ie  p o z o rn ą ; d la  w a rto śc i n ie 

sk ończen ie  b lizk ich  sp ó łrzęd n y ch  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  k ą to w eg o , taż sam a fu n k c y a  p rzech o d z iłab y  

z jak ie jk o lw iek  w a rto śc i sk o ń czo n e j do  ja k ie jk o lw ie k  inne j w a rto ś c i sk o ń c z o n e j.

O tóż, w  k rzy w y ch  a lg e b ra ic z n y c h , sp ó łczy n n ik  k ą to w y  je s t fu n k cy ą  a lg eb ra iczn ą  sp ó łrzęd n y ch  
p u n k tu  z e tk n ię c ia ; lecz ta k a  fu n k cy a  m e m oże  p rz e d s ta w ia ć  n ieo zn aczo n o śc i rzeczy w is te j, o n a  n ie  
m o że  ta k ż e , d la  p rz y ro s tk u  n ie sk o ń czen ie  m a łeg o  zm ien n e j, p rzech o d z ić  z ja k ie jk o lw ie k  w a rto śc i 
k o ń czo n e j do  ja k ie jk o lw ie k  inne j w a rto śc i sk o ń czo n e j, k ied y  s ię z a c h o w y w a  z tym że sam y m  zn ak iem  
p ie rw ia s tk i m o g ące  się znosić  podczas k iedy  z m ie n n a  p rz y b ie ra  p rz y ro s te k .

W ięc k rzyw a  algebraiczna nic może m ieć a n i punktu  za trzym a n ia , ani punktu kątowego.

IV° W ła sno ści pie r w s z y c h  bieg u n o w y c h  w przy pa d ku  pu n k tó w  w ie l o k r o t n y c h .

683. J eże li jak iko lw iek  pu n kt O je s t punktem w ielokrotnym  rzędu  p  d la  k rzyw e j, będzie on wielo
krotnym  stopnia  (p —  1) d la  p ierw szej biegunow ej jakiegokolw iek punktu  P 0; będzie on w ielokrotnym  

rzędu  p  d la  p ierw sze j biegunowej samegoż punktu  O.

Jeże li w  jak im ko lw iek  punkcie w ielokro tnym  rzędu  p , je s t  1 stycznych zbiegających się m iędzy  sobą. 
o trzym a  się (1 —  1 ) styczn ych  zbiegających się m iędzy  sobą i  z  p ierw szem i d la  punktu w ielokrotnego  
l Mei biegunowej jak iegokolw iek  punktu.

W eźm y  p u n k t w ie lo k ro tn y  za począ tek  sp ó łrz ę d n y c h , ró w n a n ie  krzyw ej b ęd z ie  k sz ta łtu

( 1 ) ‘ <fm(x, y ) - j-  y )  - f  .. .  +  + y )  - f  z— y p(x , y )  =  0 .

P ie rw sza  b ie g u n o w a  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  P 0(x0, //„, z0) m a  n a  ró w n a n ie  n cl (4 3 4 ) :

(1 ) X 0/ ' x 4~ y o f u  "l-  zo/  * —

W e d łu g  k sz ta łtu  ró w n a n ia  ( 1 ), o trz y m a  się

£o[*?'«i(#> y )-f-z*? '> "-i(x'> y )  "t~ • ■ ■ ~t“ y ) \  \

4 “  yo[xV'm(x> y) -f* z y'y’m—i(x , y )  -f" • • • -(- Zm~Py^'p{x, y )\ . =  0.

+  , y) ’4 "  2 Ztfm̂ ( X ,  .y) 4 “ . - * 4~  (W —  p )z m- l ' - ‘■+!,(£, y)] /

Otóż ogó ł w y razó w  s to p n ia  n a jm n ie j p o d n ie s io n e g o  je s t

2m-p [ x 0x<f',{x, y) - f  y ^ ' v(x , y ) \ ;

te w yrazy są  s to p n ia  {p — 1 ) ;  po czą tek  je s t  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  (/> —  1) d la  p ie rw sze j 

b ieg u n o w e j jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu .
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Je ś li  p u n k t P 0 je s t  sam y m że  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m , m a  się x  =  0 , y  —  0 ; i ró w n a n ie m  p ierw szej 

b ie g u n o w e j je s t

f x =  <?m- i ( x ,  y ) - f ----- \-  (m  —  p ) z m - P- ^ p( x ,  y) =  0;

to  je s t  że p u n k t  O je s t  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  p  d la  l sze3 b ie g u n o w e j teg o  p u n k tu .

P rz y p u ść m y  p o w tó re , że l  s tycznych  p u n k tu  w ie lo k ro tn eg o  O są  zb ieg a jącem i s i ę ; w eźm y  ten  
k ie ru n e k  za o ś o d c ię ty c h , ró w n a n ie  k rzyw ej o trzy m a  k sz ta łt n cl (469)

(3) 9„,(x, y )  2 ?m_ , [x, y) +  . . .  - f  z ”'~ryio(x, y ) =  0 ,

fu n k c y ą  tp(x, y )  je s t  s to p n ia  (p  —  l ) .
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y

o or

P ie rw sz ą  b ie g u n o w ą  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  (x 0, y 0, z0) b ędz ie

/ x 0[xf ' m[ x ,  y ) -1 - z*-/,„_!(£, < / ) + . . .  +  Z’n - p i / ^ ' x (x , y )}

(*) |  4~ yo[y'M x > y )  +  z<i?'m-i(x, y )  - f  . . .  -(- z m-p \y h 'vlx , y )  -)- l y l~ lt [ x ,  ?/))

\ +  y ) +  2z9M_ 2(.x', y) +  ... -j-  (m —  p )z ^ -p ~ h jh {x , y )\

O gół w yrazów  s to p n ia  n a jm n ie j p o d n ie s io n e g o  je s t

zm~p[x0y ?'x(x, y ) y 0y-Jy[x, y )  -]- ly0o(x, y )}y ‘~ ';

to  w y rażen ie  je s t  s to p n ia  (p —  1 ), i p rzypuszcza  czy n n ik  y l~ l ; to  je s t  że p u n k t O je s t  w ie lo k ro tn y m  

rzęd u  (p  —  1 ) d la  p ie rw sze j b ie g u n o w e j jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu ;  i że ( /  —  1 ) s ty czn y ch  teg o  p u n k tu  
w ie lo k ro tn eg o  zb iega ją  się ze styczną  o d p o w ie d n ią  p u n k tu  w ie lo k ro tn e g o  rz ę d u  p  k rzy w e j.

S z c z e g ó ln ie : '

J eże li jak iko lw iek  punkt j e s t  punktem  podw ójn ym  jak iejko lw iek  k rz y w e j, l szn biegunowa jakiegokolw iek  
punktu  p rze jd zie  przez punkt p o d w ó jn y; będzie on punktem  po jedyn czym  d la  te j p ierw sze j biegunow ej.

Jeżeli jakako lw iek  k rzyw a  m a punkt zw rotu , p ie rw sza  biegunowa jak iegokolw iek  punktu przechodzi p rzez  
ten punkt zw ro tu , i  dotyka się s tyczn e j zw rotu .

N. Ii. P rz e s ta n ie m y  n a  w y s ło w ie n iu  p o d a n ia  n a s tę p u ją c e g o  :

Biegunowa] rzędu  p  w zględem  jak iegoko lw iek  punktu w ielokrotnego rzędu  p  stanowi układ  p  s ty c z 
nych w  tym  punkcie w ielokrotnym .

D o w o d zen ie  je s t  ła tw e , je ś li s ię  w eźm ie  p u n k t w ie lo k ro tn y  za początek .

484. Jeżeli jakako lw iek  styczna m a z krzywa, zetknięcie rzędu  [ ( r  —  1 ), ta  styczna  je s t  w ielokrotną  

rzędu  (r  —  1 ) .

P rz y p u ś ć m y , n a  p rzy k ład , że p u n k t z e tk n ię c ia  je s t  p u n k te m  p ro s ty m , i w eźm y  styczną  za oś o d c ię 

ty c h ; ró w n a n ie m  k rzy w ej b ęd z ie , w e d łu g  za łożeń  p rzy ję tych

( ( > * ,  y)  - f  z^ m -iix , y )  4 - . . .  4 - z m- > ( x ,  y )  4 - ; ”* -r + ly 9r^ { x ,  y )Ą -  + 2y<fr-3 ( x , y ) \
(i) i { x , y ) = \  ( = 0. 

( + ........+ ..........4 -  ^'~'2y ^ ,  y) 4 -  )
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D la ro z p o z n a n ia  s to p n ia  m n o g o śc i stycznej 0 .r , należy  szu k ać  o ile je s t  zm n ie jszo n ą  liczba 
s ty czn y ch  k tó re  m o żn a  p o p ro w ad z ić  do  k rzy w ej, k ied y  się  w eźm ie  jak ik o lw iek  p u n k t P n a  pi’oste j O x. 
O tóż p u n k ta  z e tk n ięc ia  stycznych  p o p ro w a d z o n y c h  z jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  P  do  k rz y w e j, są  p rz e 
c ięc iam i te j krzyw ej z p ie rw szą  b ie g u n o w ą  p u n k tu  P n cr (434).

S p ó łrzęd n e  ja k ieg o k o lw iek  p u n k tu  P  w zię tego  n a  ()x , są  (x 0, 0 , z0) ;  i ró w n a n ie  je j p ie rw sze j 
b ieg u n o w ej b ędz ie

P u n k t  O je s t p u n k te m  p ro s ty m  d la  k rzyw ej (2 ) : s ty czn ą  je s t  je szcze  p ro s ta  y  =  0. P ro s ta  y  —  0 
sp o ty k a  k rzyw ą ( 1 ) w  r  p u n k ta c h  zb iega jących  się z p u n k te m  O ; ona  sp o ty k a  k rzy w ą  (2 ) w  r —  1  

p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się  z ty m że  sam y m  p u n k te m  O ; k rzyw e ( 1 ) i (2 ) m a ją  w ięc  (r  —  t )  p u n k tó w  

w sp ó ln y ch  i zb iega jących  się  z O ; a tem  sa m e m , je ś li n je s t  w  p rzy p a d k u  o g ó ln y m  lic zb ą  p rzec ięć  
się  krzyw ej i ja k ie jk o lw ie k  p ie rw sze j b ie g u n o w e j, k rzyw e ( t )  i ( 2 ) n ie  b ę d ą  m ia ły  w ięcej jak  

[n —  (r  —  4)] p u n k tó w  w sp ó ln y c h  i o d rę b n y c h  od p u n k tu  O. P rz e to  z ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  p ro 

stej O x  n ie  m o żn a  p o p ro w a d z ić  do  k rzyw ej ja k  [n — (r  —  1 )] s ty czn y ch  o d rę b n y c h  od p ro s te j O .r; 

w ięc na m ocy  n ru (381), p ro s ta  Oa? je s t  s ty c z n ą  w ie lo k ro tn ą  rzęd u  (r  —  1 ).

T oż sam o  d o w o d zen ie  da się  zasto sow ać  do  p rzy p ad k u  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  w ie lo k ro tn e g o ; w ięc

Jeżeli jakakolw iek ze stycznych  w  punkcie iv ielokrotnym  m a z k rzyw ą  zetkniecie w łaściw e nazwane 
rzędu  (r —  1 ). ta  styczna  je s t  w ielokrotną rzędu  (r —  1 ).

485. Styczn a  w jak im kolw iek  punkcie pojedynczym  albo iv ie lokro tn ym , je s t  zaw sze styczną  prostą , 

je ż e l i  r z ę d je j  zetknięcia w łaśc iw ie  nazwany nie p rzew yższa  p ierw szego .

W eźm y  p u n k t ze tk n ięc ia  za p o czą tek  a styczną  za o ś o d c ię ty c h , ró w n a n ie m  krzyw ej b ęd z ie  na 

p rzy k ład  :

fu n k cy a  <?r-n(x, y )  n ie  znosi się  d la  y  =  0 .

P o czą te k  b ę d ą c  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  p ,  liczb a  s ty czn y ch , k tó re  m ożna p o p ro w a d z ić  

z ja k ieg o k o lw iek  p u n k tu  je s t  zm n ie jszo n ą  ilo czy n em  w y raża jący m  p (p  —  1) je d n o ś c i n er (487).

N iech  b ęd z ie  P jak ik o lw iek  p u n k t  na  p ro s te j O x, l®? b ie g u n o w ą  tego  p u n k tu  będzie

x o f ' x  -f- Zaf ' t  =  0,

y

Xof'x -J- zo f'z —  0,

a lb o

= 0.

( 1) y )  +  . . .  +  2 “ - P - ‘<?p + ,(x , y) +  zm-vy<?{x, y ) =  0 ,
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a lb o . ro zw in ąw szy  :

(2)
x 0[x f 'm (x ,  y )  - \ -  . . .  - f -  z m- p - i r <f'p + i { x ,  y )  - f  z m~Py<f'z( x ,  ? ,)]|

4 -  z 0[? * _ i(a r , y )  + . . .  - \ -  ( m  —  p ) z m- P ~ iy f ( x ,  y ) ]  )

O gół w y razó w  s to p n ia  n a jm n ie j p o d n ie s io n eg o  w  l szei b ieg u n o w e j je s t

Zm-I>x0y i ' x [ x ,  y ) ;

p o czę tek  je s t  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rzęd u  (p  —  1 ) d la  l Mei b ie g u n o w e j; a p ro s ta  y  —  0  je s t  s tycznę  

p o je d y ń c z ę ; k rz y w a  i ta  p ie rw sza  b ie g u n o w a  m a ję  w ięc  [p(p  —  1 ) 4 - 1 ] p u n k tó w  w sp ó ln y ch  z b ie g a 
ją c y c h  się z p o c z ę tk ie m  i n ie  w ię c e j ; w ięc  z jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  P w z ię teg o  n a  stycznej n ie  m o żn a  
p o p ro w ad z ić  jak  [m(m —  1 ) •— p ( p  —  l )  —  1 ] s ty czn y ch  o d ręb n y ch  od  0 .r.

O tóż je ś li  n je s t  k la ssę  k rzyw ej, m a  s ię  n er (487)

w ięc  z jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  w ziętego  na  O x, m o żn a  p o p ro w ad z ić  (n — 1 ) s tycznych  o d rę b n y c h  
o d  O x ; la  p ro s ta  je s t  te m  sa m e m  s ty czn ę  p o jed y ń cz ę .

686 . W pływ  punktów  podw ójnych .

K lassę  k rzy w ej rz ęd u  m  je s t ,  o g ó ln ie , m (m  —  1) n er (375).

Lecz je ś li k rzy w a  p o s iad a  p u n k t  p o d w ó jn y  A ; p ie rw sza  b ie g u n o w a  ja k ie g o k o lw ie g  p u n k tu  P  

p rzech o d z i przez te n  p u n k t  n er (4 8 3 ); ta  p ie rw sza  b ie g u n o w a  sp o ty k a  k rzy w ę  w  d w ó ch  p u n k ta c h ,

n ie  z n a jd u je  się  w ięc  w ięcej ja k  [m(m  —  1 ) — 2] in n y c h  p u n k tó w  p rzec ięć  o d rę b n y c h  o d  A . P o n ie 
w aż p ro s ta  P A , n ie  je s t  w łaśc iw ie  m ó w ięc  stycznę , lu b o  ona  p o siad a  tęż  sam ę  w łasn o ść  an a lity czn ę  

sp o ty k an ia  k rzyw ej w  d w ó ch  p u n k ta c h  zb ieg a jęcy ch  s ię , w y n ik a  z tęd  że n ie  m a  tam  w ięcej jak  
[m(m —  1) —  2] s ty czn y ch  w ła śc iw ie  n a z w a n y c h , w y ch o d zęcy ch  z p u n k tu  P ;  p rze to  p u n k t p o d w ó jn y  
zm n ie jsza  k la s sę  o dw ie  je d n o śc i. Je ś li je s t  § p u n k tó w  p o d w ó jn y c h , k la ssa  b ęd z ie  zm n ie jszo n ę  o 25 
je d n o ś c i.

P rzy p u śćm y  teraz  że k rzy w a  p o s iad a  p u n k t zw ro tu  A . l sza b ie g u n o w a  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  P 
p rzech o d z i p rzez  ten  p u n k t  i d o ty k a  się stycznej z w ro tu  n cr (483); k rzyw a i 1raa b ie g u n o w a  m a ję  trzy  

p u n k ta  w sp ó ln e  zb ieg a jęce  się z p u n k te m  A ; tem  sa m e m  l sza b ie g u n o w a  n ie  sp o ty k a  w ięcej krzyw ej 
ja k  xv [rn(m —  1) —  3] p u n k ta c h  o d rę b n y c h  od  A . O lóż, p o n iew aż  p ro s ta  P A  m e je s t s ty czn ę  w ła 
śc iw ie  n a z w a n ę , n ie  zn a jd u je  s ię  w ięc  rzeczyw iśc ie  ja k  [m (m  —  1) — 3] s tycznych  w y ch o d zęcy ch

n =  m (m  — 1 ) —  p (p  —  1 ) ;

V° W p ły w  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h  n a  k la s s e  k rz y w e j.
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z p u n k tu  P ;  p rze to  p u n k t zw ro tu  zm n ie jsza  k lassę  o trzy  je d n o śc i. Je ś li je s t X p u n k tó w  zw ro tu  
k lassa  b ędz ie  zm n ie jszony  o 3* je d n o śc i.

W ię c , jeśli k rzy w a  rzęd u  m  p o siada  8 p u n k tó w  p o d w ó jn y ch  i *  p u n k tó w  zw ro tu , k la ssa  k rzy 
w ej b ędz ie  o k re ś lo n y  przez ró w n o ść

(I) n =  m[m  —  1) —  2J —  3*.

4 87 . Wpływ punktów wielokrotnych.

P u n k t w ie lo k ro tn y  rz ę d u  p  je s t  w ed łu g  n™ (483) p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  (p  —  1 ) dla 
p ie rw sze j b ie g u n o w e j ja k ieg o k o lw iek  p u n k tu ;  p rze to  k rzyw a i p ie rw sza  b ie g u n o w a  m ajy  w sp ó ln ie  
p (p  —  1 ) p u n k tó w  zb ieg a jący ch  się z p u n k te m  w ie lo k ro tn y m ; n ie  p o zo stan ie  w ięc  w ięce j ja k  ty lko  
[m{m —  1) —  p (p  —  1)] in n y ch  p u n k tó w  o d rę b n y c h  o d  p u n k tu  w ie lo k ro tn e g o . T ym  sp o so b em

Punkt w ielokrotny rzędu  p  zm niejsza klassę k rzyw e j o

p [p  —  1 ) je d n o śc i.

Jeże li l  stycznych  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  w ie lo k ro tn eg o  zb ieg a jy  się , o trz y m a  się ( /  — 1 )  z p o 
m ięd zy  n ic h , k tó re  b ęd y  styczne  zb iega jyce  się d la  p ie rw sze j b ieg u n o w ej jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu  
n cr(483); w tedy  k rzy w a  i p ie rw sza  b ieg u n o w a  m ajy  w sp ó ln ie  [p [p —  1) - j-  ( / —  1)] p u n k tó w  zb ieg a - 
jycych  się z p u n k te m  w ie lo k ro tn y m . A tem  sam em

G dy  1 stycznych jakiegokolw iek punktu wielokrotnego rzędu  p  zbiegną się, klassa zm n iejszy  się o

[p ip  —  1 ) - } - ( /  —  1 )] je d n o śc i.

488 . Uwaga.

P u n k t p o d w ó jn y  zw yczajny  zm n ie jsza  k lassę  o dw ie  je d n o ś c i i o d w ie  ty lko .

P u n k t zw ro tu  zm n ie jsza  o g ó ln ie  k lassę o trzy  je d n o ś c i;  lecz  m oże się z d a rzy ć  że zm n ie jszen ie  się 
b ęd z ie  znaczn ie jszem , je ś li ze tk n ięc ie  s tycznej z w ro tu , z k rzyw y i p ie rw szy  b ieg u n o w y  ja k ie g o k o lw ie k  
p u n k tu  je s t  rz ęd u  w yższego n a d  p ierw szy . (Z ob. N owe roczn ik i, ro k  18(57, str. 113.)

To spostrzeżen ie  rozciyga się do  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h  rz ę d u  w yższego.

V I” Wpływ punktów wielokrotnych na liczbę punktów przegięcia.

489 . W id z ie liśm y  w  n u m e rz e  (385) że p u n k ta  p rzeg ięc ia  krzyw ej :

( 1 ) f ( x ,  y ,  z) =  0 ,



są  p rzec ięc iam i się tej k rzyw ej z k rzy w ą  H :
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f \ y f" x z

r » f" v> =  0

f " ,x r *

Otóż

P u n k t podw ójny k rzy w e j  f = 0  je s t  punktem  podw ójnym  k rzy w e j  H = 0 ;  i  nadto te dw ie krzyw e  
m ają w  tym  punkcie też same styczne.

J eśli k rzyw a  f  =  0 ma punkt zw ro tu , ten punkt będzie punktem po tró jn ym  dla  k rzyw e j H  =  0 ;  i  dw ie  

styczne tego punktu potrójnego zbiegają się ze styczną zw rotu .

Ogólnie, punkt w ielokro tn y rzęd u  p  na k rzyw e j f  =  0 , będzie punktem  w ielokrotnym  rzędu  (3p  —  4) 

d la  k rzy w e j  H =  0 ; i  p  stycznych dla k rzyw e j f = 0 ,  będą styczn em i w  tym że sam ym  punkcie dla  

k rzyw e j H  =  0.

W ysło w im y  ty lk o  te p o d a n ia , d o w iedz ie  się je  ła tw o  b io rą c  p u n k t  w ie lo k ro tn y  za p o czą tek  sp ó ł

rz ę d n y c h .

G dy dw ie  krzyw e m ają punkt podw ójn y w spó ln y i  też same styczne, te dw ie krzyw e m ają sześć punktów  

wspólnych zbiegających się z  punktem p o d w ó jn ym ; więc punkt podw ójn y zm niejsza liczbę  punktów p rze 
gięcia o sześć jedności.

G dy dw ie krzyw e m ają punkt w spólny, k tóry je s t  punktem  podw ójnym  na je d n e j i po tró jnym  na dru
giej ;  te dwie krzyw e m ają  w  tym  punkcie sześć punktów w spólnych; lecz g d y  nadto dw ie styczne w punkcie 
podw ójn ym  są także stycznem i w  punkcie p o tró jn ym , k rzyw e  będą m ia ły , co w iększa, dw a punkta po sobie 

następujące wspólne. W ięc pu n k t zvjrotu zm n iejsza  liczbę punktów  przeg ięc ia  o ośm jedności.

K rzy w a  rzędu  m  ma ogólnie 3m (m  —  2 ) punktów p rzeg ięc ia  n er (385).

W ię c  g d y  krzyw a  rzędu  m  posiada  o punktów podw ójnych  i  % punktów zw ro tu ; liczba j e j  punktów  

przeg ięc ia  będzie określoną przez równość

(II) i  =  3 m(m  —  2) —  6 J —  8 *.

Punkt w ielokrotny rzędu  p zm niejsza ogólnie liczbę punktów przeg ięc ia  o

p(Z p  —  4) - j-  p  a lb o  3p(p  —  1) je d n o śc i.

T o  p o d a n ie  w y n ik a  b ezp o śred n io  z tw ie rd z e n ia  k tó re śm y  p rzy to czy li n a  p o czą tk u  teg o  n u m e ru .

§ II. —  STYCZNE W IE L O K R O T N E .

1° Ok r e ś l e n ie .

490 . Jeże li n j e i t  k lassą  jak ie jk o lw iek  k rz y w e j, s ty czn a  T b ędz ie  w ie lo k ro tn ą  rzęd u  p ,  k iedy 

z ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  te j lin ii n ic  będzie  s ię  m o g ło  p o p ro w a d z ić  do  k rzyw ej ja k  (n —  p )  s ty czn y ch  
o d rę b n y c h  od  s tycznej T .

D la b a d a n ia  sty czn y ch  w ie lo k ro tn y c h , b ęd z ie  k o rzy s tn ie  p rzy p u śc ić  zaraz ró w n a n ie  styczneczkow e
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krzyw ej d an e j w s p ó łrz ę d n y c h  trzy lin ijn y ch . T ym  sp o so b em , p rzy p u śc im y  że w, v , w  p rz e d s ta w ia ją  tu  
sp ó łrzęd n e  trzy lin ijn e  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j, i że ró w n a n ie  krzyw ej

f[u, v , to) =  0 ,

je s t  nU)0 s to p n ia , to  je s t  że k rzyw a je s t  n”i  k lassy .

P rzy p u śćm y  że się  b ie rze  za p ro s ty  AB tró jk ą ta  o d n ie s ie n ia  ja k ą k o lw ie k  ze stycznych  do  k rzy w ej, 
ró w n a n ie  k rzyw ej p rzed s taw i się  po d  k sz ta łtem

( 1 )  fn(u,  V) +  W y n - f a ,  V ) +  . . . +  Wn- p - ‘f „ + 1(u,  v) +  Wn~Pfp{u,  v) =  0 ,

funkeye  fi są  je d n o ro d n e  w  u i v  i s to p n ia  fu n k cy ą  v) je s t  p rzy n a jm n ie j p ie rw szeg o  s to p n ia .

C

A  I O B

Je ś li p  je s t  w yższem  o d  1, p ro s ta  AB będzie  s ty czn ą  w ie lo k ro tn ą  rz ę d u  p ,  i p  p u n k tó w  ze tk n ięć  
tej s tycznej są  d a n e  p rzez  ró w n a n ie  o trz y m a n e , ró w n a ją c  z z e re m  ogó ł w y razó w  s to p n ia  n a jm n ie j 

p o d n ie s io n e g o , to  je s t  p rzez  ró w n a n ie

(2 ) <fP(u , v) =  0 .

W  rzeczy  sa m e j, n ie c h  b ęd z ie  v —  lu  ró w n a n ie  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  leżącego  n a  p ro s te j AB, 
sp ó łrz ę d n e  u s ty czn y ch  p o p ro w a d z o n y c h  z teg o  p u n k tu  b ę d ą  d a n e  przez  ró w n a n ie

( 3 )  « > , ( ! ,  ),) - j -  W U B _ 1 y » _ t ( l ,  x ) - j -  .  .  .  - f  K>n - P - ‘ t tj , + '?p + 1( l ,  X)  - f -  Wn~PUP<fP[ 1 ,  X) =  0 .

O tóż to  ró w n a n ie  przypuszcza  p  razy  p ie rw ia s tk i u =  0 i p  razy  ty lk o ; w ię c , przez jak ik o lw iek  
p u n k t p ro s te j AB, m o żn a  p o p ro w ad z ić  n ie  w ięce j ja k  (n —  p)  s ty czn y ch  o d rę b n y c h  o d  A B ; s t y c z n a  AB 
j e s t  S ty c z n ą  to ie lo k ro tn ą  r z ę d u  p .

P rzy p u śćm y  te raz  że p u n k t I a lbo  v =  h i  je s t  ja k im k o lw ie k  z p u n k tó w  d an y ch  przez ró w n a n ie  (2) 

to  je s t  żeby było

?P( 1 ,  X) =  0 ;

ró w n a n ie  (3) p rzypuśc i w te d y  [p  - j -  1) p ie rw ia s tk ó w  z e ro ; ty m  sp o so b e m , p rzez  każdy  z p u n k tó w  (2), 
n ie  m o żn a  p o p ro w ad z ić  ja k  (n —  p  —  1) s tycznych  o d rę b n y c h  od  A B; k ażd y  z tych  p u n k tó w  je s t 

w ięc  p zzec ięc iem  p ro s te j AB przez ja k ą k o lw ie k  s ty czn ą  n ie sk o ń c z e n ie  b lizk ą , a lbo  je d n y m  z p u n k tó w  

z e tk n ię c ia  te j s ty c z n e j; w ięc  ró w n a n ie m  p u n k tó w  ze tk n ięc ia  je s t

fP(u, v) =  0 .

R o z trzą śn iem y  szczegółow iej p rzy p ad k i w  k tó ry c h  p  je s t  ró w n e m  1, 2 a lb o  3 i
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fn (u , -)- w "~‘ho(u , v ) v )  =  0 ,

p ro s ta  A B , będzie  styczną prostą.

S zukajm y  s tycznych  p o p ro w ad zo n y ch  d o  k rzyw ej p rzez  jak ik o lw iek  p u n k t

(2) V=zlU

p ro s te j A B ; sp ó łrzęd n e  u ty c h  s tycznych  b ę d ą  d a n e  przez ró w n a n ie

(3) «"<Pn( 1 -f '  2M2 <p.2( l , X) -)- lVn— , X) =  0.

,C

A 1 0  B

O tóż to  ró w n a n ie  n ie  p rzypuszcza  ja k  je d e n  p ie rw ia s te k  zero  p ó k i X je s t  d o w o ln e m ; w ięc  z ja k ie g o 
k o lw iek  p u n k tu  p ro s te j AB m o żn a  p o p ro w ad z ić  do  k rzyw ej (n —  1) stycznych  o d rę b n y c h  od  A B ; 

AB je s t  s ty czn ą  p ro s tą .

Je ś li się w eźm ie  n a  X w a rto ść  je d y n ą  X0 znoszącą  fu n k cy ą  p ie rw szeg o  s to p n ia  ®,(1, X), ró w n a 

n ie  (3) p rzypuszcza  d w a  p ie rw ia s tk i z e ro ; to  je s t  że p rzez  p u n k t

p rzech o d zą  d w ie  s ty czn e  n ie sk o ń czen ie  b lizk ie  i zb ieg a jące  się z A B, te n  p u n k t je s t  z e tk n ię c ie m  
p ro s te j A B.

Je ś lib y  w a r to ś ć  X0 zn o siła  razem  0 , ( 1 , X) i <p2( l ,  X), ró w n a n ie  (3) p rzy p u śc iło b y  trzy  p ie rw ia s tk i 
z e ro ; przez p u n k t O p rzech o d z iły b y  trzy  styczne z lane  z AB, to  je s t  że p u n k t O b y łb y  p u n k te m  
p rzec ięc ia  się trzech  s tycznych  n ie sk o ń c z e n ie  b liz k ic h ; p o n iew aż  styczna  AB je s t  s ty czn ą  p ro s tą , 
p u n k t O b ęd z ie  o g ó ln ie  p u n k te m  z w ro tu ; m oże się  zdarzyć  szczegó ln ie j, że p u n k t O będzie  p u n k te m  
p o d w ó jn y m , jeś li ró w n a n ie  (3) p rzy p u śc i in n ą  p a rę  p ie rw ia s tk ó w  ró w n y c h , zastąp iw szy  X p r z e z 'X0.

Je ś lib y  w a r to ś ć  X0 z n o siła  ra z e m  9 ,(1, X), <p2( l , X) i <?3(1, X) ró w n a n ie  (3) p rzy p u śc iło b y  cz te ry  p ie r 
w ias tk i z e ro ; p u n k t  O b y łb y  w te d y  p rzec ięc iem  się c z te rech  s ty czn y ch  n ie sk o ń czen ie  b lizk ich  i z la 

n y ch  z A B. P o n iew aż  s ty czn a  AB je s t  s ty czn ą  p ro s tą , p u n k t O b ęd z ie  o g ó ln ie  p u n k te m  zw ro tu  
p o ch o d zący m  z p u n k tu  p o tró jn e g o , b y leb y  ró w n a n ie  n ie  p rzypuszcza ło  je szcze , z rob iw szy  w  n iem  

X =  X0, je d n e j a lb o  d w ó ch  in n y c h  p a r  p ie rw ia s tk ó w  ró w n y c h .

/i9 2  S tyczne p o d w ó jn e .

Je ś li ró w n a n ie  krzyw ej sp ro w ad za  się do  k sz ta łtu

( 1 )  ? » ( « ,  v) +  . . .  4 -  wn~3<ti{u, v) - j -  Wn-% 2[u, v) =  0 ,

(0) v — \u
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p ro s ta  AB będzie  styczną podw ójn ą;  d w o m a  p u n k ta m i ze tk n ięc ia  b ę d ą

(2 ) i, j  ?.2( u ,v )  —  0 ;

przez jak ik o lw iek  p u n k t  p ro s te j AB, n ie  m ożna  p o p ro w a d z ić  do  k rzyw ej jak (n  —  2 )  stycznych  
o d rę b n y c h  od  A B ; przez  ja k ik o lw ie k  z p u n k tó w  (2 ) , n ie  m o żn a  p o p ro w ad z ić  ja k  (n —  3) stycznych  
do  k rzy w e j; każdy  z p u n k tó w  i  a lb o  j  je s t  p rzec ięc iem  stycznej p o d w ó jn e j z ja k ą k o lw ie k  styczną  

n iesk o ń czen ie  b lizką.

D yskussya  s ty czn y ch  p o d w ó jn y c h  zależy  od n a tu ry  p ie rw ia s tk ó w  ró w n a n ia

(2) <p-2 (m, v ) =  0 , a lb o  A u1 - \-  2Bi<u - j-  Cw2 =  0 . i ,  j

l«y  P rz y p a d e k  : P ierw ia s tk i równania  (2) są rzeczyw iste .

M a się styczną podwójną  zw ycza jną , d o ty k a ją c ą  się  k rzyw ej w  d w ó ch  p u n k ta c h  o d rę b n y c h , i  i j .  
T e  p u n k ta  p rzec ięc ia  b ę d ą  m o g ły  b y ć  p u n k ta m i w ie lo k ro tn y m i, je ś li p rzez  te  p u n k ta , p rzech o d zą  
w ięcej ja k  trzy  s ty czn e  z b ieg a jące  się z p ro s tą  AB.

2»'* Przypadek : P ie rw ia s tk i równania  (2 )  są urojone.

S ty czn a  p o d w ó jn a  AB je s t  w te d y  styczną  podw ójną odosobnioną; s tyczna  AB je s t  styczną  rzeczy 
w is tą , lecz je j p u n k ta  z e tk n ię c ia  n ie  są  rz eczy w is ty m i; odznacza  się o n a  tą  w ła sn o śc ią  a n a li ty c z n ą : 

Z ja k ieg o k o lw iek  p u n k tu  p ro s te j AB n ie  m o żn a  p o p ro w ad z ić  ja k  (n  —  2) stycznych  o d ręb n y ch  
od  A B ; p rzez  je j p u n k ta  z e tk n ię c ia  n ie  m ożna  p o p ro w a d z ić  ja k  ty lko  (n —  3).

3 d  P r z y p a d e k  : P ierw ia stk i rów nania  ( 2 )  są równe.

D w a p u n k ta  z e tk n ięc ia  stycznej p o d w ó jn e j zb ieg n ą  się  z s o b ą ; p rzez  te n  p u n k t p rzech o d zą  trzy  

s ty czn e  n ie sk o ń czen ie  b liz k ie  i zb ieg a jące  się  z p ro s tą  A B ; p u n k t  z e tk n ię c ia  je s t  p u n k te m  p rzeg ięc ia , 
po n iew aż  s ty czn a  je s t  s ty czn ą  p o d w ó jn ą .

Ja k o  p rzy k ład y  d w ó ch  o s ta tn ic h  p rzy p ad k ó w  p rzy to czy m y  :

1° K rzyw a

u3 -)- (u2 «2)w =  0 , 

k tó re j ró w n a n ie  w  s p ó łrz ę d n y c h -p u n k t trz y lin ijn y c h  je s t

(.c2 -(-  g~)~ —  (9 )/2 -f- x 2)xz  - j-  ~  y -z 2 =  0 .

2° K rzyw a
u3 -(- v2 =  0 ,

k tó re j ró w n a n ie  w  s p ó łrz ę d n y c h -p u n k t trz y lin ijn y c h  je s t

s 27 ., x 3 = — y -z .

R o z trzą śn ie  się tym że  sam ym  sp o so b e m  styczne  w ie lo k ro tn e  rz ę d u  w yższego .

493. A by ja k a k o lw ie k  p ro s ta  b y ła  s ty czn ą  w ie lo k ro tn ą  rz ę d u  p ,  d o ść  aby  ta  p ro s ta  b ę d ą c  w zię tą  

za bok  tró jk ą ta  o d n ie s ie n ia , ró w n a n ie  k rzyw ej sp ro w a d z a ło  się  d o  k sz ta łtu

„(u, v) -j- u>ę»-i(u, v) —(- . . .  —(— wn~',<fp(uy'v) =  0,



to  je s t ab y  w  w yrazie  n ieza leżn y m  od  w i v w yrazy  1 «°, 2 s ° , . , (p  —  i)entego s to p n ia  w  u \ v  ko le jy  

je d n e  po  d ru g ic h  z ró w n a n ia  d a n e g o  zn ik a ły , co  w y m ag a

1 2 —(— 3 -|— . . .  —j— ^  ^  zw iyzków .

« T ak  w ięc  : aby  ja k a k o lw ie k  p ro s ta  b y ła  styczny  do  k rzy w e j, d o sy ć  je s t  d ać  n a  to  jed en  warunek , 
» to  je s t /e d e n  zw iązek  m iędzy  sp ó łczy n n ik am i ró w n a n ia  k rzy w ej. A by ja k a k o lw ie k  p ro s ta  b y ła  styczny

» w ie lo k ro tn y  rz ę d u  p  do syć  je s t  d ać  n a  to  ^  warunków  to je s t  związków  m iędzy

» sp ó łczy n n ik am i k rzyw ej.

M ożna w ięc  p o w ie d z ie ć  źe :

S tyczn a  w ielokrotna rzędu  p  w yrów nyw a luartością czyli w artu je ty leż ogólnie ja k  p ó l iloczynu  

P i E _ z t . i l  stycznych  prostych .

Ul0 Własności pierwszych biegunowych jakiejkolwiek prostej w przypadku

STYCZNYCH WIELOKROTNYCH.

494. Jeśli jakakolw iek  krzyw a  ma styczną  w ielokrotną rzędu  p , ta prosta  będzie styczną w ielokrotną  
rzędu  (p —  1 ) d la  p ierw szej biegunowej jak ie jk o lw iek  proste j.

J eś li 1 pu n k tó w  zetknięcia styczn ej w ie loh 'o tnej zbiegają s ię , o trzym a się  (1 —  1 ) punktów p ierw sze j 
biegunoioej zbiegających się m ięd zy  sobą i  z pierw szem i.

W  rzeczy  sam e j, je ś li się p rzy p u śc i że p ro s ta  je s t  styczny w ie lo k ro tn y  rz ę d u  p , ró w n a n ie  k rzyw ej 

b ę d z ie  k sz ta łtu

(1 )  u) +  W < f n - l ( u ,  v )  4 "  • • »'4" W " ~ p,? p [u , v )  =  0 .

O tóż p ie rw sza  b ie g u n o w a  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j (u0, v0, w 0) b ęd z ie  n er (464)

uof'u+ v 0f ' v + w 0f ' w = 0 ;
a lbo

€

___________\
A  R

( 2 ) «„[... 4 - w —/Vf'p(u, v)] 4 - w0[ . . .  4 - w n- r ni v(u , y)] 4 - m>0[ .. 4 -  (n —  p)w '‘->-'<?,,[u, v)\ =  0 ;

w idz im y  że w y razy  s to p n ia  n a jm n ie j p o d n ie s io n eg o  w  u i v b ęd y  s to p n ia  (p  —  1 ); p ro s ta  Al! je s t 
w ię c  d la  te j p ierw szej b ie g u n o w e j styczny  w ie lo k ro tn y  rz ę d u  (p —  1 ).

Je ś li p o m ięd zy  p u n k ta m i ze tk n ięc ia  s tyczne j AB, /  zbiegajy  się  m iędzy  so b y , ró w n a n ie  k rzy w ej 
b ęd z ie  m o g ło  się  n ap isać

( 3 ) 5>»(w, « ) - ) - • • .  4 " tOn - p - i 9,> + l( u ,  v )  4 - Wn~ m lf[U ,  V) = =  0 ,  

p rzy p u szcza  się że te  p u n k ta  z e tk n ię c ia  zb iega jy  się z p u n k te m  A.

494 ROZDZIAŁ I I I .
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W  pierw szej b ieg u n o w ej jak ie jk o lw iek  p ro s te j, ogó ł w yrazów  s to p n ia  n a jm n ie j p o d n ie s io n eg o  b ęd z ie

u0[uW„(u, v ) - \ - l u ' - \ [ u ,  v )\  -f- v0ul<f'v(u, v);

w idzim y  że te  w yrazy  zaw iera ją  u '~ 1 w  c z y n n ik u ; w ięc  p u n k t u =  0 , k tó ry  b y ł zg ro m ad zen iem

l  p u n k tó w  ze tk n ięc ia  stycznej d o ]k rzy w ej d an e j, b ęd z ie  z g ro m a d z e n ie m  ( l  —  1 ) p u n k tó w  ze tk n ięc ia  
d la  p ierw szej b ieg u n o w e j ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j .

S z c z e g ó ln ie :

K ied y  jakako lw iek  prosta  T  je s t  styczną podw ójną d la  jak iejko lw iek  k rzy w e j, ona je s t  styczną prostą  

dla p ierw sze j biegunowej jak iejko lw iek  prostej.

K ied y  jakakolw iek prosta  j e s t  styczną podwójną przeg ięc ia , p ierw sza  biegunowa jak ie jk o lw iek  p ros te j 
do tyka  się te j s tyczn ej w  punkcie p rzeg ięc ia  ; ta  styczna je s t  styczną  prostą  d la  p ierw szych  biegunowych.

IY° W p ły w  s t y c z n y c h  w i e l o k r o t n y c h  n a  r z e d  k r z y w e j .

495. R zęd  k rzyw ej, dane j przez je j ró w n a n ie  s ty czn eczk o w e  s to p n ia  n , je s t  o g ó ln ie  ró w n y m  iloczy
now i n(n —  1) n u m e r  (413).

S tyczne w  p u n k ta c h , w  k tó ry c h  ja k a k o lw ie k  p ro s ta  sp o ty k a  k rzy w ę , sę  ra z e m  styczne  do  p ie rw sze j 

b ieg u n o w e j tej p ro s te j n u m e ra  (413) i (462).

K iedy  ja k a k o lw ie k  k rzy w a  p o siad a  s ty czn ę  p o d w ó jn ę  T , p ie rw sza  b ieg u n o w a  ja k ie jk o lw ie k  p r o 

stej D d o ty k a  się  te j stycznej p o d w ó jn e j; o tóż  ta  styczna , k tó ra  liczy się  za d w ie  s ty czn e  do krzyw ej 
p ie rw o tn e j i k tó ra  d o ty k a  się b ie g u n o w e j p ro s te j D, m u s i liczyć się za dw ie  styczne  w sp ó ln e  do  
k rzyw ej i b ie g u n o w e j; p o z o s ta n ie  w ięc  [n(n —  1) —  2] s ty czn y ch  w sp ó ln y ch  o d rę b n y c h  od  p ro s te j T . 

S tyczne w  p u n k ta c h  gdzie  p ro s ta  D sp o ty k a  k rzy w ę  d a n ę  sę  w sp ó ln y m i d la  k rzyw ej i d la  p ierw szej 

b ieg u n o w e j tej k rzy w e j. L ecz p rzez  p u n k t w  k tó ry m  o n a  sp o ty k a  stycznę  T  (p u n k t k tó ry  n ie  n a leży , 
w łaśc iw ie  m ó w ięc  d o  k rzyw ej), p rz e c h o d z ę  d w ie  styczne  w sp ó ln e  i zb ieg a jęce  się  ze s ty c z n ę  T ;  a 

te m  sa m e m , liczb a  s ty czn y ch  w sp ó ln y ch  o d p o w ie d n ic h  in n y m  p u n k to m  p rzec ięc ia  b ęd z ie  sp ro w a- 

d zo n ę  do  [n (n —  1) — 2]. T ak  w ięc , s ty czn a  p o d w ó jn a  zm n ie jsza  rzęd  o dw ie  je d n o ś c i ;  jeś li je s t  * 
stycznych  p o d w ó jn y c h , rzęd  b ęd z ie  zm n ie jszo n y m  o 2 t  je d n o śc i.

P rzy p u śćm y  że styczna  p o d w ó jn a  T  je s t  s ty czn ę  p rzeg ięc ia  a lb o  I ;  przez p u n k t I n ie  m ożna  p o p ro 
w ad z ić  ja k  ( n — 3) s tycznych  do  k rzyw ej. O tóż, p ie rw sza  b ieg u n o w a  jak ie jk o lw iek  p ro s te j D , d o ty k a

się  stycznej T  a lb o  I ;  a  te m  sa m e m , p ro s ta  T  m u s i s ię  liczyć za Irzy styczne  w sp ó ln e  do k rzyw ej i do 

p ierw szej b ie g u n o w e j; rzęd  krzyw ej b ędz ie  w ięc  z m n ie jszo n y m  o trzy je d n o śc i.

Je ś li  je s t  i  s ty czn y ch  p rzeg ięc ia , rzęd  b ędz ie  zm n ie jszo n y m  o 3 i je d n o śc i.

W ię c , je ż e li  k rzyw a  klassy  n  posiada r  stycznych podw ójnych , zaś i stycznych  przeg ięc ia , rzęd  m 

k rzyw e j będzie określonym przez równość

(HI) m =  n(n —  1) —  2 r  — 3*'.
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O góln ie , styczna w ie lo k ro tn a  rzęd u  p  b ędzie  zm n ie jszać  o p(p  —  1 ) je d n o śc i, je ś li p u n k ta  ze tk n ięc ia  
są  o d rę b n y m i; i o

[p(p —  1 ) ( l  —  1 )] jed n o śc i 

je ś l i  je s t  l  p u n k tó w  z e tk n ię c ia  k tó re  się  zb iega ją .

V° Wpływ stycznycu wielokrotnych na liczbę punktów zwrotu.

496. W idz ie liśm y  n u m e r  (425) że styczne  w  p u n k ta c h  zw ro tu  k rz y w e j, k tó re j ró w n a n ie  s ty czn ecz - 
k o w e  je s t

(1 ) f(u , V, tv) = 0 ,

są  ra z e m  s ty czn em i do  k rzy w ej

f"I uu f"/ uv f  UW

(2 ) H = f"/  vu f"1 w f"1 vw
f"' wu f"1 wv f"/  ww

=  0 .

W y b raw szy  stycznę  p o d w ó jn ą  za p ro s tą  AB tró jk ą ta  o d n ie s ie n ia , d o w ied z ie  się  z ła tw o śc ią  p o d a ń  
n a s tę p u ją c y c h  :

S tyczn a  podw ójna k r z y w e j  f = 0  je s t  styczną, podw ójną k rzyw e j  II =  0 , i  punkta zetknięcia są też 
same dla obu k rzyw ych .

K iedy  k rzyw a  f  =  0 ma styczną przeg ięc ia , ta  styczna będzie potrójną d la  k rzyw e j II —  0 ;  i  dw a  

punkta zetknięcia te j s tyczn e j po tró jn ej zbiegną się z  punktem  przeg ięc ia .

W e d łu g  te g o , je ś li k rzy w a  / ' =  0  m a  s ty czn ę  p o d w ó jn ą , w eźm y  ją  za p ro s tą  AB tró jk ą ta  o d n ie 
s ien ia , i n ie c h  b ę d ą  A i B d w o m a  p u n k ta m i z e tk n ię c ia ;  d w a  ró w n a n ia

f(u , v , w) =  0 , H =  0 ;

16

przy p u szczą  w te d y  sześć razy  ro zw iązan ie  w = 0 ,  v = . ( ) ,  n "  (489); a  tem  sam em , d w ie  krzyw  
/ ' =  0, H =  0 o trz y m a ją  n ie  w ięcej jak  [3n(n  —  2 ) — 6 ] in n y c h  s t y c z n y c h  w sp ó ln y ch  i o d rę b n y c h  
o d  A B ; p o n iew aż  A i B n ie  są  p u n k ta m i z w ro tu , liczba p u n k tó w  z w ro tu  k rzyw ej f =  0  będzie  w ięc  

zm n ie jszo n ą  o sześć . W  p rzy p ad k u  stycznej p rzeg ięc ia , w id z im y , ro zu m u jąc  tak  sam o , że zm n ie jszen ie  
je s t o o śm  je d n o śc i.

. K rzyw a  k lassy  n ma ogólnie 3 n (n  — 2) punktów  zw ro tu , n c r (425 ); w ięc, je ś l i  k rzyw a  klassy n po
siada  t  stycznych  podw ójnych, zaś i styczn ych  przeg ięcia , liczba  y  punktów  zw rotu  będzie  określoną 
przez równość

(IV) X =  3 n(n — 2) —  6 r  —  8 i .
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497. N . B . Z w iązki (I) n er (485), (II) n el' (489), (III) n cr (495), (IV) n cr (496), zasad n icze  w  b a d a n iu  
k rzy w y ch  a lg e b ra ic z n y c h , są  n a leż n e  P lu c k e ro w i.

P rzy p o m n ijm y  so b ie  te  w zo ry  : O znaczyw szy przez

m, rzęd krzyw ej;

w, klassę;

S, liczbę punktów podwójnych ;

X, liczbę punktów zw rotu;

t ,  liczbę stycznych podw ójnych;

i ,  liczbę stycznych przegięcia ;

m a się  z w ią z k i:

(I ) n —  m[m  —  1 ) —  2 <J —  3* ;

(II) i  —  3 m [m  —  2) —  6S —  8X;

(III) m  =  n[n —  1) —  2 t  —  3*;

(IV) X —  %n(n —  2) —  6 r  —  8 i.

Ja k ik o lw ie k  z ty c h  zw iązk ó w  je s t  n a s tę p s tw e m  trz e c h  in n y c h .

T e  p ięk n e  i n ad ew szy stk o  n a d e r  uży teczn e  zw iązki zn an e  są  w  analiz ie  p o d  nazw isk iem  w zo

rów Plucker'a.

VI0 Uwaga o równaniach w spółrzędnygh-punkt i względem równań styczneczkowych.

498. K iedy ró w n a n ie  w  sp ó łrz ę d n y c h -p u n k t ja k ie jk o lw ie k  k rzy w e j rzęd u  m

(1 ) f { x , y , z ) =  0

jest najogólniejszem w  swoim  rodzaju, to jest kiedy jego spółczynniki są zupełnie dow olne, ta krzywa 
nie posiada punktów podwójnych, punktów w ielokrotnych; lecz ona ma w tedy liczbę wyznaczoną 
stycznych podwójnych i stycznych przegięcia; ona nie ma stycznych w ielokrotnych rzędu wyższego 
nad drugi. Istnienie punktów wielokrotnych będzie zmniejszało klassę, tak jak liczba stycznych pod
wójnych i stycznych przegięcia; lecz rzęd krzywej pozostanie niezm iennym .

K iedy ró w n a n ie  s ty czn eczk o w e  ja k ie jk o lw ie k  k rzyw ej k la s s y  n

(2 ) F(w, v , w) =  0

je s t  n a jo g ó ln ie jszem  w  sw o im  ro d z a ju , to  je s t  k ied y  je g o  sp ó łczy n n ik i są  z u p e łn ie  d o w o ln e , ta  k rzyw a 

n ie  p o siad a  stycznych  p o d w ó jn y c h , s ty czn y ch  w ie lo k ro tn y c h ; lecz o n a  m a lic zb ę  w y zn aczo n ą  p u n k 

tó w  p o d w ó jn y ch  i p u n k tó w  z w ro tu ; ona  n ie  m a  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h  rz ę d u  w yższego n a d  d ru g i. 
B y tn o ść  s ty czn y ch  p o d w ó jn y c h  b ęd z ie  zm n ie jsz a ła  rzęd , ta k  ja k  liczba  p u n k tó w  p o d w ó jn y c h  i p u n k 

tó w  z w ro tu ; lecz  k la s sa  krzyw ej p o zo sta je  n ie z rn ie n  n ą .
6 3
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W y n ik a  z tąd , że je ś li się d a je  ró w n a n ie  o g ó ln e  w  sp ó łrz ę d n y c h -p u n k t ja k ie jk o lw ie k  k rzyw ej rzęd u  
w yznaczonego , ró w n a n ie  s ty czn eczk o w e  te jże  sam ej k rzyw ej n ie  b ęd z ie  n a jo g ó ln ie jszy m  je g o  s to 
p n ie m ; gdyż p ie rw sze  n ie  p o siad a  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h , i m a  styczne p o d w ó jn e , b ęd z ie  ta k  sam o  
z d r u g ie m ;  o tóż  is tn ie n ie  s ty czn y ch  p o d w ó jn y c h , w  p rz y p a d k u  ró w n a n ia  sty czn eczk o w eg o , p o c iąg a  
za so b ą  zw iązki m ięd zy  sp ó łczy n n ik am i tego  ró w n a n ia ;  w ię c .. .  O d w ro tn ie , jeśli się  d a je  ró w n a n ie  
o g ó ln e  s ty czn eczk o w e  ja k ie jk o lw ie k  k rzy w ej k lassy  w yznaczone j, ró w n a n ie  w  sp ó łrzęd n y ch -p u n k t 
tejże sam ej krzyw ej n ie  będzie  n a jo g ó ln ie jszy m  jeg o  s to p n ie m ; gdyż p ie rw sz a  k rzyw a m a ją c  p u n k ta  
p o d w ó jn e , b ęd z ie  tak  sam o z d ru g ą , co  p o c iąg a  za so b ą  zw iązki m iędzy  sp ó łczy n n ik am i je j ró w n a n ia .



R O Z D Z I AŁ  IV

ASSYMPTOTY. -  PUNKTA W NIESKOŃCZONOŚCI.

§ 1. —  W Y ZN A C ZEN IE A SSYM PTOT. Metoda.)

1° O k r e ś l e n i e ; s p ó ł c z y n n ik  k ą t o w y ,  e t c .

499. T a  p ie rw sza  m e to d a , n a le ż n a  Cauciiy’emu je s t  często  p o ży tec zn ą  w  b a d a n iu  k rzy w y ch  p rz e 

s tę p n y c h , lecz  o n a  da je  się użyć  z tru d n o ś c ią  do  p o szu k iw an ia  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h  w  n ie sk o ń 
czoności.

Określenie a ssym p to t; własność charakterystyczna.

N azyw a się assym ptotą  (n iem a lty czn ą ) g a łęz i nieskończonej k rzy w e j prostą  taką , że odległość ja k ie g o 
kolwiek punktu k rzyw ej od te j p ros te j dąży do zera , k ied y  punkt oddala  się nieograniczenie na g a łę z i  
krzyw ej.

Jeże li assym /ttota j e s t  nierównoległą do osi rzędn ych , różn ica  rzędn ych  assym pto ty  i  k rzyw e j odpow ia
dających te j sam ej odcię te j, d ą ży  do zera , k ied y  punkt odda la  się nieograniczenie na g a łę z i k rzy ive j.

W  rzeczy  sam e j, je ż e li M je s t  p u n k te m  k rzy w ej, a  MN ró żn icą  rz ę d n y c h  a ssy m p to ty  i k rzyw ej, 
o d p o w iad a ją cy ch  tej sam ej o d c ię te j ; jeże li 6 je s t k ą te m  assy m p to ty  z o sią  rz ę d n y c h , a MQ o d leg ło ść  
p u n k tu  M od  a s s y m p to ty ; m a  się

MQ =  MNwstę.
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P o n iew aż  6 je s t ro ż n e m  od  zera , w id z im y  że MN dąży  do  zera  je d n o c z e śn ie  jak  MQ i o d w ro tn ie ;  
to  je s t  że jeże li p ro s ta  je s t a ssy m p to tą , różn ica  rzęd n y ch  d w ó ch  p u n k tó w  M i N dąży  do  z e ra , k iedy  
p u n k t o d d a la  się n ie o g ra n ic z e n ie  n a  gałęz i k rz y w e j; i o d w ro tn ie , jeże li ró żn ica  m ięd zy  rzęd n ą  p u n k tu  
krzyw ej i rz ę d n ą  p u n k tu  p ro s te j AB o d p o w iad a ją cy ch  te j sam ej o d c ię te j, dąży  do  ze ra  k ied y  p u n k t 
o d d a la  się  n ieo g ran iczen ie  na  gałęz i k rzy w e j, p ro s ta  AB je s t  a ssy m p to tą  te j gałęzi.

To ro zu m o w an ie  p rzy p u szcza  6 ro ż n e m  od  z e ra , to  je s t  a ssy m p to tę  n ierów 'no leg łą  do  osi rz ęd n y ch  ; 
z ro b im y  b ad an ie  szczególne teg o  p rzy p a d k u .

500. Spółczynnik  kątow y i  rzędna od początku jak ie jko lw iek  a ssym p to ty .

N iech  b ęd z ie  ró w n a n ie  k rzyw ej
f(x , y ) —  0 ,

p o s iad a jące j ga łęź  n ie sk o ń czo n ą , m o żn a  p rzy p u śc ić  że

(1 ) y  —  ? (x ),

je s t  ró w n a n ie m  te j ga łęz i n ie s k o ń c z o n e j; w a rto ść  ( 1 ) n a  y  m u s i sp raw d zać  ró w n a n ie  k rzyw ej.

N iech b ęd ą  c i d  sp ó łczynn ik  k ą to w y  i rz ęd n a  od  p o czą tk u  assy m p to ty  o d p o w iad a ją ce j te j gałęz i 

n ie sk o ń c z o n e j; ró w n a n ie  m oże się n a p isa ć

y  =  cx  - j-  d  - \-  y{x)  —  cx  —  d , 

i(x )
to  je s t

(2 ) y  —  cx  d , ( x ) \

ró w n a n ie  (2) p rz e d s ta w ia  ró w n ież  ga łęź  u w ażan ą . L ecz y  a lb o  o(x) je s t  rz ę d n ą  p u n k tu  k rzyw ej o d p o 
w iad a ją cą  o d c ię te j x ,  (cx  -f-  d) je s t  rz ę d n ą  a ssy m p to ty  o d p o w ia d a ją c ą  tej sam ej o d c ię te j ; o tóż w id z ie 

liśm y że ta  ró żn ica  dąży  do  ze ra  k ied y  x  i y  zw iększają  się n ieo g ran iczen ie ; w ięc

(3 ) g r. t(x )  =  0 ;

fu n k ey a  c[x) dąży  do  zera  k ied y  x  zw iększa  się  n ie o g ran iczen ie .

T o założyw szy, ró w n a n ie  (2) n am  d a je

y  =  c _j_ ^  ~ł~ c(a,‘) ;
X X

k iedy  p u n k t  (x , y )  o d d a la  się n ieo g ra n ic z e n ie  n a 'g a łę z i k rzy w e j, x  i y  zw iększają  się n ie o g ra n i

czen ie ; w ted y  ^  i )  m a  w  g ran icy  z e ro ; a  tem  sam em  :

(I) c =  g r . | ;

to  je s t  że spółczynnik ką tow y assym pto ty  je s t  granicą do której d ą ży  stosunek , k ied y  x i y  zw iększają  

się nieograniczenie;  zm ienne x  i y są zw iązane m ię d zy  sobą p rze z  równanie krzyw ej.

R ó w n an ie  (2) n am  da je  jeszcze

d  —  y  —  c x  -  t [ x ) ;
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k iedy  x  i y  zw iększają  się n ieo g ran iczen ie , pozosta je

(II) d  =  g r .(y  —  cx)\

to je s t  że rzędna od początku assym pto ty  je s t  granicą w yrażen ia  (y —  ex), kiedy  x i  y zw iększa ją  się  
nieograniczenie;  c  ma wartość poprzednio znalezioną, y  je s t  związanern z x przez  równanie k r z y w y .

[1° Z a s t o s o w a n i e  do  k r z y w y c h  d r u g ie g o  r z ę d u .

501. N iech  będzie  ró w n a n ie  o g ó ln e  k rzyw ych  d rug ieg o  rzęd u

( 1 ) A x 2 +  2B x y  +  C y -  - f  2Da: - f  2E  y  - f F  =  0, 

jeś li ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  a ssy m p to ty  te j k rzyw ej je s t

( 2 ) y = c x - \ - d ,  

b ędzie  m usia ło  się  m ie ć , w e d łu g  n u m e ru  p o p rzed za jąceg o  :

C =  g r ' ~x’ d ~  g r-^  ~  cx ')- 

O tóż, z ró w n a n ia  (1) k rzyw ej, w y c iąg a  się

/„\ __  ^ x  —]- E  _i_ 1 i-------------------------
(3) V —  q —  i  q  \J m x --f- 2 >a- p ,

założyw szy :

(3 bis) m —  B- —  AC, n =  BE — CD, p  =  F  —  CF.

R ów nan ie  (3) nam  daje

B +  -  / -----------------
V x  _ i _ 1 i /  i , p

zkąd  w y p ad a  zw iększając x  n ieo g ran iczen ie

B , 111 U i_ I I---
c = . g r . | = - 5 ± E v « ;

w  ró w n a n ia c h  (3) i (4) znak i w yższe i niższe r h  p o w in n y  so b ie  o d p o w iad ać .

W  p rz y p a d k u  e lip sy , m  je s t  o d je m n e m ; sp ó łc z y n n ik i k ą to w e  a ss y m p to t są  w te d y  u ro jo n e .

W  p rzy p ad k u  h y p e rb o li, m  je s t  d o d a tn e m ; sp ó łczy n n ik i k ą to w e  a ss y m p to t są  rzeczyw iste . W  p rzy 

p ad k u  p a ra b o li,  m  je s t  z e re m ; w a rto śc i sp ó łczy n n ik ó w  k ą to w y ch  s ta ją  się  ró w n e  m iędzy  so b ą  i ró w n e

ilości ^

W yznaczm y  te raz  rz ę d n e  od  p o c z ą tk u ; w eźm y  n ap rz ó d  w arto ść  n a  C (h) o d p o w ia d a ją c ą  znakom  

w yższym , to  je s t



Ma się o d tąd

B #  -4- E  , 1  i— ., . ~-------;-----  ( — B 4 -  \Jm)
y  — cx  —  — ------  \m x -  - \-  2 nx  - j-  p  —  x  v y -—

Ci (-4

a lb o

\jmx"- Ą -  2 n c  - j -  » —  f -  E ) .
,J  ----- CX —  --------------- i---------------------------------i------------- !------- - >

a lb o  n a k o n ie c , m nożgc d w a  w y razy  u ła m k u  przez  ilo ść  sp rz ę ż o n ą  lic z n ik a , to  je s t

\Jmxl  - j-  2 nx p - \ - ( x  \fm  -)- E ) :

y _  cx  _  2x[»  —  E  y;w ] Ą - p  — E 2

C ^ m x‘2 -{- 2 n x - \ - p  -f-  G (x  \[m  —  K)

T eraz  dzie ląc  d w a  w yrazy  teg o  o s ta tn ieg o  u ła m k u  przez x ,  w y p ad n ie

2 (n —  E \]m) -)- ------ —
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y  —  cx

C |  —  - f  C \ jm - j - -
v  1 x  1 X1 1 v ' x

zw iększając  w te d y  x  n ieo g ra n ic z e n ie , z n a jd u je  się

, , . n —  E \ m  E  , n(o) rf =  g r .(y  — c:g) =  - v _ _  +  ,
C y m C V m

G dyby  się b y ło  w zię ło  w  ró w n o śc iach  (3) i (4) znak i n iższe , zn a laz łoby  się

E  Tl
(5 dis) d z = — ------------— ; gdzie  n =  B E — GD.

•-1 C ym

Z as tęp u jąc  w  ró w n a n iu  (2), c i d  p rzez  ich  w a rto śc i (4) i (5), o trz y m u je  się  n a  ró w n a n ie  a ssy m p to t 
k rzyw ej (1 )

^  —I-  ̂ (  r— n \(6 ) »  =  _ _ ± E ^  +  ̂ ;

zn ak i w yższe i niższe p o w in n y  b y ć  w zięte  razem  w  ró w n a n ia c h  (3) i (6 ).

W  p rz y p a d k u  e lip sy , m <  0 ; d w ie  w a rto śc i n a  d  (5) są  u ro jo n e . W  p rz y p a d k u  h y p e rb o li,  m >  0 ; 

w a rto śc i n a  d  są  rzeczyw is te . W  p rz y p a d k u  p a ra b o li, m —  0 ; d  je s t  n ie sk o ń c z o n e m ; sp ó łczy n n ik  
k ą to w y  n ie  b ę d ą c  n ie sk o ń czo n y m , a ssy m p to ta  je s t  n ie sk o ń c z o n ą .

N . U . R ó w n an ie  (3) m oże  się n ap isać , ro zk ład a jąc  n a  k w a d ra ty  ilo ść  p o ło żo n ą  p o d  zn ak ie m  
p ie rw ia s tk o w y m

(7)
B #  —J— lii 1  f /  / /— . W \ 2  , 71*,

? /= — c ± c v  r ' / “ + v ś ) + i’ - » . ’

p o ró w n aw szy  to o s ta tn ie  ró w n a n ie  z ró w n a n ie m  (6 ) a s s y m p to t, w yn ika  p ra w id ło  d o ść  p ro s te  aby 
w y p ro w ad z ić  ró w n a n ie  (6 ) z ró w n a n ia  (7).
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R ó w n an iem  o g ó ln em  k rzy w y ch  d ru g ie g o  rz ę d u  b ę d ą c
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(D A x Q- - f  2Bx y - \ -  Cy'2 +  2 Da; - f  2E y -j- P  =  0 ;

o trzy m am y  spó łczynn ik i k ą to w e  a ss y m p to t podz ie liw szy  przez  x 2, co  da je

p o te m  zw iększa jąc  x  n ieo g ran iczen ie , i zauw ażyw szy  że C =  g r . ^ ,  w y p ad n ie

( 2 ) Cc2 - f  2Bc +  A =  0 ;

tak iem  je s t  ró w n a n ie  (2 ) w y zn acza jące  sp ó łczy n n ik i k ą to w e  a ss y m p to t k rzyw ej (1 ).

Jeże li B2 —  AC <  0, to  je s t w  p rzy p a d k u  e llip sy , d w a  p ie rw ia s tk i są  u ro jo n e ;

Jeże li B 2 —  AC >  0 ,  to  je s t  w  p rz y p a d k u  h y p e rb o li ,  d w a p ie rw ia s tk i są  rzeczy w is te ; 

Je ż e li  B 2 —  AC —  0, to je s t  w  p rzy p a d k u  p a ra b o li,  d w a p ie rw ia s tk i są  rzeczyw is te .

K iedy się  o d n o si k rzy w ą  do  je j ś ro d k a , to  je s t  k ie d y  s ię  założy

L ecz  w idzim y  w te d y , przez w a rto śc i (5) n rn (501), w  k tó ry c h  m usi się p rzy p u śc ić  E  i D ze ro , że 
a ssy m p to ty  p rzech o d zą  przez n ow y  p o czą tek , a lb o  ś ro d ek  k rzy w ej, ja k  to  sp raw d z im y  je szcze  p o n iże j.

W te d y , je ż e li c je s t  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  je d n e j z n ic h , o trzy m a  się

x' i, y ’ p rzed s taw ia ją  n am  sp ó łrzęd n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  te j a ssy m p to ty . P o n iew aż  w a rto ść  
na c m u s i sp raw d zać  ró w n a n ie  (2 ), w id o czn ie  b ędz ie

je s t to  ró w n an ie  k w a d ra to w e  a ssy m p to t o d n ie s io n e  d o  n o w y ch  osi.

W y p ad a  z tąd  że : w yra zy  drugiego stopnia ,  w  równaniu  (1 ), p rzedstaw ia ją  dwie p ro s te  przechodzące  

p rsez początek i  równoległe do assym ptot.

X —  x' —j— Xq)

y  =  y 1 4-

i gdy się zn ies ie  w yrazy  p ie rw szego  s to p n ia , n or (316), ró w n a n ie  k rzyw ej s ta je  się

Atf'2 +  2B & V  +  C y'2 =  H :

sp ó łczy n n ik i k ą to w e  a ssy m p to t są  jeszcze  d an e  przez ró w n a n ie

Cc2 +  2Bc +  A =  0.

(3) A x'-  4 -  2 B ./.y  4 -  Cy '2 =  0 ;



R ó w n an ie  k w a d ra to w e  a ssy m p to t w zg lęd em  osi p ie rw o tn y c h  b ęd z ie  w ięc

A (x  —  x„)- - f  2B (x  —  x 0) (y  —  y 0) - f  C (y —  y 0f  =  ().

R ozw inąw szy  i m a jąc  w zg ląd  n a  zw iązki (3) n ru (316), to  ró w n a n ie  s ta je  się

Vi A x -  -f- 2Bx y  -(- Cy -  -f-  2D x —)—2E y  -)- A x \  2B.z'0y0 -(- C yl =  0 ;

lak  w ięc  rów nanie dwóch assym ptot ma też same to yra zy  drugiego stopn ia  i  też same toyrazy pierw szego  
stopnia ja k  równanie sam ejże k rzyw ej.

Aby w yznaczyć w yraz  n ieza leżn y  ró w n a n ia  (4), u w ażm y  że

A#o 4 "  By 0 -}- D =  0,

B^o 4 "  C y0 +  E  =  0, 

zkąd  się w y c iąg a  d o d a jąc  p om nożyw szy  p rzez  x 0 i y 0 :

A x \ 4 -  2Ba;0yo -)- Cy~0 —  —  (D-r0 4 "  E ^o)» 

zastąp iw szy  w te d y  x 0 i y 0 p rzez  w a r to ś c i w y c iąg n ię te  z ró w n o śc i p o p rz e d z a ją c y c h , m a  się

A.x* 4 -  2 b x 0y 0 4 -  G y\ =  (1) B , 2BI>L =  —  AC — f •

R ó w n an iem  d w ó ch  a ssy m p to t je s t  w ięc

(5) A x 2 4 -  2B x y  4 -  C y -  4 -  4 -  2E  y  4 -  F  +  ^  _ ' Z \ ć ~  ®’

5 l) 'l ROZDZIAŁ IV.

dzie  się za łoży ło , w e d łu g  zw ycza ju
A B D

(6 ) A = B C E

D E F,

503. W arunek aby hyperbola była równoramienną.

N azyw a się hyperbola równoram ienną hyperbola, której a ssym p to ty  są prostokąt nenii.
O tóż w idzie liśm y  p rzed  c h w ilą , że sp ó łczy n n ik i k ą to w e  a s s y m p to t są  w yznaczone przez ró w n a n ie  :

Cc2 4  2 Bc 4 * A f =  0 ;

jeże li ct i c2 są  p ie rw ia s tk a m i teg o  ró w n a n ia  i je ż e li 0 je s t  k ą te m  osi, w a ru n k ie m  p ro s to p a d ło śc i 

ty ch  d w ó c h  p ro s ty c h  będzie

1  4 - [c l 4 " c2)d o s 0  4 - ° iC2 =  0 .

O tóż, w e d łu g  ró w n a n ia  o k re ś la ją ceg o  p ie rw ia s tk i c, i c.2, m a  się
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W a ru n k ie m  aby  h y p e rb o la  b y ła  ró w n o ra m ie n n ą  je s t  w ięc

(7) A +  C — 2 B d o s0  =  0 ;

te n  zw iązek s ta je  się  w  p rzy p a d k u  osi p ro s to k ą tn y c h

(7 bis) A +  C =  0,

to  je s t  że sp ó łczy n n ik i k w a d ra tó w  zm ien n y ch  są ró w n e  i zn ak ó w  p rz e c iw n y c h .

N . B . W  p rz y p a d k u  e llip sy , te n  zw iązek  (7) n ie  m oże b y ć  sp ra w d z o n y m  przez  w a rto śc i rzeczyw is te  
n a  A, B , C ; m a  s ię , w  rzeczy  sam e j, w  za ło żen iu  o b e c n e m

B '2 —  AC =  —  nfi, zkąd  G =  ^  ;

i zw iązek (7) s ta je  się

A '2 - f  B 2 - f  hi2 — 2 AB dos0  == 0 ;

alBo ro z k ła d a ją c  n a  k w a d ra ty  :

(A —  B d o s0 )'2 -)-  B'2w sl20 - f -m 2 == 0 ; 

su m m a  k w a d ra tó w , k tó ra  n ie  m oże być  ze rem  d la  w a rto śc i rzeczy w is ty ch  n a  A , B , C.

I I I"  Z a s t o s o w a n i e  d o  k r z y w y c h  a l g e b r a i c z n y c h .

A ssym pto ty  rów nolegle do osi spó łrzędn ych .

504. W y z n a c z m y  a ssy m p to ty  ró w n o le g łe  d o  osi rz ę d n y c h .

W  ty m  c e lu ,  u p o rz ą d k u je m y  ró w n a n ie  krzyw ej w zg lęd em  p o tę g  zm n ie jsza jący ch  się  n ie w ia d o m e j y ; 

n ie c h  b ęd z ie  m  s to p n ie m  k rz y w e j, zaś (m —  p) n a jw yższą  p o tę g ą  n a  y  w c h o d z ą c ą  w  je j ró w n a n ie ,  

to  ró w n a n ie  b ęd z ie  m og ło  się o d tą d  n ap isać

(1) At>y m~p k p + iy m~‘1,-1  • • •  -f- Am—ty  -}- Am =  0 ;

li te ra  A* oznacza jąca  fu n k c y ę  c a łk o w itą  n a  aj, k tó ra  je s t  o g ó ln ie  s to p n ia  i , lecz n ig d y  s to p n ia  
w yższego.

Podzieliw szy  przez y'"~p, ró w n a n ie  (1) s ta n ie  się.

(2 ) A,, -(- A,, + i. -  4 -  Aj> + 2 -— 4 "  • • • + A m. - ^ = 0 .

Je ś li is tn ie je  a s sy m p to ta  ró w n o le g ła  d o  osi rz ęd n y ch  i g d y  a je s t  o d c ię tą  te j a s s y m p to ty , w a rto ś ć  

n a  y  m u s i zw ięk szać  się  co raz  b a rd z ie j, k ied y  d a  się  d la  x  w a rto śc i co raz  b liższe ilo śc i sk o ń 

czonej a ;  w ięc  k ied y  x  zdąża do  a , w a rto ść  o d p o w ia d a ją c a  n a  y  zw iększa s ię  n ie o g ra n ic z e m e , 

fu n k cy e  AP+1, AJ)+2, . . .  A„, pozosta ją  sk o ń czo n e ; ró w n a n ie  (2) sp ro w a d z a  s ię  w te d y  do

(3) Aj) =  0;
64



ty m  sp o so b e m  zw iązek (3) je s t  w a ru n k ie m  k o n ie c z n y m  a b y  ja k ie jk o lw ie k  w a rto śc i sk o ń czo n e j n a  x  

o d p o w ia d a ła  w a rto ś ć  n ie sk o ń c z o n a  na  y ; w ięc  w a rto śc i n a  x  o d p o w iad a ją ce  d la  a s s y m p to t ró w n o 
leg ły ch  do  osi rz ęd n y ch  znoszą  sp ó łczy n n ik  najw yższej p o tęg i n a  y \  zobaczym y  że są  w te d y  o g ó ln ie  
a ssy m p to ty  ró w n o le g łe  do  osi rz ęd n y ch , to  je s t  że te n  w a ru n e k  je s t  d o s ta te c z n y m ; tak  w ięc

A ssym p to ty  rów noległe do osi rzędnych  o trzym ują  się rów nając z zerem  spółczynnik n a jw yższe j 
p o tęg i na y .

K ied y  sp ó łczy n n ik  najw yższej po tęg i n a  y  je s t  s ta ły m , i gd y  ta  p o tęg a  n ie  je s t  y m n ie  z n a jd u jem y  
a ssy m p to t w  o d leg ło śc i sk o ń c z o n e j;  te  a ssy m p to ty  są  p rzen ie s io n e  d o  n ie sk o ń czo n o śc i. J e ż e li  n a j
w yższej po tęg i n a  y  i y m, sp ó łczy n n ik  je s t s ta ły m ; n ie  zn a jd u je  się w te d y  a ssy m p to t ró w n o leg ły ch  

d o  osi rz ę d n y c h , an i w  o d le g ło śc i sk o ń czo n e j, an i w  n ie sk o ń czo n o śc i.
505. O znaczyw szy przez  <t(x), f i {x ) ,  v->{x) fu n k cy e  k v,  A/) + 1 ,A;; + 2, tak  że ró w n a n ie  (2) n ap isze  się :
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(A) F fa ) =  ?(®) <PiCr )-^  +  ?2(x ) ,~2 _1-  • • • .4 "
J J J

N iech  b ędz ie  a p ie rw ia s te k  ró w n a n ia

(5) tp(x) =  0 ;

sp ra w d z im y  że te j w a rto śc i o d p o w ia d a  o g ó ln ie  gałęź n ie sk o ń czo n a  k rzy w ej m a jące j za a ssy m p to tę  
p ro s tą  x  —  a =  0 , i zbad am y  p o ło żen ie  te j gałęz i w zg lędem  a ssy m p to ty .

1° P ierw iastek  a  je s t  p ro s ty m , albo ogóln iej, je s t  on p ierw iastk iem  w ielokrotnym  rzędu  n ieparzystego. 

Je że li h je s t  ilo śc ią  d o d a tn ą  d o s ta te c z n ie  m a łą , o trzy m a  się , n a  p rz y k ła d , w e d łu g  za ło ż en ia  p rzy 

ję te g o .

?(a —  h) < [ 0 , ę(a - ) - /< ) >  0 ;

i «?(x) n ie  zn iesie  się  ja k  d la  x  —  a  w  p rzed z ia le  od  (a —  h) d o  (a - j -  h). P rzy p u śćm y  n a d to  że <p,(x) 
n ie  znosi się  d la  x  =  a , n ie c h  b ęd z ie  ? t(a) >  0 , na  p rz y k ła d ;  b ęd z ie  m og ło  się p rzy p u śc ić  że h 
je s t  d o ść  m a łe m , żeb y  by ło  razem

?i(a —  h) >  0 , 9 1(a) >  0 , ?1(a  +  h) >  0 .

T o  założyw szy, d a jm y  d la  i  w a rto ść  d o ść  m a łą , a b y  w ie lo m ia n  X pozosta ł d la  te j w a rto śc i i d la

w szelkiej w a rto ś c i m n ie jsze j, tegoż  sam eg o  z n a k u  ja k  je g o  p ie rw szy  w y raz , i n a d to , dość m a łą  ab y  
w a rto ść  b ezw zg lęd n a  n a  X b y ła  m n ie jszą  ja k  w a rto ś ć  b ezw zg lęd n a  n a  < ?(a±  h).

N iech b ę d ą  OA =  a, OA' =  a — /i, O A " = a - | - / i ;  zaś A B , A 'B ', A"B", p ro s te  ró w n o le g łe  do  osi Oy. 
, 1  1

P rzy p u śćm y  n ap rzó d  ~ ~ m a ją c  w a rto ść  w yzn aczo n ą  i d o s ta te c z n ie  m a łą  :

d la  : x  == a —  //, m a  się  F (a  — h) <  0 , 

x z = a ,  m a się  F ( a ) > 0 ,

x  =  & - \-h ,  m a  się  F (a  —(— /*) <  0 ;

m a  się  w ięc  p u n k t M, zaw arty  m iędzy  A 'B ' i A B, na  w ie rz c h u  osi O x i b a rd zo  o d le g ły .
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1 1P rzy p u śćm y , p o w tó rc  -  <  0, -  m ając  w a rto ść  w yznaczony  i d o s ta teczn ie  m a łą  w  w a rto śc i bez

w zg lędne j

d la  : x  =  a — /;, m a  się F (a  —  h) <  0 ,

x = a ,  m a się  F (a) <  0,

x =  a -f- /i, m a sio F (a  -j— /*) >  0 ;

m a się d ru g i p u n k t N , z aw arty  m iędzy  AB i A"B", p o d  sp o d e m  osi O x  i b a rd zo  od leg ły .

Jeżeli te ra z , zw iększa s ię  y  co raz  b a rd z ie j, o trzy m a  się  zaw sze w a rto ść  rzeczy w is tą  o d p o w ia 
d a jącą  d la  x ,  w a rto ś ć  k tó ra  zb liża  się do  a , p o n iew aż  p ierw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (lt) dąży  do 
w yrazu  <f(x) znoszącego  się ty lk o  d la  x  —  a , w  p rzed z ia le  od  (a —  h) d o  (a -f- h). O trzym a się w ięc  
d la  y  >  0 , sze reg  p u n k tó w  tw o rz ą c y c h  k rzy w ą  zb liża jącą  się  co raz  b ard z ie j d o  części w yższej p r o 
stej AB i po  lew e j s tro n ie  tej l in ii ;  d la  y  <  0 , o trz y m a  się  szereg  p u n k tó w  tw o rzący ch  k rzyw ą 
zb liżającą się co raz  b ard z ie j d o  części niższej p ro s te j AB i p o  p ra w e j s tro n ie  te j lin ii.

G dyby się m ia ło  ?,(a) —  0 i o2(a) >  0, gałęź n ie sk o ń c z o n a  p rzed s taw iłab y  k sz ta łt n a  s tro n n ic y  
ob o k  (lig. 1 ).

2° P ierw iastek  a j e s t  podw ójnym , albo ogóln iej, je s t  on w ielokrotnym  stopnia pa rzysteg o .

M ożna w te d y  p rz y p u śc ić  h d o ść  m a łem  tak  żeby  b y ło , na  p rzy k ład ,

y(a —  A ) '>  0 ,

N iech  będzie  n ap rzó d  y ^a ) ro ż n e m  o d  ze ra , p rzy p u śćm y  yt (a) <  0 .
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d la  : x  == a —  h, m a  się 

x  =  a , m a  się

x  =  a - j -  //, m a  się

F (a  —  /,) >  0, 

F ( a ) < 0 ,

F (a  +  h) >  0 .

Ula y  <  0 , n ie  b ę d z ie  się m o g ło  w ię c e j tw ie rd z ić  o is tn ien iu  p ie rw ia s tk ó w . W n io sk i b y łyby  od
w ro tn y m i, jeże lib y  się b y ło  m ia ło  ^ ( a )  >  0 . G ałęź n ie sk o ń czo n a  p rz e d s ta w i k sz ta łt na  s tro n n ic y  
o b o k  (fig. II).

N iech  będzie  n a k o n ie c  ? ł (a) =  0. Jeś li w  za ło ż en iach  ju ż  z ro b io n y c h , p rzypuszcza  sio ?2(a) <  0 , 

d la  : x  —  a —  h , m a  s ie  * F (a  — h) <  0,

x  =  a , m a  się  F (a )  <  0, ja k im k o lw ie k  b ąd ź  je s t  znak  n a  y ,

x = a - \ - h ,  m a  się F ( a ) - ( - /< ) >  0 ; 

m a  się  w ted y  k sz ta łt n a  s tro n n ic y  ob o k  (fig. III).

Jeże li m a  się  ra zem  ?,(a) =  0 i ?.,(a) >  0, ta  m e to d a  n ie  rozłączy  p ie rw ia s tk ó w , i n ie  będzie  

m o g ło  się  w n o s ić  o  is tn ie n iu  gałęz i n ie sk o ń c z o n y c h  rzeczy w is ty ch .

U w a g a . A ssy m p to ty  ró w n o le g łe  do  osi o d c ię ty c h , w yznaczą  się zu p e łn ie  tym że  sam y m  sp o so b em  

i o trzy m am y  p ra w id ło  n a s tę p u ją c e  :

A ssym pto ty  równoległe do osi odciętych  o trzym ują  s ię , rów nając z  zerem spółczynnik najw yższej 
p o tęg i na x .
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506. Z as to su jem y  do  k rzy w y ch  d ru g ieg o  rzęd u

(1) A x2 2 B.cy Cy2 4 -  2 Da; 4 -  2E y 4 -  F  =  0.

K iedy  sp ó łczy n n ik i A i G są  ró żn em i od  ze ra , n ie  z n a jd u je  się  a s sy m lo t ró w n o leg ły ch  d o  osi 
sp ó łrz ę d n y c h . Je ż e li m a  się  G =  0, ró w n a n ie  a ssy m p to ty  ró w n o leg łe j do  osi O// o trzy m a ' się ró w 
n a jąc  z zerem  sp ó łczy n n ik  na  y ,  co  d a je

Bo; 4 ~ E =  0 , zkąd  x  =  —  ~ ;

ta a ssy m p to ta  zb ieg n ie  się  z o s ią  rz ę d n y c h , jeże li m a  się E =  0. W ięc  

Oś rzędnych  będzie assym ptota , je ż e l i  spó łczyn n ik i na  y 2 i  na y są zeram i.

K iedy p rzy p u szcza  s ię  A =  0 , ró w n a n ie  a s s y m p to ty  ró w n o leg łe j do  osi O x  o trzy m u je  s ię , ró w 

n a jąc  z z e re m  sp ó łczy n n ik  na  x ,  co  da je

By 4~  d  —  ° ,  ZM  y  =  —

ta  a s sy m p to ta  zb ieg n ie  się z o sią  0 # ,  jeże li m a się  D =  0. W ięc

Oś odciętych  będzie assym pto ta , je ż e l i  spó łczyn n ik i na x2 i  n a  x są zeram i.

W a ru n k i k tó re śm y  w ysłow ili są  w id o czn ie  k o n iecz n e  i d o s ta te c z n e ; w y n ik a  z tąd  że ró w n a n ie  
h y p e rb o li odn ies ione j do  je j a s s y m p to t je s t  k o n iecz n ie  k sz ta łtu

2 B . r y - |- F  =  0, a lb o  x y = k ;

d w ie  osie  sp ó łrzęd n y ch  są  w ted y  assym ptotam i k rzyw ej.

1Y° Z a s t o s o w a n i e  do k r z y w y c h  a l g e b r a i c z n y c h .

A ssym pto ty  nierównoległe do osi spó łrzędnych .

507 . P rzy p o m n ijm y  so b ie , że je ż e li c i d  są  sp ó łczy n n ik  k ą to w y  i rzęd n a  od p o czą tk u  ja k ie jk o lw ie k  
a ssy m p to ty , ró w n a n ie  k rzy w ej m oże  się  po ło ży ć  p o d  k sz ta łte m  n er (500)

(1 ) y  =  c x - \ - d - \ - t (x).

t je s t  fu n k cy ą  na  x  k tó ra  dąży  do  zera  k ied y  x  zw iększa  się n ie o g ra n ic z e n ie ; a w ted y

(2 ) e = = g r ’ | ’ d  —  g r .( y  —  cx)

N iech  będzie  te raz  ró w n a n ie  o g ó ln e  k rzy w e j a lg e b r a ic z n e j :

(3) f[x , y ) =  y) 4 -  y ) 4 “ y) 4 -  • • •

fu n k cy e  r  są je d n o ro d n e  i s to p n ia  i w  x  i y .
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R ó w n a n i e  (3) będ/.ie m o g ł o  się napisać

. . = = 0 ,

a lb o  podzieliw szy przez  x m

(&)

Jeże li zw iększa  się  x  n ieo g ran iczen ie , y  o g ó ln ie  b ęd z ie  zw iększać  się  n ie o g ra n ic z e n ie , lecz

osi rz ę d n y c h . O tóż, k ied y  zw iększa się x  n ieo g ra n ic z e n ie , w szystk ie  w yrazy  p ocząw szy  o d  d ru g ie g o ,

tak  w ięc  spó łczyn n ik i kątowe assym ptot są p ierw iastkam i równania o trzym anego, równając z zerem  ogól 
w yrazów  stopnia n a jw ięcej podniesionego, w  k tó rym  się zastępu je  x  p rze z  l e y  przez  c .

P ie rw ia s tk i ró w n e  z e ro m  ró w n a n ia  (5) d a jy  a ssy m p lo ty  ró w n o le g łe  d o  osi od c ię ty ch .

R ó w n an ie  (5) b ęd y c , o g ó ln ie , s to p n ia  m , w nosi się  z tyd  że

Jest n a jw ięce j m  assym pto t nierów noległyeh do osi rzędnych .

Uw a g a . D ow ied liśm y  że je ś li sy a s sy m p to ty , ich  sp ó łczy n n ik i ky to w e  p o w in n y  k o n iecz n ie  s p ra w 

dzać ró w n a n ie  (5). P rzez an a liz ę  zu p e łn ie  p o d o b n y  do  tej k tó ra  b y ła  p rzed s taw io n y  w  n rze (505), 

sp ra w d z im y , że o g ó ln ie  d la  ja k ie g o k o lw ie k  p ie rw ia s tk u  rzeczyw is tego  c ró w n a n ia  (5), o d p o w ia d a  

je d n a  g a łęź  n ie sk o ń czo n a  rzeczyw is ta  k rz y w e j;  a lb o  le p ie j, w n ie s iem y  z te j analizy , że :

Jakiem ukolwiek p ierw iastkow i stopnia mnogości n iep a rzyste j rów nania c) =  0 odpowiada zaw sze  
p rzyn a jm n ie j je d n a  ga łęź  rzeczyw ista  nieskończona k rzy w e j. T en  w n io se k  n ie k o n ie c z n ie  m a  m ie jsce  
k iedy p ie rw ia s te k  je s t  s to p n ia  m n o g o śc i parzystej.'

508 . Wyznaczmy tera z  rzędną od początku tych assymptot.

N iech  b ęd z ie  c jak ik o lw iek  z p ie rw ia s tk ó w  rzeczyw is tych  ró w n a n ia  (5), i za łóżm y

R ó w n an ie  (1 ) , k tó re  je s t  także ró w n a n ie m  k rzy w e j, n ap isze  się

lecz sp ó łrzęd n e  x  i y  p o w in n y  sp raw d zać  ró w n a n ie  (3), a lb o  co w ychodzi n a  je d n o , ró w n a n ie  (4) 

m u s i się  w ięc m ieć

dyży do  z e ra , gdyż fu n k c je  f i sy fu n k cy am i c a łk o w ite m i ilości k tó ra  m a  g ra n ic ę  sk o ń czo n y ; 

w ięc w a rto śc i g ra n ic  s to su n k u  - , a lb o  spó łczy n n ik i k y to w e  a ssy m p to t p o w in n y  sp raw d zać  ró w n a n ie

(5) (I) , c ) — 0;

d  - f  t(x ) =  (5;
o trzy m a  się , d la  x  =  o o  

6 ) gr. J = g r . { d  - \ -  t) =  d .
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R o z w iń m y  k a ż d ą  z ty c h  fu n k c y j  p rz e z  w z ó r  T a y l o r ’a ,  i p rz y p o m n i jm y  s o b ie  że  z n a k o w a n ia  

ą / ,( l ,  c), <?";( 1 ,  e ) , . . .  o z n a c z ą  p o c h o d n e  p ie r w s z e ,  d r u g i e , . . .  f u n k c y i  oi{x, y) w z g lę d e m  y  w  k tó re j  

z a s tą p iło  s ię ,  p o  r ó ż n ic z k o w a n iu  x  p rz e z  1 i y  p rz e z  c, z n a jd u je  s ię

y.»( 1 , c) - \ - Ó~ ®'«(W c) - | -  j - 4 r ^  <:) +  4 ^2 , 3 x 3 4 “ ------

4- c) 4" -4 c) +  7—y c) 4“ ----x  x~ 1 . 2 . a?

(7) i , , [ = ° -  
I +  ^5 <Pn>-2(1  ̂ C) ~h ^3 y'"'- 2 (1 ? C) 4 - ................. 1

+  ^3 C) ..................

W ed łu g  zw iązku  (5) p ierw szy  w yraz  teg o  ró w n a n ia  je s t  z e re m , i po zo sta je  p o m n o ży w szy  przez x

(8) c) 4 - , c)] 4" H. - 4“ G. —2 4- • • • =  0.

Otóż k ied y  zw iększa  się x  n ie g ra n ic z e n ie , 8 s ta je  się w  g ra n ic y  ilo śc ią  sk o ń czo n ą  d ; w y razy  id ące  
po  p ie rw szym , k tó re  są fu n k cy am i c a łk o w ite m i ilo śc i sk o ń czo n e j 8, dążą do  ze ra , ró w n a n ie  (8 ; 

sp ro w ad za  się do

d® Vi(1, c) 4 “ fm — l(l 1  ̂ ---  0.
Z tąd  w ypada

(9 ) t o

to  je s t  że rzędn a  od początku , odpow iadająca jak iem u kolw iek  spó łczynn ikow i kątowemu c , je s t r-ówną 
przynajmniej ogółow i w yrazów  stopnia  (m  —  1 ), w którym  zastąp iło  się  x przez  1  i  y  p rzez  c , podzie
lonemu przez  pochodną, w zg lędem  c , p ierw sze j strony równania  ( I ) .

Uwaga I. D o w ied liśm y , że je ś li  je s t  w a rto ść  rzeczyw is ta  n a  d , o n a  m u s i sp raw d zać  ró w n a n ie  (9); 
otóż ro z u m u ją c  n a  ró w n a n iu  (8 ) ja k  to  b y ło  z ro b io n ern  w  n rze (505), sp ra w d z im y  że ró w n a n ie  (8 ) p rz y 
puszcza  ja k ą k o lw ie k  w a rto ść  rzeczy w is tą  n a  8, k ied y  przypisze się d la  x  w a rto śc i b a rd z o  w ie lk ie ; 
i że ta  w a rto ść  n a  8 zbliża się n ieo g ra n ic z e n ie  do  w a rto śc i d ,  gdy  w a rto śc i na  x  s ta ją  się co raz  
w iększem i. A ssy m p to ta  je s t w ięc  o g ó ln ie  zu p e łn ie  w yznaczoną .

Uwaga II. P ow ied z ie liśm y  że ró w n a n ie  k rzyw ej m o g ło  b y ło  b y ć  p rz e d s ta w io n e m  przez

(1 0 ) v =  c x - \ - d 4 - t(x ),  a lb o  y  =  cx  4 - 8,

o tó ż , d l a  o t r z y m a n ia  r ó w n a n ia  (7), p o d s ta w i l i ś m y  tę  w a r to ś ć  w  r ó w n a n iu  (Zi) s a m e jż e  k r z y w e j ;  z d a je  

s ię  w ię c  że  r ó w n a n ie  (7) m u s ia ło b y  b y ć  to ż s a m o ś c ią .  T o  w  rz e c z y  s a m e j m ia ło b y  m ie j s c e ,  je ś l ib y  

w a r to ś ć  n a  d , i fu n k c y a  8 k tó r e  w c h o d z ą  w  w y r a ż e n ie  (10) n a  ?/ i o d p o w ia d a ją  w a r to ś c i  z n a n e j  c, 

b y ły  s a m e ż  z n a n e m i.  L ec z  d  i 8  b ę d ą c  n ie z n a n e ,  r ó w n a n ie  (7) n ie  j e s t  to ż s a m o ś c ią ,  i o n o  m o ż e  

p o s łu ż y ć ,  j a k  to  b y ło  w s k a z a n e m , d o  w y z n a c z e n ia  i lo ś c i  n ie z n a n e j  d , ro b ią c  x  =  o o ,  c o  zn o s i i lo ś ć  

n ie z n a n ą  t(x).
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509. Dyskussya w artości na d :

Ą  ______<ą >n _  i (1  • Ć )'
C)

1 ° c) —  0 , ? 'm( l ,  c) > 0 ;

m a  się  w ted y  ja k ą k o lw ie k  a s s y m p to lę  p rzech o d zącą  przez p o czą tek  sp ó łrz ę d n y c h . K iedy ró w n a n ie  
k rzy w ej n ie  zam yka w  so b ie  w y ra z ó w  (m — ljomogo s to p n ia , w szystk ie  a s s y m p to ty , d la  k tó ry ch  n ie  
z n a jd u je  się c) = 0 , p rzech o d zą  p rzez  p o czą tek  sp ó łrz ę d n y c h .

2 ° fm - 1 ( i - c) ^  0 , < ?'„ ,(1, c) =  0 ;

n ie  m a  a s s y m p to ty , a lbo  lep ie j a s sy m p to ta  z n a jd u je  się p rz e n ie s io n ą  w  n ie sk o ń czo n o ść .

B ad an ie  ty c h  p rz y p a d k ó w  szczegó lnych  n ie  b ęd z ie  m og ło  b y ć  w y k o n an em  n a leż y c ie  ja k  ty lk o  za 
p o m o c ą  d ru g ie j m etody .

3° fm -l( l ,  ---0, (f/m( 1, c ) = 0 ;

w a rto ś ć  rzęd n e j p rzed s taw ia  się  pod  k sz ta łte m  ^  . A by o trz y m a ć , w ty m  p rz y p a d k u , w a rto śc i rz ę d 

n e j,  p o trz e b a  p o w ró c ić  d o  ró w n a n ia  (7). W p ro w ad z iw szy  te  za ło żen ia  i p o m n o ży w szy  przez  a;'2, 
z n a jd u je  się zw iększa jąc  x  n ie o g ra n ic z e n ie

(11) — 9 ^ ( 1 ,  C) -) -  da c) - j -  <p,„_2(1 , c) —  0.

W a rto śc i n a  d  są  w te d y  d an e  p rzez  ró w n a n ie  d ru g ie g o  s to p n ia ;  w sze lak o  liczba a ssy m p to t n ie  je s t  

p o w ięk szo n ą ; gdyż  d la  tej w a r to ś c i na  c m a  się  razem

<pM( l ,  c )  =  0 ,  ? 'm ( l , c ) =  0 ;

to  je s t  że ró w n a n ie  (5), d a ją c e  sp ó łc z y n n ik i k ą to w e , m a  d w a  p ie rw ia s tk i ró w n e ;  a ssy m p to ta m i o d p o - 
w iad a ją cem i są  dw ie  p ro s te  ró w n o le g łe .

G d y b y  się m ia ło  jed n o cz eśn ie  zw iązki p o p rzed za jące  :

?"m (l, c) —  0, c) =  0 , 2(1 , c) = 0 ;

ró w n a n ie  (1 1 ) sp ro w a d z a ło b y  się  do  to ż sam o śc i, i w a rto śc i rz ę d n y c h  za leża ły b y  w te d y  od  ró w n an ia  
trzec ieg o  s to p n ia ;  lecz  zau w aży m y  że w  ty m  p rz y p a d k u  ró w n a n ie  (5) m a  tr z y  p ie rw ia s tk i ró w n a .

Uwaga I. Z tej dyskussyi wnosimyr, że jeżeli m  jest stopień równania (5) w  c, znajduje się naj
więcej m assym ptot n ierównoległych do osi rzędnych.

Je ś li  n ie  m a a ss y m p to t ró w n o le g ły c h  d o  osi rz ę d n y c h , ró w n a n ie  o„,(l, c ) =  0 je s t ,  na jw ięce j, 
s to p n ia  m  w zg lęd em  c.

Je ś li są  a s s y m p to ty  ró w n o le g łe  do  osi rz ę d n y c h , i je ś li p  je s t lic zb ą  ty c h  assy m p to t, na jw yższa  

p o tęg a  na y  w ch o d ząca  w  ró w n a n ie  k rzyw ej je s t  y m~>‘ n cr (5 0 4 ) ; gdyż  je s t to  sp ó łczy n n ik  najw yższej 
p o tęg i n a  y  k tó ry  m usi d ać , ró w n a ją c  go z ze rem , te  p  a ssy m p to t. A te m  sa m e m , ró w n a n ie  
om( l ,  c ) —  0 ,  k tó re  o trz y m u je  się ró w n a jąc  z ze rem  o g ó ł w y razó w  s to p n ia  n a jw ięce j p o d n ie s io n eg o



i ro b ią c  w  n im  y  =  c, b ęd z ie  n a jw ięc e j s to p n ia  (m —  p ) ; i te m  sa m e m  o trz y m a  się  n a jw ięce j 

[ m — pj  a ssy m p to t n ie ró w n o le g ły c h  do  osi rz ę d n y c h , to  je s t  że zn a jd u je  się n a jw ięce j rn a ssy m p to t 

c a łk o w ic ie . W ię c

K rzy w a  m te8° stopnia m a najw ięcej m  assym pto t, tak rów noleg łych  ja k  n ierównoległych do osi 
rzędnych.

Uwaga II. K iedy p u n k t (x , y )  je s t  p u n k te m  p o d w ó jn y m  k rzyw ej, m a  się  f \  =  0 , f  v =  0, i spó ł-
f  0 

czynn ik  k ą to w y  s ty c z n e j— p rz e d s ta w ia  się po d  k sz ta łtem  - .  L ecz  jeże li uw aży  się  p u n k t  n ie -
/  y ^

sk o ń c z e n ie  b lizk i, o d p o w iad a ją cy  d la  [ x h ) ,  n o w a  w a rto ść  u ła m k u  pop rzed za jąceg o  p rzed s taw i 
je szcze  sp ó łczy n n ik  ką to w y  stycznej w  ty m  p u n k c ie  n ie sk o ń czen ie  b lizk im . B ędzie  m o żn a  zas to 

so w ać  do tego  p rzy p a d k u  p ra w id ło  w yznaczen ia  w a rto śc i g ra n ic  u w aża jąc  x  jak o  z m ie n n ą  i b io 

rąc  ilo raz  p o ch o d n y ch  w zg lęd em  x , w y p a d n ie

_/  xx y ' l f 'x y .
f'yx 4" y'*t yy

oznaczm y przez m  w a rto ść  g ra n ic y  n a  y ’x gd y  x  i y  w ezm ą w a rto śc i o d p o w ia d a ją c e  w  p u n k c ie  
p o d w ó jn y m , m a  sio

7,1 =  -  ę * xi ™ ! r ' '  zk̂ (1 m'f"y« +  W ' x y  +  f"xx =  0;
/  xy ~ r  w

je s tto  ró w n a n ie  w y zn acza jące  sp ó łczy n n ik i k ą to w e  sty czn y ch  w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  n cr (472).

T o  p raw id ło  czy d a  się zasto so w ać  d la  w a rto śc i (9) n a  d  n ru (508), k ie d y  te n  u ła m e k  p rz e d s ta w ia

się p o d  k sz ta łte m  ^  d la  w a rto śc i na c tak ie j ja k  c0? N ie, gdyż d ru g a  s t ro n a  u ła m k u  szu k an eg o  n ie

p rz e d s ta w ia  w te d y  rzęd n e j od p o c z ą tk u  assy m p to ty  gd y  się n ad a  n a  c. w a r to ś ć  ca h , h b ęd z ie  

t a k jn a łe m  ja k  się  ty lk o  p o d o b a , lecz ro ż n e m  od  z e ra , po n iew aż  rów m anie ?m (t, c) =  0 n ie  je s t

w ięce j sp ra w d z o n ć m  d la  c —  c0 - \-  h. T y m  sp o so b e m  u ła m e k  —  ^  n ie  p rzed s taw ia
?m(l. C o -f/i)

w ięcej rzęd n e j od  p o czą tk u  a s s y m p to ty ; p rze to  k ied y  p o d d a  się  te n  u ła m e k  ro zu m o w an iu  z n an em u  
a b y  o trzy m ać  w a rto ś ć  g ra n ic y , zna jdz ie  się w p ra w d z ie  w a rto ść  g ran icy , lecz  n ie  m ające j żadnego  
s to su n k u  z ilo śc ią  d  szu k an ą . Rzecz je s t  w reszc ie  w id o czn ą  a p r io r i;  p o n iew aż  ró w n a n ie  (d l) nru (509)

k tó re  d a je  w a rto śc i n a  d  zależy od  w y razó w  s to p n ia  (m —  2 ) ró w n a n ia  d a n eg o , i że u łam ek
9 >"(!> c )

zu p e łn ie  n ieza leżnym  o d  ty c h  w y razó w .

510. Położenie k rzyw e j w zględem  assym ptot.

W  k rzy w y ch  a lg e b ra ic z n y c h , k rzy w a  począw szy  od  p ew n eg o  p u n k tu  pozosta je  zaw sze z tej sam ej 

s tro n y  a ss y m p to ty .

N iech  b ęd z ie  Y rzęd n a  a ssy m p to ty  o d p o w ia d a ją c a  p ew n e j w a rto śc i n a  x ,  i y  rz ę d n a  k rzyw ej 
o d p o w ia d a ją c a  te jże  sam ej o d c ię te j; m a  się  n "  (500)

(1 2 ) y  =  cx  4 * d  - j-  c, a lb o  y  —  \ T =  e;
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jeże li t je s t  d o d a tn e m , rz ę d n a  k rzy w ej je s t  w iększa  od  rzęd n e j a s s y m p to ty ; to  b ęd z ie  o d w ro tn e m ,

65
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jeże li t je s t  o d je m n e m . M ożna w ięc  w n o s ić  ze z n a k u  na  e o p o ło żen iu  k rzyw ej w zg lęd em  jej 

a ssy m p to ty . Otóż ró w n a n ie  (7) n™ (508) d a je  :

(d - \ - t ) y 'm(\ , c) i(1 , C) -f- <?"m (1, c )-\-S o 'm_ j ( l ,  c) <pm_2( l , c)

i r p * m
^ |_ 0 Ts? H,(,J c ) 4 “ 2 -  l( i ) c) “f" J  ?'»I-2(1) c ) < f m _ s { \ ,  c)

= 0 ,

ró w n a n ie , w  k tó re m  m a się

$ — d  —{— i •

B iorąc  p o d  ro zw ag ę  w a rto ś ć  n a  d  n™ (508), p ie rw sze  w y razy  te j w a rto śc i sp ro w ad za ją  się  do 

eo 'm (l, e ); z tąd  w y p ro w ad z im y , p rzy p u śc iw szy  fu n k c y ę  c) ró ż n ą  od  zera

(13)
X ’ ? 'm (l, c) X2 X3 * '

D ruga s tro n a  je s t  w ie lo m ia n e m  u p o rz ą d k o w a n y m  w zg lęd em  p o tęg  zm n ie jsza jący ch  s ię  n a s ;  liczn ik i 
są  sk o ń czo n e , gdyż to  są fu n k c y e  c a łk o w ite  n a  c k tó re  je s t  sk o riczo n em , i n a  <5 k tó re  sk ład a  się z ilości 
sko ń czo n e j d  i z ilości c n ieo g ran iczen ie  zm n ie jsza jące j się  k ied y  x  się zw iększa . O tóż m o żn a  dać  
d la  x  w a rto ś ć  d o ść  w ie lk ą , tak  ab y , d la  te j w a rto śc i i d la  w sze lk ie j w a rto śc i w ięk sze j, zn ak  d ru g ie j 
s tro n y  b y ł te n ż e  sam  ja k  zn ak  p ie rw szeg o  w yrazu

<?m-2 ( 1 >  c ) - | -  < J ? 'm _ l ( l >  r )  H -  2  ? * * » ( *  J  c )

X 9 >#(15 c)

W  to  w yrażen ie  w ch o d zi 8, k tó re  zależy o d  d  i od  n ie z n a n e j t '  lecz k ied y  x  zw iększa się n ie 
o g ran iczen ie , s dąży do  z e ra ; m o żn a  w ięc  w ziąć  x  d o ść  w ie lk iem  ażeby  znak  liczn ik a  b y ł te n ż e  sam  
ja k  znak  ilo śc i n ieza leżne j od  e; tak  że znak  d ru g ie j s tro n y  (13) b ęd z ie  ten że  sam  ja k  znak  u ła m k u

(14)
X  ?'m(l, c)

W ięc , począw szy  od  w a rto śc i na  x  d o sta teczn ie  w ie lk ie j, x  zw iększa jąc  s ię  n ieo g ra n ic z e n ie , zn ak  
n a  e po zo stan ie  zaw sze tym że sam y m  i b ęd z ie  zn ak ie m  w y ra ż e n ia , to  j e s t  że :

P ocząw szy od punktu dostatecznie odległego, k rzyw a  zn a jdu je  się z p ew n e j stro n y  a ssym p to ty , i  p o zo 
sta je  zaw sze z tejże sam ej stron y k ie d y  punkt odda la  się nieograniczenie na g a łę z i k r z y w e j.

U w a g a . W łasn o ść  k tó rą  d o p ie ro  co śm y  u d o w o d n ili  je s t  c h a ra k te ry s ty c z n ą  d la  k rzy w y ch  a lg e b ra ic z 

ny ch , gdyż o n a  n ie  m a  zaw sze m ie jsca  d la  k rzy w y ch  p rze s tęp n y ch . I tak  k rzy w a

w s t#
y  = ------- >



ASSYMPTOTY. —  PUNKTA W  NIESKOŃCZONOŚCI. 5 1 5

m a za a s sy m p to tę  oś o d c ię ty c h , o n a  p rz e c in a  tęż  sam ą  oś w  liczb ie  n ie sk o ń czo n e j p u n k tó w  o d d z ie 
lo n y ch  przez  p rzed z ia ł sta ły  i ró w n y  ir ;  w ysokość  p o ło żeń  łu k ó w , o d p o w iad a ją cy ch  ty m  p rz e d z ia ło m ,

zm n iejsza  się co raz  b a rd z ie j;  w id z im y  że k rzyw a w ah a  się o k o ło  sw ej a ssy m p to ty , zb liża jąc  się do  n iej 

n ieo g ran iczen ie .

V° U w a g i  o g ó l n e .

511. 1 “ A ssymptota w  krzyw ych  algebraicznych je s t  zaw sze assym ptotę k r z y w e j o dwóch gałęziach .

T o p o d a n ie  w y n ik a  z ro z trz ą sa n ia  w y k o n a n e g o  w  n™  (505); m o żn a  je szcze  je  do w ieść  w  sposób  
n a s tę p u ją c y .

P rz y p u ść m y  że k rzyw a m a ja k ą k o lw ie k  a s sy m p to tę  i w eźm y  tę  a s s y m p to tę  za oś o d c ię ty c h , n iech  

b ęd z ie  w ted y

(O  f (x,  y )  =  0 ,

ró w n a n ie  k rz y w e j; ta k  że d la  x — p ° \  m a się y  =  0 ;  n ie c h  b ęd z ie  AM g a ięź  n ie sk o ń c z o n a  
a ssy m p to ty  O x.

1
Z ałożyw szy x  —  ~ ,  ró w n a n ie  (1) s tam e  się

(2 ) / | p  y^ =  <?{>, 2/ ) = ° ;

b ęd z ie  to  ró w n a n ie  k rzyw ej a lg eb ra iczn e j, p rzek sz ta łcen ie  ró w n a n ia  d a n e g o ; b ę d z ie m y  u w ażać  t  ja k o  
p rz e d s ta w ia ją c e  o d c ię te  k tó re  b ę d ą  liczo n e  n a  p ro s te j Ox.

K iedy x  zw iększa  się n ieo g ra n ic z e n ie , je d n a  z w a rto śc i n a  y  ró w n a n ia  (1) dąży  do z e ra , m a  się 
ga łęź  n ie sk o ń czo n ą  MA assy m p to ty  O # ; k ied y  x  zw iększa się  n ie o g ra n ic z e n ie , z m ie n n a  t  dąży  do  

ze ra , i ró w n a n ie  (2 ) d o s ta rc z a ją c  d la  x  ty c h ż e  sam y ch  w a rto śc i ja k  ró w n a n ie  ( 1 ) je d n a  w a r to ś ć  n a  y  

będzie  dążyć w te d y  d o  z e ra ; o trzy m am y  w ięc , w  krzyw ej p rz e k sz ta łc o n e j, ga łęź  NO zakończoną
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w  po czy tk u . P rz e to , je ś lib y  k rzy w a  (1) m ia ła  ty lko  je d y n y  g a łęź  n ie sk o ń czo n y  assy m p to ty  p ro s te j 0 x ,  
k rzyw a ( 2 ) p o s iad a łab y  je d y n y  g a łęź  p rzech o d zy cy  przez p o czy tek  i za trzym ujycy  się w  tym  p u n k c ie ;  
gdyż je ś lib y  k rzy w a  NO m ia ła  dw ie  gałęz ie  zak o ń czo n e  w  O, k rzy w a  d an a  MA m ia łab y  d w ie  gałęz ie  
d o ty k a jące  się  osi x  w  O. T a k  w ięc  k rzy w a  (2) m ia łab y  punkt za trzym a n ia ;  co  n ie  m oże  m ieć  m ie jsca , 
n u m e r  (482), pon iew aż ró w n a n ie  (2) je s t a lg eb ra iczn em . Is tn ie je  w ięc d ru g a  gałęź n ie sk o ń c z o n a  m a -  
jy c a  za a s s y m p to tę  oś o d c ię ty c h , c . b . d . d .

T o  p o d a n ie  b ę d z ie  m o g ło  się  tak że  d o w ie ść  ro b iyc  p e rs p e k ty w ę  k rzyw ej n u m e r  (43), e tc .

512. 2° A ssy m ptota j e s t  ogólnie granicą po łożen ia  s tyczn ej, k tórej pu n k t styczności odda la  się n ieogra
n iczon e  na g a łę z i nieskończonej k rzyw e j.

R ó w n a n ie m  s ty czn e j, w  p u n k c ie  k rzyw ej

(1) f ( x ,  y ) =  <fm(x, y ) - \ -  Z<fm-\(x, y )  +  ZS?m -2 (x , y) - ) - . . . =  0 , 

je s t ,  oznaczyw szy  przez X , Y , sp ó łrzęd n e  b ieżyce  :

(2) x/*, +  V »  +  /'* =  0,
z w a ru n k ie m

(3) f ( x , y )  =  0, a lb o  x f ' x - \ -  y f ' y - f  =  0.

S p ó łc z y n n ik ie m  ky tow ym  stycznej je s t  f — ; w y c iy g a s ię  ze zw iyzku  (3)
f ' v )

r ± - i s ( L i \  i .
f ' v f \ Y x

(4) 'g r . ( —  ę Ą ż = - g v £ = c ;

o tóż , jeże li zw iększa  się  % n ie o g ra n ic z e n ie , i jeże li się  p rzy p u śc i że s to su n e k  ( —  ^  ) pozosta je  sk o ń 

czo n y m , w y p ad n ie

f ' v)

to  je s t  że spó łczynnik  kątow y styczn ej m a za  gran icę spó łczynnik  kątow y assym pto ty  ; s tyczn a  j e s t  w ięc  
rów noległą  do assym pto ty .

R zęd n a  od p o czą tk u  s tyczne j je s t  ( —  otóż z ró w n a n ia  (1) w y c iy g n ie  s ię  (zrobiw szy z =  1 po
\  / !//

z ró żn iczk o w an iu )

_ —  f ' - _____y»i—i{x, y) - \-  2 y,,i_a(x, y) ~f~ • • •
/ '«  f'm(x, y )  -(-  V?m-l [x,  y )~ (- . . .

%
w y rażen ie , m ogyce  się jeszcze  n a p isa ć , p o d z ie liw szy  d w a  w yrazy  u ła m k u  p rzez  x m~ l :

.  , , y \  —l  ̂  •_ 7, ?/\_i_ 3 _ ( ,  ?/Y'j/m—i
r « =



T eraz  jeże li zw iększa  się  a  n ieo g ran iczen ie , p o n iew aż  g r . |  =  c ; w e d łu g  teg o  ja k  b y ło  d o w ie - 

d z io n em , w y p a d a
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to  je s t  że rzędna od początku styczn ej ma za granice rzedną od początku assym pto ty .

U w a g a . W ła sn o ść , k tó rą  d o p ie ro  co śm y  sp ra w d z ili m oże n ie  is tn ieć  w ięce j n a w e t d la  a ssy m p to t 

w  od leg ło śc i sk o ń czo n e j, k ied y  k rzyw a je s t  p rz e s tę p n ą .

1  ta k  k rzyw a

w s t a  w s ta -
(!•> » =  — ' M

m ają  za a ssy m p to tę  oś o d c ię ty c h .

D la p ierw szej sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  stycznej j e s t :

, a d o s a —  w s ta  d o s a  w s t a .
1J x —  ---------------5----------- -------------------5— 5

J x 1 a  a 2

je j w a rto ść  je s t z e rem  d la  a  =  0 0 , zn a jd u je  się  w p raw d z ie  k ie ru n e k  a ssy m p to ty .

Lecz rz ę d n a  od  p o c z ą tk u  stycznej, to  je s t

„  / w s t a  a d o s a — w s t a \  ,, / „ w s t a  
y  —  xy 'x , a lb o  ( — ---------------------------- j a lb o  1 2  —-- --------d o s a j ,

je s t  n ieoznaczoną  d la a  =  cx>, gdyż d o s t = 0  je s t  ilo śc ią  n ieoznaczoną.

D la d rug ie j k rzy w ej, sp ó łc zy n n ik ie m  k ą to w y m  s ty czn e j je s t

, 2 a 2d o s a 2 —  w s ta 2 „ . w s ta '2
V x — --------------- n-------- — =  2 d o s a - --------- 5— ,
0 x 1 x -

ilo ść  k tó ra  po zo sta je  n ieo zn aczo n ą  k ied y  p rzy p u śc i się a  =  0 0 .

f'~B ędzie  m og ło  się sp raw d z ić  w  d ru g im  p rz y p a d k u , że ilo ść  — jf -  je s t  n ie sk o ń c z o n a  d la  a  =  0 0 .
/  V

513. Z naleźć równanie ogólne krzyw ych  rzędu  m , m ających  p  assym ptot rów noległych w  kierunku 

dan ym .

W eźm y  oś rz ę d n y c h  ró w n o le g łą  w  k ie ru n k u  d a n y m , p  a s s y m p to t b ę d ą  m ia ły  n a  ró w n a n ie  

a  —  a , =  0 , x  —  aa =  0 , . . . ,  a  —  a,, =  0 .
Z ałóżm y

( 1 ) ? 0 ) =  ( a  —  a,) ( a  —  a2) . . .  (a  —  a,,).

P o n iew aż  je s t  p  a s sy m p to t ró w n o le g ły c h  d o  osi rz ę d n y c h , najw yższą  p o tę g ą  na  y  k tó ra  p o w in n a  

w c h o d z ić  w ró w n a n ie  k rzyw ej je s t  (w  —  p ) \  ró w n a n ie  k rzyw ej b ędz ie  w ię c  k sz ta łtu

Apym~P Ap + 1 y m p 1 - j-  . . .  —|-  Am—1y  —f- Am =  0 ;
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i p o n iew aż  a ssy m p to ty  ró w n o le g ła  d o  osi rz ę d n y c h  o trz y m u ję  się ró w n a ją c  z z e re m  sp ó łczy n n ik
n a  y m~p,

gdyż Ap je s t  p e",eg° s to p n ia . R ó w n a n ie m  szu k an em  je s t  w ięc

(2) (x ) y m~ r +  A,, + 4 . A t» -iy  4 -  A m —  0 ;

Ap.,:i, AP+.>,• . . ,  A? sę  fu n k cy am i ca łk o w ite m i n a  x i d o w o ln e m i, s to p n i w z g lę d n y c h  (/J-f-1), (p-)-2)1-*m - 
W y n ik a  z tęd  że liczbę  sp ó łczy n n ik ó w  d o w o ln y ch  zaw arty ch  w  ró w n a n iu  (2) je s t

0> +  2) 4 -  (p  +  3) +  • • •. +  (m +  1 ), a lb o  p L t l & L ± 2 >  _  ,(P +  <KP +  2J

Jeże li p rzy p u śc i się p  —  m  —  1, ró w n a n ie  szu k an e  je s t w te d y

(3) (x  — a,)(a? —  a2) . . .  [x  —  a 4 - A,» =  0 , 

ró w n a n ie  k sz ta łtu

( 3 t ó )  2/ = ^ ,

w ie lo m ian  je s t  s to p n ia  m , w ie lo m ian  <?(x) je s t  s to p n ia  [rn —  1 ).

U w a g a . Je ż e lib y  się żędało  żeby  by ło  rn a ssy m p to t ró w n o le g ły c h , ró w n a n ie  krzyw ej s p ro w a 
d za łoby  się do

[h] (.f  —  a ,)  (x  —  a2) . . .  (x  —  a,„) =  0 ,

to  je s t  że k rzy w a  sk ład a łab y  się z m  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h .

T ak  w ięc : K rzyw a  algebraiczna rzędu  111 nie może mieć m  assym ptot rów noległych  chyba g d yb y  ona 
składała się z  111 prostych  rów noległych .

T o je s t  p rz y p a d e k  szczegó lny  n a s tę p u ję c e g o  p o d a n ia  :

K rzy w a  algebraiczna rzędu  m  nie może m ieć punktu wielokrotnego rzędu  m , w odleg łości skończonej, 
chyba g d y b y  ona sk łada ła  się z  m  prostych  zbiegających się z  sobą.

W  rzeczy sam e j, ró w n a n ie  k rzy w ej b ę d ę c  p o ło żo n e  p o d  k sz ta łte m

(5) <?m(x, y )  4- <fm— i(x , y ) - \-  . . . y) 4" ?0 =  0 ,

w y b ierzm y  p u n k t  w ie lo k ro tn y  za p o c z ę te k ; ja k a k o lw ie k  p ro s ta , p rz e c h o d z ę c a  p rzez  te n  p u n k t

y  =  \x ,

m u si sp o ty k ać  k rzy w ę  w m p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się  z so b ę , to  je s t że p ie rw s z a  s tro n a  ró w n a n ia  (5) 
k ied y  się  w  n ie j uczy n i y  =  ).x, p o w in n a  b y ć  p o d z ie ln ę  przez  x m, ja k ie m k o lw ie k  będź  je s t  X; o tóż 

to  w y m ag a  aby  fu n k ey e  y0> < p iy  <?m-i b y ły  to ż sam o śc io w o  z e ra m i; ró w n a n ie  k rzyw ej sp ro w ad z i się  
w te d y  do

'j'mix, y ) --- 0 ,

ró w n a n ie  p rzed staw iu jęce  m  p ro s ty c h  p rzech o d zący ch  p rzez  p o czę tek .
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Z obaczym y  pon iżej że, je że li k rzy w a  m a m  a s sy m p to t ró w n o le g ły c h , ta  k rzy w a  p o s ia d a  w  n ie sk o ń 
czoności p u n k t w ie lo k ro tn y  rzęd u  m ; p o d a n ie  w y sło w io n e  p o p rzed n io  je s t  w ięc  p rz y p a d k ie m  szcze

gó ln y m  p o d a n ia  k tó re g o  d o p ie ro  co śm y  dow ied li.

514. R ównanie ogólne krzyw ych  m tes° rzędu  m ających  m  assym ptot danych n ierów noległych .

N iech  b ę d ą

( 1 ) y  — a ix  —  b j = 0 , y  —  a 2a? —  b 2 =  0 , . . .  y  —  am# —  b m =  0 ,

ró w n a n ia m i m p ro s ty ch  d a n y c h , ró w n a n ie  o g ó ln e  k rzy w y ch  rz ę d u , m a jący ch  za a ssy m p to ty  

te  rri p ro s ty c h , b ędz ie

(2) (y  —  at x  —  b,) [y  —  a2 x  —  b.2) . . .  ( y  —  a™ x  —  b,„) -f- ? (x , y )  =  0 ,

?{x, y )  b ęd ąc  fu n k c y ą  s to p n ia  (rn —  2 ) w  x  i y ,  k tó re j sp ó łczy n n ik i są  z u p e łn ie  d o w o ln e .

S p raw d źm y  n a p rz ó d  że k rzyw a p rzed s taw io n a  przez to  ró w n a n ie , m a  za a ssy m p to ty  m  p ro s ty ch  

d a n y c h .

W iad o m o  że spó łczy n n ik i k ą to w e  a ssy m p to t k rzyw ej są  d an e  n er (507) przez ró w n a n ie

ym( 1 , c) —  0

tu  og ó łem  w yrazów  s to p n ia  m  je s t

(y —  a i x) { y  —  '<ux).. . (y —  amx ) ;

spó łczy n n ik i k ą to w e  a ssy m p to t b ę d ą  w ięc  d a n e m i przez ró w n a n ie

( 3 ) (c —  n ,) (c  —  a2) . . .  (c — a m) =  0 ;

p rze to  a ssy m p to ty  b ę d ą  ró w n o le g łe  d o  p ro s ty c h  d a n y c h .

D la o trzy m an ia  rzęd n e j od  począ tk u  p rz y p o m n ijm y  sob ie  w z ó r n™ (508)

d =  — ( 1 , c)
f ' m ( l ,  C)

k tó ry  s ta je  się  w  p rz y p a d k u  o b ecn y m

ą  __  —  b ,(c  —  a2) . . . (c —  a,„) —  b 2(c —  a ,)(c  —  a3).. , ( c  —  a,,,)— . . .
(c —  a2)(c —  a3) . . .  (c  —  a m) -f -  (c  —  a4) (c  —  a 3) . . .  (c  —  a,„) - f . . . '

D la k ie ru n k u  c =  a ^  z n a jd u je  się d  =  b 4; w ięc  p ro s ta

y —  a ,x  —  b , =  0 ;

je s t  is to tn ie  a ssy m p to tą  k rzyw ej. T oż sam o  d o w o d zen ie  s to su je  się  d o  (m  — i )  in n y c h  p ro s ty c h .

M ożna jeszcze do w ieść  teg o  p o d an ia  w y ch o d ząc  z ok reś len ia  sam y ch że  a ssy m p to t. N iech  b ęd z ie  

o d leg ło ść  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  (x, y )  k rzyw ej od  p ro s te j, n a  p rz y k ła d ,

y — a £ x  —  b t =  0 ;



sp raw d źm y  że ta  p ro s ta  dąży  d o  ze ra  k iedy  p u n k t (x , y )  o d d a la  się  do  n ie sk o ń czo n o śc i w  k ie ru n k u  
p ro s te j, to  je s t k ied y  m a  się
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fir. =  a , .

P o d łu g  w zo ru  znanego , w iad o m o  że

) / — a i x — !>i , . ,______
S -  — ^   ̂ - > zkąd y  a x.X' —  b 4 —  o \/a* -f- \ . 

y l  —f— a*

L ecz x ,  y ,  b ęd ąc  sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  k rzyw ej, m usi się  m ieć , p o d s ta w ia ją c  tę  w a rto śc i w  ró w 
n an iu  ( 2 )

$ V̂ i +  i • [y — 3.2a.' — bo).. .  [y  — n„,x — b,n) -)- y(x ,  y ) =  0 ;

zkąd  w yciąga się ro zw iązu jąc  w zg lęd em  <J i po d z ie liw szy  d w a w yrazy  u ła m k u  przez  x :H~ 1 :

_  5̂=r*?(Ą y)

Va* +  ł  ( 2  —  a 2 -  h  -  a3 _  L A . . . (M _  a„, -  *=\X X \ x  XI \X X

Otóż je ż e li p rzy p u śc im y  że p u n k t od d a la  się  d o  n ie sk o ń czo n o śc i n a  k rzy w e j, tak  że g r .^  =  a t , m ia 

n o w n ik  je s t  w  g ra n ic y  sk ończonym  ; liczn ik  m a  za g ra n ic ę  ze ro , gdyż fu n k cy a  y[x} y)  je s t s to p n ia  
(m  —  2 ) n a jw ięc e j.

N ak o n iec , m ożem y  d o jść  z a ró w n o  do  tegoż  sam eg o  w y p a d k u , d o w o d z ą c  że p ro s ie  d a n e  są  s ty cz 

nem i do  k rzyw ej w  p u n k ta c h , w  k tó ry c h  ta  k rzy w a  je s t  s p o tk a n ą  przez  p ro s te  w  n ie sk o ń czo n o śc i. 
W  rzeczy sam e j, z rob iw szy  ró w n a n ie  je d n o ro d n e m , w y p a d n ie

[li) ( y  —  a,x- —  b ,z)(y  —  a2® —  b 2z). . .  (y —  amx  — b mz) -f- z% (x , y ,  z) =  0 .

O lóż, jeże li się  o d szu k a  p rzec ięc ia  k rzyw ej z p ro s tą

y Cl l ) | ■■ 0 y

n a  p rzy k ład , z n a jd u je  się

z\ ( x > y > z) = 0 ;

ró w n a n ie  k tó reg o  p ie rw sz a  s tro n a  je s t  p o d z ie ln ą  przez z -; p ro s ta  szu k an a  d o ty k a  się  w ięc  k rzyw ej 
w  n ie sk o ń c z o n o śc i; o n a  je s t  tem  sam em  assy m p to lą .

Pozosta je  n am  te raz  d o w ieść  że równanie ('2) je s t  równaniem najogólniejszem  krzyw ych  in lcg° rzęd u , 
m ających za  assym pto ty  m  prostych danych. W  ty m  ce lu , zau w aży m y  że d a ć  sob ie  ja k ą k o lw ie k  

a ssy m p to tę , w ychodzi na  je d n o  co  u zasad n ić  d w a  zw iązki m iędzy  sp ó łc z y n n ik a m i ró w n a n ia  k rz y w e j; 
w  rzeczy sam e j, a s sy m p to la  b ę d ą c  styczną  d o  k rzyw ej w  p u n k c ie  u w ażan y m  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, 
w y raz i się że jak ak o lw iek  p ro s ta  je s t  a s sy m p to lą , szuka jąc  je j p rzec ięc ia  z k rzyw ą, i p isząc  że ró w n a n ie  
o trz y m a n e  m a  d w a  p ie rw ia s tk i n ie sk o ń c z o n e ; co p ro w ad z i d o  d w ó ch  zw iązków  m iędzy  sp ó łczy n n i-
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k am i. W ię c . po n iew aż  d a je  się m  a s sy m p to t, m a  się  przez to  sam o  "2rn w a ru n k ó w . Lecz ró w n a n ie  
krzyw ej s to p n ia  m  zaw ie ra  w  sob ie  n cl' (36)

(-'/<. -f- 1 K?» -j~ - )  w y razó w , a lb o  2 ) —  i j sp ó łczy n n ik ó w  d o w o ln y c h ,

to  je s t  że k rzy w a  je s t  w yznaczony  przez 4~ IM '" ~t~ - /  —   ̂ J w a ru n k ó w  p ro s ty c h .

O tóż k rzy w a  b ęd y c  ju ż  p o d leg ły  p o s ia d a n iu  m  a s s y m p to t d a n y c h , d o ść  j e s t  aby  jy  w yznaczyc 

zu p e łn ie , d ać  sob ie

j-(w +  1) (m +  2 ) _  4 _  2mJ aJbo ( m - l ) m

p u n k tó w ; p rze to  je j ró w n a n ie  n ie  b ęd z ie  w ięce j z a w ie ra ć  w  sob ie  ja k  — — p a r a me t r ó w z u p e ł

n ie  d o w o ln y ch . Otóż fu n k ey a  f ( x ,  y ) , s to p n ia  (m —  2 ), zaw ie ra  w  sob ie  d o k ła d n ie  tę  liczbę  w y ra z ó w ; 

a  p o n iew aż  p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (2 ) b y ła  podzie lony  p rzez  sp ó łczy n n ik  y “ , sp ó łczy n n ik i 
w szystk ich  w yrazów  n a  o(x , y ) pozosta jy  d o w o ln e ; ró w n a n ie  (2 ) zam yka w  so b ie  ty m  sp o so b em  

(di —-  1  )m s ta jy Cjj d o w o ln y ch .

Z a s t o s o w a n ie .

R ó w n an ie  na jo g ó ln ie jsze  k rzy w y ch  d ru g ie g o  rz ę d u  m ajycych  za a ssy m p to ty  d w ie  p ro s te

( A x  By -f- G = 0 ,

( A.tx - j -  B ,y  —f- Gj = ;  0 ;
je s t

(5) (Aa; -(- By -f- C )(A 1x  B ,y  - j -  Ct) =  k

k  b ęd y c  s ta ły  dow o lny .

§ u .  _  BAD AN IE PU N K TÓ W  w  N1ESKOŃGZÓNONOŚCI. (2sa M e t o d a . )

1° W y z n a c z e n ie  og ó ln e . —  K ie r u n k i  a ssy m pt o t y c z n e .

515. P a trz  w  n cr (42 ), (43), (44), (4 5 ), (46) ro zw in ięć  d an y ch  o p o ję c iu  p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i. 

P o łó żm y  ró w n a n ie  krzyw ej p o d  k sz ta łtem  n as tęp u jy cy m

(i) | ?«(*# y) 4“ y) 4” z2?»<—2(^1 y) 4~ • • • 4~ 2<«vo= o,

w’ k tó re m  <j>; p rz e d s ta w ia  funkcyy  je d n o ro d n y  i s to p n ia  i  w zg lęd em  z m ie n n y c h  x  i y .

P u n k ta  w  k tó ry ch  ta  k rzyw a je s t  sp o tk a n a  przez  p ro s ty  w  n ie sk o ń czo n o śc i (z —  0 ) sy d an em i p zez 

ró w n a n ia

z =  0, "?

fm(x,  y)  —  0 .
66
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N iech będzie

(3) ?m [x , y) =  ( y  —  a x )  [y —  a j.r ) . . .  ( y  —  am_ ,a ;) ;

o trzy m am y  ty m  sp o so b em  m  p u n k tó w  p o ło żo n y ch  n a  p ro s te j w  n iesk o ń czo n o śc i i  w yzn aczo n y ch  
przez m p ro s ty c h , k tó re  d o s ta rczy  d ru g ie  z ró w n a ń  (2 ). N azw iem y  k ie ru n k a m i a ssy m p to ty czn y m i m 
p ro s ty ch  p rzech o d zący ch  przez  p o czą tek  i d a n y c h  przez  ró w n a n ie

K ie ru n k i a ssy m p to ty czn e  są  w ięc  p ro s te  łączące  p u n k t p łaszczyzny  z p u n k ta m i w  k tó ry c h  k rzyw a 
je s t  sp o tk a n ą  p rzez  p ro s tą  w  n iesk o ń czo n o śc i.

516. U w ażm y je d e n  z p u n k tó w  w  n ie sk o ń czo n o śc i, p u n k t

i ‘ = 0 '
( y  —  a x  == 0 ,

i szuka jm y  stycznej w  p u n k c ie  i ,  to  je s t  a ssy m p to ty  o d p o w iad a ją ce j te m u  p u n k to w i. W  ty m  ce lu  
w eźm y  ja k ą k o lw ie k  p ro s tą  p rzech o d zącą  przez p u n k t i,

[U) y  —  a x = ) . z ;

i w yznaczm y p rzec ięc ia  te j p ro s te j z k rzy w ą. P o d s ta w ie n ie  w a rto śc i (U) n a  y ,  w  ró w n a n iu  (?) d a je  
rozw inąw szy  p o d łu g  w z o ru  T a  y lo r ’a  :

Xm<j>m( 1, a) -f~ xm~‘z[V /m (l, a ) - ( -  tpm — i ( l ,  a)] \

zn ak o w an ie  a) w sk azu je  że w zię ło  się p o c h o d n ą  w zg lędem  y ,  fu n k c y i <?i[x, y) ,  i ż e w t e j  
p o ch o d n e j z a s tąp iło  się x  p rzez  1 , i y  p rzez  a.

P o n iew aż  w yraz  <j>m{ 1, a) je s t  z e re m , w n o sim y  z ró w n a n ia  (5) że

Jakakolwiek prosta , rów noległa w  kierunku assym pto tycznym , spo tyka  k rzy w ą  w  je d n y m  punkcie odnie
sionym  do nieskończoności i  w  (m  —  1 ) innych punktach znajdujących się ogólnie w  odległości skończonej.

516 bis. P rzy p u śćm y  że p u n k t  i  w  n ie sk o ń czo n o śc i, je s t  p u n k te m  p ro s ty m , to  je s t  że fu n k cy e

!/V m{X, y)i fm— y)
n ie  znoszą się d la  x  =  l ,  y  —  a , a lb o  co w y ch o d zi n a  je d n o ,  n ie  p rzypuszcza ją  czy n n ik a  [y —  a x ) ;  
zobaczym y  pon iżej że jeże li to  m a  m ie jsce , p u n k t  i  je s t  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m .'

(3 bis) ?m {x, y) =  ( j j  —  i\x )  [y  —  a ,x ) . . . ( y  —  a ^ x )  =  0 .

Ą - x m 2z2̂ — / ,„ ( ! ,  a) a ) - j -  , a ) J

I I 0 P u n k t a  p r o s t e  w  n ie s k o ń c z o n o ś c i .



A by  o trzy m ać  s ty czn ą  w  i, w y raz im y  że p ro s ta  (U) sp o ty k a  k rzy w ą  w  d w ó ch  p u n k ta c h  z lan y ch  
z p u n k te m  i, to  je s t  że w yznaczym y  X p rzez  w a ru n e k  ab y  p ie rw sza  s t ro n a  ró w n a n ia  (3) b y ła  p o d z ie ln ą  
przez  z2. Otóż y»»(l, a) je s t  z e re m , p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (5) b ę d z ie  w ięc  p o d z ie ln ą  przez  z'2,  a lb o  

p ro s ta  (4) b ęd z ie  a s sy m p to tą , je ż e li w eźm ie m y  za X w a rto ść

( 6 )  x = - * r ; , ( 1 ,  y .

? a )

A ssy m p to ty  są ró w n o le g łe  w  k ie ru n k a c h  a s s y m p to ty c z n y c h ; m o że  się  zdarzyć  że a ssy m p to ta  zna j
d u je  się  p rzen ie s io n ą  w  n ie sk o ń c z o n o ść , lecz  b ę d ą c  zaw sze ró w n o le g łą  w  k ie ru n k u  assym pto tycznym  
o d p o w iad a ją cy m .

5 1 7 .  D y s k u s s y a  w a r t o ś c i  n a  X.

1 ° ?m—i(ł> a) =  0 , y’m (l, a) ^  0 ;

w te d y  X = 0 ,  to  je s t  że a s sy m p to ta  zb ieg a  się  z p ro s tą  (y  —  a « ) = 0 ;  w  ty m  p rzy p ad k u  ró w n a n ie  

k rzyw ej p rz e d s ta w ia  się  p o d  k sz ta łtem

( y  ---  ax) U m—i -(- [ y ---  -J- Z 2y , „ _ o  -(- Z 3ę > ,„_ 3 —)- . . .  =  0,

tti oznacza jąc , ja k  <p;, fu n k ey e  je d n o ro d n e  i s to p n ia  i  w zg lędem  z m ie n n y c h  x  i y .

2 ° ? '« ( 1 , a )  =  0 , ?m_ , ( l ,  a ) > 0 ;

w ted y  X =  = o ; to  je s t  że a s sy m p to ta  zn a jd u je  się  p rz e n ie s io n a  w  n ie sk o ń c z o n o ść  ró w n o le g le  do  k ie

r u n k u  assy m p to ty czn eg o  o d p o w ia d a ją c e g o , gdyż ró w n a n ie  (/i) d a je  z =  0. W  ty m  p rz y p a d k u  ró w 
n a n ie  k rzy w ej je s t k sz ta łtu

[ y  --- az)2M,„ _ 2  -(- Ztpin—j -j- —2 • • • —1 0.

P a ra b o la  p rzed s taw ia  p rz y k ła d  teg o  p rz y p a d k u  szczegó lnego .

Je ś lib y  d w a  w yrazy  w a rto śc i n a  X by ły  ze ram i razem , m ia ło b y  się  p u n k t  p o d w ó jn y , ja k  to  
sp ra w d z im y  zaraz.

5 1 8 .  U w a g i .

I . M oże się zdarzyć  że za w a r to ś ć  o d p o w ia d a ją c ą  n a  X, sp ó łczy n n ik  n a  z- [ ró w n a n ie  (5)] znosi 
s ię , p u n k t  w  n ie sk o ń czo n o śc i b y łb y  w te d y  p u n k te m  p rzeg ięc ia . N ie je s t  to  w  rzeczy  sam ej p u n k t 
p o d w ó jn y , gdyż ja k a k o lw ie k  p ro s ta , p rzech o d ząca  p rzez  p u n k t  i, n ie  sp o ty k a  k rzyw ej w  d w ó ch  
p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się z sobą , p o n iew aż  p rzypuszcza  się że ? 'm( l ,  a) i y,„ _ ,( l ,  a) n ie  są  ze ram i razem .

S tyczność  a ssy m p to ty , p rzy p u śc iw szy  zaw sze p u n k t  p o jed y ń cz y m , b y ła b y  rzędu), je ś lib y  w a r
to śc i n a  a  i X znosiły  je d n o c z e śn ie  sp ó łczy n n ik i n a  z, z2, z3, . . .  zi>—1,  zi<; gdyż  p ie rw sza  s tro n a  ró w n a 
n ia  (5 ) b y ła b y  w te d y  p o d z ie ln ą  przez z‘‘+ i.

II. K iedy  ró w n a n ie  k rzyw ej p rz e d s ta w ia  się  p o d  k sz ta łte m

(7) (y ax)('Mm_p -j- z 2y„ ,_ 2 - \ -  . . .  =  0 ,

y )  n ie  p rzypuszcza jąc  czy n n ik a  [ y — a x ); p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i m a  styczność  (/; —I)1""?" rzę d u 
w  p u n k c ie  d o  n ie sk o ń czo n o śc i
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W  rzeczy sam e j, je ś li  z ró w n a n ia  (4) w y c iąg n ie m y  w a rto ść  n a  y  d la  p o d s ta w ie n ia  je j w  ró w n a 

n iu  (7), w y p ad n ie

(8 ) V'zpum- , l x ,  a .r - \ -  ).z) +  a) +  z V '—:Z[X?"„,_,(1 ,  a ) - f - a ) ]  +  . . .  =  0 .

W id z im y  n ap rzó d  że p u n k t  i  n ie  je s t  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m , gdyż jak ak o lw iek  p ro s ta , p rz e c h o 
d ząca  p rzez  te n  p u n k t, sp o ty k a  k rz y w ą  ty lk o  w  je d n y m  p u n k c ie ,  po n iew aż  ym_ , ( 4 , a) n ie  je s t  ze rem  
w e d łu g  n aszeg o  za ło żen ia .

P o w tó re , p ro s ta  (4) n ie  m oże b y ć  s ty czn ą , to  je s t  że w yraz w  z [ró w n an ie  (8 )] n ie  m o że  zn ieść  się 
c h y b a  g d y b y  1 b y ło  n ie s k o ń c z o n e m ; w ięc  a ssy m p to ta  z n a jd u je  się p rzen ies io n ą  w  n ie sk o ń czo n o ść  

ró w n o leg le  d o  k ie ru n k u  assy m p to ty czn eg o  y  —  &x =  0 .

N ak o n iec , ta  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i m a  z k rzy w ą  w  p u n k c ie  i  s ty czn o ść  [p  —  1 r z ę d u ; 
gdyż je ż e li w  ró w n a n iu  (7) z ro b i s ię  z =  0 , zn a jd u je  się

(y  —  &x)vum- p =  0 ;

ta  p ro s ta  sp o ty k a  w ięc  k rzy w ą  w  p  p u n k ta c h  z lan y c h  z p u n k te m  i.

N . B . T o b a d a n ie  w y k o n a  się  p ręd ze j i ja ś n ie j ,  założyw szy

(4 bis) z  =  i*(y —  ax),

i zastąp iw szy , w  ró w n a n iu  (7), z p rzez  tę  w a rto ść , w y p a d n ie  w te d y

( 8  bis) ( y  —  ax)i‘u,„_p - j -  p[y  —  ax )? ,,,- , [?-(y —  a x ) \ m_., +  . =  0 .

T o  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  p ro s te  p rz e c h o d z ą c e  przez  p o czą tek  i p rzez  p u n k ta  w  k tó ry c h  p ro s ta  (4) 

sp o ty k a  k rz y w ą  d an ą .

Je ż e li c h c e m y  w y raz ić  że p ro s ta  (4 bis) je s t  s tyczną , p o trz e b a  aby  p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  ( 8  bis) 
p rzy p u szcza ła  ja k o  c z y n n ik  (y  —  aa -)2 w  p o tęd ze  w y ż sz e j; co  w y m ag a  żeby  b y ło  f* =  0  z k ąd  z =  0  ;
i p ie rw sza  s tro n a  je s t ,  w  ty m  p rz y p a d k u , p o d z ie ln ą  przez  (y  — ax )i’.

S zczegó ln ie , je że li ró w n a n ie  k rzyw ej je s t  k sz ta łtu

( y  ------ a # ) 3Mm_3 - j -  z2o,„_o —j -  Z f m —i  “ I-  . . .  =  0 ,

p u n k t w  n ie sk o ń czo n o śc i (z = = 0 ,  y  — ax  =  0 ) b ędz ie  p u n k te m  p rzeg ięc ia , m a jący m  za styczną  
p ro s tą  w  n iesk o ń czo n o śc i ró w n o le g łą  w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty c z n y m .

Je ś li ró w n a n ie  krzyw ej je s t  k sz ta łtu

(y  —  ax ) - ( y  —  a ,x )2(y  —  a & )2um- 6 -)- -f- z> „ _ . 2 -f-  . . .  =  0 ,

y m- , ( x ,  y )  n ie  z aw ie ra jąc  w  so b ie  żad n eg o  z czynn ików  d w u m ia n ó w  w ch o d z ą c y c h  do  k w a d ra tu  

w  fu n k c y i ą„,(x, y ) ; p ro s ta  w  n ie sk o ń c z o n o śc i będzie  styczną potrójną.

III. K iedy  sp ó łczy n n ik i k ą to w e  dw ó ch  k ie ru n k ó w  assy m p to ty czn y ch  są  ± V"—  1, ró w n a n ie  k rzyw ej 

je s t  k sz ta łtu

(x 1 - j -  a -f- - j -  z2?,u—o =  o ; 

k rzy w a  p rzech o d z i p rzez  punkta kołoiue w  nieskończoności.

5 2 4  ROZDZIAŁ IV.
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IV. Sposól) p o sz u k iw a n ia  k tó ry  d o p ie ro  cośm y  w y łoży li je s t zu p e łn ie  n iezależny  od  k sz ta łtu  szcze
g ó ln eg o  [ y  —  a# ) k tó ry  b y ł w y b ra n y m  d la  sp ra w d z e n ia  k ie ru n k u  a ssy n ip to ty czn eg o . K iedy  k ie ru n e k  
a ssy m p to ty czn y  je s t  o sią  o d c ię ty ch  a lb o  osią rz ę d n y c h , p ro s ta  p rzech o d ząca  przez  p u n k t o d p o w ia d a 
ją c y  w  n iesk o ń czo n o śc i o trzy m a  n a  ró w n a n ie  y —  X z = 0 ,  a lb o  x  —  X z = 0 ,  i ra c h u n e k  w sk azan y  

w  n u m e ra c h  (515) sta je  się w ted y  d a le k o  p ro s tszy m .

P unicta p o d w ó jn e  w  n iesk o ń c z o n o śc i.

519. P rzy p o m n ijm y  n ap rzó d  sob ie  k lassy fikacyą  p u n k tó w  p o d w ó jn y c h . W  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  
je s t  d w ie  s ty czn e ; i trzy  p rzy p ad k i m o g ą  się p rzed s taw ić  :

1° D w ie s ty czn e  są  rzeczy w is te , pu n kt podw ójny zw y c za jn y ,

2° Dwie styczne są  u ro jo n e , punkt podw ójn y odosobniony.

I s 0 ro d z a ju  —
I. P u n k t z w ro tu  ’

2«° ro d za ju
3° D w ie s ty c z n e  z lew a ją  się  (

II. P u n k t z w ro tu  o d o so b n io n y ,

III. S tyczność  d w ó c h  gałęz i k rz y w e j;

w  zw ro c ie  2 s° ro d za ju  i w  stycznośc i d w ó ch  gałęz i, s ty czn a  m a  styczność  rzęd u  w yższego ja k  w  z w ro c ie  
ls °  ro d z a ju , n u m e r  (679).

U w ażm y zaw sze k ie ru n e k  a ssy m p to ty c z n y  y  —  n x  =  0 , i p u n k t i  w  n ie sk o ń czo n o śc i o d p o w ia 
dający

z =  0 , 

y  —  a x  =  0 .

P rzy p u śćm y  żeby  b y ło  [ró w n an ie  (5)]

a) —  0 ,

<pfm (l, a) —  0 ,

<pm—i( l ,  a) =  0 ,

to  je s t żeby  ró w n a n ie  k rzyw ej p rz e d s ta w ia ło  się  p o d  k sz ta łte m

(9) (y  — a x ) 4«m_2 “| - 2 (y —  ax)vm—%-\- z2y m_ a -[-  - j -  . . ,  =  0 ;

w a rto ść  (6 ) n a  X je s t w te d y  n ieo zn aczo n ą .

Ja k a k o lw ie k  p ro s ta  p rzech o d ząca  przez p u n k t  i ,  to  je s t

y  —  a #  =  Iz ,

sp o ty k a  k rzy w ą  w  d w ó ch  p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  się z so b ą , gdyż p ie rw sz a  s tro n a  ró w n a n ia  (9 ) 
je s t  p o d z ie ln ą  przez z2 ja k im k o lw ie k  b ąd ź  je s t  X; p u n k t i  je s t  w ięc  punktem  podw ójnym .

D w ie styczne  w ła śc iw ie  n azw an e  w  ty m  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  o trz y m a ją  się w y zn acza jąc  X w  sposób  

lak i, aby  p ie rw sz a  s tro n a  ró w n a n ia  b y ła  p o d z ie ln ą  przez  z3.
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W e d łu g  ró w n a n ia  (5) o trz y m a m y , d la  w yzn aczen ia  X, ró w n a n ie

( 10)

Ma się  ty m  sp o so b em  d w ie  w a rto śc i d la  ; d w ie  s ty czn e  w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  w  n ie sk o ń c z o n o śc i 
sy w ięc  d w iem a  a ssy m p to ta m i ró w n o le g łe m i, co je s t  w id o c z n e m  a p r io r i .

520. D yskussya rów nania (10).

1° D w a p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  ( 1 0 ) sy  rzeczyw is te  i n ie ró w n e , m a  się  p u n k t p o d w ó jn y  w  n ie s k o ń 

czo n o śc i, k tó re g o  d w ie  s ty czn e  sy d w ie m a  a ssy m p to ta m i ró w n o le g łe m i do  p ro s te j y  —  nx =  0.

2° D w a p ie rw ia s tk i sy  u ro jo n e ;  m a  się p u n k t  p o d w ó jn y  o d o so b n io n y  w  n ie sk o ń czo n o śc i.

3° D w a p ie rw ia s tk i sy ró w n e  : m a  się  w  n ie sk o ń czo n o śc i p u n k t z w ro tu  w ła śc iw ie  n azw an y  a lb o  

p u n k t  z w ro tu  o d o so b n io n y , w e d łu g  te g o  ja k  gałęz ie  krzyw ej o d p o w ia d a jy c e  te m u  k ie ru n k o w i a ssy m p - 
to ty e z n e m u  sy rzeczy w is te  a lbo  u ro jo n e .

4° Ja k ik o lw ie k  z p ie rw ia s tk ó w  je s t  n ie sk o ń czo n y m  : ja k a k o lw ie k  ze s tycznych  w  p u n k c ie  p o d w ó j
n y m  je s t  w te d y  p ro s ty  w  n ie sk o ń c z o n o śc i ró w n o le g ły  w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty czn y m . R ó w n an ie  
k rzy w ej je s t k sz ta łtu

5° D w a p ie rw ia s tk i sy n ie sk o ń czo n e  : d w ie  s ty czn e  w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  zlew ajy  się  z p ro s ty  
w  n ie sk o ń c z o n o śc i, m a  się  z w ro t w  n ie sk o ń czo n o śc i i s ty czn a  z w ro lu  je s t  p ro s ty  w  n ie sk o ń czo n o śc i 
ró w n o le g ły  w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty czn y m . R ó w n a n ie  k rzy w ej je s t  k sz ta łtu

6 ° K iedy  sp ó łczy n n ik  k y to w y  a m a  w a rto ś ć  s z c z e g ó ln y ^ — 1, ró w n a n ie  k rzy w e j, je ż e li p rzy p u szcza  
się  je j spó łczy n n ik i rzeczy w is te , p rzed s taw i się  w te d y  p o d  k sza łtem  [w e d łu g  ró w n a n ia  (9)]

te  d w a  p u n k ta  k o ło w e  w  n ie sk o ń czo n o śc i sy d w o m a  p u n k ta m i p o d w ó jn y m i k rz y w e j. T e  p u n k ta  sy 
w p ra w d z ie  u ro jo n e  i n ie  zd a rzy  się  w  p rz e d s ta w ie n iu  rzeczyw is tem  k rzyw ej. L e c z o n e  m ajy  na  k la ssę  
k rzy w ej ten że  sam  w p ły w  ja k  p u n k ta  p o d w ó jn e  rzeczy w is te ; i n a leży  w y k o n ać  p o szu k iw an ie  p u n k tó w  
w ie lo k ro tn y c h  u ro jo n y c h  ta k  ja k  p u n k tó w  rzeczy w is ty ch , je ż e li żyda się p o zn ać  w szystk ie  p o w o d y  
zm n ie jszen ia  k lassy  w  k rzy w ej d a n e j.

U w ag a . S tyczne  w łaśc iw ie  n azw an e  m o g y , ja k  w  p rz y p a d k u  p u n k tó w  p ro s ty c h , p o s iad ać  z krzyw y 

sty czn o ść  ja k ie g o k o lw ie k  rz ę d u  w yższego  ja k  p ie rw szy .

521. N iech  b ę d z ie  k ie ru n e k  a ssy m p to ty c z n y  (y  —  aa; =  0 ) ; ró w n a n ie m  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j ,  p rz e 
chodzącej p rzez  o d p o w iad a jy c y  p u n k t  i  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, b ęd z ie

(y  —  aa;)3M, „ _ 3 ~\- z(jy —  aa;)wm_ .2  - |-  z3<j>m_o -)- z3<j>,„_3 - } - . . .  —  0 .

(y  — az)3Um_ 3  -f- z(y — -J- Ẑ fm—i -f- 3 -)- • • • — 0.

( U.i1 - j -  y^U m —i  - | -  z(x -  - j -  ' / ’ jUm—Z - ( -  Z2 ym _ 2 - [ -  Z3ą m_ 3  - j -  . . ----- 0 ,

1Y° P u n k t a  w ie l o k r o t n e  w  n ie sk o ń c z o n o śc i.

y  —  ax  =  Xz.
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Jeżeli zastąp iw szy  y  p rzez  w a rto ść  k tó rą  d o sta rcza  to  ró w n a n ie  p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  k rzy w e j 
je s t  p o d z ie ln ą  przez  zp, ja k ie m k o lw ie k  b ąd ź  je s t  1, p u n k t  i  b ęd z ie  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  p , 

gdyż ja k a k o lw ie k  p ro s ta  spo tyka  ta m  k rzyw ą w  p  p u n k ta c h  z lanych  z p u n k te m  i.

A by  o trzy m ać  styczne  w ła śc iw ie  n azw an e  w  ty m  p u n k c ie , d o ść  w y znaczyć  X w  sposób  ta k i , aby  
p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  b y ła  p o d z ie ln ą  przez  zp + ‘ , o trz y m a  się ty m  sp o so b em  p  a ss y m p to t ró w n o 

leg ły ch  w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty czn y m  u w ażan y m . W a rto śc i n a  x  b ę d ą  d a n e  p rzez  ró w n a n ie  o trz y m a n e , 
ró w n a ją c  z z e re m  sp ó łczy n n ik  zp [ró w n an ie  (5)].

D yskussya  p rzed s taw i ro zm aito śc i tegoż sam eg o  ro d za ju  ja k  te  k tó re  d o p ie ro  co śm y  sp o tk a li 
w  p u n k ta c h  p o d w ó jn y c h ; n ie  m a  tam  żadne j tru d n o ś c i te o re ty c z n e j.

Z akończym y  ro z b io re m  ró żn y ch  szczegó lności m o g ący ch  się  p rz e d s ta w ić  k ie d y  w ie le  k ie ru n k ó w  
a ssy m p to ty c z n y c h  zb iegną się razem .

522. N iech  będzie  n a  p rzy k ład

y) — 0/ ax)Pu,n̂ j,;

szu k a jm y  szczegó lności k tó re  b ę d z ie  się  m o g ło  sp o tk a ć  w  p u n k c ie  u w ażan y m  w  n ieskończoności :

z =  0 ,
*

y  —  aa? —  0 .

1 st  P r z y p a d e k . R ó w n an ie  k rzyw ej je s t  k sz ta łtu ]

( 0  (n  —  &x)ljum _p -[- Zy,„ _ t 32y»i _ i - j -  z3fm -  3 4 “ • • • —  0 ,

m_ n ie  p rzypuszcza  czy n n ik a  y  —  aa?, i  

P u n k t  i  je s t  w te d y  p u n k te m  p ro s ty m , a s sy m p to tą  je s t p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i k tó ra  m a  z k rzyw ą 
s ty czn o ść  (p —  1 rzęd u . T en  p rzy p ad ek  b y ł ju ż  ro z trz ą śn ię ty m , Uwaga  II n u m e r  (518).

2s> P r z y pa d ek . R ó w n a n ie  k rzyw ej je s t  k sz ta łtu

(y  —  ax)pum- l, -f-  z(y —  ax )p ~ ivm- l, +  s2(y —  a +  . . .  +  zi—‘(y  —  a x ) t , ~ , )
II) ( =  0.

4 -  ZY „_;, 4 -  ZP + 1 + ..................................................................................... +  2”— l ?0 )

P u n k t i  je s t  w ted y  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  p ,  gdyż jak a k o lw ie k  p ro s ta , p rzech o d ząca  p rzez  
p u n k t  i,  sp o ty k a  ta m  k rzy w ą  w  p  p u n k ta c h  zb iega jących  się  z so b ą .

3 ci P r z y p a d e k . S to p ie ń  ja k ie g o k o lw ie k  z w y razó w  p o p rzed za jący ch  z'1 je s t  w zg lęd em  z  i (y —  aa-) 

ra z e m , n iższym  od  p.

T y m  sp o so b em  ró w n a n ie  b y ło b y  k sz ta łtu

(III) (y —■ ax)l‘Um—pt 4" • • • 4" zt(.y — a#)''- A—,‘wm—p-ł-i -j- . .. 4 -  Z''<pm—1> 4" zp + '(fm—p_ i 4" • • • —

s to p ień  w y razó w  k tó re  p o p rzed za ją  z* b ęd ąc  w zg lęd e ip  z i (y  —  aa?) ra z e m  p rz y n a jm n ie j ró w n y m  p .

W  ty m  p rz y p a d k u  p u n k t  (z =  0, y  —  aa; =  0) je s t  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  (p  — 1 ), gdyż 

ja k a k o lw ie k  p ro s ta  p rzech o d ząca  przez te n  p u n k t sp o ty k a  k rzyw ą w  (p  —  1 ) p u n k ta c h  zb ieg a jący ch  

się ja k ie m k o lw ie k  b ą d ź  je s t )..|



N ad to  p ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i d o ty k a  się  k rzyw ej w  p u n k c ie  i ; gdyż szu k a jąc  p rzec ięc ia  k rzyw ej 
z p ro s tą  w  n iesk o ń czo n o śc i z =  0 , zna jdu  je się

(,'/ —  ax)''Mm_;, =  0 ;

w ię c  ta  p ro s ta  sp o ty k a  k rzy w ą  w  p  p u n k ta c h  z lan y c h  z p u n k te m  i. Otóż p ro s ta  p rz e c h o d z ą c a  przez 
p u n k t w ie lo k ro tn y  rz ę d u  ( p —  i) , o trzy m a  z k rzy w ą  s ty czn o ść  I s 0, 2 s3, 3s° . . . .  rz ę d u , w e d łu g  tego  
ja k  o n a  sp o ty k a  k rzy w ą  w  p  —  * —|— -1, p  —  * - |- 2 ,  p — * —f— 3, . . . .  p u n k ta c h . L ecz  p ro s ta  o k tó rą  
idz ie  sp o ty k a  k rzy w ą  w  ( p — i ) - \ - i  p u n k ta ę h ;  w y p ad a  z tąd  że o n a  m a  z gałęz ią  do  k tó re j je s t 
s ty czn ą  w ła śc iw ie  n azw an ą , sty czn o ść  rz ę d u  i. W ię c  prosta  w  nieskończoności ma z k rzyw ą  styczność 

rzędu  i.

Mj  P rzypadek. R ó w n an ie  k rzyw ej je s t  k sz ta łtu

(IV) (y  — ax)l’um_p -{- zi'if.,, -)- zi< + *ęm - j - . . .  = 0 ,

to  je s t  ró w n a n ie  n ie  za w ie ra  w  so b ie  żad n e j z p o tę g  na  z n iższy ch  od  p .

P u n k t i je s t  jeszcze  p u n k te m  w ie lo k ro tn y m  rz ę d u  p ;  p  s tycznych  w  ty m  p u n k c ie  b ę d ą  d a n e m i 

p rzez  ró w n a n ie
p ( l ł  &) j a) —— 0 .

T o ró w n a n ie  m a  je d e n  p ie rw ia s te k  rzeczyw is ty  je ż e li p  je s t  n ie p a rz y s te m ; i o n o  n ie  m a  ja k  d w a  
p ie rw ia s tk i rzeczy w is te , a lb o  żad n eg o  p ie rw ia s tk u  rzeczy w is teg o  je ż e li p  je s t  p a r z y s te m ; w ięc  p rzez  

p u n k t  i  (z =  0 , y  —  a a ; = 0 )m o ż e  n ie  p rz e c h o d z ić  żad n a  g a łęź  rzeczy w is ta  k rzy w e j, m oże  p rzezeń  
n ie  p rzech o d z ić  ja k  ty lko  j e d n a ;  m o że  p rzezeń  p rz e c h o d z ić  dw ie  rzeczy w is te  n a jw ię c e j.

N ależy  tu  zauw ażyć, że a ssy m p to ty  o d p o w iad a jące  in n y m  p u n k to m  w  n iesk o ń czo n o śc i, zb ieg a ją  
s ię  z k ie ru n k a m i a ssy m p to ty czn y m i i m a ją  z k rzy w ą  s ty czn o ść  (p  — 1  )*■"'»“ rz ę d u .

N iech  b ęd z ie  w  rzeczy  sam ej
um -v = ( y  — a

szuka jm y  p rzec ięc ia  z k rzy w ą  p ro s te j

y  —  ajX == Iz

p rzech o d zące j przez p u n k t  i  w  n ie sk o ń czo n o śc i (z =  0 , y  — a i£  =  0 ).

Ma się w e d łu g  ró w n a n ia  (IV )

[(a, —  a )x  -)- Az^AzjUm -p-iO, a i)£ m- ' ' - ‘ +  z x m~i—iu 'm- p- l({ , a) - ( - . . . ]  

z ^ m_ v{x , a (x - j -  /z) - j -  &tx  -f-  Iz) - f . . .

W ie m y  że ab y  o trzy m ać  s ty czn ą  w  p u n k c ie  i  (z =  0 , y  —  a , . r = 0 )  b ę d z ie  p o trz e b a  z ro b ić  A =  0, 

by le  ty lk o  <pm(x, y )  a lb o  n ie  zaw ie ra ło  w  so b ie  (y  —  a ,x )  w  p o tęd ze  ró w n e j p ;  p ie rw sza  s tro n a  
ró w n a n ia  je s t  w te d y  p o d z ie ln ą  p rzez  z '1, to  je s t  że p ro s ta  y  —  atx  =  0  m a  z k rzy w ą  s ty czn o ść  
(p  —  !)««"»• rz ęd u .

V° P r z y k ł a d y .

523. W skażem y  te ra z  Wiele k rzyw ych  ła tw y c h  do  w y k re ś len ia  w  zup e łn o śc i i p rzed s taw ia jący ch  

ró ż n e  szczegó lnośc i k tó re  n ie d a w n o śm y  p rzy toczy li.
Z asto su jem y  do  d w ó c h  p ie rw szy ch  p rz y k ła d ó w  m e to d ę  o g ó ln ą  k tó rą  d o p ie ro  co śm y  w y łoży li.
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l szy P rzy k ła d . N iech  b ę d z ie  k rz y w a
2ijj.3 —  y -  — x  =  0 ,

a lb o  ro b iy c  ró w n a n ie  je d n o ro d n e m

(1 ) 2  y x J — • //2z"2 — x i 3 — 0 .

K ie ru n k i a ssy m p to ty c z n e  sy d a n e m i p rzez  ró w n a n ie

y j?  —  0 .

B ad a jm y  n a p rz ó d  p u n k t w  n ie sk o ń czo n o śc i i (y  =  0 , z =  0 ); o ś  o d c ię ty c li je s t  k ie ru n k ie m  
assy m p to ty czn y m . W  tym  celu  szu k a jm y  p rzec ięc ia  k rzyw ej (1) przez ja k a k o lw ie k  p ro s ię  p rz e c h o -  
dzycy przez  te n  p u n k t

( 2 ) .’/  =  >2 ;

m a się

(3) 2) A  —  X7?  —  X'2;* =  0 ;

w ięc  ja k a k o lw ie k  p ro s ta  p rzech o d zy ca  przez  p u n k t  (// =  0 , z —  0) n ie  sp o ty k a  krzyw ej ja k  ty lk o  
w  je d n y m  p u n k c ie , gdyż p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  n ie  p rzypuszcza  ja k  ty lko  czy n n ik  z ,  w ięc  p u n k i i 
je s t  punktem  prostym .

W y raźm y  że p ro s ta  (2) je s t  s ty czn y , p o trzeb a  z ro b ić  X • =  0 ; i p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (3) je s t  
p o d z ie ln ą  przez  z3 ; w ięc  p ro s la  ( y =  0 ) sp o ty k a  k rzy w y  w  p u n k c ie  po jed y n czy m  i w e trz e c h  p u n k 

tach  zb ieg a jący ch  się  z s o b y ;  p u n k t  i w n ie sk o ń czo n o śc i je s t  wrięc  p u n k te m  p rzeg ięc ia , p ro s ta  y  =  <i 
je s t  sty czn y  p rzeg ięc ia .

B adajm y  p u n k t j ( x  =  0 , z =  0 ); oś rz ę d n y c h  je s t  k ie ru n k ie m  assy m p to ty czn y m .

W  ty m  ce lu , szu k a jm y  p rzec ięc ia  k rzyw ej (1) przez ja k a k o lw ie k  p ro s ty  p rzech o d zy cy  przez  p u n k t  j

(ft) Xv —  z =  0 ,

ma się, zastypiwszy z przez lx

(5) T-y-x- — 2 y x 3 —  X3«cł =  0;

p ie rw sza  s tro n a  r ó w n a n ia '(5) je s t  po d z ie ln y  przez x -  ja k ie m k o lw ie k  bydź je s t  X, p u n k t j  je s l  w ięc  
p u n k te m  p o d w ó jn y m .

A by  p ro s la  (ft) b y ła  styczny  p o trz e b a  zn ieść  sp ó łczy n n ik  n a  x ‘2, co da je  X’2 =  0 ;  ty m  sp o so b em  
w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  j  dw ie  s ty czn e  w ła śc iw ie  nazw an e  zlew ajy  s ię  z p ro s ty  z =  0 ; wrięc  

p u n k t j  je s t  p u n k te m  z w ro tu ; styczny z w ro tu  je s t  p ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i ró w n o le g ła  w  k ie ru n k u  
a ssy m p to ty czn y m . K iedy  się z ro b i X =  0, p ie rw sz a  s tro n a  ró w n a n ia  (5) s ta je  się  p o d z ie ln y  p rzez  x ‘\  
i ty lko  przez  x 3', je s t to  w ięc  zw ro t l£" rodza ju .

2e> Przykład. N iech  b ęd z ie  krzywa
y i  _  y i  _  x  —  0;

a lb o  x’ob iyc  ró w n a n ie  je d n o ro d n e m

(i) y 3 —  y -z  —  XZ- —  0.

K ie ru n k i a ssy m p to ty czn e  sy d an y m i p rzez  ró w n a n ie
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y 3 =  0 .
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Ma się w ięc  je d e n  k ie ru n e k  a ssy m p to ty czn y  y  =  0 , to  je s t  oś o d c ię ty c h ; p u n k t w  n ie s k o ń c z o 
ności o d p o w ia d a ją c y  je s t  (>/ =  0 , z =  0). S zukajm y  p rz ec ięc ia  krzyw ej (1) p rzez  ja k ą k o lw ie k  p ro s tą  

p rzech o d zącą  p rzez  te n  p u n k t

(2) Xy -  z =  0 ;

« (w eźm y  tu ta j, ja k  w  o s ta tn im  p rzy p a d k u  k rzyw ej p o p rz e d z a ją c e j, l y  —  s =  0 zam ias t y  —  Iz  =  0 ; 
» b io rą c  te n  d ru g i k sz ta łt zo sta je  się p rzy w ied z io n y m  do w a rto śc i n iesk o ń czo n e j n a  X; p ierw szy  k sz ta łt 
» je s t  w ted y  dog o d n ie jszy m  w  ro z trząsan iu  i b ę d z ie  m o g ło  się sp raw d z ić  w  b a d a n iu  in n y ch  krzy- 

» w y ch  k o rzyść  te j uw ag i).

S zu k a jm y  p rzec ięc ia  p ro s te j (2) z k rzy w ą  (1), m a się

(3) —  X2x y 2  —  l y 3 - j -  y 3 =  0 ;

p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  (3) je s t  p o d z ie ln ą  przez y - ,  ja k im k o lw ie k  b ądź  je s t  X; p u n k t  i  je s t  w ięc  

punktem  p o d w ó jn ym .

A by p ro s ta  ( 2 )  b y ła  s ty czn ą , p o trz e b a  zn ieść  sp ó łczy n n ik  n a  y-,' co sp ro w ad za  do X2 = 0 ;  tym  
sp o so b e m  w  p u n k c ie  p o d w ó jn y m  i  d w ie  s ty czn e  w ła śc iw ie  n azw an e  z lew ają  się  z p ro s tą  
z =  0 ; p u n k t  i  je s t  w ięc  p u n k te m  zw ro tu , styczną  z w ro tu  je s t  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i ró w n o le g ła  
w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty czn y m . K iedy się ro b i X =  0 ; p ie rw sz a  s tro n a  ró w n a n ia  (3) je s t  i n ie  m oże być 
p o d z ie ln ą  ja k  przez y 3 ; je s lto  zw ro t Iff0 rodza ju .

PRZY K ŁA D Y .

P u n k t  p rz e g ię c ia  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t  oś o d c ię ty c h , styczną 

p rzeg ięc ia  je s t  oś o d c ię ty ch .

P u n k t  p o d w ó jn y  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k tó reg o  d w ie  s ty czn e  z lew a ją  się  z p ro s tą  w  n ie s k o ń 
czo n o śc i, to  je s t  p u n k t  z w ro tu  k tó re g o  s ty czn ą  je s t  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i ró w n o le g ła  w  k ie ru n k u  
a ssy m p to ty czn y m .

K ie ru n k iem  a ssy m p to ty czn y m  je s t  oś rz ę d n y c h .

K rzyw a dz iew ią te j k lassy .

( 1) 2  y x 3 —  y -  —  x  =  0
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P u n k t p o d w ó jn y  w  n ie sk o ń czo n o śc i k tó rego  d w ie  styczne  z lew a ją  się  z p ro s tą  w  n ie s k o ń
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czoności, to  je s t  p u n k t  z w ro tu  k tó re g o  sty czn ą  je s t p ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i ró w n o le g ła  w k ie ru n k u  

a ssy m p to ty c z n y m , k ie ru n k ie m  assy m p to ty czn y m  je s t o ś o d c ię ty c h .

K rzyw a trzec ie j k lassy .

(II) y 3 —- y '2 —  x  =  0

P u n k t p rzeg ięc ia  w  n ie sk o ń czo n o śc i, s ty czn ą  p rzeg ięc ia  je s t  p ro s ta  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, ró w n o leg ła  

w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty c z n y m  k tó ry m  je s t  oś rzęd n y ch , p u n k t p o d w ó jn y  w  p o c z ą tk u .

K rzyw a czw arte j k lassy .

(111) a:3 —  2 x y  - f  y"- =  0

y /

t /A7o x

. / /
(

P u n k t  p rz e g ię c ia  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t  oś r z ę d n y c h ,—  p u n k t  p o 

d w ó jn y  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t  oś o d c ię ty c h .

K rzyw a czw arte j k la ssy .

(IV) x y -  —  y * — x  =  0

P ro s ta  w  n ie sk o ń c z o n o śc i je s t  s ty czn ą  p o d w ó jn ą , k ie ru n k a m i a ssy m p to ty czn y m i są  o ś  o d c ię ty c h  

i o ś  rz ę d n y c h ; —  p u n k t  p o tró jn y  w  p o c z ą tk u  k tó re g o  trzy  styczne  z lew a ją  się w  je d n ą , je d y n a  g a łę ź  
je s t  rz eczy w is tą .
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K rzyw a czw arte j k lassy .
(V) *y+ (y — *)3=o

P ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i je s t  s tyczny  p o tró jn y , k ie ru n k a m i assy m p to ty czn y m i je s t  oś o d c ię ty c h , oś 
iz ę d n y c h  i dw ó jsieczn a  o s i; —  poczy tek  je s t  p u n k te m  p ię ć k ro tn y in  k tó reg o  p ięć  stycznych  zlew ajy  
się  ze soby , je d y n a  ga łęź  je s t rzeczy w is ty ;

K rzyw a szóstej k lassy .
(VI) a y o ; ' - * ) * - ( * + . » ) * =  o

P u n k t p o d w ó jn y  w  n ie sk o ń czo n o śc i k tó reg o  a ssy m p to ty  sy w  o d le g ło śc ia c h  sk o ń czo n y ch  i rzeczy
w is ty c h , k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty c z n y m  je s t  d ru g a  dw ó jsieczn a  o s i ,—  p u n k t p ro s ty  w  n iesk o ń czo n o śc i, 
k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty c z n y m  je s t  oś rz ę d n y c h .

K rzyw a czw arte j k lassy .
(V II) x(x  - | -  y )-  -f- Zy{x -J- y) -(- 2x =  0
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P u n k t  zw ro tu  w  n iesk o ń czo n o śc i, k ie ru n k ie m  assy m p to ty czn y m  je s t  drug ii d w ó js ieczn a  osi, —  p u n k t 
p ro s ty  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k ie ru n k ie m  assy m p to ty czn y m  je s t  oś rz ęd n y ch .

K rzyw a trzec ie j k lassy .
(V III) x {x  4 -  ijY  4 -  U y(x  4 -  y )  - \ -  ltx  =  0

P u n k t p o d w ó jn y  o d o so b n io n y  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t d ru g a  d w ó j

s ie czn a ; p u n k t p ro s ty  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, k ie ru n k ie m  assy m p to ty czn y m  je s t  oś rz ę d n y c h .

K rzyw a czw arte j k lassy .

(IX) x [x  4 -  y f  4 -  y [x  4 -  y)  4 -  x  —  0

: f

P u n k t  p o tró jn y  w  n ie sk o ń czo n o śc i w  k tó ry  w ch o d zi p u n k t  z w ro tu  o d o so b n io n y , k ie ru n k ie m  
assy m p to ty czn y m  je s t  o ś  rz ęd n y ch  — p u n k t  z w ro tu  rzeczyw isty  w  n ie sk o ń czo n o śc i, k ie ru n k ie m  
assy p to ty czn y m  je s t  oś o d c ię ty c h .

K rzyw a d z ies ią te j k lassy .

P u n k t p o d w ó jn y  w  n ie sk o ń czo n o śc i, k tó re g o  je d n ą  ze s ty czn y ch  je s t  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i, 
ró w n o leg ła  w  k ie ru n k u  a ssy m p to ty czn y m  k tó ry m  je s t  oś o d c ię ty c h .
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K rzyw a czw arte j k lassy .

P u n k t p ro s ty  w  n ie sk o ń czo n o śc i, s tyczny  je s t  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i ró w n o le g ła  w  k ie ru n k u  
a ssy m p to ty czn y m , o n a  m a z k rzyw y  w  ty m  p u n k c ie  styczność  trzec ieg o  rz ę d u , k ie ru n k ie m  assy m p to - 

to ty czn y m  je s t  oś rz ę d n y c h , p u n k t p o tró jn y  w  p o czy tk u .

K rzyw a szóstej k lassy .
(X II) . x '~ — I x ’-y  -)- y 3 —  o

3T

\ /

/
\  '

D w a p u n k ta  k o ło w e  w  n ie sk o ń czo n o śc i sy d w o m a  p u n k ta m i p o d w ó jn y m i. P o czy tek  je s t  p u n k te m  

zw ro tu .
K rzyw a p ią te j k lassv .

(X III) (a* - f  f - y +  2 x (x * -\-  y 2) -  * 2 =  o

P u n k t  p o d w ó jn y  o d o so b n io n y , k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t  oś rz ę d n y c h  —  p u n k t  p o d w ó jn y  

w  n ie sk o ń czo n o śc i, k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t  oś o d c ię ty ch  —  assy m p to ty  rnajy  sty czn o ść  
d ru g ieg o  rz ę d u  —  p u n k t p o d w ó jn y  w  p o czy tk u .

K rzyw a szóstej k lassy .
(XIV) xY~ - f  3x2y +  y2 -  Ux> =  0
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P u n k t p ro s ty  w  n ie sk o ń c z o n o śc i k tó re g o  styczną  je s t  p ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i ró w n o le g ła  w  k ie 
ru n k u  assy m p to ty czn y m  k tó ry m  je s t oś rzęd n y ch  —  p u n k t  zw ro tu  o d o so b n io n y  w  n ie sk o ń czo n o śc i, 

k ie ru n k ie m  a ssy m p to ty czn y m  je s t  o ś  o d c ię ty c h  —  p u n k t  z w ro tu  w  p o c z ą tk u .

K rzyw a szóstej k la ssy .

(XV) * y  +  2z/(.x-2 -  ,V2) +  &  =  o

D w a p u n k ta  zw ro tu  w  n ie sk o ń czo n o śc i, k ie ru n k a m i a ssy m p to ty czn y m i są  oś o d c ię ty ch  i oś rz ę d 

n y c h  —  p u n k t  z w ro tu  w  p o czą tk u  —  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i je s t  je d y n ą  s ty czn ą  p o d w ó jn ą .
K rzyw a trzec ie j k la ssy .

(X VI) x Y -  +  2x y ( x  +  2 y) +  (*  -  2y Y  =  0

P u n k t p o tró jn y  w  n ie sk o ń c z o n o śc i k tó reg o  trzy  styczne  z lew a ją  się ze sobą , je d y n a  gałęź  je s t 

rz e c z y w is tą , k ie ru n k ie m  assy m p to ty czn y m  je s t  o ś  o d c ię ty c h ; p u n k t p rzeg ięc ia  w  n ie sk o ń czo n o śc i 
m a jący  za styczną  oś rz ęd n y ch .

K rzyw a czw arte j k lassy .
(X V II) x t f  —  y  - ( -  1 =  0

P u n k t  p o tró jn y  w  n ie sk o ń czo n o śc i k tó re g o  dw ie  s ty czn e  z lew a ją  z p ro s tą  w  n ie sk o ń czo n o śc i 

ró w n o le g łą  w  k ie ru n k u  assy m p to ty czn y m  k tó ry m  je s t  oś o d c ię ty c h ; s ty czn e  w  p u n k c ie  p o tró jn y m  

m ają  z k rzyw ą styczność  d ru g ie g o  rzęd u .



K rzyw a trz y n a jle j k la ssy .

(X V III) .v5 -(- 3y 4 —  —  a -2 - f  I =  0

5 3 6  r o z d z i a ł  i v .

P u n k t  s ie d m io k ro tn y  w  n iesk o ń czo n o śc i k tó reg o  s ie d m  s tycznych  z lew ają  s ię  z osią  rz ę d n y c h , 
s tyczność  je s t  c zw arteg o  r z ę d u ;  je d y n a  g a łęź  je s t  rz eczy w is tą ; p u n k t p o czw ó rn y  w  n ie sk o ń czo 
n o śc i, k tó re g o  cz te ry  s ty czn e  z lew ają  się z o sią  o d c ię ty c h , s ty czn o ść  d ru g ie g o  rzęd u .

K lassa  k rzyw ej je s t  n a jw ięc e j ró w n ą  (110 —  63) =  A7.

( M X )  x 'yK —  1x6y - - j -  x r° —  1 =  (t

D w a p u n k ta  p o tró jn e  k tó ry c h  trzy  styczne  z lew a ją  się  z so b ą , k ie ru n k a m i assy m p to ty czn y m i są  

oś o d c ię ty ch  i oś rz ęd n y ch .

K rzyw a cz te rn a s te j klassy.
(X X ) xh y3 +  x y 1 - f  1 =  0

524. W ażn o ść  p o szu k iw an ia  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h  w n ie sk o ń c z o n o śc i je s t  n iezap rzecza ln ą .

T o b ad a n ie  pozw oli n a m , w  rzeczy sam ej, w id z ieć  ja ś n ie j ja k  k rzy w a  k ie ru je  się  do  n ie sk o ń czo 
n o śc i: o n o  je s t  n adew szystko  n ie o d z o w n e m  aby  ro zp o zn ać  z m n ie jsz e n ia  k lassy  w k rzyw ej d a n e j, gdyż
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to  zm n ie jszen ie  zależy o d  is tn ie n ia  p u n k tó w  w ie lo k ro tn y c h  ta k  w  n iesk o ń czo n o śc i ja k  i w  g ran icach  
skończonych . M etoda k tó rą  d o p ie ro  co śm y  w skazali je s t  n a d to  n a d e r  p o ży tec zn ą  do  n a leż y teg o  k ie ro 
w an ia  w y k re ś le ń  g a łę z i parabolicznych .

W id z im y  tak że , przez p rzy k ład y  p rzy to czo n e , p o ło żen ie  gałęz i k rzy w ej w zg lęd em  a ssy m p to ty , 
w e d łu g  teg o  ja k  p u n k t w  n ie sk o ń czo n o śc i o d p o w iad a ją cy  je s t  a lb o  p u n k te m  p ro s ty m  zw yczajnym  
a lb o  p u n k te m  p ro s ty m  p rz e g ię c ia , a lb o  p u n k te m  zw ro tu  e tc .......

§ III. —  R Ó W N A N IE A SSYM PTOT. —  SPÓ ŁRZĘD N E T R Z Y L IN IJN E .

K lassyfikacya  krzyw ych  drugiego rzędu.

1° Równanie assymptot.

5 2 5 .  Rów nanie assymptoty odpowiadającej kierun kow i assymptotycznemu.

N iech  b ędz ie  ró w n a n ie  k rzy w ej

(1 )  / 'O ,  y ,  z) =  y )  +  tj) +  Z y ,n -2(x ,  ? / ) - ] - . . .  =  0 ;

zaś y  —  &x —  0  k ie ru n e k  a ssy m p to ty c z n y  te j k rzy w ej.

A ssy m p to ta  j e s t  s ty czn ą  w  je d n y m  z p u n k tó w  w  k tó ry m  k rzyw a je s t  s p o tk a n a  p rzez  p ro s tą  w  n ie 
sk o ń czo n o śc i; je ż e li u w a ż y m y  p u n k t (x t , y t , z ,) o d p o w ia d a ją c y  k ie ru n k o w i a ssy m p to ty c z n e m u  
w y b ra n e m u , m u s i s ię  m ieć

(2) Zl =  0, y i =ZAXy.

Lecz ró w n a n ie  s tycznej w  p u n k c ie  [x u  y {, z,) je s t

x f ' Xl- \-  y f ' Vl +  zf ' Zl =  0 , z w a ru n k ie m  f ( x u y t> z t) =  0 .

Ma s ię , w e d łu g  ró w n a n ia  (1 ) :

f 'x  =  X?'m(x, ij) -{- Zxtp',„_,(a;, y )  - f - . . . ;

/  u ■— </f <n( x ,  y ) -( -  z,jf y ) - J - . • • ; 

f ' z —  y )- \-2 z ? ,„ _ 2(x ,

w p ro w ad z iw szy  za ło ż en ia  (2 ) , z n a jd u je  się

/  x l =  ̂xt  m(x, y) =  x ™ ~ ~ m (l, 3) > 

f  y t U? m(x, y )  =  X™ 1 , a ) ; 

t 'z =  y) =  X™—1<fm-i(l, a).

6 8



W ię c  ró w n a n ie  s tyczne j w  p u n k c ie  (2 ), a lb o  ró w n a n ie  assy m p to ty  o d p o w iad a ją ce j k ie ru n k o w i 
assy m p to ty czn em u  y  —  ax —  0 ,  je s t

(3) X xf m( 1, a ) y,j(f , a ) a )  =  0.

M ożna zauw ażyć  że to  ró w n a n ie  je s t  toż sam o  ja k  ró w n a n ie  b ie g u n o w e j p u n k tu  w  n iesk o ń czo n o śc i 
n a  p ro s te j y — aa? =  0 n er (436), to  je s t  ja k  ró w n a n ie  średnicy sprzężonej z cięciwami równoległemi 
do prostej  y  —  ax  =  0 .

W  ty m  p rz y p a d k u  szczeg ó ln y m , średnica je s t równoległą do cięciw ;  m a  s ię , w  rzeczy  sa m e j, to ż 

sam o ść
x x '̂m(x , ] / ) - { - y,jo'n [x , y )  =  m fm{x , y ) \  

a lb o , ro b ią c  x  =  1  i y  —  a  i zauw ażyw szy  że ym(1 , a) j e s t  z e re m , w y p a d n ie

(4 ) a ) - | - a yę 'm( l ,  a) =  0 ; 

co  d o w odzi p o d a n ia  w y sło w io n eg o .

526. R ó w n a n ie  k r z y w e j  i  r ó w n a n ie  a s s y m p t o t  m a ją  t e ż  sa m e  w y r a z y  s t o p n ia  m  i  s t o p n ia  (ot —  1).

G dy ot k ie ru n k ó w  a ssy m p to ty c z n y c h  są  d a n e  przez  m  czy n n ik ó w  lin ijn y c h  fu n k cy i ?m(x , y );  lak  
że , je ż e li m a  się

(5) 9 m(x, y ) = ( y  —  &tx )  (y  —  a * r ) . . .  (y  —  amx ) , 

m  a s s y m p to t k rzy w ej o trz y m a ją  rovVnania k sz ta łtu

y  —  alX —  A,z =  0 , 

y  —  a 2x  —  h z  —  0 ,

5 3 8  r o z d z i a ł  i v .

y  —  amx  —  \ mz =  0 .
O tóż ró w n a n ie  n a s tę p u ją c e

( 6 ) (y  a ,#  Xi z ) . . . ( y  amx  >„,z) -)- z2\[)m_ 2(a?, y )  -{- z3Ąm_ 3(ar, y ) - ( - . . . =  0 ,

je s l  ró w n a n ie m  k rzy w ej m ające j za  a ssy m p to ty  n er (514) m  p ro s ty c h  y  —  a,-a?—  h z  =  0 .

W  rzeczy  sam e j, je że li szu k a  się je j p rz ec ięc ia  z p ro s tą  y  —  mx —  hz —  0, re z u l ta t  o trzy m an y  je s t  
p o d z ie ln y m  p rzez  z2; ta  p ro s ta  je s t  w ięc  s ty czn ą  d o  k rzyw ej i je j p u n k t  s tycznośc i je s t  w  n ie sk o ń 
cz o n o śc i; p rze to  o n a  je s t  a s s y m p to tą  k rzyw ej.

K rzyw a d a n a  (1)

f ( x ,  y ,  z) =  0 ,

i  k rz y w a  p rz e d s ta w io n a  p rzez  ró w n a n ie  (6 ) m a ją  też  sam e  a ss y m p to ty ; a  te m  sa m e m , w y raża jąc  że 
ró w n a n ia  ( 1 ) i (6)  p rz e d s ta w ia ją  tęż  sam ą  k rzy w ą, b ęd z ie m y  m o g li w y znaczyć  z u p e łn ie  m  ilo śc i 

p rz y p u szczo n y ch  n iezn a n em i.

Otóż w y raz  s to p n ia  n a jw ięc e j p o d n ie s io n e g o , w  ró w n a n iu  (6 ) je s t

(y  —  a tx ) (y  —  a * r ) . . .  [y  —  amx );  

je s tto  w y raźn ie  <?m[x , y) (5 ); w ięc  w yrazy  m u*° s to p n ia  są  też  sam e  w  ró w n a n ia c h  (1) i (6 ).
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R ó w n a jm y  z so b ą  te ra z  w y razy  s to p n ia  (m —  1 ) ; po n iew aż  liczb a  ty c h  w y razó w  je s t m , o trzy m am y  
p o m ięd zy  m  ilo śc iam i X1; X2,...Am, m  zw iązk ó w  d o zw a la jący ch  je  w yznaczyć. T ak  że p o ło żen ie  
a s sy m p to t krzyw ej n ie  zależy o g ó ln ie  ja k  o d  sp ó łczy n n ik ó w  w yrazów  s to p n ia  m  i s to p n ia  (m —  1 ) je j 
ró w n a n ia . T ym  sp o so b e m , w ziąw szy za Xj, X2, . . . ,  Im w a rto śc i znalez ione  przez m e to d ę  k tó ra  d o p ie ro  
co b y ła  w sk a z a n ą ; ró w n a n ie  a s sy m p to t b ęd z ie

(y  —  —  Xjz) [y —  a -2x  —  X2z ) . . .  [y —  &mx  — \ mz) =  0 ,

ró w n a n ie  k tó r e ,  w e d łu g  sp o so b u  w y zn a c z e n ia  s ta ły c h  X1} A ,,... Am, o trzy m a  też sam e  w y razy  s to p n ia  m  

i s to p n ia  (m  —  1 ) ja k  ró w n a n ie  d a n e . c . b . d . d .

P o w ied z ie liśm y  że w a r to ś c i sta łe  Alt X2,...X ,„, n ie  za leżą  o g ó ln ie  jak  o d  sp ó łczy n n ik ó w  w y razó w  
(w t— 1  y""30 s to p n ia  ró w n a n ia  k rz y w e j; te n  w n io se k  p rzypuszcza  że k rzyw a n ie  m a  p u n k tó w  w ie lo 
k ro tn y c h  w  n ie sk o ń czo n o śc i. W id z ie liśm y , w  rzeczy  s a m e j, że  k ied y  k rzyw a m a  p u n k ta  p o d w ó jn e  

w  n ie sk o ń czo n o śc i, w a rto ść  s ta łe j X n er (519) zależy o d  sp ó łczy n n ik ó w  w y razó w  s to p n ia  (m  —  ? ) .

S p o só b  d o w o d zen ia  k tó ry  d o p ie ro  co śm y  p rz e d s ta w ili, d o sta rczy  n a m  d ru g ie j m e to d y  d la  w yzna
czen ia  rz ę d n y c h  o d  p o czą tk u  a s sy m p to t.

D ru g ie  d o w o d ze n ie .

P o d a n ie  w y s ło w io n e  n e‘ (526) m oże  d o w ie ść  się  p ro śc ie j w  sposób  n as tęp u jący .

N iech  b ę d z ie  ró w n a n ie  k rzyw ej

( 1 ) f[ x ,  y , z) =  ?„,(x, y) -\- z<fm_ i( x ,  y) - j -  z \ m—%{x, y ) - ( -  . . .  =  0 ;

fi y
oznaczyw szy  p rzez  ( a ,  6) ro zw iązan ie  ró w n a n ia  »m( r ,  ?/) =  0 , ta k  że -  =  - ;  o trz y m a  się

oc X

(2) fm[x, y )  =  (atX - |-  Sty) (aoX - | -  €oy).. .  (amX -)- ęmy)', 

i ró w n a n ie  m  a s sy m p to t b ęd z ie

(3) [a\X -)- -(- X,z)(aoX -j-  £>y - j-  X2z ) . . .  («m® +  6my  - \-  l mz) =  0 .

J e s t  w id o czn em , p o d łu g  zw iązk u  (2), że  w y razy  s to p n ia  m  w  ró w n a n iu  (3), są  też  s a m e  ja k  w yrazy 
ró w n a n ia  (1); a  te m  sa m e m  ró w n a n ie  (3) a s s y m p to t b ęd z ie  m og ło  się  n ap isać

W  fm{x, y ) +  zĄ(x, y ) - f - z‘2̂ (x , y ) - j ~ . . .  =  0 .

R ó w n a n ie  stycznej w  je d n y m  z p u n k tó w

z =  0 , aX - j -  6 =  0 ,

w  k tó ry m  p ro s ta  w  n ie sk o ń czo n o śc i sp o ty k a  k rzy  w ą  (4), je s t n et (525)

Xxf'm{a, S) ~\-yv? m[a, 6) -f- Zty(a, 6 )—  0 ;

s tyczna w  ty m  sam y m  p u n k c ie  k rzy w ej d a n e j (1) je s t  n er (525)

Xxtf w(a, 6) - ( -  6) 6 ) = 0 .



Ć /lO  ’ ROZDZIAŁ IV .

T e  d w a  ró w n a n ia  p o w in n y  p rz e d s ta w ia ć  tęż  sam y  p ro s ty , o trz y m a  się w ięc

(5) »ji(a, e )— ęp„,_i(a, S), 

i te n  zw iyzek m u s i m ie ć  m ie jsce  d la  m  ro zw iązań  ró w n a n ia

y,„(oc, 6) =  0 .

In n e m i s ło w v , w ie lo m ia n  [m —  1 )**"»• s to p n ia  w zg lęd em  -  j
x

(6) [ ł ( 1. f ) + ? - 1(1> | ) ] ’ 

p o w in ie n  znosić  się  d la  m  w a rto śc i sp ra w d z a ją c y c h  ró w n a n ie

w ie lo m ian  (6 ) je s t  w ięc  to żsam o śc io w o  z e re m , to  je s t  że

(7 ) Ą{x, y )  —  Tn ^ [x , y )  ;

je s t to  p o d a n ie  k tó re  n a leż a ło  s ię  d o w ieść .

527. G dy m  a s s y m p to t  k r z y w e j  s p o t y k a ją  t ę  k r z y w ą  w  m (m —  2) p u n k ta c h ,  t e  m(rn —  2) p u n k ta  

s ą  to ło ź o n e  n a  k r z y w e j  (rn —  2 ) '" '‘'J“ rz ę d u .

A ssy m p to ta , d o ty k a jąc  się  k rzy w e j w  n ie sk o ń c z o n o śc i, n ie  m oże  sp o ty k ać  krzyw ej w  w ięcej ja k  

w  (m —  2 ) in n y c h  p u n k ta c h ;  a  te m  sa m e m , m  a s sy m p to t sp o tk a ją  k rzyw ą w  m(in  —  2 ) p u n k ta c h  

b ęd ący ch  w  o d le g ło śc i sk o ń czo n e j.

T o  założyw szy , jeże li ró w n a n ie  k rzy w ej je s t

(1 ) . ?m{x, y ) +■ y )  - f  z \ m_ ^ x , y )  - ( - . . . =  0 ,  

ró w n a n ie  m  a ssy m p to t b ę d z ie  k sz ta łtu  n cr (526)

( 2 ) ?m(x , y )  -f- z? ,„_ i(x , y )  +  z \ m- 2 ( l ,  y)  + . . .  =  0 .

O d e jm u jy c  te  d w a  ró w n a n ia  s tro n a m i, o trzy m a  się k rzy w y  n a s tę p u ją c ą

(3) n[x, y )  —  i / ) ] - f - z3[fms ( x .  y )  ^„,—3(0!, ? /) ] - ) - .• •  =  0 ,

n a  k tó re j z n a jd ą  się w szystk ie  p u n k ta  w sp ó ln e  d w ó c h  k rzyw ych  ( 1 ) i (2 ).

Jeżeli zn iesie  się c z y n n ik  s'2, k tó ry  d a je  p u n k ta  s tyczności w  n ie s k o ń c z o n o śc i, o trzy m a  się  ró w n a n ie  
k rzyw ej p rzech o d zące j przez p u n k ta  p rzec ięc ia  in n e  ja k  p u n k ta  sty czn o śc i a s s y m p to t ; to  ró w n a n ie  

je s t  w id o czn ie  s to p n ia  (m  —  2 ) ;  co  dow odzi tw ie rd z e n ia .

T o p o d a n ie  m o g ło b y  tak że  w y p ro w ad z ić  się z ró w n a n ia  (2) n cr (514).

T rzy  assym pto ty  k rzy w e j trzeciego rzędu  spo tyka ją  krzyw ą  w  trzech innych p m k ta ch  ; te tr z y  punkta  

są yj lin ii p ro s te j.
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I I 0 S pó łrzęd n e  t r z y l in ijn e .

528. W y zn a czen ie  a ssy m pt o t .

Dla w yznaczen ia  a s s y m p to t k rzyw ej d an e j p rzez  ró w n a n ie  w s p ó łr z ę d n y c h  trzy lin ijn y ch

( 1 ) f ( X ,  Y , Z) =  0,

szuka się  p u n k tó w  w  k tó ry c h  ta k rzy w a  je s t  sp o tk a n a  przez p ro s tą  w n ie sk o ń c z o n o śc i; a ssy m p to ty  

b ę d ą  s ty czn em i w  ty ch  p u n k ta c h .

529. R ó w n a n ie  d w ó cii a ssy m ptot  k r z y w e j  drugiego  r zę d u .

N iech  b ęd z ie  ró w n a n ie  k rzyw ej

(1 ) f(X , Y, Z) =  A ltX 2 - j-  A ^ Y 2 -f-  A 33Z'2 - j^ 2 A 12XY -j-  2A 13XZ -j-  2A23YZ =  0 

n ie c h  b ęd z ie  ró w n a n ie  p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i n cr (96)

( 2 ) mX  -(-  nY  -f- pZ —  0.

P o d łu g  ró w n a n ia  dan eg o  w  n rze (407). o trzy m a  się b ezp o śred n io  n a  ró w n a n ie  d w ó c h  assy m p to t

(3) f (X ,  Y, Z)

Au A 12 A 13 m

Am A 22 A 23 n

A31 A 32 A33 2}

m n V 0

- j -  (mX - | -  n Y -f-pZ )-,A  =  0.

IIP  KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU. (SPÓŁRZĘDNE KARTEZYAŃSKIE.)

530. S zu k a jąc  p rz ec ięc ia  k rzyw ej

(1 ) \ x 2 +  2 B x y  +  C y1 +  2 Dx z  - f  2 E//z 4 - P z 2 =  0 ,

z p ro s tą  w  n ie sk o ń czo n o śc i z =  0 , z n a jd u je  się że k ie ru n k i a ssy m p to ty czn e  k rzy w y ch  d ru g ie g o  rz ę d u , 
są  d a n e  przez ró w n a n ie

(2 ) Ax '2 4 -  2B;ri/ 4 -  Cy -  =  Q.

1° Je ż e li B 2 —  AG <  0, d w ie  p ro s te  p rze d s ta w io n e  przez to  ró w n a n ie  są  u ro jo n e ; p ro s ta  w  n ie 
sk o ń czo n o śc i spo tyka  k rzy w ą  w  d w ó ch  p u n k ta c h  u ro jo n y c h ; k rzyw a n a leż y  d o  rodzaju  e ll ip s y .

2° Jeże li B- —  AC > 0 ,  p ro s ta  w  n ie sk o ń c z o n o śc i sp o ty k a  k rzyw ą w  d w ó c h  p u n k ta c h  rzeczy w is ty ch ; 
k rz y w a  n a leż y  do  rodzaju h yperboli.

3° Jeżeli B2 —  AC =  0, k ie ru n k i a ssy m p to ty czn e  zb ieg a ją  się  z so b ą , i p o n iew aż  n ie  z n a jd u je  się 

p u n k t  p o d w ó jn y  w  k rzy w y ch  w ła śc iw ie  n a z w a n y c h  d ru g ie g o  rzęd u , prosta  w  nieskończoności, je s t  
styczną do k r z y w e j; m a  się parabolę.



M ożna sp raw d zić  w  sposób  n a s tę p u ją c y , w  ty m  o sta tn im  p rz y p a d k u , że p ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i 
d o ty k a  się  k rz y w e j; w  rzeczy  sam ej, ró w n a n ie  m oże  n a p isa ć  się

(A x  -(- B y )'2 - j-  2A z(D x - | -  Ey) -)- A F z '2 =  0 .

K ie ru n e k  a ssy m p to ty czn y  je s t
A x  -)-  By =  0 ;

p rz ec ięc ia  k rzy w ej p rzez  p ro s tą
z  =  ),(Ax -]- B y ),

b ę d ą  d an e  p rzez  ró w n a n ie

(3) (A x  -{- B y )2 -)-  2 )A (A x  -)- % )  (D#  +  % )  +  AF).2(A x  -f- By )2 =  0.

P ro s ta  b ędz ie  styczną  do  k rzy w ej, jeże li 1 =  0 , gdyż  w te d y  ty lk o  p ie rw sza  s tro n a  je s t  po d z ie ln ą  

p rzez  ( A x  -f -  B y)2; lecz je ż e li 1 —  0, p ro s ta  u w a ż a n a  s ta je  się  z =  0 ; w ięc

P a ra bo la  je s t  styczną w zg lęd em  p r o s t e j  w  n iesk o ń czo n o ści r ó w n o l e g ł e j do k ier u n k u

Aa: - | -  B y  =  0 ;

to  je s t  do k ier u n k u  stałego  śred n ic  (jak  zobaczym y  to  p o n iże j).

Jeże lib y  dw ie  p ro s te

(4) A x  -)-  B y  =  0, D x  - j-  E y  =  0,

zb ieg a ły  się  z so b ą , p ie rw sz a  s tro n a  ró w n a n ia  (3) s ta ła b y  się  p o d z ie ln ą  przez  (A.z' -f- Bt/)‘2, ja k ie m 

k o lw iek  b ą d ź  je s t  w a rto ść  na X; ta k  że w sze lk a  p ro s ta  p rz e c h o d z ą c a  p rzez  p u n k t  w  n ie sk o ń czo n o śc i

z  =  0, A x  B y  =  0,

sp o ty k a łab y  k rz y w ą  w  d w ó c h  p u n k ta c h  z b ie g a ją c y c h  się z s o b ą ; k rz y w a  m ia ła b y  w ięc  p u n k t p o d 

w ó jn y  w  n iesk o ń czo n o śc i.

O tóż, d w ie  p ro s te  z lew a ją  s ię  w  je d n ę ,  i p o d łu g  zw iązku  B'2=  AC, w y n ik a  w te d y

r* \ a _ b  =  d .
O  B C E ’

to  je s t  że równanie  (1 ) p rzedstaw ia  dw ić  proste rów noległe;  sp ra w d z a  się  to  przez rozłożenie na kwa
d ra ty .  D w ie p ro s te  ró w n o le g łe  są  d w ie m a  p ro s te m i sp o ty k a ją c e m i się  w  n ie sk o ń c z o n o śc i; lecz  p u n k t 

p rz e c ię c ia  d w ó c h  p ro s ty c h  je s t  p u n k te m  p o d w ó jn y m  w  u k ład z ie  ty c h  d w ó c h  p ro s ty c h ; p o w in n iśm y  
w ię c  zn a le źć , w  p rzy p a d k u  d a n y m , punkt p o dw ó jn y  w  nieskończoności.

531 . K r z y w e  drugiego  rzędu  przech o dzące pr zez  pu n k ta  k o ł o w e  w  n iesko ń czo no ści są  k o ła m i. 

P u n k ta  k o ło w e  w  n ie sk o ń c z o n o śc i są  d a n e  p rzez  ró w n a n ie

z  —  0 , x 1 -J- y 2 =  0,

je ż e li p rz y p u śc i się  osie  p ro s to k ą tn e . A by  k rzyw a (1) p rz e c h o d z iła  p rzez  d w a  p u n k ta , p o trz e b a  aby  
ró w n a n ie

542  ROZDZIAŁ IV.

Ax'1 4 -  2Bx y  -)-  Cy2 =  0,



sp ro w ad za ło  s ię  do  

co  p o c iąg a  za so b ą  zw iązk i 

to  je s t  że k rz y w a  ( 1 ) je s t  k o łe m .

&  4 - ! / -  — o;

B =  0 , A  =  C ;

ASSYMPTOTY. —  PUNKTA W  NIESKOŃCZONOŚCI. 5 4 3

IV0 KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU. (SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.)

532. N iech  b ę d z ie  ró w n a n ie  k rzy w ej w  sp ó łrzęd n y ch  trz y lin ijn y c h  :

(1) f (X ,  Y, Z) =  A11X2+ A , . 2Y2 +  A33Z2 +  2A1,X Y -(-2 A 13XZ +  2 A ,3 Y Z = 0 ;  

jeże li szuka się p rzec ięc ia  te j  k rzy w e j z p ro s tą

(2) m X  4 . wY - f  pZ =  0 ,

z n a jd u je  się  bez t ru d n o ś c i ,  że p u n k ta  p rz ec ięc ia  b ę d ą  rzeczy w is te  je że li się m a

( 3 ) h —

A n A j-2 A 13 m

A ‘21 A 22 A 23 n

A31 A 30 A 33 P

m n P 0

> 0 .

P rzy p u śćm y  że p ro s ta  je s t  w  n ie sk o ń czo n o śc i n cr (96), w te d y

1° Je ż e li h <  0 , k rzy w a  n a leż y  d o  rodza ju  e lip sy ,

2° Jeże li h >  0 , k rz y w a  na leży  d o  rodzaju h y p e rb o li;  

3° Je ż e li / ( =  0, k rzyw a na leży  do  rodza ju  parabo li.

§ i v .  —  RÓ W N A N IA  STY C ZN EC ZK O W E.

1° W y z n a c z e n ie  a ssy m pt o t .

533. W id z ie liśm y  n cr (462), (464), że styczne  w  p u n k ta c h  w  k tó ry c h  p ro s ta  d an a  sp o ty k a  k rzyw ą 

w yznaczoną  p rzez  jej ró w n a n ie  s ty czn eczk o w e , są  s ty czn em i w sp ó ln e m i d o  krzyw ej i do  p ie rw sze j 

b ie g u n o w e j p ro s te j d a n e j.

W e d łu g  tego  w yznaczy  się a ssy m p to ty , szu k a jąc  s ty czn y ch  w sp ó ln y ch  k izy w e j i p ierw szej b ie g u 

n ow ej p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i n ,r (116) a lb o  n er (151).

W  u k ład z ie  sp ó łrz ę d n y c h  (d w u lin ijnych ) u, v , sp ó łrzęd n e  p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i są  zeram i 
( ł / 0 =  0 , v0 =  0 ) .



R O Z D Z f A Ł  I V .

W  u k ła d z ie  sp ó łrzęd n y ch  trzy lin ijn y ch  (U , V , W ), sp ó łrzęd n e  p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i są  p ro -  
p o rc y o n a ln e  do  p a ra m e tró w  o d n ie s ie n ia ; ty m  sp o so b em  m a  się

X, H, v b ę d ą c  p a ra m e tra m i o d n ie s ien ia .

U w a g a . W łasn o śc i p ierw szych  b ie g u n o w y c h  w y sło w io n e  w  n u m e rz e  (494), p o zw o lą  n a m  ro zp o zn ać  
czy assy m p to ty  są  s ty czn em i w ie lo k ro tn e m i.

I I0 K rzy w a  d r u g iej k l a ssy . (S półrzęd n e  d w u l in ijn e .)

534 . K lassy fikacya  k rzyw ych  d ru g ie j k la ssy  b y ła  w y k o n an ą , p o d łu g  ty c h  zasad , w  n u m e ra c h  (361), 
(362 ), (3 6 3 ) ; n ie  w ró c im y  w ięcej d o  tego  p rz e d m io tu .

W y zn a czen ie  a ssy m ptot .

R ó w n an ie  styczneczkow e k rzyw ych  d ru g ie j k lassy  je s t

( 1 ) f(u , v , w ) —  Am2 2Guv -(- C iu1 -f- 2Diiw  2 E mu - j-  == 0 ;

P ie rw sza  b ie g u n o w a  p ro s te j (u0, v0, w 0) m a n a  ró w n a n ie  n"' (462)

uof'u -\-v „ f'v -\-u>0f ' w =  0 ;

P ie rw sza  b ieg u n o w a  (a lb o  p u n k t b ie g u n o w y ) p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i (w0 =  0 , v0 —  0 ) będzie

(2 ) Dw -)- Ey -|~ Fw =  0.

A ssym p to ty  b ę d ą  styczne  w sp ó ln e  d o  d w ó ch  k rzy w y ch  (1) i (2 ) ; ró w n a n ie  (2) p rz e d s ta w ia  p u n k t, 

je s tto  p u n k t  zb ieg an ia  się a ssy m p to t.

A ssym pto ty  b ę d ą  rzeczyw is te  a lb o  u ro jo n e  w e d łu g  tego  ja k  ro zw iązan ia  w sp ó ln e  w  ró w n a n ia c h  (1)

i (2 ) b ę d ą  rzeczyw is te  a lb o  u ro jo n e .

III"  K rzy w e  du rg iej k l a ssy . (S półrzęd n e  t r z y l in ijn e . )

535. K la ssy fik a cy a  krzyw ych  d ł u g ie j  k la ssy . ( S półrzęd n e  t r z y l in ijn e .)

R ó w n a n ie  s ty czn eczk o w e  w  sp ó łrz ę d n y c h  trzy lin ijn y ch  k rzy w y ch  d ru g ie j k lassy  je s t

(1) / ’CU, V, W) =  AUU2 +  A^Y2 -ł7rA33W2+  2A12UV +  2A JJW  - f  2Aa YW =  0.

Jeże li X, p , v są  p a ra m e try  o d n ie s ien ia , sp ó łrz ę d n e m i p ro s te j w  n iesk o ń czo n o śc i b ę d ą  n cr (151)

U __V ___W .
X p. V

p ie rw sza  b ieg u n o w a  (a lb o  p u n k t  b ieg u n o w y ) te j p ro s te j m a  na ró w n a n ie

(2) V \ j  +  v/ \ v  =  °> 

a lb o

(2 bis) U / '* - ) -  W /v» =  Oj
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assy m p to ly  k rzyw ej b ęd y  s ty czn e  w sp ó ln e  do  k rzy w y ch  ( 1 ) i (2 ) ;  ro zw iązan ia  w sp ó ln e  tym  dw om  
ró w n a n io m  b ęd y  sp ó łrzęd n e  ty c h  a ssy m p to t.

W a ru n e k  aby  ró w n a n ia  (1) i ( 2 ) m ia ły  ich  ro zw iązan ia  rzeczy w is te , je s t

(3) h .=

Au A12 Al3 A

A-2i A 22 A 23 A

A 31 A3j A 33 A

A A A 0

>  0

d o ch o d z i się  do  n ieg o , w y rugow aw szy  w, na  p rzy k ład , m iędzy  ró w n a n ia m i ( 1 ) i ( 2  bis), i p isząc że 
p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  o trzym anego  sy rzeczy w is te .

O dejm ujyc od ostatniej ko lum ny w yznacznika ht trzy pierw sze w zględnie
21, 2 f 2 v ,  w ypadnie

A,i A 12 A13 0

A 2i A 22 A 03 0
> 0 ;

%A3i A32 A33 0

f
t  >■ A  A —  2/ 0-1 |A, v)

i w aru n ek  rzeczyw istości p ierw iastków  staje się

A11 A12 A 13

W  f 0  > F- v) A 21 A 22 A 23 < 0  ;

A 31 A32 A 33

zwiyzek już  dow iedziony ncr (4 2 4 ) przez inny m etodę.

To nam  daje criteria bardzo proste dla klassyfikacyi krzyw ych drugiej klassy.

Położywszy :
Au A12 A 13

(5 ) A = A 21 A 22 A  23 »

A 31 A 32 A 33

i oznaczajyc przez p, v, param etrzy  odniesienia, o trzym am y w nioski następujyce

i I» 
1 A . f1, v)» A >  0 , rodzaj ellipsy

\  II0 fO; f1, v). A <  0, rodzaj hyperboli;

1 IIP A . [A, v).A  =  0 , parabola;

\ IV» A =  0 , układ dwóch punktów.

W  p rzy p ad k u  111° p ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i d o ty k a  się k r z y w e j; d w ie  a ssy m p to ly  zlew ajy  się z p roslg  

w n ie sk o ń czo n o śc i.

W  p rzy p ad k u  IV” d w ie  a ssy m p to ly  zlew ajy  się  n ie  będ y c  w  n ie sk o ń czo n o śc i; o n e  p rzech o d zy  przez  
d w a  p u n k ta  s tan o w iy ce  u k ład .

6 9



ROZDZIAŁ V

T E O R Y A  Ś R O D K Ó W

§ I. —  O K R E ŚLE N IE . —  T W IE R D Z E N IA  OGÓLNE.

1° Ok r e ś l e n ie . —  P o s z u k iw a n ie  ogólne .

536. N azyw a się  środkiem  k rzyw ej p u n k t ta k i, że w szelka  c ięc iw a  k tó ra  p rzech o d z i p rzez  ten  p u n k t 

je s t  p rzezeń  p o d z ie lo n ą  n a  d w ie  części ró w n e .

W a r u n e k  a b y  po czątek  spółrzębny c h  był  śr o d k ie m .

1 ° Je ż e li po czą tek  je s t ś ro d k ie m  krzyw ej f ( x ,  y ) —  0 , d w a  ró w n a n ia  f ( x , y )  =  0 i f ( — x ,  — y) =  0 
m a ją  w szystk ie  ich  rozw iązan ia  w sp ó ln e ; a lb o  in acz e j, ró w n a n ie  krzyw ej n ie  zm ien ia  się k ied y  zm ien i 

się x  i y  n a  —  x  i — y .

N iech  b ęd z ie , w  rzeczy  sam e j, y t) p u n k t (rzeczyw isty  albo  u ro jo n y ) k rz y w e j; z łączm y p u n k t

M, z p o c z ą tk ie m  O (przez p ro s tą  rz eczy w is tą  a lb o  u ro jo n ą ) ;  p o n ie w a ż  O je s t ś ro d k ie m , p ro s ta  M ,0  

sp o tk a  k o n iecz n ie  k rzyw ą w  p ew n y m  p u n k c ie  M-2(x2, y-i) ta k im , że O b ęd z ie  ś ro d k ie m  o d c in k a  M n Mo.

L ecz sp ó łrz ę d n e  p u n k tu  ś ro d k a  o d c in k a  (rzeczyw istego  a lb o  u ro jo n e g o ) m a ją  n a  w a rto śc i 

x \  -f- z  *  ̂ y ,  -f- ?/-ł. Q^.y le  Sp ó h 'z ę d n e  p o w in n y  b y ć  sp ó łrz ę d n e m i p o czą tk u  O ; m a się w ięc

x-i =  —  x u y 2 =  —  y i.

P rz e to  ja k ie m u k o lw ie k  ro zw iązan iu  (x u y^) (rz eczy w is tem u  a lb o  u ro jo n em u ) ró w n a n ia  k rzy w e j 
o d p o w iad a  zaw sze ro zw iązan ie  (— x t , — y ,).

M ając w zg ląd  je d y n ie  n a  p u n k ta  rz eczy w is te , m o żn a  d a ć  d o w o d z e n ie  g eo m e try c z n e  n a s tę p u ją c e  :

N iech  będzie  M p u n k t  rzeczy w is ty  k rz y w e j; jeże li p o czą tek  je s t ś ro d k ie m , łącz ąc  OM, p o te m  b io 
rą c  OM 1 =  OM, o trz y m a  się  d ru g i p u n k t k rz y w e j; o tóż  sp ó łrz ę d n e  d w ó ch  p u n k tó w  M i M' są ró w n e , 
gdyż  d w a tró jk ą ty  OMP i OM 'P' są  ró w n e ;  co  w iększa je s t  w id o c z n e m , że one  są  z n ak ó w  p rz e 
c iw n y c h . W ię c  jeże li x  i y  są  sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  M k rzy w e j, — x ;  — y  b ęd ą  sp ó łrz ę d n e m i
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d ru g ieg o  p u n k tu  M '; to je s t  że ró w n a n ie  krzyw ej b ęd z ie  sp raw d zo n em  k ied y  się w  n ie m  zastąp i 
x  i y  p rzez  — x  i — y , i to  ja k im k o lw ie k  b ąd ź  je s t  p u n k t rzeczyw is ty  (x , y) k rzy w e j.

W ięc  w szystk ie  rozw iązan ia , rzeczy w is te  i u ro jo n e , ró w n a n ia

/ ( * ,  y ) =  o,
sp ra w d z ą  i’ó w n an ie

/•(—  x , —  y ) =  0 .

2° O dwrotnie : Je że li d w a  ró w n a n ia  f [ x , y )  =  0 i /■(— x ,  — y ) —  0 m a ją  w szystk ie  ic h  ro zw ią 
z a n ia  w sp ó ln e , to  je s t  je ż e li ró w n a n ie  k rzy w ej n ie  zm ien ia  s ię  k ied y  się  zm ien i x  i y  n a  — i  i — y ,  
począ tek  b ęd z ie  ś ro d k iem  k rzy w ej.

N iech b ęd z ie , w  rzeczy  sam e j, y () jak ik o lw iek  p u n k t  (rzeczyw isty  a lb o  u ro jo n y ) k rzy w ej;
o trzy m a  się  w e d łu g  za łożen ia , d ru g i p u n k t M2 (rzeczyw isty  a lb o  u ro jo n y ) k tó re g o  sp ó łrz ę d n e  b ę d ą  

x -2 —  —  x t , y 2 =  — ?/,; o tóż sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  ś ro d k a  o d c in k a  (rzeczyw istego  a lbo  u ro jo n eg o ) 

M,M2 są

£ L ± f ? ,  y« +  ya. albo — o, ^ ~ - y »  =  0;
2 2 2 2

w ięc  p o czą tek  je s t  ś ro d k ie m  o d c in k a  M,M2.

Jeże li uw aży  się  p u n k ta  rzeczyw is te , m o żn a  dać  d o w o d zen ie  g e o m e try c z n e  w  sp o só b  n a s tę p u ją c y  :

N iech  b ęd z ie , M (x, y ) p u n k t rzeczyw isty  k rzy w ej, is tn ie je  w te d y  n a  krzyw ej d ru g i p u n k t M ', 

k tó reg o  sp ó łrz ę d n e m i b ę d ą  — x  i — y .  O trzym a się w ięc  w  d w ó c h  tró jk ą ta c h  OMP, OM 'P' (dw a 

p u n k ta  M i M 1 b ę d ą  w  k ą ta c h  p rzec iw n y ch )

OP =  O P ', M P =  M 'P ';

o tóż k ą t M P 0 = M 'P '0 ;  d w a  tró jk ą ty  są  te m  sa m e m  ró w n e ;  z ró w n o śc i ty ch  tró jk ą tó w  w y p ad a  że

k ą t POM =  P 'O M ', w ięc  trzy  p u n k ta  M , O, M ', są  w  lin ii p ro s te j;  i O M = O M '.  T en  zw iązek m a  

m ie jsce  d la  w szystk ich  p u n k tó w  rzeczy w is ty ch  k rzyw ej.

W ię c  aby początek b y ł środkiem , po trzeba  i  dość j e s t  aby dw a rów nania  f(x, y) =  0 i f(—  x , —  y ) =  0 

m ia ły  w szystkie ich rozwiązania wspólne; albo potrzeba i dość j e s t  aby równanie k rzyw e j nie zm ieniało się  
k ied y  się w  niem zastąpi x i  y  przez  —  x i —  y.

K ie d y  k rzyw a  je s t  a lgebra iczna , warunek konieczny i dosta teczn y aby początek b y ł środkiem  je s t  aby 

w szystk ie  w y ra zy  b y ły  te j sam ej parzystości.

U w aga 1. P o w ied z ie liśm y  że ró w n a n ia

f(x , y)  =  0 , / ( —  x ,  —  y) —  0
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p o w in n y  m ieć  w szystk ie  ich rozw iązania wspólne. W  rzeczy  sam ej d w a  ró w n a n ia  m o g ą  m ieć m n ó s tw o  
rozw iązań  w sp ó ln y ch , n ie  m a jąc  p rzecież  w szy stk ich  ich rozw iązań  w sp ó ln y ch .

Na p rzy k ład  d w a  ró w n a n ia
<f(x, y).F(x, y) =  0,

v (x , !/) =  0;

m a ją  w ie le  ro zw iązań  w sp ó ln y c h , k tó re  są  ro zw iązan iam i na  ? (x , y )  =  0 , lecz one  n ie  m a ją  w szyst
k ich  ich  ro zw iązań  w sp ó ln y c h , po n iew aż  fu n k cy e  F (x , y )  i F ](x , y) są  p rzy p u szczo n e  ró żn e .

W y p a d a  z tąd  że jeże li fu n k cy e  f{x , y )  i f (— x,  — y ) ,  m ają  dz ie ln ik  w spó lny  <f(x, y ) ,  n ie  b ę d ą  o n e  
m iały  w szystk ich  ich ro zw iązań  w sp ó ln y c h ; p o czą tek  n ie  b ę d z ie  ś ro d k ie m .

T o w reszc ie  n ie  m oże m ieć  m ie jsca  jak  ty lk o  je że li p ie rw sza  s tro n a  ró w n a n ia  k rzyw ej je s t  ro zk ła - 
d a ln ą , n a  p rzy k ład  :

f {x ,  y) =  <f(x , y ). F (x , y ) ;

m oże  zdarzyć  się  w ted y  że je d n a  z k rzy w y ch  częśc iow ych  m o g ła b y  m ieć  za ś ro d e k  począ tek , p o d czas 
g d y  to  n ie  m ia ło b y  m ie jsca  d la  d ru g ie j;  w  ty m  p rzy p a d k u  p o czą tek  n ie  je s t  ś ro d k ie m  u k ła d u  a lb o  
k rzy w ej z łożone j.

U w a g a  II. P rzy p u śćm y  k rzyw ą a lg eb ra iczn ą  :

K iedy k rzyw a je s t  rz ę d u  n iep a rzy steg o , ś ro d e k  je s t  k o n ie c z n ie  n a  k rz y w e j; te n  p u n k t b ędz ie  
p u n k te m  p o jedy riczym  a lb o  punktem  w ielokro tnym  rzędu  n ieparzystego;  s ty czn e  w  ty m  p u n k c ie  s 
zaw sze s ty czn em i p rzeg ięc ia . W szystk ie  te  w n io sk i są  w id o czn e , b io rą c  ś ro d e k  za po czą tek  spó  
rz ę d n y c h .

537. N iech b ę d ą  x 0, y 0, sp ó łrz ę d n e  ś ro d k a  k rzyw ej

f ( x ,  y )  =  0 ;

je ż e li s ię  p rz e n ie s ie  osie  w  te n  p u n k t ,  ró w n a n ie  s ta je  się

(1 ) f ( x ' - \ - x a, y ' - f y o) = 0 .

Otóż n o w y  począ tek  b ę d ą c  ś ro d k ie m , ró w n a n ie  (1) i ró w n a n ie  n a s tę p u ją c e

(2) f i —  x 1 +  a*. — y ' +  yo) =  o,
m ają  w szy stk ie  ich  ro zw iązan ia  w sp ó ln e . P rz e to , w y ru g o w aw szy  je d n ą  ze z m ie n n y c h , y '  na  p rzy k ład , 
m iędzy  ró w n a n ia m i ( 1 ) i (2 ) , d o jd z ie  się do  zw ią z k u , tak ieg o  ja k

(3) <e(x', x 0, y 0) —  0 ,

k tó ry  m u s ia łb y  sp ro w ad z ić  się  do  to żsam o śc i, k ład ąc  w  n im  za x 0 i y 0 w a rto śc i sp ó łrz ę d n y c h  śro d k a . 

Z w iązek  (3) posłuży  w ię c , w y raża jąc  że to ż sam o sć  m a  m ie js c e , do  w y zn aczen ia  ilo śc i x 0 i y u, jeże li 

o n e  są  n iezn an e .

Jeże li k rzy w a  je s t  a lg eb ra iczn ą , ta  m e to d a  ra c h u n k u  u p ro śc i s ię ;  gdyż d o ść  w te d y  szukać , czyby 

n ie  m ożna  by ło  k o rzy s ta ją c  z n ieo zn aczo n o śc i n a  x 0 i y 0, w  te n  sp o só b  u p ro śc ić  ró w n a n ie  (1 ) aby  
o n o  n ie  zaw ie ra ło  w  sob ie  ja k  ty lko  w yrazy  te j sam ej p a rzy s to śc i.
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W idzim y przez  to  że ja k a k o lw ie k  k rzy w a  n ie  m a  ogó ln ie  ś ro d k a , po n iew aż  n ie  m o żn a  rozpo rządzać  
ja k  ty lk o  d w ie m a  n ie o zn a czo n em i, i że liczb a  w y razó w  k tó re  m usi się zn ieść  je s t  o g ó ln ie  w yższą 
o d  d w ó ch .

T en  w n io sek  n ie  m a  m ie jsca  d la  k rzyw ych  d ru g ieg o  rz ę d u ;  krzyw e d ru g ieg o  rzęd u  m a ją  o g ó ln ie  
śro d e k ,

U w a g a , L iczb a  w a r u n k ó w ,  a b y  k rz y w a  r z ę d u  m  m ia ła  ś ro d e k ,  j e s t  ró w n a

\'m(m  -f-  2 ) . . . .
------ ^ — - — 2 1 , jeże li m  je s t  p a rzy s tem ,

----- o J ,  jeże li m  je s t n ie p a rz y s te m ,

albo

11° T w ie r d z e n ie  o środ k ach .

5 3 8 . J e ż e l i  k r z y w a  ma d w a  ś r o d k i ,  o n a  ma ic i i  n i e z l i c z o n e  m n ó s tw o  w  l i n i i  p r o s t e j  i  r ó w n o -  

ODDALONYCH.

N iech  b ę d ą  O i O, d w a  ś ro d k i, i M jak ik o lw iek  p u n k t  k rz y w e j; z łączm y MO, p o te m  w eźm y  

OM, =  OM ; z łączm y  M ,0 „  p o te m  w eźm y  0 ,M 2=  0 ,M ,; z łączm y n a k o n ie c  M 0 „  i w eźm y 0 ,M 3 = 0 , M ;  

trzy  p u n k ta  M „  M2, M3 n a leż ą  d o  k rzyw ej. P ro s ta  M2M3 sp o ty k a  lin ią  OO, w  p u n k c ie  O.,; d o w ie 

d z iem y , że ja k im k o lw ie k  b ądź  je s t  p u n k t M, p u n k t 0 .2 po zo sta je  s ta ły m , i że m a  się zaw sze
0 ,M .2 =  o.,m 3.

P on iew aż  d w a tró jk ą ty  M20 ,M 3 i MO,M, są  ró w n e , w y n ik a  z tą d  że lin ia  (łącząca w ie rzch o łek  ze 
śro d k iem  b o k u ) OO, p rzech o d z i przez ś ro d e k .M 2M3, i że 0 0 , = r 0 , 0 2 ; w ięc

0 , 0 2 = r 0 0 „  0 2M2 =  0 2M3.

T ak  w ięc  p u n k t 0 2 dzieli na  d w ie  części ró w n e  c ięc iw y  przezeń  p rz ech o d zące , p u n k t 0 2 je s t 
śro d k iem  k rzy w e j.

Z is tn ien ia  d w ó ch  śro d k ó w  O ,, 0 2 w y p ro w ad z i s ię  ta k  sam o  is tn ien ie  trzec ieg o  ś ro d k a  0 3 ; i t .  d .

W id z im y  że ja k ie m u k o lw ie k  p u n k to w i M krzyw ej o d p o w ia d a  n iez liczone  m n ó s tw o  p u n k tó w  leżą
cych  na  ró w n o le g ły c h  do  lin ii ś ro d k ó w  i w  p rzed z ia łach  r ó w n y c h ; k rzy w a  je s t  p rz e s tę p n ą , p o n iew aż  

o n a  jez t p rz e c ię tą  w  n iez liczo n em  m n ó s tw ie  p u n k tó w  przez  ró w n o le g łą  do  linii ś ro d k ó w . W szakże 
m oże się zdarzyć  że p ro s ta  a lg eb ra iczn a  m a n iez liczo n e  m n ó s tw o  śro d k ó w  w  lin ii p ro s te j, k iedy  
p ie rw sza  s tro n a  je j  ró w n a n ia  ro zk ład a  się n a  czynn ik i lin ijn e , k tó re  z ró w n an e  z ze rem  d a ją  p ro s te



ró w n o leg le  ró w n o o d d a lo n e  p a ram i od  d ru g ie j p r o s te j ; w szystk ie p u n k ta  te j o s ta tn ie j p ro s te j b ęd y  
w te d y  śro d k am i w zg lęd em  krzyw ej u tw o rzo n e j p rzez  u k ład  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h . Z tyd  :

K ied y  krzyw a  algebraiczna ma niezliczone mnóstwo środków w lin ii p roste j, ta  k rzyw a  składa się  
z układu prostych  równoległych równooddalonych od tejże sam ej pros te j.

To o s ta tn ie  p o d a n ie  m oże  się do w ieść  ła tw o , b io ry c  za oś p ro s ty  p rzech o d zy cy  przez d w a  ś ro d k i.

539. K ied y  k rzyw a  ma tr z y  środki nie w  lin ii p ros te j, ona p rzy p u szc za  niezliczone ich mnóstwo leżących  
10  przecięciach dwóch układów rów noległych  i równooddalonych.

N iech  b ę d y  O, 0 „  0.2, trzy  ś ro d k i k rzy w ej, i M ja k ik o lw ie k  z je j p u n k tó w . Z łyczm y MO i OMt = O M ;  

p o te m  M iO o i n iech  będzie  0 ^ 2  =  0 ^ ;  p o te m  M20-2, i n iech  b ęd z ie  0 2M3 =  0.2M2; trz y  p u n k ta  
Mj, M2, M3, n a leż y  do k rzyw ej.

5 5 0  .  R O Z D Z I A Ł  Y.

Z łyczm y MM;I, i n ie c h  b ęd z ie  0 3 ś ro d ek  tej p r o s te j ; fig u ra  0 0 i 0 20 3 je s t  ró w n o le g ło b o k ie m , p o 
n iew aż p u n k ta  0 , 0 1( 0 2, 0 3 sy ś ro d k a m i b o k ó w  c z w o ro b o k u  MM,M2M3. G dyby się  w zię ło  inny  
p u n k t M' k rzy w ej, d o sz łoby  się do  teg o ż  sam ego  w n io sk u , p u n k t  0 3 je s t  w ięc  ś ro d k ie m  krzyw ej.

To założyw szy , b io ry c  za p u n k t w y jśc ia  ś ro d ek  O, zam iast O, znajdz ie  się  d ru g i ró w n o le g ło b o k ; 
ś ro d k i tym  sp o so b em  o trz y m a n e  p row adzy  ró w n ie ż  do  n o w y ch  ró w  n o leg ło b o k ó w , i t. d. W ię c ..........

P rzykład :

w s ty  w s ta :; 

w y k re ś lić  k rzyw y , w yznaczyć w szystk ie  ś ro d k i.

§ II. —  W Y ZN A CZEN IE ŚRODKA W  K R ZY W Y C H  DRUGIEGO RZĘDU,

1° R a c h u n e k  s p ó ł r z ę d n y c h  ś r o d k a .

540. N iech  b ęd z ie  ró w n a n ie  k rzy w ej d ru g ie g o  rzęd u

(1) f (x ,  y )  =  A # 2 - f  2Bx y  -(-  Cy 1 - \ -  2 D x 2E y  -(- P  =  0 ;

jeże li x 0 i y 0 sy sp ó łrz ę d n e m i ś ro d k a  k rzyw ej i gdy  się  p rz e n ie s ie  po czy tek  w  te n  p u n k t, ró w n a n ie  
krzyw ej s ta n ie  się

(2) Aa.'2 +  2 B a ;y  +  Cy'* +  x ' f 'Xo +  y ' f \Jo +  f ( x 0, y 0) =  0 .

O tóż, poczy tek  będyc ś ro d k ie m  te j k rzyw ej, ró w n a n ie  (2) n ie  b ęd z ie  m og ło  zaw ie rać  w  sob ie  jak
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ty lko  w yrazy  tej sam ej p a rz y s to ś c i; p rz e to  p o w in n o  się m ódz tak  ro zp o rząd z ić  x0 i y0 aby  się zno
siły  w yrazy  p ie rw szego  s to p n ia ; je s t  się  ty m  sp o so b em  p rzyw iedz ionym  do  ró w n a ń  w a ru n k o w y ch

i f  -

(3)

W idzim y  w ięc że ogó ln ie  k rzyw a d rug ieg o  rzęd u  m a  ś ro d e k .

K iedy się  o d n ie s ie  k rzyw ą do  je j  ś ro d k a , to  je s t  k ied y  się  w eźm ie  ś ro d ek  za p o c z ą te k , ró w n an ie  
k rzyw ej b ierze  k sz ta łt

(6) A x1'2 -j- 2Bx'y' 4 - Cy'2 +  P  =  0,
gdzie  się  założyło

(4 bis) F ' =  Ax \  -f- 2B ^ 0»/0 4 "  G y*4" 2Oa:0 4 "  2E y 0 4  E •

M ając w zg ląd  na zw iązki (3), w a rto ść  na F ' u p ro śc i s ię ;  d o d a ją c  zw iązk i (2) w zg lędn ie  p o m n o żo n e  

przez x 0 i y0> w y p a d n ie

(5) F ' —  D^o +  Ey0 +  F  —  1 f ' Za;

w a rto ść  k tó ra  m o g łab y  się jeszcze  n a p isa ć , w y chodząc  z tożsam ości

x of 'a:0+  y « f  'y0 “1“  z° f  zu~  2AX0) !/o> *o) =  2 F '.

T a k  w ię c , kiedy się odniesie krzywą drugiego rzędu do je j środka :

1° Spółczynniki wyrazów drugiego stopnia nie zmieniają się;

2° Wyrazy pierwszego stopnia znoszą się;

3° Wyraz niezależny jest połową pochodnej względem z pierwszej strony [równania zrobionego jedno- 

rodnem, pochodnej w której x i  y powinny być zastąpionemi przez spółrzędne środka względne do 

dawnych osi.

W y k o n y w ając  ra c h u n e k  w y razu  s ta łe g o , i oznaczyw szy  przez a  w yznaczn ik

A B D

(8 ) A = B C E

D E F

zn a jd u je  się  n a  ró w n a n ie  k rzyw ej (1 ) o d n ie s io n e j do  je j ś ro d k a

(6) Ax* 4 -  2 B xy +  Cy- =

11° D y s k u s s y a .

541. Jeże li w  ró w n an iach  (3) z a s tą p i się  xu i y0 przez  x  i y, m a się  d w a  ró w n a n ia

1

(7)

^ f 'x =  Aar 4 -  B»/ -f~ D =  0 , 

5  /•'« =  B x  +  C y - f  E = 0 ;

p rzed s taw ia jące  d w ie  p ro s te , k tó ry c h  p rz ec ięc ie  w yznaczy  ś ro d e k  k rzyw ej.



552 R O Z D Z I A Ł  V .

T o  założyw szy , trzy  p rz y p a d k i m o g ą  s ię  p rz e d s ta w ić  :

Pierwszy przypadek. D wie proste  (7) przecin ają  się. A by  to  m ia ło  m ie jsc e , p o trzeb a  aby  ic h  sp ó ł

czynn ik i k ą to w e  by ły  ró żn e , to  je s t  żeby  b y ło  —  ^  —  g ,  a lb o  B2 —  AC ^  0 ; w te d y  je s t  śro d ek  

je d y n y , je s tto  p rz y p a d e k  e lip sy  i h y p e rb o li.

Drugi przypadek. D w ie  proste są równoległe. Ich  sp ó łc z y n n ik i k ą to w e  p o w in n y  b y ć  ró w n e , co daje  
B2 — A C = :0 ;  je s t to  p rzy p ad ek  p a ra b o li. T en  d ru g i  p rz y p a d e k  w y n ik a  z p ie rw szeg o , p rzypu ściw szy  
że fu n k cy a  (B2 —  AC) dąży  w  sp o só b  c iąg ły  do  z e ra ; w ię c  w  p a ra b o li ś ro d e k  z n a jd u je  się p rz e n ie 
s ionym  w  n ie s k o ń c z o n o ść  ró w n o leg le  do  k ie ru n k u  w sp ó ln eg o  d w ó ch  p ro s ty c h  f'x  = 0 , f ' y —  0 .

Trzeci Przypadek. D w ie proste  (17) zlew ają  się w  jed n ą . S p ó łc z y n n ik i d w ó c h  ró w n a ń  są w te d y  

p ro p o rc y o n a ln y m i, i m a  się  w a ru n k i

(to
W  B C E  '

W  ty m  p rz y p a d k u  je s t  n iez liczone  m n ó s tw o  ś ro d k ó w  w  lin ii p ro s te j;  k rzy w a  sk ła d a  się w ięc  
z p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  n er (538); i p o n iew aż  k rzy w a  je s t  d ru g ie g o  s to p n ia  liczba  ty ch  p ro s ty c h  je s t  

ró w n ą  d w o m .

W y n ik a  z te j d y sk u ssy i że m o żn a  p o d z ie lić  k rzy w e  d ru g ie g o  rz ę d u  n a  trzy  k lassy  :

1 ° Środek j e d y n y .
(R o d za j e llip sy ,

( R odzaj h y p e rb o li,

2° Środek w  nieskończoności. . .  . [ P a ra b o la ,

3° N iezliczone m nóstwo środków, j D w ie p ro s te  ró w n o le g łe .

Uwaga I . P ow ied z ie liśm y  że w  p a ra b o li ś ro d e k  b y ł w  n ie sk o ń c z o n o śc i na  k ie ru n k u  osi. W in n iśm y  
zna leźć  w  ty m  p rz y p a d k u  szczegó lnym  ślad  w ła sn o śc i o g ó ln e j ś ro d k ó w , i o to  w  ja k i  sp o só b  m o żn a  

go  p o jm o w ać  : p ro s ta  p rzech o d ząca  p rzez  ś ro d e k  (w n iesk o ń czo n o śc i) p a ra b o li je s t  a lb o  w  n ie sk o ń c z o 
n o śc i, a lb o  ró w n o le g łą  do osi. W  p ie rw szy m  p rzy p ad k u  o n a  d o ty k a  się  p a ra b o li, d w a p u n k ta  z lew ają  
z s o b ą ;  w  d ru g im  p rzy p a d k u  ona  sp o ty k a  k rzy w ą  w  je d n y m  p u n k c ie  w  o d leg ło śc i sk o ń czo n e j i w  d ru 
g im  p u n k c ie  w n iesk o ń czo n o śc i, co  w yznaczy  o d c in e k  n ie sk o ń czo n y  k tó re g o  śro d ek  je s t  k o n ie c z n ie  

w  n ie sk o ń czo n o śc i.

Uwaga II. M ożna sp raw d z ić  p rzez  ra c h u n e k  że w  trz ec im  p rzy p a d k u  k rzyw a sp ro w ad za  się do  
d w ó c h  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h . R ozłóżm y na  k w a d ra ty  ró w n a n ie  ( 1 ) ;  zn a jd u je  się zaw sze  je d e n  ze 
sp ó łczy n n ik ó w  k w a d ra tó w  k tó ry  n ie  je s t z e re m ; gdyż w  p rzec iw n y m  raz ie , dw ie  p ro s te  n ie  m og łyby  
z lać  się  z so b ą  ch y b a  gdyby  A, B , C, by ły  ze ram i ra z e m ; o trzy m ało b y  się w te d y  d w ie  p ro s te  z k tó 

ry ch  je d n a  w  n iesk o ń czo n o śc i. N iech  b ęd z ie  A ^ O ;  o trz y m a  się , tw o rz ą c  k w a d ra t  w zg lęd em  w y ra 

zó w  n a  x .
(A x  +  By - f  D)2- f  (AC —  B 2)y2 - f  2(AE —  BD)y - f  A F  —  D2 =  0 .

O tóż, je że li m a  się  w zg ląd  na  zw iązki (8 ), to  o s ta tn ie  ró w n a n ie  sp ro w a d z a  się do  w y rażen ia

(A x  +  By - f  D) 2 - f  A E  — D2 =  0 ;  

ró w n a n ie  p rz ed s taw ia jące  w id o czn ie  d w ie  p ro s te  ró w n o le g łe .
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U w a g a  ILI. W a r u n e k  a b y  r ó w n a n ie  ogólne  drugiego  st o p n ia  pr z e d st a w ia ł o  d w ie  p r o s t e .

O trzym aliśm y  ju ż  przez ró żn e  m e to d y  le n  w a ru n e k  [zobacz n r* (315), (351). Z au w aży m y  tu  je d y n ie  
że te n  w a ru n e k  w yraża  aby  ś ro d e k  by ł n a  k rz y w e j.

W ró ćm y , do  ra c h u n k ó w  : Jeże li x 0, yo s 9 sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  sp o tk a n ia  d w ó c h  p ro s ty c h , p rz e 
n ió s łszy  o sie  w  ten  p u n k t ,  ró w n a n ie  ( 1 ) s ta n ie  się

k x " 2 - | -  2 B x 'y '  —1— C y '2 —j— •c ' f 'x 0~ \~ y  f ' y 0 ~\~ f ( x o> Z/o) =  0  J

p o n iew aż  to  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  d w ie  p ro s te  k tó re  p rzech o d zą  przez  p o czą tek , w ięc  o n o  p o w in n o  
b y ć  je d n o ro d n e m ; tw ie rd zen ie  o d w ro tn e  je s t  w id o czn ie  p raw d z iw em . W ię c  ab y  ró w n a n ie  og ó ln e  
d ru g ie g o  s to p n ia  p rzed s taw ia ło  d w ie  p ro s te , p o trz e b a  i d o ść  je s t  żeby  by ło

(9) /"*„ =  <>, f 'y =  0 , f ( x 0, y 0) =  0 .

L ecz w e d łu g  zw iązku  tożsam ośc iow ego

x of'x0+ W 'y 0 + Z°f'z0 =  %f(x0, y 0> z0),

Irzy zw iązki p o p rzed za jące  s ta ją  się

/ V = ° >  ' '» . = » >
a lb o  u w y raźn ia jąc

&x o -f-  4 ” D ; 0 —  0 ,

-)-  Cy0 - j-  E z0 =  Oj 

D x0 -)- E y0 -(- F «0 =  0.

W a ru n e k  szu k an y  o trz y m a  się ru g u ją c  x 0, y 0, z0, m ięd zy  te m i trz e m a  o s ta tn ie m i ró w n a n ia m i, 
c o  daje

A B D

B G E

D E F

T en  w a ru n e k  m ó g łb y  się w y p ro w ad z ić  z ró w n a n ia  (6 ) n ru (540).

O tóż jeże li zauw aży s ię  ró w n a n ia  (9), d w a  p ie rw sze  w yzn aczą  ś ro d e k , a  o s ta tn ie  w y raża  że ś ro d e k  
je s t n a  k rzy w ej.

W ięc  aby  k r z y w a  dr u giego  r zędu  s p r o w a d z a ł a  s ię  do  dw ó c h  pr o st y c h , po tr z e ba  i  dość  je st  a by

ŚRODEK BYŁ NA KRZYWEJ.

M ożna u zasad n ić  to  p o d a n ie  b ezp o śre d n io  u w aży w szy , że jeże li ś ro d e k  je s t  n a  k rzy w e j, o trz y m a  
się  trzy  p u n k ta  krzyw ej w  lin ii p ro s te j;  a  te m  sam em , p ro s ta  b ę d z ie  tw o rz y ć  część  k rzy w e j, p o 
n iew aż  k rzy w a  d ru g ieg o  s to p n ia  w ła śc iw ie  n a z w a n a  n ie  m oże  b y ć  sp o tk a n ą  p rzez  p ro s tą  w  w ięce j 
ja k  d w ó ch  p u n k ta c h .

K iedy k rzy w a  d ru g ie g o  rz ę d u  sp ro w ad za  się  do  u k ła d u  d w ó c h  p ro s ty c h , p u n k t sp o tk a n ia  je s t  

p u n k te m  p o d w ó jn y m  k rz y w e j; i o d w ro tn ie .

B iegunow e jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  p rz e c h o d z ą  w te d y  p rzez  ten  p u n k t p o d w ó jn y .
70



542. ŚRODEK JE S T  BIEGUNEM PROSTEJ W .NIESKOŃCZONOŚCI, I ODWROTNIE.

B iegun  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j
m x  -(- n y  p z  =^ 0 ,

j e s t  w yznaczony  przez ró w n a n ia
f ,  ^  p  
' x« _ '  yo =  ' zo ■ 
m n p

o tóż  jeże li p ro s ta  je s t  w  n ie sk o ń c z o n o śc i, m a  się m =  0 , n =  0 , zkąd  w ypada

A *o= 0’ f ’yo=  °»

ró w n a n ia  w yznacza jące  ś ro d e k . T ym  sp o so b em  ś ro d e k  je s t  b ie g u n e m  p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i. 

B ieg u n o w ą  ś ro d k a  je s t  p ro s ta  w  n ie sk o ń c z o n o śc i. W  rzeczy sam e j, b ie g u n o w ą  p u n k tu  (x0, y a, zu) je s t

Xf'x o+ ' j f ' y o+ z f 'z o= 0 ->

o tó ż , je że li te n  p u n k t  je s t  ś ro d k ie m , m a  się  x f ' r =  0 , y t ' Ja =  / ’ -0 <  w y p ad a

z =  0 ;
je s t to  p ro s ta  w n ie sk o ń czo n o śc i.

I IP  Spółrzędne trzylinijne.

543. M ożnaby  d ać  teo ry ą  o g ó ln ą  p o szu k iw an ia  ś ro d k ó w  w  u k ład z ie  sp ó łrzęd n y ch  trz y lin ijn y c h ; 

za jm iem y  się  ty lk o  w sk azan iem  je j p u n k tu  w yjśc ia . S zu k a jm y  n a  p rz y k ła d  w  ja k i sposób  m o g ło b y  się 

d o jść  d o  w a ru n k ó w  ab y  w ie rz c h o łe k  A tró jk ą ta  o d n ie s ie n ia  by ł ś ro d k ie m  k rzy w ej d an e j przez je j 
ró w n a n ie  w  sp ó łrzęd n y ch  trzy lin ijn y ch

(1) f (X ,  Y , Z) =  0.

N iech  b ęd z ie  n ap rzó d

(2) m X  +  «Y  +  pZ  =  2S ,

zw iązek  k tó ry  p o w in n y  sp ra w d z a ć  sp ó łrz ę d n e  trzy lin ijn e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu .

Jeże li w ie rzch o łek  A je s t  ś ro d k ie m  k rzy w ej, ja k ie m u k o lw ie k  p u n k to w i M0 tej k rz y w e j, k tó re g o  

Y i Z są  ró w n e  n a  p rzy k ład  Y0 i Z0, m usi zaw sze o d p o w ia d a ć  d ru g i p u n k t M '0) k tó reg o  Y i Z 

s ą  — Y 0 i — Z0 ; i o d w ro tn ie .

D ow odzen ie  j e s t  toż sam o  ja k  w  n u m e rz e  (536).

L ecz ab y  to  m ia ło  m ie js c e , w a ru n k i an a lity czn e  są  w ca le  in n e  od  ty c h  k tó re  by ły  w y sło w io n e  
w  n u m e rz e  p rz y to c z o n y m ; n ic  n a leża łoby  się z teg o  zg o ła  w n o sić  że ró w n a n ie  (1 ) n ie  p o w in n o  się 
zm ien iać  k ied y  się  w  n ie m  zastąp i Y i Z przez  — Y i — Z. P o ch o d z i to  z tąd  że ró w n a n ie  ( I )

Y Zw yznaczy ty lko  s to su n k i — , -  , i że X je s t  sp o jo n e m  z Y i Z przez zw iązek  (2).
A. A

O to w  ja k i sposób  m o żn ab y  p o sz u k iw a ć  w a ru n k ó w  aby  w ie rzch o łek  A by l śo d k ie m  k rzyw ej.

5 5 4  R O Z D Z IA Ł  V .
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Ze zw iązku (2) w yciągam y

X =  K - f  T ,

m  m

T  je s t  fu n k cy a  lin ijn a  i je d n o ro d n a  w zg lęd em  Y i Z . R ó w n a n ie  k rzy w ej s ta je  się  w ted y

A T  +  K , Y, Z ) =  0 ;

a lb o  ro zw ija jąc  p rzez  w zó r T a y lo ra :

P o n iew aż  ró w n a n ie  (4) zaw ie ra  ty lk o  w  sob ie  Y i Z ; p o trz e b a  i d o ść  je s t ,  aby  p u n k t A b y t ś ro d 
k ie m , żeby  to  ró w n a n ie  n ie  z m ien ia ło  się  k ied y  się w  n iem  zastąp i Y i Z p rzez  — Y i — Z, to  je s t  
żeb y  w szystk ie  w y razy  by ły  te j sam ej p a rzy s to śc i.

Otóż p o c h o d n e  f 1, f", . . .  są  je d n o ro d n e m i w  Y i Z ; p o n iew aż  T  je s t  fu n k cy ą  l in ijn a  i je d n o ro d n ą  
n a  Y i Z , k o n iecz n em  i w ysta rcza j ą c e m  je s t  ab y  p o c h o d n e  rz ę d u  n iep a rzy steg o  f ' \ , f " \ xx, / ' vxxxxx, . . . e t c .  
b y ły  to żsam o śc io w o  z e ram i, zastąp iw szy  w  n ic h  X przez T .

Z a s t o s o w a n i e .

N iech  b ęd z ie  k rzyw a d ru g ie g o  rzęd u

tak im i są  w a ru n k i szu k an e .

5-i4. W  p rzy p ad k u  k rzyw ych  d ru g ieg o  rz ę d u  w yznaczym y ś ro d e k  w e d łu g  tej w łasnośc i n™ (542) : 
że je s t  on biegunem proste j w  nieskończoności.

N iech  b ęd z ie  k rzyw a d ru g ie g o  s to p n ia

AltX2 -j- A22Y2 —{— A33Z" —|— 2A12XY —[— 2A13XZ — 2A23YZ =  0.

A by w ie rzch o łek  A b y ł ś ro d k ie m , p o trz e b a  ab y  p o c h o d n a

f ' x (T , Y , Z) to  je s t  A U1 A (oY -)- A ^Z ,

b y ła  to żsam o śc io w o  z e re m ; o tóż zastąp iw szy  T  w y p a d n ie

( 1) /•(X, Y , Z ) =  0,

(2) m X  -(- nY -f- pZ  =  2S ,

zw iązek  k tó ry  p o w in n y  sp zaw d zać  sp ó łrz ę d n e  trzy lin ijn e  jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu ;  ró w n a n ie m  p ro s te j 

w  n iesk o ń czo n o śc i je s t  n cr (96)
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B iegun  (X0, Y0, Z0) tej p ro s te j a lb o  środek  k rzyw ej (1) będzie  w yznaczonym  przez  ró w n a n ia  n a s tę 
p u jące  n cr (453)

(U) f  x0 __ / ' y 0 _ /  zu _
m  n p

§ H I. —  R Ó W N A N IA  STY CZN ECZK O W E.

Z ajm iem y  się  tu  w yzn aczen iem  ś ro d k a  ty lk o  d la  k rzy w y ch  d ru g ie j k lassy .

1° S p ó łr z ę d n e  ( d w u l in i j n e )  u, v .

545 . M ogłoby  -się u w ażać  że k ied y  p o czą tek  sp ó łrz ę d n y c h  je s t  ś ro d k ie m , jak ie jk o lw iek  stycz
nej (u, v ) o d p o w ia d a  zaw sze d ru g a  s ty czn a  (—  u, —  v ) ,  i o d w ro tn ie ;  to  w y n ik a  z o k re ś le n ia  ś ro d k a . 
W z o ry  p rz e k sz ta łc e n ia  n ru (356) p o zw o lą  n a m  w yznaczyć  ś ro d e k  w  p rzy p ad k u  ró w n a n ia  o g ó ln eg o . Ta 
u w ag a  da  się  zasto so w ać  do  krzyw ej ja k ie jk o lw ie k  k la ssy , i p ro w ad z i bez tru d n o śc i do  o g ó ln eg o  
w y znaczen ia  ś ro d k a , w  u k ład z ie  sp ó łrz ę d n y c h  (u, v).

546. D la k rzyw ych  d ru g ie j k la ssy  o g ran iczy m y  się  n a  zasto so w an iu  w ła sn o śc i n a s tę p u ją c e j, k tó ra  
z p o w o d u  u w ag  n m (4 6 7 ), w y p ły w a  z p o d a n ia  n ru (542), to  j e s t : Środek k rzyw e j d ru g ie j klassy je s t  ■ 
punktem  biegunowym  p roste j w  nieskończoności.

R ó w n an ie  k rzy w ej b ęd ąc

(1) f (u , v , w ) —  A u- - j-  2Bity -)- C v- -}- 2D uiv - | -  2E  vw  -}- Fw 2 =  0, 

p u n k t  b ie g u n o w e j p ro s te j (u0, v0, w 0) m a  na  ró w n a n ie

uo +  w of'w —  °-

P ro s ta  w  n iesk o ń czo n o śc i m a  za  sp ó łrz ę d n e  u0 —  0 , v0 —  0 ;  w ięc  ró w n a n ie m  ś ro d k a  k rzyw ej (1) 
b ęd z ie

(2) f ' w =  0, a lb o  Du — Eu —|— F  =  0.

T o b ęd z ie  p o czą tek  sp ó łrzęd n y ch  jeże li E  i D są  ze ram i.

W ię c , aby początek spółrzędnych  b y ł środkiem ,  potrzeba  i dość je s t  aby równanie nie zm ien ia ło  się  
k ied y  się w  niem zm ien i w  na —  w .

1 1 ° S p ó łrzęd n e  t r z y l in i jn e .

547. Z a s to su jm y  je sz c z e  zasadę p o p rzed za jącą . N iech  b ę d z ie

(1) / - ( U , V , W ) = 0 ,

ró w n a n ie  o g ó ln e  krzyw ej d ru g ie j k la ssy . Jeże li a ,  v ; są  param etram i odniesienia, sp ó łrzęd n em i 

p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i b ę d ą  X, fi, v ; p u n k t b ie g u n o w y  te j p ro s te j, to  je s t  środek  k rzyw ej (1 ) 
o trz y m a  na ró w n a n ie  n e‘ (465)

(2) V 'u  +  f * / v + v/ w —  
a lb o

( 2  bis) \Jf' - f  \ f  - f -  W f \  —  0 .
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TEORYA ŚREDNIC.

§ 1. —  O K R EŚLEN IE I W IADOM OŚCI OGÓLNE.

1° O k r e śl e n ie  i r ó w n a n ie  ś r e d n ic .

5 4 8 . N a z y w a  s ię  śr e d n ic ą  k r z y w e j  m iejsce  śr odków  śr e d n ic h  odległości pu n k t ó w  przecięcia  

z k r z y w ą  ja k ie jk o l w ie k  sie c z n e j r ó w n o l eg łe j  do k ie r u n k u  d a n e g o .

W  p zzypadku  k rzyw ych  d ru g ieg o  rzęd u , m o żn a  w y rzec  że :

Ś r e d n ic a  je st  m iejsc em  śr o d k ó w  c ię c iw  rów no leg ły c h  w  k ie h u n k u  st a ł y m .

T o o k re ś le n ie  o g ó ln e  ś re d n ic  b y ło  d a n e m  przez  N ew'tona (E num eratio  linearum, te r ti i  ordin is, 
anno 1706), k tó ry  w y sło w ił p o d a n ie  n a s tę p u ją c e  :

W  KRZYWEJ JAKIEGOKOLWIEK RZĘDU ŚREDNICE SĄ LINIAMI 1'ROSTEMI.

A by d o w ie ść  te g o  p o d a n ia , w eźm ie m y  ró w n a n ie  k rzyw ej p o d  k sz ta łte m

(1) y)-!-  <fm_\[x, y) -)- y) +  . . .  =  ().

.leżeli a je s t  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  k ie ru n k u  d a n e g o , ja k a k o lw ie k  s ieczn a  o trzy m a  n a  ró w n a n ie

a b ę d ą c  ilością nieoznaczoną.

O z n a c z y w s z y  przez x lz y , ; x.2, y.2\ . . .  sp ó łrzęd n e  m  p u n k tó w  p rzec ięc ia  tej siecznej z k rzy w ą , 

ś ro d ek  ś re d n ic h  od leg łośc i teg o  u k ła d u 'o t r z y m a  za sp ó łrz ę d n e

(2) y  —  aa; - j -  X,

x  i y  m uszą  n a d to  sp raw d zać  zw iązek (2 ).
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D la w yznaczen ia  x  p u n k tó w  p rzec ięc ia , nap iszem y  ró w n a n ie  (1) w  sposób  n a s tę p u ją c y

(4) - f  ^ 1, • • - =  0 ;

p o tem  z ró w n a n ia  (2 ) w y c iąg n ie m y

2 = a  +  » ;
ar x

>  y
p o d staw ia jąc  tę  w a rto ść  n a  -  w  ró w n a n iu  (4), rozw inąw szy  każd y  w yraz  przez w zor T aylor’a , p o tem  

u p o rządkow aw szy , z n a jd u je  się  :

(5) Xmym(i, a) -J- x m~ l[<fm-l ( l )  a) —)— X'/m( l ,  a)] - j -  Xm~  2[ . . . ] - |“ • • •  = 0 .

B iorąc su m m ę  p ie rw ia s tk ó w  tego  ró w n a n ia ,  m a  się

+ S . =  — a ) + a ) ;
jm\ 1 > a)

zkąd  w n o s im y  d la  o d c ię te j x  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  m ie jsca

/g\ x  ____ _i( 1 , a) 4 -  1 ,  a ) .
rtifm ( l ,  a)

■/„, oznacza  p o c h o d n ą  fu n k c y i <pm w z g lę d e m  y .

W y ru g o w aw szy  X m ięd zy  ró w n a n ia m i (2) i (6 ), zn a jd u je  s ię  n a  równanie m iejsca prostą

(7 ) x\rn’fm[ \ ,  a) —  a ) ] - ) - y & f ' , a ) - { - —  a) =  0 ;

p o d an ie  je s t  w ięc  d o w ied z io n e m .

M ożna d ać  te m u  o s ta tn ie m u  ró w n a n iu  k sz ta łt sy m etry czn ie jszy .

P u n k c y a  ym(x , y)  b ę d ą c  je d n o ro d n ą , m a  się  to ż sam o ść

x x?'m{x , y) y v<(m{x, y )  =  in?m{x , y );

zkąd  w y p a d a , ro b ią c  x  =  1 , y  =  a,

wj(ł? a) ~f* a) =  1 , a ).

R ów n an ie  ś re d n ic y  o d p o w iad a ją ce j k ie ru n k o w i c ięc iw  y  —  a x  —  0, b ędz ie  w ięc

( 8 ) Xxf'm( l ,  a ) - |-  a ) - j - y „ ,_ , ( l ,  a) =  0.

P o rów naw szy  to  ró w n a n ie  z ró w n a n ie m  (5) n ru (436), w n o s im y  że :

Średnica  je st  biegunową punktu w  nieskończoności na kierunku  cięciw ,  któremu odpowiada

TA ŚREDNICA.

T en  w n io sek  w y n ik a  tak że  b e z p o ś re d n io  z o k re ś le n ia  b ie g u n o w e j ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu ;  o k re ś le n ia  

p rz e d s ta w io n e g o  p rzez  ró w n o ść

MA, | MAo | i MA,„__q

P A , P A 2 "t" "  " “ t  PAm —

»



U w a g a .  W id z im y  przez ró w n a n ie  (8 ) że je ż e li ró w n a n ie  krzyw ej n ie  z a w ie ra  w  so b ie  w yrazu  
s to p n ia  [m —  1 ), <p»,-i(l, a) je s t  z e re m ; w te d y  w szystk ie ś re d n ic e  p rzech o d zą  przez  p o czą tek , ja k im 
k o lw iek  b ądź  je s t  k ie ru n e k  c ięc iw .

5 /i9 . J e s t  o g ó l n i e  (m  —  1 ) ś r e d n ic  r ó w n o l e g ł y c h  w  k ie r u n k u  danym .

N iech  b ęd z ie , w  rzeczy  s a m e j, A sp ó łczy n n ik  kątow y  k ie ru n k u  d a n e g o , i a sp ó łczy n n ik  kątow y  
c ięc iw  k tó ry m  o d p o w ia d a ją  ś red n ice  sz u k a n e , m u s i się m ieć  w e d łu g  ró w n a n ia  (8 ) :

(9 ) _ f ^ a ) = A ;
ytp I , a ;

ró w n a n ie  s to p n ia  ( m —  1 ) w zg lęd em  n iezn a n e j a ;  o n o  d a  (m  —  1 ) w a r to ś c i n a  k ie ru n e k  a c ię c iw ; 
a  p o n iew aż  każdej w a rto śc i n a  a o d p o w ia d a  je d y n a  ś re d n ic a , je s t  w ięc  (m —  1 ) ś re d n ic  ró w n o leg ły ch  
do  k ie ru n k u  d anego .

550. J e s t  og ólnie  m  śr e d n ic  pr o sto padłych  do ich  c ię c iw .

W  rzeczy sam ej ab y  to m ia ło  m ie jsce  p o trz e b a  żeby  b y ło

a( —  aA =  — 1 ,
\  a?’"(I, a )J

albo

( 1 0 ) 1 , a) m(1 , a) —  0 ;

ró w n a n ie  s to p n ia  m  w zg lęd em  n ieznane j a; je s t  w ięc  m  ś re d n ic  p ro s to p a d ły c h  d o  ich  c ięc iw . J e s t  

w ięc  ich  dw ie , w  k rzyw ych  d ru g ie g o  rzęd u .

11° W iadomość s z c z e g ó ło w s z a  o ś r e d n ic a c h .

551. O znacza się  często  n azw isk iem  ś re d n ic  p ro s te  d z ie lące  n a  d w ie  części ró w n e  c ięc iw y  ró w . 
n o leg łe  w  p e w n y m  k ie ru n k u . T e ś re d n ic e  noszą nazw isk o  osi gd y  są  p ro s to p ad łem u  d o  c ięc iw , 

k tó re  dzie lą  n a  d w ie  części ró w n e . J e s t  w id o c z n e m  że to  n ie  zdarza  się ja k  ty lko  b ard zo  p rz y p a d k o w o  
że k rzy w e  p o s ia d a ją  te  l in ie ;  w  k rzy w y ch  d ru g ieg o  rz ę d u  p rz e c iw n ie  o n e  się p rz e d s ta w ia ją  k o n iecz n ie .

W skażm y  k ie ru n e k  p o szu k iw ań  słu żący ch  do  ro zp o zn an ia  czy k rzy w a  m a  ś re d n ic e  p ro s to lin ijn e  
i czy  o n a  m a  o sie .

P rzy p u śćm y  że p ro s ta  AB je s t  ś re d n ic ą  k rzyw ej i że c ięc iw y  o d p o w ia d a ją c e  są ró w n o le g łe m i do  CD. 

W eźm y  ś re d n ic ę  za oś o d c ię ty c h , i ró w n o le g łą  do  CD za o ś r z ę d n y c h ; zobaczm y  ja k ie  są  w ła sn o ść ' 

c h a ra k te ry s ty c z n e  k tó re  w in n o  p rz e d s ta w ia ć  ró w n a n ie  k rzy w ej.
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W e d łu g  za łożen ia  p rzy ję tego  oś o d c ię ty ch  dzeli n a  dw ie  części ró w n e  c ięc iw y  ró w n o le g łe  do  osi
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rz ę d n y c h , to  je s t  że ja k ie jk o lw ie k  w arto śc i n a  x  w in n y  o d p o w ia d a ć  d la  y  w a rto śc i tw o rzące  w szystk ie 

p a ry  ró w n e  i zn ak ó w  p rz e c iw n y c h .

R ó w n an ie  k rzyw ej n ie  p o w in n o  w ięc  z aw ie rać  w  so b ie  ja k  ty lk o  p o tęg i p a rzy s te  n a  y .

O d w ro tn ie : Jeże li ró w n a n ie  n ie  z aw ie ra  w  so b ie  ja k  ty lko  p o tęg i p a rzy s te  n a  y , oś odc ię tych  
w in n a  dz ie lić  na d w ie  częśc i ró w n e  w szy stk ie  c ię c iw y  ró w n o le g łe  do  osi r z ę d n y c h ; in n e in i s ło w y , oś 
o d c ię ty c h  b ędz ie  ś re d n ic ę  p ro s to lin ijn y  c ięc iw  ró w n o le g ły c h  d o  osi Oy .  W  rzeczy sa m e j, jeże li d a  się 
n a  x  p e w n y  w a rto ś ć , o trz y m a  się ró w n a n ie  zaw ie ra jy ce  w  so b ie  ty lk o  po tęg i p arzyste  n a  y ,  i k tó rych  
p ie rw ia s tk i b ęd y  p a ra m i ró w n e  i zn ak ó w  p rz e c iw n y c h .

A by  O x  by ło  osiy k rzy w e j, p o trzeb a  i d o ść  je s t  ab y  osie  sp ó łrz ę d n y c h  będyc p ro s to k y tn e m i, ró w 

n an ie  k rzy w e j zaw ie ra ło  w  so b ie  ty lko  p o tę g i parzyste  n a  y .

W ted y  d la  ro zp o zn an ia  czy k rz y w a  m a  ś re d n ic e  p ro s to lin ijn e , o d n ie s ie  się  jy  d o  n o w y ch  o s i;  b ęd z ie  
m o żn a  p rz y p u śc ić  że n o w a  oś O'x' je s t ś re d n ic y  c ięc iw  ró w n o le g ły c h  do  0 'y ';  to  je s t  że będzie  
m o żn a  ro z p o rz ę d z ić  s ta łe m i w p ro w 'ad zo n em i p rzez  w zo ry  p rzek sz ta łcen ia  sp ó łrzęd n y ch  w  ten  sp o só b , 

ab y  now e ró w n a n ie  n ie  zaw ie ra ło  w  sob ie  ja k  ty lko  p o tęg i parzyste  n a  y .

D la ro zp o zn an ia  czy k rz y w a  m a  o s ie , uży je  się  te j sam ej m e to d y ; d o ść  ty lko  n a  to  p rzy p u śc ić  
n o w e  o sie  p ro s to k y tn e m i.

U prośc i się  n ie c o  te  p o szu k iw an ia  zo staw ia jyc  n o w y  p o czę tek  n a  je d n e j  z d aw n y ch  osi.

§ U. —  PO SZU K IW A N IE  ŚRED N IC W  K RZYW YCH DRUGIEGO RZĘDU.

1° R ó w n a n ie  śr e d n ic .

552. R ó w n an ie  o g ó ln e  k rzy w y ch  d ru g ie g o  rzędu  je s t

( 1 ) f (x ,  y )  =  A x 2 +  2Bx y  +  Crf- +  2D * +  2E y +  F  =  0.

P ie r w s z a  m e t o d a .

W  krzyw ych  d ru g ie g o  rz ę d u  ś re d n ic a  je s t  m ie js c e m  ś ro d k ó w  c ięc iw  ró w n o leg ły ch  w  k ie ru n k u  
d a n y m .

T o o k reś len ie  je s t  p rzy p ad k iem  Szczególnym  o k re ś le n ia  ogó ln eg o  d an eg o  w n u m erze  (548); ró w 
n a n ie  ś re d n ic y  w  k rzyw ych  d ru g ieg o  rz ę d u , w y c iy g n ie  się w ię c  z ró w n a n ia  ogó lnego  ś re d n ic  n u 

m eru  (5 6 8 ):
#jrt>m(l, a) -)- y vf'm (\, a) -{- <?,„_ t( l , a) =  0 .

W  p rzy p a d k u  d an y m  m a  się
fm == A z -  - | -  2 B z y  - |— Cy~;

—  2(D x - j -  E y ).

P o d staw ia jęc  te  w a rto śc i w  ró w n a n iu  o g ó ln e m  po w y ższem , w 'ypadn ie

z { A  +  Ba) - f  y (B +  Ga) +  D +  E a  =  0, 

ló w n a n ie  m o g ęce  się n a p isa ć  w  te n  sp o só b  :

, (A z  - j -  By —J— D) —j— a(B # - | -  Cy -)-  E) =  0 ;
albo

(2) f ' x - \ - a f ' y — 0.



5 5 3 .  D r u g a  metoda.

M etoda k tó r ą  w y łożym y da  się zas to so w ać  do k w esty i n a s tę p u ją c e j :
« Z n a leźć  d la  k rzyw ej ja k ie g o k o lw ie k  rzęd u , m ie jsce  ś ro d k ó w  c ięc iw  ró w n o le g ły c h  w  k ie ru n k u  

» d an y m .

N iech b ęd z ie  AB c ięc iw a  ró w n o le g ła  w  k ie ru n k u  d a n y m

y  —  m x  =  0 ,

m  je s t  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m ; n iech  b ę d ą  x 0, y 0, sp ó łrz ę d n e  p u n k tu  ś ro d k a  M.

P rzen ie śm y  osie ró w n o leg le  d o  ich  p ie rw o tn e g o  p o ło żen ia  w  p u n k c ie  {x a, y 0) ,  w zo ram i p rz e 

k sz ta łcen ia  b ę d ą
/yi —--- /v* 1 rvJ  •»// ' «/Q |- ' tAj ^

y  — y < > + y '-

R ó w n an ie  (1) k rzyw ej d ru g ieg o  rz ę d u  s ta n ie  się

f(x ' +  ®0» y' +  2/0) =  o,
a lb o  ro zw ija jąc

(3) f ( x o, y 0) +  x 'f 'Xo- \ -  y ' f ' ^ + ^ + I W y '  -f-  C y ' - ) =  0 .
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W zg lęd em  now ego  u k ła d u  o si, ró w n a n ie  c ięc iw y  AB b ęd z ie

y ' =  m x'.

O trzym am y  o d c ię te  p u n k tó w  p rzec ięc ia  A i B te j p ro s te j z k rzy w ą , zastąp iw szy  y ‘ przez m x  
w  ró w n a n iu  (3 ) , co  d a je

(4 ) f(x 0, y 0) +  1- m f'yo] +  (A +  2 Bm  - f  C m V 2=  0 .

O tóż p u n k t  M b ę d ą c  ś ro d k ie m  o d c in k a  A B, ró w n a n ie  (4) m u s i p rzy p u śc ić  d w a p ie rw ia s tk i ró w n e  
i zn ak ó w  p rze c iw n y c h . Na to p o trz e b a  i dość  je s t  ab y  sp ó łczy n n ik  n a  x  b y ł z e r e m ; co  p ro w a d z i do

f  - 1-  m f' = 0 .1 x0 1 / J/o

M am y ty m  sp o so b em  zw iązek  m iędzy  sp ó łrz ę d n e m i ®0, y 0, ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  ś ro d k a  ja k ie j
k o lw iek  z c ięc iw  ró w n o leg ły ch  w  k ie ru n k u  d a n y m ; je s tto  w ięc  ró w n a n ie  m ie jsca . Z niósłszy  w sk a 
zów k i o trzy m am y  n a  ró w n a n ie  ś re d n ic y  o d p o w ia d a ją c e j c ię c iw o m  sp ó łczy n n ik a  k ą to w eg o  m ,

(5 )  f '  x -1- m f'  1/ =  0 .
71



554. T rzecia m e to d a .

N iech  b ędz ie  ró w n a n ie  d ru g ieg o  s to p n ia

(1) f ( x ,  y )  =  A x2-[- 2Bx y  -)- Cy 1 -f- 2D x -(- 2E y  -f- F  =  0 ;

i m  sp ó łc z y n n ik  k ą to w y  c ięc iw  k tó ry c h  szu k a  s ię  m ie jsca  ś ro d k ó w ; jak ak o lw iek  z łych  cięc iw  o trzym a 
n a  ró w n a n ie

(2) y  =  m x  -f- n <

gdzie  m  je s t  ilo śc ią  d a n ą , a  n n ieo zn aczo n ą . S zu k a jm y  p rz ec ięc ia  tej p ro s te j z k rzy w ą, to  je s t 

za s tąp m y  y  p rzez  [m x - \-n )  w  ró w n a n iu  ( 1 ), o trzy m a  się  ró w n a n ie  k sz ta łtu

(3) Ma;2 —(— Na; — P  =  0.

N iech  b ę d ą  A i B p rzec ięc iam i c ięc iw y  z k rzy w ą , x  i y  sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  ś ro d k a  o d c in k a  AB. 
O dcię ta  x  p u n k tu  ś ro d k a  m u s i b y ć  ró w n ą  p o ło w ie  su m m y  o d c ię ty ch  p u n k tó w  A i B, d an y ch  

przez  ró w n a n ie  (2 ) ;  o trzy m a  się  w ięc  p ie rw sz e  z ró w n a ń  n a s tę p u ją c y c h

I N

(4 ) j 2 M ’

[ y  =  m x - \ - n ;

d ru g ie  w y raża  że p u n k t ś ro d k a  je s t  n a  c ię c iw ie  A B. O trzym a się ró w n a n ie  m ie jsca  w y ru g o w aw szy  
n ieo zn aczo n ą  n m ięd zy  d w o m a  ró w n a n ia m i (4 ) . D w a ró w n a n ia  (4) m o g ą  n a p isa ć  się
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(5 )

2M.z - f  N =  0, 

y  =  m x  -f- w.

O tóż p ie rw sz a  s tro n a  p ie rw szeg o  z ró w n a ń  (5) je s t  p o c h o d n ą  w zg lęd em  x ,  p ierw szej s tro n y  ró w 
n a n ia  (3 ) ; lecz ró w n a n ie  (3) by ło  w y p ro w a d z o n e  z ró w n a n ia  (1) zastąp iw szy  w  n iem  y  p rzez  (m x -\-n ) ;  
o trz y m a m y  w ięc  p ie rw sze  ró w n a n ie  g ru p y  (5 ) , b io rą c  p o c h o d n ą  w zg lęd em  x  p ie rw sze j s tro n y  ró w 
n a n ia  (1 ), b y leb y śm y  ty lk o  u w aża li y  ja k o  ró w n e  [rnx -f-  n), o trz y m a  się ty m  sposobem

y) +  m f’y(x , y )  =  0 ,

p rzypuszczając  zaw sze y  z a s tą p io n e m  pzzez [m x  -}- w). O tóż, ab y  m ie ć  ró w n a n ie  m ie jsca  p o trz e b a  
w y ru g o w a ć  n to  je s t  zas tąp ić  {m x - \- r i)  p rzez  y \  ró w n a n ie  m ie jsca  n ie  je s t  w ięc  in n e m  ja k  ty lko  
o s ta tn ie m  ró w n a n ie m .

T ak  wiięc ró w n a n ie  ś red n icy  o d p o w iad a ją ce j c ię c iw o m  sp ó łc z y n n ik a  k ą to w eg o  m je s t

( 6 )  f'x - j -  mf y  =  0 ,

a lb o  zas tąp iw szy  p o c h o d n e  przez  ich  w a rto ść  w y ra ź n ą  :

(7) x (A  +  B w ) - |-y (B  C7? j) - f - D - |- E m  =  0.

I Is Średnice szczególne.

555. W  ra c h u n k a c h  i ro z u m o w a n ia c h  k tó r e  p o p rzed za ją  p rzy p u śc iliśm y  że c ięc iw y  spo tyka ły  k rzy w ą  
w  d w ó ch  p u n k ta c h  w  o d leg ło śc i k o ń c z o n e j. Może się  zdarzyć  że je d e n  z p u n k tó w  p rzec ięc ia  je s t
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w  n iesk o ń czo n o śc i, ró w n a n ie  (3) m u s i p rzy p u śc ić  w te d y  p ie rw ia s te k  n ie sk o ń c z o n y ; n a  to  p o trz e b a  
i d ość  ab y  M by ło  ze rem , m a  się  w ięc

( 8 ) M a lb o  Cirfi 2Bm  - |— A =  0 ;

z n a jd u je  się  tę  w arto ść  na  M o b ra c h o w u ją c  w y raz  n a  x -  w  ró w n a n iu  (3).

U w ażm y że w a rto ść  na  M n ie  zależy ja k  ty lko  o d  sp ó łczy n n ik a  k ą to w eg o  m \  a  te m  sam em , je że li 
c ię c iw a  sp o ty k a  k rzy w ą  w  ja k im k o lw ie k  p u n k c ie  w  n ie sk o ń czo n o śc i, b ęd z ie  ró w n ie ż  ta k  sam o  się 
dz ia ło  z w sze lk iem i c ięc iw am i ró w n o le g łe m i (c ięc iw y  są w te d y  ró w n o le g łe  w  ja k im k o lw ie k  z k ie ru n 
k ó w  assy m p to ty czn y ch  n u m e ru  (530)].

N azw iem y średnicami szczególnemi ś re d n ic e  o d p o w iad a ją ce  te m u  k ie ru n k o w i c ię c iw . S zukajm y  ich  
zn aczen ia .

R ó w n an ie  ś r e d n ic  je s t  d a n e m  przez  p ie rw sz e  z ró w n a ń  (5), gdzie  s ię  p rzy p u śc i n  z a s tąp io n em  
przez  (,?/ —  xnx) ; o tóż , jeże li M je s t  z e re m , p ie rw sze  z ró w n a ń  (5) sp ro w ad za  się  do

(9) N =  0 , N je s t  fu n k cy a  n a  (m , n), n ie c h  b ęd z ie  N =  ?(m, ri)

n m usi tu  b y ć  za s tąp io n em  p rzez  (y  —  m x).

1° O tóż wszelka c ię c iw a , r ó w n o le g ła  w  k ie ru n k u  obecnym , m ając ze ś re d n ic ą  (9) p u n k t w sp ó ln y  
(x 0, y 0) w odległości skończonej, SrOTKA k rz y w ą  w  dwóch p u n k ta c h  w  n ieskończoności.

W  rzeczy s a m e j, c ię c iw a  p rz e c h o d z ą c a  p rzez  te n  p u n k t,  o trzy m a  n a  ró w n a n ie

( 1 0 ) y  =  m x - \~ n ,  a lb o  n =  y 0 — m x 0; ( 1 0  dis) 

je że li się szuka je j p rzec ięć  z k rzy w ą , o trzy m a  się  ró w n a n ie

( 1 1 ) M x2 - f  N x - f P  =  0, 

ró w n a n ie  w  k tó rem

M =  Cm2 -f-  2B?« -f- A, i N =  <p(m, n).

L ecz M je s t  ze rem  w e d łu g  z a ło ż en ia ; N je s t  także  z e re m , gdyż p u n k t (x 0, y 0) b ęd ąc  w  o d leg ło śc i 
sk o ń czo n e j n a  śred n icy  (9), m a  się

tf(m, y 0 —  m x0) =  0 ,  a lb o  y (w , n) =  0 ,

w e d łu g  w a rto śc i (10 lis )  n a  n. R ó w n an ie  (11) m a  w ięc  d w a  p ie rw ia s tk i n ie sk o ń czo n e .

2 “ L e c z  t u t a j  c i ę c iw y  są r ó w n o l e g ł e  d o  ś r e d n ic y  o d p o w ia d a ją c e j  (9 ) .

W  rzeczy sam e j, w e d łu g  ró w n a n ia  (9) a lb o  (7), sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  ś re d n ic y  je s t

A B m .
B +  G m ’

i ta  w arto ść  je s t  ró w n ą  m , m ając  w zg ląd  n a  zw iązek  ( 8 ).

P rze to  c ięc iw a , k tó rą  m a  ze ś re d n ic ą  (9) p u n k t  w sp ó ln y  w  o d leg ło śc i sk o ń c z o n e j, zlew a się  z tą  

ś re d n ic ą .
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W ię c  ŚREDNICA SZCZEGÓLNA (9) SPOTYKA KRZYWĄ W  DWÓCH PUNKTACH W  NIESKOŃCZONOŚCI; TA ŚREDNICA 

JEST ASSYMTTOTĄ.

556. K ie ru n k i c ięc iw  o d p o w ia d a ją c y c h  ś re d n ic o m  szczegó lnym  są  d a n e m i przez ró w n a n ie

W  p rz y p a d k u  e lip sy , B'2 —  AC <  0 ; ś re d n ic e  szczegó lne  są  u ro jo n e ;

W  p rzy p a d k u  h ip e rb o li , B 2 —  AC >  0 ;  ś re d n ic e  szczególne są  rzeczy w is te , są  to  assy m p to ty  ; 

W  p rzy p ad k u  p a ra b o li, B2 —  AC =  0 , ś re d n ic a  szczegó lna  je s t  w  n ie sk o ń czo n o śc i.

W  rzeczy  sa m e j, ró w n a n ie  (7) tej ś r e d n ic y  je s t  ro b ią c  je  je d n o ro d n e m  :

x { \  -f- B m) -(- y {  B - f  Cm) -+- z (U -f -  Em) =  0 .

O tóż m a  się w e d łu g  ró w n a n ia  (12) i zw iązku  ch a rak te ry s ty czn eg o  p a ra b o li .

i ró w n a n ie  ś re d n ic y  sp ro w a d z a  się w id o czn ie  d c

557 . M ożem y w y tłu m aczy ć  ty m  sp o so b em  is tn ie n ie  te j p o d w ó jn e j w ła sn o śc i a ssy m p to ty , aby  b y ła  
razem  a ssy m p to tą  i ś re d n ic ą .

W eźm y h ip e rb o lę ,  i n ie ch  b ęd z ie  MN a ssy m p to ta  a lbo  ś re d n ic a  szczególna.

Jeżeli się  zauw aży  ja k ą k o lw ie k  c ię c iw ę , o n a  b ęd z ie  ró w n o le g łą  do  te j ś re d n ic y ; n a d to , o n a  sp o ty k a  
k rzyw ą w jak im k o lw iek  p u n k c ie  w  od leg ło śc i sk o ń czo n e j A , i w  d ru g im  w  n ie s k o ń c z o n o śc i; p u n k t  

ś ro d k a  o d p o w iad a ją cy  je s t  w  n ie sk o ń c z o n o śc i. B ędz ie  tak  sam o  się  działo  d la  w sze lk ich  c ięc iw  ró w 
n o leg ły ch  d o  M N, p ó k i o n e  sp o ty k a ją  MN w  ja k im k o lw ie k  p u n k c ie  w  o d leg ło śc i sk o ń czo n e j ;

w szystk ie  p u n k ta  ś ro d k ó w , o d p o w iad a ją cy ch  o d c in k o m  w y zn aczo n y m  p rzez  te c ię c iw y , są  w n ie sk o ń 

czoności n a  ś re d n ic y  MN. L ecz k ie d y  c ięc iw a  sp o ty k a  ś re d n ic ę  w  ja k im k o lw ie k  p u n k c ie  w  od leg ło śc i 
sk o ń czo n e j, o n a  z lew a się z n ią  p o n iew aż  do  n ie j je s t  ró w n o le g łą ; w  ty m  p rz y p a d k u  c ięc iw a  spo tyka  
k rz y w ą  w  d w ó c h  p u n k ta c h  w  n ie sk o ń c z o n o śc i; a  te m  sam em  ja k ik o lw ie k  p u n k t ś red n icy  MN m oże  
b y ć  u w ażan y  ja k o  ś ro d e k  o d c in k a  w y zn aczo n eg o  p rzez  tę  c ię c iw ę .

(12) Cm2 +  2Bwi - f  A =  0.
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I J w a g a .  T e ś re d n ic e  szezególne daję. s ię  n a p o ty k a ć  w  k rzy w y ch  jak ie g o k o lw ie k  rz ę d u . G dyż, jeże l 
sp ó łczy n n ik  k ą tow y  a c ię c iw y , k tó re m u  o d p o w ia d a  ś re d n ic a , sp raw d za  zw iązek

tfm( 1 , a) =  0,

ró w n an ie  ( 8 ) te j ś re d n ic y  n ru (548) n ie  j e s t  in n e m  ja k  ró w n a n ie m  ( 3 ) n r u (525) a ssy m p to ty  o d p o w ia 

da jące j k ie ru n k o w i a ssy m p to ty c z n e m u
y  —  a x ~  0.

111° Dyskussya równania średnic.

558. Z n a leź liśm y  n a  ró w n a n ie  ś re d n ic y  o d p o w ia d a ją c e j c ię c iw o m , k tó ry c h  sp ó łczy n n ik iem  k ą to 

w y m  je s t  m

(1 ) f ' x  0 ;

p rz y p o m n ijm y  so b ie  ta k ż e , że sp ó łrz ę d n e  ś ro d k a  są  w y zn aczo n em i n er (540) przez ró w n a n ia

(2 )  f ' x =  0 , f ' y = 0 .

W ię c  WSZYSTKIE ŚREDNICE PRZECHODZĄ PRZEZ ŚRODEK.

P rzy to czy m y  szczegółow iej te n  w n io se k .

.Ieśli znajduje s i ę  środek jedyny, ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j p rzech o d zące j przez ś ro d e k  b ęd z ie

(3) f '  x -f" l f \  =  0 ;

ró w n a n ie  k tó re  m o żn a  zaw sze z id en ty fik o w ać  z ró w n a n ie m  ( 1 ) ś re d n ic , k ła d ą c  X =  m.

W ięc  w  e lip s ie  a lb o  h ip e rb o li w szystk ie  ś re d n ic e  p rz e c h o d z ą  przez  ś ro d e k ; i o d w ro tn ie , w szelka  
p ro s ta  p rzech o d ząca  przez ś ro d e k  je s t  ś re d n ic ą .

Kiedy środek jest w nieskończoności, d w ie  p ro s te  f ' x =  0 , f'>j —  0 są  ró w n o le g łe m i; m o żn a  

w ted y  ro zp o rząd z ić  s ta łe m i X i p tak  żeby  b y ło  to żsam ośc iow o

f ' u  —  W *  +  p - ;

ró w n a n ie  ( t )  ś re d n ic  s ta je  s ię  w te d y

( i  -(- 4 -  =  o ;

lo je s t że w  p a ra b o li w szy stk ie  ś re d n ic e  są  ró w n o leg łem i w  k ie ru n k u  w sp ó ln y m  p ro s ty c h , k tó re  w y

znacza ją  ś ro d ek .

Jeśli znaj duj i; się niezliczone mnóstwo środków, d w ie  p ro s te  f x  =  0 ,  f',j —  0 z lew ają  się z so b ą ; 
m o żn a  w ted y  ro zp o rząd z ić  s ta łą  X tak  żeby  by ło  to żsam o śc io w o

ró w n a n ie  ( 1 ) sta je  się w  ty m  p rz y p a d k u

(1 4 -X /7J) / ’' . e = 0 , a lb o  f'x  —  0 .

W ięc , k ied y  k rzyw a sp ro w ad za  się  do  d w ó ch  p ro s ty ch  ró w n o le g ły c h , w szystk ie  ś re d n ic e  zlew ają 

się  z lin ią  ś ro d k ó w .
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559. R ozw inąw szy  ró w n a n ie  (1 ) ś re d n ic , z n a jd u je  się

( I ) x (A  -f-  Bm ) - f  y(B  +  Cm) -f-  z(D - f  Em ) =  0 ;

w a rto ść  ml sp ó łczy n n ik a  k ą to w eg o  te j ś re d n ic y  b ęd z ie

i __ A —|— Bm
( 2  m — -------------------
V ' B +  Cm

1 ° W a rto ść  n a  m! b ędzie  n ieza leżn ą  od  m  k ie d y  się  o trzym a

zkąd  B 2 —  AG =  0 ; 

w ięc  w  p a ra b o li w szystk ie  ś re d n ic e  są  ró w n o le g łe ; ich  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  je s t

(3) =

2° P rzy p u śćm y  żeby  by ło  ra z e m  : A  - \ -  Bm —  0, B - | -  Cm —  0 ; 

ró w n a n ie  ś re d n ic y  sp ro w a d z a  s ię  w te d y

z - =  0 , a lb o  prosta  w  nieskończoności.

W e d łu g  założeń p rz y ję ty c h , m a  się

m = —  ^  =  —  g ,  i B'2 —  AG =  0.

Z n a jd u jem y  ty m  sp o so b e m  ś r e d n i c ę  s z c z e g ó l n ą  p a r a b o l i . U w ażym y że c ięc iw y  o d p o w iad a ją ce  ś re d 

n icy  szczegó lne j, k tó re  sp o ty k a ją ' k rzy w ą  w  je d n y m  p u n k c ie  w o d leg ło śc i sk o ń c z o n e j, są  ró w n o le g łe  
w  k ie ru n k u  w sp ó ln y m  ś re d n ic o m  p a rab o li.

3° P rzy p u śćm y  żeby  b y ło  razem  : A -f- Bm =  0, B —(— Cm =  0 , D -f -  E m =  0.

R ó w n an ie  ś re d n ic  sp ro w ad za  się  w te d y  do  to ż sa m o śc i; je s t  n ieo zn aczo n o ść .

T rzy  zw iązki p rzy p u szczo n e  d a ją  p rzez  w y ru g o w a n ie  m .

A B D A
B C E  ’ m ~  B ’

to  je s t  że p ro s ta  sp ro w ad za  się d o  d w ó ch  p ro s ty ch  ró w n o le g ły c h  n 01' (541).

Z k ąd  po ch o d z i n ieo zn aczo n o ść?  W e d łu g  teg o  co śm y  d o p ie ro  w id z ie li, k rzy w a  sk ła d a  się z d w ó ch

__________A

D D'

B

p ro s ty ch  ró w n o leg ły ch  A i B , i co  w iększa  ró w n o le g ły c h  d o  lin ii ś ro d k ó w  DD'. N ad to , c ięc iw y  o d -  

p o w iad a ją ce  p rzy p ad k o w i sz c z e g ó ln e m u  o k tó ry  id z ie  m a ją  za sp ó łczy n n ik  ką to w y  — to  je s t  są  

ró w n o leg łem i d o  lin ii  ś ro d k ó w . T e  c ięc iw y  sp o ty k a ją  w ięc  k rzy w ą  w  d w ó ch  p u n k ta c h  w  n ie sk o ń c z o -
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no śc i, gdyż u k ła d  d w ó c h  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  p o s iad a  p u n k t p o d w ó jn y  w  n ie sk o ń c z o n o śc i n er (530). 
Ś rodek  ja k ie jk o lw ie k  z ty c h  c ięc iw  je s t  te in  sam em  n ieo zn a czo n y m ; m ie jsce  ś ro d k ó w , a lb o  ś re d n ic a  
j e s t  z u p e łn ie  n ieo zn aczo n ą .

T o  tłu m aczy  zu p e łn ie  n ieo zn a czo n o ść  k tó rą  p rz e d s ta w ia  ra c h u n e k .

K iedy  c ięc iw y  n ie  są  ró w n o le g łe m i do  p ro s ty c h  A i B , je s t d o s ta te c z n ie  w 'id o czn em , że m ie jscem  
ś ro d k ó w  je s t  p ro s ta  DD'.

560. P rzy p o m n im y  tę  w ła sn o ść  ju ż  d o w ie d z io n ą  w ie le  razy :

B iegunowa jakiegokolw iek  punktu w  nieskończoności je s t  śr e d n ic ą ; odw rotnie, średnica jest  
BIEGUNOWĄ JAKIEGOKOLWIEK PUNKTU W NIESKOŃCZONOŚCI.

B ieg u n o w a  jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu  (x 0, y 0, z0) je s t

co  je s t  ró w n a n ie m  ś re d n ic .

A by o trzy m ać  b ie g u n  ja k ie jk o lw ie k  ś re d n ic y , p o trz e b a  z id en ty fik o w ać  ró w n a n ia  (1) i (2), co p ro 
w adzi d o  zw iązków

T o p o d a n ie  m oże się  tak że  w y sło w ić  :

Cięciw ą  styczności dwóch stycznych równoległych jest  średnica .

R a c h u n e k  je s t  ten że  sam  ja k  p o p rzed za jący , p o n ie w a ż  ró w n a n ie  (1 ) je s t  c ię c iw ą  styczności d w ó ch  
s tycznych  p o p ro w a d z o n y c h  p rzez  p u n k t  (x0, y 0, z0).

A lbo też jeszcze , c ię c iw ą  styczności d w ó ch  stycznych  ró w n o leg ły ch  je s t  b ie g u n o w a  ja k ie g o k o lw ie k  
p u n k tu  w  n iesk o ń czo n o śc i na  k ie ru n k u  tych  a s s y m p to t ;  w i ę c . . .

561. M iejsc e  środków  cięciw  przechodzących przez punkt stały .

N iech  b ę d ą  a i b s p ó łrz ę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  s ta łeg o  P , i

ró w n a n ie  k rzyw ej d ru g ieg o  rzęd u . B ó w n an ie  ja k ie jk o lw ie k  s ieczn e j p rzech o d zące j p rzez  p u n k t P je s t

P u n k ta  p rzec ięc ia  siecznej z k rzy w ą  o trzy m a ją  się , zastęp u jąc  y  przez tę  w a rto ść  w  ró w n a n iu  ( 1 ) ;  

o trzy m a  się  ty m  sp o so b e m  ró w n a n ie  k sz ta łtu

IV* P odania tyczące się  średnic.

(1 ) x 0f'x  - \ -  y 0f'<j - 1-  zo f i  —  o ;

(2)

zkąd  zo =  0 , y 0 —  m x0.

( 1) f ( x ,  y )  =  0 ,

(2) y  —  b =  \ { x  —  a ).

(3) Ma:2 +  Nar - j-  P  =  0.
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O dcięta  x  p u n k tu  ś ro d k a  b ęd z ie  ró w n ą  p o ło w ie  su m m y  p ie rw ia s tk ó w  teg o  ró w n a n ia , o trzy m a

d ru g ie  z ty c h  ró w n a ń  w y raża  że p u n k t  ś ro d k a  je s t  n a  siecznej.

D la o trzy m an ia  ró w n a n ia  m ie js c a , p o trzeb a  w y ru g o w ać  1 m ięd zy  d w o m a  zw iązkam i k tó re  p o p rz e 
d za ją . U w ażm y n ap rzó d  że m o żn a  je  n ap isać

O tóż p ie rw sze  z ró w n a ń  (4) je s t  p o c h o d n ą  w zg lęd em  x ,  p ierw szej s tro n y  ró w n a n ia  (3), a lb o  
p ie rw sze j s tro n y  ró w n a n ia  ( 1 ), k ied y  s i ę w n ie m  p rzy p u śc i y  z a s tąp io n em  przez  [).(x —  a) —j— b].

W eźm y  w iec  p o c h o d n ą  p ie rw sze j s tro n y  ró w n a n ia  (I) w zg lęd em  x ,  u w aża jąc  tu  y  jak o  o k re ś lo n e  
przez zw iązek (2 ) ;  w y p a d n ie , ró w n a ją c  tę  p o c h o d n ą  z zerem

TAIUEM  JEST RÓWNANIE MIEJSCA ŚRODKÓW CIĘCIW  PRZECHODZĄCYCH PRZEZ PUNKT STAŁY P , JESSTO KRZYWA 

DRUGIEGO RZĘDU.

t°  K rzyw a (6 ) p rzech o d z i p rzez  ś ro d e k  krzyw ej d a n e j, p o n iew aż  sp ó łrz ę d n e  ś ro d k a  znoszą f ' x i f ' y \  

ta  w ła sn o ść  je s t  w id o czn ą  a p r io r i .

2° K rzyw a (6 ) p rzech o d z i p rzez  p u n k t sta ły  {a, b). P rzy czy n ą  te g o  je s t ,  że p ro s ta  p rzech o d ząca  p rzez  
p u n k t P  i ró w n o leg ła  d o  b ieg u n o w ej tegoż sam eg o  p u n k tu , sp o ty k a  k rzy w ą  w  d w ó c h  p u n k ta c h  A 
i li rzeczy w is ty ch  a lb o  u ro jo n y c h  sp rzężo n y ch , i że p u n k t  P  j e s t  ś ro d k ie m  o d c in k a  AB.

3° R ó w n an ie  k rzy w ej (6 ) m a  też  sam e  w yrazy  d ru g ieg o  s to p n ia  ja k  ró w n a n ie  ( l )  krzyw ej d a n e j ; 
d w ie  krzyw e są  w ięc  je d n o k ła d n e m i, ja k  to  zobaczym y p o n iż e j; a lb o  jeszcze , d w ie  k rzy w e  ( 1 ) i (6 ) 

m a ją  też  sam e  k ie ru n k i a s s y in p to ty c z n e .
Da się  ła tw o  w y tłu m aczy ć  ten  re z u l ta t ;  gdyż p ro s ta  p o p ro w a d z o n a  p rzez  p u n k t P  ró w n o le g l i  do 

jak ie jk o lw iek  z a s s y m p to t k rzyw ej ( 1 ) sp o ty k a  k rzy w ą  (1 ) w  d w ó c h  p u n k ta c h , z k tó ry ch  je d e n  je s t

się w ięc

/\ y  —  b =  \ { x  —  a ) ;

(4)
2Mx -f- N =  0, 

y  —  b  =  \ { x  —  a).

(5 ) /M*> y) — o.

o trz y m a  s ię  ró w n a n ie  m ie jsca  ru g u ją c  1 m ięd zy  ró w n a n ia m i (5) i (2 ) , co  da je

( 6 ) (x  —  a ) f 'x  - j -  (y  —  b )f'y  —  0 .

/ /

P

w n ie sk o ń c z o n o śc i; p u n k t ś ro d k a  je s t  w te d y  w  n ie sk o ń czo n o śc i. K ie ru n k i a ssy m p to ty czn e  k rzy w e j(6 )



sy  w ięc  ró w n o leg łem i do  a ssy m p to t k rzyw ej (1). Dwie k rzyw e ( l)  i (6 ) p rzech o d zą  p rzez  też sam e  
p u n k ta  w  n iesk o ń czo n o śc i.

h° K rzyw a (6 ) p rzech o d z i przez p u n k ta  s tyczności s tycznych  p o p ro w a d z o n y c h  d o  k rzyw ej (1) p rzez  
p u n k t s ta ły  (a, b) ;  ten  re z u lta t je s t  w id o czn y m  a p r io r i.

Aby go w y w ieść  z ró w n a n ia  (6 ), u w ażm y  że to  ró w n a n ie  m oże się  n ap isać

Xf  X 4 " y f y  {af'x -\~ b f y )  =  0 ,
a lb o  je szcze

x f  x~\~ Ijf v f'~ —  ( a / \  - \ -  \ i f \  -|~ / 1,*)=  0 ;
i n ak o n iec

( 6  bis) 2 f (x , y )  =  n r x - \ - b f ' y +  r . -

K rzyw a (6 ) a lb o  (6  bis) p rzech o d z i p rzez  p u n k ta  p rzec ięc ia  k rzyw ej dane j f(x , y )  =  0 z b ie g u n o w ą  
a f 'x -{- b f y - \ -  f ' z —  0  p u n k tu  s ta łe g o  (a, b). c . b . d . d .

562. R ó w n an ie  ś re d n ic  w y c iąg a  s ię  z ró w n a n ia  (6 ) p rzy p u szcza jąc  że p u n k t P  o d d a la  się  w  n ie 
sk o ń c z o n o ść  w  k ie ru n k u  s ta ły m

(7) y  —  m x  -(- n.

W e d łu g  tego  za ło żen ia  uczyni się  a \  b n ie sk o ń czo n em i i o trzy m a  się

(8 ) g r -7  =  m .
o.

Podzieliw szy  przez  a dw ie  s tro n y  ró w n a n ia  (6 ), zw iększa jąc  a i b n ieo g ra n ic z e n ie , w y p ad n ie , 
m a jąc  w zgląd n a  zw iązek  (8 ) :

f ' * +  m f ' y =  0 ;
co  je s t  ró w n a n ie m  ś re d n ic .

W sze lak o  należy  u w a ż a ć  że ró w n a n ie  (6 ) d a je  n ie ty lk o  d la  teg o  p rzy p ad k u  o g ran iczo n eg o  ś re d n ic ę , 
a le  je szcze  ja k ą k o lw ie k  p ro s tą  w  n ie sk o ń czo n o śc i. A by  te n  re z u l ta t u w id o c z n ić , w p ro w a d ź m y  w  r ó w 
n a n ie  (6 ) sp ó łrz ę d n e  je d n o r o d n e ;  n ie c h  b ę d ą  x ,  y ,  z sp ó łrzęd n em i je d n o ro d n e m i jak ieg o k o lw iek  

p u n k tu  k rzy w e j, i a , b , c  sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  P ;  ró w n a n ie  (6 ) s ta je  się

(z  ~  t ) f ' x —  i ) f ' y =  ° ’ a lb °  ( c x — a z ) f 'x - \ - ( c y  —  b z ) f \  =  0 .

R ob iąc  w te d y  c =  0, b —  m a, p o zo sta je

( 9 )  z { f 'x + m f ' y} = 0 - ,

to  je s t  że k rzyw a sk ła d a  się  ze ś re d n ic y  i z ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j w  n ie sk o ń czo n o śc i.

M ożna zdać  so b ie  p ra w ę  a p r io r i  z teg o  r e z u l ta tu ,  w e d łu g  uw ag i 3cici d y sk u ssy i p o p rz e d z a ją c e j. 

U w a g a . H i p e r b o l e  s p r z ę ż o n e .

M i e j s c e m  k o ń c ó w  ś r e d n i c  u r o j o n y c h  j a k i e j k o l w i e k  h y p e r b o l i  j e s t  d r u g a  h i p e r b o l a  k t ó r a  n a z y w a  

s i ę  h i p e r b o l ą  s p r z ę ż o n ą  p i e r w s z e j .

N iech  b ędz ie  ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  h ip e rb o li

TE0RYA ŚREDNIC. 5 f ,9

(1) \ x -  -f- 21*ry 4 -  Cy2 =  H , 72



ś ro d e k  b ęd ąc  w  p o czą tk u . S p ó łrz ę d n e m i jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  p o ło żo n eg o  na  s ieczn e j p rzech o d zące j 
p rzez p o c z ą te k , b ędą

' x  —  \p ,
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y  =  v-p,

p  b ę d ą c  o d leg ło śc ią  p u n k tu  [x , y ) od  p o c z ą tk u . Jeże li p u n k t je s t  n a  k rzy w ej, o trzy m a  się

Hp 2 :
AA- -( -  2B A f»+  '

K iedy się  p rz y p u śc i ś re d n ic ę  u ro jo n ą , p 2 je s t  o d je m n e m , i d łu g o ść  rz e c z y w is ta , p ' , ś re d n ic y  

u ro jo n e j je s t ,  p rzez  o k re ś le n ie , sp ó łc z y n n ik ie m  n a  \J—  1 ; je ż e li o d n o si się  n a  p ro s te j OM, d łu g o ść  OM 
ró w n ą  d łu g o śc i g e o m e try c z n e j p ', p u n k t rz eczy w is ty  M n azyw a się k o ń cem  o d p o w iad a ją cy m  
ś r e d n ic y  u ro jo n e j, a lb o  po  p ro s tu  końcem  ś re d n ic y  u ro jo n e j. O trzym a się

1 x = ¥ ’ y = w ''-  

W y ru g o w a w sz y  A i n m iędzy  tem i d w o m a  ró w n a n ia m i, zn a jd u je  się

(2) • Aa?2 - | -  2 B x y  - f  Gy1 =  —  H ;

je s t to  ró w n a n ie  uypeiiboli sprzężonej.

Jeś li się  d a je  ró w n a n ia  d w ó ch  h ip e rb o l o d n ie s io n y ch  do  śro d k a  w sp ó ln e g o , to  je s t

(3)
Aa.'2 - f -  2 B xy -{- Gy2 =  H, 

A  i j?2 —(— I T i iX y  - \ -  G i? /"—  H j ,

w y ra z i  s ię  że t e  d w ie  h ip e rb o le  są  sprzężonem i, pisząc że n a  ja k ie jk o lw ie k  ś re d n ic y , summa 

k w a d ra tó w  w a r to ś c i  a lg e b ra ic z n y c h  z DŁueOŚCI ś re d n ic  j e s t  zerem .

N iech  b ę d ą , w  rzeczy  sam e j,

x  =  Ap ,  y  =  v.p,
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ró w n a n ia  ja k ie jk o lw ie k  ś r e d n ic y ; k w a d ra ta m i z d łu g o śc i ś re d n ic  d la  je d n e j i d ru g ie j k rzy w ej są  :

1  __ A>2 —(— 2 B>.pi —(— G(jl2 1  __A t').2 —(— 2 B,Xfjt —(— C|fi2

p * H p ' ~  H,

W y raźm y  że ( ^  - |-  4 )  je s t  z e re m , ja k ie m ik o lw ie k b y  n ie  by ły  > i ja, zn a jd u je  się
\ P  P i l

n \  A __  B _  C __ H .
' } A | Bt C, H , ’

zw iązk i p ro w ad zące  d o  ró w n a ń  ( 1 ) i ( 2 ) d w ó ch  h ip e rb o l sp rz ę ż o n y c h .

U\VIE HIPERBOLE SPRZĘŻONE MAJA TEŻ SAME ASSYMPTOTY; ONE SĄ POŁOŻONE WZGLĘDNIE W  KĄTACH 

SPEŁNIAJĄCYCH.

§ III. — ŚR ED N IC E SPRZĘŻO N E.

1° O k r e ś l e n ie .

5 6 3 .  K ie r u n k i  sp r z ę ż o n e .

R ów n an ie  ś re d n ic y  o d p o w ia d a ją c e j c ię c iw o m , k tó ry c h  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  je s t  m , je s t  

( 1 ) x (A  - |-  Dm) -J— y  (B Cm) - \-  (D -}- E m ) =  0 ;

jeżeli oznaczym y p rzez  m' sp ó łczy n n ik  k ą to w y  te j ś re d n ic y , o trzy m a  się

zkąd  w ypada

(2)

Z ow ie się kierunkam i sprzężon ym i d w a  k ie ru n k i, k tó ry ch  sp ó łczy n n ik i k ą to w e  m  i m! zadość  

u czy n ią  zw iązkow i (2 ).

W y rażen ie  sp rzężo n e  ju ż  b y ło  w z ię te m  w  zn aczen iu  o g ó ln ie jszem  w p rz y p a d k u  p ro s ty c h  sp rzężo 
nych n" (4 i3 ) ,  ('i4!i). T e  d w a  p rz y p a d k i ró ż n ią  się p rzez  n azw an ia  u ż y te ; n azw isk o  p ro s ty c h  sp rzę 
żonych  służy  p rzy p ad k o w i o g ó ln e m u  p rz y to c z o n e m u , a  nazw isko  k ie ru n k ó w  sp rz ę ż o n y c h  na leży  d o  

z n aczen ia  szczegó łow szego  k tó re  d a je m y  tu ta j.

M iędzy k ie ru n k a m i sp rzężo n y m i oznaczym y n a s tę p u ją c e  : •

1 ° Ś re d n ic a  i je g o  c ię c iw y ;

2° S tyczna  i ś re d n ic a  k tó ra  p rzech o d z i p rzez  p u n k t s ty c z n o ś c i;

3° B ieg u n o w a  i ś re d n ic a  k tó ra  p rzech o d z i p rzez  b ieg u n .

S p ra w d z im y  tę  o s ta tn ią  w ła sn o ść , d ru g a  je s t  p rz y p a d k ie m  szczegó lnym .

N iech b ęd ą  (x0, y 0, z0) sp ó łrzęd n e  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu , ró w n a n ie  b ieg u n o w e j będzie

A -f- Bm 
' B - f  Cm ’

A B(m  -( -  Cm.m ' =  0.



sp ó łc z y n n ik  k ą tow y  m  te j b ieg u n o w e j o trz y m a  n a  w a r to ś ć
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t  y  o

Ś re d n ic a  o d p o w iad a ją ca  c ię c iw o m  k tó ry c h  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  je s t  m , o trzym a na  ró w n a n ie

f'x  -f-  i n f \  =  0 , a lb o  C; —
/  Xo / i/o

T a ś re d n ic a  p rzechodz i w id o czn ie  przez b ie g u n  (ar0, y 0) ; ty m  sp o so b em  ś re d n ic a  sp rzężona 
z c ię c iw am i ró w n o le g łe m i d o  b ieg u n o w e j ja k ie g o k o lw ie k  punk tu*  p rzech o d z i p rzez  ten  p u n k t ;  w ięc  

sp ó łczy n n ik i k ą to w e  b ie g u n o w e j i ś re d n ic y  p rz e c h o d z ą c  p rzez  b ie g u n  sp ra w d z a ją  zw iązek  (2 ).

564. D w i e  ś r e d n i c e  n a z y w a j ą  s i ę  s p r z ę ż o n e m i  k i e d y  i c h  s p ó ł c z y n n i k i  k ą t o w e  s p r a w d z a j ą  

Z W IĄ Z E K  ( 2 ) .

D w i e  ś r e d n i c e  s p r z ę ż o n e  s ą  t a k i e m i ,  g d y  j a k a k o l w i e k  z  n i c h  d z i e l i  n a  d w i e  c z ę ś c i  r ó w n e  

c i ę c i w y  r ó w n o l e g ł e  d o  d r u g i e j .

N iech  b ę d ą  OD i OD1 dw ie  ś re d n ic e  k tó ry c h  sp ó łczy n n ik i k ą to w e  sp ra w d z a ją  zw iązek

A - | -  B (m  - j-  m') - j-  Cm .nt —  0.

N iech  b ęd z ie  m \  k ie ru n e k  c ięc iw  k tó re  OD dzieli n a  d w ie  części ró w n e , o trzy m a  się wred łu g  
zw iązku  (2 ) :

A -f -  B (m -)- >«,) -)- Cm .m t —  0 ;

p o ró w n a n ie  ty c h  d w ó c h  zw iązk ó w  n a m  d a je  m l —  ni ; to  je s t  że c ięc iw y  sp rzężo n e  ś re d n ic y  OD są 
ró w n o le g łe m i do  śred n icy  O D '. W n io s e k  o d w ro tn y  w y n ik a  z sy m etry i zw iązku  p rzy p u szczo n eg o .

U w a g a . K iedy  o sie  sp ó łrzęd n y ch  są d w ie m a  ś red n icam i ja k ie jk o lw ie k  k rzyw ej d ru g ieg o  rz ę d u , 
ró w n a n ie  n ie  p o w in n o  zam ykać  w  so b ie  ja k  ty lk o  k w a d ra ty  ze zm ien n y ch  i o d w ro tn ie . G dyż, ja k ie j
k o lw iek  w a rto śc i na  x  p o w in n y  o d p o w ia d a ć  d la  y  d w ie  w a rto śc i ró w n e  i znaków  p rz e c iw n y c h ; i, 
ja k ie jk o lw ie k  w a rto śc i n a  y ,  p o w in n y  o d p o w ia d a ć  d la  x  d w ie  W a rto śc i ró w n e  i zn ak ó w  p rzec iw n y ch .

565. W  p a ra b o li w szy stk ie  ś re d n ic e  są  ró w n o le g łe , n ie  p o trz e b a  uw ażać  ś re d n ic  sp rz ę ż o n y c h . 
W sze lak o  są  w  p a ra b o li ja k  w  e ll ip s is  i h ip e rb o li k ie ru n k i sp rz ę ż o n e ; tak  w ięc  : ś re d n ic a  i je j 
c ię c iw y , styczna  i ś re d n ic a  k tó ra  p rz e c h o d z i p rzez  jej p u n k t s ty czn o śc i, b ie g u n o w a  i ś re d n ic a  k tó ra  
p rzechodzi przez b ieg u n  są  k ie ru n k a m i sp rzężo n y m i. Należy u w ażać  że m iędzy  k ie ru n k a m i sp rzężo

n y m i znajdz ie  się zaw sze ró w n o le g ła  d o  k ie ru n k u  w sp ó ln eg o  ś re d n ic .

W  rzeczy s a m e j, w  p rz y p a d k u  p a ra b o li ,  gdz ie  B 2 —  AG =  0, zw iązek  (2) s ta je  się  z a s tę p u ją c  C 
B2

przez — :
A

(3) A2 - \ -  A B m m 1 -J - B-tnm' =  0 , a lb o  (A - j-B m )(A  - ) - B m ') =  0 ;

o tó ż  ab y  to  rozw iązan ie  b y ło  sp ra w d z o n e m , p o trz e b a  i d o ś ć je s ta b y  sp ó łczy n n ik  ką to w y  jak ieg o k o lw iek



z k ie ru n k ó w  b y ł ró w n y m  —  — , to  je s t  żeby ten  k ie ru n e k  by ł ró w n o leg ły m  do  ś r e d n ic . K ie ru n k iem
A

sprzężonym  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j ró w n o leg łe j do  ś re d n ic  b ęd z ie  styczna  na  k o ń c u  tej p ro s te j .
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11° T w i e r d z e n i a  A p o l l o n i u s  a .

566. U w ażm y k rzyw ę d ru g ieg o  rz ę d u  o d n ie s io n ą  do  je j ś ro d k a  i do  d w ó ch  osi O * i Oy ,  czyn iących  
k ą t 9 ; n ie c h  będzie

( 1 ) A v r* -f  Cy2 = H

ró w n a n ie  te j k rzy w e j. O dn ieśm y  tęż  sam ą  k rzyw ą do  n o w y ch  osi Ox', i O y', m a jący ch  ten że  sam  
po czą tek  i czyn iących  k ą t 0 ' ;  ró w n a n ie  (1 ) w eźm ie  k sz ta łt

(2) A V ? - f  2 B !» y  +  c y 2= H ,

k iedy  się w  n ie m  zastąp i x  i y  p rzez  ich  w a rto śc i w  fu n k c y i x' i ? /, k tó re  d o s ta rczą  w zory  p rz e 
k sz ta łcen ia  s p ó łrz ę d n y c h ; s ta ła  H n ie  zm ien i się p o n iew aż  te  w a rto śc i są  lin ijn e  i je d n o ro d n e  w zg lę
d e m  x' i y '.

Idzie  o zna lez ien ie  zw iązków  is tn ie jący ch  m iędzy  d aw n y m i sp ó łczy n n ik am i A , B , C, i now ym i 
sp ó łczy n n ik am i A '. B ', C'.

U w ażm y że m a jąc  w zg ląd  n a  w zo ry  p rz e k sz ta łc e n ia , fu n k cy a

A x 2 -J- 2Bx y  -)-  Cy 1,
zam ien ia  się  to żsam o śc io w o  w  fu n k cy ą

A V 2 - f  2 B 'x'y' +  C y * .

Lecz k w a d ra t  o d leg ło śc i jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  M («, y )  od  początku  sp ó łrz ę d n y c h  m a n a  w y r a 
żen ie  w  d aw nym  uk ładz ie

a;2 -)-  2 d o s 0 .z y  - \ -  y 1; 

ta  fu n k cy a  zam ien ia  się  w ięc  to żsam o śc io w o  w  n a s tę p u ją c ą

x 'l~ \-  2 d o s 0 'x 'y ' -{- y'-,

k tó ra  p rz e d s ta w ia  w  n o w y m  u k ład z ie  k w a d ra t o d leg ło śc i tegoż sam ego  p u n k tu  M (x ', y') z tym że  
sam ym  zn ak iem .

W y p ad a  ztąd  że fu n k cy a
P  =  A x-  2 Bx y  Cy - - j-  -}- ~ xy  d o s 0 -f~ y-)

zm ien ia  się  to żsam o śc io w o  ja k ą k o lw ie k b y  n ie  by ło  X w fu n k c y ę  n a s tę p u ją c ą

F ' =  A V 2 +  2B 'x'y' - j-  C'y'~ - f  X( * ' 2 +  2 * y  dosO ' - f  y !').

Otóż, je ż e li fu n k c y a  F  je d n o ro d n a  w  x  i y ,  s ta je  się k w a d ra te m  zu p e łn y m  d la  p ew n e j w a r 
tości n a  X, b ęd z ie  tak  sam o  się  d z ia ło  z fu n k cy ą  F ' d la  te jże  sam ej w a rto śc i n a  X. G dyż w te d y  F  
będ z ie  k sz ta łtu  (M x - | -  N y)2, i z a s tę p u ją c  x  i y  p rzez  ich  w arto śc i w  funkcy i x ’ i to  w y rażen ie  

p o zo stan ie  k w a d ra te m  z u p e łn y m ; w a rto ść  n a  X n ie  zm ien i się p o n iew aż  w zo ry  p rz e k sz ta łc e n ia  nie 
zaw ie ra ją  w  so b ie  tej d o w o ln e j.



N ad to , jeże li fu n k cy a  F  sta je  się  k w a d ra te m  zu p e łn y m  d la  ja k ie jk o lw ie k  w arto śc i X0 na  X, fu n k 
cy a  F ' n ie  b ęd z ie  m o g ła  być  k w a d ra te m  zu p e łn y m  d la  jak ie jk o lw iek  w a rto śc i n a  różne j od  X„; 

gdyż n iech  b ęd z ie  x1 =  X0 -t-& , fu n k c y a  s ta n ie  się

[A V 2 4 -  2B 'x'y' - f  C' / / '2 4 -  M x'*  -f- y '14 -  2 .r 'y 'dos0 ')] 4 -  *[a; '2 - j-  y"1-^  2 x ’y 'd o s 0 '] ;

o tóż  ilo ść  m iędzy  n aw ia sam i je s t  k w a d ra te m  z u p e łn y m ; w id z im y  ty m  sp o so b em  że fu n k cy a  F ' nie 

b ęd z ie  k w a d ra te m  zu p e łn y m  je ż e li le n ie  je s t  z e rem . W ięc , je ś l i  się w yraz i że fu n k cy e  F  i F ' s ta ją  
s ię  k w a d ra ta m i zu p e łn y m i, o trzy m a  się d w a  ró w n a n ia  na X k tó re  m u szą  p rzy p u śc ić  też  sam e  p ie r 
w ia s tk i;  p o n iew aż , je ż e li je d n a  z funkcy i s ta je  się k w a d ra te m , d ru g a  n ie  m oże s ta ć  się k w a d ra te m  

ch y b a  że się p rzypisze s ta łe j X tęż  sam ą  w a rto ść  w  d w ó ch  fu n k c y a c h .

W y k o n a jm y  ra c h u n e k  k tó ry  d o p ie ro  co  by ł w sk a z a n y m ; fu n k cy e  F  i F ' ro z w in ię te , p iszą się

/ F  =  (A -)- X)x‘2 4 -  2(B  4 -  Xdos Q)xy -f- (C -J- l ) y - ,

{ F ' =  (A 1 -f- X)a/2- f  2(B ' - ( - ) .d o s 0 ') x V 4 -  (C ' 4 -  X)y'2.

A by fu n k c y e  F  i F ' by ły  k w a d ra ta m i z u p e łn y m i, p o trzeb a  aby

(A - f  X)(C -f-X) =  ( B 4 - Xdos O)2,

(A ' - j-  X) (G '4 -  X) =  (B' -fX d o s© ')2;

a lb o  p o rz ą d k u ją c :

,o , A +  G -  2 B d o s 0 . .• AC — B- „
x- - t - -----!---------------------  A H----------- ;----  =  0 ;

W S t 0 r  w s t20

. A C' —  2 B 'd o s 0 ' , A 'C ' —  B ' 2 n 
l +  w s t v ---------- * +  wśt^ e ^  ~

T e  ró w n a n ia  m u szą  m ie ć , w e d łu g  tego  co śm y  p o w ied z ie li, też  sam e  p ie rw ia s tk i; w y p ro w ad za  się 

z tąd  te  d w a  zw iązk i zasad n icze  :

A ' -f -  C' —  2B 'dosO ' _  A - f  C —  2B dosQ  
w st-0 ' w s t -0

( ID  A'C' —  B'2 __AC —  B2

w st2©' w s t2©

O trzym aliśm y  ju ż  te  zw iązk i n ' r (322), lecz  p rzez  m e to d ę  d łu ż sz ą .

zV. li .  W y rażen ie  (AC —  B2) je s t niezm iennikiem  fu n k cy i (A# 2 4 -  2B x y  -)-  Cy2) ; w y rażen ie  
(A -f- G — 2 B d o s0 ) je s t  niezm iennikiem  d w ó c h  fu n k cy j jed n o cz esn y ch  (Aa; 2 -( -  2B x y  - j-  Cy -)  i 

(x 2 -f-  2 ; r y d o s 0 - j-  y -) .

5 6 7 .  T w ie r d z e n ia  A po ll o n iu sa  są  t łu m a c zen iem  geom etr y c zn em  z w ią z k ó w  po pr z ed z a ją c y c h . 

P rzy p u śćm y  że n o w e  o sie  Ox' i Oy' są  d w ie m a  ś re d n ic a m i sp rz ę ż o n e m i; ró w n a n ie  k rzyw ej n ie

5 7 4  R O Z D Z I A Ł  V I .
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m oże z aw ie rać  w  sob ie  ja k  ty lk o  k w a d ra ty  ze z m ien n y ch , i ró w n a n ie  (2 ) sp ro w ad za  się  do

575

A v 2  - f -  c y 2  =  H , to  je s t  że B ' =  0.

S zu k a jm y  p rzec ięć  k rzyw ej z o siam i O# 1 i Oy ' \  n iech  b ęd z ie  a! w a rto ść  a lg e b ra ic z n a  d ługośc i 
ś red n icy  sk ie ro w an e j w ed łu g  O x1 i b’ w a rto ść  ś re d n ic y  sk ie ro w a n e j w e d łu g  O / ;  o trzy m a  się

a.i  =  H ,y2 _ H  
A”  G' ’

zkęd

4 “ i 7* ’ P
a ' — H r ' - HA) A — Zi> L== i^ -

llo ść  a 12, na  p rzy k ład , b ęd z ie  d o d a tn ą  jeże li ś re d n ic a  je s t  rz e c z y w is tą , i o d je m n ą  jeże li ś re d n ic a  

je s t  u ro jo n ą ; p o d o b n ież  d la  b"1.

Z a s tęp u jąc  A ' i C' przez w a rto śc i (U) w  zw iązku  II i zauw ażyw szy  że B ' je s t  z e re m , w y p a d n ie

H 2 AC — B2.
a '2b '2w st20 ' w st20 ’

a l b o

H 2w st‘20
(5) a '2b '2w st20' =

AC —  B*

Otóż p ie rw sza  s tro n a  p rz e d s ta w ia  k w a d ra t ró w n o le g lo b o k u  w y staw io n eg o  n a  d w ó ch  śred n icach  

sp rzężonych  a’ i b1; d ru g a  s tro n a  je s t  ilo śc ią  s ta łą , w ięc  

P ow ierzchnia  równolegloboku wystawionego na dwóch średnicach  sprzężonych je st  sta łą . 

P o d staw ia jąc  w a r to ś ć  (4) w  zw iązku  (I), uczyn iw szy  B' —  0 , z n a jd u je  się

1 + 1  

H a ' 2 b '~ —  A +  c  —  2 B d o s 6  
w s W  w st'20 ’

a lb o  u p raszcza jąc  i m a ją c  w zgląd n a  zw iązek (5 )

i |,<>__H(A C —  2B dos0 )
(6) “ +  " ---------------A Ć ^ - B 2----------

D ru g a  s tro n a  je s t  jeszcze  ilo śc ią  s ta łą ;  w ięc

Summa algebraiczna kwadratów  z dwóch średnic sprzężonych je st  stałą .

T e d w a  tw ie rd z e n ia  k tó re  d o p ie ro  co śm y  d o w ied li są  p rz e d s ta w io n e  przez  r ó w n o ś c i :

0 )

V 2 _ L  iy-2 —  ~t~ C —  2 B d o s 0 ) . 

' AC— B2

a '2b '2w st20 ,= - ? 2vvs|2e .
AC —  B 2

O ne b \ ły  d a n e m i przez Apolloniusa  (na 247 la t p rzed  n a r. C hr.) w  jego tra k ta c ie  sekcy i k o n iczn y ch .



Z astęp u jąc  II przez w a rto ść  zn a le z io n ą  w  n u m erze  (540 ), to je s t

H —  ^
B2 —  AC ’

m a się  w zo ry  w ażn e  :

5 7 6  R O Z D Z I A Ł  V I .

(7 bis)

/  , /2  i __ A (A -f-C —  2B dos0)
j ‘ +  (AC —  B2) 2

gdzie  A =

A B I)

B C E

/ a '2b '2 w st20 ' —  /A iw sf °
\ (AC —  B2 ) 3 D E F

£6 8 . W y c iąg a  się  jeszcze  ze zw iązku  (I) tw ie rd zen ie  zasłu g u jące  n a  uw ag ę  o ś re d n ic a c h  p ro s to 

k ą tn y c h .

P rz y p u ść m y  n o w e  osie Ox' i O t/ p ro s to k ą tn e , to  je s t 0' =  9O°; zw iązek  (I) s ta je  się w te d y

__A -)- C —  2 B d o s0
w s t - 0

O znaczyw szy przez m i n w a rto śc i a lg e b ra ic z n e  d łu g o śc i ś re d n ic  sk ie ro w a n y c h  w e d łu g  Ox' i O y ', 
o trzy m a  się

H o H , , H II
7- ,,  n* =  - - ;  zkąd  A ' =  — , C '=  -  •
A C m 1 n2

P o d s ta w ia ją c  te  w a rto śc i w  zw iązku  p o p rz e d z a ją c y m , w y p a d n ie

ygv 1 , 1 __  A - |-  C —  2B dosO
m - rr  H w st20

W ięc  SUMMA algebraiczna odwrotnych kw adratów  z dwóch średnic prostokątnych jest  stałą . 

W y p ad a  z tąd  że :

C ięciw a  która łączy przecięcia  dwóch średnic prostokątnych z krzyw ą obw ija  koło.

N iech  b ęd z ie  w  rzeczy sam ej O P d łu g o ść  p ro s to p a d łe j spuszczone j ze ś ro d k a  n a  ja k ą k o lw ie k  z tych  

c ię c iw , M N; m a się
2 pow ierz .O M N  =  OM.ON =  O P .M N ;

zk ąd

— 2 _  o m 2 . o n 2 o m 2 . o n 2 .
'-Jl ---o

MN" OM -}-0N  

a  tem  sam em
1 1 1

— ~ = — T-l------- =  s ta łe j;  (na m ocy  tw ie rd z e n ia  p o w yższego .)
OP OM2 ON2 1 3

C ięciw a MN je s t  w ięc  w  o d leg ło śc i s ta łe j o d  ś ro d k a  O ; w ię c ...

I IP  O g ó ln e  znaczen ie  g eo m e try czn e  zw iązk ó w  (I) i (II).

569. Z w iązk i (1) i (II) n ru (366) m o g ą  d a ć  się  użyć d o  w ie lk ie j liczby  tłu m a c z e ń  g e o m e try c z n y c h ; 
p rzy to czy m y  n a s tę p u ją c e  k tó re  n a m  się  zda ją  d o s ta teczn ie  o g ó ln e  i z aw ie ra ją  w  so b ie , ja k o  p rz y p a 

d e k  szczegó lny , te  k tó re  d o p ie ro  co śm y  w sk aza li.



T E O R Y A  Ś R E D N I C .  577

T w i e r d z e n i e  1. N iech  b ę d ą  d w ie  ja k ie k o lw ie k  - ś re d n ic e  rzeczyw is te  OA i O B; p o p ro w a d ź m y  
s ty czn e  p rzez  k o ń c e  B i B , ś re d n ic y  OB, k tó re  sp o ty k a ją  w  P  i P , s ty czn ą  w  A ; n ie c h  b ę d ą  k i 
p rzec ięc ia  ś r e d n ic  OP i O P , z c ięc iw am i AB i AB, : m a  się

(1)
1AT) . /O P .O P , , , . . 

p o w ie rz . AOB. y '  ^  =  sta łe j =  ab ,

a  i b b ęd ąc  d łu g o śc ia m i p ó ł osi k rzy w ej.

Jeżeli ja k a k o lw ie k  ze ś re d n ic  je s t  u ro jo n ą , OB n a  p rzy k ład , p o p ro w a d z i się  przez p u n k t  B styczną  
<lo h ip e rb o li sp rzężo n e j, i o trz y m a  się

(1 bis) pow ierz. AOB. —  sta łe j =  a b ;

a  ii b b ę d ą c  p ó l osiam i k rzy w ej.

T w ierdzenie II. N iech  b ę d ą  ja k ie k o lw ie k  d w ie  ś re d n ic e  O A i O B, je d n a  z n ic h  p rz y n a jm n ie j 

b ę d ą c  rzeczy w is tą , OA n a  p rzy k ład . P o p ro w a d ź m y  s ty czn ą  w  A i z łączm y  p u n k t O ze ś ro d k ie m  1 

c ięc iw y  A B ; n ie c h  b ęd z ie  Q p u n k t sp o tk a n ia  Ol ze s ty czn ą  w  A, i A A ', B B ', od leg ło śc i w zg lęd n e  
k o ń có w  A i B o d  ś red n ic  OA i O B ; m a się

____ O I ^ I O  riotO t ł j =  4 + l .
AA '2 —  BB 2 0 Q  p o w ie rz . AOB " a2 b 2 ’

9 je s t  k ą te m  d w ó ch  ś re d n ic  u w a ż a n y c h , a i b są  o s iam i k rzy w e j.

Z nak  p rzed  d ru g im i w y razam i każdej s tro n y  o d p o w ia d a  p rzy p ad k o w i gdzie  ś re d n ic a  OB je s t  u ro 
jo n ą .  O d leg łość 0Q  b ę d ą c  u w ażan a  za d o d a tn ą , m u s i się  u w a ż a ć  o d c in k i

0 1 , IQ, (01 -  IQ ),

ja k o  d o d a tn e  a lb o  o d je m n e  w e d łu g  te g o  ja k  o n e  b ę d ą  sk ie ro w a n e  w  k ie ru n k u  0 Q , a lb o  w  k ie ru n k u  
p rzec iw n y m .

K iedy  dw ie  ś re d n ic e  OA i OB są rzeczy w is te , p ro s ta  BQ je s t s ty czn ą  do  k rzyw ej w  p u n k c ie  B . 

Jeże li d w ie  ś re d n ic e  OA i OB są  u ro jo n e , p ro w a d z i,s ię  s ty czn e  d o  h ip e rb o li sp rzężo n e j.
73



T e d w a tw ie rd z e n ia  sy p rz e d s ta w ie n ia m i g e o m e try c z n e m i d w ó ch  zw iązków

A'C ' — B '2  A C-— B2

5 7 8  R O Z D Z I A Ł  V I .

(II)

(I)

w st20 ' w s t20 ’

A ' -f- C' —  2 B 'd o s0 ' _  A +  C —  2B dos9
w sl20 ' w s t '20

A by je  d o w ie ść  o d n o si się  k rzy w ą  do  d o  d w ó ch  ś r e d n ic  u w ażan y ch , je j ró w n a n ie  będzie  k sz ta łlu

A V 2 -j-  2 B ' x ’y '  +  C y ’2 =  H ;

H n ie  zm ien ia  się  z p o ło żen iem  osi Oa;' i Oy ' .

/ y

A  <2”

R a c h u n e k  lin ii O P, OK, e t c . . . ;  k tó re  w c h o d z ą  w  w y rażen ia  (1) i (2) tw ie rd z e ń  p rz y to c z o n y c h , 
w funkcy i sp ó łczy n n ik ó w  A ', B ', C ', w y k o n y w a  się z ła tw o ś c ią ; i sp ra w d z e n ie  ró w n o śc i w y s ło w io 
n y ch  je s t  w n io sk iem  b e z p o ś re d n im . M ożna p rz y p u śc ić  w yraz  n ieza leżn y  H ró w n y m  je d n o śc i.

P rzy p u śćm y , n a  p rzy k ład , że ś re d n ic e  OA i OB są rzeczy w is tem i, m a  s ię  :

i\ k 1 1 A r m  W S tO ’O A = - — , O B =  —= ;  p o w ie rz . AOB = — -------
\JA' y/C1 2 VA'C'

P ro s ta  AB m a  na  ró w n a n ie

(A B ) x 's /X 1 ^ - y 1 \JC =  l ;

p u n k t P , b ie g u n  p ro s te j A B, m a za sp ó łrzęd n e

y/C7
X’o =

° - VT Ć 7 +  B’ ’

, _  y/A'

V ° \Jk'G  - j -  B'

y ;

OK
S to su n e k  —  w  k tó ry m  p ro s ta  AB dzieli o d c in e k  O P o trz y m a  n a  w a rto ść  n cr (55 ) 

KP

O K .
K P '

1 _  y/A'C' +  B '.

zkąd  się w y c iąg a

OP
O K '

x'o^A' - f -y 'o v /c * —  1 \ / a 'G '— B'

vvst0 'OK +  K P _  2 y ,A 'C ' ______________

OK B1 —)—y/A'C' p ow ierz .A O B (B ' -)- \JMC')
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Z n a jd z ie  s ię , zastąp iw szy  \/C ' p rzez  — \ G ,

OP,
O K ,

wstG'

pow ie rz . A O B .(B ' —  y/A'G')

M nożąc te  d w a  s to su n k i s tro n a m i, w y p ad n ie

W ięc , w e d łu g  zw iązku  (II)

p o w ie rz . AOB. \ / s ta łe j. 
v  OK OK,

W idzim y  z leg o  w jak i sposób  b ędz ie  m o żn a  sk ie ro w ać  ra c h u n e k  d la  d o w o d zen ia  innych  tw ie r

d z e ń . N ie w ejd z iem y  w  o b sze rn ie jsze  szczegóły teg o  p rz e d m io tu .

IV° R ów nanie na kwadraty z długości dwóch średnic sprzężonych.

570. Z w iązki (7) n ra (367) d o sta rczą  n am  b ezp o śred n io  ro zw iązan ie  tej k w esty i. Z n am y , w  rzeczy  
sa m e j, su m m ę  i iloczyn  k w a d ra tó w  z d łu g o śc i d w ó c h  ś re d n ic  sp rzężonych  a' i b', czyn iących  m iędzy  
so b ą  k ą t 0 ' ;  a1'2 i b1'2 b ę d ą  p ie rw ia s tk a m i ró w n a n ia  d ru g ie g o  s to p n ia .

R 2 —  (a '2 +  b '2)R  +  a '2b '2 =  0 .

T o  ró w n a n ie  s ta je  s ię  z a s tę p u ją c  (a '2 - j-  b '2)  i a '2b '2 przez w arto śc i (7 ) :

T ak iem  je s t  ró w n a n ie , k tó re  da je  k w a d ra ty  z d łu g o śc i d w ó ch  ś re d n ic  sp rzężo n y ch  czyn iących  
k ą t  0 ',  ró w n a n ie  k rzyw ej b ę d ą c

(AC —  B2) .R a —  H. (A  +  C —  2 B d o s0 ) .R  +  H % ^ 9-== 0.
w s t -0

(2) A x -  -)- 2 B x y  4  Cii/2 —  H ;

o n o  je s t o d n ie s io n e m  d o  je j ś ro d k a  i d o  d w ó ch  osi O x  i Oy  c zyn iących  k ą t 0 . 

Je ś li k ą t osi O x  i Oy je s t  p ro s ty m , ró w n a n ie  (1) w eźm ie  k sz ta łt

( 1  bis) (AC -  B 2) .R 2 -  H(A +  C ) .R - f  =  0.

Jeże li się  zastąp i H  przez je g o  w a rto ść  n cr (5/i0)

A B D

(3) A =  ; B C E

D E  F

k w a d ra ty  z d łu g o śc i d w ó ch  ś re d n ic  sp rzężonych  p o d  k ą te m  0 ' na leżące  do krzyw ej

(4) A xJ -f- 2 Ba;?/ 4 -  Cys -f- 21 t e  4  2 E y  - f  F  =  0,
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o d n ie s io n e  d o  osi O x  i Oy  p o d  k ą te m  0 , b ę d ą  p ie rw ia s tk a m i ró w n a n ia

/r \ , , , 2 , A (A -i-C ) —  2 B d o s0 ) „  , A2 w st2 0
{ )  ' ------- ( A C - B 2) 2------  (A G — ■"B2)3.w stK 8 '

571. D yskussya ró w n a n ia  n a  k w a d ra ty  ze ś re d n ic .

1° W  p rzy p ad k u  e lip sy , B2 —  A C < 0 ;  p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  (5) są  o b a  d o d a tn e  a lbo  o d je m n e i 
d o d a tn e  jeże li e lip sa  je s t rz eczy w is tą ; o d je m n e , je ż e li e lip sa  je s t  u ro jo n ą .

S zuka jm y  w a ru n k u  aby  d w ie  ś re d n ic e  by ły  ró w n e m i; w y raża jąc  że ró w n a n ie  (5) m a  d w a  p ie rw ia s tk i 
ró w n e , zn a jd u je  się

( 6 ) w st20 ' _  ■ 4 (AG B2)w st20
W  (A +  G —  2 B dos0 )2

T en  zw iązek  w yznaczy k ą t 0' d w ó ch  ś re d n ic  sp rzężo n y ch  ró w n y c h ; sp raw d z i się bez t ru d n o ś c i, że  
ta  ró w n o ść  je s t  m n ie jszą  od je d n o śc i.

2° W  p rz y p a d k u  h ip e rb o li ,  B2 —  AG >  0 ;  w y n ik a  z tą d  że w a rto śc i a lg eb ra iczn e  k w a d ra tó w  z d łu 
gości d w ó ch  ś red n ic  sp rzężo n y ch  są zn ak ó w  p rzec iw n y ch .

P rzy p u śćm y  że p ie rw ia s te k  d o d a tn y  je s t  ( - J - a '2), i że p ie rw ia s te k  o d je m n y  je s t  (— ó '2); p ie rw ia s tk i 

k w a d ra to w e  tych  ilo śc i są  a' i b ''J—  1 ; a' je s t  d łu g o ść  ś re d n ic y  rzeczy w is te j; b ' , a lbo  sp ó łczy n n ik  

n a  \J—  1  je s t p rzez  o k re ś le n ie , d łu g o ść  ś red n icy  u ro jo n e j.

S zukajm y  w a ru n k u  aby  d łu g o śc i g eo m e try czn e  d w ó ch  ś re d n ic  sp rzężo n y ch  b y ły  ró w n e ; to  je s t  żeby  r

a '2 =  b '2, a lb o  a '2 —  b '2 =  0 .

Lecz a'2 i (— b '2) są  p ie rw ia s tk a m i ró w n a n ia  (5); su m m a  ty c h  p ie rw ia s tk ó w  m u si w ięc  b y ć  z e re m , 

m a  się  tym  sp o so b em  w a ru n e k

(7) A - f C  —  2 B d o s0  =  O;

je s tto  także  w a ru n e k  zn a lez io n y  n er (503), aby  h ip e rb o la  b y ła  ró w n o ra m ie n n ą .

Z w iązek (7) je s t n ieza leżn y m  od k ą ta  0' ś re d n ic  sp rzężo n y ch .

W ię c , KIEDY D W IE ŚREDNICE SPRZĘŻONE, SKOŃCZONE HIPERBOLI SĄ RÓW NE, WSZYSTKIE ŚREDNICE SPRZĘ

ŻONE SĄ RÓW NE. A l b o  JESZCZE, W HIPERBOLI RÓWNORAMIENNEJ, W SZYSTKIE ŚREDNICE SPRZĘŻONE SĄ RÓ W N E.

N . B . R ó żn ica  m iędzy  ty m  w n io sk iem  i w n io sk ie m  do  k tó reg o  by liśm y  p rzyw iedzen i w  p rzy p ad k u  
e lipsy , po ch o d z i z tą d , że o k re ś le n ie  g eo m e try c z n e  d łu g o śc i n ie  je s t tem że sam em  w  o b u  razach .

V° R ó w n a n i e  d w ó c h  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h  c z y n ią c y c h  k ą t  d a n y .

572. N iech  b ę d ą  m  i m! spó łczy n n ik i k ą to w e  d w ó c h  ś re d n ic  sp rz ę ż o n y c h ; o n e  m u szą  ncr (5 6 6 ) 

sp ra w d z a ć  zw iązek

(1 ) A -}- B(m - |-  m!) -j- C m .m 1 —  O.

N iech  b ęd z ie  «  k ą t  d w ó ch  ś re d n ic  sp rzężo n y ch  i 0 k ą t osi sp ó łrz ę d n y c h , o trzy m a  się

Im1 —  ?n)w st0
(2) st ,

1 [rn - \-  » / ) d o s 0 - \-  mm'



W y cią g n ijm y  ze zw iązk u  (2) w a rto ść  na ml, i p o d s ta w m y  tę  w a r to ś ć  w  zw iązku  (1 ) , z n a jd u je  się 

u p o rząd k o w aw szy  w zg lędem  m  :

(3) w 2[C(wstO -j- d o s0 s ' w — Bsta>]-(-»^[(C —  A )stu  -(— 213\vst0] —j— A (w st0  —  d o s0 s tw )- |-  B s t w = 0 ;

ró w n a n ie  k tó re  m oże się n a p isa ć  jeszcze :

(3 bis) w st[A  - |-  2Bm +  C/h21 - j-  s tu [m 2 (C dos9 —  B) -f- m (C  —  A) - | -  B —  A dosO] =  0 ;

TAKIM JEST ZWIĄZEK, KTÓRY BAJE SPÓŁCZYNNIKI KĄTOWE DWÓCII ŚREDNIC SPRZĘŻONYCH, CZYNIĄCYCH KĄT w ; 

0 JEST KĄTEM OSI SPÓŁRZĘDNYCH DO KTÓRYCH JEST ODNIESIONĄ KRZYWA.

A by o trzy m ać  ró w n a n ie  d w ó c h  ś re d n ic , oznaczm y przez x ,  y ,  sp ó łrz ę d n e  jak ieg o k o lw iek  p u n k tu  
po łożonego  n a  ś re d n ic y  o d p o w iad a ją ce j c ię c iw o m , k tó ry ch  sp ó łczy n n ik iem  k ą to w y m  je s t  rn, ró w n a 

n ie  te j ś re d n ic y  b ęd z ie

» = = 0', zkąd  m  =  —
/ !/

L ecz  zw iązek  (3) da je  tak że , je ś li c h c e m y , sp ó łczy n n ik i c ię c iw  w zg lęd n ie  sp rzężo n y ch  d w ó ch  
ś re d n ic  czyn iących  k ą t w , po n iew aż  c ięc iw y  sp rzężone je d n e j  z ty c h  ś re d n ic  są  ró w n o le g łe m i do  

d ru g ie j.

Z as tęp u jąc  m  p rzez  w a rto ść  pow yższą  w  ró w n a n iu  (3) a lbo  (3 bis) , o trz y m a  się zw iązek  m iędzy  
sp ó łrz ę d n e m i jak ie g o k o lw ie k  p u n k tu  p o ło żo n eg o  n a  k tó re jk o lw ie k  ze ś re d n ic ,  to  je s t  ró w n a n ie  d w ó ch  

ś re d n ic . M a się  ty m  sp o so b em

(4) / v’ [C (w st0 - |-d o s0 s tw )—  B s tu ] — fx f'tj[(C —  A )stw -(-2B w st01-|-/''^ [A (w 'st0— d o s 0 s tu ) - f -B s tw ]= O .

Jeżeli p rzy p u śc i się że ś ro d e k  krzyw ej je s t  w  po czą tk u  d o ść  b ęd z ie  za s tąp ić  w ted y  m  p rzez  

w  ró w n a n iu  (3 b is), zn a jd u je  się  w  ty m  p rzy p ad k u  :

(h bis) w st0 [A # ł  -(- 2B x y  - j-  Cy2]-)-s(a>[(B —  A dos0)# '2 - |-  (C—  k ) x y - \ -  (C d o s0  —  B)y2] =  0 ;

TAKIEM JEST RÓWNANIE DWÓCII ŚREDNIC SPRZĘŻONYCH CZYNIĄCYCH KĄT w , JEŻELI SIĘ PRZYPUŚCI ŚRODEK 

W POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH.

U w ażym y że sp ó łczy n n ik  n a  \v s t0 je s t  p ie rw sz ą  s tro n ą  ró w n a n ia  k w a d ra to w e g o  a s s y m p to t; sp ó ł
czy n n ik  n a  s to  je s t  p ie rw szą  s tro n ą , ja k  to  zobaczym y  pon iże j, ró w n a n ia  k w a d ra to w e g o  osi.

fN . B .  K iedy  p rz y p u śc i się ś ro d e k  w p o c z ą tk u , to  je s t  D i E  ze ram i, w yrażen ie  — ni e je s t ró w -
/ V

n em  lecz  za s tęp u jąc  m  przez — ^  w  zw iązku  (1), zn a jd u je  się d la  m' w a rto ść  - .  T o sp o strze- 
X f ij x

żen ie  d o w o d z i n am  zgody  ró w n a ń  (k ) i (k bis), ch oc iaż  do  n ic h  p rzy b y liśm y  ró ż n e m i d ro g am i.

§ IV. O SIE.

1° O k r e ś l e n ie . T w ie r d z e n ia .

5 7 3 . O sia m i ja k ie jk o l w ie k  k r z y w e j  są  śr e d n ic e  pr o st o l in ijn e  pr o sto pa d łe  do  c ię c iw , któ r e  d z ie l ą

NA DWIE CZĘŚCI RÓWNE.

P o sz u k iw a n ie  osi będzie  m ożna w y k o n ać  jak  to  b y ło  w sk azan em  w n u m e rz e  (551).

TEORYA ŚREDNIC. 5 8 1
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T  o p o sz u k iw a n ie  o p ie ra  się  na  je d n e m  lu b  d ru g ie m  z tw ie rd z e ń  n a s tę p u ją c y c h  :

1° Jeże li o sie  sp ó łrzęd n y ch  sy p ro s to k y tn e m i i g d y  ró w n a n ie  n ie  z aw ie ra  w  sob ie  ja k  ty lko  p o tę g i 
p arzyste  na y ,  oś o d c ię ty c h  je s t  osiy k rz y w e j; jeże li on o  n ie  zaw iera  w  sob ie  ja k  ty lk o  p o tę g i na x ,  
o ś rz ę d n y c h  je s t  osiy k rzy w e j. Mówi się  jeszcze , że k rzyw a je s t  sy m etry czn y  w zg lęd em  osi o d c ię ty c h , 
w  p ie rw szy m  p rz y p a d k u ; w zg lęd em  osi rz ę d n y c h , w  d ru g im .

T  Je ż e li ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  krzyw ej je s t  sy m e try cz n em  w zg lęd em  x  i y ,  d w ó js ieczn a  ky ta  
sp ó łrz ę d n y c h  je s t  osiy  k rzy w ej.

R ó w n a n ie  zow ie się sy m e try cz n em  w zg lęd em  zm ien n y ch  x  i y ,  k ied y  on o  n ie  zm ien ia  się  p rz e 
m ian y  ty c h  d w ó c h  lite r , to  je s t  że je ż e li ( a ? = a ,  y  —  6 ) je s t  rozw iyzan iem  tego  ró w n a n ia  ( x = G , y  —  a) 
będzie j je g o  "d ru g iem  ro zw iy zan iem . T o  za łożyw szy , n iech  b ęd z ie  M p u n k t  k rzyw ej p rz e d s ta w io n e  

p rzez  ró w n a n ie  d a n e , i x  =  O P =  a ,  y  =  M P =  S, jej s p ó łrz ę d n e ; w eźm y  p u n k t  M \  sy m etryczny  
c o d o  M w zg lędem  d w ó jsieczn e j O A ; ta k  że M' A =  A M ; sp ó łrz ę d n e m i p u n k tu  M' będy

T' =  M 'P ' =  6 ; j /  =  OP =  oc.

W id z im y  to  b ezp o śred n io  przez p rzy s taw an ie  d w ó c h  fig u r OPMA i O P'M 'A , o b raca jy c  p ie rw szy  
o k o ło  OA aby  jy  o d b ić  n a  d ru g ie j. S p ó łrzęd n e  p u n k tu  M' sp raw d za jy  w ięc  ró w n a n ie  k rz y w e j; a tem  
sam em  k rzy w a  je s t  sy m e try cz n y  w zg lęd em  d w ó jsieczne j OA.

Jeże li, zm ien iw szy  x  n a  —  x ,  ró w n a n ie  k rzyw ej s ta ło b y  się  sy m e try cz n em  w zg lęd em  x  i y ,  d w ó j
s ieczn a  OA' k y ta  yO x' sp ó łzzęd n y ch  b y ła b y  osiy  k rzy w e j.

574. J eśli jakako lw iek  k rzyw a  m a dw ie osie czyniące kąt 0 różn y od kąta prostego, ta  k rzy w a  będzie  

m iała  liczbę  ograniczoną osi, g d y  0  i  c z te ry  proste  m ają m iarę w spólną; ona o trzym a niezliczoną liczbę 
osi g d y  0 i  c z tery  proste nie m ają m ia ry  w spólnej.

N iech  b ę d y  OA i OB d w ie  osie k rzy w ej, i M ja k ik o lw ie k  z je j p u n k tó w ; w ted y , po n iew aż  OA 

i OB sy d w ie m a  o s iam i, p u n k ta  M1, M", M '", sy m e try cz n e  co  do  M w zg lęd em  ty c h  o si, należy także 
d o  k rzy w ej. O tóż, n iech  b ęd z ie  c ś ro d e k  o d c in k a  M "M '", sp raw d z im y  że OC je s t  p ro s to p a d ła

d o  M "M "', i że ky t BOC je s t  ró w n y m  ky tow i 0. W  rzeczy  sam e j, o b ró ć m y  fig u rę  6 M "M '"6 j o ko ło  OB, 
i o d b ijm y  jy  n a  tigu rze  ćM 'M 6 i , te  d w ie  figu ry  zb ieg n y  się  z so b y  w e w szy stk ich  ich  częśc iach ,



p u n k t  M" p a d n ie  n a  M ', p u n k t  M '" na  M, i śro d ek  c o d c in k a  M "M "' ze jdz ie  s ię  ze ś ro d k ie m  a 

o d c in k a  M M '; a tem  sa m e m , p ro s ta  OG zb ieg n ie  się z p ro s tą  OA.

W id z im y  w ięc  że 0 0  je s t  o sią  k rzy w e j. P o w ta rza jąc  toż sam o  ro z u m o w a n ie , o trzy m a  się  szereg  

osi p o  so b ie  n a s tę p u ją c y c h  c zy n ią cy ch  k ą t 0 .

N iech  b ędz ie  w te d y  0 m ia rą  |k ą ta  AOB, na k o le  p ro m ie n ia  j e d e n ; c z te ry  p ro s te  o trzy m a ją  za

0 Pm ia rę  2-*. Je ś li s to su n e k  —  jes t liczb ą  w y m ie rn ą  c ,  p o w tó rzy w szy  Q liczb ę  ra z y  o zn aczo n ą  przez q ,
2 ir 1

w y k o n a  się  p  razy  o b ro t o k ręg u  k o ła , p o n iew aż

§ 0  =  p . 2 ir,

i p o w ró c i się do  p u n k tu  w y jśc ia ; k rzy w a  o trz y m a  w ięc  liczbę  o g ra n ic z o n ą  o s i k tó ra  je s t  ró w n ą  q. 

P rzy p u szcza  się  u ła m e k  -  nie p r z y  w iedlnym  (irreductible) (*).

P r z y k ła d  : K rzyw a, p  =  4  - \ -  do s 5 w ; m a p ię ć  osi.
Q

Jeże li s to su n e k  —  je s t  n ie w y m ie rn y m , k rzyw a p rzy p u szcza  n iez liczo n e  m n ó s tw o  o si, p o n ie w a ż ,

p o w ta rz a ją c  k ą t  0 , n ie  znajdz ie  się n igdy  liczby  d o k ła d n e j o k rę g ó w  ko ła , a te m  sam em  n ie  n a tra fi się  
n ig d y  n a  je d n ę  z osi ju ż  o trz y m a n y c h .

W  ty m  o s ta tn im  p rz y p a d k u  k rzyw a je s t  k o łe m . G dyż k reś ląc  k o le jn o  o sie  k ą ta  0 i o b ra c a ją c  j e  
n ieo g ran iczen ie  oko ło  b ie g u n a , o trzy m a  się  szereg  n ieo g ran iczo n y  p ro s ty c h  tw o rz ą c y c h  p ro m ie n ie  
co raz  b a rd z ie j do  s ieb ie  zb liżo n e  lecz  n ig d y  z so b ą  zlać  się n ie  m o g ące , p o n iew aż  ż a d n a  z osi tym  
sp o so b em  w y k re ś lo n y ch  n ie  m oże  p rzy s tać  z je d n ą  z ty c h , k tó re  ju ż  p rz e d te m  fig u ro w a ły . O tóż k o ło  

je s t  je d y n ą  k rzyw ą k tó rą  m ożna  p o ją ć  ja k o  sy m e try c z n ą  je d n o c z e śn ie  w zg lęd em  w saystk ich  tych  

p ro s ty c h  w  liczb ie  n ie sk o ń czo n e j i n ie sk o ń c z e n ie  do  s ieb ie  zb liżonych .

5 8 5 . Je żel i  j a  ku h a l  w  ich k rzyw a  ma d w ie  osie rów nolegle , ma ona niezliczone mnóstwo osi rów noległych
i  rów nooddalonych.

M ożna u w ażać  to  tw ie rd zen ie  ja k o  p rz y p a d e k  szczegó lny  p o p rzed za jąceg o . D o w ied źm y  je  w p r o s t : 
n iech  b ę d ą  AA' i B B ' dw ie  o sie  ja k ie jk o lw ie k  k rzy w e j i M ja k ik o lw ie k  z je j p u n k tó w ; p u n k ta  

M ', M ", M " ', sy m e try cz n e  co d o  M w zg lęd em  d w ó c h  osi AA' i B B ', n a leżą  także  do  k rzy w ej. 

W zię ło  się
aM ' =  aM , bM "' =  bM , bM " =  bM '.
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c •:c

“ Ib
C ’

B
a.iM '

B ’

Mi

P rzez  p u n k t c, ś ro d e k  o d c in k a  M "M '", p o p ro w ad źm y  CC' ró w n o leg łą  d o  A A '; o trzy m a  się  
c b =  ba. W  rzeczy sam ej, je ś li  s ię  o d b ije  część w yższą figu ry  n a  część  n iższą, o b ra c a ją c  ją  o k o ło  B B ', 
p u n k t M" p ad n ie  na  M ', p u n k t  M "' n a  M, i p u n k t c n a  a ; a  tem  sam em  bc =  ba.

K rzyw a p o s ia d a  w ięc  trzec ią  oś CC' ró w n o le g łą  do  d w ó ch  in n y c h  i w  te jże  sam ej o d leg ło śc i.
P rz e d łu ż a ją c  to  ro z u m o w a n ie , w y k aza ło b y  się  że k rzy w a  przypuszcza  n iez liczone  m n ó s tw o  osi 

ró w n o le g ły c h  i ró w n o o d d a lo n y c h .

(*) G. A . H r e c z y n a , znakoinily  nauczyciel Matematyki w  Lyceum W oły lisk iem , pierwszy trafnie nazw ał i do 
p o c zą tk ó w  sw e j A lg eb ry  szczęśliw ie w prow adził w yrażenie ułam ku n ie p rzy w ie d ln e g o  (irreductible).



584 R O Z D Z I A Ł  Y I .

P r z y k ła d . Krzywa y  =  w s tx  przypuszcza niezliczone m nóstw o osi rów noległych.

Krzywa która przypuszcza niezliczone m nóstw o osi rów noległych je s t w idocznie krzyw y przestępny . 
Gdyż ki ,.y\va otrzym a liczbę nieskończony punk tów  na prostopadłej w k ie ru n k u  osi. W ięc ...

II0 W y z n a c z e n ie  o s i  w  k r z y w y c h  d r u g ie g o  r z ę d u .

576. W idzieliśm y n°r (564) że jeżeli m  je s t spółczynnikiem  kątow ym  jak iejko lw iek  średnicy , i iri 
spółczynnik cięciw  które ona dzieli na dw ie części rów ne, ma się związek

(1) A -(- B(tn m ') -(- Cmm' —  0.

Otóż osie krzywej sy średn icam i p rostopad łem i do ich cięc iw ; m a się więc, oznaczywszy przez 0 
k ą t osi spółrzędnych

1 -)- (m -\- m')dos0 -)- mm' =  0.

W yciągając ztąd w artość na m! i podstaw iając w związku (1), znajduje się że spółczynniki kątow e 
osi jakiejkolw iek krzyw ej d rug iego  rzędu są danym i przez rów nan ie

(2) (B —  Cdos0)m 2 —)— (A —  G)m -(- (A dos0 —  B) =  0 ; 

a lbo , jeżeli się przypuści 0 =  90°

(2 bis) Bto2 —(— (A —  C)r« —  B =  0.

Są w ięc dw ie osie w  krzyw ych drugiego rzędu ; te  dw ie  osie są p rostopadłe m iędzy sobą; gdyż 
iloczyn ich spółczynników  kątow ych (2 bis) je s t rów nym  —  1.

Dwie osie jak iejko lw iek  krzywej d rug iego  rzędu są dw iem a średnicam i sprzężonem i p rosto - 
kątnem i, gdyż ich spółczynniki kątow e spraw dzają związek (1) istn iejący m iędzy dw om a k ie ru n 
kam i sprzężonym i.

577. W  ellipsie i h ipe rbo li, te  dw ie osie znajdu ją się w  odległości skończonej; otrzym a się ich 
rów nania , zastępując w  ró w n an iu  ogólnem  średnic

(3) x*(A -j- Bm) —|— y (B —|— Cwj —|— (D —|— Ew)s 0,

m  przez w artości w yciągnięte z rów nania (2) albo (2 bis).

W  przypadku parabo li, gdzie B2 —  AC =  0, rów nanie (2 bis) daje

(4) (osie) m t =  m2 =  —  

spółczynniki kątow e cięciw  odpow iadających  będą, w edług związku toto' =  —  1 :

(5) (cięciwy) /« ', =  — »/ 2 — +  | -

Z astępując w rów nan iu  (3) m  przez w artości m \  i m'«, o trzym a się na rów nan ia dw óch osi 
w  p a ra b o li :

oś m , =  —  x (A 2- f  B2)- f -  B(A +  C)y +  (AD +  BE)z =  0, all.to A x  +  By - f  ^  o ;
L5 A  ( j

oś to, =  ‘i  : s(CD —  BE) =  0.



Tym sposobem  jedna  z osi je s t  w  odległości skończonej, jej spółczynnik kątow y je s t
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albo ^ d r u g a  jest w nieskończoności, jej spółczynnikiem  kątow ym  je s t ^ .
ii ,

111“ R ó w n a n ie  d w ó c h  o s i .

578. Można w yciągnąć rów nan ie szukane z rów nan ia  średn ic  sprzężonych ner (572), poniew aż osie 
jak iejko lw iek  krzywej drugiego stopnia są dw iem a średnicam i sprzężonem i p rostokątnem i.

Można lakże trak tow ać w prost tę kw estyą.

Spółczynniki kątow e dw óch osi spraw dzają ner (576) związek

(2) (B —  Cdos0)m2-f- (A —  C)m  -(- (A dos0 —  B ) =  0.

Jeśli się przypuści krzywą odniesioną do jej środka, i gdy x ,  y , będą spó łrzędnem i jakiegokolw iek 
p unk tu  jednej z osi, otrzym a się

V.m  —
x

rów nanie dw óch osi będzie w ięc

(6) (A dos0  — B)x2 - f  (A —  G)xij -)- (B —  C dos0)y2 =  0, 

albo, jeśli osie spó lrzędnych  są p rostokątnem i 0 =  90° :

(6 bis) — b x 1 - f  (A —  C)xy -}- By2 =  0 j

przypuszcza się że początek je s t środkiem  krzyw ej.

Kiedy środek krzywej nie je s t w początku spółrzędnych, uważym y że rów naniem  jak iejkolw iek 
średnicy  albo jakiejkolw iek osi je s t

/ ' x - \ - mf ' \ t=  0, zkąd i n ~  —
/ v

m  je s t spółczynnikiem  kątow ym  cięciw y sprzężonej. Lecz rów nanie (2) może być uw ażane także jako  
dające spółczynniki kątow e cięciw  w zględnie sprzężonych dw óch osi; w ięc zastępując w n iem  m 
przez w artość pow yższą, otrzym am y na rów nanie dw óch osi

(6 ter) (B -  C dos0)/'*  =  (A -  C ) f \ f 'y  +  Bf *  =  0;

0 będąc kątem  osi spó łrzędnych ; albo jeśli 0 =  90°,

(6 quater) Bf *  =  (A — C) f t f t +  Bf'*} =  0 ;

początek spółrzędnych nie je s t więcej środkiem  krzyw ej.
579. R ów nanie (6 bis) pozwoli napisać bezpośrednio rów nan ie dw óch dw ójsiecznyeh kątów  utw o

rzonych przez dw ie proste

(7) A.r2 -(- 2Bx-y -)- Gy- —  0.
7 4



M ożemy, w rzeczy sam ej, uw ażać uk ład  tych dw óch prostych jako  tw orzący jakąko lw iek  krzyw ą 
drugiego stopn ia; dw ójsieczne są w łaśnie osiam i tej krzyw ej; rów nan ie  (6) albo (6 bis) będzie ró w n a 
niem  tych dw óch dw ójsiecznych.

N . B . P rzestaniem y na w ysłow ieniu w łasności następującej, k tórej dow odzenie je s t n iezm iern ie 
ła tw em .

B ie g u n o w a  ja k ie g o k o l w ie k  pu n k t u  położonego  na  o si  ja k ie jk o l w ie k  k r z y w e j  d r u g ieg o  r zędu  je st

PROSTOPADŁĄ DO TEJ OSI J I ODWROTNIE, WSZELKA ŚREDNICA POSIADAJĄCA TĘ WŁASNOŚĆ JEST OSIĄ.

Można skorzystać z tego podania dla wyznaczenia osi.
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IY° Równanie na kwadraty z długości osi.

580. To rów nan ie w yciąga się z rów nan ia (5) na kw adraty  z długości dw óch średnic sprzężonych 
n u m er (570), przypuszczając dw ie średn ice sprzężone p rostokątnem i; znajduje się tym  sposobem

n -2 i A(A -)- C —  2BdosG) u , A'2wst-0 _ n 
+  (AC — B2)2 ' (AC — B'2)3

G je s t kątem  osi sp ó łrzę d n y ch ; je ś li 0  == 90°, m a się

(8 bis) K -- f  A^ . +  G> . R j ______^ ____ _ o .
V '  (AC —  B2)2 (AC —  B-)3

P ierw iastkam i tego rów nania są w artości algebraiczne kw adratów  z osi k rzy w ej;

A x-  +  2 B xy  - f  C y1 - f  2 lb : - f  2E,y - f  F =  0.

Jeśli rów nan ie  krzywej jest dane pod kształtem

Aa-2 -j- 2Bxy  -f- Cy 1 =  H,

rów nan ie  na k w ad ra t z długości osi będzie ncr (570) (1)

zn\ n -  H(A +  C -  2Bdos0) u  , H V s t2© _ n
j AC —  B- ’ (AC —  B'2)

albo jeśli 0 =  90"

( » « , )

W  elipsie, B2 —  AC <  0 ;  dw a p ierw iastk i tego rów nan ia są oba dodatne, lub oba od jem ne. Uwie 
osie są rzeczyw iste, jeśli elipsa je s t rzeczyw istą; dw ie osie są u ro jone, je ś li elipsa je st uro joną.

W  h ip e rb o li, B2 —  AC >  0 ; p ierw iastk i są zawsze znaków  przeciw nych , je d n a  z osi krzywej jest 
rzeczyw istą, d ruga uro joną.

W  parabo li, dw ie osie są n ieskończone.

581. L i c z b a  w a r u n k ó w  k t ó r e  p o c i a g a  z a  s o b ą  r ó w n o ś ć  o s i .



E l i p s a .

Aby dw ie osie były rów ne, potrzeba aby rów nan ie  (8) zaw ierało w sobie dw a jego  pierw iastk i 
ró w n e , co daje

(10) (A -j- C —  2Bdos0)2 =  U[AG —  B2)wst°-fl.

Jeżeli się przypuści 0 = 9 0 ° ,  zwiyzek (9) sta je się

(A +  C)2 =  4(AC —  B2), albo (A —  C)2-(-4B 2 =  0 ;

zwiyzek który nie może m ieć m iejsca, dla w artości rzeczywistych na A, B, C, chyba żeby było razem

(11) A =  C, B = 0 .

Jeśli się przypuści 0 rożnem  od 90", zwiyzek (9) będzie m ożna napisać

[A —  G -f- 2(B —  A dos0)dos0]2 -(- 4(B —  AdosOpwsl2© =  0 : 

zwiyzek k tóry  pociyga za soby następujyee :

(10 bis) A — C 2 = dos0.
A.

Tym sposobem równość osi w elipsie pociąga za sobą dwa warunki; krzywa sprowadza się wtedy

DO KOŁA.

Te w nioski w ynikajy bezpośrednio  z rów nania uproszczonego

gdzie a i b sy w yraźnie długościam i osi.

Hiperbola.

Kiedy się przypuści d ługości geom etryczne osi rów ne, to  w ychodzi na jedno  pow iedzieć u-— 62 =  0, 
albo że sum m a pierw iastków  rów nan ia (8) je s t z e re m ; m a się w ięc jedyny w arunek

(12) A - ) - C  —  2B dos0  =  O, albo A - |- G  =  0, jeżeli 0 = 9 0 ° .

Tym sposobem równość osi w hiperboli wymaga jedynego warunku; hiperbola jest wtedy

RÓWNORAMIENNĄ.

582. Osie jakiejkolwiek krzywej drugiego stopnia są promieniami kół spółśrodkowycii do krzywej 
i podwójnie stycznemi do tej krzywej.

W  rzeczy sam ej, p rzypuśćm y krzyw y odniesiony do je j środka, i n iech  będzie

A#2 -j- 2Bx y  -)- Cy-  =  H, 

jej rów nan ie ; rów nan ie  jakiegokolw iek koła spółśrodkow ego będzie

x 2 2 ,ri/dos0 -j- y'1 —  p2.

To ko ło  przetn ie pierw szy krzywy w czterech  punk tach  położonych na dw óch prostych które 
o trzym uje się odejnm jyc stronam i rów nania poprzedzajyce, w zględnie pom nożone przez p- i H , to jest
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(Ap- —  H)a-2 - f  2 (Bp2 -  H d o s 0 )s y  4  ( f y 2 —  H) =  0.



W yraziw szy że te dw ie p roste  zbiegają się z sobą, koło przetnie w tedy krzyw ą we czterech  pu n k 
tach, tw orzących dw ie pary  punk tów  zbiegających się z sobą, to je s t że ono będzie podw ójnie 
stycznem  do krzyw ej. Otóż, aby te  dw ie proste  zbiegały się z sobą, po trzeba żeby było

■ (By,2 —  H dos 0)2 =  (A//- — H)(C/)2 —  I I ) ; 

zkąd w nosim y, rozwinąwszy :

(13) p \ AC — Bs) — H(A - f  C —  21! d o s & j .^ - f  H2wst20 =  0.

Otóż, porów naw szy to rów nanie z rów nan iem  (9) nru (580), widzim y że ono daje kw adraty  z d łu 

gości osi. W ię c . . .

Podanie , które dopiero  cośm y dow iedli przez rachunek , w ynika także z uw ag następujących :

Jeżeli koło, spółśrodkowe do jak ie jko lw iek  konicznej, je s t stycznem do te j konicznej, styczna wspólna 
będzie prostopadłą do średnicy konicznej; a tern samem, ta średnica będzie osią ner (579).

V °  U w a g a  nad  kierunkiem  osi.

583. Trójkąt utworzony przez środek jakiejkolw iek krzyw ej drugiego rzędu i przez punkta w nieskoń
czoności na j e j  osiach je s t sprzężonym  ner (455) razem względem konicznej i  względem jakiegokolwiek 
koła spółśrodkowego z koniczną; i  odwrotnie.

P odanie to je s t w idocznem , gdyż b iegunow ą środka je s t p rosta  w  nieskończoności; b iegunow a 
w zględem  konicznej p u n k tu  w  nieskończoności na jak ie jko lw iek  osi przechodzi przez środek  i je s t 
p ro stopad łą  do tej osi, poniew aż ona z nią je s t sprzężoną; lecz to m a rów nież m iejsce d la  koła, 
gdyż biegunow a jakiegokolw iek p u n k tu  koła je s t p rostopad łą  do średnicy k tóra przechodzi przez 
ten p u n k t.

O dw rotnie: je ż e l i  trójkąt, którego je d n ym  z boków je s t prosta w nieskończoności, je s t sprzężonym razem  
względem jakiejkolw iek krzyw ej drugiego stopnia i jakiegokolwiek koła, dwa boki trójkąta są osiami 
konicznej.

Biegun prostej w  nieskończoności jest środkiem  krzyw ej; w ięc koniczna i koło m ają za środek  
w spólny w ierzcho łek  tró jką ta  w  odległości skończonej.

N iechbędą

(1) Ax'2 - f  2Bx y  4- Cy2 =  Hz2,

(2) x - 4 -  2x y  d os0 -f- y 1 —  p h i ,

ró w n an ia  konicznej i koła, odniesione do dw óch  boków  tró jkąta.
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P unkt w  nieskończoności na O# m a za b iegunow ą w konicznej O y, w ięc Oy je s t sprzężoną z O x; 
rów nanie (1) nie będzie zaw ierać w  sobie iloczynu x y ,  w ięc li =  0. P u n k t w nieskończoności na O x,



m a za b iegunow y w kole 0 y ;  w ięc 0 y  je s t prostopadły  do O x; a tem  sam em  0 =  90°. Dwa boki 
tró jką ta w odległości skończonej będą w ięc osiam i krzywej.

584. Siady dwóch osi jakiejkolw iek krzyw ej drugiego rzędu na prostej w nieskończoności tworzą układ  
harmoniczny, ju ż  to z dwoma punktam i przecięcia prostej w nieskończoności z krzyw ą, ju ż  to z dwoma 
punktam i przecięcia z kołem.

Albo jeszcze; jeżeli w i w, oznaczajy punk ta  bieżące po kole w n ieskończoności; jeżeli y i y, 
są przecięciam i prostej w nieskończoności z krzyw ą drugiego rzęd u ; jeżeli nakoniec PA i PA , są 
k ierunkam i osi; dw a pęki

(p , A Al cow,), (P , AA( yyj); 

będą harm onicznym i (P je st jak ikolw iek  p u n k t płaszczyzny); to je s t że się otrzym a n er (167) i ( l6 9 )

(1) “ A •(,lllA —  -■-1, :y‘A =  -  1
wA| &)|A| yA, A|

Związki (1) pozw olą wyznaczyć dw a kierunki PA i PA ,.

Aby dow ieść tego podan ia, niech będą

(2) A*» +  2 B * y + C 0 » = H 3 * ,

(3) X1 -\- 2x y  dos 0 -f- y 1 —  />2; 2;

rów nan ia krzywej drugiego rzędu  odniesionej do jej środka i do jakiegokolw iek koła, k tó re  m ożna 
przypuścić spółśrodkow em  z koniczną. Oznaczywszy przez P początek spó łrzędnych , p roste P ,, P n 
otrzym ają się szukając przecięć prostej w nieskończoności z krzywą drugiego rzędu  (2), m a się tym  
sposobem

(4) 1 \ ,  P T, : A.r- +  2Bx y  +  Cy* =  0.

P roste  Po>, Pw,, o trzym ują się szukając przecięć prostej w nieskończoności z ko łem , ma się

(5) P<o, Pco, : .r2 2zy  dos0 - |-  y'1 —  0.

Szukajm y teraz układu prostych  PA, PA ,, który tworzy parę sp rzężoną harm oniczn ie bądź to 
w zględem  pary  (4), bądź to  w zględem  pary (5 ); p rzedstaw im y przez

(6) A ’x 2 -j- ‘2 \ł'xy  -j- C y 1—  0,

ogół dw óch prostych  szukanych. Jeże li za pom ocy w zoru n ru (177), w yrazim y że para (6) tworzy 
z pary  (4), potem  z pary (5), układ h a rm o n iczn y ; o trzym uje się dw a zwiyzki
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(7)
AC' - f  A'C =  2BB' 

C' - f  A' =  2B 'dos0.

A' c 'Jeśli z rów nań (7) w yciągniem y w artości na i gdy je w stawim y w rów nan ie (6), zna j

du je się

C — B A 

1 — dos0 1



590 R O Z D Z I A Ł  V I .

£ 2(Aclos9 —  H) -f- x y (K  —  G) —(— ?y2(B — CdosO) =  0;

takiem  je s t rów nan ie dw óch prostych  zadość czyniących w arunkom  położonym . 

Rozpoznaje się w niem  rów nanie kw adratow e osi n er (378).

s v .  —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.

1° Średnice. Osie. (Krzywa drugieco rzędu.)

585. R ów nanie średnicy  sprzężonej jak iejko lw iek  prostej danej otrzym a się szukając niegunow ą 
punktu  przecięcia tej prostej z p rostą  w  nieskończoności.

K ierunki osi o trzym ają się przez zastosow anie w łasności w ysłow ionych w num erze (58.'t). Umie się 
wyznaczyć śro d ek ; w ierzchołkam i będą  przecięcia krzyw ej z p rostem i poprow adzonem i, rów nolegle 
do osi, przez środek  tej krzyw ej.

Tym  sposobem , m ożna w ięc, pozostając w  układzie spó łrzędnych  trzylin ijnych wyznaczyć w  ten 
sposób osie i w ierzchołk i.

Jak  to jużeśm y zauważyli użycie spółrzędnych trzylinijnych je s t nadew szystko korzystnem  w bada
niu w łasności opisow ych, one dają się użyć daleko mniej w poszukiw aniu w łasności m etrycznych .

W szelako, dam y w yrażenie z długości osi jak iejko lw iek  konieznej w układzie spółrzędnych trzy
lin ijn y ch ; te w zory raz uzasadnione prow adzą do dow odzeń prostych  i eleganckich w ielu  w łasności 
w ażnych.

586. Niech będzie rów nan ie ogólne w  spółrzędnych trzylinijnych jakiejkolw iek krzywej d rugiego 
rzędu

jeśli się p rzypuści krzyw ą odniesioną do dw óch osi p rostokątnych , je j rów nan ie  będzie kształtu

tak że otrzym a się tożsam ość, m ając w zgląd na w zory przekształcenia :

(3) AliX 2 + A 22Y2+ A 33Z 2-t-2 A 12X Y + 2 A 13X Z -f2A 23Y Z = A a :2+ 2 B z y - j - C y !!+ 2 D :n :+ 2 E y z - |-F z J ;  

w zoram i przekształcenia są tu  n er (91), (93):

II0 Długości osi jakiejkolwiek krzywej brugiego rzędu,

(2) A.r2 -)- 2 \\x y  -f- C y'1 -f- 2 D r z -(- 2E yz  -j- Fz2 =  0;

W

X =  a ^ - l - a 2y - J - a 3z, albo
\ , . . uw idaczniając

Y —  b jx 4 - b 2 y 4 - b 3z, . . .
j param etry  odniesien ia
[ Z =  c , x - ( -  c.ty +  c 3z , .  X, (a, v
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Otóż, jeżeli a2 i b2 sy w artościam i algebraicznem i kw adratów  z długości osi krzyw ej, m a się 
n u m er (180)

(5) a2 - f  b '2 =  — A  —  G

(AC —  B 2j'J

(6) a2 * = . 1
(AC -j- B'2)3

P otrzeba w ięc obliczyć w iunkcyi Ars, ilości

A B 1)

B G E

D i': F

A B D

B C E

D E F

A B I)

B C E ,  ( A  4 -  C ) ,  ( A C  -  B2)

D E F

Oznaczmy przez A dyskrym inant rów nania (1) tak aby

An A 12 a 13

(7) A — A 21 A .22 A 23

A 31 A32 A.33

587. Różniczkując tożsam ość (3) w zględem  x ,  y ,  z; uw ażajyc X, Y, Z jako  tunkcye x ,  y ,  z, 
określone przez zwiyzki (4), otrzym a się

A x  -\- 1 iy  -)- Dz r  (AUX -j-  Aj-jY -)- A13Z)a, 4~ (AjtX -(- A.wY -(- A gjŻ)^ 4-  (A3(X -I-  A3.2Y -(- A33Z)cj;

Bx' - |-  Cy  - |-  Ez =  (AjiX -j-  A 10Y -(- A^ZJas Ao^X -j-  A-joY AjjZJbj -j- (A3 1 - |-  A3->Y -)- A33Z)C2 ;

Dar 4~ Ey  -J- Fz =  (AjiX - |-  A |2Y -j-  Aj3Z)a3 -(- (AojX - |-  Â -iY A>3Z)bj -(- (A3(X -)- A30Y - |-  A33Z)c3 ;

albo , jeżeli się założy

M n  =  Au a, - j -  A.^ib, A3!Ci, Moi —— A n  a2 - ) -  A jibo  -j-  A31C0, M31 =  A na3 - ( -  Aojbi - ( -  A 31C3 ,

 ̂Mj-2 A I —f- Aggbj A30C1, M-22---A  j oil 2 —)— A o 2b o  -f- A30C0, M32---- A [O'T-3 -f- A oob3 -)- A32C3,

M13 =  Ai3a, -j-  A o 3b |  -f- A 33c , ;  Mo3 =  A i ;ta o  -j- A o :)t ) o  -|- A 33C 0 ; M33 =  Ai3a3 -J- A^bj -}- A33C3;

ki powyższe napiszy się :

Ax  -f- By +  Dz =  Mn X 4 -  Ml2Y +  M13Z,

Bj; 4 - Cy 4 -  Ez =  M21X +  M>oY 4 -  Mo3Z,

Da; 4 -  Ey 4~ Pz —  M31X 4 "  M32Y 4 -  M33Z.

( 8 )

/
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Różniczkując jeszcze le osla tn ie związki w zględem  x ,  y  i z, znajduje się

/ A. =  a tM,| —)— b,M|o —f- CjM|3, li =  a,Moi b,M >2 CiM.i3) D =  a,M3| -j-  b (M32 —|— CiIS133,

(9) R = 1  a2M|i —|- l)o\fj) -j-  CoMj3, C = :  a.̂ M-j, -j-  boMo-2 —f~ C0M03, E =  a^Mj 1 -j~~ —f— CoM 33,

\D =  a3Mn -J- b ,M « -f- c3M13; E —  a3M.2, -}- b 3M22 -j~ c3M23; F = a 3M3i -|~ b3M3> - |-  c 3M33;

M„ ^  M<r*

Otóż, w ed ług  tw ierdzenia na m nożenie w yznaczników , w yciąga się ze zw iązków  (9)

A B D a l b, Ci M  1*2 M 1S

B G E = a.2 b2 c2 M o, Moo IM-23

D E F a3 b3 c3 M 3o M 33

związki (8) dają , w edług  tegoż sam ego tw ierdzen ia :

ztąd w y p a d a : 

(1 0 )

M i , M ,2 M,3 a l b, Cl A„ A 12 A 13

M.,, Moo M.23 = 3 2 b- C-2 A 3i A.,2 A-23

m 3, M30 M33 a3 b3 c3 A31 A32 a 33

A  B  D A ,,  A  i2 A , 3 ai b, c,

R C E = A 21 A 22 A23 a-2 1>2 C2

D E  F A 3i A3o a 33 a3 b3 c3

Lecz jeśli się w prow adzi p a ra m e try  odniesien ia, b iorąc wzory przekształcenia pod kształtem  (6 bis), 
znajduje się bez trudnośc i, m ając wzgląd na związki (U) i (6) num eru  (94)

b, Cl dos». dos 5 doSy

a 2 b 2 C2 =  ).fJV WSt a w st? wst),

a3 b3 c3 P 7 r

zkąd, m ając wzgląd na związki przytoczone

i'l b. Cl

(11) b2 C2

{,3 b3 c3

Ma się w ięc ostatecznie 

( 12)

= ± v r

A B I) A 11 A 12 A , 3 '

B G E
c 2

__ v2 1 '2
V W

A .21 A  22 A  23

D E F A 31 A 32 a 33



A =  a,M n b,M l2  -)- c,Mi3; C =  aoM.21 -j- boM^ -j-  c2M23,

B =  a,M2i -f- bjMaa -j-  CjM^ —  a-Al,, -j-  b 2M,2  c 2M|3; 

zkąd się w yprow adza

AC—B5=  (a1M1,-)-b,M12-|-CiM,3)(a2M2i4-b.2M2.2-)-c2M.23)—(a,M2,-|-b1M->2-(-c,Mo3)(a2M|i-)—b2M,i-|—CjMu).
Rozwinąwszy i uprościw szy, w ypadn ie  :

AC— B2= ( b 2Cj— b !C2[M22M 13— M ,.>M.23]-)-(c2a , — C ja^ M n M ^ — M2iM |3] -j- (a2bi — a,b 2)[M,2M2, — MUM22]. 

Jeśli teraz zastąpi się M« przez w artości (8 ), i gdy się założy :

b 2c, —  b jc2 =  a ', 

c2a, —  c ,a .2 =  b' 

a.2b , —  a ,b 2 =  c ';
znajduje s i ę :

-(- a'[a'(A i2A33 —  Aj,1) -j- b'CAjsAja —  A 13A33) -j- c Ai2A23 —• AuA.2j)]\

AC —  B2 =  < —}— b'[a'(Ao3A3t —  A.2|A 33) - |-b '(A iiA 33 —  AJ3) -J-c '(A i3A2l —  A,jA23)] (.

\ -|-c'[a'(A2lA32 — A3iA22) -(- b'(A12A3i — A32An)-|- c^AnA-w — Afs)])

Pod tym  osta tn im  ksz tałtem , w idzim y bezpośredn io  że
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588. Związki (8) nam  dają  naprzód

(14) B2 — AC =

An A 12 Ai3 a'

A-21 a 22 A 23 b'

a 3( a 32 A 33 c'

a' b' c' 0

(15)

Otóż jeśli się zauważy że

aj = —  Xdos a, b i =  — fjtdosS, c , = — vdosy ,

a2 =  —  X w sta; b 2 =  —  pw stS ; c2 =  —  vw sty ;

m ając wzgląd na związki (5) n u m eru  (94), w artościam i (13) na a', b, ć , b ędą

a ' =  A.fivwst A, b =  k.)ivw stB , c ' =  A.X^wstC.

Podstaw iw szy te  w artości w w yrażeniu  (14), podzieliwszy przez /c2 który jest rów nym  jed n o śc i 
num er (94), i k ładąc X2p2v2 na czynnik, zna jdu je  się ostatecznie

( 1 6 ) I3 2 —  AC =

An A,2 Ai3
w st A

X

A* A 2*2 A-23
w st B 

f1

A3i A32 A33
w stC

V

wstA
X

w stB
u.

w stC
V

0

rn  o ty

75
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589. Związki (8) i (9) nam  dają łatw o :

( A =  AHa* -j- A.»bf -)- A33CJ - |-  2Ajoajbi -)- 2A 13a 1c 1 -j-  2A.23b1c ),
(17)

( c  =  A na* - j - A-mI); —J- A33CI —f~ 2Aj^aobo —[— 2Ai3a.2C-2 —[- 2A.23b.2C2.

D odając i m ając wzgląd na związki (15) i związki (4) num eru  (9/t) o trzym a się :

(18) A —|— G X-A11 - |-  fi-Ao-2 - |-  v“ A33—  2(ivA23dos A —  2 XvAi3dosB  — 2AfiAj-2closG.

590. Podstaw iw szy w e w zorach (5) i (6), w artości dostarczone przez związki (12), (16) i (18) 
dojdzie się do  związków zasadniczych, służących do wyznaczenia osi a i b krzyw ej (1), to  je s t

(1) a'2—(- b2=

Au A 12 A13

Ao, A.22 A'23

S2 (/,“A | j—|-u." ^"A j j— 2uv A i 1 (is A— 2Xv A j3dosB — 2Xu.v A jodosG). A31 A32 A 33
■ p  v

(11) al b2 ;

A u A1-2 A j3
w st A

X

Ao! A,>2 A-23
w stB

P

A31 A 32 A 33
w stC

V

w st A w st B w st C
0

X f* V

Au A 12 A 13 2

A21 A 22 A 23

S4 A 31 A 32 A 33
~  H4X2|» V

A „ A 12 A13
w stA

X

A-21 A-2-2 A 23
w stB

/*

A31 A 32 A 33
w stC

V

w st A w st B w slC 0
1 X U. V

P aram etram i odniesienia są )., p, v; i rów nan iem  krzyw ej je s t

(111) A „X 2 +  A22Y2 +  A33Z2 +  2A12XY +  2A13XZ +  2 A23YZ =  0 ;

A, B, C, R , S oznaczają k ą ty , pow ierzchn ię  i prom ień  koła opisanego w e właściwym- trójkącie 
odniesienia.
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D y s k u s s y a  w z o r ó w  (I) i (II) nru (590).

591. Krzywa sprow adza się do dw óch prostych  rzeczyw istych albo u ro jonych  jeżeli

11 Ąis A 13

21 A 22 A-23 =  0

31 Ą32 A33A

gdyż dw ie osie krzywej sy w tedy  zeram i.

Krzywa je s t hiperbolą równoramienną , jeżeli

(2) X2An -j-  p"A._>-2 -I-  A33 —  2fivAo3dosA —  2 ).vA)3dosB  — 2Xu.A1idosG - — 0,

gdyż w tedy sum m a algebraiczna kw adratów  z osi je s t  z e r e m .

Krzywa je s t parabolą jeżeli
w stA

X

w si B

(3)

A,, A12 A13

A-21 Ą22 A 23

A3l A32 A33

w st A w stB w stC
X f» V

w stC

0

=  0;

osie sy w  rzeczy sam ej n ie skończonein i; ten  zwiyzek w yraża jeszcze że krzyw a je s t styczny do prostej 
w  nieskończoności

w stA  ^  ^  w st B y  w stC  2 __q
X  v

M ożnaby było w yeiygnyć z tychże sam ych w zorów  dw a w arunk i, aby krzyw a sprow adzała się do 
jak iegokolw iek  koła. B achunek  p rzedstaw ia tru d n o śc i, jeśli chcem y uw idocznić dw a w a ru n k i; 
nie zajm iem y się tym  przedm io tem .

I V °  Z a s t o s o w a n i e  d o  k o n i c z n y c h  s p r z ę ż o n y c h  w z g l ę d e m  j a k i e g o k o l w i e k  t r ó j k ą t a .

592. R ów nanie ogólne konicznych w zględem  jak iegokolw iek tró jkyta jest n u m e r (456)

(1) mX2 - fw Y 2 - |- p Z 2 =  0 ;

jeśli się w ybierze tró jky t za tró jky t odniesienia. P rzypuścim y, w e w szystkiem  co następu je , p a ra 
m etry  odniesienia X, p ,  v ,  rów nym i jedności.

Oznaczmy przez a i b długości osi krzyw ej (1), o trzym am y w edług w zorów  n u m eru  (5 9 0 ):

S2 (m  -\- n p)(2)

(3)

a2 - |-  b2:

C4

Khnnp’ ( wst2 A _|_ w st2B w st2G\

v »* ■

rnnp
w st2A , w st2B , w st2G"j3 ’

rn n p  J
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m X 0 __ wY0 __ \pZ0 _  S _____________ 1_________
w st A w stB  w stC  R ’ /w st'2A , w st2B \ w st5C\ ’/w s t2A , w st2B , w srG  \

\  m  n  p  ]
R ów nanie (1) p rz e d s ta w i:

H iperbole równoramienna, jeżeli

(5) m —{— n p  =  0 : 

parabolę, jeżeli
w st2A , w st2B , w st‘2G ..(6)  ^ ----------------------=  0 .

m n p

Je śli się w yrazi że' osie a i b sy ró w n e , znajduje się że rów nan ie  w arunkow e m oże się położyć 
pod  kształtem

[m -j- «dos2C  - |-j»dos2B )'2- |-  («w st2C  -j-y»wst2B)2=  0; 

zkyd w ypada że rów nan ie (1) przedslaw i jak iekolw iek  koło, jeżeli

(7)
m __ n  __ V .

w st2A w st2B w st2C ’ 
zwiyzki już znane n u m er (275).

593. P otęga P* środka (X0, Y0, Z0) (U), w zględem  koła opisanego na tró jkycie odniesienia

Y Z w stA  -f- X Z w stB  X Y w stC  =  0,
je s t n u m er (259)

—  ^  (Y0Z0w stA  +  Z0X0w stB  -f- X0Y0wstC).

W prow adzając  w artości (4), to  w yrażenie daje

(8) p s _ __S^ _________ (m  -f- n -f- p)_________
0 li2' / w st2A , wst*B . w stłC \2’ m n p l-----------k ---------- -----------

\  m n p  )

Porów nyw ajyc zwiyzki (8) i (2), ztyd ła tw o  się w yprow adza :

(I) p l  =  a2 -(- b2,

to jest że polega środka ja k ie jko lw iek  konicznej, względem  koła opisanego na jakimkolwiek trójkącie 
sprzężonym , je s t równa summie kwadratów z osi. (Twierdzenie dane przez p . F a u r e ,  J\owe Roczniki, 
rok  1801.)

594. Majyc wzglyd na w artości (4) i na zwiyzek (3), o trzym uje się

(II) RX0Y0Z„ =  ai bJ,

to  je s t że iloczyn  z odległości środka od boków jakiegokolwiek trójkąta spzzężonego przez promień koła 
opisanego na tym  trójkącie je s t  róiony hvadratow i iloczynu z osi. [Twierdzenie dane przez  p . F a u r e ,  

Nowe R oczn iki 1861, str. 55.)
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595. Jeśli się p rzypuści że koniczne (1) są h iperbolam i ró w noram iennem i, znajduje się w yru
gowawszy m , n , p  m iędzy związkami (4) i (5) :

(III)  w stA  _|_ w stB  wstC! =  o, albo Y Z w s tA -f  X Z w stB  - f  X Y w stC  —  0 ; 
X Y Z

to jest kiedy hiperbole równoramienne są sprzężonemi względem trójkąta stałego, ich ś?-odki kreślą koło 

opisane na trójkącie.

To podanie je s t w nioskiem  bezpośrednim  num eru  (593).

§ VI. —  RÓWNANIA STYCZNECZKOWE.

1° Obwinięcia średnic.

596. Zwiemy obw inięciem  średnicy  klassy p  b iegunow ą klassy p  prostej w n ieskończoności.

Dało się ner (462) i (664) ró w n an ia  biegunow ych jakiejko lw iek  p ro ste j; ła tw o je s t z tego w y p ro 
w adzić rów nania obw in ięć średn ic  różnych  klass.

O bw inięciem  średnicy pierwszej klassy je s t p u n k t, je s tto  punk t b iegunow y prostej w n ieskończo
ności. W  przypadku krzyw ych drugiej klassy , ten  p u n k t j e s t  środkiem  krzywej, gdyż je s tto  b iegun 
prostej w nieskończoności.

II0 Ś rednice w  krzyw ych d ru g ie j k lassy .

597. W krzywych drugiej klassy, otrzym am y spółrzędne średnicy sprzężonej w  k ie ru n k u  danym , 
szukając spółrzędnych prostej k tórej p u n k t b iegunow y je s t  w  nieskończoności w k ie ru n k u  danym  
n u m er (462), (463), (467), (560).

N iech będzie na przykład , m  spółczynnik kątow y w k ierunku  cięciw , spó łrzędne p u n k tu  w  nie
skończoności w  tym k ie ru n k u  będą

zo =  0, y 0 ■= m x0, 

i rów naniem  styczneczkow em  tego p u n k tu  będzie

(1) x 0u -)- y 0v —  0 , albo u - \ - m v  —  ti.

Spółrzędne prostej, m ające (1) za p u n k t biegunow y w zględem  krzywej

(2) f[u , v, iv) =  A u'1 -f- 2B uv -f- Cy2 -f- 2D uv -f- 2E uw -f- F w% =  0, 

b ęd ą  określone przez rów nan ia

i  i o ’
albo

(3) m f u —  /■'„ =  0, f w=  0 ;

takiem i są rów nania średnicy sprzężonej cięciw , których spólczynnikiem  kątow ym  je s t m.

W  przypadku spółrzędnych trzylin ijnych , punk t w  nieskończoności będzie określonym  przez spół-
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rzędne X, fi, v prostej w  nieskończoności i przez spółrzędne U0, V0, W 0 prostej rów noleg łe j w  kie
ru n k u  c ięc iw ; otrzym a się w ięc na rów nanie p u n k tu  w  nieskończoności

U V w

Uo W0

X f* V

A tem  sam em , spó łrzędne średnicy  b ęd ą  wyznaczone przez związki

f u  _  /•'- _  A  
V0y — Wofi W0).— U0v UoF —V0X‘

598. W arunk i aby jedna z osi spó łrzędnych  była średn icą  sprzężoną cięciw  rów noległych do 
drugiej osi.

Szukajm y, na przykład, w arunków  aby oś odciętych  była sprzężoną cięciw  rów noległych do osi Oy.

P u n k t w nieskończoności na 0 y (# 0 =  0, z0 =  0) m a na ró w n an ie  n cr (116)

v =  0 ;
rów naniam i średn icy  odpow iadającej b ę d ą :

f ' u = 0 ,  f ' w =  0, albo Am-} -B u-j-D w  =  0, -j- Eu - |-  F?u =  0.

Aby ta  śred n ica  zbiegała się z 0&', po trzeba aby spółrzędne osi odciętych , to je s t  u  =  0, w  =  0 
n u m er (116), spraw dzały rów nan ia  poprzedzające, zkąd się w nosi

B =  0, E =  0 ; 

i rów nan ie  (2) krzyw ej sprow adza się do

(4) A?<2 -(- Cu2 -)- 2D« - |-  F =  0.

W ięc  aby oś odciętych była średnicą sprzężoną środków cięciw równoległych do osi rzędnych, potrzeba 
aby równanie kr zyw e j nie zawierało w sobie ja k  tylko potęgi parzyste  zmiennej v.

Zobaczymy tak  sam o że aby oś rzędnych  była śred n icą  sprzężoną cięciw  rów no leg łych  do Ox, 
po trzeba aby rów nan ie nie zaw ierało w  sobie jak  tylko potęg i parzyste zm iennej u.

R ów nanie styczneczkow e jak iejko lw iek  krzyw ej drugiej k lassy , d la  k tórej osie spółrzędnych są 
dw ie średn ice sprzężone, jest w ięc kształLu

(5) A u'f-j- Cu2 =  H.

O dw rotne podania k tóre dopiero  cośm y w ysłow ili są ła tw e do dow odzenia, bądź to przez ra c h u 
nek , bądź to przez rozum ow anie w p ro st, opiera jące się na w łasnościach  śred n ic .

599. W a ru n e k  aby k ie ru n k i dw óch p ro s ty cu  (m0, v0, w0) ,  (ut . v l} w ,) by ły  sprzężonymi.
Na dow odzenie tego potrzeba i dość je s t aby  jedna  z nich była rów noległą do średnicy  sprzężonej 

d rug ie j.
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P u n k t w nieskończoności, położony na pierw szej p ro ste j, o trzym a na rów nanie

— —  — albo uv0 —  vu0 =  0.
Uo Vo

Ś rednica , odpow iadająca tem u punk tow i, je s t określoną przez

L ±  =  J - !— =  ; albo f ' w =  0, u0f „  Vof'v =  0, 
v0 —  w0 0

to je s t w edług  rów nan ia  (2 ) :

(6) [D?< -\-  Ey -(- Yw  —  0, (A.u0\iv0)u -f- (Bi/0 +  Cv0)v  (D«0-{- Ey0)w =  Oj.

Potrzeba aby p rosta  (6) była rów noleg łą do prostej (uu  vu  ?y,), to  je s t aby rów nan ia  (6) były
U "O U V • •spraw dzone przez w artości na -  i -  p roporcyonalne do — , —  nu m er (116), czyli takie
W W Wi w ,

jak  . Podstaw iw szy te w artości i w yrugow awszy X, znajdu je się
W i W\

(7) (AF —  D2)w0yi -f- (E F  —  ED) (m0w, -f- (CF — E2)y0y, =  0;

takim  je st zw iązek, k tóry  m uszą spraw dzać spó łrzędne dw óch prostych (u0, y0) (u ,, i\) ,  k tórych 
k ie runk i są sprzężonym i n u m e r (563).

IIP  Osie w  krzywych drugiej klassy.

600. Jeśli się p rzypuśc i osie spółrzędnych p rostokątne, dow odzi się jak  w num erze (598), że aby 
oś odciętych  była osią krzyw ej, po trzeba i dość aby rów nan ie  n ie  zaw ierało w  sobie jak  ty lko potęgi 
parzyste zm iennej v \  i oś rzędnych  będzie osią krzyw ej, jeżeli rów nan ie nie zaw iera w sobie jak  
ty lko  potęgi parzyste zm iennej u.

W yznaczym y przez różne m etody k ie ru n ek  osi.

P ierwsza metoda. Można w yrazić w  związku (7) że dw ie proste (w0, y„), (« ,, y4) są p rostokątne, 
to  je s t że w edług  n u m eru  (131)

( 8 ) u 0u j - |— v 0v t =  0 .

Związki (7) i (8) w yznaczą dw ie p roste  rów noleg łe  do osi.

Lub jeszcze, zastępując w  związku (7), — przez —  — , i znosząc wskaźnik 0, znajduje się
v! ua

(9) (u- —  y*) (BF —  ED) +  wy[(C —  A)E -f- D2 —  E2] =  0 ;

jestto  rów nanie dw óch punk tów  w  nieskończoności w k ie runku  osi.

Druga metoda. Można użyć w zorów  przekszta łcen ia n u m eru  (356), i w yznaczyć s ta łe , przypuszczając 
now e osie p ro sto k ątn e  w  ten  sposób aby now e rów nan ie  nie zaw ierało w  sobie jak  tylko kw adraty  
z now ych zm iennych.

Nie rozw iniem y tych rachunków .

T r z e c i a  m e t o d a .  Oprzem y się na w łasności w ysłow ionej w num erze (58 'i).
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Niech będą  « ,  &>,, punktam i bieżącym i po kole w  n ieskończoności; y i y t punk ta  w  nieskończo
ności na k rzyw ej; A i A, punk ta  w nieskończoności w  k ie ru n k u  o s i ; m usi się m ieć jednocześnie

((0 )  ( (— .AA.) =  -  1 ,

( (yyiAA,) =  —  1.

R ów naniem  p unk tów  bieżących po kole w nieskończoności je s t, przypuszczając osie p rostokąt- 
nem i, n u m e r (284)

(1 ° )  ( w ,  « i )  :  w 2 —1“  V1 =  0 .

R ów nanie punk tów  y, y ,, w  nieskończoności na krzyw ej, będzie danem  przez rów nanie (7) 
n um eru  (416), ro b iąc  w  niem  a =  0, 6 = 0  (spółrzędne prostej w  nieskończoności); m a się

(2°) (y, y ,) : (AF —  D V  +  2(BF —  ED)«» +  (CF —  E*)»* =  0.

N iech będzie nakoniec rów nan ie p unk tów  w nieskończoności w k ierunkach  osi .

(3°) (A, A ,) : A 't i* -f  2B'uv - f  C 'v * =  0.

Przez zastosow ania p raw id ła  num eru  (117), związki (10), m ając w zgląd na ró w n an ia  poprzedzające, 
nam  dają A' -j- C' =  0,

A'(CF — E2) -j- C '(AF —  D2) =  2B '(BF —  ED).

V C'Podstaw iw szy, w rów nan iu  (3°) w artości na ^  , — , dostarczone przez rów nan ia  zna jdu je  się

.... ,  , (C —  A ) F - f  D2 —  E 2 „ „
(11) “ + -------- B F ^ E D --------

Znajdziem y tym  sposobem  rów nan ie  (9). S tosunek -  w yznaczy k ierunek  osi.

601. Długość osi w  krzywych drugiej klassy.

Przypuśćm y krzyw ą odniesioną do je j środka, co będzie m ożna zawsze w ykonać za pom ocą w'zo- 
rów  przekszta łcen ia n u m eru  (356); n iech będzie w tedy

(12) A u2 +  2Buv - f  Cy2 =  G,

rów nan ie  krzyw ej. O przem y się, dla w yznaczenia d ługości, na w łasności n u m eru  (582).

Jeżeli 0 jest kątem  osi spó łrzędnych , rów nan ie  styczneczkow e jakiegokolw iek ko ła m ającego za 
środek początek je s t nu m er (279)

(13) w2— 2dos0.wu - \ - v i =  

p  będąc p rom ieniem  tego koła.

Gdy się odejm ie ró w n an ia  (12) i (13), pom nożywszy pierw sze przez , d rug ie  przez G, w ypadnie

(14) ( A ^ p -  Gy +  2 « * (b  G d o s 0 ) +  ( c ^ -  a y  =  o.
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To rów nan ie wyznaczy dw a punk ta  w  nieskończoności, przez k tó re  przechodzą dw ie pary stycznych 
w spólnych do dw óch krzyw ych spó łśrodkow ych (12) i (13). Jeżeli dw ie krzyw e o których m ow a, sy 
styczne podw ójne, dwa k ie ru n k i stycznych w spólnych zbiegajy się, z soby, albo dw a w nieskończo
ności zlewajy się. W yraźm y w ięc że rów nan ie (4) m a sw e dw a p ierw iastk i rów ne, otrzym uje się 
rów nan ie  n a s tę p u jy c e :

(15) />4G2 -  G(A +  C —  2Bdos0).p* 4 -  (AC — B2)wst20 =  0.

P ierw iastk i tego ró w n an ia  będy k w adratam i z osi krzywej

(16) Au2 -)- 2B«y 4~ C v - =  G.

Jeżeli AG — B2 >  0, ma się elipsę rzeczyw isty albo u ro jony ;
Jeżeli AC —  B'2 <  0, m a się h ip e rb o lę ;
Jeżeli A 4 - C  —  2B dos0  =  O, m a się h ip e rb o lę  ró w noram ienny ;

Jeżeli A =  C i 5  —  dos0 m a się jak iekolw iek  koło [przypuszczajyc rów nan ie pod kształtem  

szczególnym  (16)].

Te rezu lta ty  chociaż przedstaw iajyce się pod  kształtem  różnym , sy w szelako zgodne z w ypadkam i, 
k tó re  były o trzym ane w  num erze (363).

W edług  m etody wskazanej znajdzie się w przypadku rów nan ia  ogólnego

(17) A«2 4 -2 B w -) - C y 2 - l-2 D « 4 - 2 E ( ;  +  F =  0 ; 

że kw adraty  z długości osi sy dane przez ró w n an ia  następujyce :

(18) F 3./>4 — F[D z 4~ E -—  (A + C ) F  +  2 (E D 4-B F )dos0}/)54 -A w s t20 = :O ,

A B D

gdzie A = B C E

D E F

V
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JEDNOKŁADNOŚĆ.

§ I. —  WIADOMOŚCI OGÓLNE.

1° O k r e ś l e n ia .

002. « Niech będzie uk ład  p unk tów  A, B, C ,. .  .położonych  na płaszczyznie, w eźm y p u n k t O plasz- 
» czyzny i złączm y go z różnym i pu n k tam i u k ła d u ; po tem  w eźm y na tych  p rom ien iach  w odzących, 
» p u n k ta  A ', B ', C', tak żeby było

OA' __OB' __ OC' ___
OA OD OC ~~ ‘ **

» dw a uk łady  A B G D .. .  i A 'B 'C '1 ) '.. .  są nazw ane podobnym i i podobn ie  ustaw ionym i, albo  jeszcze 
» jednok ładnym i. »

P u n k t O jest środkiem wspólnym  jednokłcidnośei albo środkiem podobieństwa ; sta ła k  je s t stosunkiem  
podobieństwa.

P u n k ta , takie jak  A i Aj, położone na tym że sam ym  p rom ien iu  w odzącym  są nazw ane punktam i 
odpowiadającymi albo  odpow iednym i; d ługości takie ja k  AB i A 'B ', są nazw ane w ym iaram i odpo
w iedny mi.

« Z am iast w ziąć punk ta  A ', B ', C ', . . . na prom ien iach  OA, OB, OG, . . . m ożnaby wziąć na 
» przed łużeniach  prom ieni w  A ", B", C", . . .  na przykład, tak żeby by ło

OA'' _  OB" _  OG'' _
OA —  OB —  OC ~ ~ ’

» dw ie figury A B C D .. .  i A ''B ''C ''D ''. . .  są nazw ane podobnemi i odwrotnie ustawionemi, albo  jeszcze 
» jednoktadnem i odw ro tnem i; p u n k t O je s t środkiem jednoldadności odwrotnej. »

Można sprow adzić przez o b ro tn a l8 0 ° , figurę je d n o k ład n ą  p łaską o d w ro tn ą  do przystaw ania z je d n ą  
z figur jed nok ładnych  odw rotnych .

t



Jednokładność je s t p rzypadkiem  szczególnym  odpow iednośc i; je s tto  przypadek  w  k tórym  oś odpo- 
w iedności zna jdu je  się przeniesioną w nieskończoność.
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6J3 . P rzypuśćm y że się w eźm ie jak iko lw iek  pun k t S na płaszczyznie i że się go łączy z punktam i 
A, B, C, D , . . . ;  po tem , że przez punk ta  odpow iedne A ', B ', C', D ' , . . .  prow adzi się rów noleg łe  do 
prostych SA, SB, S C , . . . ; t e  rów noległe zbiegną się w  jed n y m  punkcie S '. Dwa pu n k ta  S i S są 
nazw ane punk tam i odpow iadającym i. Dwa p u n k ta  S i S' są  w  lin ii prostej z p unk tem  O. Można 
będzie przypuścić że jedna  z figur, S 'A 'B 'C '.. .  na przykład , była p rzen iesioną rów nolegle do  siebie 
sam ej, p u n k t S' ślizgając się po prostej S '0 , aż się zbiegnie z punk tem  S; dw ie figury będą  jeszcze 
je d n o k ład n e , i p u n k t S będzie w tedy środkiem  wspólnym jcdnokładności.

Tym sposobem , mając dane dwie figury  jednokładne, można zawsze przenieść jedną z nich równolegle 
do niejże samej, tak aby jak iko lw iek  punkt, dowolnie w zię ty  by ł środkiem wspólnym podobieństwa.

Dwie figury są nazw ane podobne , kiedy m ożna sprow adzić je d n ą  z n ich  aby przystaw ała w zględem  
jednej z figur jednok ładnych  drugiej.

II "  R ó w n a n i e  o g ó l n e  k r z y w y c h  j e d n o k ł a d n y c h  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d a n e j .

60?t. Jeżeli rów nanie krzywej je s t danem  w spó łrzędnych  b iegunow ych, będzie

(1) f ( p ,  w) - 0 ,

i jeśli się przypuści że b iegun jest środkiem wspólnym podobieństwa, rów nan iem  ogólnem  krzyw ych  
jednokładnych krzywej danej będzie

(2) f{kp,  w ) = 0 .

W rzeczy sam ej, je ś li w eźm iem y jak iko lw iek  pun k t M' na p rom ieniu  wodzącym  odpow iednyin  
kątow i u, i jeśli się oznaczy przez p i p' odległości PM i PM', m a się

— = y ,  albo p = A V ;  
p A:
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poniew aż kyt &> zachow uje też sam y w artość , rów nan ie  (1) stanie się

f(k p ,  w) =  0 ;

je stto  zwiyzek między spółrzędnem i w i p' jakiegokolw iek p unk tu  krzywej jednok ładne j. Znoszyc 
w skaźnik znajduje się  ró w n an ie  (2). W i ę c . . .

605. Niech będzie teraz rów nan ie , w  spó łrzędnych  p rosto lin ijnych , jakiejkolw iek krzyw ej 

(1) /{ar, y)  =  0.

Uważm y poczytek O jako  stanow iycy część uk ład u  utw orzonego przez krzywy dany, i oznaczm y 
przez x 0 i y 0 spółrzędne przez O' odpow iednego  pu n k to w i O i stanow iycego część uk ład u , u tw o 
rzonego przez jedna  z krzywych jednok ładnych  krzyw ej (1).

Niech będzie M(x, y)  jak iko lw iek  p u n k t krzywej danej i M'(V y')  punk t odpow iedny k rzyw ejjedno - 
k ładnej uw ażanej; jeżeli się złyczy OM i 0 'M ', p roste  OM i 0 'M ' m usza być rów noleg łe , i m usi się 
m ieć, jak im kolw iek  by nie były p u n k t M i jego  odpow iedny M',

(2)
OM

0'M ' “

Jeśli się odbije linie OM i 0'M ' na oś Oa.', rzu ty  sy w tym że sam ym  stosunku  jak długości tych 
prostych , m a się w ięc

m iOM
x ' —  x 0 O 'M 

O trzym a się tak sam o, rzucając na oś Oy

y  a  <OM f
?/' —  yo 0 'M '

W yciyga się z tych rów ności

x  =  k(x ' —  x 0) y  =  H y'  —  yo)-

Otóż x i y ,  k tó re sy spó łrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  krzywej danej, pow inny  spraw dzać rów 
nanie tej k rzyw ej; m a się w ięc

f(k[x' —  a?0), % '  —  yo)) =  0,
albo znoszyc w skaźniki :

13] f(k(x — x0), k(y —  y0)) =  0.

R ów nanie (3) je s t zw iązkiem  m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek p u n k tu  jak iejko lw iek  krzywej 
jednok ładne j krzywej d a n e j;  jestto  w ięc rów nan ie  ogólne krzyw ych jed n o k ład n y ch  krzyw ej (1).

Dla o trzym ania środka icspólnego jednoldadności krzyw ych (1) i (3), dość poszukać p u n k t zbiegu



dw óch prom ieni w odzących, takich  jak MM' i N.V, przechodzących przez dw ie pary p u n k tó w  od - 
pow iednycli.

K iedy się przypuści, że początek spółrzędnych jest środkiem  w spólnym  jednok ładności, potrzeba 
zrobić x„ =  0, 2/0 =  0 , i rów nanie ogólne krzywych jednok ladnych  krzywej (1) w eźm ie kształt 

prostszy

(4) f ilcx> ky) =  o.

U waga. Jeśli chcem y szukać w arunków  aby dw ie krzywe dane

(1°) f[x , y) =  0,

(2°) F(ar, y) =  0 ;

były  je d n o k ład n e m i, w eźm ie się ró w n an ie  ogólne krzyw ych jednok ładnych  krzywej (2°) na przykład , 
k tóra będzie

(3°) F (k(x  —  x 0), k(y —  ?/„)) =  0,

i w yrazi się że krzyw a (3°) zbiega się z k rzyw ą (1°).

W nosi się że krzyw e f  i F pow inny  być tegoż sam ego rzędu , i m ieć też sam e kierunki assym pto
tyczne.

Te w aru n k i są konieczne, lecz ogólnie nie są w cale dosta teczne, kiedy rzęd  krzywej je s t wyższym 
od dw óch.

606. P rzypadek w którym  równanie nie zawiera w sobie ja k  tylko  je d e n  param etr Unijny.

« Kiedy rów nan ie jakiejkolw iek krzywej nie zaw iera w sobie jak  tylko je d e n  p aram etr linijny, i 
» gdy żadna z linii figury nie była w ziętą za je d n o ść ; w szelkie krzyw e przedstaw ione przez to 
» rów nan ie  są jednok ładnem i, i początek je s t środkiem  w spólnym  p o d o b ie ń s tw a .

Niech będzie rów nan ie  tych krzyw ych

(C) f ( x ,  y ,  a) =  0,

gdzie a p rzedstaw ia m ia rę , odn iesioną do jak ie jko lw iek  je d n o śc i dow olnej, pew nej linii A. Po
niew aż żadna linia figury nie była w ziętą za jed n o ść , funkcya f  je s t  jed n o ro d n ą  w zględem  x ,  y ,  i a ; 
tak że

(1) f{ \x ,  ly ,  ).a) =  l mf ( x ,  y , a).

Uważmy je d n ą  z tych krzyw ych, k tóra odpow iada w arto śc i szczególnej a0 p a ram etru  a ; jej ró w 
nanie będzie

(Co) y , fo) =  o.

R ów nanie ogólne krzyw ych jednok ładnych  krzywej C0, początek  będąc środkiem  w spólnym  po 
dobieństw a, jest

(C') f ( k x ,  k y , a0) =  0.

Otóż «0 będąc w ybranym , m ożna zawsze założyć
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a0 i ,



«, będzie wyznaczoncm  jeżeli się daje A, albo odw ro tn ie  k  będzie w yznaczonem  jeżeli s ię  daje a , .  
Rów nanie krzyw ej (C') staje się w tedy

f[ltx, ky , Aa,) =  0,
a lbo, w edług  tożsam ości (1) :

(G) f{ x ,  y ,  a , ) = 0 .

Otóż to rów nan ie je s t dokładnie rów naniem  jak iejko lw iek  z krzywych G, o trzym anej przypisując 
dla a w artość szczególną a t . Jeśli k  jest dow olnem , a , będzie dow olnem ; to  jest że krzywe są je d n o -  
k ładnem i jednej z n ic h ; albo co w ychodzi na jed n o , one są jednokładnem i.

607. Ogólnie, przypuśćm y że potrzeba n  p aram etró w  Unijnych d la  określen ia w szelkich krzywych 
tegoż sam ego rodzaju , usunąw szy ich położenie na płaszczyznie; oznaczm y przez a, b, c, . . . m iary 
tych param etrów  za pom ocą jakiejkolw iek jedności dow olnej. P rzypuśćm y że się p rzyw iędło  rów 
nanie tych krzyw ych aby więcej nic zależało jak  tylko od tych p aram etrów , tak  że to rów nan ie  jesl 
kształtu

(G) f ( x ,  y ,  a , b , c , . . . )  =  0;

ono będzie jednorodnem  względem x ,  y ,  a, b, c , . . . ;  to je s t że

( I ) f ( l x ,  l y ,  Aa, Ab, Ac,. . . )  =  Xm(x, y ,  a, b , c , . . . ) .

U w ażm y jed n ą z  tych krzyw ych odpow iadającą w artościom  szczególnym  a0, b0, c„, . . . p a ram etró w , 
je j rów nan ie  będzie

(C0) f ( x ,  y , a0, b0, c0, . . .) =  0.

R ów naniem  ogólnem  krzyw ych jed n o k ład n y ch  krzyw ej C0, początek będąc środkiem  p o d o 

bieństw a, jest
(C') f{ k x , ky, a0, b0, c0, . . .) =  0.

Otóż, a0, b0, c0, .  . . będąc w ybrane , m ożna założyć 

2) a0 =  /ca,, 1>0 == Ab,, c0 =  Ac„ . . . ;

rów nan ie krzywych C' stanie się, m ając wzgląd na tożsam ość (1) :

(C') f{ x , y , a ,, b „  c „  . . .) =  0.

O tóżjestlo  w yraźnie rów nan ie jakiejkolw iek z krzywych (C), otrzym anej p rzypisując d la  a, b, c , . 

w artości szczególne a ,, bt, c„ . . . .

(i W ięc kiedy rów nan ie  jakiejkolw iek krzyw ej je s t przyw iedzione aby w ięcej nie zależało jak tylko 
n od param etrów  Unijnych, k lóre określa ją  zupełnie rodzaj krzyw ej, w szelk ie krzywe przedstaw ione 
i) przez lo rów nan ie  są jednok ładnem i i m ają za środek  w spólny podob ieństw a początek, jeśli się 
» zm ieni p roporcyonaln ie w szystkie param etry  lin ijne. »

608. Kiedy dwie krzyw e są jednokładne, styczne w  punktach odpowiednych są równoległe.

« W rzeczy sam ej, jeżeli IM i M\ N i N', są dw ie pary p u n k tó w  odpow iednych , p roste  MN i M'N' 
» są rów noleg łe . Otóż jeżeli p u n k t N zbliża się nieograniczenie do M, p u n k t odpow iedny N' zbliży 
» się także n ieograniczenie do M '; ponieważ p rom ien ie  w odzące są sta le rów noleg łym i; p rosie  MN 
» i M'N' pozoslaną rów nież ró w n o leg łem i; w ięc kiedy MN stanie się styczną, M'N' stan ie się także 
» styczną w M'; i rów noległość będzie jeszcze m iała m iejsce w gran icy . »

(>('6 ROZDZIAŁ VII.
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111° R ó w n a n i u  o g ó l n e  k r z y w y c h  p o d o b n y c h  do  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d a n e j .

609. Dwie krzyw e sy podobne kiedy je d n a  z nich może być przyw iedziona do przystaw ania z je d n a  
z jednok ładnych  drugiej.

Niech będzie krzyw a C, k tórej rów nanie jest

(1) (C) f ( x ,  y) =  0,

a C' krzywa podobna. W ed łu g  określen ia krzyw ych podobnych , krzywa C' może być przyw iedziony 
do złyczenia się z jed n y  z krzyw ych jed nok ładnych  krzywej C i odw rotn ie krzywy C m ożna przyw ieść 
do zlania się z jed n y  z jednok ładnych  C'. Można zawsze przypuścić że n ierozłycznie z krzyw y C p rze
nosi się osie Ox i Oy  rów noleg le do ich pierw otnego położenia aż p unk t O znajdzie się w  pew nym  
punkcie O’ ; i że w tedy obraca się osie około O' aż krzyw a G przyjm ie położenie C,, na jednej 
z krzyw ych jednok ładnych  krzyw ej C/; tak że G, je s t jednok ładny  G' rów ny G i że O1 jest w spólnym  
środkiem  podob ieństw a dw óch  krzyw ych G, i G'.

Przypuściliśm y że nierozłycznie z osiam i przeniesiono krzyw a G, rów nanie krzyw ej C[ w zględem  
now ych osi będzie w ięc jeszcze

(C .) A * ' ,  V') =  0,

cecha f  zostajyc tyż sam y, x ' i y' przedstaw iajy  spó łrzędne p u n k tu  Mj w zględem  now ych osi 
O'x', O y ; osie sy w zględnie ró w n e spółrzędnym  x  i y  p u n k tu  M w zględem  osi O#, Oy.

Możemy teraz uw ażać krzyw y C' jako  je d n y  z krzyw ych jed nok ładnych  Gj, nowy poczytek  będąc 
środkiem  w spólnym  pod o b ień stw a; tak  że rów nan ie  C', w zględem  now ych osi, będzie n u m e r (605).

(2) (C) f{kx ’, ky') =  0,

x ' i y ' oznaczajye spó łrzędne  p u n k tu  M', odpow iednego Mj. To rów nan ie  przedstaw ia w ięc 
krzywy C' odniesiony do  now ych osi O 'x ', 0 'y \  czyniycych kyt 0 rów ny  kytowi osi p ie rw o t
nych  Ox, Oy.

Dla odniesienia tej krzywej do osi p ierw otnych , oznaczm y przez « i g kyty O 'x1, O'?/', z O x, i przez 
x 0, ?/0) spółrzędne 9' w zględem  Ox  i O y, w zoram i przekształcenia sy

(3)

/  „____ „ i tf'wst(0 —  a )  - f -  y'w st(9  — ?)
i X -----Lo~\------------------------ tt;----------------  >l wstG

I , iE'wSt a 4 -  ?/'wsl €
; > = ! ' • + — s f — -

ze zwiyzkiem S—  a = 0 .
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Otóż krzywa (2) będąc odniesioną do now ych osi, w inniśm y przejść z now ych osi do daw nych , to 
je s t zastąpić x '  i y ‘ przez ich w artości w funkcyi x  i y .  Ze wzorów (3) wyciąga się

Podstaw iw szy te  w artości w  rów nan iu  (2), w nosim y że rów nan iem  ogólnem  krzyw ych podobnych  
do krzywej danej (1) je s t

/ 5\ f  Ł o  —  x u) w s t ( 0  4-a) - \ - y  — ? / „ ) w s t g  j  —  ( x — x 0) w s ia .4-(// —  y 0) w s t ( Q  —  „1 _ 0  

/ _ w s t O  ’ w s t 9

W  tem  rów naniu  w chodzą cztery nieoznaczone, k ,  x 0, y 0, a.

610. K i e d y  k r z y w a  j e s t  o k r e ś lo n ą  g e o m e tr y c z n ie  (n ie  z w a ż a ją c  n a  j e j  p o ło ż e n ie  n a  p ła s z c z y z n i e )  p r z e z  

j e d e n  p a r a m e t r  U n i jn y  ;  a lb o , co w y c h o d z i  n a  j e d n o ,  k i e d y  r ó w n a n ie  t e j  k r z y w e j  m o że  b y ć  p r z y w ie d z o n e m ,  

n ie z a le ż n ie  o d  j e j  p o ło ż e n ia  n a  p ł a s z c z y z n i e ,  a b y  w ię c e j  n ie  z a w ie r a ło  w  sobie j a k  t y l k o  j e d e n  p a r a m e tr  

U n i j n y , w s z y s t k i e  k r z y w e  te g o ż  sa m e g o  r o d z a ju  są  k r z y w e m i  p o d o b n e m i

Gdyż jakakolw iek  z tych  krzyw ych może. być przyw iedzioną do zlania się z jedną z je j je d n o k ład - 
nycli, num er (606). Tym  sposobem  koło je s t określone przez jego p ro m ie ń ; albo jego rów nanie może 
być przyw iedzionem  do kształtu

wszystkie ko ła są podobne.

P arabo la  je s t ok reśloną przez jej p a ram etr; albo, je j rów nan ie  m oże być przyw iedzionem  do kształtu

w szystkie parabo le  są podobne.

K iedy krzyw a je s t ok reśloną geom etrycznie (nie zważając na jej położenie na płaszczyznie) przez n 
p a ram etrów  U nijnych ; albo co w ychodzi na jed n o , kiedy rów nan ie  tej krzyw ej może być przyw ie
dzionem , niezależnie od jej położenia na płaszczyznie, aby nie zaw ierało w sobie ja k  ty lko n  para
m etró w  lin ijn y ch ; wszystkie krzywe tegoż sam ego rodzaju  będą podobne, k iedy  się przypisze dla n  

param etrów  w artośc i p roporcyonalne .

Tym sposobem , elipsa je s t określoną co do w ielkości przez d ługości je j o si; albo jej rów nanie 
m oże być przyw iedzionem  do kształtu

, _  (,r —  ff0)wst S — ( y  — y 0) wst(6 —  6) 
w st 0

—  (X —  « 0)w s t  a 4" (y  —  ?/o)w st(0  —  a) 
w st 9

x°- +  f —  R2 =  0;

y -  — - lp x  —  0;

w ięc w szystkie elipsy są podobne, kiedy ich osie są p roporcyonalne .

W niosłoby się podobnież że h iperbo le  są podobne kiedy ich  osie są p ropo rcyonalne .
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W a r u n k i  j e d n o k ł a d n o ś c i .

611. N iech b ęd ę  rów nania dw óch krzywych drugiego rzędu

(1) Ax2 +  2Bxy - f  C if- - f  2Dx - f  2Ey - f  F  =  0,

(2) A ,x2 +  2B ,xy +  C,y2+  2D,x +  2E ,y  - f  F , =  0.

Dla o trzym ania w arunków  jednok ładności tych  dw óch krzyw ych, w eźm iem y rów nan ie ogólne 
krzyw ych jednok ładnych  jed n e j z n ich , i w yrazim y że ona p rzedstaw ia tęż sam ą krzyw ę jak  d ruga.

Uważm y początek O jako  należący do uk ładu  u tw orzonego przez krzyw ą (1), i niech będą 0 '(x 0, y0) 
punk t odpow iedny w układzie u tw orzonym  przez je d n ą  z je j jed n o k ład n y ch , rów nan ie  ogólne krzy
w ych jednok ładnych  (1) będzie w tedy n u m er (605):

ki A {x  —  x 0)-f- 2/c2B(x —  x 0)(y  —  y0) /c2C(y — y 0) - +  2Dk(x —  x 0) 2 E %  —  y0) -(- F  =  0,
albo
(3) A x ^ B x y + C j / 2— 2 x (A x 0 - t-B ,y 0 -^ ) -2 y (B x 0+ C y „ — |j+ A x ;- } - 2 B .royo+ C i / ; - 2 DXo+ F 'Vo-{ -^ = 0 .

W yrazim y że rów nan ie (3) przedstaw ia tęż sam ą krzyw ą jak  rów nan ie  (2), o trzym a się

^ U q A x(, +  B//0— -  Bx0 - |-C y 0 —  -  Ax0 - |-  2Bx0y0 -j- CyJ— 2 "~j~——

A1 =  B t =  (Ti=  = D T  =  ^  =  Vl

Ma się tym  sposobem  p ięć  związków m iędzy trzem a nieoznaczonem i x 0, y 0, k ;  trzy pierwsze s to 
sunki nie zaw ierają żadnej z tych nieoznaczonych; m usi się w ięc m ieć naprzód

, , ,  A B C
Aj B, C ,’

Te w arunki są konieczne; one są także dosta teczne, gdyż przypuszczając je  spe łn ionym i, pozostaje 
trzy związki między trzem a nieoznaczonem i x 0, y0, /;; będzie m ożna zawsze je  wyznaczyć w  ten  spo
sób aby związki były spraw dzone. W ięc

A by dwie krzyw e drugiego stopnia były  jednokładnem i, potrzeba i  dość je s t aby spółczynniki wyrazów  
drugiego stopnia b y ły  proporcyonalne.

Można pow iedzieć jeszcze : potrzeba i  dość aby kierunki assymptotyczne były też same, n u m e r (530).

U w aga I. —  K iedy dwie krzyw e  (1) i (2) są dwa koła, zw iązki (5) są zawsze sprawdzone; w ięc dwa 
jakiekolw iek koła są zawsze jednokładnemi.

U w a g a  II. —  Dwie krzyw e jednokładne są zawsze tegoż samego rodza ju , to je s t albo dwie elipsy, albo 
dw ie hiperbole albo dwie parabole; lecz, chociaż należące do tegoż samego rodzaju, one mogą być różnemi.

Ma się, w rzeczy sam ej,
A _  B _  C

,  , u* c , - 1 ’
zkąd w ypada

B2— AC =  /2(B*— A ,C ,);

to  je s t że ilości (B2 — AC) i (B^ —  A A )  są jednocześnie dodatnem i, od jem n em i, albo zeram i.

77

§ II. —  ZASTOSOWANIE DO KRZYWYCH DRUGIEOO RZĘDU.
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U w a g a  III. A by dwie parabole b y ły  jednoldadne, potrzeba i  dość je s t aby ich osie b y ły  równoległe. 

W  rzeczy sam ej, krzyw e (1) i (2) będąc parabolam i, m a się

B G B C 
B2 —  AC =  0 , BJ—  A A ^ O ;  zkąd £  =  53’ A ; = B ; ’

Otóż jeśli się przypuści osie rów noleg łe , to je s t nu m er (577)

(2°).

(!•).

A
B

Aj
TTi ’ B B,

związki (5) będą  spraw dzone. Gdyż m ając w zgląd na rów ność (2), związki (1°) dają

C __G |. j  A ^ ___B ^___G .
B B ,’ A, B, C ,’

c. b . d. d.
612. Pow róćm y te raz  do rach u n k u  n ieoznaczonych x 0, y 0 i k. P rzypuśćm y że się o trzym ało związki

(6 )
A_ _  B_ _  C_ . 
A[ B] Ci

ró w n an ia  (U) k tó re  służą do w yznaczenia x 0, y0 i k  będą m ogły  się napisać

(7)

A sr0 - j -  B y 0 —  — XDj —  0 , li

Bx 0 -{- Cy 0 — j  -f- XEj =  0,

Ax \ 4 - 2 Bx 0y 0 +  C/y =  2 l)x» . ± E^  +  |  -  >F1= 0.

D rugie z tych  rów nań  m oże się up rościć  ob rachow ując dw a p ie rw sze ; odejm ijm y od trzeciego 
sum m ę dw óch pierw szych w zględnie pom nożonych  przez x a i y Q, zastąpim y uk ład  (7) przez nastę
pu jący  :

Aa'o 4 "  D*/o —  j -  4 "  ^-Di =  0,H

(8) B̂o 4" Gyo — 77 4" ̂ 1  —/i

j ;  4" + (/r+^Eî o — j j , 4"

P rzestaniem y na w yznaczeniu stosunku podobieństwu k ; w  tym  celu  w ystarczy w yrugow ać x 0 i y0 
m iędzy trzem a rów naniam i (8); w ypadkiem  z rugow ania będzie

(9)

A

B

B

C - J  +  XE.

r + » . f + > E .

=  0.
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Ten w yznacznik m oże się rozłożyć w  ten sposób na sum m ę dw óch w yznaczników  :

=  0 ;

611

A B D, A B D

B C E , 1 B C E

j^ +  XE,
li

Fi
k

F  +  )D‘
f  +  xE, F

k

rozkładając jeszcze każdy z tych w yznaczników , w ypadnie

A B Bi A B Di A B D A B D

1! C Ei B C Ei
1
k B C E

X
k B O E

XD, XEj F, D E 0 D E F D, E , 0

=  0.

D rugi i czw arty  w yznaczniki znoszę się i pozostaje

A B Di
_ 1

A B 1)

B C E f ~ IP B C E

XD, XEi F i D E F

albo nakóniec zastępujęc w pierw szej s tro n ie  A, B, C, przez XA, XB, >.G, m a się ostatecznie

( 10) P = x3- r = x3

A, Bi Di

Bi c „

D, Ei F,
A B D

B C E

D E F

laka jest wartość stosunku podobieństwa; można zawsze uczynić tak aby  X było dodatnem.

613. Już zauważyliśm y że dw ie k rzyw e je d n o k ład n e  drug iego  s topn ia , należę do tegoż sam ego 
rodzaju nu m er (315); w arto ść  (10) nam  pokazuje że jeżeli krzywe należę do jednak iego  rodzaju  
stosunek  podobieństw a k  je s t zaw sze rzeczyw istym ; jeśli krzywe należę do rodzajów ' różnych, 
stosunek  podobieństw a m oże być zerem  albo u ro jonym , gdyż w tedy  dyskrym inanty  A i A, sę z n a 
ków  przeciw nych n u m er (315).

W  przypadku paraboli, w artość  (10) k  b ierze ksz tałt prostszy.

Ma się, w  rzeczy sam ej,
A .A  =  (AC —  B2)(A F  —  D2) —  (AE — BD)2,

a ,, a , =  (a , c 1- b ;)(a 1f , - d ? ) - ( a 1e 1- b 1d 1)2;

otóż AC —  B2 =  0 ,fA jC i —  B? =  0 ; m a się w ięc

l  3 A (A ,E t — B,D,)2 .
/i2 ' A ,’ (A l i—  BD)2 ’
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albo m ając wzgląd na związki (6)
1 __4 _ ,o  AjEj —  B |D i .(11) -  —

'  k AE —  BD

stosunek jednok ładnośei je s t w tedy  rzeczyw istym .

11° P r z y p a d k i  s z c z e g ó l n e .

614. Rozbierzm y różne  przypadki gdzie stosunek  podob ieństw a może być zerem  albo urojonym .

Uważm y dw ie krzyw e

S - p + i = o -

Te dw a rów nan ia , m ając też sam e wyrazy drugiego s topn ia , p rzedstaw iają dw ie krzyw e jed n o - 
k ładne, początek  je s t środk iem  w spólnym  podob ieństw a; lecz stosunek  podob ieństw a je s t u ro jonym . 
Te dw a rów nan ia  przedstaw iają , w rzeczy sam ej, dw ie hiperbole sprzężone; one m ają też sam e assym 
p to ty ; lecz krzyw e nie są położone w  tym  sam ym  kącie assym pto t. Jeśli OM je s t p rom ień  w odzący 
odpow iedny  jak iem ukolw iek  punk tow i rzeczyw istem u pierwszej h iperbo li, ten p rom ień  spo tka d ru g ą  

h iperbo lę  w  jak im ko lw iek  punkcie u ro jonym  M', tak  że stosunek je s t zawsze urojonym .

615. Uważm y dw a rów nan ia

a2 b 2 

a2 b2

Te dw'a rów nania , m ając też sam e w yrazy drugiego stopn ia przedstaw iają dw'ie krzyw e jed n o k lad n e ; 
początek je s t środkiem  w spólnym  podob ieństw a, lecz stosunek podobieństw a je s t nieskończonym .

Dla w ytłum aczenia tego w ypadku, uw ażm y że pierw sze rów nanie przedstaw ia h iperbo lę , a d rug ie, 
dw ie p roste  k tóre są assym ptotam i tej h ipe rbo li. Jeśli się uw aża p rom ień  wodzący OM, on p rzecina

OM 
OM'

nieskończonym ; początek O je s t więc] p unk tem  odpow iednym  w szystkich punk tów  h iperbo li po ło -

assym pto ty  w jakim kolw iek punkcie M' zlew ającym  się z punk tem  O, tak  że stosunek  i™ , jest

żonych w odległości skończonej. Kiedy p u n k t h iperboli jest w nieskończoności, n iech będzie ten



01 c o
punk t, jak iko lw iek  pun k t N assym ptoty  odpow iadającej da — = 0 0 ; to  je s t że wszystkie

p u n k ta  jak iejko lw iek  assym ptoty  są w tedy  punk tam i odpow iednym i p u n k tu  h iperbo li położonego 
w n ieskończoności na tej assym ptocie.

616. Uważm y dw a rów nania
(1) j/2 _

(2) y2 =  a2;

te  dw a rów nan ia , m ając też sam e wyrazy drugiego stopn ia, przedstaw iają dw ie krzyw e jednok ładne . 

W idzim y że p ierw sza jest parabolą, a d ruga uk ładem  dw óch prostych  rów noległych do osi parabo li.

y
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M

\

Uważmy punk t 0  jako  należący do uk ładu  utw orzonego przez parabolę, i n iech będzie O'(x0, y 0) 
p u n k t odpow iedny w  układzie u tw orzonym  przez dw ie p roste  rów noleg łe . N iech będzie M p u n k t 
paraboli, M' p unk t odpow iedny na układzie dw óch prostych, i n iech będzie nakon iec

(3) 0*^ —  k-
OM ' —  ’

wyznaczm y w artości stałe x 0, y 0, k .

Ma się — x - ■ ■ -
X1 — x 0

znosząc w skaźniki

Ma się — — — =  &; ----------=  k, tak że rów nan ie  krzyw ych jednokładnych  krzyw ej (1) je s t,
x  — t fo y —  2/o

(y — yoY= j  ( * — ff0), ,v2 ~ y x ~~ 2'/o?/ +  + t  x° = ° ‘

Aby to rów nan ie  przedstaw iało  krzyw ą (2) po trzeba żeby było

2 Y)
(4) V o =  0, k = o o , g r . ^ - r 0 =  —  a2, a tem  sam em  x B =  oo.

P unk t 0 ' je s t w ięc w  nieskończoności na O r ,  i s tosunek  podob ieństw a jest n ieskończonym .
OMDla spraw dzenia tego w ypadku, oceńm y w prost stosunek P unk t O' je s t wyznaczonym  przez

rów nania y  =  0, z =  0 ; rów nan ie jak ie jko lw iek  prostej, przechodzącej przez pun k t będzie więc

y  =  Xz;

tóż jeśli się szuka przecięcia tej prostej z krzyw ą (2), znajduje się
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P u n k t O1 w nieskończoności je s t w ięc punk tem  podw ójnym  krzyw ej (2), to je s t że wszelka prosta 
przechodząca przez ten  p unk t, spotyka krzyw ą w dw óch  punk tach  zbiegających się z sobą ; a tem  

sam em  0'M ' je s t zerem ; w idzim y tym  sposobem  dla czego s to su n ek  - ^ j ;  je s t nieskończonym .

IIP  W a r u n k i  p o d o b i e ń s t w a .

617. Poniew aż wszystkie parabo le  są  pod o b n e , przeto  zajm iem y się w yłącznie krzyw em i m ającem i 
środki. W rócim y tu  do tej kw estyi już traktow anej w  num erze (610).

Możemy przypuścić je d n ą  z krzyw ych odniesioną do jej osi, tak że jej rów nan ie  je s t

(S) ę ± g - = o .a3 b-

N iech będzie S' d ruga krzyw a; jeśli ona je s t podobną do pierw szej, pow inno  się m ódz ją  zlać 
z je d n ą  z jednok ładnych  tej pierw szej. Otóż m ożem y n u m er (603) wziąć, za środek  w spólny podo
b ieństw a, środek  O krzywej S ; rów naniem  ogólnem  krzywych jed nok ładnych  S będzie w tedy

takiem  będzie także rów nan ie krzyw ej S ', k iedy się j ą  przyw iedzie do zlania się z jedną  z je d n o 
kładnych krzywej S, wziąwszy środek  O za środek w spólny  jednokładności. Lecz przez to przenie
sienie ksz tałt krzyw ej S' nie zm ieni się, i je j osie są w tedy.

zkąd w ypada 

■ 0 )

a j =  &2a2, b* =  F-b2;

1 . 
a-

b? 
b - '

W ięc aby dwie krzyw e drugiego stopnia, tegoż samego rodzaju, b y ły  podobne, potrzeba i dość je s t aby 

osie b y ły  proporeyonalne.

618. M ożemy w yciągnąć ztąd związek, k tóry  m usi is tn ieć  m iędzy spółczynnikam i rów nań  ogólnych 
dw óch krzyw ych drugiego rzędu , aby dw ie krzyw e były podobne.

P rzypuśćm y, co je s t zawsze pozw olonem , dw ie krzyw e odniesione do środka w spólnego, i niech 

będą rów nan ia

Aa.-2 -{- 2Bx y  -j-  G/y2 =  H,(1)

( 2 ) A(X2 -j-  2B 1x,j/ -)- C{ij2 =  H j.
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Aby te  dw ie krzyw e były podobne, potrzeba i dość żeby było

6 1 5

a, b; au bi, będąc d ługościam i ich  osi.

Lecz rów nania kw adratów  z osi krzywych (1) i (2) sy n u m er (580) :

f (AC —  B2).R'2 — H(A - f  C —  2B dos9).R  +  H2w st29 =  0,

(!)
( ( A A  —  B’).R2 — H,(A, +  Cj —  2B ,dos0).R  - f  H*wstJ0 =  0,

0 będąc ką tem  osi. Z tych rów nań  wyciyga się, m ajyc wzglyd na zwiyzki (3) :

(6)
(A  - | -  C —  2 B d o s O )2 _  (A , - | -  CC, — 2B,dos0)2 .

“--------- TTT--------  1AC —  B-

tak im  je st w arunek  aby dw ie proste  drugiego rzędu były podobne.

Sprawdza się natychm iast że zwiyzek (6) sprow adza się do tożsam ości w p rzypadkach  następu ją
cych, gdzie dw ie krzyw e sy :

1° Dwie parabole : w ięc wszystkie parabo le  sy podobne;

2° Dwie h ip e rb o le  rów noram ienne : w szystkie h iperbo le  rów noram ienne  sy p o d o b n e ;

3° Dwie h iperbole k tó rych  kyt assym pto t je s t tenże sam .

W reszcie zwiyzek (6) w yraża isto tn ie że styczna trygonom etryczna kyta dw óch  k ierunków  assym- 
p to tycznych m a tęż sam y w artość dla dw óch krzyw ych (1) i (2).

619. Uważmy naprzód że, jeśli się daje rów nania styczneczkow e dw óch krzyw ych, m ożna będzie 
rozpoznać przez uw agi następujyce czy te krzyw e sy jed n o k ład n e .

» Dla jakiejkolw iek stycznej pierw szej krzywej, m usi odpow iadać d la drugiej krzywej styczna 
« rów noleg ła ; i nad to  p roste  przechodzące przez pu n k ta  styczności odpow iedne, muszy wszystkie 
» zbiegać się w  jed n y m  punkcie; ten  punk t będzie środkiem  w spó lnym  jednok ładności n u m e r (608).»

M ożemy, w ed ług  tego, znaleźć rów nanie ogólne styczneczkow e krzyw ych jednok ładnych  ja k ie j
kolw iek krzywej danej

Niech b ęd ą  x 0, y 0, spó łrzędne kartezyańskie środka w spólnego O' podobieństw a krzywej (1) 
z jed n ą  z je j jednok ładnych , przenieśm y osie rów nolegle do ich p ierw otnego  położenia w  ten  punkt.

§ III. —  RÓWNANIE STYCZNECZKOWE.

f[u , ») =  (!.
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W edług  wzorów num eru  (356), m a się

(2) 1 ' '  zkądV
! » ■ = --------- -------------T ’\  u x0 4 -  vyo —  1

M =

V1

u 'x Q v 'y a —  1  ’

u 'x0 -J- v'jjo —  1

u, v , będąc spółrzędnem i p ierw otnem i, a u', v', będąc now em i spó łrzędnem i tejże sam ej prostej. 

R ów nanie krzywej (1), w zględem  now ych osi, będzie

(3 )
u v

u 'x 0 -)- v'y0 - j - 1 ’ u 'x0 -(- v'y0 +  14.77 =  0 .

Otóż jeśli u', v', są spó łrzędnem i jakiejko lw iek  stycznej do krzywej (3), spółrzędnem i stycznej od- 
pow iednej dla jed n e j z jej jednok ładnych  będą

ku ', kv ',

k  będąc stosunkiem  podob ieństw a; gdyż jeśli M i M' są punktam i styczności, m a się

Ob Oa 0 'M  ,
Ó b, =  0 ^  =  0 7M! =  * elC ' - '

W ięc rów nan iem  ogólnem  krzyw ych jednok ładnych  krzywej (3), będzie

ku! ku
(-'0 f \ k ( u 'a\k(u'xo - ) -  o) t 1  k(u'x0 -j— v'yo) —(- 1  

ta krzyw a znajduje się odniesioną do now ych osi.

=  0;

Jeśli, za pom ocą wzorów (2), odniesiem y do daw nych  osi, spraw dzim y że : 

Równaniem ogólnem krzyw ych jednokładnych krzyw ej (1) je s t

kv
(5)

/ __________ ku_
\(k  —  1 )[ux0 -J-

=  0,
> “l- H- 1 —i)(iwo vy<>) 4  i/

k  je s t s tosunkiem  podobieństwa; x 0> y0, są spółrzędnem i kar tezy ańskiemi środka wspólnego podobieństwa.

620. Zastosujm y tę  m etodę do poszukiw ania w arunków  aby dw ie krzyw e drugiej klassy

(1) Am2 +  Buy +  Cv- - f  2Dm - f  2Eu +  F  =  0,

(2)
były jed nok ładne .

A , m 2 - f  B,wo - f  CtV- 4 -  2Dxm 4 -  2E ,y  +  F , =  0,
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W edług tego co poprzedza, rów nan ie ogólne krzyw ych jednokładnych  krzyw ej (1) jest

/c2[Aw24 -  2Buy - f  Cu2] 4 -  2*[D«4 -  E u] [(A -  l)[ux0 4 -  vy0) 4 -1 ]  4 -  V[(k —  1)(ux0 4 -  vy0) - f  1]* =  o .

To rów nanie rozw inię te  staje się

/ 4 -  [AA:2 4 -  2k(k —  l)D z0 4 -  <* — 1 )2F x ’]u2 4 -  2 [AD 4 -  (k  —  l)Fa:0l«

(3) +  2[B/c2-{- k(k -  l)(D y 0 +  Ea:0) +  ( A - l ) 2F x0y0> y +  2[/cE +  (/£_ l ) F y 9]i> =  0.

( 4 _ [CA2 +  2k(k  -  l)E y 0 4 -  (k  -  l ) 2Fy5] v- 4 "  F  )
\

W yraźm y że rów nan ia (2) i (3) przedstaw iają też sam ą krzyw ą, m a się

n.\ F -  /cE +  (k ~  l)F//o _  kU +  (k -  1 )F.r0 _  C/c2 +  2k(k — l)Ey0 4~ (k -  1)2Eya 
Fi E, U, C,

_  B/c2 +  k(!c —  l)(D.y0 4 -  E«0) 4 -  (k —  l)2F®0y0 __ A/c2 4 -  2k{k —  l)Da?0 4 -  (k —  l)'2F x 0
B, —  A,

Przez w yrugow anie ilości x 0 i y 0, w yciąga się pięć związków (4) :

' FJ w  _  A ,F , -  DJ _  C,F, —  EJ _  B ,r ,  -  D ,E ,.
V F 2 AF — D2 CF — E2 B F — DE

to są dwa warunki konieczne i  dostateczne aby dwie krzym e  (1) i (2) b y ty  jednoktadne.

K iedy dw ie krzyw e odniesione są do ich środka, te w arunk i przyw iodą się do

g' __Bt ___Ct
1 A B C '

7 8



4

ROZDZIAŁ VIII

DOWODZENIE NIEKTÓRYCH TWIERDZEŃ OGÓLNYCH O KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH

1° L iczba  p u n k t ó w  k o n iec zn y c h  d l a  w y z n a c z e n ia  ja k ie jk o l w ie k  k r z y w e j .

621. Przez l"  m •*) p unk tów  m ożna ogólnie p rzeprow adzić jakąko lw iek  krzyw ą algebraiczną 

rzędu m . i jed n ę  ty lko .

W idzieliśm y w  rzeczy sam ej nu m er (36) że rów nan ie  ogólne stopn ia  m  zaw iera w  sobie 

W w yrazów , a tem  sam em  tęż sam ą liczbę spółczynników  A, B, C , . . .  Otóż to ró w 

nanie przedstaw ia tę sam ą krzyw ą, jeśli się je  pom noży lub  podzieli przez sta łą A ', na przykład ;
B C

przeto krzywa będzie w yznaczoną, jeśli się zna stosunki ..........; liczba tych stosunków  jest
A  A

row n$
'(m +  \){m  -f- 2)

—  1 albo - (- + -,>). Lecz w yrazić że krzyw a przechodzi przez jakikol-
2

w iek p unk t, je s tto  napisać że jej ró w n an ie  je s t spraw dzonem  przez spó łrzędne tego p u n k tu ; dać
B Cjakikolw iek p u n k t rów now aży w ięc dać jakikolw iek związek Iff” stopn ia  m iędzy stosunkam i —, ...
A  A

W ięc jeśli się wyrazi że krzyw a przechodzi przez m (m 4~ punk tów , otrzym a się in^ n ,>}

B Crów nań ls° stopnia między taż sam ą liczbą ilości n ieznanych — , — . P rzeto , zagadnienie otrzym a

ogólnie jed n o  tylko rozwiązanie.

U w a g a .  Przypuściliśm y że uk ład  linijny, k tó ry  wyznaczy spółczynniki rów nan ia jakiejkolw iek

krzywej przechodzącej przez ?n (vl i 3), punk tów  dow olnie w ybranych  m iał ogólnie je d n o  tylko

rozw iązanie. Ten w niosek byłby słusznym  jeśliby  spółczynniki uk ładu  były zupełnie d o w o ln y m i; 
lecz rzecz się m a inaczej, gdy spółczynniki jakiegokolw iek z tych rów nań  będą

^o~xyo,



Otóż, ponieważ ilości x 0, y 0, są dow olne, spółczynniki rów nan ia  m ają  między sobą stosunki 
w idoczne. Je s t w ięc koniecznem  uzasadnić w  sposób ścisły to ważne podanie. Oto dow odzenie które 
przedstaw im y.

D ow iedziem y że jeśli podanie jest praw dziw em  dla jakiejkolw iek krzywej rzędu  (m —  1), ono jest 
koniecznie praw dziw em  dla jakiejkolw iek krzywej rzędu  m.

R ów nanie ogólne jakiejkolw iek krzyw ej rzędu m  m oże się napisać

DOWODZENIE NIEKTÓRYCH TWIERDZEŃ OGOLNYCU O KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH. 619

(1) F  =  f m(x , y) -f- <p _ i(x , y) 4 -  y)  +  . . .  +  y iO , y )  + 1  =  0,

p r z y p u s z c z a ją c  ostatni wyraz rów ny jedności, to je s t przypuszczając że krzyw a przechodzi przez 
początek. Ogół w yrazów  następu jących  po funkcyi f m[x , y ) jest p ierw szą s tro n ą  rów nan ia  ogólnego 
jakiejkolw iek krzywej rzędu (m  —  1).

( j y i  I \ \ ( y n  1 2^  t n ( i T i  ~ I 3 ^

Niech będzie M =  -— ' 1 ---------—  1 =  — ~ ~ — w yraźm y że krzyw a P  przechodzi przez MJL • JL | *
punktów  danych , o trzym am y M rów nań  kształtu  :

(2) y , i ) 4 - G i= 0 ,  t =  1, 2 , . . . ,  M.

F unkcye Gi zaw ierają w sobie

(m - l ) ( m  +  2) 
i i  2

stałych k tó re  należy w yznaczyć; stałe pozostałe, których liczba je s t

Mo albo
m(rn 4 -  3) • (m —  1 ){m 4-. 2)

2 2
, albo ( m 4 - l ) ,

będą stałe k tó re  w chodzą w  funkcyę »m(x, y ) .  To założywszy, w eźm y M, p ierw szych rów nań  (2), 
o trzym a się układ

(3) Gt 4 ” Vi)—  Oj G-2 4 - f m ( x 2 , J^) == 0 ,. . ., G M, 4“ > 2/Mi)= : 0 !

otóż ten  uk ład  przypuści jedno  rozw iązanie [skończone i w yznaczone. W  rzeczy sam ej, w yznacznik 
uk ładu

G1 =  0, G2, . . . ,  GMi =  0,

nie jest zerem ; gdyż to są rów nania służące do wyznaczenia krzyw ej Gt rzędu m  —  1, przechodzącej 
przez M, punk tów  danych , i w edług  założenia przyjętego, ten  uk ład  m a je d n o  rozw iązanie skończone
i wyznaczone.

W ięc w yznacznik uk ładu  (3) je s t  różnym  od zera.

T ym  sposobem  w artości na Mi pierw szych stałych będą  w yznaczone i skończone.

Podstaw iw szy teraz w artości tym  sposobem  otrzym ane w  [m 4~ 1) osta tn ich  rów naniach  (2), przy
puściwszy

?m{x, y) =  A0xm 4-  A ixn-'ij 4 -  A 2X“ ~ 2y 24 -  • • • +
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otrzym a się (w -j- 1) rów nań  kształtu  następującego  :

(h) A0(a.'" -f- A2(x“~’y f- j-y ,) - |-  • • • - ( -  Amfy* -f- h) -)- /<■•= 0,

i J—  M j- j -  1 ,  M ;

A0, A l t . . .  Am są ( m - (-1 ) sta łych , k tó re  pozostają do w yznaczen ia ; « ,  & , . . .  'n, la, są ilości znane, 
skończone, k tó re  zależą od spółrzędnych na Mt p ierw szych punktów , lecz k tó re  są zupełn ie  n ie za 
leżne od spółrzędnych  na (w 1) osta tn ich  pu n k tó w , k tóre to  spó łrzędne są jedynem i w chodzącem  
w yraźnie w  uk ład  1) rów nań  (4). Otóż w yznacznik uk ładu  (4), to je s t

-f- «, ar"i/i-j- 6<,. . .  y ” -}-

nie je s t zerem ; gdyż ten  wyznacznik rozk łada się na sum m ę w ielu  w yznaczników , takich jak

+ yr +

Pierw szy w yznacznik nie je s t zerem , poniew aż on je s t rów nym , w ed ług  w zoru Y a n d e r m o n d a  ilo 
czynowa z różnic (xiy t — x ky i ) ; co się tyczy innych , dających  zera albo nie zera, one n iedają  się przy
w ieść do p ierw szego poniew aż ilości ai, ? i , . .  .n ie  zależą bynajm niej od spó łrzędnych , k tóre figurują 
w pierw szym  w yznaczniku.

W ięc podanie w ysłow ione je s t dow iedzionem .

Dowiedziem y że uk ład  o k tó rym  m ow a przyjm uje ogólnie je d n o  rozw iązanie skończone i w yzna
czone, jeśli znajdziem y jed en  p rzypadek  dla którego to  m a m iejsce.

Otóż, dajm y sobie (m -f-1 ) innych  punk tów  na trzeciej p roste j D3; i tak  n a s tę p n ie ; i nakoniec dw a 
punk ta  na mui  prostej Dm. Damy sobie tym  sposobem

albo
m  - j - 1 )[m - |-  2)

2

pu n k tó w ; w reszcie uk ład  m  prostych  D „ D3, . . . ,  D,„, stanow i układ m uf  rzędu (albo krzyw ą zło
wi (m -j-  .V

. Leczżoną m“g° rzędu) przechodzący przez wszystkie p u n k ta  dane k tórych  liczba je st

układ tych  m  p rostych jest przedstaw iony przez jak ieko lw iek  rów nanie mue°, s topn ia , k tó rego  
wszystkie spółczynniki są skończone i w yznaczone, gdyż m ożna napisać bezpośrednio  to rów nan ie . 
Otóż rów nan ie  ogólne m us° rzędu będzie m ożna w idocznie zidentyfikow ać z tym  rów nan iem  szcze- 
gó lnem , i ztąd się w yprow adza dla spółczynników  w artości skończone i w yznaczone. W ięc uk ład

ogólny o k tórym  m ow a przyjm ie, dla punk tów  k tó re  dopierośm y w ybrali, je d n o  rozw ią

zanie skończone i w yznaczone.

A fortiori, będzie toż sam o m iało m iejsce gdy te punk tów  pozostaną zupełnie dow olne.



622. K w estya może p rzedstaw iać niepododieństwo, w  razie k iedy  nie m ożna przeprow adzić krzywej 

w łaściw ie zw anej m tes° rzędu  przez W(OT 3). punktów  danych. Nazwiemy krzyiuą właściwie nazwaną 

ml's° rzędu, krzywy k tó re jr ów nanie nie jest rozkładalnem  na czynnikiw ym ierne.

Przypuszczamy tw ierdzenie następujyce które je s t w niosk iem  bezprośrednim  podań  uzasadnionych 
w  teoryi rugow ania :

Dwie krzyw e stopni względnych  m  i  n przecinają się w  m n punktach, rzeczywistych albo urojonych , 
w odległości skończonej albo w nieskończoności.

To założywszy w ysłow im y podan ia  następujyce :

Pomiędzy -—— punktam i danym i aby wyznaczyć krzyw ą rzędu  m , nie powinno sio mieć luięcej

od m p na krzyw ej rzędu  p

Aby można b 

było więcej joli

D O W O D Z E N I E  N I E K T Ó R Y C H  T W I E R D Z E Ń  O G Ó L N Y C H  O  K R Z Y W Y C H  A L G E B R A I C Z N Y C H .  6 2 1

i

Aby można było przeprowadzić krzyw ą  m ,eE° rzędu p rzez  m ,)~r  punktów danych, potrzeba żeby

na krzyw ej plr8° rzędu  (p <  m)

[p —  l) (p  
mp —  --------- —-^ 2 1 ]

Pierw sze podanie je s t w idocznem ,gdyż je s t rzecz n iepodobna aby dw ie krzywe m “g° i p ^ g «  stopnia

m iały więcej jak  m p  punk tów  w spólnych . Jeśli, p o m i ę d z y p u n k t a m i  danym i, je s t w ięcej

od mp  na krzywej rzędu p, jedyny  uk ład  mtcs° stopnia, k tóry  będzie m ożna przeprow adzić przez 
wszystkie punk ta  dane , składa się z krzywej p tee° stopn ia o k tórej m ow a, i z jak iejko lw iek  krzywej 
(m —  p)*-so stopnia przechodzycej przez punk ta  pozostałe. Ta osta tn ia  krzyw a będzie m ogła być nie
oznaczony, jeśli liczba punk tów  pozostałych je s t niższy od liczby punk tów  k tóry  po trzeba m ieć, aby 
wyznaczyć krzywy [m—p )cntcs0 rzęd u ; co w łaśn ie m a m iejsce, kiedy p  je s tró w n e m  albo w yższem od 3.

Aby dow ieść drugiego podan ia, przypuśćm y że na krzyw ej rzędu p , je s t jeden p u n k t w ięcej jak
( p — 1)(p —  2)1 . . I  [ p —  l)(/>—  2 , , \  

m p  —  -------- ^ -------- - t. j .  [ m p -------------- y -----------1-  1 ) punktów .

Liczba pun lów  pozostałych będzie

p2!2L±£> _  mp + O’ ~  'JE ~  ż> _  , 1 ,„b0 —  — /> +  »).
L  -  ^  j  “

Otóż, przez te osta tn ie  punk ta , będzie m ożna przeprow adzić krzywy albo uk ład  (m.— p)‘es° rzędu, 
ponieważ jestto  w yraźnie liczba punktów  w yznaczajyca krzywy tego rzędu.

Ta krzywa (m — p )“*° rzędu  tworzy z krzywy pus° rzędu o której m ow a, uk ład  mtcs° rzędu, prze- 

chodzycy przez wszystkie punkta dane. A poniew aż  ̂ punk tów  wyznaczajy ogólnie jedyny

układ tntes° rzędu, w idzim y, że jeśli nie je st nieoznaczoność, będzie m ożna przeprow adzić krzywy
m(m  -1 -3 ) ,

w łaściw ie zwany mus° rzędu  przez •------ -------  punk tów  danych .

623. Nnkoniec, kw estya dana m oże przedstaw iać nieoznaczoność ;  gdyż rów nan ia  p ierw szego stopnia 
k tóre m a się do rozw iązania mogy tw orzyć uk ład  nieoznaczony. T w ierdzenie następujyce daje zna
czenie geom etryczne tego w ypadku.



rm (m  - (-3 )  ~]
Przez j - — ------------ 11 punk tów  danych m ożna przeprow adzić niezliczone m nóstw o krzywych

inuB“ rzę d u ; wszystkie krzyw e mus° rzędu , przechodzące przez te p —— 'J- —  l j  punk tów  sta łych , 

przechodzą także przez —----- ----------- — innych punk tów  stałych.

Przypuśćm y że się daje liczba p u n k tó w  m niejsza o je d n o ść  jak  liczba k tó rą  po trzeba m ieć dla wy 
znaczenia krzywej rzędu m , to je s t

_  m(m  - f  3) _
—  2

Przez N punktów  danych przechodzi niezliczone m nóstw o krzyw ych m“e° rzędu; n iech  będą

f —  0, <p =  0, 

rów nania dwóch tych krzyw ych szczególnych; rów nanie

(1) F  =  /- +  X? = 0 ,

gdzie > je s t stałą dow olną, będzie rów naniem  ogólnem  krzyw ych mtes° rzędu przechodzących przez 
N punk tów  danych. W  rzeczy sam ej, jakakolw iek  krzyw a mtes° rzędu, przechodząca przez te N 
p unk tów  będzie zupełn ie w yznaczoną kiedy się ją  przeprow adzi przez pun k t dow oln ie w ybrany ; 
otóż będzie m ożna rozporządzić stalą w sposób aby krzywa przedstaw iona przez ró w n an ie  (1) 
przechodziła przez pun k t w ybrany ; w ięc rów nan ie (1) może przedstaw iać w szystkie krzyw e mtes° rzędu, 
przechodzące przez N punk tów  danych. Otóż, kształt rów nan ia (1) nam  pokazuje że jakąko lw iek  by 
nie była w artość n i  / ,  krzywa F przechodzi przez m- punktów  przecięć stałych f —  0, » —  0. Ta 
krzyw a przechodzi w ięc naprzód przez N pnnktów  danych  i nad to  przez

~m{m -f- 3) A~] (m_—  l)(m  —  2)
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innych punk tów  sta łych , w spólnych także d la  krzywych f  i y.

Szereg krzyw ych przechodzących przez N punk tów  danych  tw orzy co się zowie p ęk iem ; m2 p u n k 
tów  w spólnych dla wszystkich tych krzyw ych stanow ią podstawę pęku.

U w a g a  I. W idzim y przez to  jakim  sposobem  nieoznaczoność będzie m ogła się p rzedstaw ić  gdy się da

m OT punk tów  d la w yznaczenia krzyw ej inus'’ rzędu.

W ystaw m y sobie, w rzeczy sam ej, że przez J — ^^ —  1 j  tych  punk tów , przeprow adza się

dw ie krzyw e m u s °  rzędu , / ‘ i ę>; te  dw ie krzywe p rze tną  się w  —̂----- - j —----- — innych p u n k ta c h ;

otóż, otrzym a się nieoznaczoność, jeśli ostatn i z punk tów  danych jest jak im ko lw iek  z tych
( m  —  \  ) ( m  —  2  
---------------^ --------------  p u n k t ó w .

U w a g a  II. Dwie krzywe m iee °  rzędu przecinają się w  m -  p u n k ta c h ;: lecz m - p u n k tó w  dow olnie 

w ybranych , nie. będą przecięciam i dw óch krzyw ych m us °  rzędu. Gdyż jeśli w eźm iem y — — 1 j 

punk tów , pom iędzy punktam i danym i, wszystkie krzywe m “ s °  rzędu przechodzące przez punk ta



• (m —  i ) ( m - -  2) . . I m —  1 )(m — 2) w ybrane, otrzym ają w s p ó ln ie ----------- ^----------- punktów  zupełnie w yznaczonych; te ----------- ^------------

punk ta  nie zbiegną się w ięc w cale z punktam i pozostałym i i w ziętym i dow oln ie .

624. Z tw ierdzenia poprzedzającego, w yciągniem y to inne podanie :
Jeśli pom iędzy  m 2 punktam i przecięć dwóch krzyw ych  m tes° rzędu, m p z tych punktów są nu krzyw ej 

pentego rzędu (p będąc m niejszem  jak  m), m(m — p) pozostałych będą na krzyw ej (m — p)entcgo rzędu.
(m — p)(m — p -j-3 )

W  rzeczy sam ej, m [ m — p) >  -------------^------------  ; w ięc, pom iędzy punk tam i pozostałym i, możemy

. A m  —  p)(m  —  p  -I- 3) . . . ,  , .
ich wziąć '------------- -------------- , i przeprow adzić krzywą [m — pymcgo rzędu przez te  p u n k ta  w ybrane ;

ta  osta tn ia krzyw a, łącznie z krzyw ą p enies° rzędu o k tórej m ow a, tw orzy uk ład  m ,es° rzęd u ; ten układ 
przechodzi przez

' ,1(" - ' ’  +  3 )]  a lb o  +  ’ > .- • ) ]

\

pu n k tó w ; otóż ta osta tn ia liczba je s t wyższą albo przynajm niej ró w n ą _ ) —  . w jęC uk ła(j

utw orzony przejdzie przez wszystkie inne p u n k ta , to je s t że on zawrze w sobie m- punk tów  przecięć.
I ponieważ krzywa p  nie może przecinać krzyw ej rzędu m w  więcej od mp punk tów , m (m — p) 
innych  przecięć układu z jedną  z krzywych rzędu  m  znajdą się na krzywej rzędu (m  — p).

N . B . Podanie num erów  (623), (624) dadzą się zastosow ać do przypadków  w  których  krzyw e 
m ,es° rzędu nie są krzyw em i w łaściw ie zw an em i; gdyż dow odzenie nie przypuszcza nic o kształcie 
funkcyi f  i y.

625. Jako zastosow anie tw ierdzenia poprzedzającego, dam y podanie następu jące  :

Jeśli wielokąt o 2m bokach je st wpisany w koniczną, 111(10 — 2) punktów , w których kaicly bok nie
parzysty  przecina boki parzyste nieprzyległe, będą na jak iejko lw iek krzywej (m  —  2 ) ics° rzęd u ,

Boki n ieparzyste, z jednej strony, i boki parzyste z drug iej, m ogą być uw ażane jako tw orzące dw a 
uk ład y  mtes° rzędu , każdy uk ład  jest złożony z m  p rostych . Te dw a układy  przecinają się w  m2 punk 
tach , gdyż każdy bok nieparzysty m a dw a boki parzyste przyległe i [m —  2) n ieprzyległych. Te m2 
punktów  zaw ierają w  sobie, naprzód w ierzchołki w ielokąta, potem  rn[m — 1) punk tów , k tóre są 
przedm iotem  tw ierdzenia. Lecz, poniew aż 2m  w ierzchołków  są na jak ie jko lw iek  konicznej, m[m —  2) 
innych punk tów  będą , w edług  tw ierdzen ia poprzedzającego, na jak iejko lw iek  krzyw ej (m  —  2)‘e«° 
rzędu.

Tym  sposobem , kiedy się uważa sześciokąt w pisany  w jak ąk o lw iek  koniczną, p u n k ta  przecięcia się 
boków przeciw ległych są w  linii prostej ( Twierdzenie P a s c a l a ) .
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11° L iczba  stycznych  k o n iec zn y c h  dla  w y z n a c z e n ia  ja k ie jk o l w ie k  k r z y w e j .

626. Uwagi rozw inięte w num erach  poprzednich  dają się zastosow ać do przypadku w  któ
rym  się wyznaczy jakąkolw iek  krzywą przez je j rów nanie styczneczkow e, to je s t związek m iędzy 
spółrzędnym i jakiejkolw iek z jej stycznych. Przypuśćm y że rów nanie je s t stopnia n, to je s t ze krzyw a 
je s t n‘>j k lassy; rozum ow ania powyższe m ogą się pow tórzyć słowo w słow o podstaw iając proste za 
p u n k ta ; co pom iniem y, w ysławiając tylko tw ierdzenia do k tórych  zostaje się przyw iedzionym .



1° Mając dane prostych, m ożna w ykreślić ogólnie krzyw ą n,eJ klassy i je d n ą  tylko, do-

, . . , n ln  - f -  3 )  
łykającą się tych ~----- prostych.

2° Dwie krzywe, których klassam i w zględnem i są m  i n, m ają rnn stycznych w spólnych.

Ylfyi_l_ 3)
3° Pom iędzy - —-—-  stycznem i daneini dla wyznaczenia krzyw ej n,eJ klassy, nie pow inno  się m ieć 

więcej jak  nq dotykających się krzywej klassy q.

y\ ( yi —I_3 )
4° Aby m ożna było w ykreślić krzywą n“J k lassy d o ty k a ją c ą ----- ^-----  prostych danych, n ie potrzeba

żeby było więcej jak
-Hy _ ( , - ! ) ( ,  - 2 r >

dotykających się krzywej q,cj  klassy (q <  n). '

5n Mając danych J —  1 J  prostych, m ożna w ykreślić niezliczone m nóstw o krzywych

nlei  klassy, dotykających się w szystkich prostych d a n y c h ; wszystkie krzywe nieJ klassy, dotykające się
1 (n —  \ \{n  —  1) .

1 p rostych danych, dotykają się jednocześnie ---------- ^----------  innych prostych

stałyc .

6" Jeśli, pom iędzy n2 stycznem i w spólnem i dw óch  krzyw ych n “J k lassy , je s t nq dotykających się 
krzywej q“j  klassy (q będąc mniejszem  jak  n ); n[n — q) stycznych pozostałych  do tkną się krzywej

klassy nq.

7° Jeśli w ielokąt o 2n w ierzchołkach jest opisanym  na krzywej d rug iej klassy (albo konicznej); 
n(n — 2) p ro sty ch , łączących każdy w ierzchołek n ieparzysty  z w ierzchołkam i parzystym i nie przy- 
ległem i, do tykają  się krzywej [n —  T)siej  klassy.

Tym  sposobem , kiedy sześciokąt je s t opisanym  na jak iejko lw iek  konicznej, trzy  przekątn ie łączące 
w ierzchołki przeciw ległe (1, 2), (2, U), (3, 6), spotykają się w je d n y m  punkcie. (Twierdzenie 
B rianchona .)

111° Twierdzenie Newtona.

627. Jeśli, przez jakikolw iek punkt O, poprowadzi się dwie cięciw y przecinające krzyw ą  m le8° rzędu 
iv punktach R |, R2, . . .  R„,; Sj, S2, . .  . Sm ; stosunek

0H | . O B , . . ..  0R„,
OS, . OS-2 . . . .  OSm’

pozostanie sta łym , jalciemby nie było położenie punktu  O, byleby k ierunk i l in i i  OR, OS, pozostały 
też same.

(N ewton : Enumeratio linearum tertii ordinis, anno 1706.)
Niech będzie rów nanie krzywej

(1) y) - j -  <fm[x, y) - ( -  <pm_i(x, y) -j-  . . .  =  ();
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oznaczm y przez x  i y  spółrzędne jakiegokolw iek punktu  M na 011; przez p odległość OM ; przez 
x 0, yo, spółrzędne p u n k tu  O ; otrzym a się w tedy num er (40), 5° :

(2 )

x  —  x 0 -j-  Xp,

y — y<> +  p-p;

X i [a z a l e ż ę  jedyn ie  od k ie runku  OR; tym  sposobem  w przypadku  osi p rostokątnych  otrzym a się 
X =  dos w, pt =  w st o?, u będęc kętem  OR z O*.

Zastąpiwszy x  i y  przez w artości (2) w ró w n an iu  (1), m a się

(3) f ( x 0 -[- Xp, yo +  f»?) —  ?m(x0 -f- Xp, y a ~f- w) ~t~ +  Xp, y 0 +  «.p) - j-  • • • = 0 ;  

albo rozw inąwszy przez wzór Taylora

( 4 )  p'"<pm(X) p.) -{- pm_1[x0 x?'m(X, f i) Ą- y0 Vf'mfi, f*)] “t-  • • • +  f(x0» 2/o) =  0

gdyż w idzim y, przez pierwszy stronę rów nan ia  (3), że wyrazem  niezależnym  od p je s t f[x0, y 0)- 

W ypada ztęd

(1°) O R ,. O tto..........ORm =  ± f{XQ< U o) 
ym(A, p.)

Oznaczywszy przez X', p , w artości stałych X, pi, d la  k ie ru n k u  OS, otrzym a się podobnież

f ( x 0,yo)
(2°) OS, .O S ,.........os,„ =  ±

f*')

Dzielęc stronam i te rów ności, w ypadn ie

OR,.ORj..........OR„
(5)

O S ,  . OS-2 _____O S n

'fm ( /  , fx )

Otóż d ruga strona  je st stałę , ponieważ ona je s t  niezależnę od xo i y0, k tó re  sę ilościam i zmien- 
nem i. Jeśli się przedstaw ia przez f ( x , y ,  z) p ierw szę stronę rów nan ia , zwięzek poprzedzajęcy będzie 
m ógł się napisać

O R ,.O R 2..........OR _  /(X', M.', 0)
U S ,  . O S o ............. O  Sm ~  / lx ,  p., 0)'(5 bis)

628. Jeśli przez dwa punkta  O i O' poprowadzi się dw ie jakiekolw iek lin ie  równoległe, przecinające 
krzyw ą  m le8° rzędu w  punktach 11,, R.2)...  R,„; R 't , R'2, . . . , R 'm; stosunek iloczynów to je st

O R ,. 0 R 2 .......ORm
0'R ',.0 'K '.>...... O'R'm ’

pozostanie s ta łym , jakimkolwielcby nie był kierunek wspólny dwóch cięciw.
( N e w t o n ,  idem). 
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Niech będzie zawsze

(1) f ( x ,  y ) = 9„,[x, y ) - { - tm - i{ x ,  y ) - f - ... =  o,

rów nanie krzyw ej. Oznaczywszy przez x 0, y 0; x '0, y '0 spó łrzędne punk tów  O i O '; X i ‘u. w artości 
stałych k tóre wyznaczają k ie runek  prostych  O li i 0 'R ';  jeśli x  i y  są spółrzędnem i jak iegokolw iek  
p unk tu  M na OH, i jeśli 0.\l =  p, o trzym a się n u m er (60), 5°:

l x  =  x u -\~ Xp,

)
\ y — y» +  p.6-

Podstaw iw szy te w artości w rów nan iu  (1), znajdzie się jak  poprzednio

(3) f*) -f- p»_I[ . . . ] + . . .  +  f[x o, y0) =  0.

W ypada z tego rów nan ia

(1°) OR). OR-,.. .  OR,,, == ±
jp,"(X, ft)

y  >
/

/  ,
/  °

/  r t

- X
c

W ykonyw ając tenże sam  rachunek  dla prostej 0 'R ', znajdzie się 

(2°) O 'R 'i.O 'R '.,.. .  0'R',,, =  4 -  5 x « : J n).
~  ?™(x, -)

Dzieląc stronam i te dw ie rów ności, w ypadnie

OR,.OR.2 . . .  QR„, _ f ( . c 0. >/„)
0 'R , ;0 'R '2 . r . 0 'R 'w 0, y '0)

Otóż d ru g a  s tro n a  je s t stałą , poniew aż punkta O i O' są stałe i że k iernnek  (X, p) dw óch prostych 
OR, 0'1V je st sam  zm ienny.

W ięc........

W  tem  tw ierdzeniu  i poprzedzającem , odcinki OR,, OR2, . .. są przedstaw ione co do w ielkości 
i znaku przez pierw iastk i rów nan ia  (3); pow inno  się tem  sam em  uw ażać je  za dodatne lu b  od jem ne 
w ed ług  tego jak  poczynając od p u nk tu  O, one są przebieżone w pew nym  k ie ru n k u  alko w k ie runku  
przeciw nym .

IV0 T w i e r d z e n i e  o  p o p r z e c z n y c h .

629. Przecina się krzyw ą  algebraiczną przez ivielokat ABC......  Jeśli przebiegając ten wielokąt
w pew nym  kierunku, wykona się iloczyn odcinków zawartych m iędzy wierzchołkami po sobie następu



ją c y m i i krzyw ą; potem, je ś li  się wykona ten sam iloczyn, przebiegając wielokąt w kierunku przeciw nym , 
iloczyny tym  sposobem otrzymane są równe.

( C a r n o t ,  Geometryą położenia.)

Niech będą Aj, B,, C ,.. .,  K, I I ,  w ierzchołki w ielokąta ; a.2, . . . a m m  punk tów  przecięcia się
boku AB z k rzyw ą; bu b2, ...... bm, p rzecięcia się boku  BC; clt c.>,.........cm, przecięcia boku CD;
k u k.2, ........km, przecięcia się boku KBi i nakoniec hl} h.2t..........hm, przecięcia się boku HA.

Oznaczywszy przez X a , y,r, x i ,  y x i , ,  yi,; spółrzędne w ierzchołków  w ie lo k ą ta , zastosujm y

A

B
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U

kolejno związek (8 bis) num eru  (435), zw iązek wreszcie będący w nioskiem  bezpośrednim  tw ierdzen ia 
Neiotona num er (628). Ma się

Aa,. Aa2... A a i)t ___ j  (Xa, y  <>').
B a^B a.j... Ba„, f[x i, yi’) ’

B b,.B b2.. .  B b m __f(xb, ?/*).
Cb1.Cb2... Cb,„ f(xc, yc)'

H h,.H h2...  llh m __f(x\,, .v/,)
A h,.A b2... A hm f{Xa, ya)

M nóżmy te  równości stronam i, w yprow adza sio ztąd tw ierdzenie w ysłow ione :

j t Aa,. Aa2.. .  Aa,„ X  Bbi.Bb.2... Bb,„ X  H h ,.H h2... H h,„__ i i •
A h,.A h2... Ah„, X  ll/i'i.lI/*2. Il/Cm X  • •• B a,.B a2... Bam

m usi się zawsze m ieć w zgląd na um ow ę przyjętą w zględem  znaku odcinków , znak m usząc zm ieniać się 
z k ie runk iem  przeb iegu ; p u n k ta  w yjścia albo początki są zawsze w ierzchołkam i w ielokąta.

(1) Jako  zastosow anie tego tw ierdzenia , dow iedźm y podanie następujące .

Jeśli krzyw a trzeciego rzędu ma trzy  punkta rzeczywiste przegięcia, te tr z y  punkta są w lin ii prostej.

Niech będą a, b, c; te trzy  p unk ta , i BC, CA, AB, styczne; zastosow awszy do tró jką ta  ABC tw ie r
dzenie Carnota, m a się

A a , . Aa2 . Aa3 . B b j . Bb2 . Bb3 . C c ,. (jC2 . CC3 .
A c ,. A Co: Ac3 . C b j. Ciio. Cb3. B a ,. Ba.. Bâ j 1



Otóż trzy punkta a ,, a2, a3, zlew ają się z c, na p rzyk ład ; b{, b>, b3, zlew ają się z a ; cl} c-i, c3> zle
wają się z b ; w ypadnie w ięc

(1) (A c. B a .C b)3 =  (A b . G a .B c)3, 

zkąd w ypada

(2) A c .B a .C b  =  (A b .C a .B e )  X  (1 , t, albo t2)

1, i , t1 będąc pierw iastkam i sześciennym i jedności.

Jeśli trzy punk ta  a, b, c, są rzeczyw iste, tró jk ą t ABC je st rzeczywisty jak  odcinki Ac, B a , ......., i
po tró jny  związek (2) pociąga za sobą, jako w niosek konieczny i jedyny , następu jący  :

(3) Ac. B a. Cb = + A b . Ca . Bc.

Otóż ten  ostatn i związek w yraża n u m er (57) że trzy p u n k ta  a, b, c są w linii prostej, gdyż um ow y 
w zględem  znaków  odcinków  są też sam e.

Lecz jeśli punk ta  a, b, c, są u ro jone, nie m ożna więcej tw ierdz ić  że zw iązek (3) w ynika koniecznie 
z rów ności (1), ani w nosić przeto, że trzy punk ta  a, b, c, są w linii p ro s te j.

W szelako zastosow anie tw ierdzenia o poprzecznych nas przywodzi tu  do tego w niosku w ażnego , 
to  je s t  że : K rzyw a trzeciego rzędu nie ma więcej ja k  trzy  punkta przegięcia rzeczywiste.

Gdyż jeśliby się m iało czw arty p u n k t rzeczywisty d, dow iodłoby się, jak  to  już  było w skazanem , że 
trzy punk ta  b, c, d , są w  linii prostej ; p rosta a, b, c, d, spotykałaby w tedy krzyw ą trzeciego rzędu 
w czterech p u n k tach , co je s t n iepodobnem .

U w a g a .  P. Mannheim  w yciągnął z tw ierdzenia Carnota w łasność następującą , tyczącą się krzy
w ych trzeciego rzędu .

Kiedy krzyw a trzeciego rzędu je s t razem icpisaną i  opisaną na trójkącie ABC, iloczyn z prom ieni 
krzyw ości odpowiadających wierzchołkom  A, B, G, je s t  równym sześcianowi promienia koła opisanego na 
trójkącie ABC.

(Zastosowanie A na lizy  i  Geometryi, przez P . P o n c e l e t ’a ,  stronnica 1 6 5 .)

V”

631. Jeśli się przecina krzyw ą rzędu m  przez jakąkolw iek poprzeczną, która ją  spotyka w  A j, A o,... A,„ ; 
ta poprzeczna przecina  m  assymptot w  m innych, punktach  a ,, a>, . . .  &m; te dwa układy punktów m ają  
tenże sam środek średnich odległości.

•(Newton, Enum eratio........ anno 1706.)

R ów nanie krzywej i rów nan ie  m  assym ptot m ają też sam e wyrazy mtes° rzędu i (m —  l ) " 1'^"  stopnia 
nu m er (526), rów nanie średnicy , odpow iadającej k ierunkow i a, będzie d la  krzyw ej i układu m 
assym pto t n u m er (548)

x  , a) -f- y  9y'm(l, a) -f- ?m _,(l, a) =  0,

średnica je s t  w ięc tąż sam ą dla krzyw ej i assym ptot.

Qtóż pun k t M, w  którym  poprzeczna p rzecina tę średn icę, je s t środkiem  średnich  odległości p u n k 
tów  Ai, A*2, . . .  A„„ i środkiem  p unk tów  « it a.2, . . .  am \ w ięc ....

AV krzywych drugiego rzędu, na przykład, poprzeczna MN przecina krzyw ą w dw óch punk tach

0 2 8  ROZDZIAŁ l i r .
♦



M i N których środkiem  średn ich  odległości je s t środek  I, i assym ptoty  w P  i Q ; I będzie ś ro d 
kiem P Q ; ztąd w ypada

MP =  NQ.
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632. Jeśli przez punkt sta ły , w zięty na płaszczyznie jakiejkolw iek krzyw ej rzędu  m, prowadzi się 
poprzeczną; i styczne w  punktach w których ta poprzeczna spotyka krzyw ą; jakakolw iek sieczna popro
wadzona przez punkt s ta ły , spotka krzyw ą w m  punktach i układ stycznych w m innych punktach ; środek 
harmoniczny tych dwóch układów punktów, będzie tenże sam.

( M a c l a u r i n ,  1719.)

Znajduje się, jako przypadek szczególny, tw ierdzenie poprzedzające dane przez Newtona, przypusz
czając że poprzeczna je s t prostą  w nieskończoności.

N iech będzie O pun k t spo tkania poprzecznej OL z sieczną O S ; n iech będą A ,!1,, A2T 2, . . .  styczne 
w  punk tach  A,, A2, . . .A >«, w k tó rych  poprzeczna spotyka k rzy w ą; szukajm y biegunow ej P P ' 
p u n k tu  O w zględem  krzyw ej, potem  w zględem  układu stycznych. P u n k t M tej biegunow ej na 
prostej OL będzie określonym  przez związek nu m er (429)

m __ ^  1
M — i OA?

W ystaw m y sobie przez p u n k t O sieczną OL', i niech będą A ',, A'-2, . . .  A'm jej punktn przecięcia się 
z krzyw ą; otrzym a się d rugi p u n k t M', biegunow ej p u n k tu  O w zględem  krzyw ej, zadość czyniąc 
związkowi p o d o b n em u ; prosta MM' jest w ięc b iegunow ą punk tu  O w zględem  krzyw ej.

W yznaczm y teraz b iegunow ą tegoż sam ego p u nk tu  O w zględem  uk ładu  stycznych .
P unk ta  A |, A2, . . .A m, należą do tych stycznych, punk t M należeć będzie także do biegunow ej 

szu k an e j; kiedy sieczna OL' obracać się będzie około p u n k tu  O w sposób aby przyszła zlać się z OL, 
pun k t M' opisze b iegunow ą w zględną dla k rzy w ej; lecz kiedy ta  sieczna przejdzie przez punk ta  n ie 
skończen ie sąsiednie A,, A», ...Am , te  p u n k ta  będą na krzywej i na stycznych; w tedy pun k t M' n a



leżeć będzie do biegunow ej w zględnej co do stycznych. W ięc pun k t O m a tęż sam ą b iegunow ą, bądź 
to w zględem  krzyw ej, bądź to w zględem  uk ładu  stycznych.

Teraz n iech będą a2, punk ta  w  których  sieczna OS spotyka k rzyw ą; i t u U, ... tm, p u n k ta  
w których ona spotyka styczne; środki harm oniczne w zględem  punktu  O tych dw óch uk ładów  
punk tów  num er (429) m uszą się znaleźć na biegunow ych p unk tu  O; otóż te dw ie b iegunow e zlew ają 
się, dzieje się w ięc podobnież ze środkam i harm o n iczn y m i; i m a się związek

1 1 L ___ L  —  1 ' 1 L I- ’*
(1) Oa^ +  ÓaT2 +  ••• +  Oa,„ —  OF, oT2 +  +  OTT/

« Tym sposobem  dw a układy punk tów , w yznaczone na krzywej i na układzie stycznych, m ają 
» tenże sam  środek harm oniczny w zględem  przecięcia się siecznej OS z poprzeczną stałą OL. »

633. P rzydam y podanie następujące :

Przez p unkt sta ły  P poprowadźmy styczne do jakiejkolw iek krzyw ej klassy n ;  niech będą t 2, . . .  t„ 
punkta styczności; punkt biegunawy jakiejkolw iek prostej PI, przechodzącej przez punkt P , będzie tenże 
sam, bądź to względem krzyw ej, bądź to względem układu  n punktów  t , , t2, . . . t „ .

Niech będzie P0 p u n k t biegunow y prostej P I w zględem  krzywej danej (C), P /0 Pć2, . . .  Pć„ będąc 
stycznem i poprow adzonem i do krzywej przez p u n k t P , p ro sta  PP0 zadość uczyni zw iązkow i 
nu m er (460)

n 1 , 1
( 1 )  H ------------

sty P0PI sty /jPI sty ć2PI

podobnież, jeśli 11 \, \t'.i są styczne poprow adzone do krzywej (G) przez pun k t I, m usi się
m ieć num er (460)

n 1 1
(2) / \ + -

sty P0IP sty / 'i lP  s ty fo ll’

1'i.

6 3 0  r o z d z i a ł  v i i i .

W yznaczm y teraz p unk t b iegunow y tejże sam ej prostej I1J w zględem  układu (C') n punktów  
(tl} t-i,...tii). P roste P / |,  P f2, ... są styczne poprow adzone z punk tu  P do tego uk ładu , i p rosta  łącząca 
p u n k t P  z p unk tem  biegunow ym  szukanym  P'„ m usi zadość uczynić związkowi (1); a tem  sam em , 
p u n k t P '0 je s t położony na prostej PP0. P roste  I th  .s ą  rów nież styczne poprow adzone z punk tu  I 
do  uk ład u  (C'), i p rosta  IP '0 m usi spraw dzać związek

n 1 , 1
( 3) H--------

sty P'„IP sty ć,lP sty <2IP 

Otóż jeśli przypuścim y że p u n k t I zbliża się n ieograniczenie do p u n k tu  P , pozostając na
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prostej PI, styczne w  układzie (C) przyjdą zlać się ze stycznem i krzywej p ierw otnej (C), to jest że 
punk ta  t 'i, t'.2, ... dążą złączyć się z t lt t2...

W ynika w tedy z porów nyw ania związków (2) i (3) że proste , przechodzące w zględnie przez P0 
i P'o i nieskończenie sąsiednie prostej P P 0, zlew ają się z sobą. W ięc p u n k t P '° zbiega się z P 0 
W ię c ...

Vll»

63lt. Gdy przecina się krzyw ą rzędu  m przez jakąkolw iek prostą i  (jdy się z m  punktów przecięcia  
poprowadzi styczne do krzyw ej, inne punkta przecięcia się tych stycznych z krzyw ą są na krzyw ej 
rzędu  (m — 2).

Niech będzie S =  0 rów nan ie  siecznej danej, rów nan ie krzywej będzie się m ogło położyć pod 
kształtem

(1) f[ x ,  y )  =  ).. 1 1 • rI 2 ••• Tm - |-  S- <f[x, y) —  0,

T i, T2, ...T», będąc  funkcyam i lin ijnem i; l  je s t sta łą i ?{x, y)  jakąkolw iek  funkcyą stopnia (ot —  2). 
Jakoż to  rów nanie zaw iera w  sobie

m (m -j- 3 
albo —  —

stalycli dow olnych liczbę dosta teczną aby módz zidentyfikowzć rów nan ie  (1) z rów naniem  krzywej 
d a n e j.

Dla spraw dzenia że się m a rzeczywiście tę  liczbę stałych uw ażtny, że się będzie m ogło podzielić

przez jakikolw iek ze spółczynników  tp(x, y), i o(x ,y)  zawrze w  sobie w tedy —------

stałych dow olnych ; w iloczynie fnnkcyi Unijnych, będzie się mogło rozłożyć na czynniki spółczynniki 
jednej ze zm iennych, y  na przykład ; każda funkcya lin ijna będzie w tedy kształtu ( y ~ \ - a x - \ - b )  i 
zawrze w  sobie dw ie sta łe  d o w o ln e; m a się w ięc liczbę całkow itą w skazaną.

To założywszy w idzim y że proste  T 4 =  0, T2= 0 , . . . ,  T ,„ = 0, są styczne do krzyw ej w  punktach 
w których one są przecię te  przez sieczną S =  0 ;  rn (m  —  2) innych punk tów  przecięcia się tych 
krzyw ych z krzyw ą F (x, y) —  0 są w idocznie położone na krzywej <f[x, y ) =  0 ; w ięc

W n i o s e k .  Jeśli się przypuści że p ro sta  S =  0 jest w  nieskończoności, w yprow adza się ztąd tw ie r
dzenie następujęce już  dow iedzione, n u m er (527) :

m (in — 2) punktów w których krzyw a rzędu  m  je s t przeciętą przez  m  assymptot są na krzyw ej 
rzędu  (m — 2).

635. Punkta przegięcia krzyw ej trzeciego rzędu są trójkam i w lin ii prostej.
Niech będą A i I! dwa punk ta  przegięcia k rzyw ej, i C trzeci p u n k t w  k tó rym  ta prosta  spotyka 

k rzy w ą; poprow adźm y styczne w A, B i C; trzy  inne punk ta  w k tó rych  te styczne spo tykają  krzywą

są w linii prostej w edług  tw ierdzen ia poprzedzającego. Otóż styczne w A i B będąc stycznem i p rze
gięcia, pu n k ta  w  k tó rych  one przecinają jeszcze krzyw ą są w zględnie w A i B ; w ięc trzeci punk t



w  którym  styczna w C przecina krzyw y m usi się znajdow ać na AB; on zbiega się w ięc z punk tem  G; 
to je s t że styczna w C przecina krzyw y w  trzech punk tach  zlanych z punk tem  C ; pun k t G jest 
przeto punk tem  przegięcia.

636. Jeśli przez punkt sta ły  S , poprowadzi się styczne do krzyw ej n lei klassy, i  gdy  T „  T2, ...T «  będą 
punktami styczności tych n stycznych;  n(n —  2) innych stycznych które będzie się mogło poprowadzić do 
krzyw ej p/rzez te n punktów, dotkną się krzyw ej klossy (n — 2).

W  rzeczy sam ej, oznaczyw szy przez S, T ,, T2 ... T« funkcye lin ijn e  na u i y, rów nanie ogólne 
krzywej n,eJ k lassy  będzie m ogło się położyć pod kształtem

(I)  f(u , t>,) =  X.T,T2 ... T„ +  S2?(u, y) =  0;

6 3 2  r o z d z i a ł  v i i i .

dow odzenie je s t toż sam o jak  w num erze (623). Otóż prosta łyczyca punk ta  S =  0, T[ =  0, do tyka się 
krzywej w punkcie T j = 0 ;  gdyż ona je s t styczny, ponieważ spółrzędne prostej przechodzycej przez 
te dw a punk ta  sprawdzajy rów nan ie krzyw ej. W reszcie rów nanie p u n k tu  styczności je s t

Uf'u0+ Vf 'v 0+ Wf"w0= {,> 

oznaczajyc przez u0, v0, iv0 w artości na u, v, w, znoszyce funkcye S i T ,. Otoż, jeśli się przypuści

T 4 =  aw -j- by -f" cw, 

znajduje się, podstaw iajyc, że rów naniem  p unk tu  styczności je s t

aw -|-b y -{ - cw =  0.

Tym sposobem  proste  ST ,, ST2, ...S T „ do tykajy  się krzywej w punktacli 11, T«.

Lecz przez punkt T t , m ożna poprow adzić (n — 2) stycznych różnych od T,S ; ich spó łrzędne m usz 

spraw dzać rów r.ania
T , = 0 ,  ®(w, w ) = 0 ;

będzie tak sam o dla innych punktów . W ięc, n(n —  2) stycznych k tó re  m ożna poprow adzić  do 
krzyw ej f ( u ,  y ) = 0  przez punkta T „  T2, . . .  T,„ dotykajy się ? (m, v) =  0, k tó ra  je s t klassy (n —  2).

Kiedy p u n k t S jest w  nieskończoności, styczne T ,S , T2S , ... stajy się rów noleg łem u

(636 t e ) .  Styczne zwrotu krzyw ej trzeciej klassy przechodzą trójkam i przez tenże sam punkt.

Niecli będy A i B dw a p u n k ta  zw ro tu , SA i SB styczne zw rotu. Styczne zw rotu  będyc n u m er («i85)

stycznem i p rostem i, m ożna przeprow adzić przez S, k tó ry  je s t różnym  od p unk tu  zw rotu , trzeciy
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styczny SC; SC będzie w tedy  styczny prosty, poniew aż przez jeden  punkt nie m ożna poprow adzić 
jak  trzy styczne. T rzy styczne poprow adzone w A, B, C, i lóżne od AS, BS, CS, pow inny  przejść 
przez tenże sam  p unk t, w edług  tw ierdzenia poprzedzajycegc.

Otóż punkt A będyc punktem  zw ro tu , trzy styczne poprow adzone do krzywej przez punk t A z le 
wajy się z AS n u m er (4 9 1 ); podobnież styczne poprow adzone przez p unk t B zlewajy się z B S ; 
przeto , trzecia styczna poprow adzona przez p u n k t C, k tó ra  m usi przechodzić przez tenże sam punk t, 
zlew a się z CS. W ięc, trzy styczne, poprow adzone przez p u n k t G, zlewajy się z soby; wreszcie 
styczna CS je s t styczny prosty ; przeto p u n k t G je s t punktem  zw rotu.

VIII"

637. Kiecly ( n - j-1 )  boków jakiegokolwiek wielokąta form y zmiennej obracają się około (n —j— 1) punktów  
stałych, pod czas gdy  n wierzchołków opisują  n krzyw ych rzęd ó w :  m „  m 2 ,  . . .  m „ ,  (n —)— 1 ) eT“ T w ierz
chołek opisuje krzyw ą rzędu 2m ,, m 2, ...  m«.

Newton dał przypadek nader szczególny tego tw ie rd zen ia ; a M aclaurinowi zawdzięcza się w ysło
w ienie ogólne (Transactions philosophiques, 1725).

Aby wyznaczyć rzęd krzywej op isanej, poszukajm y ile je s t punk tów  tej krzyw ej na tejże samej 
p rostej, majyc wzglyd na rzęd m nogości punktów .

W eźm y, dla w yjaśnienia rzeczy, w ielokyt o czterech bokach ; n iech będy P ,,  P 2,P 3, P4 cztery punk ta  
s ta łe ; i S ,, S2 S3, trzy krzywe stałe. Poszukam y w ilu  punk tach  krzywa je s t spotkany przez prosty  prze
chodzący przez punk t P4. Ta prosta spotyka krzywy S „  rzędu m i} w to, punk tach  («,, «2, ... a„„); łyczyc 
te punk ta  z p u n k tem  P , o trzym a się pęk »«, prostych . Każda z tych prostych  spotyka krzywy S2, 
rzędu m.h  w to2 pu n k tach  (6,, S i , . . . ,  6.»2) ; łaczyc wszystkie te p u n k ta  z punk tem  P2, otrzym a się pęk

z iloczynu m,m2 prostych. Każda z p rostych tego drugiego p ęku  spotyka krzywy S2, rzę Ju  m 3, w  m3 
punk tach  (y„ y2, . . . . ,  y,„3) ; łyczyc w szystkie te  punk ta  z punk tem  stałym  P 8, otrzym a się trzeci pęk 
złożony z m,m2TO3 prostych. Każda z prostych tego ostatn iego pęku spotka prosty w ybrany, w  jed n y m  
p u n k c ie ; te  p u n k ta  sy czw arte w ierzchołki tyluż w ielokytów  zadość czyniycych kwestyi. Otóż pęk 
z to,to2to3 prostych spotka prosty  P41) w  »«,)w2w3 p u n k ta c h ; m am y w ięc już  na tej prostej m iinims 
punk tów  m iejsca.

To będy w idocznie jedyne punk ta  różne od P4; pozostaje wiedzieć czy p u n k t P 4 stanow i część 
m iejsca, i jakim  je st jego rzęd m nogości. Zróbm y w ykreślenie w k ierunku  odw ro tnym , to je s t złyczmy 
P 4P3 ; ta  p rosta  spotka krzyw y S3 w ni3 pun k tach ; łyczyc te  p u n k ta  z p unk tem  P2, o trzym a się pęk

80
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0 m 3 p rostych. Ten pęk spo tka krzywy S2 w m.2m3 punk tach  ; łącząc te punkta z punktem  P 1; otrzym a 
się pęk z p ro s ty ch ; który spotka krzywy S, w  >w,t7i2?w3 punktach . Łyczyc te o sta tn ie  punkta 
z punktem  P4, otrzym a się wszystkie w ielokąty  zadość czyniące kw estyi i k tó ry ch  w ierzchołek 
je s t P j. mim-ints osta tn ie p roste  spo tkają w ięc prosty P^D w  i7i\VYi$n3 punk tach  zlańych z P 4 ; lak 
w ięc p unk t P 4 jest punk tem  w ielokro tnym  rzędu rn^m m ^

Przeto, jest ostatecznie na prostej P JJ , punk tów  m ie jsca ; rzęd krzyw ej, m iejsce czw ar
tego w ierzchołka, je s t  w ięc 2m1m im3.

O gólnie, m iejsce {n - \- \)cnies° w ierzchołka będzie rzędu  2w 1m2?/i3 ... m„.

Uwaga I. K iedy punk ta  stałe albo bieguny sy w linii p rostej, krzyw a, m iejsce w ierzchołka w olnego, 
je s t stopnia ?n,m2,

Gdyż, w  tym  p-zypadku, pęk dany przez drugie w ykreślenie sprow adza się do sam ejże prostej P/,1),
1 nic dostarczy więcej w ielokytów  zadość czyniących kw estyi.

U w a g a  Ił. Kiedy krzyw e k ierow nice sy linie proste m a się w tedy tw ierdzenie następu jyce :

Jeśli (n - j-1 )  boków jakiegokolw iek wielokąta, fo rm y zm iennej, obracają sic około (n -j-1 )  punktów  
stałych, podczas gdy  11 wierzchołków ślizgają  się po n prostych stałych; wierzchołek wolny opisuje krzyw ą  
drugiego rzędu.

K iedy  (n —)— 1) punktów stałych są w lin ii  prostej, wierzchołek wolny opisuje linią prostą.

638. Zastosujem y rozum ow anie podobne do dow odzenia tw ierdzenia następujycego :

K iedy  (n -j- 1) toierzchołków wielokąta form y zmiennej opisują (n -f- 1) prostych sta łych, i gdy
11 boków dotykają się n krzyw ych stałych których klassam i względnemi są m ,, m 2, . . .m „ ;  bok wolny  
obwija krzyw ą klassy S n^n io ... m„.

Dla w yznaczenia klassy krzyw ej obw iniętej, poszukam y ile m ożna do niej poprow adzić stycznych 
przez p u n k t dow olnie w ybrany , obrachow ujyc styczne w ielokro tne.

W eźm y, d la  w yjaśnienia rzeczy, w ielokyt o czterech  w ierzcho łkach ; n iech  będy P ,, P2, P 3, P4, 
cztery  p roste  s ta łe ; i S „  S2, S3, trzy  krzyw e stałe. Poszukam y ile m ożna poprow adzić stycznych 
do krzyw ej uw ażanej, przez p u n k t D wzięty na prostej P 4.

Przez pun k t D, m ożna poprow adzić m , stycznych do krzywej S t , klassy niech będy <*„ «>,. 
p u n k ta  w k tórych  te styczne spo tykają  prosty  IV  P rzez każdy z p unk tów  a ,  m ożna poprow adzić

do krzyw ej S>, klassy m-i, nu  stycznych; otrzym a się całkiem  »^w 2 stycznych; niech będy ...



punkta w  których  one spo tykają p rostą  P 2. Przez każdy z punk tów  Si, będzie się m ogło p o p ro 
w adzić ms stycznych do krzyw ej S3, klassy m3\ o trzym a się całkiem  iwt»i2TO3 stycznych; niech 
będą yt, y2l... p u n k ta  w  których  te styczne spo tykają prostą P 3. Łącząc le ?n,?M2w3 punk tów  z p u n k 
tem  D, o trzym a się ty leż boków  w ielokąta zadość czyniących kw esly i; wszystkie le boki dotykają 
się krzyw ej szukanej; one przechodzą nadto  przez p u n k t D. W ięc z p u n k tu  D m ożna już pop ro 
w adzić wi,r«2?w3 stycznych do krzywej obw inięcia.

To będą w idocznie je d y n e  styczne różne od prostej P4; pozostaje w iedzieć czy ta  prosta P 4 należy 
do stycznych i jak im  je s t jej rzęd m nogości. Z róbm y w ykreślen ie w  k ie ru n k u  o d w ro tn y m ; to  je s t 
weźm y przecięcie się I, prostej 1 \ z p ro stą  P3; przez p u n k t I poprow adźm y styczne do S3; otrzym a 
się m3 stycznych k tó re  przetną p rostą  P2 w m3 punk tach . Przez każdy z tych punk tów , pop ro 
w a d ź m y  styczne do krzyw ej S2; otrzym a się m3m.2 stycznych k tó re  przetną p rostą  1\ w  punk 
tach . Przez każdy z tych  p unk tów  poprow adźm y styczne do krzywej St ; o trzym a się /H3m2?H, stycz
nych przecinających p rostą  Pi w’ ł?23))i2wij p u n k tach ; te punk ta  złączone z p unk tem  I, dadzą osta tn ie  
boki tyluż w ielokątów  zadość czyniących kw estyi. Otóż w szystkie te boki zlew ają się z DI i przechodzą 
przez p u n k t D ; w ięc przez p u n k t D przechodzą w,»?2??i3 stycznych zlanych z P 4; p rosta  P4 jest 
styczną w ielok ro tną rzędu m,m2>n3. P rzeto  je s t ostatecznie 2m lm.2m3 stycznych przechodzących przez 
p u n k t D; klassa krzyw ej, obw inięcie czw artego boku  je s t w ięc rów ną ‘2m lmim3.

Ogólnie, obw inięcie (n  - f - 1 ) '5" boku  w olnego będzie klassy 2m lmim3... m n.

U w a g a  I. Kiedy proste stałe są zbiegającem i się, obw inięcie boku w olnego je s t klassy »?i»<.2?«3

Gdyż w tym  przypadku w ierzchołki dane przez d rugie w ykreślen ie  zlew ają się wszystkie z punk
tem  I, i to  w ykreślenie nie dostarcza w ięcej w ielokątów  zadość czyniących w ysłow ieniu.

U w a g a  II. Kiedy krzywe k ierow nice sprow adzą się do punk tów , m a się tw ierdzenie następu jące :

Jeśli ( n - | - l )  wierzchołków jakiegokolwiek wielokąta fo rm y zmiennej opisują ( n - f - l )  prostych stałych, 
w czasie gdy  n boków obracają się około n punktów stałych, bok wolny obwija krzyw ą drugiej klassy.

K iedy  (n - f - 1) prostych stałych są zbiegającemi się, bok wolny obraca się około jakiegokolw iek  
punktu  stałego.

IX0 P e r s p e k t y w a  k r z y w y c h  t r z e c i e g o  r z ę d u .

639. N ew ton w ysłow ił bez dow odzenia ( Enum eratio . . . )  tw ierdzenie następu jące  :

1° Pięć parabol rozchodzących się iv różnych kierunkach  (d ivergentes) dają przez ich cień wszystkie 
krzyw e trzeciego rzęclu.

P. Ghasles wskazał początek tej w łasn ości dając jej dow odzen ie i przydał to inne podanie (R ys  
historyczny, stronica 146):

2° Pomiędzy wszystkiemi krzyw em i trzeciego rzędu, je s t ich pięć które mają środek, i  te pięć krzyw ych  
przez ich cień rzucony na płaszczyznę, dają początek wszystkim  innym .

Przytoczym y dow odzenie P. O h a s l e s ’a .

640. Spraw dzim y naprzód w łasność następu jącą  :

Jeśli przez punkt przegięcia  O jakiejko lw iek krzyw ej trzeciego rzędu, poprowadzi się promienie 
icodzące, te promienie wodzące spotykają krzyw ą w dwóch punktach  A i  B : miejsce środków harmo
nicznych na A i  B względem  O, to je s t miejsce punktów  M tanich że

A  =  +  JL
OM OA ~  O B ’

iest jakakolw iek prosta; ta prosta je s t zwana biegunową harmoniczną punktu przegięcia. (M aclauiun.)
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636 R O Z D Z I A Ł  V I I I .

W eźm y punkt przegięcia za początek i styczną przegięcia za oś odcię tych ; rów nan ie  krzywej 
trzeciego rzędu będzie w tedy kształtu

(1) ax-3 -f- bx*y 4 -  cxy'2 +  dy3 a,-/2 -\- h tx y  - f  y  =  0.

S półrzędne jakiegokolw iek p u n k tu  położonego na siecznej OA bę ią

(2) x  =  pdosw , y  =  p w stw ;

odległości od początku punk tów  przecięcia się z krzyw ą będą dane przez rów nan ie

p2(ados36i> 4 "  b d o s2&> wsi w -[- cdos&>wst"&> -}- d w sl3w) 4" pw stw (a1w stw 4 'b idosM ) 4" «vstw =  0.

Y

Oznaczywszy przez pt i p3 pierw iastk i tego rów nania , przez p odległość punk tu  M zadość czyn ią
cego związkow i danem u, m a się

2 1 1(3) — — - f  — ■—■ — (ajwstw 4~ bidosco).
P Pi Pi

R ugując d o su  i wst&> m iędzy rów nan iam i (2) i (3), znajdu je się na rów nanie m iejsca :

(Zi) ai,y 4 “ bi®  4* -  — 0 >

taką je st biegunowa harmoniczna  p unk tu  przegięcia O.

U w a g a  I. Pi’oste łączące końce dw óch p rom ien i poprow adzonych przez punk t przegięcia, p rze 
cinają się na b iegunow ej harm onicznej.

U w a g a  II. S tyczne poprow adzone z końców  jakiegokolw iek prom ienia wodzącego, przechodząc 
przez p u n k t przegięcia, p rzecina ją  się na biegunow ej harm onicznej.

641. Jakakolw iek  krzywa trzeciego rzędu  ma przynajm niej jeden  pun k t przegięcia rzeczyw isty; 
n ie c ł będzie I ten  p u n k t, IT styczna przegięcia i PP' biegunow a harm oniczna punk tu  przegięcia I

B iegunow a harm on iczna p rzecina każdy p rom ień  wodzący w punkcie M, takim  że (A i B 
będąc przecięcia się krzyw ej z tym  prom ieniem  wodzącym)

_2_ _  J _  , .

IM —  1A +  i i i ’
ten  związek m oże się napisać

MA , MB 
T a  ‘  r  7 F

Jeśli pun k t I oddala się w nieskończoność, ma się gr.-j-^ =  g r .-A == 1; w ięc MA = —  MB; 

to je s t że punkt M je s t w tedy środkiem  odcinka AB.

To założywszy, zróbm y perspek tyw ę krzywej, rzucając w  nieskończoność punk t przegięcia 1



i styczny przegięcia; w ystarczy jeśli S jest punk t w idoku, rzucić na płaszczyznę rów noległy do 
płaszczyzny SIT.

P unk t I będyc rzuconym  w  nieskończoność w i, wszystkie prom ienie wodzyce rzucone będy  
rów noległe, i perspektyw a prostej biegunow ej dzieli odcinki ab na dw ie części rów ne. Tak że jeśli się
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weźm ie na płaszczyznie rzu tu  perspektyw ę biegunow ej harm onicznej za oś odciętych i za oś rzęd
nych rów noległy do cięciw  i ab; oś odciętych dzieli na d*vie części rów ne cięciwy rów noległe do 

osi rzędnych.

R ów nanie rzu tu  m usi więc zaw ierać w sobie tylko potęgi parzyste na y  i będzie kształtu

Aa-3 4- U x f  - f  Cx2 - f  I V  4 - Ex +  F =  0.

Lecz styczna przegięcia była także rzucony w nieskończoność, to  je s t że p rosta  w  nieskończoności 
je s t styczny przegięcia; przeto , zrobiwszy rów nan ie jednorodnem , jeśli się uczyni z —  0, wyrazy 
pozostałe w inny tw orzyć sześcian zupełny ; co w ym aga żeny było B =  0.

Rów nanie rzutu  m a w ięc ksz tałt ostateczny

(I) y2 =  az-3 -}- bx-'2 c .x  -f- d ;

co dow odzi pierw sze podanie n u m eru  (639); gdyż sp raw dzim y zaraz że rów nanie O zaw iera w sobie 
pięć krzyw ych różnych.

642. Zam iast rzucać p u n k t przegięcia I w nieskończoność, rzućm y jego  biegunow y harm oniczny P ; 
w ystarczy na to wziyć płaszczyznę SPP ' za płaszczyznę perspektyw y. P u n k t M będyc w n ieskończo
ności, zwiyzek

J L  —  1 4 -  _
IM —  IA ~T~ 111 ’

da IA =  —  IB ; to je s t że p u n k t I stanie się środkiem  odcinków  A B .

Tak w ięc rzu t i punk tu  przegięcia dzieli na dw ie części rów ne cięciw y przechodzyce przez ten  
p unk t, to  je s t że ten  punkt będzie środkiem  rzu tu  krzyw ej. P rzeto , je ś li się w eźm ie za poczytek 
środek  rzu tu  i za oś odciętych styczny przegięcia, rów nanie rzutu  będzie kształtu

(II) ax3 4 -  bx-y  -{- cx y 2 -j- d y 3 -f- !J —  u !

co dowodzi d rugie podanie num eru  (639), gdyż zobaczym y że to rów nan ie zaw iera w sobie pięć 
rozm aitości k rzyw ej.

643. D y s k u s s y a  r ó w n a n i a .

(I) y- —  ax3 -\- b.r'2 4 -  c x  4~ •



Te krzywe nie m ają assym ptot w  odległości skończonej; p ro sta  w  nieskończoności je s t styczną 
przegięcia; oś odciętych je s t średn icą  cięciw  rów noleg łych  do osi rzędnych. Ta krzyw a będąc  trze
ciego rzędu , będzie ogólnie szóstej klassy,

Otrzym am y w ięc do rozróżnienia trzy przypadki następu jące n u m er (l\80):

K rzyw e szóstej klassy, nie m ające p u n k tu  p o d w ó jn eg o ;

Krzyw e czwartej k lassy, m ające p u n k t podw ójny ;

K rzyw e trzeciej klassy, m ające p u n k t zw rotu .

Przypom nijm y sobie że spó łrzędne punk tów  podw ójnych m uszą spraw dzać zw iązki

f[ x ,  y) —  0, —  Ą  =  0.

To przypuściw szy, rów nanie poprzedzające m oże się zawsze napisać

(1) ?/2 =  a [x  —  a) (x  —  S) ( x  — y )

1° K rzyw e szóstej klassy, ilości a , 5, y, są różne.

P i e r w s z y  r o d z a j  : <*, G, y ,  są ilości rzeczyw iste; krzywa m a kształt (1); je s t trzy pu n k ta  rzeczy
w iste p rzeg ięcia, z k tórych  jeden  w nieskończoności.
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D rugi r o d z a j  : «, 5, u rojon e; krzywa m a [kształt (2 ) ;  je s t  tam  jeszcze trzy punkta rzeczyw iste  
przegięcia , z których jed en  w  n iesk oń czon ości.

2“ K rzyw e czwartej klassy, d w ie z ilości «, S, y są ró w n e; rów nanie je s t

/ /  =  3i(x — a)-(x —  6);

krzywa ma punkt p od w ójn y .

P ierwszy rodzaj : je ś li « < 6 ;  punkt podw ójny jest od oso b n io n y ; jest tam  jeszcze trzy punkta  
przegięcia rzeczyw iste ; ma kształt (3 ).



D ru g i r o d z a j  : jeśli a. >  6, ina się p unk t podw ójny ; istn ieje  jedyny pun k t przegięcia rzeczyw isty, 
który je s t w nieskończoności, krzyw a przedstaw ia kształt (4).
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3° K rzyw e trzeciaj klassy, trzy ilości «, 6, y, są ró w n e ; rów nan ie  jest

y -  —  &{x —  «)3;

k r z y w a  posiada p u n k t zw ro tu ; je s t jed y n y  p u n k t przegięcia rzeczywisty będący w n ieskończoności; 
krzywa ma kształt (5).

\

Równanie (1) przedstaw ia więc pięć rodzajów krzyw ych.
6 4 4 .  D y sk u ssy a  r ó w n a n ia

(II) n x3 - f  b x a-y  +  cx y -  -f- i h f  - f  y  =  0.

Rozm aitości tej krzywej odróżniają się prfez natu rę  punk tów  w nieskończoności, i jeszcze przez 
klassę. Nie m a p u n k tu  podw ójnego w odległości skończonej; lecz m oże się on przedstaw ić w n ie 
skończoności.

R ów nanie (II) m oże się napisać
(2) a(y  -  ax ) (y -G x ){ y  - yx ) - \ - y  =  0.

1° K rzyw e szóstej-klassy, ilości «, 5, y, są różne , nie m a p u n k tu  podw ójnego.
P ie r w s z y  r o d z a j .  Jeśli <*, 6, y,  są rze czy w is te ; je s t trzy assym ptoty  rzeczyw iste, k tó re  p rze 

chodzą przez ś ro d e k ; one m ają z krzywą styczność pierw szego rz ę d u ; środek  je s t p unk iem  przeg ięcia ; 
są dwa inne punk ta  przegięcia rzeczyw iste także w  odległości sk o ń czo n e j; krzyw a m a kształt (1).

DRUGr r o d z a j .  Ilości « i S są  urojone; jest tam jed yn a  assym ptota  rzeczyw ista; znajduje się  jeszcze  
trzy punkta przegięcia w  od leg ło śc i sk oń czonej; krzyw a m a k sz ta łt (2).



2° K rzyw e czwartej klassy, dwie ilości a i S 'są ró w n e ; je s t pun k t podw ójny w  nieskończoności; 
rów nanie je s t kształtu

a(y — «r)2(y — 0.

P i e r w s z y  r o d z a j .  P unk t podw ójny w nieskończoności je s t  odosobn ionym ; k ierunek  assym pto- 
tyczny odpow iadający punktow i podw ójnem u jest y  — a r = 0 ;  punk t podw ójny je s t odosobniony 
jeśli o. >  6, przypuszczając że « je s t  dodatnem . J e s t trzy pu n k ta  rzeczyw iste przegięcia w odległość 
skończonej. Krzywa ma kształt (3).
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/  / i

D r o g i  r o d z a j  Ma się w nieskończonoś; i p u n k t podw ójny zwyczajny ; znajduje się tam  jedyny  p u n k t 
p rzegięcia rzeczywisty, będący ś ro d k ie ir. Krzywa m a kształt (4).

3“ K rzyw e trzeciej klassy, trzy ilości a y ,  są ró w n e ; jest punk t zw ro tu  w  n ieskończoności; rów 
nanie je s t kształtu

a ( y -  « r-)8+ y = o .

K żywa posiada tylko jedyny  punk t rzeczyw isty p rzeg ięc ia ; ona je s t kształtu  (5).

S tyczna zw rotu  jest p rosta w nieskończoności.

Równanie (11) przedstawia więc także pięć rodzajów krzyw ych.



ROZDZIAŁ IX

P O S ZU K IW A N IE  H Ó W NAN WIKI,U  KltZYW YCII  OKIIKŚI.ONYC1I G E O M KTIW CZNIK

I" E u p s a  ; I I yi’e rr ol a  ; P a k a u o i .a .

645. E lipsa  je s t miejsce punktów takich te  summa ich odległości od dwóch punktów  stałych je s t stałą. 

Hyperbola je s t miejsce punktów takich że różnica ich odległości od dwóch punktów stałych je s t stałą.

N iech będy F i F ' dw a p u n k ta  stałe i M(ar, y) jak ikolw iek p u n k t m iejsca; weźm y FF ' za oś 
od cię ty ch ; za poczytek środek 0  odległości F F ';  i za oś rzędnych prostopadły  do F F 1 przez 
p u n k t O przeprow adzori y.

W idzim y, a priori, że krzyw a je s t sym etryczny w zględem  tych dw óch  prostych.

Niech będzie OF =  c ;  w edług  określeń  danych , m a się

W  elipsie m a s.ę a > e ;  gdyż w (rójkycie M FF' sum m a dw óch boków  je s t w iększy od trzeciego 
b o k u ; to je s t M F - f M F '> 2 e ;  albo a > c .

W  hyperboli m a się a < c ;  gdyż bok F F ' m usi być w iększym  jak  różnica dw óch  innych

d la elipsy : MF -(- MF' =  2a 

dla hyperboli : MF MF =  2a.

M F' i MF.

81
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To założywszy, x  i y będąc  spółrzędnem i punk tu  M, ma się 

MF =  \j(x  -  c)2 +  y \  M F' =  

rów naniam i dw óch krzyw ych b ęd ą  w ięc

(1 ) \j(x -j- c)'1 +  y L ±  \j[x —  c)2 - f  y* =  2a ^
 ̂ , d la hyperboli. 

( + ,  dla elipsy,
Dla uczynienia rów nan ia (1) w ym iernem , założymy

( =  a -f- l i

( ±  \ / ( x —  c)2-f-y 2 =  a — t; 

dodając i odejm ując  kw adraty  z tych dw óch zw iązków , w ypadnie

( * 2 +  y2 +  c2 =  a2 - f  

( c x  =  a t ;

otrzym am y rów nanie m iejsca w yrugow aw szy t m iędzy tem i rów nan iam i.

Znajdu je się tym  sposobem , porządkując i dzieląc przez a-(a- — e2) :

To rów nan ie  je s t w spólnem  d la elipsy i d la  h y p erb o li; z tem  odróżnien iem  że w  elipsip a >  c ; 
a w hyperbo li a <  c.

W  pierw szym  przypadku  będziem y m ogli założyć

(3) a2 — c2 =  b9,

i rów nan ie  elipsy będzie 

(3 bis) J  +  g _ l  =  0 ;

w drugim  przypadku  założymy

(k) c2 —  a2 =  b2,

i rów nan ie  hyperbo li będzie

{ k t o )  =
a2 b2

6/16 . Parabola jest miejscem punktów równo oddalonych od jakiegokolw iek punktu stałego i  od jak ie j -  
kolwiek prostej stałej.

Niech będą F  pun k t stały i DH prosta  stała , z p u n k tu  F  spuśćm y prostopadłą na DH; i w eźm y 
ją  za oś odciętych ; p rostopad ła  w yniesiona ze środka 0  do DF, będzie osią rzę d n y ch ; załóżmy DF —  p.

Jeśli M je st jak im kolw iek  punk tem  m iejsca, m a się w ed ług  określenia geom etrycznego krzywej

MF =  M P;
otóż

M P = z  +  f ,  Mi'  =  y /  [ x  -  +  > /-,
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znajdzie się, rów nając te w artości i uczyniwszy je  w ym iernem i

(5) .y2 = 2  p x \

akiem  jest rów nan ie paraboli.

647. Trzy krzyw e dopiero  co znalezione, k tó rym  daje się nazwisko konicznych , m ogą być zaw arte 
w  określen iu  w spólnem  :

Jakakolwieklconicznajest m iejscem punktów , których stosunek odległości od jakiegokolwiek p u n k tu  stałego
i od jakiejko lw iek prostej sta łej je s t  s ta łym .

N iech b ęd ą  F pun k t stały i DH p rosta  sta ła ; z punk tu  F  spuśćm y na tę p rostą  p ro sto p ad łą  FD , 
k tórą w ybierzem y za oś odcię tych ; za oś rzędnych  weźm iem y p rostopad łą  w pew nym  p u n k c ie  O, 
zostaw iając nieoznaczonem  położenie tego p u n k tu  O; oznaczym y przez X odległość FO , X będąc 
uw ażanem  za dodatne  lub  od jem ne w edług tego jak  O je s t po praw ej albo po lewej stron ie  p unk tu  F.

Jeśli M je s t jak iko lw iek  p u n k t m iejsca, złączm y MF i spuśćm y MP p ro s to p ad łą  na prostą , 
o trzym a się  w ed ług  określen ia

H

4*
I?

V

V

. . . . .

/

/
/

D
......... * ......' *

0



MF =  V ( * +  *)■- +  //'-; M P = *  +  X + ; > ;

rów nanie m iejsca będzie w ięc, podstaw iw szy te w artości w  rów ności (1), po tem  podnosząc do 
kw adratu  i p o rzą d k u jąc :

(2) 1 —  A*)+  2)107(1 —  /c2) —  2/>/c2x + X 2( l  —  /c2) —  I p W  —  p 2k * = 0 .

Kiedy się przypuści k =  1, w ypadnie

I/'1 —  ^Px  —  P(P- + /> )  =  0 ;
wziąwszy na X w artość
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k będąc stałą dodatną. Lecz jeśli x  i y  są spó łrzędnem i p unk tu  M, m a się

to  je s t  wziąwszy za początek p u n k t położony po lewej stron ie  F i rów no oddalony od D i od F , 
rów nanie sprow adza się do

y 2 —  I p x  —  0 ;

zna jdu je  się tym  sposobem  rów nan ie  parabo li.
P rzypuśćm y teraz k  rożnem  od jednośc i; skorzystam y z nieoznaczoności X aby zrów nać z zerem  

spółczynnik na x ,  to  je s t że założymy

(3) X(1 —  /c2) —  p k2 =  0 , zkąd X =  - ^ L .
1 —  k

Jeśli się zastąpi X przez lę w artość, ró w n a n ie  (2) sta je się

(4) 072( l - A 2) + y 2 =  J ^ L .

Jeśli k <  1, otrzym ujem y rów nanie elipsy , i będziem y mogli w ybrać ilości p  i k  w  sposób taki 
aby się dało uw idocznić osie a i b tej elipsy.

Jeśli k  >  1, m a się rów nan ie byperbo li; będzie się m ogło także w ybrać p  i k  w  sposób tak i aby się 
dało uw idocznić osie a i b tej byperboli.

11° Opisanie organiczne konicznych.

648. Jeśli w ystaw im y sobie dwa ką ty  wielkości w i, znaczonej, obracające się około ich wierzchołków 
względnych i  je ś li dwa z ich boków przecinają się na prostej s ta łe j; przecięcie się dwóch innych boków 
opisze jakąkolw iek koniczną .j

To opisanie konicznych było danem  przez Newtona.

Niech będą A i A, w ierzchołki dw óch k ą tó w ; w eźm iem y p rostą  sla łą  za oś rzędnych i p rostą AA, 
za oś odcię tych ; niech będą L pun k t przecięcia s ię , na Oy ,  dw óch  baków  kątów  danych , i M punk t 
przecięcia się dw óch innych  boków . Załóżmy

OL =  X; O A =  a , OA, =  a , ;  LAM =  A, ^A^M =  A ,;

X je s t n ieoznaczoną; a, a t , A, A,, i kąt 0 osi, są ilości znane.



Wyznaczmy rów nanie prostej AM przez w arunek  aby czyniła z prosty AL kyt, rów ny A. Niech będzie

y  =  p{x —  a),

rów nan ie prostej AM; je j spółczynnik kytowy je st fi, spółczynnik prostej AL j e s t -----m usi się
a

więc m ieć
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stvA R -
fi. w ste

i - f [ ^ —  r ^dos0 — -

Zastypmy w tej rów ności fi przez —̂ —- otrzym a się rów nan ie  szukane prostej AM ; znajdu je się 

odosobniajyc wyrazy w X :

y  w st (9 -)- A) 4 -  (£ —  a) wst A =  -  [y wst A -f- (x  —  a) wst(A  —  G)].
cl

W ypada z tegoż sam ego rachunku  rów nanie prostej A,M :

Założymy : 

(1)

?/w st(0-)- A j)4 - (^  —  a1)w stA i =  -  [y w s tA ,- ( - (x  —  a )w st(A ,— 0)].
a i

w s i  (w  —  A )i wj — ------------------------- .
 ̂ \Y S t[fi —  ( i r  —  A )  j

I w s t  A' n =  — —  •
wst(0 —  A)

R ów nania dw óch prostych AM i A,M nnpiszy się w tedy

___ w s I ( tt —  A 0
‘ W S t [ 0 — ( r c —  A , ) ]

j  w s t  A ,I n. =  —--------- !------
w s t  ( 6 —  A , )

(AM) y  — m (x —  a) = —  [(# — a) —  ny],

(A,M) y  —  m t(x  —  a,) =  [(x —  a,) —  nty ] .
a*

Równanie m iejsca o trzym a się rugujyc X między t e n i  dw om a rów nan iam i; znajdu je się tym  
sposobem

(2) [y —  m [x —  a )l[(x  —  a) —  w,y] =  — ‘ [y —  m ^ x  —  a,)] [(z  —  a) —  ny] ;
Wl jJl

lakiem je s t równanie jakiejko lw iek krzyw ej drugiego rzędu.

Ta krzyw a je s t opisany na czw oroboku utw orzonym  przez cztery  proste

M — y  —  m { x — a) =  0, N =  (x  —  a) —  »y =  0,
(3 )

M j = = y  —  rn^x —  a , )= :0 . ,  N, = {x  —  a i ) — 7 1 ^ = 0 ;
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proste M i Mj przechodzą w zględnie przez p u n k ta  A i A ,; i czynią z osią 0 x ,  pierw sza kąt (17 — A , 
d ruga kąt (rc — A,). P roste  N i N, przechodzą także przez punkta A i A ,; i czynią z osią Oy  
pierw sza kąt A ; d ruga ką t A,.

Krzywa (2) przechodzi przez punk ta  A i A j; potem  przez przecięcia się M z N, i M, z N,.

Czworobok staje się rów noległobokiem  jeśli A, =  A -j- kir.

649. Mając danem kolo stałe i  punkt A w zięty na tem kole; przez punkt A, prow adzi się sieczną 
przecinającą koło w  II, i  styczną na końcu średnicy  AB przez  G; począwszy od punktu  A, bierze się 
długość AM równą H G ; miejsce punktów  M je s t cyssoiclą.

( Diokles, żyjący około 500 roku  przed C hr., w ystaw ił sobie tę  krzywą dla rozw iązania zagadnien ia 
dw óch średn ich  proporcyonalnych).

Oznaczmy przez lt p rom ień  k o ła ; weźm y za początek pun k t A, i za oś odciętych średn icę  AB 
przechodzącą przez ten  p u n k t; n iech  będzie M jakikolw iek p unk t m iejsca, AP i PM jego  odcinek 
i jego rzędna. Ma się przez założenie AM =  HG; zkąd w ynika AP =  DB. W  tró jkącie p rosto 
kątnym  AlIB, m a się

IIP Cyssoida D iokles’a .

HD* =  AD.DB = # f 2 R  —  x ) .

T rójkąty  podobne AMP i AHD dają nad to  :

HD 211 —  x
y x

x

Zastępując HD przez tę w artość w  rów ności poprzedzającej w ypadnie

( 1) (2R —  x )y 2 =  x 3;

lakiem je s t równanie cyssoidy.

Równanie cyssoidy w  spółrzędnych biegunowych.

W eźm y p unk t A za b iegun , i p rostą  AB za oś b iegunow ą; oznaczmy przsz p odległość AM;
przez u  k ą t M AP; p i &> są spó łrzędnem i b iegunow em i punk tu  M. 

T ró jkąt p rostokątny  AMP daje
AP =  p d o s « ;



POSZUKIWANIE RÓWNAŃ W IELU KRZYWYCH OKREŚLONYCH GEOMETRYCZNIE. 6 ' |7

lecz ma się w tró jkącie ABH :

HBS =  2R.DB =  211. AP, poniew aż AP =  BD;
ina się tak /c

HB =  2 R w st« ; AP =  2R wst^w;

rów nan ie  krzyw ej w  spółrzędnych biegunow ych będzie w ięc

2R .w st\>
(2) f =

(lOSw

650. Rędzie m ogła się w ykreślić cyssoida bądź to  za pom ocą rów nania (1 ) rozwiązanego w zglę
dem  y ,  bądź to za pom ocą rów nan ia  (2 ).

W róćm y do rów nania w spółrzędnych p rosto lin ijnych

(1) (2R —  x ) y 2 =  x 3, 

albo

(2 ) x 3 - f  x y 2 —  2Ry2 =  0 .

Krzywa jest sym etryczną w zględem  osi odciętych. Początek je s t p unk iem  zw rotu pierw szego 
rodzaju ; cyssoida je s t w ięc krzyw ą trzeciego rzędu i trzeciej klassy.

K ierunkam i assym ptotycznym i są
x 2 -j-  y-  =  0, x  =  0;

jest w ięc jedyna  gałęź nieskończona rzeczyw ista, k tórej assym ptolą jest p rosta x  —  211 =  0 . Krzywa 
przechodzi przez punkta kołow e w  nieskończoności; ona je s t nad to  podw ójnie styczną w tych 
punk tach  do koła

x 1 '+  ?f- +  2Ra? =  0 ; 

co w idzim y jeszcze, zauważywszy że rów nan ie  może się napisać

(3 ) {x'‘ -j-  y-  2Rx) x  —  2R(.r- -}- y-) =  0.

T en ostatn i związek m oże się tłum aczyć geom etrycznie i daje nam  w łasność następującą cyssoidy : 

(ti) 2R.MAS =  MT2.M P;

M je s t jakikolw iek p u n k t cyssoidy; MT je st styczną do ko ła x 2 -f- y"- +  2R z —  0 ; MP je s t odległość 
od stycznej w spólnej do dw óch k ó ł; MA je s t od ległość od p u n k tu  zw rotu .
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6 5 1 .  N e w t o n  dał następne opisanie m echaniczne cyssoidy : «

Niech będzie punkt stały  A i  prosta stała  DD'; z punktu  A spuśćmy prostopadłą AD na prostą stałą; 
potem w ystaw m y sobie kąt prosty którego je d e n  z boków przechodzi przez punkt A i  którego koniec dru 
giego boku, przypuszczonego rów nym  AD, opiera się na prostej s ta łe j;  je ś li  G je s t wierzchołkiem kąta 
prostego i H końcem tego boku, punkt środkowy M boku GH opisze cyssoidę.

W  rzeczy sam ej, w eźm y środek  O odcinka AD i z punk tu  D jako  środka z DO za prom ień  opiszmy 
k o ło ; po tem  złączmy AH i OM, M będąc środkiem  HG. P roste  AH i OM są rów noleg łe ; gdyż dwa

trójkąty  p rostokątne AGD i ADH są rów ne, poniew aż AH jest bokiem  w spólnym  i że GH =  AD, 
w edług  w ysłow ienia. A tem  sam em  AG =  HU; i poniew aż dw a kąty ARG i HRD są rów ne, w ynika 
ztąd że dw a tró jkąty  p rostokątne ARG i HRD są rów ne. W ięc

W reszcie OA =  HM; prze to  p roste  OM i AH są rów noległe.

Poniew aż p u n k t O je s t środk iem  AD, w ypływ a z rów noległości tych prostych że OM przecina HD 
w punkcie I środku HD.

Dwa tró jką ty  H I M  i DIN są ró w n e ; gdyż H M  =  DO —  DN; kąty w I są rów ne; co w ięcej 

kąt DNI = MOR =  HAL) =  AHG =  H M l ; w ięc

Glt =  RD; zkąd OR =  RM, ponieważ OD =  GM.

IM =  IN; a tem  sam OM =  NK gdyż w idocznie Ol =  1K; 

to je s t że p u n k t M tworzy cyssoidę m ającą za koło k ie ru jące  kolo zakreślone na figurze. 

Zostawim y dow odzenie analitycznego tego podania.

IV0 Konchoida N ikomeda.

652. Niech będzie punkt s ta ły  F  i  prosta stała  DD'; pi ow adlm y przez punkt sta ły jakąkolw iek sieczna, 
która przecina prostą stałą w  H, począwszy od punktu  II, weź ny na te j siecznej długość stałą  HM =  b ; 
miejsce punktów  M tym  sposobem oh zyn.anych je s t konchoida.
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« N ikom ed  (żyjący około 150 roku przód Glir.) w ystaw ił sobie tę, krzywą dla rozw iązania sposobem  
i) m echanicznym  zagadnienia dw óch średn ich  p roporcyonalnych  i zagadnien ia podziału kąta  na trzy 
» kąty rów ne. Newton  używał tej krzywej do W ykreślania rów nań trzeciego stopnia. »

W eźm y za oś odciętych p rostopadłą spuszczoną z p unk tu  F na prostą D; za początek pun k t F ;  
i za oś rzędnych p rostopadłą do Far.

Rów noległość prostych Ml* i HD daje
FH _  F H .
H M '~  DP' ’

zkąd oznaczając przez p  d ługość FI)

y/a.-2 - f  y-  —  I) _  p  .
( 1°)

albo czyniąc to rów nanie w ym ieniem  :
x  —  p

( i)
taktem je st równanie koncho idy.

o'

1 v l

i
u  i

u
V

Stała b wrchodzi jedynie do  k w a d ra tu ; w idzim y w tedy w ed ług  rów ności podobnej do (1*% że 
rów nan ie  (1) przedstaw i m iejsce punk tów  o trzym anych, odnosząc po praw ej i po lew'ej stronie 
punk tu  H długość rów ną b.

R ów nanie konehoidy w  spółrzędnych biegunow ych otrzym a się nader ła tw o.

P u n k t F będąc biegunem  i Far osią b iegunow ą; p i »> będąc spó łrzędnem i punk tu  M, m a się

F P ' =  pdoso>; F P '= / 3  +  I ) P '; DP' =  bdosu>;

zkąd w ypada równanie w spółrzędnych biegunowych

(2 )
d 0 Se

b.

653. W róćm y do rów nan ia w  spółrzędnych  kartezyańskich

(1) (ar2 - j-  y2)(ar —  p f  == b2x 2;

zkąd się w yciąga, rozwiązując w zględem  y  :

(1 bis) y'~ rr= •r ~['r  +  h —  p][b +  /j —  ż ] .
(x —  p f

R ów nanie (1) rozw inięte i uporządkow ane daje

(t ter) (a.-2 - |-  y-)x-  —  2px(x - y-) p -y1 -)- {p- —  b-).r- =  0.

Krzywa je s t czw artego rz ę d u ; początek je s t punk tem  podw ójnym  : odosobnionym  jeśli b <  p

82
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zw yczajnym , jeśli b ^ > p ;  zw ro tu , jeśli b —  p . K rzyw a przechodzi przez p u n k ta  kołow e w n ieskoń
czoności; p rosta  w  nieskończoności je s t styczny podw ójną, je j p u n k ta  styczności są punk tam i koło
wymi w  nieskończoności. Inne k ierunki assym ptotyczne zlew ają się z osią rzęd n y ch ; p u n k t w nie 
skończoności na osi rzędnych je s t punk tem  podw ójnym  zw ro tu , styczność je s t drug iego  rzęd u ; albo 
raczej m a się dw ie gałęzie krzyw ej do tykające się w nieskończoności.

S tosując tu  w zory num eru  (497), zna jdu je  się dla konchoidy  :

Rzęd 4 ;  klassa 7; liczba punk tów  przeg ięcia 1 0 ; liczba stycznych podw ójnych  4 ; gdyż spraw dzi
liśm y istn ien ie  jakiegokolw iek p unk tu  podw ójnego i jak iegokolw iek  p unk tu  zw ro tu ; to są jedyne  
p u n k ta  podw ójne. P ierw sza b iegunow a jak iegokolw iek  p u n k tu  dotyka się krzywej w jej punkcie 
zw rotu  i m a z krzyw ą styczność pierw szego rzęd u ; punk t zw rotu nie zm niejsza w ięc klassy jak
o 3 jednośc i.

W  przypadku , w  k tórym  b —  p , krzyw a je s t szóstej k lassy ; liczba punktów  przegięcia jest 8 ; 
liczba stycznych podw ójnych  je st 1.

654. Pow iedzm y słowo o zagadnieniu, k tó re  przyw iodło geom etrów  starożytnych  do w ynalezien ia 
cyssoidy i konchoidy .

Szło  o podwojenie sześcianu, lub  ogólniej o wykreślenie sześcianu, któryby był do drugiego sześcianu 
iv stosunku danym.

Niech będzie a bok  sześcianu danego, x  bok sześcianu szukanego i m  stosunek  d an y ; Otrzyma się

(1) x 3 = m .  a3.

Jeśli b je s t  lin ią taką że b —  m a; rów nan ie  poprzedzające stanie się

(2) x 3 =  a2b, albo x '  —  a?bx.

Otóż jeśli się założy
x -  ■ otrzym a się y'1 =  bx.

Kwestya jest w ięc przyw iedzioną do kw estyi, k tó rą  tłum aczą rów ności następujące :

(3) ą  _  ■£ _  y
X  y  b ’

to  je s t znaleźć dwie średnie proporcyonalne m iędzy dwiema lin ia m i danemi a  i b. 

Oto w jak i sposób cyssoida n u m er (649)
x -

Y#(2R —  x)

pozw oli rozwiązać kw estya. Nazwawszy z rzędną jak iegokolw iek  p u n k tu  kola którego odcięta jest x ,  

m a się
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Porów nyw ając te n  związek z poprzedzającym  w ypada y z — x 2; zkąd

2 R —  x

0 5 1

( 6)
Z ___ X

x  y '

P rzeto  jeśliby  (2R —■ x )  było row nem  a, a y  ilości b, z i x  rozwiązałyby zagadnienie. 

M nóżmy przez -  wszystkie wyrazy lycli stosunków , w ypadnie

(7)

(2R —  # )b  bz h x
V __ u __  y
bz ba: b '
U y

W ięc jeśli teraz w eźm iem y p u n k t na cyssoidzie taki że

(B)
(2R —  ,r)b , , . . . . . . . . .  . . .

----- =  a, (rów nanie jak iejko lw iek  prostej)
y

ilości — , —  będą znane, m ając wzgląd na w artość (5 ); będzie m ogło się je  w vkreślić , i to będą
U y

dwie średnie proporcyanalne szukane m iędzy  a i b.

Dla wyznaczenia p u n k tu  szukanego, przypuściwszy cyssoidę w ykreśloną, w eźm y BD =  a \ po tem  
na prostopadłej DR =  b ;  p rosta BK przetnie cyssoidę w  punkcie  szukanym  M. W tedy  AP =  x  
MP =  y ,  QP =  z.

V ° Ś l im a k  P a s c a l ’a  a l b o  k o n c h o id a  k o ł o w a .

655. P rzypuśćm y okręg koła sta ły  i  punkt A w zięty  na tym  okręgu kola ; przez punkt. A poprowadźmy 
jakąkolw iek sieczną, która przecina okręg koła w H ; począwszy od tego punktu  H w eźm y długość stałą 
HM =  b; miejsce punktów  M je s t ślim ak Pascal’a albo konchoida kołowa.

W eźm y za początek pun k t A ; za oś odciętych średn icę przechodzącą przez p n n k l A ; za oś rzęd
nych styczną w  A. Spółrzędnem i p u nk tu  M są AP =  x ,  MP —  y \  oznaczym y przez R p rom ień  
koła k ierującego.

M

I* O

W  tró jkącie  AMP, m a się 

. (1°) (AH —  b)2 =  a:2 — y2;

otóż jeśli HG jest p ro stopad łą  spuszczoną z p u n k tu  H na O#, m a się kolejno

AH AH —  b
AH = 2 R . A G ;

AG x



zkąd w ypada

(2“) AH(AH —  b ) = 2 R x .

R ugow anie AH m iędzy (1°) i (2°) przyw iedzie nas do rów nan ia  konchoidy kołow ej, to je s t

(1) (a,-2 - f  y2)2 -  4 [\x(x*  - j-  if-) +  x \ m -  —  b2) —  b2y2 =  0.
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R ów nanie w  spółrzędnych  biegunow ych o trzym a się n ad e r ła tw o. N iech będą A b iegun , A j: oś 
biegunow a, p i w  spółrzędnem i p u n k tu  M ; ma się

AH =  b =  p, AH =  2Rdos&>; 

zkąd w ypada rów nan ie w spółrzędnych b iegunow ych

(2) p =  2Rdos&> —  b.

Gdyby się m iało p unk t M odniesionym  po praw ej stronie H, znalazłoby się na rów nan ie w spół
rzędnych  biegunow ych

(2 bis) p =  2Rdosw  -f- b .

Można w ykreślić  krzywą bądź to  za pom ocą rów nan ia  (1), bądź to  za pom ocą rów nan ia (2).

U w a g a  I. —  R ów nanie ( l ) 'n ie  zaw iera w  sobie stałej b ja k  tylko w k w ad rac ie ; ono daje  m iejsce 
punk tów  otrzym anych odnosząc d ługość b bądź to po lew ej, bądź to  po praw ej stron ie  p u n k tu  H.

U w a g a  II. R ów nanie (2) i (2 bis) p rzedstaw iają tęż sam ą krzywą, jeśli się m a wzgląd na um ow ę 
zrobioną o prom ien iach  w odzących odjem nych n u m e r (5).

W  rzeczy sam ej, n iech będą p i w spó łrzędne jak iegokolw iek  p u n k tu  należącego do krzyw ej (2); 
zastąpm y w  rów naniu  (2) «  przez (n o>), w ypadnie

-— p 2 R d o s«  —j-  b ;

jeśli się przypuści że (o>, p) dają  p u n k t M; (« -f- w, — p) dadzą pun k t M', to je s t punk t należący 
do krzywej (2 bis).

656. W ed łu g  rów nan ia  (1), w idzim y że konchoida ko łow a je s t krzyw ą czw artego r z ę d u ; punk ta  
kołow e w  nieskończoności są punk tam i podw ójnym i; początek je s t rów nież p u n k tem  podw ójnym .

Jeśli b >  2R, początek jest punktem  podw ójnym  odosobnionym ;

Jeśli b <  2R, początek je st punktem  podw ójnym  zw yczajnym .

W  tych dw óch przypadkach krzyw a je s t szóstej k lassy; ona posiada 6 punktów  przegięcia i 4 styczne 
oodw ójne; p rosta w nieskończoności je s t styczną p odw ójną; n u m er (497).

Jeżeli ft =  2R, początek jest punktem  zw ro tu ; krzyw a nosi w tedy  nazw isko koncho idy ; jej ró w 
nanie w spółrzędnych biegunow ych jest

(3) P =  4 R dos5 | .

K onchoida je s t piątej k lassy : ona posiada cztery  punk ta  przegięcia i dw ie styczne podw ójne 

num er (497).

657. Konchoida holowa je s t obwinięciem Icół przechodzących przez punkt stały i  której środek porusza 
się na kole sialem.

Niech będzie A p u n k t stały , M i M' dwa punk ta  sąsiędnie w zięte na kole s ta łe m ; dw a okręgi k ó ł



m ających ich środki w M i M' i przechodzących przez pun k t A p rzetną się w  jakim kolw iek drugim  
punkcie, który się o trzym a spuszczając p rostopad łą  z p unk tu  A na MM' i przedłużając ją  o jakąko l
wiek ilość IK =  IA, to je s t b iorąc pun k t sym etryczny p u n k tu  A w zględem  MM'. To w ykreślenie będzie 
zawsze m ieć m iejsce, kiedy p u n k t M' przybliża się n ieogran iczen ie do punk tu  M; kiedy p u n k t M
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przybliży się nieograniczenie do punktu  M, sieczna staje się styczną w M; i położenie granicy p u nk tu  
przecięcia się dw óch okręgów  kól n ieskończenie sąsiednich  o trzym a się jeszcze b iorąc punk t sym etryczny 
p unk tu  A w zględem  stycznej w M. Niech będzie P ten  p u n k t sym etryczny; m iejsce punk tów  P będzie 
m iejscem  przecięć po sobie następujących okręgów  k ó ł ; otóż tem  m iejscem  je st konchoida kołowa.

Aby dow ieść podan ie, m ając dane koło stałe Ol i p u n k t stały A, nakreślim y kolo spó łśrodkow e 
p ierw szem u prom ieniem  OA; w jakim kolw iek punkcie  I pierw szego koła prow adźm y styczną; po tem  
z punk tu  A spuśćm y p rostopadłą AP na tę styczną i przedłużm y ją  na długość PM =  AP, miejsce 
p unk tów  M będzie m iejscem  przecięć po sobie następujących  okręgów7 kół, m ających ich środek na

kole Ol i przechodzących przez punk t A. Przedłużm y prostopad łą  AP aż do jej spotkania się w N 
z kołem  OA; i niech będzie OH prostopadła spuszczona z punk tu  O na AN; otrzym a się HN =  HA, 
i PH =  R, R jest p rom ieniem  koła Ol. Lecz AH =  AP -j- R ; zkąd

2 A H =  2 A P - |-2 R , albo AN =  A M -f-2 R ;
albo nakoniec

AM —  AN — 2R.

A tem  sam em  p u n k t M otrzym uje się odnosząc począwszy od N, długość, rów ną 2R ; punkt 
M tw orzy w ięc konchoidę kołow ą; koło k ieru jące je s t OA, i m a się tu  b =  2R.

Ta koncho ida posiada p u n k t podw ójny zwyczajny, kiedy p u n k t A je st zew nętrzny kołu  Ol. Zna
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lazłoby się p u n k t podw ójny odosobniony, przypuszczając pun k t A w ew nętrzny  ko łu  Ol. O trzym ałoby 
się nakoniec konchoidę, k ładąc p u n k t A na kole Ol.

V I 0 O w a l e  D e s c a r t e s ’a .

658 Miejsce punktów takich że summa ich odległości od dwóch punktów  stałych względnie pomnożonych 
przez liczby stale je s t stałą, je s t owalem Descartes'a.

Niech b ęd ą  F  i Fj dwa punk ta  stałe i M jakikolw iek p unk t m ie jsca ; oznaczywszy jirzez p i P 
odległości MF i MF,, rów nanie krzywej będzie, w  spółrzędnych dwubiegunowych, w ed ług  określen ia  
sam egoż

(1) wio -f- m{px =  2 a ; 

m, m i, i a będąc  stałem i.
ffl

Ta krzyw a staje się elipsą albo hyperbo lą  kiedy się przypuści —  =  +  1.

Jeśli się w eźm ie p rostą  FF, za oś odciętych , środek  F F , za początek; m a się, oznaczywszy przez 2c 
odległość F F 1; przez x  i y  spółrzędne jak iegokolw iek  p u n k tu  M m iejsca,

P =  \J{x —  cj1 +  y 1, P i ~ \ J { x  -f- +  

rów nanie krzywej będzie w ięc

(2) m \!(x  —  c f - \ - f  - f  m, \ j ( x  c f ^  y  —  2a.

y

i t

\

Uczyniwszy to rów nanie w ym iernem , znajduje się krzyw ą czw artego rzędu  i najw ięcej ósm ej klassy, 
gdyż pudk ta  kołow e w  nieskończoności są punk tam i podw ójnym i.

659. Zobaczym y poniżej że jeśli

(1°) F(/!, p,) =  0,

je s t rów nan iem  jakiejkolw iek krzywej w spółrzędnych dw ubiegunow ych ; jeśli V i V, są kątam i stycz
nej w  jak im kolw iek  punkcie M, z dw om a p rom ien iam i w odzącym i MF i MF„ m a się

m  dosY
dos V, F'f

Zastosujm y ten  wzór do ow alów  (1), m a się



to jest te  styczna w jakim kolw iek punkcie dzieli kat dwóch promieni wodzących na dwie części których

dostawi! sa w stosunku —  — .
J “ m

M
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660. P . C h a s l e s  dał tw orzenie się następne ow ali (R ys historyczny, strona 351).

Uważmy dwa koła stale O i Oj i  punkt sta ły  P w zięty na lin ii środków; je ś l i  przez punkt P popro
w adzi się jakąkolw iek sieczną spotykającą, koła iv punktach  A i At na przykład ; g d y  się złączy środki
O i  Oj z punktami względnie położonymi na tych kołach ; przecięcie się prostych takich ja k  OA i O , A, 
opisze oioal Descartes’a.

Oznaczmy przez II i R' p rom ienie dw óch kó ł, załóżm y

(1) OP =  c, OP, =  c „  c - |-  c, =  OOi =  d \ OM =  p, 0 ^1  =  p,

P rosta  AAi je s t  poprzeczną w zględem  OMO,; zastosujm y do tego przypadku tw ierdzen ie  poprzecz
nych, m a się

OA.MA,. 0 >  =  OP. oTa ,.MA ;

albo , zastępując te  linie przez ich w artości (1) :

R(p, -j- ft,).e =  cRjlp — R); 

zkąd się wyciąga podzieliwszy przez RR, :
( 2 )

co je s t sam em że określeniem  owalu.

P. C h a s l e s  jeszcze oznaczył w łasność następu jącą  :

Styczna  w M przechodzi przez punkt spotkania stycznych kół w A i Aj,
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Niech będą, w rzeczy sainej, I punk t spotkania stycznych w  A i A ,, oznaczm y przez V' i V' 

kąly A MI i A ,M I: trójkąty p rostokątne MAI i MA,I dają

AM' =  M l.d o sV ', AfM =  M l.dosV ',;

zkąd w ypada, zastępując AM i A,M przez ich w artości

p —  H _  dosV ' . 
pi —)— Rj dosV ', ’

rów nanie (2) krzywej nam  daje także, zastąpiwszy d  przez ( c - j - c ,) .

J

p —  R _  c,R. 
pi Ri

zkąd w ypada

(3> =  V' -{- V ', =  OMO, =  M.

Lecz jeśli V i V, są kątam i stycznej w M, z p rom ien iam i MO i M 0„ i jeśli się zastosuje do rów 
nania (2) wzór (2°) num eru  (659), m a się

(*) ^  =  V - |-  V, =  OMO, =  M.

Porów nanie w artości (3) i (l\) p row adzi do rów ności

dosY  dosY '(5) dos V1 dosV ',

Otóż la  rów ność może się napisać

dos Vdos(M  —  V ') =  dosV 'dos(M  —  V );

zkąd się wyciąga rozwinąwszy :

dos V w st V' —  \v s tV d o s V '= 0 ,  albo w s t(V '— V) =  0; 

to  je s t V' =  Y ,  a tem  sam em  V'j =  V ,; gdyż m ożna zawsze przypuśc ić  kąty V niższe od 

Podanie jest w ięc dow iedzionem .

VII0 N a s z y j n i k  k o ł a  (Podoire du cercie).

661. Nazywa się naszyjnikiem  p u nk tu  stałego A, w zględem  jakiejkolw iek krzyw ej, m iejsce rzutów  
tego punk tu  na styczne do krzywej.

Naszyjnik punk tu  odnoszący się do koła je s t jakąko lw iek  konchoidą kołow ą.

Niech będzie, w rzeczy sam ej, koło O i p u n k t stały  A, i AM p rostopad ła  spuszczona z p u n k tu  A 
na styczną IM. Na OA nakreślm y koło przecin  tjące AM w H; OH będzie p rostopadłą do AM; 
Ol i HM są zarów no rów no leg łe ; a tem  sam em  HM =  OI =  R ; w ięc

AM =  AH +  R;

to je s t że m iejsce p unk tu  M je s t konchodą.
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Szukajm y w prost rów nania m iejsca określonego .
W eźm iem y prosty OA za oś odciętych  i pun k i A za p oczy tek ; n iech będzie M jak iko lw iek  punk t 

m iejsca; x  i y  jego spółrzędne.
M.

Rzućmy na Ol obw ód OAMI; oznaczajyc przez a kyt IOx, zauważywszy że AM =  \ x -  -f- >p je s t 
rów noległy do Ol i że MI je st p rostopad ły  do Ol, ma się

(1) R =  a dos a \lx -  - f - y - ; 

R je s t p rom ieniem  koła, a oznacza odległość OA.

Z drugiej strony  m a się

(2) sty«  =  styM Aa':
\ x -  -f- y  - *

O trzym am y rów nanie m iejsca w yrugow aw szy a m iędzy zwiyzkami (1) i (2). W yciąga się naprzód 
z ostatniej rów ności

dos « =  -j=

otrzym a się, tem  sam em , na rów nanie m iejsca czyniyc. je  w ym iernem

(3) (x* +  , f f + 2 a x ( x *  +  j f )  +  (a- -1 1 * )* *  -  H V  =  0.

P u n k t A będzie punktem  podw ójnym  odosobnionym , jeśli się znajdu je na w ew nytrz k o ła ; p o d 
w ójnym  zw yczajnym , kiedy je st na zew nytrz; a kiedy on będzie na kole, otrzym a się punk t zw rotu i 
krzyw a będzie w tedy  kardyoidą.

VIII0 STROFOIDA ALBO LOGOCYKL1KA.

662. Mając dane prostą stałą Oy i  punkt sta ły  A, prowadzi się prostopadłą AD do Dy; przez punkt A 
prow adzi się jakąkolw iek sieczną AH, i z każdej strony punktu  H , w d m ie  się HM =  HN =  H D ; miejsce 
punktów  M i N je s t logocyklilią albo strofoidą.

8 3



Niech będy AD =  a, DH =  X, a będyc stały, X nieoznaczony; ma się a.- i y  będyc spó łrzędnem i 

p u n k tu  M :

6 5 8  BOZDZIAŁ XX.

w ypadnie więc

HM =  HD —  X, HM =  \ x -  +  (y  —  X)*; 

+  —  2ty  +  X * = 0 .

Trójkyty podobne AHD i AMP dajy

HD _  MP . X _  _ y _
A D " ! ! 5 ’ a - ar +  a

Zastępujyc X przez tę  w artość w  rów ności poprzedzajycej, znajduje się na rów nan ie  strofoidy

(1) x y 1 - f  x* -f- a(x2 —  y l) =  0.

T a krzyw a je s t trzeciego rzę d u ; ona przechodzi przez p u n k ta  kołow e w  n ieskończoności; poczytek 
je s t p u n k tem  podw ójnym , k tórego  styczne sy p ro sto k y tn e ; ta  krzyw a je s t czw artej k lassy ; ona m a 
p u n k t przegięcia w  nieskończoności.

P rzytoczym y w łasności następujyce łatw e do dow odzenia :

((Jeśli przez w ierzchołek  A prow adzi się jakykolw iek  sieczny, spotykajyey krzywy w  M i N ; kyt MDN 
» je s t prosty  i iloczyn AM.AN je s t stałym  i rów nym  d i. A tem  sam em , jeśli się nakreśli jakiekolw iek 
» koło styczne w D na osi AD, dw a punk ta  przecięcia się (różne od p u n k tu  D i od punk tów  w  nie- 
» skończoności) tego koła z krzyw y, będy  w linii prostej z punk tem  A. »

U w a g a . Zowie się L l ś c ie m  D e s c a r t e s ’a  krzyw a p rzedstaw iona przez rów nan ie

(3) x 3 y i  —  :sb.ry =  0.

Ta krzywa m a w iele podobieństw a z poprzedzajycy, przecież ona nic je s t identyczny ze strofoidy. 
Aby je  porów nać, odnieśm y tę  ostatniy krzyw y do dw óch dw ójsiecznych, to je s t załóżmy
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rów nanie (2) staje się po zniesieniu znaków

(3) x 3 - f  Z x f  — y  (.x5 —  y 1) =  0.

Ta osta tn ia krzyw a m a zarów no p u n k t podw ójny w początku, k tórego  styczne są p ro s to k ą tn e ; 
jed en  p unk t przegięcia w  nieskończoności; lecz ona nie przechodzi przez pu n k ta  kołow e w  n iesk o ń 
czoności, co stanow i różnice charak terystyczne krzyw ych (1) i (2).

663. S trofoida m oże być określoną w sposób następujący  :

Strofoida je s t miejsce rzutów spodka kierownicy jakiejko lw iek paraboli na styczne do paraboli; jestto 
naszyjnik spodka kierownicy.

Niech będzie D spodek kierow nicy i M je d en  z punktów  m iejsca; H będąc przecięciem  się AM 
z k ierow nicą, dow iedźm y że

HM =  Dli.

P rzypuśćm y jako  znaną tę  w łasność p a ra b o li :

« Jeśli z ogniska spuści się p rostopad łą  P P  na jakąko lw iek  styczną, spodek P tej p rostopadłej 
» znajduje się na stycznej w  w ierzchołku A. »

W ed ług  tego, je ś li Al je s t jakąkolw iek  p rostopad łą  na styczną, dw a tró jkąty  MAI i JAP są 
ró w n e ; gdyż

D A = A F  zkąd MI =  IP ; nadto  Al je s t  bokiem  w spólnym .

W ynika ztąd

P a T =  IAM; otóż P A I ^ D M D  i "lAM =  HMD,

tró jk ą t MHD je st w ięc rów n o ram ien n y m ; a tem  sam em  HM =  HU.

Strofoida je s t takie obwinięciem kół przechodzących przez spodek kierow nicy, mających ich środki 
na paraboli.

P u n k t przecięcia się dw óch kół nieskończenie sąsiednich  będzie sym etrycznym  p unk tu  D w zglę
dem  stycznej w  punkcie , w  k tó rym  zlew ają się z sobą środki dw óch  kół n u m er (657).

N iech będzie F ognisko, TI jakakolw iek  styczna, D spodek kierow nicy i L sym etryczny p u n k tu  F 
w zględem  stycznej T I; p u n k t L znajduje się na k ierow nicy , poniew aż spodek P prostej znajduje się 
na stycznej w*wierzchołku i że AD =  AF.

Złączm y LT, tró jką t LTF jest rów noram iennym , poniew aż PF =  P L ; więc T F  =  T L ; przeto 
sym etryczny M punk tu  D, w zględem  stycznej T l znajdzie się na LT.
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T rapez MDFL je st rów noram ienny  i przekątnie MF i DL przecinają się na prostej TP  łączącej 
środki boków  rów noległych, n iech będzie II punk t zbiegu tych trzech p rostych . T rapez MDFL będąc

Ł

rów noram iennym , w ynika ztąd HM =  H D ; to jest że m iejsce p unk tu  M jest strofoida. Spodek kie
row nicy jest punk tem  podw ójnym , a F w ierzchołkiem .

IX" O w a l e  C a s s i n i ’e g o .

664. Zow ie się Owalem Cassini’ego krzyw ą będącą miejscem punktów  takich że iloczyn z odległości każdego 
z nich od clwóch punktów stałych je s t sta łym .

Niech będą  F  i F , dw a punk ta  stałe , rów nan ie  krzywej w spółrzędnych dw ubiegunow ych będzie

( ! )  r pi =  k'~.

Szukajm y rów nania w spółrzędnych biegunowych, b io rąc  p ro s tą  F F , za oś b iegunow ą i środek  O 
za b iegun.

Niech będą w tedv
F F , = 2 c ,  MO = f ,  MOF =  u>,

(. trzym a się
MF =  cr —|- c2 —  2cpdosw, F,M =  p2-j—c2- |-  26’p d o su ;

w ed ług  określenia rów nan ie krzyw ej będzie

(o“ —j- fp-do i o») ( —(— c2 -j- 2cpdosu) =  kŁ,
albo rozw inąw szy :

(2) p4 —  2cp !dos :'o> ę* - -  /cl —  0 ;

takiem jest równanie owalu Cassini’ego w spółrzędnych biegunowych.



O trzym am y łalw o rów nanie w  spółrzędnych prosto lin ijnych , b iorąc O za początek , OP za oś 
odcię tych , m a się

x  =  p d o s« , V —  p wst co; 

znajduje się w tedy w spółrzędnych prostolinijnych,

(3) _(** +  » / T +  2 cH>f- —  x 2) - f  ę« —  /.' =  0.

Ta krzyw a może się w ykreślić bądź to za pom ocą rów nan ia (2), bądź to za pom ocą rów nan ia  (3) 
rozwiązalnego w zględem  jednej ze zm iennych.

P rzestaniem y na streszczeniu dyskussyi.

N aprzód punk ta  kołow e w nieskończoności .cą punk tam i podw ójnym i k rzyw ej i sfyczi e m ają  
s t y c z n o ś ć  drugiego rzęd u ; krzyw a jest najw ięcej ósmej klassy.

DOWODZENIE NIEKTÓRYCH TWIERDZEŃ OGÓLNYCH O KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH. 6 6 1

k  <  c c Vs> x  > e

o ! : _ \ -
L J !i

O trzym am y do rozróżnienia przypadki n a s tę p u ją c e :

1° k <  c, krzyw a składa się z dw óch ow ali odosobnionych;

li" k  >  ci

k <  c y 2
, kr zywa przedstaw ia jed y n y  ow al którego kształt zm ienia się w ed ług  

=  c v 2 jednego  albo drugiego z tych trzech za ło żeń ;
k > c  { 2

111° k = c .  Krzywa przedstaw ia w początku p u n k t podw ójny zwyczajny.

W  tym  trzecim  przypadku krzyw a nosi nazwisko Lemnis/eaty BernillVego  albo B ernouill’ego. 

L em niskata je s t krzyw ą szóstej k lassy ; je j rów nanie jest w spółrzędnych p rosto lin ijnych  :

(6) (a2+ y V + 2 c V - ^ )  =  0 ;

w spółrzędnych b iegunow ych :

(5) p~ —  2cidos2&>.

1° U o g ó l n i e n i e  k r z y w y c h  p o p r z e d z a j ą c y c h .

665. Znaleźć miejsce punktów których iloczyn z odległości od wierzchołków jakiegokolwiek wielokąta 
foremnego o m  bokach je s t stałym .



Niech będą A„, A,, ...,A ,„ _ , m  w ierzchołków  jakiegokolw iek w ielokąta forem nego, weźm y OA„ za 

oś b iegunow ą; n iech będzie M jakikolw iek p u n k t m iejsca : OM =  o, M0OA0 =  o>.

W idziało się w  trygonom elry i że

MAo MAi.MAÓ... M A « i_ i=  2 Rmpmdos?/ia>.

Dochodzi się do tego związku rozkładając na czynniki d rug iego  stopnia rów nanie dostarczające 
d ru g ą  s tro n ę  rów ną zeru i uw ażając w niej o jako n iezn an ą; spraw dza się w tedy że te  czynniki d ru 
giego stopnia są dokładnie kw adratam i z odległości MA0, MA„ etc.

Jeśli się wyrazi że iloczyn z odległości je s t stałym  i rów nym  a m, o trzym a się bezpośrednio na 
rów nan ie m iejsca

(1) p-m —  2 U "y/'dos mw +  R2m —  a'2’" =  0.

Szukajm y te raz  m iejsca punktów  których  iloczyn z odległości od w ierzchołków  jakiegokolw iek 
w ielokąta forem nego o m  bokach jest p roporcyonalnym  potędze m'"j  z odległości tego punk tu  od 
środka w ielokąta.

R ów nanie m iejsca będzie
p2m _|_ |{/.>’» — 2RTV ndos»?w =  kp2m.

R2m
Można założyć « =  ; len związek wyznaczy a k iedy się daje k ;  rów nan ie  poprzedza jące sta je 

a
się w tedy

R*2i»
(■>) r? m 4 -  R2m —  2R 'V "dosmu, —  0‘2m.' ' * 1 q2iii *

6 6 2  ROZDZIAŁ IX.

Otóż to rów nanie (2) wyciąga się z rów ności (1) przypuszczając m o d je m n em ; w rzeczy sam ej, 
uw idoczniając to założenie, rów nan ie  (1) staje się

1 2 . , 1  l
-s------ n-------dosmw + T - ;----------— =  0;o2m R*v» 1 lt2”* a2m

zna jdu je  się rów nanie (2) m nożąc dw ie stro n y  przez R2«o‘-’m.

666. Przytoczym y przypadki szczególne następu jące dostarczone przez rów nanie (i).

1° m =  2, m a się elipsę albo ow al Cassini’ego ;

2° a =  R, m  =  1, m a się jakikolw iek okręg k o ła ;

3* a =  li,  m —  —  1, ma się jakąko lw iek  p ro s tą ;

4° a =  R, m  =  2, m a się jakąkolw iek lem n iska tj B ernouill’eg o ;

5° a =  R , m — —  2, m a się jakąkolw iek  h iperbo lę  ró w n o ram ien n ą ;

6° a =  R , m = - ,  m a się jakąkolw iek  k ard y o id ę ;

1
7° a =  R , m =  —  m a się jakąkolw iek parabolę
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IX" C h r a b ą s z c z  (Scarabee).

667. Prosta AB długości sta łej 21 porusza się na dwóch prostych prostokątnych  OX i OY; z ja k ieg o 
kolwiek punktu  P wziętego na dwój siecznej kąta XOY spuści się prostopadłą na prostą  A B; miejsce 
spodka M te j prostopadłej je s t chrabąszczem.

Niech będy a i 6 spółrzędne od początku prostej AB, ma się

( 1 °) -  4 -  f  —  i  =  o
cc o

na rów nanie tej p ro s te j; nad to  m a się związek

(2°) '  «‘2-l- ?  =  ur-.

Oznaczywszy przez a odległość PO, spó łrzędne p u n k tu  P będą obie rów ne rów nan ie prosto

padłej spuszczonej z p unk tu  P  na AB będzie w tedy

(3")
a a /  a

f i

Otrzym a się rów nanie m ie jsca  w yrugow aw szy « i S między trzem a rów naniam i (1°), (2°), (3°). 

Odnieśm y osie do punk tu  P , to  je s t załóżmy

x = = ' ^ ^ ~ x '> y  =  ^j%J r y '’ 

trzy rów nania sta ją  się po zniesieniu  znaków  :

a? 4 - ć2 =  4 /2,

■ cl cl
x  -j— -p= y  -j— ”7= 1 i
_ _ v a , _ _ v i _

* e

a r  - Sy.

R ugow anie a i 6 w ykona się bez tru d n o śc i, znajdu je się na rów nan ie krzyw ej

a
(i) [*® 4 - u 2 + j =  (* ■+ y ) } \ ^  4 - y 1) = !' W

Będzie lepiej dla w ykreślenia odnieść krzyw ą do dw óch  dw ójsiecznych, wzoram i przekształ
cenia są

x  —
x  — y  

f i
y =

*■' +  ?/ 

f i
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R ów nanie krzywej weźm ie po tem  podstaw ien iu  kształt następujący

[x'i _j_ y'2a*') V *  +  y '2) =  / V 2-  2/'-)2.

Z kształtu  rów nania (1) m ożna łatw o zauw ażyć że :

Jeśli M je st jakim kolw iek punk tem  krzyw ej; MP je j od leg łość od p unk tu  P ;  MT długość stycznej 
poprow adzonej do koła nakreślonego na OP jako  średn icy ; MH i MG je j odległości od prostych 
\ 'x  i P/y w zględnie rów noległych do OX i OY; m a się

668. Krzywa (2) posiada pun k t poczw órny w początku ; klassa będzie w ięc zm niejszoną o 12 jedności 
nu m er (467); zm niejszenie w yrów nyw a w artością zm niejszeniu k tó re  byłoby spraw ionem  przez 6 pu n k 
tów  podw ójnych . Krzywa przechodzi przez p u n k ta  kołow e w  nieskończoności, które są punktam i 
podw ójnym i; k lassa je s t jeszcze zm niejszoną o 2 razy 2 jed n o śc i; krzyw a posiada dw a inne punkta 
podw ójne położone na prostych O x  i 0 y ;  co daje now e zm niejszenie o 4 jedności. Te osta tn ie punk ta  
podw ójne m ają za spółrzędne w układzie rów nania (1)

Krzywa będąc szóstego rzędu klassa je s t ogólnie 30; zm niejszenie będąc tu taj o 20 jednośc i; ch ra 
bąszcz je s t jakąkolw iek  krzyw ą szóstego rzędu  i dziesiątej klassy.

y

Zm niejszenie zrządzone przez punk ta  w ielokrotne je s t rów nej w artości ze zm niejszeniem  które 
w ynikłoby z istn ienia dziesięciu punk tów  podw ójnych



W edług  lego spraw dzi się za pom ocą wzorów n u m eru  (697), że krzyw a ma dw anaście punktów  
przegięcia i 2U stycznycli podw ójnych. P rosta w nieskończoności je s t styczną podw ójną.

Krzywa przedstaw ia kształt tu  załączony.

Dla w ykreślenia tej krzywej m ożna zrobić użytek z jak iejko lw iek  zm iennej pom ocniczej i założyć 
na przykład :

y  =  t x ' ;

i za pom ocą rów nania (2) wyrazi się bezpośrednio  x ' i y ' w  funkcyi t.

Można jeszcze użyć rów nania w  spółrzędnych  b iegunow ych .

Jeśli założymy
x ' —  p dos w, y 1 — p wst <■>,

rów nanie (2) daje
p —  adosw  HH /dos2w .

Będziemy m ogli w ybrać jed n o  albo d rugie z tych ró w n ań  dla przedstaw ien ia krzywej. W  rzeczy 
sam ej, je ś li p i w są spółrzędnem i jakiegokolw iek p unk tu  M należącego do krzywej

p — —  a dos w -)- /d o s  2<o,

spółrzędne ( - p i  (7r-f-«)) wyznaczą tenże sam p u n k t M ; otóż podstaw iając te w artości w p ie rw - 
szem rów nan iu , znajdujem y drugie

p =  —  ad o su  —  /dos2<o.

Tym sposobem  rów nanie chrabąszcza w spó łrzędnych  biegunow ych, będzie

(3) p =  Zdos2w — a dos w;

dw ójsieczna je s t osią b iegunow ą; p u n k t P je s t b iegunem .

Można otrzym ać, w prost to rów nanie . N iech będą OA i OB dw ie p roste  p rostokątne; OP dw ój
sieczna, wzięta za oś b iegunow ą; P p u n k t s ta ły , wzięty za b iegun ; AB jak iekolw iek  położenie
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prostej ru ch o m ej; PM prostopadła, spuszczona z p u n k tu  P  i M pun k t m iejsca; tak że



\
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Ol —  IA =  IB =  l. (i»)

Niech będzie OH prostopadły  do AB, m a się

HO* =  to; HJA =  IACn 'lAO =  |  —  B =  BOH ; 

otóż p rosta  Ox je s t dw ójsieczny kyta BOA; w ięc

Jeśli I je s t środek AB, ma się

H 0 a = = 1 0 x ; zkyd 1101 =  2w. (2°)
9

zkyd w ynika bezprośredn io  rów nanie w  spółrzędnych biegunow ych krzywej

p =  l dos *co — a dos w.

XII0 KONCHOIDY W OGÓLNOŚĆ./

669. Mając daną krzywą stałą i  punkt sta ły  A ; je ś li sic złączy punkt A z ró żnym i punktam i krzyw ej 
i  gdy się przed łuży promienie wodzące, począwszy od krzyw ej, o jakąkolwiek długość stałą  1; miejsce 
punktów  tym  sposobem otrzym anych je s t konchoidą względem krzyw ej danej.

W eźm y p u n k t stały za początek a lbo  b ie g u n ; jeśli ró w n a n ie  krzyw ej danej w spółrzędnych b ie g u 
now ych je s t

( 1 )  f ( p ,  &>) =  O, 

rów nan ie konchoidy szukanej będzie w idocznie

(2) f(p  -j-  l, u) =  O, 

dajm y rów nan ie krzyw ej w spółrzędnych prosto lin ijnych  :

(3) f ( x ,  y )  =  0.

N iech będzie H jak iko lw iek  p u n k t tej krzyw ej, i x ,  y  je j spółrzędne,' przedłużm y AH o ilość 
HM =  l, i n iech będę x ' ,  y ' , spó łrzędne p u n k tu  M.

Ma się oczywiście 

zkyd się wyctęga

(4)

x  —  x  —

y =  y  —

lx '
yjx'* +  y"-

¥
Six'.? +
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Rów nanie konchoidy będzie w ięc po zn iesienia znaków  :

(5) =  0.

Uważm y że jeśli się uczyni to  rów nanie w ym iernem , będzie ono zaw ierać w  sobie tylko kw adrat 
na /, poniew aż l  w eń w chodzi jako  jego stosunek  z pierw iastkiem  ' \ ! x 2 -)- y'1', a tem  sam em , 
rów nan ie  określi punk ta  M i M' o trzym ane odnosząc począwszy od H, w  jednym  i d rug im  kie
runku , długości HM i HM' rów ne l.

R ów nanie (5) rozwiązuje w ięc tę  kw estyą :

Znaleźć równanie jak iejko lw iek krzywej tak iej, aby wszystkie cięciw y, przechodzące przez punkt dany  A ; 
b y ły  równe ilości danej.

W szystkie cięciw y, zaw arte m iędzy gałęziam i krzyw ej (5) i przechodzące przez p u n k t A, b ę d ą  
w rzeczy sam ej rów ne 21.

Jeśli rów nan ie  krzyw ej (3) je s t

to je s t p rosta  dana je s t jak im kolw iek  kołem . Je st ła tw o zdać sobie rach u n ek , a priori, z tego p o d w ó j
nego rezu lta tu .

670. Jeżeli się przypuści nić okręconą, około jak ie jko lw iek  krzyw ej, kiedy się j ą  przetnie w pew nym  
punkcie, i gdy począwszy od tego punktu ją  się rozwinie mając na baczeniu aby była  stale skierowaną 
podług stycznej do krzyw ej ; koniec wolny nici opisze rozwiniętą krzyw ej danej.

Szukajm y rozw iniętej koła. W eźm iem y za oś odciętych średn icę  przechodzącą przez pun k t w k tó 
rym  się przypuści nić p rzec ię tą ; niech będzie IM jakiekolw iek położenie stycznej; M będzie punktem

rozw iniętej, i otrzym a się IM =  łu k A l. N iech b ęd ą  MP i OP spółrzędne x  i y  punk tu  M ; rzućm y 
obw od OPMI na w ypadkow ą 01, otrzym a się

y  —  k x  —  0,
rów nanie konchoidy  będzie

[y —  kx)( six1 -f- y~ —  7) =  0 ;

XI11° Rozwinietk

(1 ) R =  a:dos«  -)- y  w sla ,

oznaczywszy przez « kąt I0 .r, i przez R p rom ień  koła.



O tóż
IA =  Ra, zkąd IM =  Ra.

Spółrzędne p u n k tu  I są
R dos a, R w s t« ;

o trzym a się w ięc

(2) IM" albo R V  =  (It d o sa  —  a,-)2 -)- (R w sta —  y f .

Otrzyma się rów nan ie m iejsca rugu jąc  a m iędzy dw om a rów naniam i ( i)  i (2). Z w racając uw agę na 
związek (1), rów nan ie  (2) stanie się p j

R V  =  R- -f- y-  -f- x°- —  2R3 =  x i - f  y- —  R*.

Napiszem y w ięc na rów nan ie  m iejsca, w yciągnąw szy zląd « i podstaw iw szy w  rów nan ie (1)
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(3) u. =  . r d o s ^  +  ■!' ~  h '  - f  y w s t V *8 + . V ł —  K' ;
R R

lakiem je s t  równanie rozw iniętej koła.

Będzie prościej w prow adzić spó łrzędne b iegunow e ; załóżmy

rów nan ie (3) staje się

a lb o

x  —  o dos w, y  =  p w st oj ;

B  =  dos m dos [ Ł \  — 1 -\-  wsi w w si ( t Y  — 1 ;

' v - y ' W  '
albo riakoniec

(1) &> =  łu k d o s-^  —  ( j j )  — 1 >

rów nan ie znajduje się tym  sposobem  roow iązanem  w zględem  jednej ze spó łrzędnych .

XIV0 Cykloida.

670. Cykloida nazyw am y krzywą u tw orzoną przez pun k t okręgu  koła, toczącego się bez ślizgania po 
prostej stałej.

Nazwiemy punk tem  opisującym  p u n k t tw orzący cykloidę, a p rom ieniem  opisującym  p rom ień  koła 
przechodzącego przez ten punkt.

W eźm y za początek p u n k t O prostej stałej w którym  prom ień  opisujący je s t p rostopadłym  do tej 
p rostej, jednocześn ie ja k  p u n k t opisujący znajdu je się z prostą  i  tej sam ej strony  w zględem  środka.

W ybierzm y tę p rostą stałą za oś odcię tych ; oznaczym y przez R prom ień  koła ruchom ego , i przez d  
odległość p u n k tu  opisującego od środka. Uważm y jakiekolw iek położenie CI koła ru ch o m eg o ; p ro 
m ień opisujący padnie na OB. tak że

Ol == łuk  1GB;

p u n k t A padnie w tedy na M. Niech będą  OP i MP spółrzędne x  i y  p u n k tu  M ; i oznaczm y przez « 
ką t BCI prom ienia opisującego z prom ieniem  przechodzącym  przez punk t styczności koła z p rostą



sta łą , ten kąt będąc policzonym  w k ie runku  strzały, to  jest idąc od lewej ku praw ej siron ie  począwszy 

od CI, m a się
x  =  Ol — CII, y  —  CI - |-  H M ;

otóż

Ol =  łu k  BI =  R a; CI =  R j MCH a ^ ,

C H  =  C H .d o sM C H  =  ^ d o s (a  —  MH =  CM w st M CH =  d w s t^ i  —

zkąd w ypada

( 1 )
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i^x =  R a  —  cl sin a , 

( y  =  R  — rfdoSot.

(2 )

Otrzym a się rów nanie m iejsca w yrugow aw szy a m iędzy dw om a rów naniam i (1) lecz lepiej je s t 
określić krzywą za pom ocą tych dw óch  ró w n a ń ; rów nan ia  (1) b ęd ą  rów nan iam i krzywej szukanej.

Kiedy d ^  R , krzywa nosi nazw isko trochoidy , albo cykloidy podłużnej albo skróconej.

Kiedy d  —  R, m a się cykloidę w łaściw ie nazw aną; rów nan ia cykloidy są więc

x  —  R(« —  w st a)

, y  =  R(1 —  d o s«).

Dowiedzie się ła tw o , za pom ocą tych  rów nań , różne w łasności cykloidy.

1° N orm alna w jak im kolw iek  punkcie przechodzi przez p u n k t styczności koła tw orzącego z p ro stą  
stałą.

T  Pow ierzchnia cykloidy je s t rów na trzy razy wziętej pow ierzchni koła tw orzącego.
3° P rom ień  krzyw ości je s t podw ójnym  norm alnej.
!i° Rozwinięta cykloidy je st jakąkolw iek cyk lo idąje j rów ną.

X V 0 E p ic y k l o id y .

671. Jeśli krzyw a ruchoma toczy się bez ślizgania po krzyw ej sta łej; jakikolw iek puukt krzyw ej ruchomej 
opisuje krzyw ą noszącą nazwisko epicykloidy.

Pierw sze odkrycie epicykloid odnosi się do D e s a r g u e s ’a  (około 1600).

Szukajm y rów nan ia epicykloid w przypadku w którym  krzyw e są kołam i.

W eźm iem y za oś odciętych położenie linii środków  dw óch kół, kiedy pun k t opisujący je s t na linii 
środków ; w ybierzem y za początek środek  koła stałego albo koła k ieru jącego . N iech będą  R p rom ień



koła stałego; r  p rom ień  koła ruchom ego ; d  odległość punk tu  opisującego od środka koła ru c h o 
m ego. Może się zdarzyć że na osi odcinków  p u n k t opisujący je st po lewej albo praw ej stronie środka 
koła ruchom ego; pow iem y że położenie początkow e p u n k tu  opisującego je s t po lewej albo po 
praw ej stron ie środka koła ruchom ego. Będziem y szukać w tych dw óch  przypadkach ró w n ań  epi- 
cykloidy.

Przypuśćm y naprzód koło ruchom e styczne zew nętrznie do koła k ierującego.

Uważmy jakiekolw iek położenie koła ruchom ego; n iech będzie I p unk t styczności, G środek , i M 
położenie p unk tu  opisującego, przypuściw szy położenie początkow e M0 po lewej stron ie środka koła 
ruchom ego. Poniew aż koło G toczy się bez ślizgania, długości łuków  położonych jed n e  na d rugich  
m uszą być ró w n e ; p unk t styczności początkowej A0 padnie na A, tak  że

łuk 1A =  łuk  1A0.

Oznaczymy przez a kąt linii środków  z osią dodatną o d c ię ty ch ; przez €, ką t p rom ien ia  opisującego 
z linią środków , ten kąt będąc liczonym w  k ie ru n k u  ruchu  prom ien ia  opisującego.

Z punktów  M i C spuśćm y prostopadłe MP i GH na O x; po tem , przez p u n k t C poprow adźm y 
rów noległą do O x, n iech  będzie K pun k t w k tórym  ona spotyka MP. Ma się

x  —  OP J=  OH - f  CK,

y  =  M P =  CII —  MK;
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lecz je st w idocznem  że

KCM =  tt —  a —  ?;

OH —  (R - |-  r )d o sa , CK =  rfdos(ir —  <x — S),

CH —  (II —|— r ) w s ta ; M K =  w’stfrc —  a —— j 

z drugiej strony  rów ność łuków  IA i IA0 daje
Ra =  ?€.

Kiedy p u n k t opisujący n ie je s t na kole ruchom em , i gdy koło ru chom e je s t styczne zew nętrzn ie, 
daje się d la  krzyw ej nazwisko epitroclioidy. W ed ług  rach u n k ó w  k tó re  poprzedzają, w idzim y że :
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(l)

Równania epitrochoidy, kiedy położenie początkowe punklu opisującego je s t po lewej stronie środka kola 
ruchomego są

( x  =  (R -I- r)(losa —  e?dos(a -j- 6),
n«  =  re.

( y  =  (R -)- ?')vvst a -  d  w st (a -j- g);

Równania epitrochoidy, kiedy położenie początkowe punktu opisującego jest po prawej stronić środka koła 
ruchomego są

t x  =  (R-+- r)d o sa  -f- <Zdos(a -j- g),
(II) ' R a —  Vg.

( y  =  (R - |-  r) w st a —{- d \vst(« -)- g );

Gdyż w ty m  drugim  przypadku, p u n k t opisujący znajdzie się w M' (figura p o p rzed zająca); je s t 
w tedy w idocznem  że

x  =  OH —  CK, y  =  CH - f  MK.

Przypuśćm y pow tóre koło ru chom e styczne w ew nętrzn ie, i zachow ajm y w ykreślenia i znakow ania 
poprzedzające. P unk t opisujący przyjdzie w M, jeśli położenie początkowe M0 je st po lewej stron ie 
środka ruchom ego. Ma się

a =  10A0, g =  IA ,A ; łu k lA jA  łukIA 0; 

x  =  OP = 0 H  - f  CK; 

y  =  MP =  CH -j- M K;

M CK  =  IC K  —  ICM =  a — g +  TT.

OH =  (R —  r)d o s« ; C K =  rfdos(ir +  a —  6), 

CH =  (R  —  r )w s t« ; M K =  c/wst(Tr - j -  a  —  g).

Kiedy punk t opisujący jest na kole ru c h o m e m , i gdy koło ruchom e je s t slyczne w ew nętrznie 
krzyw a nosi nazwisko hypotrochoidy .

Z rachunków  poprzedzających w nosim y w ięc że

Równania hypotrochoidy, kiedy położenie początkowe punktu opisującego je s t po lewej stronie środka 
koła ruchomego, są

x  =  (R —  ?')dosa —- rfdos(« —  g),
(III) \ R« =  ł'g.

y  =  (11 —  r)w s ta  — d  W S t  (a —  g)
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Równanie hypotrochoidy, kiedy położenie początkowe punktu  opisującego je st po praw ej stronie środka 
koła ruchomego, są

Gdyż, w  tym  drug im  przypadku punk t op isujący znajdu je się w M '; ilości CK i MK m uszą być 
od ję te , to je s t że drugie w yrazy zm ienią znak.

8W  poszukiw aniu które poprzedza, przypuściło  się r  -<  l i ; przekona się bez trudnośc i że rów 
nania (III) i (IV) dają zię zastosow ać do przypadku  w  którym  r  >  11. S tała d  je s t dodatną.

Uw aga. Równania hypotrochoidy w yciągają się z rów nań  ep itrochoidy  przez zm ianę r  na —  r 
i € na — 6.

672. K iedy pun k t opisujący je s t na kole ruchom em , krzyw a je s t  zw aną ep icyklo idą albo hypo- 
cykloidą, w ed ług  tego jak  koło ruchom e je s t styczne zew nętrznie albo w ew nętrzn ie.

R ów nania tych  osta tn ich  krzyw ych w yciągną się z poprzedzających rob iąc w  n ich  d  —  r;  w edług 
lego otrzym am y :

Epicykloidą, położenie początkowe punktu opisującego je s t po lewej stronie środka koła kierującego.

E p icyk lo id ą , położenie początkowe punktu  opisującego jest po praw ej stronie środka koła kierującego.

Hypocykloida, położenie początkowe punktu  opisującego je st po lewej stronie środka koła kierującego.

i x =  (R —  r )d o s«  —  >'dos(a —  6)
(111 bis) , Ra =  rS.

( y  — (I i —  r)w sta  —  r  WSt(a —  S)

H ypocykloida , położenie początkowe punktu  opisującego je s t po praw ej stronie środka koła kierującego.

t y =  (tl —  r)d o s«  -|- rd os(a  —  S)
(IV bis) Ra =  r6.

( y  =  (li — r)w sl«  -{- rw s t(a  —  6)

U w a g a . R ów nanie hypocykloidy w yciąga się z rów nan ia  epicykloidy zm ieniając r  na — r
i 6 na —  6; lecz w tedy  położenia początkowe są odw rotne.

Załóżmy

R - j - r  =  m r, gdzie R ==(»«— I)?’; zkąd ę = ( t n — \)a ;

(IV)
t x =  (R — r jd osa  -( -  ddos(a — 6),

Ra =  re.
\  y  —  (R — r) w st«  -j- d w st (a — 6);

(I bis)

t x =  (11 4 -  r)d0S a ?’dos(a -(- 6)
(II bis)

\ y  =  (11 -)- r )w s ta  - |-  r  w st(a -f- 6)
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rów nania cpitrochoid w ezm ą w tedy kształt :

' x  =  m r d o s a  —  f / d o s m a ,

(O

(II')

v y  =  m r  w st a  —  cżw stm a;
E p itrocho idy  < / R 4 " r  mr•

1 ' x  =  m ra o sa  -f- a d osm a,

y  =  m r w sta  - j -  d  w st m a ;

Hypotpochoidy

(III')

(IV')

x  —  m r  dos a —  d dos ma, 

y  =  m r  w sta  - |-  rfwst»w«j 

x  =  m rd o sa  -f- d d o sm a , 

y =  m rw s ta  —• w st m a; I

R — r  — mr.

Dla E picyklo id  i hypocykloid otrzym am y ró w n an ia  :

E picyklo idy  R r  == mr.

( x  =  r[rn dos a —  dosm a],
( I  u  i s ) 1

(II bis)'

( y  =  r [ m  w s t  a — w s t  m a ] .

x  = =  ?’ [ m d o s a  - ) -  d o s m a ] ,  

y  =  r [ m w s t a  w s t m a .

H ypocykloidy  R —  r  =  mr.

' x  —  r[m dos a —  dosm a],
(III b i s ) '  t

y  =  ?’[m W S ta  - j -  W Stm a].

(IV bis)'
x  — r[m d o s  a  - j -  d o s m a ] ,  

y  =  r [ m  w s t a  —  w s t m a ] ,

iuU. Dowiedziemy niektórych w łasności epicykloid.

Rozpoczniem y od szukania rów nań stycznej i norm alnej w  jakim kolw iek punkcie (a będzie pa
rametrem luitowym tego punktu).

W edług  uw agi zrobionej w  num erze (368), spółczynnik kątow y stycznej dla krzywej (I bis):, na 
przykład , będzie

,  m  l  . m  4 -  1
, .  w s t ------- i ------a W S t  ---------------a

____________ d o s «  —  d o s m a  ___ . 2  2

• r '«  — w s t a  +  w s t m a  . m  —  1 , m - 1 - t1 w s t  ---------  a d o s  ---- -1----  a
2 2

tym  sposobem  ma się na spółczynnik  kątow y stycznej



R ów nanie stycznej w  punkcie uw ażanym  będzie w ięc
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.m  4 - 1  w s t — I—
y  —  ?-(?nwst«—  w st nia) = ---------——-—  [x —  ?’(m dos« — dósma) j;

i 111 r  '1d o s --- -----a

i otrzym a się na rów nan ie norm alnej

, ,  m  4 -  t  
d o s — - —  a

y  —  ?•(»; w st«  —  wstw?a) = ------------- — -—■ [.x- —  r(/n d o sa  —  dos ma)].
w s t a l i  a

Znosząc m ianow niki i upraszczając znajduje się na :

Styczna i  normalna w jakim kolw iek punkcie krzyw ej (1 bis) ' :

,, , . n i - f - 1 , m i  , , .,  . m  — 1(1; styczna # w s t— ^—  a — y d o s — i — a =  »,(w i-] - l)w s t— -— a,

771 I  ̂ I |
(1 bis) norm alna x d o s — a - j - y w s t — 4 — a = r ( m  —  l)w st

Znajdzie się przez rach u n ek  podobny  na :

Styczną i normalną w jak im ko lw iek punkcie krzyw ej (II bis)' :

(2) styczna ffdos--*-^~ *« -)- y w s t 1 a =  r[m  -f- l)d o s

. . .  . . m  4 - 1  , i n - f l  , . m  —  1
(2 bis) no rm alna  x w s t — ^—  « —  y dos — ^—  a  =  r ( m —  l) w s t— -—  a .

Nie w skażem y tych w zorów  ja k  ty lko  dla epicykloid, w nioski jak ie  z n ich  w yciągniem y dadzą się 
v/idocznie zastosow ać dla hypocykloid.

675. Normalna w  ja k im ko lw iek  punkcie przechodzi przez punkt styczności odpowiedni kola kierującego. 

W  rzeczy sam ej, dla punk tu  odpow iedniego param etrow i a, spółrzędne punktu  styczności koła k ie ru 
jącego  są

x 0 =  Rdosot, y u =  R w sta , 

a lbo , poniew aż R -f- r  =  m r, albo 11 =  (m  — !)»*:

x 0 = ( m —  l ) r d o s a  x =  ( m — 1  ) r w s t  a .

Otóż rów nan ie norm alnej, (1 bis) na przykład, je s t  spraw dzonem  przez spó łrzędne tego p u n k tu , 
gdyż w ypadnie po podstaw ieniu

. , m  -j- 1 , ,  .m  4 - 1  , m  —  1 d o s a d o s — —  o - f - w st a w s t— J— a =  d o s — - — «;

co je s t tożsam ością.

676. Iłozw inięta jak ie jko lw iek  krzyw ej je s t obw in ięciem  norm alnych do tej krzywej. Rozwinięta  
epicyklo idy je s t  epicykloicla.



Uważmy, na przykład , epicykloidę (I bis)', jej norm alna (I bis) m a za rów nanie

(1°) x d o s W 1 « - f  y  « =  r(m  —  l)d o s  a , gdzie H - \-  r  =  m r.
2 2 ^

Otóż w ystaw m y sobie epicykloidę k tórej r' je s t p rom ień  koła k ierującego, i II' p rom ień  koła sta 
łego, i dla k tórej położenie początkow e p u nk tu  opisującego je s t po praw ej stron ie  środka koła k ie ru 
jąceg o ; rów nanie stycznej do tej krzywej będzie, w edług  wzoru (2) num er ( 6 7 / t )  :

i  “ I -  I  I * M l* “ I-  1  i /  i i * \ i  —  1(2°) a : dos — « -j- y w s t— ^ — oc = r ( m  l)d o s  — -— a,

gdzie się zułożylo

( 3") R' +  >■' =  m 'r'.

Otóż no rm alna  (1“) zbiegnie się ze styczną (2°), jeśli m a się razem

m' =  m, r'(m  - f - 1) =  r[m — 1).

Związki (3°) i (U") wyznaczą IV i r' i ma się

R- , R r  , , IV R
(») ll =  i r + 2 ; - ’' = i T + i '  Ik9d - = ; •

« Tym sposobem  rozw inięta epicykloidy, d la  k tórej R i r  są p rom ien iam i koła stałego i koła 
» ruchom ego, będzie inną epicykloidą d la której p rom ien ie  R' i r' ko la stałego i koła ruchom ego 
» o trzym ają w artości (3).

» Położenie początkow e p u n k tu  opisującego będzie na tejże sam ej średnicy  d la d w óch  krzyw ych; 
>> lecz dla jednej on się znajdzie po lew'ej stron ie  środka koła ruchom ego , dla drugiej po praw ej 
» stronie. »

6 7 7 .  Średnica koła ruchomego obwija epicykloidę.

Ś rednica ciągnięta przez koło będzie w yznaczoną przez p u n k t k tóry  będziem y mogli uw ażać za 
p un k t op isu jący ; n iech będzie CM ta średnica. R ów nanie średn icy  GM, przechodzącej przez dw a 
punk ta

( Xt =  (R -(- ?’)d o sa  =  m rd o s a , ( =  ? '(w dosa —  dosn?«)
C] i M ] wzory (1 bis) ' ;
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y , =  (R -f- >’)w s t«  =  w rw s ta ,  ( y-i =  r[m  w sta  — wstwia)

będzie

(U) & w st ma — y d o sm a =  m r-wst(m  —  l ) a .

Należy znaleźć obw inięcie prostej (U). Oznaczywszy przez R' i r  p rom ienie kół w yznaczających 
p e w n ą  epicykloidę, styczną do tej krzywej będzie [rów nanie (1) n u m er ( 6 7 / i ) ]

(5) x w s tm a  —  y  d o s ^ — a  =  r(m ' -)- l )w s l——-—- a ;  gdzie R' -}- r' =  m 'r'.
A 2 2

Otóż prosta [U) zbiegnie się z p rostą  (5), w'e w szystkich je j położeniach, jeśli się założy



ft I r
Z row ności (1°) i (2°) w yciąga się, w iedząc że m —  —2 —
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(7) r' =  r- ,  IV =  R.

« Ś rednica obw ija w ięc epicykloidę, k tórej kolo k ieru jące  m a za p rom ień  11, i k tórej kolo

ii ruchom e m a za prom ień

678. Miejsce wierzchołków kątów wielkości sta łej, opisanych na epicykloidzie, je s t  cpitrochoida. 

Niech b ęd ą  dw ie styczne do epicykloidy [rów nanie (1) nu m er (674)]

. , to 4 -  1 , m  4 -  I , < .m  — 1(1) t f w s t— J — « —  y d o s — +— ot =  r{m l ) w s t — ^— a,

. m —I— 1 , , m - 1 -1 , , , ,  Lm — 1 ,(2) itw’s t— J — ot — y d o s — i — a — r[m  -f- l ) w s t— -— ot.

Kąty tych stycznych z osią odciętych są w zględnie

m -4 -1  wi — 1 ,
— 2—  2 “ 5

tak że jeśli 0 je s t kątem  stałym  danym , m usi się m ieć

n __m  -)- 1 , m - 1-10 ----------* — — - — o.;

zkąd

m  ' - 4 -  29( 3 ) ot _  a - f -  -
vi 1

Zastąpm y ot' przez tę w artość  w  rów nan iu  (2), i załóżmy

,,,  m 4 -  1 . m —• 1
(4) — jr—  a =  A, ----- t—  =  n,
w  2 m - j - 1

rów nan ia dw óch stycznych napiszą się

xw stX  —  ydos). =  r[m  - j-  l)w stn),,

£  wst(A -)- 0) —  ydos().-(- 0) =  ~f" 1 )wst(wX -\-  nb). 

R ów nania (5) rozw iązane w zględem  x  i y  dają

(6 )

x  =  - V losA wst(n). - |-  nQ) — dos(X -f- 0) w st w a ] ,  

y  —  — i —' [wstX \vst(nX -j- «0) —  wst(A 0)w st nX].

Związki (6) wyznaczą spó łrzędne x  i y  jak iegokolw iek p unk tu  m iejsca w ierzchołków  kąta sta 
łego 0 opisanego na ep icykloidzie; X je s t nieoznaczoną.

Dla rozpoznania w tych ró w n an iach , rów nań  jakiejkolw iek ep itrocho idy , przekształcim y ilości m iędzy 
naw iasam i.



Z a s t ą p m y  n a p r z ó d  i l o c z y n y  l i n i i  t r y g o n o m e t r y c z n y c h  p r z e z  s u m m y ;  p o t e m  w e ź m y  w y r a z y  z a w i e r a 

j ą c e  t e n ż e  s a m  w i e l o k r o t n i k  n a  X , i  z a s t ą p im y  r ó ż n i c e  l i n i i  t r y g o n o m e t r y c z n y c h  p r z e z  i l o c z y n y . 

z n a j d u j e  s ię  t y m  s p o s o b e m  ż e  w a r t o ś c i  ( 6 )  m o g ą  s ię  n a p i s a ć
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„ _ }jm  +  1) 
w s lO

(7)
_  r [ m  - f -  1 )  

w s W

wst i i i - 1 0 d o s(\w —  1)X 4  n 2 1 s j  ~h w st — - ~ 1 0 dos 1)X -j- 6

j — w st'iile  wst̂ (n - i)x - |- lz le ^  4- wst n-~ -e  wst̂ (»4 -i)x+2± l 0

O t ó ż  z a ł ó ż m y

(1 -  +  I )  =  r ; ^ ą d  (X4 -  «)(x 4  i i i ; , ; 

o t r z y m a  s ię ,  m a j ą c  w z g lą d  n a  w a r t o ś ć  (U) t y c z ą c ą  s ię  n  :

= ?; (l +  «)(x +  | ) = m ?;

n -f- 1 ft _  m Q . n —  1 Q _  0
2 ni 4 - 1  ’ 2 m 4 - 1

S p ó ł r z ę d n e  j a k i e g o k o l w i e k  m i e j s c a  p u n k t u  b ę d ą  w ię c

^  _  r 'm  4 - ?h°

(8 )

/ )’(m 4  1 t w*0 , . 0 , 1
x  = -------i— - w s t ---- —  . d o s  a —  w s t ---- -— - . d o s m<f ,

I ws t  0 L m  4 - 1 y m -f- 1 r J ’

/ rlm -4 -1  ) f  wi0 , 0 "l
[ ?/ =  '  W S t - ------ :------  . W S U  —  W S t ---------i— -.W S t O T o  ■
\ J wst0 L m —f  1 r » i - f  YJ

O t ó ż  t e  r ó w n a n ia  p r z e d s t a w i a j ą  e p i t r o c h o i d ę ; w  r z e c z y  s a m e j ,  j e ś l i  I V ,  r ' ,  d ' ,  s ą  e l e m e n t a m i  j a k i e j 

k o l w i e k  e p it r o c h o i d y ,  j e j  r ó w n a n ia  b ę d ą  (1)' n u m e r  ( 6 7 3 )  ;

/  x  —  m V  d o s ?  —  d '  d o s w i ' , ,

(9) ) f g d z ie  H 4 - r  =  m'r'.
( y  =  m ' r ’ w s t ,  —  d  w s t m 't p ;

<? b ę d ą c  n ie o z n a c z o n ą .  R ó w n a n ia  (8 )  i  (9 )  p r z e d s t a w i a j ą  t a ż  s a m ą  k r z y w ą ,  j e ś l i  s ię  m a  

m' =  m ,  m 'r '  =  K w , +  1 )  . w s t  — nB ; d! 1 1 . ws t  0
w s t 0  rn - j -  i  ’ w s t 0  ’ m  - | - 1

T e  o s t a t n ie  z w ią z k i  m o g ą  b y ć  s p r a w d z o n e ,  i  z  n i c h  s ię  w y c ią g a

l - C H - 2 /- )  ^ t ( H 4 - j j Q .

I ( lt  r ) w s  0 1 1  4 -  2 / -  ’

(io ) r ' =  Bih 4- ->’) „,gł (R 4 - r  e.
1 ( f t  4 "  r ) w s t  0 '  R  4 - %•  ’

_  R  4  2 r  r R
«  =  — h - —  . w s t

w st0 It 4 -  2r

« T y m  s p o s o b e m  m i e j s c e  w ie r z c h o ł k ó w  k ą t ó w  o p is a n y c h  j e s t  j a k a k o l w i e k  e p i t r o c h o i d a ,  k t ó r e  

i) e le m e n t a  R', r ' ,  d 1 , s ą  w y z n a c z o n e  p r z e z  r ó w n o ś c i  ( 1 0 ) .  »



TV. D. To podanie było w ysłow ionem  przez P. Chasles'a (Rys h isto ryczny); lecz dow odzenie tego 
tw ierdzenia przez rachunek  w prost zawdzięczam y P. P aiiiv in ’owi.

679. E picyklo idy holowe są krzyw e algebraiczne, kiedy stosunek -  jest spó łm ierny; krzyw e przestępne,

jeśli stosunek y je s t niespółm ierny.

Pom iędzy krzyw em u w liczbie nieskończonej, tw orzącem i się za pom ocą kół przez ru ch  epicy- 
kloidalny, przytoczym y następu jące .

1° Epicyliloida o trzech zwrotach; ona je s t u tw órzona przez p u n k t ja k ie g o k o lw ie k  koła ruchom ego 
toczącego się w ew nętrzn ie po kole stałem , którego prom ień  je s t p o tró jn y m  p rom ien ia  koła ru c h o 
mego. Jestto  krzywa czw artego rzędu  i trzeciej klassy; ona posiada w ielką liczbę w łasności w ażnych 
(Zobacz badanie znakom ite o tej krzy.vej przez P. Crem on’a Journal d? Crelle, to m e  LXIV.)

2’’ Kiedy dwu koła są równe, k r zy w i utworzona je s t konchoidą kołową, albo kardyoidą, luedług tego ja k  
promień opisujący nie je s t  albo je s t na okręgu koła ruchomego.

Niech będzie, w  rzecy sam  oj, CI położenie koła ruchom ego , i CA śred n ica  przechodząca przez 
p u n k t opisujący, m a się naprzód

ł u k I A 0 =  ł u k l A ;

prosta A0A będzie rów noległą do linii środków  OC. P oprow adźm y przez pun k t op isu jący  M, rów no
ległą do CO; ta  rów noległa spo tka średn icę sta łą A 00 w  punkcie D k tóry  pozostanie stałym  podczas 
ru ch u , ponieważ OD =  CM =  d.

( 5 7 8  n07.D7.IAL i x „

Jeśli się nakreśli OH rów noleg łą do CM aż do jej spo tkan ia  z M D, o trzym a się OH =  CM =  OD. 
W ięc prosta  MD spotyka koło stałe p rom ien ia OD w drug im  punkcie H ; i m a się

DH +  DM =  2R :
albo

DM =  D ll — 211;

to jest że m iejsce p u n k tu  jest konchoidą k tórej kołem  k ierującem  je s t koło  OD p rom ien ia  d, 
n u m er (655). O trzym a się w idocznie kardyoidę kiedy p u n k t opisujący będzie na okręgu  koła r u 
chom ego.

3° K iedy okręg ruchomy, wewnętrzny względem koła stałego, ma za promień połowę promiena koła sta 
łego, jakikolw iek punkt okręgu koła ruchomego opisze średnicę koła stałego.

Przypuśćm y że p u n k t A je s t punktem  styczności dw óch kó ł, kiedy p u n k t opisujący zbiega się
z punk iem  styczności.



Niech będzie CI p o ł o ż e n i e  koła ruchom ego , i M przecięcie,się jego okręgu z średnicy  OA; p u n k t M 
będzie położeniem  p unk tu  opisującego, to je s t że się ma

tuk kM  =  łu k  IA .

P O S Z U K IW A N IE  R Ó W N A Ń  W I E L O  KRZYWYCH OKREŚLONYCH G EO M E TRY CZN . 6 7 9

W  rzeczy sam ej, C będąc  środkiem  koła ruchom ego, złączm y CM i uw ażm y dw a kąty

COM =  a, ICM =  6; . 

m a się 6 =  2x, poniew aż 6 je s t kątem  zew nętrznym  tró jką ta  rów noram iennego  COM. Otóż,

łuk IA =  Ha , łuk IM =  r S =  ^ 6  =  R«;

W ięc e t c .........
A° K iedy okręg ruchom y, w ew nętrzny kołu stałemu, ma za prom ień połowę promienia koła stałego, 

jakikolwiek punkt p łaszczyzny koła ruchomego opisze elipsę.

N iech będzie OA położenie początkow e koła ruchom ego  C i M jakikolw iek p u n k t płaszczyzny 
ko ła ; złączmy MC, i niech będą P i Q punk ta  w których p rosta  MC spotyka koło ruchom e w jego 
położeniu początkow em . Kiedy koło  ruchom e w praw i się w ru c h , p u n k ta  P i 0  pozostaną w zględ
nie (3°) na prostych stały cli Ox  i Oy, i odległość PQ będzie sta łą , gdyż koło ruchom e obejm ie

z a w s z e  tenże sam  kąt p rostych  O# i O y, cięciw a P'Q' podpasu jąca luk  k tóry  m ierzy ten k ą t zachow a 
długość n ieodm ienną. Tym  sposobem , jeśli się przypuści p rosta  PQ nierozłącznie zespoloną z kołem  
ruchom em  i w ciągn ię tą  w jego ruch , punkta P  i Q, stałe na tej p rostej, opiszą w zględnie p roste  O x
i Om; w ięc p u n k t M opisze elipsę nu m er (357).

680. P odania k tó re  poprzedzają pozw olą rozwiązać kw eslyę następu jącą  :

Gdy dwa punkta  P i Q jakiejko lw iek płaszczyzny ruchomej ślizgają się na dwóch prostych  OA i OB 
położonych na płaszczyznie s ta łe j, jakikolw iek punkt płaszczyzny ruchomej opisze elipsę.



6 8 0 RO ZD ZIA Ł IX .

Z punk tów  P i Q w ynieśm y p rostopad łe  do prostych  OA i OB. niech będzie I punk t spo tkania 
tych p rostopad łych , i G kąt dwócłi stałych OA i OB. Czworobok OPIQ je s t w pisany. Otóż koło 
opisane na tym  czw oroboku będzie m iało zawsze tenże sam  prom ień jak iem kolw iekby  było poło
żenie punk tów  P  i Q.

W rzeczy sam ej, punk ta  P i Q będąc stałe na płaszczyznie ru ch o m ej, odległość PQ jest n ie o d 
m ien n ą ; lecz, jeśli E  jest prom ień  koła opisanego na tró jkącie OPQ a tem  sam em  na czw oro
boku OP1Q, m a się

P O— — =  2R, zkąd 2R =  s ta łe j, 
w s t  (7

Tym  sposobem , kiedy się przeprow adzi jak ieko lw iek  koło  przez pun k t O i przez dw a punkta 
ruchom e P i Q, prom ień  tego ko ła , rów nież ruchom y , zachow a też sam ą w ielkość. Teraz, Ol jest, 
śred n icą  tego koła, poniew aż kąty P i Q są p ro s te ; w ięc jeśli z p u n k tu  O, jak o  środka , z 2R za 
p rom ień  zakreśli się jak iekolw iek  koło, to osta tn ie  koło będzie s ta łem ; koło ruchom e w ciągnięte 
w  ru ch  posuw aniem  się płaszczyzny, będzie stale styczne i w ew nętrzne w zględem  koła sta łego; 
w reszcie p rom ień  koła ruchom ego  je s t połow ą prom ien ia  koła sta łego; w ięc [4° n u m e r (679)], ja k i
kolw iek p u n k t płaszczyzny ruchom ej opisze elipsę .

U w a g a .  Ta osta tn ia  kw estya m oże jeszcze być rozw iązaną w  sposób następujący , niezależnie od 
teoryi epicykloid . Zagadnienie w ychodzi na to :

Znaletć miejsce zakreślone przez jak iko lw iek  punkt M nieodmiennie przyw iązany do jakiejkolw iek  
prostej PO ślizgającej się na dwóch prostych sta łych Om i O/y.

Z łączm y PM i poprow adźm y przez p u n k t Q p ro s tą  QI czyniącą z PM kąt QIP spełniający 

kąta * 0 y ,  potem  nakreślm y lin ią  Oł. Czworobok OP1Q będąc w pisany, kąt Q0I =  Q P I ; w ięc

kąt 001 jest n ieodm iennym , poniew aż prosla  MP je s t nieodm iennie przyw iązaną do linii ru ch o 
m ej PQ. Lecz tró jk ą t PQI je s t w tedy kształtu n ieodm iennego ; przeto  linia 1P m a długość sta łą ; a 
poniew aż je j końce zakreślają dw ie p roste  sta łe  Ox i Oy , w ypada ztąd nu m er (337) że pun k t M 
zakreśli elipsę.
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ĆWICZENIA.

1° Kr z y w e  do w y k r e ś l e n ia .

6 8 1 .  W  o g ó le  d o b r z e  je s t  r o z p o c z ą ć  o d  b a d a n ia  k i e r u n k ó w  a s s y m p t o t y c z n y c h ;  w y z n a c z y  s i ę  n a s t ę 

p n ie  a s s y m p t o t y  i  p o ł o ż e n ie  g a ł ę z i  p a r a b o l ic z n y c h ,  k t ó r e  m a j ą  i c h  a s s y m p t o t y  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i .  

Z a j m i e  s i ę  p o t e m  n a k r e ś l e n ie m  k r z y w e j ;  w  t y m  c e l u  b ę d z ie  p o t r z e b a  a lb o  r o z w ią z a ć  j e j  r ó w n a n ie  

w z g lę d e m  je d n e j  z e  z m i e n n y c h ,  a l b o  w p r o w a d z ić  z m ie n n ą  p o m o c n i c z ą ; n a j c z ę ś c i e j  w  p r z y k ł a d a c h  

w s k a z a n y c h  w y s t a r c z y  w p r o w a d z ić  z m ie n n ą  o k r e ś l o n ą  p r z e z  z w ią z e k  y  —  t x \  le c z  to  s ą  p r z y p a d k i  

n a d e r  s z c z e g ó ln e .

K i e d y  w y k r e ś l e n ie  k r z y w e j  b ę d z ie  w y k o n a n e m ,  z a j m i e  s i ę  b a d a n ie m  w ł a ś c i w o ś c i  k r z y w e j  j a k o  : 

p u n k t a  w ie l o k r o t n e ,  p u n k t a  p r z e g i ę c ia ,  k l a s s a ,  s t y c z n e  p o d w ó jn e ,  i  t .  d . . . .

K r z y w e  a lg e b r a ic zn e .  

x 3 —  x y - \ - y - \ - \  = 0 :  ( y  —  2 x  —  l ) 2( x —  1 )  —  a:3 = 0 ;

x*y  —  x 3-f- y — 1 =  0 ;  y ( x  —  l ) ( a ;—  2 ) — X'1 =  0 ;

( y — a;)2 - f ( a ;  —  a ) 3 =  0 ;  y ( x  —  \ y  —  x 3 =  0 :

x y * — x * — i  =  0 ;  y x 2- \ - x 3— 2 =  Q;

x 3 - \ - y 3 —  6 x y - f  1  =  0 ;  ( a ; _ | _ i ) ( j ! _ 2 a ;  +  l ) 3 —  x - ( - l = 0 ;

i/2(a r-f  2) —  ( x —  l)(a;2 - f  1) =  o ; 3 x*y —  x 3- \ - y  +  x  =  Q-,

z - y + l f  — 2-^.y-h 1 = 0 ;  (x - \ - y ) ( x -  - f  ,y2- f  a j ? +  a y)  —  a x y =  0;

(3 x2 —  2 z -f-  3 )y  —  a.,2-(- 1 = 0 ;  y -x  — x 3 - |-2 ;r2 - \ - x  —  2 =  0 ;

2 x - y — +  y  =  0 3 x - y —  as8 +  3a; — y  =  0 ;

x y i — x  —  y  =  0 ;  y (x a— 2a?) — a;8— 1 = 0 ;

y (a — x ) — a;2(a +  a:) =  0 ; //(a.-2— 2 x )— x 3 — 1 = 0 ;

y - x — x 3 -f-2a.’--(-a ;— 2 =  0 ; ,y2— a 3-f-3a; — 2 =  0.

( y — x — l ) 2( x — l)(a r— 2 ) —  x * = 0 ;  

y ‘— x^-\-Ux~  — 5 := 0 ;

(a y —  X-)'2 — c(a; —  b)a= 0 ;  

900y3— 30a:3-|-a :4= 0 ;  

y -i_-x 4_|_2a;3— 2x2= 0 ;

(y*— «)*— x*— 1 = 0 ;

a.-4— y 4— x i — y 1 =  0 ;

a;4- |- y 4— Uaxy=();

y*-|-a.'4— a y x 3= 0 - ,

y 4— a;4 -f- 2ax2y = 0 ;

8 6
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(y2— l)2— x K-\-2 a x -— a = 0  ; (y2-)-.r2)2 -\-2c-{y-— x'2) =  0;

y A- \ - x i — 2 a y 3— 2 b;r2y = 0 ; (y* -)- x2)2 -— 6axy2 — 2 ax 3 -(- 2 a2=

x l) (x  — l) ^ e — | j  — 2 [y2-)-*(*  — 2 )]2=t a =  0; y 4— 16j?4—J—a;2y = 0  ;

y 4— 96a2y2-J -1 0 0 a \t2 — ,r4= 0 ; y 4 — x 4 +  ( y — 2 x) x y = 0;

8x V - ( x + y ) 3= 0 ; y 4 =  /l^2£ 2-j- /* 4 j

(a^-l-y*)*2— f t* * + 1 = 0 ; O 2— y2)2— ;r2 — y 2 = 0 ;

xh j*—  2 x i f  — a 2- f  2 =  0 ; a,-2y 3- | - a 3— y 2= 0 ;

y 4-j- 6  x -y '1— 2 y 2—(—a.-4—(—2 ĉ2=  0 ; x*ys — a * -f-a ;y — y s= 0 ;

2  x y 3— y 2—  x = 0 ; (a;2— y 2)2— x = 0 ;

O 2— r ) 2+ 2 a y  — 1 = 0 ; x * ~ y 2+ x = 0  ;

a y 3— y i - - x i — y 2— 1 = 0 ; l\x -y-— h a7'2—j—1 = 0 ;

x  4 ~\~ y'‘ — 2 ay 3— 2 bit 7 / = 0 . y 2(a.2 — 1 ) —  a: = 0.

y5 —j— /i —)— 3 x Ay  —  3 a2x ° y = 0 ; (y- — x )2(x —  1 ) — x 5= 0  ;

® S_|_y5_a. * _ y S _ 0 ; a y - 2 * 2y + ^ = 0 ;

y  =  x b — 20x3 -(- 9 6 x ; a?4(x -f-b )  =  a3y2;

x 3( y — x Y — x '1— 2x  +  2  ; a ;5 —  a x -y  —[— y 3 =  0 ;

x 3y'2 - \ - x i —  y 4 —  0; y 5 — x s -)-a .2y 2= 0 ;

y 5- f  ii&5 -j- 2xAy  — 3a-x -y —  0. x 5 -)- y 4 -\- x 3 -(- y 2 -j- x = 0 .

y3-— x 1— ^;  

x ky K +  (x i —  U)(y —  x y ~  O; 

y s( i  +  x i ) =  x ;  

y 6- x 6- j-(y  —  ax) 2(y —  b x )2=  O; 

y i — x T Ą .(y — -dx ) \ y  —  b x )J= 0 ;

y-p+lx ii+ l= O;

(y2— x 3)2 —  x 4= 0 ;  ; 

y2( i + a 2)3= i ;  

y° -a .6-)- ( y — ax)3( y —r b x ) = O i  

[yt ( x — 2 ) - x ] * = x i + 2 ;  

y 8- f  a 7 - f - y G= 0 .
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1 =)= yjx '  (x  —  !)(•* — 2)
y  —  x  +  1 i t  \ / --------- —-----------;
■' V  ( x — l ) ( x — 2)

=  ± y  x  ±  \/x 4 1 y- —  x°- ±  J /  ' ^   ̂ ;

V  X ± Y /  j = v  y = l / * ± | / ; r a *

W ykreślić i  porów nać:

y* —  x  3 = 0 ;  Y-Z —  X3 =  0;

«* +  y 3 + 1 ^ =  o ; x3 +  y 3 +  z3 =  o ;

^3 y3 _j_ 3 xy  =  O; X3 +  Y3 +  3X YZ =  O ;

x y 2 +  -z3 4- y  =  0. x-z +  Y-X +  z 2y  =  o

W ykreślić krzyw e podane przez ich równania styczneczkowe : 

v2 —  u3 —  O; uv° — u  —  v =  O;

U3 -j- U3 -(- 1 = 0  J u i> --- _|_ (</-(;- — o .

v 3 -j- u 3 -f- Z u v  —  0. (a — W)y2 — u 3 —  0.

K r z y w e  p r z e s tę p n e .

1
y  — g S .

.r
.y

\  - \ - e x

y  =  e* —  e - * ;  y  =  * x i

1

y  logj,' log (a — x )  ’ & x ~ ;

4
y  =  x  — ax ; y  =  log — ;

y - a ł  -  b*. x 2 +  y - ~  a2e2t“k-sty
six1 - f  y-
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. 1y  =  w st -  ;
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y  =  a? w s t *  ;

*  w s t*
w s t*  *

*  sty *
s  =  S 3 ^ ; y =  ~ x ~ '’

1 1y  —  *  w st - ;  y  =  *  łuk  sty - ;

I*  1
^  ~ 1 I*  ’ y  !_ )_ (?  sly x  ’

y*  =  xv ; y 2 =  *  w s t2 * ;

2 , w st *  ,
V =  — ---------- ;------------------------------ ii —  x  —  dos * ;X X

y  —  x  —  sty * ;  wst x  w st y  =  m ;

b =  lu k . sty — ^--------łuk sty — ^—  ; a =  log l / (x  +  °) ~j~ V
J *  —  c J *  +  c r  (*  —  c)2 4 -  y-

1
y  :=  1. *  —  -  * 4 - 1 :  y  —  x  —  log * ;

O
\ —i

_

y =  t — — i '
ex  _|_ ex

w sty =  aw st* .  y  =  w s t * —  a2.

N . D. Najw iększa część krzyw ych, k tóre podajem y do w ykreślenia jako  ćwiczenie, sy wzięte 
z kwestyj exam inow .

I I 0 T w ie r d z e n ia .

682. —  1° Jeśli z jakiegokolw iek p u n k tu  prow adzi się sześć stycznych do jakiejkolw iek krzywej 
trzeciego rzędu , sześć p unk tów  styczności sy na je d n e j k o n ic zn e j; a sześć punktów  pozostałycłi 
w których te  styczne spotykajy krzywy sy na drugiej konicznej. Te dw ie koniczne sy podw ójn ie 
stycznem i.

2° W szelka krzyw a czw artego rzędu , m ajyca dw a punk ta  kołow e w  nieskończoności za punkta 
zw ro tu , je s t ow alem  Descartes’a.

3° Jeśli przez cztery p u n k ta  w zięte na krzywej trzeciego rzędu , przeprow adza się jakykol w iek 
k o n ic zn y ; p rosta , łyczyca dw a in n e  p u n k ta  w  których  koniczna p rzecina krzywy, przechodzi przez 
p u n k t stały położony na krzyw ej trzeciego rzędu .

4C Iloczyn z odległości jak iegoko lw iek  p u n k tu  krzywej trzeciego rzędu  od je j trzech assym pto t je s t



w stosunku stałym  z je j odległością od prostej przechodzącej przez trzy punkta, w których assym pto ty  

spotykają krzyw ą.

5° Przez pun k t wzięty na krzyw ej trzeciego rzędu  i trzec.iej klassy, prow adzi się s ieczn e; m iejsce 
przecięć się stycznych, w  punk tach  w  których te  sieczne spotykają krzyw ą, je s t jakąko lw iek  ko- 

niczną.
6° Niech będzie krzyw a rzędu  m  i punk t stały  O; jeśli prosta, przechodząca przez pun k t stały O, 

przecina krzywą w  Aj, A2, . .  . A,„, m iejsce punk tów  M tak ich  że

_1_______1_ _ 1 _  _ J _

OM2 ~~ ÓAi OA® OAm’
j e s t  jakąkolw iek koniczną.

7° Krzywa taka, że d ługość jakiejkolw iek jej stycznej zaw artej między dw iem a p rostem i prostokąt- 
nem i je s t stałą , je s t epicykloidą której koło ru ch o m e je s t w ew nętrzne kołu  stałem u i k tó re j prom ień  
je st ćw ierć prom ien ia  koła stałego ; je s tto  także obw inięcie elips spółśrodkow ycli k tórych osie m ają 
tenże sam  k ierunek  i d la  k tó rych  sum m a długości osi jest stałą.

8° Jeśli przez pun k t M poprow adzi się trzy p roste , i jeśli się w eźm ie dw a punk ta  na każdej prostej, 
będzie można przeprow adzić przez te śiedm  punktów  niezliczone m nóstw o krzyw ych trzeciego rzędu  ; 
jeśli M jest punk tem  przegięcia dla jednej z n ich , on nim  będzie d la  w szystkich.

9° Jeśli z jakiegokolw iek punk tu  A , wziętego na krzywej trzeciego rzędu , prow adzi się styczne do 
tej k rzyw ej; przez cztery punk ta  styczności au a2, a3, ah  przechodzą trzy pary prostych  których 
środki cl} c.2, c3 są na krzywej a styczne w  tych trzech  punk tach  przechodzą przez pun k t c w  k tó 
rym  styczna A spotyka krzyw ą.

10° Jeśli się rzuca p u n k t stały  A na styczne do krzywej danej, jeśli P je s t jeden  z tych punktów ' 
a  M punkt zetknięcia stycznej z krzyw ą p ie rw o tn ą ; styczna w P do m iejsca punk tów  P będzie 
rów nież styczną do okręgu zakreślonego na AM jako  średnicy.

11° M iejsce punk tów  takich , że sum m a kw adratów  z długości norm alnych poprow adzonych do 
krzywej danej je s t sta łą , je s t krzyw ą m ającą za norm alną w  każdym  punkcie lin ią sk ierow aną do 
środka średn ich  odległości od spodków  norm alnych .

12° Niech będzie f{ x , y)  = 0  rów nanie jak iejko lw iek  krzyw ej; z jakiegokolw iek p u n k tu  M(x0, y 0), 
wziętego na płaszczyznie krzyw ej, zakreśli się jak ieko lw iek  ko ło ; iloczyn z odległości tego p u n k tu  
od 2m punktów  przecięć koła i krzywej je s t rów nym  f ( x 0, y 0). R“ , R będąc p rom ieniem  koła.

13° Jeśli koło je s t nakreślone na płaszczyznie jak iejko lw iek  krzywej płaskiej, połow a sum m y kątów  
jakie czynią, z k ie runk iem  stałym , 2m prom ieni koła stykających się z punk tam i przecięć, je s t

rów ną, w  przybliżeniu na w ielokro tność n ,  sum m ie kątów  jak ie czynią m  assym pto t z tym że sam ym  
kierunkiem .

14° Obwinięcie krzywej A dosm0 -(- B w stm0 —  C, gdzie H je s t param etrem  zm iennym , i A, B, C 
funkeyam i lin ijnem i na x  i y ,  jest

2 2 2 

A  2 — m _J_ ]} 2 — m z=: Q 2 — vi'

15° Jeśli p r z e z  cztery punk ta  stałe położone na krzywej trzeciego rzędu przeprow adza się ja k ą 
kolw iek koniczną, linia łącząca dw a inne p u n k ta  przecięcia się konicznej z krzywą, przechodzi przez 

p u n k t stały.

16° O bw inięcie w s z y s tk ic h  średnic krzyw ej trzeciego rzędu  je s t także m iejscem  środków  konicz
nych średnicow ych (to jest pierw szych b iegunow ych  punk tów  w  nieskończoności).
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17° Kiedy kilka krzyw ych rzędu  m  przechodzi przez też sam e m - punk tów , b iegunow e jakiego
kolw iek p u n k tu  w zględem  wszystkich krzyw ych uk ładu , przechodzą przez p u n k t stały.

•18° Jeśli jakakolw iek  linia spotyka owal karlezyański w  czterech pun k tach , sum m a ich odległości od 
jak iegokolw iek  ogniska je st stały.

19° Układ kassinoid spółogniskow ycb je s t p rzęcięty  p rostokątn ie  przez uk ład  hyp erb o l rów no
ram iennych  spó łśrodkow ych , przechodzących  przez ogniska w spólne.

20° R ów nanie lpv wg? —  c, gdzie / i m  sy stałe i c param etrem  dow olnym , przedstaw ia szereg 
owali kartezyańskich m ajycych też sam e ogniska. Te ow ale sy przecięte p rostokytnie przez krzyw e

^sty |  o)^ = c '^ s t y  j  c' będyc stały dow olny ; w, i u 2 oznaczajy kyty przy podstaw ie tró j

kyta k tórego  bokam i sy pt i p2.

21° Znaleźć najm niejszość odległości jakiegokolw iek p u nk tu  danego od jak iejko lw iek  krzyw ej, 
której zna się rów nanie.

22° C zw orobok zupełny będyc w pisany  w  jakykolw iek liniy płasky trzeciego rzędu . 1) Trzy p u n k ta  
zbiegu p ar stycznych w ychodzycych z w ierzchołków  względnie przeciw ległych tego czw oroboku, sy 
położone w linii p rostej i na krzyw ej. 2) Każda z tych p ar stycznych tw orzy  przez jej przecięcia się 
z jedny  jakykolw iek  z dw óch  innych p ar, now y czw orobok opisany na krzywej danej, i k tórego  trzy 
przekytnie zaw ierajy w sobie, bydź to jeden  z punktów  styczności ostatn iej pary  stycznych, bydź to 
ich punk t zbiegu położony na krzywej.

23° W szystkie średn ice krzywej rzędu m, obwijajy krzywy rzędu  (m — 1 )(m  —  2) i klassy (m —  1).

24° W szystkie koniczne ściśle styczne trzeciego rzędu w  jak im kolw iek  punkcie  danym  ja k ie j
kolw iek krzyw ej geom etrycznej inajy tyż sam y średnicę sprzężony stycznej w tym  punkcie , i param etr 
w zględny do tej średn icy  je st tenże sam .

25° W krzyw ej trzeciego  rzędu, trzy w ierzchołki tró jky ta  assym pto t i trzy w ierzcho łk i tró jky ta 
stycznych z trzem a punk tam i przegięcia w  linii prostej sy na tejże sam ej konicznej.

26° Miejsce w ierzchołków  kytów  prostych  opisanych na jakiejkolw iek krzyw ej klassy n je s t ogólnie 
krzywy rzędu (n2 —  n).

27° N iech będy  P i F ' ogniska elipsy Cassini’ego, C je j środek , i P jak iko lw iek  p u n k t krzyw ej. 
N orm alna w  P czyni z FP  kyt rów ny kytow i jak ie  czyni p rosta  CP z F 'P .

28° K iedy krzyw a trzeciego rzędu  je s t zarazem  w pisany i opisany n a  trójkycie ABC; iloczyn z p ro 
m ieni krzywości odpow iedn ich  w ierzchołkom  A, B, G, je s t rów ny sześcianow i z p rom ien ia  koła 
opisanego na trójkycie ABC [Mannheim).

29“ Kiedy krzyw a trzeciej klassy jest razem  w pisany i opisany na tró jkycie iloczyn z prom ieni 
krzyw ości, odpow iedn ich  trzem  w ierzchołkom  je s t rów ny 64 razy w ziętem u sześcianow i z p rom ienia 
koła opisanego na trójkycie [Mannheim).

30. Liczba najw iększa p unk tów  podw ójnych  krzywej rzędu m  je s t —------

31. Znaleźć rów nan ie  ogólne krzyw ych takich, aby w każdym  punkcie rzu t rzędnej na norm alny 
w  tym  punkcie był ilościy stały. W ykreślić krzywy.

32° Znaleźć ró w n an ie  ogólne krzyw ych tak ich , aby w każdym  punkcie  rzu t rzędnej na styczny 
w tym  punkcie był ilościy stały, W ykreślić krzywy.
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OMYŁKI DRUKARSKIE

Sir. Wiersz* Napisano. Powinno być.

6 2 0(1 dołu przdslawiać przedstawiać

8 7 » fdęcymi idącymi

9 2 » na dowód tego W  tym celu

10 6 » tposobem sposobem

1 1 5 od góry tosamościowo tożsamościowo

1 2 9 od góry yf iy Vf'v

13 4 )) f 'x ,  f'y f'z  ; f'x , f 'y , f ' z ’,

l /l 16 » przsglgd przegląd

17 3 od dołu równy na x równy as

18 10  od góry OzTi z OT,

19 6 od (lulu nakoiec nakoniec

20 3 od góry BM =  p BM, =  p

2 1 6 » Karleżyańskiemi Karleżyańskiemi

2 1 6 » zwięzek. związek :

25 3 » s? s9 ( 111)

25 4 » y  wst [5 y' wst p

25 1 2 U uklado układu

26 8 » (y '+ y )d o s O {y' —  y)  dosO

26 1 od dolu AIM' mm'2

27 5 » -H y) dos 0 ( y '— y) doso

34 10 od góry Unijne lin ii

C6 4 » — x,)dosO (x  —  a:,) dos 0

36 r —  a :-)-i/ — j/i) dos 0 (*  — x ,)  +  (.'/ —  !/i)dosO
i) S a dos a

36 G )> estto równanie jestto równanie

36 7 » Jeżeli Jeżeli

38 2 » “  »Z
X  
“  »

41 7 » MP' MP



Sir. Wiersz.

4 2 7 od góry

42 1  od ilolu

42 1  »

47 7 »

48 7 »

57 12 »

57 15 »

67 1 »

73 8 od góry

83 2 od dołu

86 3 od góry

86 7 »

107 3 »

108 9 od  dołu 

110 2 »

112 7 od góry

124 1  »

127 7 »

128 3 od  dołu 

130 7 od góry 

130 11

150 2 od dołu

155 10 od góry

159 9 od dołu

163 4 od góry

169 4 od dołu

170 12 »

172 5 »

172 3 »

177 2 od góry

177 8 od dołu

178 5 od góry

179 11 »

6 9 6

179 5 od dołu

OMYŁKI DIUJK AltS KIE .

Napisano.

osobami

i

krzyw

M,P
M,P,

niezmiennych

(1)1(2)

OM

y — yo —
(w liczniku) Bj

jakiegokolwiek 

jakiegokolwiek 

a> b.j C3 

(w liczniku) Z'

=  4- 

otrzyma i

+  tt(AiU + •  • •

o lego 

u - fa " D  =  0 

p rzed s ta w ia ją  

, a tem samem, 

+  p v2° 

( d V + . . .

U V 
A B : -  - - - -

>Jo ’ 0

(w mianowniku) dos DC 

prolsych.

(w mianowniku) v2 —  v>

W

Ma +  CN0=  0 

(w liczniku) Ma —  aNu 

D = M  — , 

równani

S*
A

Powinno być. 
sposobami 

ł

krzywa

M,M
M,M2

M,P 
Mi Pi

nieznanych ]

(2) i (3)

OM 2

y —2/0= —
B

jakiekolwiek 

jakiekolwiek 

82 1)2 C.

Z

=  +  1 
otrzyma się :

1 2 i  

do trgo

u -j- <\hiV =3  0

przedstawia

przeto

(dl! - + - • . •

o
Uo ’ 0

wst DC 

prostych.

V\ — v<

W'

M0 — CN0=  0

M, —  a .\,

D =  M —

równania

C.
A!
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O M Y Ł K I  D R U K A R S K I E .

•

Sir. Wiersz. .y opisano. Powinno być.

1  I 1 1 = 0
186 :1 1  otl góry r  | 1

i  1 1  1

193 7 od dola ksztalł kształt

197 6 od góry (w mianowniku) b,yi btv i

197 10  od dołu a_2 j a'->z0

1 1
200 4 AO^ OAh

2 1 1 8  od g ó r y * 2( * o  +  i / 2o) •B2(a=‘2o4->/2o)

213 8 -  2p*Rty —  2[3R2j/

214 9 »
byle tylko można było otrzymać sprowadzonemi 

do jedności
sprowadziwszy do jedności

2 1 0 2 » -f- 171-iX)̂  4 ~

2 1 0 4 +  mo( 4 -  m>2{

2 2 2 2 » 4 -  (ci —  c) 4 - ( c — ej)

2 2 2 6 » -i- (6 — b)r ■4* ( 6  —

225 1  od dola xZ'x 4 “ xCx0 4 "

228 6 » A,B AiB,

229 4 od góry
+  f

+  V-

236 8 » punktam punktami

240 6 » 4  c 4 -c i

240 4 od dohi Miejscem Miejsce

2 4 1 13 od góry +  c +  C|

242 7 od dołu Równanie (7 bis) pokazuje Równania (7 bis) pokazują

250 13 od góry +  (a2 —  R2)R2 +  («2 —  R'2)B2

252 4 (w liczniku) R — 1> i R -+- R'

252 0 )> (w liczniku) R —  kW 11 —  AR

253 3 od góry - 6jR) - b :l 11.2)

269 5 od dołu —  1’ wst \ —  P wst B

288 4 od góry t y “o 4 “  4 - =  o U'*1 u! Vfrvt~\- Wfiui == 0

291 3 od dołu (w licznik ll) X[A. IJ.V

291 2 » (w mianowniku) (X X o4- ;jY’o + v Z 0) /.Xo4" l-'-Yo 4" vZ0)-

292 8 od góry (w liczniku) Y0 Y ‘.i

295 4 » punkta punktu

297 li od dołu V =  0 V =  0

316 9 od góry ij' wst» —  y' wst a

325 1 2  od doili x 'y ' + x 'y ' -

54 7 od góry (w mianowiniku) B2 li

4 9 ,, ( " t " )
(U + N ) .

8 8
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Str. Wiersz.

355 6 od góry

373 6 »

376 5 od dołu

396 15 od góry

£13 8 od dołu

615 U od góry

• 615 13 od dołu

616 16 od góry 

623 2 »

625 8 od dołu 

636 9 od dołu 

635 7 od góry 

668 9 »

655 2 od dołu 

657 5 »

657 1 

680 7 

683 15 

685 9 

692 IG 

693 ' 1 

501 9 

513 12 

516 9 

518 5 

521 10 

520 15 

527 18 

V27 19 

527 5 

539 5 

551 (i 

556 1 

576 9

od góry 

od dołu

od góry

»

))

od dołu

))

od góry 

od dołu

od góry

Napisano.

M2 —  N = 1

(2 ) 

yfv 
in 

1 .2 .3

P> r)

+  [X/'x, +  

X*/»x„

Pzregięcia

W/W,

Y

+  *■/»
, A ,•

T R Y L I N I J N E

(w mianowniku) si DIT,

wst OD

585 2 »

585 7 od dołu

wst OL 

+  DE2

(x, y)
(i)

V =  ) . «

» (« ,« )

(w mianowniku) Z7,,*

C,

(* )
W  NIESK OŃ CZONO NO ŚCI

?m -3 
_  £

Om —

Um-jJ

P =

(w mianowniku) A

U f +  V /'

A'll'

_  B
A

Powinno być. 

M2 — N2 =  1

(3)

yf'v

J lL -
1 .2 .3

n » V (a> f3> T) 

+  /.[X /'x ,  

X2/"x ,x , 

Przegięcia 

W /V ,

V

+  : o/'^o =
, punktu A; 

t r z y l i n i j n e

st D I T ^ r  

wss O I D

B / '2y

wst OIL 

(3 bis)

-H D  t2 

(1, 0 

( 1  bis)

V =

?n(“ i v) +

(4)

/ V  

G,

?(*)
W  N IE S K O Ń C Z O N O Ś C I

V»l_3 

S-ifm . -2 

Cm—1

Whi—p

Py =
AC

u / ',  +  v /v

A ' +  C'

li
Ć

(A d o s  6 — H ) f ' \
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Str. Wiersz. 
602 5 od dołu 

609 1 od góry 

609 XI » 

609 13 »

609 15 »

611 13 »

611 16 od dołu

614 8 od góiy

615 9 »

616 6 od dołu 

619 7 od góry 

625 5 od dołu 

65/i 10 »

660 2 »

660 !i » 

670' 5 »

67/) 7 »

677 7 od góry 

677 3 od dołu

Napisano.
k

D R U G I E O O

k-A.(x —  a-o)

(w liczniku) Fj/0 

Byo 
XA, XB, ).C 

B| Cu

— 2B dosi

(5) (
9 - i

(w liczniku) OR

+ y

—  2 cc2 dos 2 w 

-J- cc- do w 

=  wst

( X + n )

(w liczniku) rR

Powinno bxjć. 

kt

D R U G IE G O

/,:'2A (x —  as0)° 

E;/o 

Ej/o.

XA„ XBj, XC„

Iii 0) Ei

—  2B,dosO

(5) A 
0»!_1 

ORm 

+  y2
—  2 c V d o s  2(o 

- ) - c 2— 2cpdoso) 

=  d wst

y = ( m  —

(I 4 -n) 

rO

K O N I  EC.





N a k ł a d e m  w ł a ś c i c i e l a  B i b l i o t e k i  K ó r n i c k i e j  a  p r z e w o d n i c z ą c e g o  w  T o w a r z y s t w a c h  N a u k o w e j  

P omocy  i  N a u k  Ś c is ł y c h  w  P a r y ż u , w y s z ł y  n a s t ę p u j ą c e  d z i e ł a  m a t e m a t y c z n e  :

I . N o rz ew sk i R och. Nouvelle theorie des proportions ct progressions harmoniques avec ses applications d 
la geometrie. P a r i s ,  4852, in -8°, 60 pages de tex te  e t deux planches lithog raph ićes (wyczerpane).

G.-H. N iew ęgłow ski, b. profesor analizy w  Szkole W yższej Polskićj M ontparnasse , exam ina to r 
m a t e m a t y k i  w liceum  Św iętego L udw ika w Paryżu :

— A rytm etyka  z teoryą przybliżeń liczebnych i t. d. (Kurs zupełny , zaw ierający działania sk rócone, 
błędy sam oistne  i w zg lędne; noty dotyczące w łasności liczb, w iele rozw iązanych zagadn ień , ćw i
czenia). Paryż, 1800, in - 8”, stron  352. Cena 1 ta l. lO sg r.

3 . _  Geometry a. Część I  Geometrya płaska  (w ydanie drugie), w  P aryżu , 1808 roku, stron  430 in - 8°, 
figury w  tekście. Cena 1 tal. 10 sgr.

4._ Geometrya. Część I  i  I I ,  ku rs zupełny , drugie w ydanie zupełnie przerobione, zaw ierające całą
geom etryę starożytnych i m etody geom etry i nowoczesnej (pierwsze w ydanie z 1852 roku). Paryż, 
1808, in -8° stron  vm  i 778. Cena 2 tal. 20 sgr.

5. —  Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryą ilości urojonych i  z notami. P aryż, 1870 ro k u , in -80 

stron  xv i 407. Cena 1 tal. 15 sgr.

0. Z asady rachunku różniczkowego i całkowego s zastosowaniami wyłożył W . I' OLKiERSKi, inżynier 
c y w i l n y ,  b. uczeń szkoły politechnicznej w K arlsru h e , licencyat nauk  m atem atycznych P. F . Sor
bony , p ro feso r M echaniki w szkole Wyższej przygotow awczej w Paryżu , tom  I zaw ierający Rachu
nek różniczkowy oraz dodatek  W ładysław a Trzaski o Wyznacznikach. Paryż, 1870, in-8° stro n  x lii i
i 1087, figur w tekście 136. Cena 3 tal. 10 sgr.

7. Pam iętnik Towarzystwa N auk Ścisłych w P a ryżu , tom  1. G łów ne artykuły  przez pp . F ra n k e , 
G osiewskiego, Sągajłę, T rzaskę, Ż m urkę. P aryż , 1871, in 4° stron  186, figur 5. Cena 2 ta lary .

8 . P am iętn ik Towarzystwa N auk Ścisłych w  P aryżu , tom  II. A rtykuły pp. G osiewskiego, K ucharzew - 
skiego Sągajły, Trzaski i Żylińskiego. Paryż, 1872, in-4" s t r o n 245, tigur 8 . Cena 2 talary . (Obydwa 
tom y  razem  opraw ne 3 tal. 22 sgr. 6 fen).

0. W ykła d  H ydrauliki wraz z teoryą machin wodnych, poprzedzony w iadom ościam i w stępnem i 
z H ydrostatyki i H ydrodynam iki, przez pp . Feliksa K u c h a r z e w s k i e g o  i W ładysław a K l u g e r a _  ( i n 
żynierów  dyplom ow anych szkoły Dróg i Mostów w Paryżu). Paryż, 1873, in-8° stro n  l v i  i 1018. 
F igur w tekście 110, op raw a angielska. Cena 20 franków .

10. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego, przez W ładysław a F o l k i e r s k i e g o ,  stałego Sekretarza i 
W ice-prezesa Tow arzystw a Nauk Ścisłych w Paryżu, tom  II Rachunek Całkowy. Część pierw sza : 
całkowanie różniczek i t. d. Paryż, 1873, in-4° stron  xvi i 752, figur 70, op raw a angielska. Cena
1 2  franków.



11. W ykład  Mechaniki cząsteczkowej (molekularnej), przez W ładysław a G o s i e w s k i e g o ,  prof. Fizyki 
m atem atycznej. Tom u ls°  części różniczkow ej zeszyt pierw szy. Paryż, 1873, in-8°, stron  176. Cena 
fr. 4

12. Pamiętnik Towarzystwa N a u k  Ścisłych w P aryżu, tom  III, zawierający w ypracow ania pp. 
W . Folkierskiego, K lugera, K ucharzew skiego, D olińskiego, G osiewskiego i M artynow skiego. Paryż, 
1873, stron  vm  i 354, figur 96. Cena fr. 12.

13. Mechanika rozumowo., przez G.-H. NiEwęGŁOWSKiEGO, dw a tom y. Tom  I, Statyka i Dynamika  
punktu. Paryż, in-8° stron 544, z figuram i; cena fr. 10.

14. W yk ła d  zupełny A lgebry  przez A d o l f a  S a g a j ł ę ,  w  czterech  tom ach . Tom  pierw szy : Początki 
Algebry. Paryż, 1873, in-8° stron  632, z figuram i. Cena 5 fr. 50 cen t.

15. Bibliografia piśmiennictwa polskiego z d zia łu  M atematyki i F izyk i oraz ich zastosowań, przez Dra 
T eo fila  Ź ebraw skiego , członka A kadem ii K rakowskiej. K raków , 1873, in-8° stron  617, z 4 tab li
cam i. Cena 3 talary.

16. Pam iętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych , tom  IV, zaw ierający w ypracow ania pp. A. M artynow
skiego, K. B randta, J .-N . F rankego , W . K lugera, W . P uchew icza, S. B aranow skiego i Cayley’a 
(tłom aczenie z angielskiego). Paryż, 1874, in-4° czterdzieści dw a arkusze d ru k u , figur w tekście 100. 
Cena 12 franków .

17. W ykład zupełny Algebry  przez A d o l f a  S ą g a j l ę  w czterech  tom ach . Tom  II : Teorya toy znaczni
ków i ich przedniejsze zastosowania. P aryż, 1874, in-8°, s tron  400. Cena 5 fr. 50 cent.

18. P am iętn ik  Towarzystwa N auk Ścisłych, tom  V, zaw ierający prace pp . K. M aszkowskiego, 
W ł. Gosiewskiego, Ł. W ojciechow skiego, J. Rostafińskiego i S. B aranow skiego. Paryż, 1874, 
in-4° czterdzieści cztery arkusze d ruku , figur w  tekście 24, tab lic  20. Cena fr. 16.

19. Pam iętnik Towarzystwa N auk Ścisłych w P a ryżu , tom  VI zaw ierający prace pp. J .  Rostafińskiego, 
A. M artynow skiego, S. Elzanow skiego, W . Zajączkow skiego i M. G irdw oynia. Paryż, 1875, in-4° 
czterdzieści cztery arkusze d ru k u , figur w  tekście 10, tablic litografow anych 12, stalorytów  8. Cena 
franków  20.

20. G. H. N iew ę g ło w sk i. Mechanika Rozumowa , tom  II, D ynam ika układów m aterya lnych , H ydrosta- 
tyka i  H ydrodynamika. Paryż, 1876, in -8“ stron  885, z figuram i w  tekście. Cena 15 fr.

21. Pam iętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w P aryżu , tom  VII zaw ierający prace pp. W ł. Gosiewskiego, 
K. B rand ta, K. Hertza i S. Dicksteina, A. Sękow skiego, M.-A. B aranieckiego, B. lłe jchm ana, 
M- A.  B aranieckiego i A. Sągajły. Paryż, 1875, in-4° czterdzieści arkuszy d ru k u , figury w tekście 
(drzew orytów ) 56, m iedziorytów  typograficznych (su r cuivre en relief) 2; tab lic  : m iedzioryt I, sta- 
lorylów  4, fo todruk  1. Cena franków  20.

22. P am iętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w P aryżu , tom  VIII zaw ierający prace pp. M.-A. Baraniec
kiego, W ł. G osiew skiego, M. Hulewicza, Z. L askow skiego, J . R ostafińskiego, A. Sągajły, A. T ran - 
son (tłom aczenie z francuzkiego), M.-A. B aranieckiego. In-4°, Paryż, 1876, trzydzieści arkuszy 
d ru k u , figur w tekście 18, tablica jedna litografow ana. C ena franków  20.

23. W ł. K lu g e r  : W ykład w ytrzym ałości m ateryałów . Paryż, 1871, in-8° stron  595 z figuram i w tek
ście. Cena 15 fr.



24. Pam iętnik Towarzystwa N auk Ścisłych w P aryżu , tom  IX zaw ierający prace pp. M. G irdw oynia, 
Ł. W ojciechow skiego, W ł. G osiewskiego, S. D iksteina i Gosiewskiego, M. Szystowskiego, 
K. B randta i J . Śniechow skiego. P aryż, 1877, in-4° pięćdziesiąt arkuszy d ruku , d rzew ory tów  75, 
tab lic  litografow anych 11, m iedziorytów  2. Cena 20 franków .

25 W ykład  nauki o równaniach różniczkowych przez W ł .  Z a j ą c z k o w s k ie g o ,  doktora filozofii, p ro fe
sora M atem atyki w A kadem ii Technicznej Lw owskiej, in-8° stron  xiv i U 1<S. Cena franków  25.

26 . Zasady geometryi analitycznej przez A. S ągajłę, tom  I, in-4°. Paryż, 1877, stron 000 z figurami 

w tekście. Cena 25 franków  (*).

ZNAJDUJĄ SIĘ OBECNIE W  DRUKU :

27. P am iętnik Towarzystwa N auk Ścisłych  w P aryżu, tom X, in-4°.

28. G .-H . N ie w ę g ło w sk i, Algebra, in-8°.

(*) Dalszy ciąg tego dzieła zostaje przerwanym  przez śm ierć autora, który z trzech tom ów , jakie napisać zakładał 
sobie, zaledw ie pierwszy zdołał wygotować. Zarząd Biblioteki Kórnickiej puszcza go w obieg w  nadziei, że książka ta 
nie będzie bez pożytku dla polskiej publiczności i utrwali pamięć szanow nego jej autora, który do ostatniego tchnienia  
pracował dla nauki.
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