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ROZDZIAŁ PIERWSZY.

P i e r w f z e  m yś le n ia  p o c z ą tk i  ( a )  f lós o-  

w a n e  do p o z n a w a n ia  natu ry  i lośc i ,  prowa* 
dza  r oz um  do odkrycia ty ch  wfzyftkich pra» 

wideł ,  kt óre  w działaniach F u n k c y i  iakichkol-  

w i e k  i w  fposobach r o z w i ą z a n i a  Z r ó w n a m  

P i e r w s z e g o  S t o p n i a  , z a c h o d z ą

§. h

I ^ to k o lw ie k  p rz e fta w fz y  choć na m om ent b yd ź 
■ Uczniem  lu d zi, ftał fię uczniem  dośw iadczenia, 

leżeli był k iedy fz c z ę ś liw y m  choć n ayp o to częieyfzą  
p raw d ę fam  p rzez  fię w p rzó d  o d k ry ć, n iżeli ią od 
k o g o  ftyfzał, w r ó c iw fz y  fig u w a g ą  na drogę fw e g a  
W yn a lazk u  dofti zegl za p ew n e; że iego praw dę p o p rze
dzić m ufiała w  um yśle iafna przytom n ość rzeczy  ie» 
m u przedtem  dobrze znanych, do których potem  
p rzyp a d ek  iaki lub reflexya  z b liż y w fz y  o b ra zy  inne 
a lb o  obłąkane w  iego pam ięci, albo p rzyw ią za n e  do 
innych iakich m yśli, dały mu ie zró w n a ć z w iadom e- 
m i i przytom nem i na ten ęzds; W tern porów n aniu  
p o k a za ł m u fie n o w y  z w ią z e k  m iędzy iego  m yślam i, 
z  którego p o w ita ła  p raw d a św ieżo  p rzez  niego od
kryta . P rzy fze d ł w ię c  od fz e c z y  znanych do niezna
nych p rze z  porów n anie o b ra zó w  iakim  przyp ad kiem  
lub re llexyą  do fiebie zb liżonych . W Tzyftkie w y n a 
la zk i p o c z ą w fz y  od m iygrabfzych fztu k  i rękodzieł 
a ż  do n ayw y ższy ch  um ieiętności ten tam m iały  p o 
czątek. U m yli nnfz p rzy w ią za n y  do ziny(tó\v, nie 
m iał w  p ierw iaftkach fw eg o  pozn aw an ia  iak  ty lk o  
fldad o b ra zó w  fzczególnych, których p rzę z  czuci*?

A nabył:
(a ) Roitimićm p r r c i  to i jo w o  PO CZ Ą TE K p riw d f  pcwn» i 

e c i y w i ń j  bfdłC» gruntem wielu innych priw d: i w tćia 
tx«niu ttiywac bfdj t 'g o  «{«w* w słtera t e n  d u c i e .
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nabył: te obrazy fzczególne ścieśniały niezmiernie po
ty  iego w id ok, póki przypadek lub reilexya nie od
kryły  mu zw iązku m iędzy pewnem i myślami. Ten 
zw iązek  rosfzerzył iego poym owanie dla tego, że ie 
uczynił powfzechnie} fzem. Gdebrawfzy niezliczoną 
liczbę porufzeń wycifltaiących w  iego pamięci tyle 
obrazów  rzeczy, przebiegłlzy z niemi niezmierzoną 
krainę błędu i praw dy, zrćw n d w fzy  fzczęśliw ie w ie
le w  fobie m yśli, odkrył w ięcey ogólnieyfzych zw ią 
z k ó w , które mu łatw o dały uczuć w iękfzą  dofkoua- 
łość iego działań, bo mu w y ia w iły  pewne praw idła 
©garniaiące w iele przypadków  przedtem w  pamięci 
iego famotnych i nieużytych. Te praw idła prow a
dziły  go do innychj m iędzy któremi zn ow u  pokazał 
fię łańcuch w iążący pafmo praw d ogólnych, z których 
umieiętności pow ftały; dofkonaliły iię potem tem bar- 
d z ie y " i rosfzerzały granice rozum ow i, im do dalfzey 
ogólności wyniefionemi zoftały, z których dopiero 
w yn ik ło  użycie dla tow arzyllw a iako fkutek zno
w u  doftrzeżonego zw iązk u  m iędzy praw dą i po
żytkiem . Ten ieft p raw d ziw y  poftępek ludzkiego 
rozum u ftwarzaiącego tyle Nauk, które będą zaw lze  
św iadkam i iego "dzielności, a zafzczytem  i rofkofz:| 
tow arzyftw a. T akow ych  my dróg ftatecznie fię trzy- 
jnaiac, poftaw iem y fię w  ftańie pierw fzych Nauki na- 
fzey w ynalazców , i odkryw ać fami przez fię będzie
m y te w fzy ftk ie  praw dy które ona zam yka. W y
ćw iczeni dobrze w  Arytmetycznych początkach i dzia
łaniach w eźm y fobie do rozw iązania takow e Pytanie: 

Trzech Kupców w fzedłfzy w toioarzyftwo handlu 
zło ży li 'pewną fumm ę kapitału. Pienujzy z  nich dat 
n.p. 20.000. drugi ij.o o o . d trzeci iz.ooo . złotych 
Pol/kich. ZyfkaU iv pewnym przeciągu cza fu  90.000 
Zlot: wieleż Zyjku każdemu Z nich przypadał

K ażdy za pom ocą Arytm etyki tak fobie to pytanie 
rozw iąże. Poniew aż zyfk przypadający na każdego 
Kupca bydź powinien proporcyonalny iego fummie 
sakładow ey, będzie fię m iał do łeyże fummy, iako fię

m i
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ma mafsa cała zyfku do c iłe y  mafiy kapitału. Z a
p om ocą -takow ey p ro p o rcy i zn aydziem y, że na pier- 
w fzeg o" przypada zyflcu ?rf.qoo, na drugiego $2.400, 
na trzeciego n . f io o  złot; Pol: T e  oftatnie w y p a d k i uw lgi pofca. 
działań  A rytm etycznych  zacierała nam  w fz y ftk ie  śla- 
d y  kom bin acyi, p rzez któreśm y do nich p rzy fz li, dla wprow,d ę 
tego , że fą w y ra żo n e  p rzez  zn ak i fzczegołn e, iakiem i mi w rachu. 
fą  liczby. Liczba, b ow iem  będąc w yrażen iem  zw ią- nclc j*n*k°T  
zk u  m iędzy p ew n ą w ie lk o ścią , i iednością w z ię tą  za iicŁb»^C 
jniarę, nie ty lk o  fię odm ienia z odm ianą zw ią z k u , a 
p rzeto  gubi ślad nafzego ro zu m o w a n ia , ale n aw et 
rod zic  lię k ażd ś m oże z  niefkończonych odm ian i 
fp o fo b ó w  ftó fow an ia  w ie lk o śc i. Skąd pochodzi, że 
fp u śc iw fzy  z m yśli tę ro zu m o w a n ia  które nas do 
W y p a d k ó w  oftatnich p r z y w io d ły , gubiem y razem  
W iadom ość odm ian iftotnie p rzyw iąza n ych  do nafże- 
g o  pytan ia, ęhcąc ie w i?c  tak ro zw ią za ć , żeb y oftn- 
tni w yp a d ek  rachunku fła w ia ł przed o czy  w fz y f t 
kie' kom bin acye, p rzez  które do niego przechodzić 
n a leży , potrzeba na to zn a k ó w  ogóln ieyfzych  nad 
liczb y ,

Gdybyśm y w prow adzili warunki iakie n.p. że ofta- 
tni z tych K upców  uchybiw fzy należytey trofkliwości 
w  pew nym  zabiegu, podług um ow y powinien utra
cić dwudzieftą część zyfku na niego fpadaiącego: po- 
Wtóre, że fummy zakładow e były oddane w  różnych 
czafhch, tak że pierwfzego n.p. zakład trw ał dzie
w ięć Miefiecy, drugiego rok, a traeciego Miefiecy 1 y: 
te kondycye zaw iklą  znacznie pytanie pierw fze, któ
rego rozwiązanie potrzebow ać będzie daleko głęb
szych i trudnieyizych kombinacyi. I tak chcąc now ą 
iaką kondycyą przydadź lub dawną którą znifzczyć, 
przymufzeni iefteśmy za każdym  razem zaczynać na- 
fze dociekania. Ta nieprzyzw oitość fkutki.m  ieft 
także znaków  fzczególnych, które odmieniaiąc lię za- 
w lze , nie dadzą nam rozeznać w  oftatnim w ypadku 
tego, co wciągnął ten lub ó w  warunek, a przeto co 
za  znifzczeniem go powinno w ypaidź. Ch:ąc w ięc 
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doyśdź do tukow ego rozw iązania, któreby ogarnąć 
w fzy  w fzy ftk ie  okoliczności w  pytaniu, mogło za u- 
m arzeniem  iakiego warunku odkryć nrim natychmidft 
odpow iedź przyzw oitą, i ofzczędzić pracy rospoczy- 
nania nafzych kombinacyi-, potrzeba nam także w p ro 
w ad zić w  działania znaki ogólnieyfze nad te których 
Arytm etyka u żyw a. D w ie te nieprzyzw oitości p rzy
w iązane do liczb, któreśmy dopiero fpoftrzegli, po* 
kazały  fię zapew ne pierw fzym  Nauki ńafzey w yn a
lazcom  i w ciągły  ich równie iako nas w  potrzebę 
użycia znaków  ogólnieyfzych do w yrażenia myśli i 
rozw iązania iakiegokolw iek zadania. Takiem i zna
kami ogólnieyfzemi fą litery Alfabetu łaciaflcie o, b, 
t , d, e, i t. d. albo greckie y , ^  t, i t. d. zna

czyć mogące iakąkolw iek w ieikośc, n. p. przez af 
m ożem y naznaczyć zakład pierw fzego Kupca, p rzez 
b zakład drugiego, zakład trzeciego przez e, mafię 
całą zyfku w yrażać może e. Oprócz tego czafy przez 
które' trw ały  zakłady trzech K upców  naznaczyć m o
demy przez litery f, f ,  t". Z e  zaś w  każdem p y 
taniu dwoiakiego fą rodzaiu ilości, znane i nieznane'* 
iako pierwfze' znaczyliśm y przez początkow e litery 
Alfabetu, tak oftatnie zgodzem y fię w yrażać przez li*

, tery oftatnie x , y, 2, i t.d . W nafzem pytaniu ilością 
. niewiadom ą, którey fzukam y ieft część zyfku fpada- 

iąca na pierw fzego Kupca, nazw iem y ią w iec x .  N i
żeli przyftąpiem y do nazyw ania innych rzeczy nis- 
wiadom ych, rostrząfnąć nam w przód należy, czyli te 
niezawifly od p ierw izey nieznaney rzeczy x ,  tak żc 
ią  odkryciem  tey, pokażą ndm fię w artości tamtych, 
lak ó ż w  nafzem zadaniu łatw o  fię przekonać, że ma
jąc część zyfku przypadaiącą na pierw fzego Kupca, 
będzie nam łatw o odkryć części należące fię dw om  
oftatnim, które' fą proporcyonalne fummom zakłado* 
w ym  i rzafom . Przez tę uw agę tyle korzyftam y, i t  
rzeczy nieznane' w  pytaniu przyw odzem y do ink nay* 
jńnieyfzey liczby, i u ła tw ia n y  niezmiernie nafze do

ciekania.
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ciskania. B ez tey przeftrogi gdybyśm y n. p. byli 
przez y ,  naznaczyli porcye dwóch oftatnich K u
pców , zaw ikłalibyśm y byli przez tę niezręczność na- 
fze badania, W ciągńąw fzy bez potrzeby trzy niezna
ne ilości X, y, 2 , a przez to z iednego pytania, zrobi
libyśm y ich byli trzy. T a nieprzyzw oitość da nam 
fi| uczuć niżey.

Uiatt i jłiia y m y  uę uwagtj uan pytaniem puiuiicm . ma- , umowj |„
m y w  niem rzeczy znane i nieznane; potrzeba nam kiŁ;n,u <)0ch0J 
w ię c  z p ierw fzych przyiśdź do oftatnich. A le iakąż diema necty 
drogą? oto tą famą, którą idziem y w e  w fzyftkich  my- mmunyłh. 
ślach i poznaw aniach nafzych iakichkolw iek, to ieft; 
p rzez zw iązki które zachodzą między rzeczami zna- 
ne'mi i nieznanemi; te bowiem  zw iązki raz doftrzeżo- 
ne uczą nas, że rzeczy nieznane' nic innego nie fą ty l
ko rzeczy znane zaw arte w  pytaniu, pew nym  fpofo- 
be'm do fiebie zbliżone i ułożone. D oftrzegłfzy w ięc 
Zw iązku, cala fztuka w ynalazku zależy na tern zb li
żeniu rzeczy znanych do fiebie. Upatruymy nafam- 
przód tego zw iązku  w  nafzem pytaniu równaiąc 
"wlzyftkie w  niem zaw arte okoliczności. Z eb raw fzy  
razem  w fzyftkie kondycye, Pytanie nafze tak fie ogól- 
«iey w ykłada:

,, Trzech K upców  złożyli pew ny kapitał w  czafie 
„ró żn y m . PieYwfzy dał fummę a na czas ł, drugi 

fummę b na czas t',  trzeci fummę c na czas i 
,, Ten oftatni uczynił niedballlwem  pew ny zaw ód,
„ d la  którego tracić musi podług kontraktu 2 ojłą część 
„  przypadającego zylku. Zyfkali fummę e, cóż fie ka- 
•„ żdemu należy za porcya odpowiadaiąca zakładow i, 
„p rze c ią g o w i czafu i w arunkom  w  um ow ie zaw ar
t y m , , ?

P ierw fzy zw iązek Wypadaiący Z porównania wizy- 
ftkich kondycyi pokaźnie fie ten: źe w fzyftkie trzy ro
zdziały zylku, dodane fobie, w yczerpać pow inny c:’łą 
mafsę zyiku e-, a zatem fum m a trzech zylków  ieft ró
w n a mafsie e. Pamiętaiąc o tym  zw iązku  doftrzeżo*

A  i nym



ry m  w  pytaniu, pracuym v teraz nad wyrażeniem  go 
p rzez znaki ogólne. Potrzeba nam nafamprzód w y 
razić porcyn każdego z ofobna Kupca, dodadż ie ra
zem , i zrów nać potem z e. A że dwóch oftatnich 
porcye zaw ifly od porcyi pierw fzego nazw aney x ,  
trzeba nam ie w ięc także w yrazić  przez x  ftófow ane 
z zakładem  i czafem k iźdego. D o t^go w ynalazku 
dnvdziemv orzez proporcyn, w  którey maiąc trzy ter
m iny, wynayduiem y w  Arytm etyce czw arty, mnożąc 
drugi p rzsz trzeci i dzieląc tę mnogość przez pier- 
w fz y . A le dzułaiąc przez litery iakże ten czw arty  

Zmtri Mnotf. termin w yra/em y l  Oto przez inne znaki, któremi 
mii Duclcaii. ce haw ać będziem y zachodzące dzi iłania: i tak. m no

żenie liter zn aczyć będziemy przez kropkę CO lub 
krzyż leżący ( x ) .  położony m iędzy literami wcho- 
dzacemi do mnożen.a n. p . x . b, albo x  X b znaczyć 
będzie x  rozmnożone przez b. N aw et litery przy 
fobie tuż położone bez żadnego znaku w yrażać będą 
mnożenie iedney przez drugą, iako to x b .  Dzielenie 
zaś ilości w yrażać będziemy albo dwiem a kropkam i 
CO potożonemi m iędzy ilością podzielną i dzielącą, 
albo przez ułom ek, którego licznik znaczyć będzie 
ilość podzielną, m ianownik zaś ilość dzielącą, n. p,

xb:a albo ^  znaczy mnogość xb  rozdzieloną przez a. 
a

Maiac iuż znaki na cechowanie działań, a chcąc 
doyśdż podziałów  przypadaiących na każdego w  lzcze- 
gólności Kupca, ftófóyrny nafamprzód fame fum m y 
nie maiąc żadnego w zględu na czafy. leżeli podział 
p ierw fzego ielt x  odpowiadaiący zakładow i a-, po
dział drugiego odpowiadaiący lummie b w ypada 
s takow ey proporcyi.

N a drugiego - a: x :: b :
a

N a trzeciego - a : x  ::  c : J le
o

T rzy  w ięc porcye zyfku x ,  , f f ,  dopiero wynale*
u a  zio-

ts A l g e b r y  Część I .
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zionę należą do tegoż fam ego czafu, który biorę za  
miarę porów nyw ania czyli za jedność; iakież w y p a 
dną zyfki na czaly różne naznaczone przez t, t,' t,"i 
Poniew aż zyfki odpowiadaiące pew nym  zakładom , 
tak fię m aią iak czafy, pytanie nafze rozw iążą naftg- 
puiące proporcye;

Na pierw fzego Kupca - i : x .:  f ; xt.

Na drugiego - - .  i :  xb : :  f :  xbt'
a  a

Na trzeciego * - - i : xc : :  l " : xct .
«  «

Oflatnie terminy tych proporcyi xf, ^  ^  wyraża*
« a

?ą trzy porcye 'zyTlcu należyte' każdego fummie I cza- 
fo w i, przez który trw ał zakład. Nie zoftaie nam 
tylk o  w y ra z ić  p rzez znaki ten zw iązek  W pytaniu 
'doftrzeżony, ktoryśm y na początku tego § w y ło ż y li 
w  flowach. Potrzeba nam w ięc znaku, któryby w y - 7 nâ

 ̂ 'y/i#' w a n ia ,  odci»«
ra z ił dodanie trzech podziałów  x ł, ____tako- fi»mi i rów«»;

a a <««•
w y m  znakiem , będzie k rzyż profty ftoiący ( + )  p o ło 
żony m iędzy terminami, które chcemy dodaw ać. W y
m aw ia fię ten znak u  łacinników  plus (ivkcey,) m y

. " xbi' 
go  zaś w ym aw iać będziem y przez 2, i tak x l  + ____„

ł o

czyta  fię ilość jc! z  ilością * A że oflatni Kupiec
n

tracić m a dwudzieftą część Twoiego podziału, dla pe

w nego zaw odu; w ięc  ta ftrata w yraża  fię x d " któr.^
2oa

należy odciągnąć od yS l  w ezw iem y przeto z a  zn ak 
a

cdciągn nia lin iyk e  p o ło żo n ą  w  dłuż m ied zy  ilościam i 
C— ,J k ie r a  lię c zy ta  u łacin n ik ów  minus (nmiet/J, m y 

A 4  j âś
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Opii Irównt.
nii Funkcyi) i 
ith rolnicy.

zaś w ym aw iać lą będziem y bez, i tak __ _™  czyta

xct" xct" a 2001 
®S-----  — bez-------- Na koniec do w yrażenia rów ności

a zoa
zachodzącey w  zw iązkach Jakiegokolw iek Pytania 
użyiem y dwóch linii rów no-ległych, ( = )  które czytać 
będziemy równe. Przeto zw iązek zachodzący m iędzy 
rzeczami znanemi i nieznanemi doftrzeżony w  ftafzem 
pytaniu, to icft: ze Summa trzech zyjkoiu fzczegól- 
tiych równa ieji mafsie caley zyjku ey tak fię w  zna
kach ogólnych w yraża:

xbt’ xct" xct"
x « - h ----- 1---------- —  —  r.

a a zoa  
Takowe' w yrażenie zw iązku  doftrzeżonego m iędzy 

ilościami iakiem ikolw iek wchodzącemi w  pytanie na
zy w a  fię Z r ó w n a n i e m  (Aequatio) w  którem  termi
ny na lew ey ftronie znaku rów ności położone fkła* 
daią P i e r w s z y  c z ł o n e k  Z r ó w n a n i a ,  terminy zaś le
żące po praw ey ftronie znalcu, czynią Z r ó w n a n i a  

c z ł o n e k  d r u g i .” Gdybyśm y zaś oderwali uwagę od 
zw iązku , który fię w yraża w  Zrów naniu, i w zią- 
w fz y  fam p ierw fzy albo obydw a razem  Zrów nania 
członki bez znaku równości, m ielibyśm y tylko zbiór 
term inów zamykających ilości znane i nieznane ró
żnie pomięfzanu z fobą i złączone znakami rożnemi 

'xb t‘ xct'' xct" 
n< p . x ł +  —  +  ->- —  —  tak o w y w y ra z  na- 

a a zoa 
2yw a fię F u n k c y ą  (Funftło), gdzie p rzy w ią za w fz y  
fzczególnie baczność na ilość nieznaną x ,  w y ra z  do
piero w yłożon y  zow ie fię Funkcyą x .  S tego opi- 
fania pokazuie fię zaraz różnica m iędzy Funkcyą i 
Zrównaniem . Funkcyd bowiem  ieft tylko proltem  
w yrażeniem  terminów zamykaiących rożne ilości Ja
kim kolw iek fpofobem z  fobą zmięfzane bez żadnego 
m iędzy niemi zw iązku. Zrównanie zaś w yraża ko
niecznie albo zw iązek dwóch Funkcyi, albo zw iązek

ilości

g A l g e b r y  C z ę ś ć  I .
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ilości w  iedney Funkcyi zawartych. Każde zadanie 
przed o■'!kryciem zw iązku  między iego kondycyam i 
będąc zbiorem myśli rozerwanych, ieft tem co m y na
zyw am y w  ilościach Funkcyą, tak iako każdy rosfa- 
dek i zdanie wypadające z zw iązku  doftrzeżonego 
m iędzy myślami to famo znaczy, co u nas Z ró w n a
nie. Pytanie któreśmy do roztrząśnienia przcdlię- 
w z ię li uczy nas, że do Zrów nania przychodzem y 
przez pewne ftófunki m yśli, te ftófunki ciągną za To
bą rożne odmiany w  ilościach, do w yrażenia tych 
odmian fłużą nam rożne działania, na któreśmy na
trafili w  nafzych kombinacjach. Trafiliśm y zaś na te 
fame które zachodzą W Arytm etyce, to iefi: na Doda
wanie, Odciąganie, Mnożenie i Dzielenie ilości. Ia- 
kóż ilość ogólnieyfzemi naznaczona cechami nie traci 
natury ilości zależącey na możności p o w ifk fzan ia  fię 
lub zmnieyfzania. W fzyftkie iey odmiany kończą fię 
na tych dwóch (tanach, które fą fkładem różnych ftó- 
fun ków  i zw ią zk ó w . Zaftanów m y fię nad iakąkol- 
w ie k  w  nas m yślą, znaydziem y w  niey tyle od
mian, ile mieć może fytuacyi obiekt którego ona 
iefi: obrazem. W fzyftkie te odmiany w ypadaią z pe
w nych ftófunków tey m yśli, i potrzebuią fw ego ię- 
zy k a . To co fię dzieie z każdą m yślą, dziać fię musi 
z uwagą ilości: i działania Arytm etyczne fą tem, 
cze"m fą w  każdey m yśli rożne iey odmiany i w y ra 
z y  do tych odmian przyw iązane. Są to w ięc fpofo- 
by znaczenia w zroftu  lub ubyw ania ilości, które też 
fame fą w  literach co i w  liczbach, u czyn iw fzy  pe
w ne różnice, które będąc fkutkiem w ięk fzey  ogólno
ści iuż nam fie pokazały i pokażą iefzcze niżey.

§. i i i .
U żyliśm y na oznaczenie Dodaw ania i odciągania Tiómaciy de 

dwóch zn aków  (-4-,— ) ,  z których p ierw fzy  czyn i ilo- lJ5y,cie lnak“ 
ści Dodatnemi (Quantitntes Pofithme) a drugi Odie- oJiemnc °o * 
mnemi (Qiiant'itntes negatjuae)• te atoli znaki daleko ' 
maią rozlegleyfze użycie. Uważaiąc ilości fame przez 
fie, to ieft mogące tylko w zraftać lub ubyw ać,

Aj- litery



litery Alfabetu w yftdrczaią nam na w yrażenie na* 
fzych m yśli; ale zw ażając tez ilości iedne w  poró
wnaniu drugich, w padam y uw agą na różne ftany i 
fpofoby iefleftw a, w  których iedna ilość zofłaie 
w zględem  drugiey. T akow e flany w yrażam y znaka
mi położonem i przed literami. I tak dw a dopiero 
wym ienione znaki (-\-----)  nie tylko  nam flużą na ce
chowanie Dodaw ania i Odciągania, ale nawet na zna
czenie dwóch ftanów  iakichkolw iek m iędzy fobą 
przeciw nych iako to w zroftu i ubyw ania, maiątku i 
długu, dwóch biegów lub położeń opacznych i t. d, 
W nafzem pytaniu naznaczyliśm y znakiem dodatnym 
porcye, które każdy Kupiec brać powinien z m ałfy 
zyfku-, ftratę zaś która za uchybioną trofkliwóifć po
nieść przypadło trzeciemu, nacechowaliśm y znakiem 
udiemnym. Skąd fię pokazuie, że ilości odiemnć 
maią fw oie ieflcftw o tak rzetelne' i praw dziw e 
iak i ilości dodatne', tylko że w  fpofobie m iędzy 
fobą przeciw nym . A przeto wyobrażenie ilości od- 
iemnych nie zawifto od tak dzikich i obłąkanych tłó* 
m aczeń, któremi niektórzy A ytorow ie uczących fig 
bałamucą. leżeli to iefr. praw o dla ludzkiego rozu
mu, że w e  w fzyftkich  poznawańiach nie może prze
niknąć do praw dy tylko  drogą porów nyw ania, ros* 
trząfaiąc naturę ilości wpada w  konieczną potrzebę 
uw ażania ich iedne w zględem  drugich,- a przeto znaki 
na w yrażenie tych w zględ ów  i ftdnów fą mu nie
przerw anie potrzebne. V/e w fzyftkich  w iec d ziała
niach, na któreśmy w  Pytaniu natrafili nie pow inni
śmy rozłączać uw agi nad naturą ogólną ilości od u w a
gi ich ftanów , w  których fię iedne względem  drugich 
znayduią; bo każde iakicgokolw iek rocłzaiu pytanie 
w ciąga nas koniecznie razem w  obydwie te uwagi. 

Oplfuie S tey Metafizyki w y  pada i ą różne początki dzialaii. 
tliwanie i od- j tak dwie albo w ięcey funkcyi złożonych z różnego 
ciagame Algr̂ - ft;,nu ii0ści mogą fię łączyć z fobą zo ftaw iw fzy  w fzy- 

• (if ftkie ilości przy tym famym ftanie, w  kió iym  fie 
P uw  uf u n» te przed tern złączeniem zn ayd ow ały, to ieft: zoftawi- 
«Uiaiama. w fz y  ie p rzy tych famych znakach, i takow e Działa*

nie
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nie zow ie fię Dodawaniem Algebraicznem. Chcąc do- 
d idź funkcją a + b f— c do funkcyi de+bf— g  znaczemy 
to działanie tak; (a + b f— c)+ (d e+ bf— g ), a chcąc ie 
w ykon ać, nie potrzeba do tego tylko  napiifeć ie razem 
z  1'we'mi znakam i przy fobie, a fumma będzie a + b f  
— c+de+bf— g j  ilość bowiem  na początku iakiey fun
kcyi napifana bez znaku, zaw fze  ieft dpdatną, i tak 
de iedno znaczy co +de, a iedno ieft co + n . Z  umo
w y  bowiem  znak dpdatny na początku nigdy fię nie 
z w y k ł pifać. Takim  fpofobem złączyliśm y trzy por

c je  zyfku xt, x ł̂> - Xft p o lo ży w fzy  ie przy fobie 
a a

z  temi famemi znakam i xi  t xbt< | xct' _  xct"
a a 2oa

w fzyftk ie  te poreye maią znaki odpowiadaiące pe
w n ym  w zględom , w  których fię iedne w  porównaniu 
drugich znayduią.

Po wtóre Funkcya iakd łącsyć fię może z drugą od-, 
mieniaiąc w e w fzyftkich ilościach ftan ich na ftan 
przeciw ny, to ieft: odmii i aiąc w fzyftkie' ?naki na 
przeciw ne, takow e Działanie, zow ie fię Odciąganiem 
Algebraicznym. Chcąc w ięc odciągnąć funkcyą a x +  
by+e— cd— b od funkcyi ax+by + cg + fm — e+cd+b  zna
czem y to działanie tym  fpofobem (a x + b y + cg + fm —  
e+cd+b)— (a x+ by + e— cd— b), a chcąc ie w ykonać, 
należy w  Funkcyi którą odciągamy odmienić w fz y 
ftkie znaki na przeciw ne, to ieft +  na — ■; —  na + ;  ą 
dopiero w  tak odmienionych znakach złączyć ią 2 
funkcyą tą od którey ią odciągamy* w ykon yw aiąc to 
w  nalzym  przykładzie, w ypada a x+ b y + cg + fm — e+  
cd+b— ax— by— e+cd+b. R ozw a& yw fzy dobrze te' 
dw a w yłożon e działania wciągaiące nas w  uwagę 
zn aków  pokazuie fię oczyw iście, źe Dodawanie któ
re zaw fze w  Arytmetyce p ow iękfza ilość, w  literach 
może ią ppw iękfzyć lub ?mnie'yfzyć, i tak do a do- 
daiąc — b w  funimic a— b w  rzeczy famey a zmniey- 
fzarn ilością b. Odciąganie zaś które w  Arytmetyce

A<5 zaw fze
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zaw fze  zm nieyfza ilość, tu może ią p ow ifkfzyć* 
chcąc od a odciągnąć — b, mam a+ b  gdzie a powie- 
kfzam  ilością b.

'Tłomaciy W złączeniu funkcyi przez obydw a te działania za- 
w f ókiynnl' c*10^z:i terminy też fanie ilości zawieraiące, kilka ra
ków, iipofói zy  powtórzone które zebrać fię mogą w  krótfzy w y  
obchodzenia raz p o ło żyw fzy  ieden z nich z liczbą zawieraiącą ty- 
fi$ i  nie mi® j e- iedności, ile razy ten termin znayduie fig pow tó

rzonym  w  funkcyi; i tak mamy w  przykładzie pier- 
w fzego działania bf+bf, na których mieyfcu m oże
m y położyć 2bf, w  przykładzie drugiego działania 
m am y — e— e\+cd+cdj-i*b+bf za które pifać m ożem y 
— ze-,+2cd;-t-2b, zo ftaw iw fzy  zaw fze w  tym zbiorze 
ten fam znak, którym były cechowane w  famotności. 
T akow e liczby wyrażaiące w iele razy ilość iaka 
znayduie fię położoną w  funkcyi, nazwiem y W sp ó ł
c z y n n i k a m i  (Coeffićientes). leżeliby zaś terminy ia- 
kie' kilka-krotnie powtórzone w  funkcyi znaydow ały 
fię z znakami przeciw nem i, na ten czas zebrać nale
ży  ofobno dodatne i odiemne, a w y ra z iw fzy  ie przez 
v  fpół-czynnika, odciągnąć potrzeba w lpoł-czynnika 
w iękfzego od m nieyfzego, refzfa będzie wfpół-czyn- 
nikiem terminu należącego do Funkcyi przy tym zna* 
ku, którym  był naznaczony w fpoł-czynnik w ięk fzy j 
gdyby zaś w fpół-czynnik dodatny był rów ny odie- 
mnemu, na ten czas oba te terminy będąc przeciw ne 
znifzczą fię razem, i tak w  przykładzie działania dru
giego mamy by— by, a x— a x , które' w ypadaią z fun
kcyi; bo ilości nie maiące żadnego w fpół-czynnika 
w yraźnego, maią za w fpół-czynnika iedność. Zofta- 
ie fię w ięc funkeya prościeyfzym  fpofobem w yrażona 
ale iedney wartości z przefzłą; cg+ fm — 2c-t- 2cd+2b. 
Gdybyśm y zaś miel* 4 *—  }X albo $bj-— 6bf, na miey
fcu pierw fzych napifalibyśmy x ,  a zaś— $bf na m iey
fcu drugich." Ten fpofób przywiedzenia do p>ościey- 
fzego w yrazu  funkcyi iakieykolw iek ieft oczyw iftym  
w ypadkiem  z początków  dopiero w yłożonych, gdzie 
nam nie trzeba z a p o m n i e ć ,  iż fię nie rosciąga tylko

do
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do terminów iedney natury, to ied: zamykających ty
leż i też fame litery. W fpół-czynniki w ięc różne' nie 
oznaczaiąc tylko rożne powtorzenie ilości iakiey nie 
odmieniaią nic w  iey naturze, i tak 6a ieffc teyże fa- 
mey natury co i izci. Są ony tem, cze'm fą liczby 
mnożące w  Arytm etyce, które iako w iem y natury 
liczby mnożney nie odmieniaią w  mnogości.

W lpół-czynniki w ięc oznaczaiąc pewne powtórzę* 
nić iiości, wyrdżaią mnożenie Arytm etyczne, gdybyś
m y zaś chcieli ilość iak ąkolw iek  x ,  pow tórzyć nieo
znaczonym  razem b, to ieft tyle razy, ile w arta b, i 
w  takim  w zględzie w  iakim zoftaie b, otrzym aliby
śmy ilość rozm nożoną bx, gdzie b ieft wfpół-czynni- 
kiem nieoznaczonym-, D ziałanie nafze pod ten czas 
nazyw a fię Mnożeniem Algebraicznym, które ieżeli Opifuie fię 
tylko  chcemy naznaczyć, u żyw am y do tego znaków  Mnoienie ai- 
w y że y  w yłożonych s tą przeftrogą, iż leżelibyśm y scbralc',I’c> * 
chcieli oznaczyć mnożenie funkcyi iakiey s k ilk i’ ter- 
m inów  złożoney przez drugą iaką funkcyą, potrzeba pr»widu. 
nam obie te funkeye zaw rzeć nawiafami lub po 
nad nie krelkę pociągnąć, i tak (ax+ $by+ 2dz) (b+ zd)

albo - - - ax+^by-\-zdz. b+ zd. znaczy m noże
nie funkcyi ax+ $ by+ zdz  przez b+ zd, podobnie (cm-1-

ny)n, lub cm +ny.n  znaczy mnożenie cm +ny  przez 
n. lefzcze (a x — bx) (bc+cd) ( 1+ m )  znaczy tyle'
M nożników ( Fattor) wchodzących w  działanie 
ile ieft przedzielonych nawiafami funkcyi lub ilo 
ści. W ykonyw aiąc zaś w  rzeczy fam ey mnożenie 
kładziem y tuż przy  fobie ilości n .p. xbc znaczy x  
rozm nożone przez b, i zno\vu rozmnożone przez c. 
w  tem mieyfcu należy nam fię oftrzedz, że w  iakim- 
ko lw iek  porządku położem y ilości w  m nogości, nic 
nie odmieniemy W ich wartości, i tak zamiaft xbc 
m ożem y pifać bxc albo cxb, albo bcx, nie odmieni- 
w fzy  nic w  naturze mnogości; znaki bowiem ogólne' 
ilości nie będąc tak przyw iązane do pew ney ozna- 
czoney wartości iak fą liczby, nie zaw ifly bynaymniey

w  fw ym



W fw em  znaczeniu od p o rzą d k u . T u  iefzcze w pada 
nam  o czy w iście  w  o czy , że ieżełi ilości tuż p rzy  fo
bie p o ło żo n e zn a czą  fu n kcyą rozm n o żon ą, m o żem y 
ta k o w ą  funkcyą rozebrać na m n o żn ik ó w , oddzieli 
w f z y  litery  znayduiące (ię w e w fz y ftk ic h  terminach 
fu n kcyi, od innych: i tak p je 'vw fzy  czło n ek  nafzego. 

xbt' xct" xcł!'
Zrów napia jęH--------- H ■— —  — — w yrazić fię może

a a 2on 
bt' ct" c "

tak: x f  t + --------+  ------------------ jp on iew aż x  znaydu*
ci n zoa  

iąc fie w e  w fz y ftk ic h  term inach ieft m n o żn ik iem  ca- 
łe y  fu n k c y i.

G d y  nam  p rzy p a d a  ilość lub fun kcyą iaką fam ę 
p rzez  fię m n o żyć, obchodząc fię podług p rzy iętego  
zn aczen ia k ła d ziem y  p rzy  fobie ilość lub fun kcyą tyle 
ra zy , ilu ra zy  w chodzi w  m nożenie, n .p . x x x .  w  
tyra p rzyp ad ku  zg o d ziem y fię na prpścieyfzy w y r a z  
ta k o w e y  m nogości kładąc nad ilo ścią  lub fun kcyą lii 
czbę zam ykającą tyle' iedności ile  ra zy  ta ilość lub 
funkcyą w ch od zi za  m n ożn ika w  m nogości, i tak  
x x x  w y ra żę  m y krócey %■*, xxbbccc w y ra ż e m y  x z b- c3 
ta k o w e  liczb y  położone' nad ilościam i n a zy w a ć  bę- 

Znaczenie d ziem y W y k ła d n ik a m i  (Exponeniei). Chcąc w ię c  
Wykładników ilość lub fun kcyą iaką z W ykładn ikiem  m n o żyć p rzez  

też famę ilość lub fu n kcyą  z W ykład n ik iem , nie p o 
trzeba nam  iak ty lk o  dodać do fiebie w y k ła d n ik ó w , 
a tak fum m a w y k ła d n ik ó w  będzie w y kła d n ik iem  
m nogości: pam iętaiąc na to, że ilość lub fun kcyą nie 
maiąca żadnego w y k ła d n ik a , u w a ża  fię z  w y k ła d n i
kiem  i .  n .p . x  iedno zn aczy  co %l podług tego pra- 
w id ła  chcąc jc* m n ożyć p rzez  a.3 otrzym an i m nogośę 
x 5. podobn ież ( x + a ) - . ( x + a ) = ( x + a ) * . i t.d.

Z a trzy m a y m y  fię teraz nad odkryciem  p raw id eł 
M nożenia zachodzącego w  funkcyach złożon ych  z 
w ie lu  term in ó w . Funkcye ta k o w e zarnykaią Ilości, 
W lp ó ł-czyn n iki, W ykładniki i Z n a k i. C o  lię tycze

w ykła-
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W ykładników , dopiero nauczyliśm y fię z  niemi ob
chodzić w  mnożeniu. O ilościach zaś tyle w iem y z 
um ow y, że w  mnogości nie należy nam iak tylko pi* 
fać ich tu i przy fobie: a poniew aż według opifu 
mnożenia ilość mnożna tyle razy 6ydź powinna po* 
w tórzon a ile w arta ilość mnożąca, w ifc  należy nam 
wfzyfkkie' terminy w  tey funkcyi zaw arte przez tę 
ilość m nożyć: tak n. p. w  (xn-hjby-hc) d, przez fi 
należy m nożyć każdy termin Funkcyi xa+-2by+c, a 
ftąd wypadnie mnogość xaci+2bdy+cd. S tego fame'- 
go początku w yp ływ a; że kiedy nam przychodzi 
m nożyć funkcyą przez funkcyą n.p. (x a + x '1b+c) 
(yc+bx-hm ), należy nam całą funkcyą x a + x ’1b-Ą-c 
m nożyć przez każdy z ofobna termin funkcyi yc+bx  
-Hn to ieft:

Funkcyą Mnożna - xa+x*b-t-c 
» Mnożąca - yc+ bx+m

Mnożąc p rzez yc - - xayc+-x2byc-+-yc1 
Mnożąc przez bx  - - bx*a+b'1x 3-i-bxc 

» przez m - - ł?iax-Hnx*D+»nc
Te' dopiero fzczgólne mnogości razem dodane' i uło
żone podług w 3'kładników  x  daią mnogość całką; 

b-x~t-ł-bax- 4 - mbx~ -+- 6ycx2 •+• aycx+m ax -hbcx+c'2y 
+m c

T ym że famym fpofobem należy nam pofłępow ać ma- 
ląc do mnożenia w ięcey funkcyi: i tak gdyby nam 
p rzyfz ło  dwie wymienione' funkcye ( xa-\-x^+c) - 
(ycĄ-bx-hm) m nożyć iefzcze przez trzecią a z+ b y + n , 
należałoby nam całką dopiero w ynalezioną mnogość 
m nożyć przez każdy z ofobna termin trzeciey tey 
funkcyi, a tym fpofobem przyfzlibyśm y do mnogości 
trzech w zm iankow anych funkcyi.

Maiąc do mnożenia W fpółczynników  przed ilościa
m i, proftd uw aga nad ich naturą przekonyw a nas, że 
ich należy famych przez fię m nożyć, a wypadaiąca 
ftad liczba rozmnożona będzie w fpół-czynnikiem  mno
gości A lgebraiczney. Iakóż chcąc z x  mnożyć przez
3 c potrzeba 2xc trzy razy iefzcze pow tórzyć, sczego

wypadnie
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w ypadnie 6xc: podobnie (6ax+ 2b) i o .x  daie w  mno-

w'dto n 8°*c* 6oaxx + zo b x . 
in*ki' «yci"- Zoftaie nam teraz w ynaleśdź praw idło na znaki, 
ga fię i  opifu W róćm y fig myślą do nafzych początków . Powie- 
wnoicnia, , dnieliśmy naprzód s przekonania że w  działaniach 

iak ichkolw iek  nigdy nie m ożem y odłączyć uwagi 
ogólney nad ilością od uw agi nad iey f t a n e m  w  któ
rym  fie iedna w zględem  drugiey znayduie. N auczy
liśm y fie powtóre z opifu mnożenia' że ilość mnożna 
nie tylko  bydź powinna tyle razy pow tórzona ile 
w arta  ilość mnożąca, ale iefzcze bydź powinna w  
tym famym w zględzie pow tórzona, w  iakim  zoftaie 
taż ilość mnożąca: w ięc kiedy nam przychodzi x n — b 
m nożyć przez «, poniew aż a ma znak Dodaw ania; 
znak zaś D odaw ania w yraża złączenie ilości zofta- 
w iw fz y  ie przy tych famych znakach przy  których 
przedtem zoftaw ały, idzie zatem że mnogość która 
bydź zaw fze powinna iedney natury z ilością mno
żna, powinna mieć też fame znaki, które ma ilość 
mnożna, zaczem (xci — b)ci daie mnogość xa n— ba. 
W pierw fzym  terminie xaa  mnogości, m nożyliśm y 
znak dodatny + x a . przez znak dodatny + n , i w y 
padł nam znak dodatny -ł-xaa; w  drugim — ba mno
żyliśm y znak odiemny — b przez znak dodatny + a  
i otrzym aliśm j- znak odiemny — ba. Więc w  mno
żeniu 4- przez -t- daie -t-; zaś —  przez -t- daie — . 
Maiąc zaś do mnożenia xa — b przez — c, poniew aż 
— c ma znak odciągania; znak zaś odciągania każe 
nam odmieniać w fzy ftk ie  znaki; idzie za tern, że 
mnożąc przez — c, w  każdym  terminie funkcyi x a — b 
odmienić pow inniśm y znak na znak iemu przeciw ny, 
i tak w v p ;|dnie mnogość — xac+bc. Tu znow u mno
żąc znak dodatny + x a  przez odiemny — c, o trzy
m aliśm y iak w  p ierw fzym  przykładzie znak od
iemny —  rnc; mnożąc zaś znak odiemny — b przez 
znak odiemny — c, otrzym aliśm y znak dodatny -hbc. 
Łącząc w ięc ten w ypadek z przefzłym , w yciągniem y 
praw idło ogólne na znaki w  mnożeniu: to ieft że: w

m nożeniu
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mnożeniu, też fame znaki bądź to dodatny 4 - p rzez  
dodatny 4-j bądź odiemny —  przez odiemny — , da- 
ią zaw fze w  mnogości znak dodatny} znaki zaś rożne 
to .ie ft dodatny 4- przez odiem ny— , alb o odiem ny —  
przez dodatny daią zaw fze w  mnogości zn ak  od
iemny — . Zebrawf/.y razem te w fzyftkie’ praw idła 
któreśmy s tak proftych i oczyw iftych w yciągnęli 
p oczątków , uźyiem y ich w naftępuiącym  przykładzie:

Mnożyć - — c
przez - $rlx— m

M nogość ja d x 3-{-6 l)clyx— '■$ dćx— m ax3— zbijm+mc 
D la w iękfzey  w p ra w y  czytelnika przyłączam y tu 
Tablicę różnych przykładów .

W każdey Nauce pew ney chcąc doiiąc p raw dy iakiey 
ogóiney, nie dofyć mim ieft rozw iązać iakow e zada
nie prowadzące nas do ważnych iakich początków , 
ale iefzcze dla doftatepznego przekopania powinniśm y 
rpzw iązać zadanie wywrotne'; to ieft: wrócić fię od
o.ftatnich wynalezionych wyp,adkó\y do pieYwiaftków 

♦'.nafzego zadania. 1 tuk ad części p rzyfzed łlzy  do 
B .  %  ew ncgo fiiładu, należy nam iefzcze od tego fkładu 

\Vrócić lię do części, s czego dw.oiako korzyftamy^
V r f  jća p rzó d  zoftaw iam y rozum nafz w  niepfzegartey 

j?V^ewności o nafzych pocznlkach-, powtóre odkryw a
m y now e praw dy roftrząfaiąc przypadki przeciwne 

. pieYwfzym . W poprzedzaiąctin działaniu odkryliśm y 
praw idła prowadzące' nas od M nożników do ilości 
J'ozmnożoney; teraz chcąc od ilości rozmnoż on ey zni
żyć fie do M nożników , potrzeba nam ten fkkid który' Dzielenie Ai. 
z  mnożenia funkcyi pow ftał rozebrać, i odkryć pe- j-ebraicznt "i 
w ne przepify prowadzące nas do tego rozbioru. "W mU jjn 
talco\veiii zadaniu zachodzą trzy rzeczy: funkcya po- 
dana, i dw ie funkcye prościeyfze fkładąiSce pierw izą.
Tamta nazyw a fię funkcya Pod-zirluą, iedna z dwóch 
oflntnich funkcyą dztdacĄ. Z  dwóch tedy funkcyi 
znanych, to ieft podzielney i dzlelącey, w ynaleśdż trze
ci:*, którą nazwano wielorazńn, znaczy dzielić fun- 
keyij iedne pi zea drugą. S tego’ Opifu v'ynikąią iia-

B ftępuiące
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ftępniące praw dy: leżeli funkcya dzieląca wchodzi 
całkiem  w  Ikłdd funkcyi podzielney, dzielenie odbydź 
lig może zupełnie, a przeto w ieloraz otrzym ać p o 
w inniśm y w  w yrazie fltończonym: ieżeli zaś funkcya 
dzieląca, nie ieft praw dziw ym  elementem funkcyi po
dzielney; rozbiór tey funkcyi bydź nie może dolkona- 
łym , a zatem w ieloraz w ypaśdź musi z oftatkiem 
nie zupełnie podzielńym . Ponieważ w ięc w  dziele
niu zachodzi ieden w arunek, to ieft: ieżeli funkcya 
m a bydź dolkonale podzielną, potrzeba aby funkcya 
dzieląca cała była fkładaiącą iey częścią; ten warunek 
czyni to działanie fzczególnieyfzem  nad mnożenie i 
ieft przyczyną, dla czego nie każde dzielenie bydź 
m oże dolkonale kiedy każda mnogość ftaie fię zupeł
ną z iakichkolw iek m nożników .

Przyftąpm y iuż do w ynaydow ania praw ideł dzie
lenia na ilości, w fpół-czynniki, w ykładniki i znaki. 
Ponieważ dzielenie rozebrać pow inno ten Ikład, któ
ry  z mnożenia pow ftał, idzie za tem że praw idła ie- 
go bydź pow inny przeciwne' tym, .któreśmy na Mno
żenie odkryli. Więc ieżeli m nożąc kładziem y tuż 
p rz y  fobie litery M nożników; dzieląc powinniśm y 
m azać w  funkcyi podzielney litery funkcyi dzielącey; 
i tak xb  chcąc rozdzielić przez b, mażę b w  funkcyi

podzielney, i zoftaie lię na w ieloraz x ,  to ieft:

daie x .  Pow tóre fzukaiąc mnogości m nożyliśm y 
w fpół-czynniki przez fię, w ięc fzukaiąc w ielorazu 
dzielić powinniśm y w fpół-czynnika funkcyi podziel
ney przez w fpół-czynnika dzielącey: n .p . chcąc i2xb  
rozdzielić przez dzielę 12 przez 3, potem zma- 
za w fz y  b podług praw idła j g o ,  otrzymuię w ieloraz 
4X. N.ikoniec w  mnożeniu dodawaliśm y do fiebie 
w ykład n ik i, w iec w  dzieleniu należy nam odcingać 
w ykład nika funkcyi dzielącey od w ykładnika podziel
ney, i takim fpolobem 12x4b'1 rozdzieliw szy przez 
^ x3ó otrzym am  za w ieloraz ąxb. S kąd lię wnofi 
oczyw iście iż gdyby nam przypadło dzielić takie fun-
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kcye, w  którychby w ykładnik  dzielącey był w ięk fzy  
od w ykładnika podzielney, w ieloraz wypadnie z w y 
kładnikiem  odiemnym rów naigcy (tę ułom kow i mają
cemu za  licznika iedność, a za m ianow nika tenże 
w ieloraz z w ykładnikiem  dodatnym n. p. 

fl3 *
^  =  a 3~ 5— ci~'1=  —  s kąd fig wnofi że w y ra zy  - -

X~1,y~ 3,bn~m, równe fą tym - J_f _1, _t  , i t. d.
x 1 l)* Clm

Cóż za praw idła będą na znaki? Przypom niym y fo
bie że w  mnożeniu znaki też fame w yd ały  nam za- 
w fze  znak dodatny mnogości ■, znaki zaś rożne ro
dziły znak odiemny. Więc poniew aż w ieloraz z 
funkcyą dzielącą fą dwiem a częściami, z których przez 
mnożenie pow ftać pow inna funkcyą podzielna^ zna
ki w ielorazu  tak pow inn y odpow iadać znakom  fun- 
kcyi dzielncey, ażeby z nich w yp ad ły  koniecznie w  
mnożeniu znaki funkcyi podzielney: i tak maiąc do 
dzielenia x 2ó przez b,' poniew aż funkcyą podzielna 
x zb ma znak dodatny, który nie mógł pow ftać, ty l
ko z zn aków  tychże famych, idzie zatem, że w ie lo 
raz mieć powinien tenże fam znak, który ma funkcyą 
dzielącą-, przeto -f-£-b rozdzielone przez + b  daie -(-X1 
to ieft: znak dodatny rozdzielony przez znak doda
tny, daie w  w ielorazic znak dodatny. T aż fama 
przyczyna przekonać nas pow inna, że dzieląc x xb 
przez — b w ieloraz w ypaśdź powinien — x z-y przeto 
znak dodatny rozdzielony przez znak odiemny daie 
w  W ielorazie znak odiemny.

leżeli zaś m amy — x 1b dzielić przez b poniew aż 
— x-b  nie mogto w  mnożeniu pow ftać tylko z 
zn aków  przeciw nych, w iec W ieloraz mieć p o w i
nien znak przeciw ny zn ak ow i funkcyi dzielącey, 
zaczem  — x 2b rozdzielone przez b daie — x z to 
ieft: znak odiemny rozdzielony przez znak doda
tny daie w  W irlorazie znak odiemny. Nakoniec 
maiąc — X~b dzielić przez — b z dopiero powiedzia-

C i  nego

Prawidło na 
x naki wDiic*
leniu.
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nego dowodu w ypada w  W ielorazie 4-xŁ. Więc znak 
■odiemny rozdzielony przez znak odierany dnie w  
W ielorazie znak dodatny. Z eb raw fzy te w fzyftkie 
przypśdki razem, pokazuie fię że praw idło na znaki 
w  dzieleniu ieft toż famo, któreśm y wyciągnęli na mnol  
żcnie ilości, to ieft; że znaki też fame bądź to -t- przez 

bądź —  przez — , rodzą w  W ielorazie znak doda
tny; znaki zaś przeciwne to ieft 4- przez — , albo —  
przez -4-, w ydaią znak odiemny. D o tych w fzyftkich  
praw ideł zoftaie nam iefzcze przydadź iednę uwagę; 
W yciągnęliśmy byli z natury mnożenia ten przepis: 
że potrzeba funkcyą mftożrią cflłą mnożyć przez ka
żdy z ofobna termin funkcyi m nożącey, s tąd w jrpa- 
da tyle’ mnogości fzczególnych, ile ieft terminów fun- 
'kcyi mnożącey, s których dopiero razem zebranych 
pow ftaie mnogość całka. Temu praw idłu odpow ia
dać powinno przeciwne' w  dzieleniu-. Funkcyą na- 
fam przód podzielna uważana bydź pow inna iako po- 
wftaiąca z tylu mnogości fzczególnych, ile terminów 
zam yka w ieloraz, każdy w ięc termin Wielorazu znr- 
fzczyć  powinien icdnę mnogość Izczególną w  funkcyi 
podżielney. Zacżem  przez każdy termin W ielorazu 
św ieżo w ynaleziony, m nożyć powinniśm y całą fun
kcyą dzielącą, i mnogość s tąd wypadaiącą odciągnąć 
od funkcyi podżielney: refzte zaś pozoftałą w  fun
kcyi podżielney dzielić znow u przez p ie fw fzy  termin 
funkcyi dzielącey, pow tarzaiąc za każdym  razem 
mnożenie terminu nowego w  W ielorazie przez całą 
funkcyą dzielącą, i odciąganie tey mnogości od funkcyi 
podżielney. Przeto aby to działanie w ypadało po
rządnie, należy funkcyą podzielną ułożyć podług w y 
kładników  iakow ey ilości, p ocząw fzy  od nayw yż- 
fzego fkończyć na nayniżfzym , lub na tych terminach 
w  których fię ta ilość głów na nafzego porządku nie 
znayduie; a to dla tego, że w  mnożeniu taki zacho
dzi układ ilości, iako każdego przykłady przekonaią, 
Przvftófóvm y teraz te praw idła do dzielenia funkcyi.

Funkcyą
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W ieloraz

x ł — 2flx-ł-a*

Mno: z x V p r z e Z  fLink:dzi;%3— nx-  
Refzta pozoftałd z odciąg:— i a x 1+ j a 2x — a3 
Funkcya Dzieląca . . .  x — a

M nog:z— zn x  przez funtedziel; 2 a x2-h2a*x 
Refzta z odciągnienia - - - - a 2x — a*
Funkcya D z i e l ą c a .............................. 5c— a

■Mnogość z-ii2 przez funkcya dzielącą a 5x — n-J

Refzta - -  - - - o o. 
to left' p ierw fzy  termin x 3 Funkcyi podzielney dzie
lę przez x ,  w ypada na w ieloraz x 2, przez ten termin 
'w ielorazu mnożę funkcya dzielącą x — a, i pow ftaie 
s tąd mnogość fzczególmi X-1— n x 2; odmieniam w  niey 
znaki na przeciw ne podług przep ifów  odciągania, i 
odtfąciw fzy ią od funkcyi podzielney, w ypada refzta 
>— z n x 2-h^a2x — a3, którey p ierw fzy  termin — z a x 2 , 
dzielę p rzez p ie rw fz y  termin x  fynkcyi dzielącey, 
otrzym uię n ow y termin w ielorazu  — 2ax, p rzez któ
ry mnożę funkęyą dzielącą i tę mnogość odciągam od 
pozoftaley funkcyi podzielney. T o ż  famo pow tarza- 
ląc daley, przyidfc do w yczerpania zupełnego fun
kcyi podzielney otreym aw fzy zero za refztę która 
kończy m oie działanie.

Gdybyśm y zaś mieli do dzielenia funkcya podziel- 
ną przez funkcya dzielącą taką, ktoraby nie była 
c z ą f t k ą  fkładaiącą pierw fzey; działaiąc podług dopie
ro w ynalezionych przepifów , w ieloraz rościągnie lię 
bez końca, iako każdego przekona przykład pod zna
kiem (B) podany na Tablicy przykładów , która 
fię dla w p ra w y  Czytelnika przyłącza.

Pozoftały nam iefzcze Funkcye łomane-: w  nich te' 
•famę działania zachodzą, któreśmy w yk o n yw ali w  
•calkich. W iem y nafamprzód z Arytm etyki, że uło- 
jnek nic innego nie w yraża, tylko ftófunek dwóch

-B3 ilości

Funkcya Podzielna, x ’— ^nx1-i-^aIx — a 3 ( 
- - - D zieląca, x±-a §
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Z natury Fun- ilości zachodzący m iędzy miarą porów nyw ania za- 
kcyi utonko- warta w  m ianow niku, i pewną iaka w ielkością któ-
w ycn w v pij i w m • • # w
ia prawidła " r3 zo w iem y licznikiem : i dla teyci to przyczyn y w y- 
dŁiatań w nich raz u łóm kow y w zięliśm y fpraw iedliw ie za znak 
iachaiiłiicc. dzielenia. A poniew aż natura iak ieykolw iek  ilości 

zawifta od iedności, z którą ią ftófuiemy; zawifta od 
m ianow nika w yrażaiącego też iednosć. Przeto ieżeli 
nie można dodawać lub odciągać ilości tylko iedney 
natury; nie można dodawać lub odciągać u łom ków , 
nie p rzyw io d łfzy  ich do teyże fam ey iedności czyli 
do iedney powfzechney miary porów nyw ania. Pra
w da: że znaki dodawania lub odciągania w y że y  obra
ne w yftarczaią nam do cechowania tych działań na
w et m iedzy ułom kami roźney natury; ale chcąc w y 
konać to, o cze'm,nds tc' znaki oftrzegaią, iftotną ieft 
kondycyą przyw ieśdż ie do iedney pow fzechney m ia
ry, czyli do iednego m ianow nika, nie odm ieniw fzy 
nic w  ich fzczególnych w artościach: i tak chcąc do-

dadż lub odciągnąć ułomki lL  +  1L  do lub od ułnm-
a b

ku ^  znaczem y pierw fza s tych działań p rz e z x
m a b

XJL drugie zaś p rzez  j f .  +  J t  _ Ĵ _;chcąc zaś w y k o n a ć  
m  a b m

o bydw a te działania należy ułom ek i i  przyw ieśdż do
a

m ianow ników  b, iv, razem ; ułomek yb do miano

w n ik ó w  n, mi ułomek n a k o n ie c ^  do m ianow ników
m

a, b\ o ca liw fzy  każdego w fzczególności wartość. To 
w ykonać fie iedynie m oże przez mnożenie i dzielenie 
razem ułom ku przez te fame m ianow niki, do któ
rych go chcemy p rzyw odzić. T ym  bow iem  fpofobem  
xbm  x  yam y xcib2
------ tyle będzie w artało ile — ; -------tyle c o — ; -------
abm a cibrn b abm

tyle



Tablica do karty za.
Przykład  I. Muożenia. Przykład  II.

« 2 4- i a x — j x b z 
a2 —  2clx -+-$xbz

a 4 -t- 2a*x— $a2b2x
— 2a*x— 4a2x 2+ 6ab2x'i

+ ^ a2b2x+ 6 a b*xi — ęb*xx

a 4-t-o— 4«2x  2+ 1 2 ab2x 2— ęb^x2 
Przykład I. Dzielenia.

Funkcya D zieląca. j Podzielna.
. a 3+^abc— b2c | -2a5-ł~a3bc— 2a1b'1c— i^a^c^Ą-fb3̂  

—  2«5— '6a3bc-\-ia2b2c

— j a3bc— 1^ab2c2Ą-$b3c,2 
+ ? a 3bc -+-1 $abzc2— $b3c2

r t2  +  X *

a 2—  x x

« 4  4 -rt2 X 2
— a - x 2— x 4

fl4— x 4

| Wieloraz 
j za 2— ybc

P rzyk ła d ’ II. (E ).
i a 2-\-ab | a3 -f- ia 2b— abz 

|— a3— a2b

a2b— ab2 
— a2b— ab2

W ieloraz.
, 2 bz 2 b3 

a + b --------- -i--------

—  ia b z 
-+-iab?+zl>3

, 2b* 

— 2b3—
2&4
a

, a a 2

zb4 2^5 
---4-
a3 a 4

2b4 

i a
lb 4 2&s . ,

H-------•+----- i t. d.
n a 2

-.i t. d.
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tyle'; co — . S czego w ypada praw idło przyw odzenia

m
ułom ków  do icdnego m ianownika: rozm nożyć każde
go licznika przez tych w fzyftkich  m ianow ników , do 
których chcemy p rzyw odzić ułom ek, i mnogość ze 
w fzyftkich  razem  m ianow ników  podpifać za miano
w n ik a  każdemu ułom kow i} znaki zaś zachodzących 
działań zoftaw ić przy liczniku każdego ułom ka. Itak 
w  trzech podanych ułomkach zachowane praw idło

xbm + yam + xaba
p rzyprow adzi nas w  dodawaniu do — ------------------- j

abm
xbm-Hjam— xal)ł

W odciąganiu zaś d o ----------- 1----------- -
abm

Stego przepifu w ypada fpofób przerobienia ilości 
lub funkcyi całkiey na ilość lub funkcyą łomaną jakie
gok o lw iek  m ianow nika; chcąc n.p. x t  przyw ieśdź do 
m ian ow nika a, przez dopiero podane praw idło otzy- 

xła
m am  —  . Maiąc w ięc  do czynienia s funkcyą zawie- 

a
raiącą terminy eałkie i u łom kow e, dla w prow adzenia 
iednoftayności w  działanie, zaczynam  od przyw iedze- 
nia w fzyftkich  ułom ków  do iednego m ianow nika; po- 
w tóre ilości całkie przerabiam na ułom kow e tego 
fpólnego m ianow nika. W zrównaniu do którego nas

xbt' xct" xct"
zadanie p rzyw iodło , mamy: xt -i----- H---------------- ,• w

a a 2oa 
czem poftępuiąc fobie podług w yłożonego przepifu 
przerobiem y tę funkcyą na inną iednoftayną, ale toż 

2onxt +  zoxbt’ -ł- 2oxct" —  xct"
fam o zn aczaca:-------------- — ------------------------- czyli:

200.

x  ( l 0 3 t +  2 0 l)t" 4- 2 0 ct"— ct")

2 0CI
B 4 Chcąc
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Chcąc dóyśdż praw idła na mnożenie iedne'go ułom-
a x

ku przez drugi, w e im y  do tego działania ~ j j ~ t ~  gdy

by nam pyzyfzło. x  mnożyć przez licznika famego a 
c

drugiego ułom ku; należałoby nam X__ tyle razy powtó-
c

rzyć, ile w arta a\ zaczem  m nożylibyśm y licznika 
x  xa

ułom ku —  przez n, s czego w ypada — : teraz chcąc 
c c

i lm n o ż y ć  przez mnogość bydź’ pow inna
c b c
tylt; razy m nieyfza, ile w arta b-y a zatem należy przez 
b mnożyć m ianownika pierws^ey mnogości, i wypadnie 
a x  <ix

— . — =  — . Więc w  mnożeniu ułom ków  należy li- 
b c bc

czników  przez liczn ików , i m ianow ników  przez mia
n ow n ików  m nożyć.

G dyby nam zaś jL  przypadło dzielić przez a, na- 
c

leżałoby ułomek i i  tyle razy zm nieyfzyć, ile wartą 
c ,

a ;  przeto m nożylibyśm y m ianow nika u łom kux  przez
c

n, fkąd w ypada i l ;  chcąc zaś i i  dzielić p rzeziL , po- 
ac c b

tr?ebaby w ieloraz iL  pow iękfzyć w ielkością b, to ieft 
ac

rozm nożyć go przez b, ikąd w yniknie ^  w ieloraz
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x  . a . T o ż famo przypadnie czynić chęąc mnogość 
c ' b

p x  rozebrać tak, ażeby otrzym ać ułom,ek m nożny x  
bc c
W ięc w  dzieleniu ułom ków  należy ie m nożyć na w y 
w ró t, to ieft; m nożnika ułom ku podzielnego przez 
m ianow nika ułom ku dzielącego, i m ianow ąika ułom 
ku podzielnego przez licznika ułomku dzielącego.

§■ IV ,
Nauczyliśm y fie dotąd odbywać p ierw fze  działania zhi-t,r 

Arytm etyczne w  literach, na któreśmy natrafili ros- wyłoicnych 
trząfaiąc podług praw dziw ych  praw ideł myślenia w y i ć y  póc*».  

podane fobie do rozw iązania na początku tego roz- tków w r i c a i * .  

działu pytanie. C ofn ąw fzy fię myślą do zaczęcia na- ^  
fzych docieczeń, pamiętamy nafamprzód że dolłrzeżo-. tUry rownao* 
ny m iędzy warunkam i nafzego pytania zw iązek przy-

xbt' xcł'‘ xci"
prow adził nas do zrów ania xł-\-------1------------ — e,

ci a zoa
któreśmy potem tak nauczyli fię w yrazić  . . . .  

x(zoat-^-zobł'+zoci"— ct")
-------------------------- ----- =  e: w  tem Zrów naniu uwa-

zon

Żaiąc tylko zbiór różnych ilości bez żadnego zw ią 
zku, przyfzliśm y do w yobrażenia fol)ie funkcyi. Na
tura funkcyi w ciągla nas w  uwagę różnych odmian, 
którym  podpadać mogą ilości podług gatunku i oko
liczności pytania. Uczuliśmy stąd potrzebę znacze
nia takow ych odmian; i przybraliśm y fobie do tego 
różne znaki działań, z których iedne ffużą nam na 
w yrażenie odmian ilości co do ftanu i położenia, dru
gie zaś znaczą odmiany wartości: zaftan ow iw fzy  po
tem myśl nad teini działaniam i, fpoftrzegliśm y ich 
w ielką  ogólność, która nas przyw iodła do rozlegley- 
fzych uw ag, te' zaś do powfzechnych praw ideł poda
jących nam fpofoby poftępowania fobie z iakiem ikol- 
w iek  funkcyami, do którychby nas przyprow adzić

Bj- m ogły
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m ogły różne.pytania'-. T ako w e praw idła iako pewna 
W ypadki ńafzyćh ftófunków  i rozum owań wyrażaiąc 
w  różnym  układzie ilości wchodzących W lkład fun
kcyi, uftanow iiiśm y pewien iężyk, czyli fpofób zna
czenia zw ięźle i krótko nafzych m yśli, kombinacyi
o ilościach) ich włafnościach i odmianach, który na
zw ano Rachunkihm  (calculus). Przypadek w ięc fzcze- 
gólny iakim  było nafze pytanie ogarniony rozlegley* 
fzą uw agą uczynił nafze poznanie dofkonalfzem, bo 
nam dał odkryć tyle praw d powfzechnych, iłeśmy 
znaleźli praw ideł różnych działań* m iędzy któremi 
należy rozróżnić te, które od um ow y zaw ifły, od 
tych, które w yp adły  z natury działań: tamte bowiem  
fą arbitralne, te zas konieczne i nieodmienne. O św ie
ceni takow ą różnicą przekonam y fię, że lubo rachunek 
odbyw a fię przez znaki od upodobania zaw ifłe, w y 
padki atoli iego fą koniecznie pew ne i nieprzeparte, 
leżeli fą dobrze z niew ątpliw ych praw d wyciągnione* 
tak iak  dobre rozum ow anie Wypadaiące s początku 
pew nego i praw ey kombinacyi ieft nieomylne, cho
ciaż ie w yrażam y (Iowy tirbkralneini: w  obydwóch 
bowiem  przypadkach doftrzeżone oftatnie praw dy za- 
w ifly  od p o czątk ów  myślenia albo od natury rzeczys 
ale nie od zn ak ów ..

Po tych w fzyftk ich  działaniach, p rzsz które p rze
chodzić nrim w  każdem dociekaniu należy, idąc od 
ftófunku do zw iązku , od zw iązku  do odkrycia rze
c z y  nieznaney, ftaraym y fię iuż w ynalesdź to, cośm y 
fobie zadali. Pamiętamy, że rozw iązanie nafzego 
pytania zależy od wynalezienia części zyflui przypa 
daiącey na pierw fzego Kupca, którnśmy nazw ali x f  
jeżeli w ięc potrafiemy w  Zrów naniu . . . .  
x{20 cń+ 2  obt'+2 oct"— ct" )
~------------------------------ = e ,  w yrazić  x  przez famć

zoo.
rzeczy znane' a ,b , t , ł ) i t. d. i przenieść w fzyftk ie 
rzeczy  znane p rzy  x , na drugi członek zrównania

do ?,
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do e, zo fta w iw fzy  w  pierw fzym  członku famo x ,  i 
nie narufzyw fzy zw iązku między ilościami raz do- 
ftrzeżonego, rozw iążem y podane zrównanie i w ynay- 
dziem y to, czego fzukam y. lakże tego dokazać? oto 
ta fama fztukn, którey używ am y w  naypotoczniey- 
fzem  myśleniu, gdy prawdę iaką nieznaną w  liczbie 
innych praw d poftrzegłfzy, chcemy ią w ydobydź z 
zam iefzania tych obrazów  w  których ieft utopiona a 
z  któremiśmy in zw iązali; pracuiemy iefzcze na ten 
czas nad zw iązkiem  raz upatrzonym , oddzielane do- 
ftrzeżoną prawdę od tego co ćmi iey aczywifliosć, a 
zbliżaiąc do fiebic obrazy ściśley fię z fobą wiążące, 
tak dalece; że cała praca nafza zależy na odmianie 
porządku w  łańcuchu naszych m yśli. C zyaiem y na 
ten czas nowe porów nyw anie, uwdżaiąc w fzyftkich  
m yśli zw iązanych znowu fzczególnieyfze między fobą 
z w ią zk i, i zbliżaiąc do tiebie te, które fię bardziey s 
fobą trzymaią; a to końcem w yftaw ienia fobie, now o 
odkrytey praw dy w  nayiaśnieyfzym  w idoku.

Ten fam fpofób zachodzi w rozw iązaniu z rów  nań. 
ale odmieniaiąc w  zrównaniu raz w prow adzon y po
rządek m iędzy rzeczami znanemi i nieznanemi, aby 
te oftatnie’ oddzielić i w yrazić przez pierwfze', na ia- 
kim że gruncie zafadzam y te w olność odmiany; i ca 
nas może upewnić, że w  tey odmianie nie narulzem y 
raz doftrzeżonego i w yrażonego zw iązku? Na uła
twienie tego pytania cofniym y fię do rostrząfania 
iuż założonych od nas początków . Powiedzie
liśm y że odkryw am y now e praw dy, przez zw iązek 
upatrzony między rzeczami znanemi i niezn memi: 
ale cóż to znaczy zw iązać  prawdę ieduę z drugą, i 
na czerń ten zw iązek zależy? zw iązać iednę prawdę 
z drugą, ieft to doftrzec, że iedna praw da z pe
w nych myśli złożona, ieft to to famo co i druga pra
w d a złożona z innych m yśli, albo też z tych fumych 
ale innym fpofobem do fiebic ftófowunyeh; tak dale-

Bff * cc: że

Drogi twy- 
cx»ync myślc- 

l ió fo w an ć  
Jo rozwidl** 
ma Z. równa o
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cc: ie  związfek m iędzy praw dą i praw dą nie za lety  
tylko  na upatrzoney Tosam ości (identitas) iednyth 
obrazów  z drugiemi: i równać iedne rzeczy z dru
giemi, nic innego nie zn a czy  tylko uw ażać które 
rzeczy w  pytaniu fą to famo co i drugie, albo iakim  
fpofobem iedne ftać fię mogą to famo znaczącemi, co
i drugie: doftrzegłfzy z  W arunków pytania te tofa- 
mość rzeczy, a w  nie zagarnąw fzy rzecz nieznany 
m ów itm y żeśm y zw iązali rzeczy znane z nieznane- 
m i. Caiy zbiór praw d wynaleziońych w  jakim kol
w iek  rodzaiu, i cały fpofób myślenia zagłebiw fzy fię 
w  iego roftrznfanie przekona nas o oćzyw iftości tego 
tłóm aczenia, z  któregobyśm y tu bardzo w iele Loi- 
cznyćb m ogli wyciągnąć uw ag, gdybyśm y fif nie bali 
p rzeto p ić  granic nafzego zam iaru. Zrów nania Ab- 
gebraiczue' nayoczyw iściey to pokazują. leżeli więc 
dw a członki zrównania fą w yrazem  tofamości m iędzy 
iednemi rzeczam i i drugiemi zawartem i w  pytaniu; 
ta  tofamość zoftanie nienarufzoną, czyniąc iakiekol- 
w iek  bądź odmiany, byleby te fame odmiany któreś
m y czynili w  iednym członku zrównania, były czy
nione i w  drugim. W olno nam Więc w p ro w ad zić  
w  zrównanie jakiekolw iek działania potrzebne do 
oddzielenia rzeczy nieznaney od znanych, bo te dzia* 
łania nie narufzą bynaymniey raz doftrzeżonego zw ią
zk u , byleby to , co Hę rozryw a  lub znosi w  iednym 
czło n k u  dla otrzym ania ilości nieznaney famotnie, w  
drugim  zaraz członku było znidione lub rozerwane-. 
Chcąc w ie c  ofw obodzic x  od tych w fzyftkićh  ilości 
znanych, z  ktoremi fię mięlza-, potrzeba nam nafum- 
przód uw olnić ie od dzielnika 2oa; przeto należy 
obydw ie ftrony m n o żyć  przez tego dzielnika, i w y 
padnie x'( iocit-i-2obt'+2oct"— ct")=2oae: chcąc potem 
n w o ln ić  x  od m n ożn ika 2 o a t+ 2 o b t'+ 2 o d — ct" dzielić 
nam  potrzeba przez niego obydw a członki, a tak 
otrzym am y:

X —
z o at-ł-2obt’-h2oct"— ct"

gd y by
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gdyby iefzcze do tego x  przydana lub odciągniona b y- y 
ła iaka ilość znana, w  pierw fzym  razie przypadłoby i"Cych"uwa** 
nam ią odciągnąć; w  drugim zaś razie dodadż z oby- wyci»g< fię 
dwóch ftron zrównania* czyli co na iedno w yidzie: prawidło ogól 
przenieśćby ią należało na drugą ftronę z znakiem  nt "a r,IIW>*- 
przeciw nym . Cała w ięc fztuka rozw iązania zrównań ' xrowna« 
takiego rodzaiu, iaki tu roftrząfam y; czyli w yrażenia *
ilości nieznanęy przez funkcyą znanych, zależy na 
używ an iu  działań przeciwnych tym, które zachodzą z 
ilościami znanemi znayduiącemi fię przy ilości niezna- 
ney. N ąypierw fzą Więc ieft rzeczą przenieść terminy 
zrów nania zarnykaiące ilość nieznaną na iednę ftronę 
znaku rów ności, w fzyftk ie  zaś ilości znane na ftronę 
drugą, odmieniaiąc znak w  tym  terminie ktÓry fię prze
nosi, na przeciw ny: potem ieżeli ta ilość nieznana 
znayduie lię m nożoną lub dzieloną przez iakie znane, 
należy w  pierw fzym  przypadku obydw ie ftrony roz
dzielić, w  drugim zaś należy ie rozm nożyć przez te' 
fam e ilości znaliej a tak ilość nieznana olw obodzona 
od w  fz elki ego ikładu, w y raz i lię przez fame ilości 
znane, i pytanie rozwiązane' zoftanie. Wartość tako
w a  ilości niezhatiey w yrażon a przez fame ilości zna
ne nazyw a fię P i e r w i a s t k i e m  Z r ó w n a n i a  (Rariix 
Aequat\onis). leżeli pytanie nafze nie ma w ięcey iak 
iednę odpow iedź, Zrów nanie one zawieraiące nie da 
tylko  icden pierwiaftek i nazyw a fie P i e r w s z e g o  S t o 

p n i a . Funkcye zaś takow e w  które w prow adzony 
zw iązek nie w iedzie tylkc> do iedney odpowiedzi,
"nazywać odtąd będziem y I e d n o - k s z t a ł t n e  (Unjfor- 
m es).

. . .  *• V -
2  reguły dopiero w yłożon ey w nosi fię oczywiście':

N ń przud:  Z e  ieżeli zrównanie iakie zn yduie fię Wyplillti r re 
mnożonem lub rozdzielonem  w e w fzyftkich  termi- £"*>' p e p i 
nach przez iaką ilość lub funkcyą, ta ilość lub fun- 
kcya nie należy do zrównania: ma5ąc ią bowiem  nie 
narufzam y bynaymniey zw iązku m iędzy warunkam i 
pytania, tak iako podane iakie zrównanie mnożąc

lub
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lub dzieląc cate, przez iakąkolw iek funkcyą; lub do- 
daiąc do fiebie kilka zrów nań stego famego pytania 
wypadaiacych tenże zw iązek zupełnie ocalam y. Po- 
tułore: Ze Zrównanie jakiekolw iek, przeniof;fzy w  
nicm w fzyftkie terminy na iedne ftrone znaku r w no- 
ści byd'. może przyw iedzionym  do zero, to ieft do w y
razu A-r=o, gdzie  A  ieft funkeyą iakichkolw iek ilości 
W Zrów nanie wchodzących. Takow ego w yrazu  zró
w nań w prow adzonego od Mariotci będziemy zrtwfze 
u żyw ać w  głebfzych naCzych dociekaniach. Z rów na
nie w iec pierw fzego ftopnia, w  kiórem nie zachodzi 
tylko  iedna nieznana, w yrazić  fię może nayogólniey 
p rzez xh-B— o gdzie B ieft funkeyą fam ych ilości 
znanych, lego zaś pierwiaftek przez x — — B. Po trze- 

^  cie: Z e każdy pierwiaftek Zrównania podanego w ło-
żon y za ilość nieznaną w  Zrów nanie A — o, zniefie 
w fzy ftk ie  terminy, a p rzyw io d łfzy  ie do zero uczyni 
iak  mów^j Geom etrowie zndafyć Z rów naniu ,

§• VI.
Chcąc teraz w y p a lk i Arytm etyczne' z Algebraiczne* 

Rowu*;* m ; porów nać, w róćm y fię do Żrów nania rozw iaza-
w y p . d k i  A ry t  He?0 
metyemd i  Al °
gebr-dcinemi ZDtlR
dla obiaćnicnii "
i pocwjćrdie- 2 0 Clt-ł-2 obt’+ 2 0 Ct"— ct"
r ia  te g o  co  fię
'w i. mówi- W yrażaiąc podziały żytku podług §. a. przypada; 
to, 2oaet

na Pierw fzego Kupca x t = -

na Długiego

2 0 Clt+ 2  0 bł' + 2 0  ct"— ct" 

xbt' 2obct’

a 2oat't-2obt'+2oct"— ci"

T • . xct" xct" zocet"— ceł" 
na T rzeciego  - - __ ____ —

zon 2oat-ł-zobt'+2oci"— ct".

te trzy Zrównania ftawiaią nam przed oczy działa
nia Arytm etyczne przyw iązane do natury nafze^o py

tania
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tan ia, a zatem pokazuią reguły, za któremi isdź m a
m y, chcnc W liczbach w ynaleśdź to, cośm y lobie za
dali. W iedząc bowiem  zhaczenia liter, ich układ od- 
pow iadaiscy pew nym  działaniom, czytać m ożem y w  
nafzych Zrównaniach te w fzyftk ie  reguły, któreby 
Arytm etyka m ogła podadź w  takow ym  przypadku: a 
w yko n yw aiąc ie', znajdziem y w  fzczegolności każdy 
podział W liczbach, których fumma rów na ieft 90.000 
czyli e, ieżeli za a, b ,c , ł , t ' , t " ,  te w łożem y wartości 
któreśm y fobie w  §. i .  przybrali, to ieft, a = 2 0 .0 0 0  

ig .o o o , c = i2 .o o o , i— y , t ’= i 2 , t ”=  i y .  Znay» 
dzieiny że przy  tych w fzyftkich  warunkach

■na pierw szego Kupca przypada 2 8,S,7 i ? 8iJ4 *

na drogiego -  - -

na trzeciego - - - ‘27,142

U m o rzy w fzy  iak i w arunek w  nafzem pytaniu, za
raz w  Zrów naniu niknie termin odpowiadaiący temu 
w aru n ko w i, który opuściw fzy m amy zaraz rozw ią
zanie pytania tym warunkiem  zm nieyfzonego: i tak 
n .p . gdybyśm y chcieli zn ifzczyć tę ftratę którą ofta- 
tniemu K upcow i przypada ponieść, nie potrzeba nam 

• , , ,
tylko  w  podziale trzeciego Kupca opuścić ____ , po-

zoa
tem w  m ianow niku w fzyftkich  zrównań •— d", ter- 

m iny obydw a temu w arun kow i należyte: a wypadnie; 
a et

== a t+ b f+ c t '1 

xbt' bet'

ii a t+ b t'+ ct' 

xct'' cet"

a a t+ b t'+ tf‘
tc'
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te Zrównania w yrażają  nam bardzo iaśnie regułę To- 
Zr° * nan lUJrzyfłwa, to ieft:,, że zydc przyw iązan y do nieró- 

gnu^ycm c! »»wnych fumm i czafów  każdego K upca, otrzym uje 
tycina towa- , ,  fie mnożąc malsę ogólną z\ fl:u przez czas i fummę 
iiyitwa. „k a ż d e g o  zakładow ą; a mnogość dzieląc przez (um- 

,,  mg trzech mnogości z  każdego w  fzczególności za- 
,, kładu przez odpowiadaiący mu czas,,. leżeli ie- 
fzcze nawet zakłady położem y w  rów nym  czafie, bę
dzie t = t ’= t " = i ,  otrzymamy:.

ae xb be xc ce

a+b-hc a a+ b+ c a a-bb+c

i pytanie nafze przyw iedzione do caypierw fzego fta- 
liu, odkryw a nam w  Z  równaniach tę regułę, za któ
rą idąc w ynaydziem y podziały zaraz na początku roz
działu wym ienione. Te w fzyftk ie  korzyści trace- 
m y działainc w  liczbach, dla przyczyn iuż w y ło ż o 
nych, których prawdę oftatnie te' Algebraiczne wy

padki daią nam  iak nayoczyw iściey uczuw ać, a w  
nich poznać te n ieprzyzw oitości, które' pokazaw fZy 
fię p ierw fzym  w ynalazcom  w ciągły  ich w  potrzebę 
użycia zn aków  ogólnych. W idzieliśm y iefzcze, że 
Zrów nania ogólnie rozw iązane ftaw iaią um yflow i 
zbiór w ielu praw d i twierdzeń w  nich zaw arty. Wy- 

Opifanlê »B,«« dobywanie takow ych praw d z oftatnich w y p a d k ó w  
lysis podług Algebraicznych, potrzebnie rozbierania tego fltładu

mcktorycli m y sy  na ;nnL: p ro ściey fze  i na różne p rzy p a d k i fzcze- 
G e o m e t r o w :  r  - r, J L
ityróinicaod g ° l ne razem  w  Z ró w n an iu  ogam ton e, co n a z y w a ią
AigcUry. niektórzy Geom etrowie Analyjis, różniąc ią tern od 

A lgebry, że ta oftatnia poddaiąc nam tylko znaki i 
działania do gatunku pytań przyw iązane, zależy ie- 
dynie na prowadzeniu nas do Zrów nania w yrażaią
cego w artość rzeczy nieznaney p rzez znane; po czem 
dopiero naftepuie Analyfis zatrudniająca umyfł ro z
bieraniem Zrów nań na różne praw dy w  nich za
warte', y  wyciąganiem  ogólnych praw ideł flużyć nam 
mających zaw fze na rozw iązanie w fzyftkich  iakich

ko lw iek
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kolw iek  pytań zw iązanych z tern, które nas do tych 
w yp ad k ó w  przyw iodło. Zatrzym am y fię iefzcze z 
nafzem zdaniem nad tą różnicą; bo fobie zachowuje
m y inną porę wytłóm aczenia obfzerniey w  tym pun
kcie nafzego fpofobu myślenia.

§. v n .
Pytanie dopiero rozwiązane flużyć nam m oże za pOCx»t!u pro. 

w zó r  do innych iakichkolw iek podobnego rodzaiu, to wadzjcc d.> ro 
iefh gdzie nie zachodzi do w ynalezienia tylko iedna *wi»i»ni4 py. 
rzecz nieznana. Ale iakże fobie poftąpić maiąc w ie- tan »'ie,* n*e- 
le na raz rzeczy  nieznanych w  pytaniu? Pewni ie- 
fteśm y, że rzeczy nieznane w  pytaniu nie w ynaydu- i?cych. 
ią fię inaczey, tylko  za pomocą doftrzeżonego ich 
zw iązku  z rzeczami znanemi; że ieden doftrzeżony 
zw iązek  nie m oże nam odkryć tylko iednę rzecz nie
znaną: wi^c maiąc w iele na raz rzeczy nieznanjch 
do wynalezienia, potrzeba nam tyle zw iązk ó w  rzeczy 
nieznanych z znane/ni, ile zachodzi niewiadomych rze
czy  w  pytaniu. Potrzeba iefzcze aby każdy s-tych 
zw ią z k ó w  był różny od innych: bo ieżeli rzeczy nie
znane fą praw dziw ie różne, każda z nich zawifta od 
innego ftófunku z rzeczami znanemi: inaczey, pytanie 
nafze nic maiąc tylko na pozór wiele' nieznanych rze
czy, które zależą od w ynalazku iedney, należałoby 
do rodzaiu pytań roftrząfanych w  §§. poprzedzaią- 
cych. Idzie w iec za tern, że maiąc w iele do w ynale
zienia rzeczy, potrzeba nam mieć tyle Zrów nań ile 
zachodzi niewiadomych ilości w  pytaniu, z których 
każde' flużyć nam ma do wyciągm enia w aitości ie
dney nieznaney. G dyby każde s takow ych Zrów nań 
nie zaw ierało w  fobie tylko iednę niewiadomą ilość 
złączoną z wiadom em i; ro zw ią za w fzy  ie po iednemu 
podług reguły w y że y  podaney, odkrylibyśm y zaraz 
to w fzy ftk o  cośm y fobie zadali. A le ktokolw iek  z 
nas pilnie uw ażał drogi w ynalazku w  pierwfzem  py
taniu, powinienby teraz uczuć, że doftrzeżenie tako- , 
w ych zw iązk ów  każdey rzrc/.y nieznaney z famemi 
tylko znanemi, potrzebowałoby oftatniego wyfilenia

C  nafzych
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hafzych myśli, i b y łob y  barzo m ałey liczbie rozu
m ów  doftępne. Śmiem nawet trzym ać że w  p rzy
padku znaczney liczby rzeczy nieznanych, byłóby nie- 
jJbdobncj p on iew aib y  ciągło Za fobą w ie lk ą  mnogość 
bardzo zaw ikłanych koinbmacyi w  iednym praw ie 
momencie, co przechodzi granicę naydzielnieyfzey 
dilfzy. W fpom agdm y przeto unjyfl naiz W takow ych 
dociekaniach proftem uważaniem  zw ią zk ó w  między 
ilościami iakiem ikolw iek. W iemy żfc te wyCingaią 
iię z w arun ków  pytania: w  tych zaś warunkach tak 
rzeczy pokazuią iię zw ik łan t, iż iedna nieznana w ią
że fię z diugr,, zaczem  zrównania stąd wypadaiące'. 
będą takow e, że :każde Z  nich zaw ierać może w fzy- 
ftkie ilości nieznane Rożnym fpofobem zw iązane z  
żnanemi. Obiaśniymy to przykładem .

„  Iedna bryła zmięfzanego kiufzcu z zła^a i ireb ra 
, ,m a  w  fobie obietości (Volurnen)  dwanaście calów  
„  kubićznyth, Vvaży zaś fto lincyi. Pytam fię w ic le z  
„ p o d  tą obiętością i w agą z a m y k a  złota, a w iele fre-

„b ra ? , wiedząc że ieden cal kub: złota w a ży
J

„  uhcyi, ieden zaś cal kub: frebra W aży <S JLuncyi?>,
-P

W tem zadaniu mamy dwie' nieznane rzeczy od fie- 
bie różne, ilość złota, i ilość frebra wchodzącą \V 
fltład m afsy'zm ięfzaney: potrzeba nam w ięc dwóch 
żw iązk ó w , a z  nich tyleż zrównań. W każdey z 
dwóch ilości nieznanych zachodzi u w a ia ć  obiętość i 
w agę: poniew aż -zaś w iem y ciężar iednego calu ka
żdego krufzcu, zoftaie nam do w ynalezienia fama ich 
obiętość W  calaęh, którą mnożąc przez ciężar iednego 
calu każdemu krufzeow i w łaściw y, w yńaydziem y w a 
g ę .  N azw iym y W ię c  obiętość złota wchodzącego w  
bryłę zmiefzarią, x; obiętość frebra y ,  a rozw aży w iz y  
dobrze zadanie, wypadną nam dw a zw iązki miedzy 
temi ilościami, z których ieden należeć będzie do ob
jętości, a drugi do ciężaru. Nafamprzód podług

w arunków



w aru n kó w  pytania fumma dwóch ohiętości km fzco- 
w ych  bydź powinna rów ną iz: s kad w ypada pie'o 
w fze  Zrównanie - - - 5c+y— 12, Pow tćre: dwie te 
obiętości w a żyć  pow inny fto. uncyi, ażą ieden c?l

złota w a ży  12, uncyi, w ięc x  calów  w a ży  12 _i. x  

i '  ? 

czyli ł l x :  podobnym fpofobem w ypada że y c i - 
?

ló w  frebra w a ży  6  3 l  y  unoyi, czyli 5 1  y , ieżeli io- 
9 9

(Jen cal w a ży  a _8 czyli s kąd w yn ika drugie
9 - 9

Zrów nanje: ^  x-f- O l y^=ioo,

1- 9
Mamy teraz dw a Zrów nania x-H /=  1.2; 1 ? £5  y

? •  9
=  ;oo. s których każde zam yka obydwie niezna
ne ilości, p o lyć  nam ijpft w n iyśd .8 w  lekkie ros- 
trząśnienie nafzych myśli aby lię przekonać, że pótv 
żadne s tych Zrów nań nie odkryie nam wartości ia"- 
kie^ykolwiek nieznaney, poki w  niem druga nieznaną 
ilość oznaczoną nie będzie. D la czegóż tyle zaga
dnień nie tylko, w  naukach moralnych i Fizycznych, 
ale nawet w  fprawach życia potocznych zoftaie nie
rozw iązanych, chociaż znamy wyftarczainca liczbę 
zw ią zk ó w  do ich odkrycia; oto dla tego, że te' zaga
dnienia wiążą fię z iłHwmi rzeczami nieznanymi do 
którycheśrny iefzcze oddzielenia lub oznaczenia nie 
p rzyfzli. D aym y teraz że- reflebcya ciągiem znftano 
wieniem fię i kombiaacyą data nam tey. nieznaney 
rzeczy, od którey zagadnienie zależy, w ydebydź zna
czenie w, innych zw iązkach utopione, i w yrazić  ię . 
przez fame rzeczy  znane') na ten. czas na mieyfce tey 
nieznaney rzeczy kładziem y iey naturę odkrytą i zą- 

C2 gadnicnie
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gndnienie nnfze u łatw iam y. Cóż to zrac::" te w fzyft- 
kie drogi myślenia u w iżaiąc ie geometrycznie? oto 
nie mogąc rozw iązać zagadnienia m ieliśm y rzeczy 
nieznane zw ikłane w e w fzyftkich  związkach: przeno- 
fząc atoli w artość iedney rzeczy nieznaney z iednego 
Zrów nania do drugiego przerabiamy każde z nich na 
zw iązek m iędzy iedną tylko  nieznaną i rzeczami 'zna- 
nemi, a tym fpofobein nafze dociekania p rzyprow a
dzam y do tego ftanu, w  iakim  było Zrównanie na- 
fze w y ż e y  rozw iązane. Tąć to famą drogą iśdź nam 
należy chcąc z dwóch Z  równań y + y — i z  -

1 * 6* r , .
— x  +  — y = j o o ,  odkryć to, czego fzukam y, to ieft;

p o trz e b a  nam  w a rto ść  iedney nieznaney ilości w y c ią 
gnąć z  iednego Z ró w n a n ia  i w ło ż y ć  ią w  drugie: i 
ta k  m am y x — i z — y, w ło ż y w fz y  za  x ,  i z — y w  dru

gie Z ró w n a n ie ; w y p a d n ie  i * ( i z — y )  - ł - l i i p = i o o ,
? 9

czyli znofząc ułom ki $ .3 8 ( 1 * — y)< + 6 zy — ęoo  - - 
7 $6$— i i4y+ 6zy— cf00: Zrównanie nie zamykdiące' 
tylko  iednę nieznaną y, które rozw ią za w lzy  .podług

§. 4. w ynaydziem y y =  ,4<s8 — g t wi^c x = i z —

f i
Przeto w  bryle m ięfzaney zam yka fię p. calów  kubi- 
cżnych frebra, a 3 cale złota.

Przyf/.liśmy do w yp adków  barzo fzczególnych dla 
tego żeśmy użyli liczb. R ozw iążm y iefzcze to lam o 
zadanie ogglnieyfzym  fpofobim , n azw iiw fzy  Obiętość 
całey mafsy a-, ciężar iednego calu kubicznego cięż- 
fzego kruszcu b-, drugiego lekfzćgo c, ciężar całey 
m afsy d: bedzie x + i j~  a - - bx+ cy=r!J dzialaiąc tym 
famym fpofobem co i przedtem znaydziem y - - . 

y _  d ha, x _  ca d  ̂ T(.- ,jw a  Zrów nania fw ą

c— b c— b
ogólnością  p r z y w io d ły  nas do reguły p o w fzech n ey  na 
w lz y lt k ie  podobnego rod zaiu  p ytan ia . Chcąc ią w y 

ciągnąć
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cisgnrć zrozrm iym y w przód znaczenie terminów: 
poniew aż c znaczy ciężar iednego calu kub:, a zaś zna
czy  obiętość całey m afsy, w ięc ca  znaczy ciężar całey 
m afsy zrobioney z famego lekfzego krufzcu: b— c 
znaczy różnicę cięfzkości gatunkow ych dwóch kru- 
fzców  zm ięizanych, D w a w ięc Z rów n ania  w yrażaią 
naftępuiącą regułę. 9

„  Chcąc doyśdź obiętości krufzcu ciężfzego, rachny 
„ c ię ż a r  bryły iak gdyby była zrobiona z In mego kru- 
„  fzcu lekfzego, odciagniy ten cit żar od ciężaru mafsy 
„zm ięfzaney^ i refztę stąd w ynikaiącą rozdziel przez 
„ró żn icę  dwóch ciężkości gatunkowych. W ieloraz 
„p o d z ia łu  da obiętność krufzcu ciężfzego.

„  Chcąc zaś wynnleśdź obiętość krufzcu podleyfze- 
„  go: fzukay ciężaru m afsy, iak gdyby była zrobioną 
„  z famego ciężfzego krufzcu, od tego odciagniy cię- 
„  żar mafsy zm ięfzaney, a refztę rozd zieliw lzy  przez 
„  różnicę dwóch ciężkości gatunkow ych w ypadnie 
„o b ię to ść  lekfzego krufzcu.

Ta reguła nazyw a fię w  Arytm etyce R e g u ł ą  m i e 

s z a n i a  (Reguła M igationis), za pomocą którey w ie 
le innego rodzaiu pytań może fię rozw iązać: n .p . to: 

, ,  Iedna ftopa kubiczna w o d y m orlkiey w aży  74 
„funty-, stopa zaś w ody defzczow ey w a ży  70 fun- 
„  tów : pytam fię w ieleby potrzeba zm ięfzać w o d y  
„  morflriey i defzczow ey ażeby iedna ftopa tey mię- 
„ fz a n in y  w ażyła  7? funty,,. R ozw iązanie tego 
pytania łatw o  fię bardzo w yciąga z nafzych Z  rów  na a 
uczyn iw fzy  a = j ,  6 = 7 4 , c = 7 0 , d— 72 w ypadnie ilość

w o d y  morfluey x=J__. ilość w ody defzczow ey y—  1

■. . . 4 ’ 4 *
U w agi które' nas p rzyw iodły  do rozw iązania Z ió -

w nań igo  ftopnia zamykających w iele ilości niezna
nych kończą lię na tein, ażeby maiąc k ilka  Z  rów nań 
m iędzy ilościami nieznanemi x , y , z ,  i t. d. przerobić 
ie na innych tyleż, z którychby każde zam ykało w  
fobie iednę ty lk o  niewiadomą. Spofób którego tu

C j użyiem y
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u żyiem y, w ypada z pierwfzego wniofku §. f .  Niech' 
będą dw a Zrów nania: - - - - - -ax+-l>y-\-c=o - - - - 
o'.v-4-/;'y-ł-c’= o ,  chcąc w yrzucić x ,  mnożę całe Z ró
w nanie pieYwfze przez w fp ół-czyn n ika x  w  dru- 
giem , to ieft przez a'\ potem  mnożę Zrów nanie dru
gie przez a to ieft przez w fpół-czynnika x  w  pier- 
w fzem , aa tak terminy zawieraiące x  w  obydwóch 
Zrównaniach przywiodM zy do tegóż famego w yrazu, 
ieżeli maią iedni znaki odciągam iedno Zrów nanie 
od drugiego* ieżeli zaś m iałyby znaki przeciw ne, dp- 
daię ie razem: przez co otrzym am  now e Zrównanie 
bez x: to ieft w ykon yw aiąc to w fzyftko:

aa'x-\-ba'y+a'c— o - - - a a 'x + u 'a y Ą -a c'= o

(a 'b — a b ')y + a 'c — a c '= o  - - - y—  n 1
a'b— nb'

Chcąc w jrrzucić y aby otrzym ać wartość na x; mnożę 
p ierw fze Zrów nanie przez b', drugie przez by ci od- 
cingrrąwfzy tamto od- tego otrzym am  ^równi.nie w  
fetorem nie będzie y.

ab’x-\rb'by+b'c— o - - - n'bxJt-bb’y+bc'— o 

(a 'b— ab') x-hbc'— b 'c = o  - - - *  =  l>'c— bc'
a 'b — ab'

Niech będą trzy Zrów na nid.1'
( A )  ax+by-hcz-r-d~o - - (li) - a 'x + b 'y + c 'z -b (l'~ o  

( C )  - - n "x+ l)"y + c"z+ d "— o 
działaiąc fpofobem dopiero w yłożon ym , kombinuię ięh 
dw a na raz* i tak kombinuiąc QA) z  (B )  aby w y r z u 
cić y, przyid'8 do Zrównania:

(ab '— a 'b )x -h (b 'c — b c ')z+ b 'd — bri'=Q  - - (D ) 
kombinuiąc potem (A )  z (C )  tymże fam ym  końcem, 
otrzym am :
(ab"— n"b) * +  (rb"— br,") z-\-b'd— W '= o . - - (D ’) .  
Pow tóre kombinuiąc (A ) z (B )  aby w yrzucić z ,  w y 
padnie mi:

(ac'— a ’c ) x + ( b c '— b 'c)y+ dc'— nTr=o . . . .  (£ ). 
l<.ombinnie zn o w u  (A )  z (C )  na ten fam  koniec i 
prz3;idę do
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(n cu~ n " c ) x - h  ( b ć '— b "c) y + d ć '— d " r = o  - - -  ( E ' j .
T ą i  famą fztuką kombinuię (D ) z QD') abym z nich 
W yrzucił z ,  i o trzym aw fzy  Zrównanie na famo x ,  
w yciągnę z niego te w artość:

( a b ' - c i 'b ) ( b " d - - b d " ) - ( b 'd - b d ') ( c b " - b c " )

~  ( « b ' — a'’b ) (c b " ~  b c " ) ~ ( b ’c—  b c ')  (cib"— ci"b)
■Z tychże famych zrów nań w y rzu ciw fzy  x ,  otrzym am  

na z  naftepuiaca wartość:
(b d— b d ’ )  (a b "— a "b )— (b " d — b d " ) ( a b '— a 'b ) .

“ - - ----— .......
( a b '~ a 'lx ) ( c b " — b ć ') — (b 'c — b c ') ( a b " — a " b ) . y

Na koniec kombinniac (EJ z ( E )  w yrzucam  y ,  i w y* 
padnie mi zrównanie na y:

( d c '— d 'c )  (a c"— ci"c) —  (dc"— d "ć) ( a c ’— ci'c).

(a c '^ ~ a 'c) (bc"— b‘ c) —  (b c '— b 'c )  (a c " — ci"c).
T y m że  famym fpofobem , to ieft przez kombinacyą 
dwóch naraz Zrów nań, poftępuiąc fobie z w iękfzą  
ich liczbą potrafiem y ie przerobić na inne nie zamy- 
kaiące tylko iednę ilość nieznaną. Z  tych p rzyk ła
dów  w idziem y ■ oczy wiście, iak oftatnie w yp adkow e 
Zrów nania znacznie fą zaw iklane; to zaw ikłanie tem 
fie barziey pom naża, im z-w ię k fzą  liczbą Zrów nań 
m am y do czynienia. Będziemy mieli fpofobność w y 
łożenia na iiinem mieyfcu tych w fzyftkich  nieprzy- 
zw oitości, które fą p rzyw iąz me do niedolkonałości 
fpofobów  W tym  punkcie nam flużacych.

§. VIII.
'lu żeśm y fię z naypew nieyfzych początków' myślę- Tłómatły 

ni a i z  natury Zrów nań zupełnie przekon ali, że chcąc 
•pytanie iakie zawierające kilka -nieznanych rzeczy do- py3t’aniu mnî y 
ftatecznie rozw iązać i w ynaleśdź w artość każdey z  uchodzi *wi» 
ofobna, potrzeba nam tyle Zrów nań ile rzeczy  nie- ików  niteli 
W iadomych. Trafia fie atoli częfto, że pytanie iakie " '" p 1
w ięcey  zaw iera rzeczy nieznanych niżeli w  niem upa- natu!
trzyć m ożna zw iązk ów  różnych: na ten czas nie ma- ra py tan nieo- 

iąc wyfturczaiącey liczby Zrów nań na przerobienie xna«xct>}’cfc. 
ich takie, ażeby każde z nich zam ykało iednę tylko 

■£4 nieznaną.
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nieznaną, w fzyftkie' fpofoby na rozwiązanie pytania 
fttią  łię poty bezlkuteczne, poki nie dopełniemy 
z w ią z k ó w  brakuiących. Opufzczony w  tym  razie 
umyfl od fpofobów do ogólnego rozw iązania potrze
bnych, ucieka fię do pewnych fzczególnych wartości, 
które podług upodobania tylu ilościom nieznanym na- 
daie, ile mu Z równa a braknie. T akow e partykular
ne przypufzczeniii fą now em i warunkam i w p ro w a 
dzonym i w  pytanie, i razem nowem i zw iązkam i ar
bitralnymi zaftepuiącemi mieyfce koniecznych. A że 

’ te fzczególne wartości zaw ifły od upodobania, iako 
to rosciągnać fie raoie bez końca do iakicbkolw iek 
wartości; tak liczba odpowiedzi na takow e pytanie 
bydź może niefkończona. Przechodząc bowiem  w o 
lą nafzą naftępnie po w fzyftkich  fzczególnych p rzy 
padkach, na każdy znaydziem y inną odpowiedź przy
w iązaną do kalżdey z ofobna w prow adzoney w arto
ści. I s tych ci to przyczyn takow e pytania maią 
imię N i e o z n a c z o n y c h  (Problemcita itidderininała). Ie- 
den nayprościeyfzy przykład  w y lla rczy  nam cio ob- 
iaśnienia tego cośmy dopiero m ów ili:

,, V/ynaleśdź dwie liczby których fumma byłaby 
,,  rów ną ? <J.,, N a z w a w lzy  obie te liczby nieznane' 
x ,  y\ m amy z warunku pytania to tylko iedno Z ró 
wnanie;

x + y - = jt  - - - x = $ 6 — i/. W tym przykładzie w i
dzie m y oczyw iście że poty nie odkryiem y znaczenia 
sr; póki drugiey ilości nieznaney y, nie nadamy pe- 
w n ey wartości: kładąc w ięc za y iakie' nam fię tylko 
podoba liczby, każdey z nich będzie odpowiadać in- 
fzd wartość na x: i tak biorąc

za y • - - - i ,  2, i ,  4 , «, i t.d. 
Odpowiada wartość na x  55-, ? 2.’ ł I > ? o ,it .d .
a iako iśdź możemy* po w fzyftkich  liczbach jakich
kolw iek w  y, tak pafmo odpowiedzi na nafze pyta
nie ciągnąć fię może bez końca. Każda s tych w ar
tości nic innego nie ieft tylko now e Zrów nanie, któ
re w  niedoftatku na rozw iązanie pytania doftarcza-

niy.
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m y. Przeniosłfzy uw agę nafzę z Geometry! do in
nych nauk i fpraw  życia, znaydziem y w  nich nie
zmierna liczbę takow ego rodzaiu pytań. Z kądża 
p ow itało  tyle różnych przypufżczeń do tłomaczenia 
w ielu  fkutkow natury, ktoremi rotnanfowe g ło w y  
zapełniły Fizykę? s kądże tyle rozmaitych dom yflów 
i (y[tematycznych przyczyn , ktoremi w  tyłu nau
kach i fprawach czynieYny paradę z nafZcy niewiado- 
mości? Wfzyftkie' te pytania fh w zględem  nas nieo
znaczone', w  których rozum ow i brakuie doftateczney* 
liczb y zw iązk ó w  do ich ułatwienia. Zaftepuiąc ima- 
ginacya ten niedoftatek rzeczy znanych i w arun ków , 
poddaie rożne' przypufzczenia rozumowi-, z których 
on w yciąga fkutki rzetelne’ albo urojone, zgodne lub 
opaczne fw ym  początkom  podług praw ey lub falfzj'- 
we'y kombinacyi. A  iako kraina domyftu ieft nie
zm ierzona, tak liczba tłomaczeń bydź musi bez gra
nic; a rózum ludzki poty fię błaka i gubi w  niepe
w ności poki doflrzeżone] praw dziw e zw iązki nie 
dopełnią iego potrzeb, i nie poftaw ią go w  ftanie 
odkrycia praw dy, która dzieła imaginacyi i domyflu 
obala.

§. TX.
Kiedy w  innym rodzaiu poznaw ania niedoftatek r. natury py* 

zw iązk ó w  w  zadaniach nieoznaczonych ftat fię zrzó  tśńnieoznacio 
dłem tylu błędów* duch geom etryczny fzczęśliw fzy  wr ci»s* 
zaw fze  w  dociekaniu 1 użyciu praw dy, odkrył w  nim n'* p^ctjrekl 
zrzódło niezliczonych i nieprzepartych w yn alazk ó w , nieimiemie ro 
Zatrudniym y fię nayiaśnieyfzem tego początku w y- łle ^ K ' w y 
łożeniem: " Macemacy

Ponieważ maiąc w iecey ilości nieznanych niżeli cc uiXc‘*» 
zrów nań, m amy w olność w prow adzenia w  pytanie 
nafze' tyle w arun ków  i przvoufzr?ea, ile nam z w ią z 
k ó w  brakuie; te zaś w fzyflkie' now e przypufzczenia 
zaw iffy od upodobania nafzego; w ięc w  fzukaniu 
iak ieykolw iek praw dy, możem y w prow adzić fpo- 
foby Jakie* nam fip tylko podoba, bylebyśm y py 
tanie nafze przerobili ńa nieoznaczone przez w pro- 

Cy wadzenie
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w adzenie w  nie w ięcey ilości nieznanych. Te' bo
w iem  zoftaw uiąc nam w olność zakładaniu iakichkol- 
w iek  kondycyi. daią nam praw o Czynienia takich 
iprzypufzczeń, które pytanie nafze przyw ianą do ta
kich fpofobów  rozw iązania, iakieśmy- fobie obrali: 
O w fzem  możem y nawet za pomocą now ych niezna
nych ilości, zaraz takow e kondycye w prow adzić, któ* 

mim natychnaiaft pytanie nafze rozw iążą. A iako 
bez nnrufzenia natury rzeczy  m ożem y w  Zrów nania 
Jakiekolw iek wciągnąć w ięcey nieznanych rzeczy, 
tak w  pytanie nasze możem y w p row ad zić drogi w y 
nalazku, ialcie nam fię tylko pokażą nayprościeyfze, 
lub założyć kondycye odkrywaiące nam natychmia-ft 
to , cośmy fobie zadali. Ten początek dobrze obiety 
umyflem ieft icden z nayogólnieyfzych i z nayobfitfzych 
podbiiaiący nam w  iakiem kolw iek badaniu fpofoby x 
natury fw oiey proftc a czciło bez tey pom ocy w  w ie
lu pytaniach nieużyte, i że tak rzekę uporne. U ży
w anie tego początku ieft niezmierne po w fzyftkich  
Matematyki i F izyki częściach lubo pod rozmaitą po- 
ftacią i odmianą. My fami użyiem y go w  ciągu te- 
rażnieyfzey ńauki: abyśmy zaś tem barziey ośw iecili 
fię o fpofobie pofhpienra fobie z  nim , przyftófoym y 
go teraz do teoryi Eliminaęyi, ktorąśmy w yżey  po  ̂
dług innych fpofobów  odbyli.

Niech będą dane dw a zrów nania'
(A )  - - c ix+ h y ± c= o  - - (B.) - - n'x-i-b'y-H;'— 0 

■chcąc ie przerobić na inne dw a, z którychby iedno za 
w iera ło  fam o X, drugie zaś famo y; biorę trzecią nie
znaną ilość m, i przez nię rozm n o żyw lzy  p icrw fze 
zrównanie, dodaię re' do drugiego, s czego w ypada: 

(C )  - - (m a + a ')x-h (in b + b ’)y+m c-{-c'=o  
poniew aż do rozw iązania mego pytania założona ieft 
kondycyd, aby n,p. i  fcroWnania (C )  w ypadło inaiąc 
iuż praw o w prow adzenia ifcy, czynię - rn a + a '= o  (D ). 
i zoftaie mi fię - - - (m b+b')y+m ci-c'=:o  >

m c+c'

^  nib-hb' Żro-
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Zrównanie CD) nazyw a fię Z ró w n a n iem  w arum ko- 
vvem (Acąucitio Coniiitionalis) fluiące na oznacze
nie now ey nieznaney ilości m. Iakóż z (D )  w ycią

gam m— _a w ło ż y w fz y  t f  w artość za m w  y,

w ypada y - ^ f Z n_£.
nb‘— n'b

Chcąc zaś z Zrów nania (C ) w yrzucić if, czynię - » 
yib-)-b'— a i zoftaie mi fię (ma-{-a' )x+ m c+ c'— a - - -

x — — ™c+ c ; w ło ży w fz y  w  x  za  m = — _L iego waę« 
i n n - W i ’ • ^

tość: otrzym am , - x —  t lJ I lJ L f
b'n— ba' ♦

Maiąc trzy Zrównania: 
ctx+by+cz-{-d=o  - • a'x+b'.y-\-c’z+ d '= .o  

a"x-¥-b"y+c"z+d"=o. 
pofliew aż z  każdego, przychodzi' w yrzucić dwie ilo 
ści nieznane, potrzeba w prow adzić dwie nowe nie
znane, któreby mi daty praw o uczynienia dwóch w a 
runków  potrzebnych: mnożę w ięc  pierw fze przez 
nieznana, m, drugie przez n , i dodaję w fzyftk ie  trzy 
razem ; s knd powftaic;
(  m a-ł-na'+a")x+(nibA-nb'+b")y+-(m c-H ic'+ć')z+m d  
~hnd'-hd"— o..

ęhcąc teraz w yrzucić y, z ,  razem, czynię: 
m b+ ub'+ b"— o 9  
mc-ł-ręc'-ł-c"==o ( '  '■

zoftaie f ip y —  md-hnd 4-^__ D w a 2rów nania

ma+-na'+ci"
w arunkow e (D )  flużą mi do wynalezienia m, w, któ
re rozwięzuinc podług przykładu pierw fzego, mnożę 
pierw fze z nich prze? p, i dodaw fzy ie razem, o trzy
mam - - - (pb+c) m+- Cpb*H-c') n+pbu+ c û :o  
chcnc w yrzucić z nieco w, czynię p b'+ c’— o - - -

c' n ■ ■ r f>bn+ ć ' c"b'— c'b'' w—  , zoftaie nu fie m—  i____ = --------------
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chcąc 2aś W yrzucić m, wypada: p b + c = o  » p — —
b

„  ___~*~c a w ło ży w fz y  za p  iego w artość — c *
i  ̂ p b '+ ć  b

fi— . c  ̂ te dwie w artości za n, w ło ż y w fz y
bc1 — b ’c 

W ^równanie na .r, w ypada:

c"b 'a— aćb"+-a ’cb"— a 'bc"-ha"bc',— ci"cb1 

tym że famym fpofobem poftępuiąc znaydziemy: 

cid'c"— n'dc"+a"dc'— ad"c'+ci'cd"— a'’cd'

^ ab'c"*mb"ć-+-a’cb"— a'bc"+a"bc'— a"cb'

__ ab'dr,— a ,bd"^-a''bd’— ab "d '+ n 'b "d ~ a "b 'd  

o b ’c"— ab"c'+a'cb"— a’bc"-\-a"bc'— a"cb'

T<? trzy Zrów nania roftrząśnione co do układu ilo
ści w  nie wchodzących, tak iako dw a w  p ierw fzym  
przykładzie, pokażą nam reguły flużyć mogące do 
rozw iązania iakichkolw iek dwóch lub trzech zrównań 
m iędzy tyle?, niewiadomemi ilościami. W fzyftkie iak 
w idziem y ilości nieznane maią w  fw oich w yrazach 
tegoż famego m ianow nika, i iednoftayność ta poka
załaby niim fię w  w iękfzey  liczbie Z  równań tym fpo- 
fobćm rozw iązanych. Stófuiąc terażnićyfze trzy Z ró
w nania s term któreśmy w  §. 7. s tychże famych 
zw ią z k ó w  przez mnożenie i kombinacyą dwóch na
raz wyciągnęli byli, w idzem y, że tamte fą zaw ikley- 
fze, i zam ykaiące w ięcey m nożników iak te. S knd lie 
oczyw iście pokazuie; że Zrów nania na końcu §. 7. 
maią w  fobie pewnego mnożnika fpólnego liczniko
w i i m ianow nikow i, przez którego rozdzielone' w zię
łyb y t:>ki w yraz iak terażnieyfze. A iako tego mno
żnika fpólnego nie ieft tak łatw o doflrzcc, tak gdy
byśm y mieli do czynienia z w iękfzą liczbą ZróWnan, 
fpofób §. 7. p rzyp row rd z lby nas do barzo zaw i- 
ktenych oftstnich w yp ad kó w , którehy t: kże zaw iera
ły  iakow ych m nożników  zbytnich i ń ien a l^ ący  h by.

naymmey
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naymni^y Ho nafzego pytania. T ę nieprzyzw itość 
w iele  innych za fobą ciągnącą doftrzegli Geom etro
w ie , i pracow ali nad wynalezieniem  taków ey teoryi 
Elim inacyi, któraby ich w  oftatnich Zrównaniach p rzy
w iodła do w yp adków  nie barziey zaw ikłanych iak 
nahira rzeczy w yciąga. W fzyftkie ich ufiłowania w  
tym  punkcie nie były dotąd barzo pom yślne: nay- 
Tzcześliw iey atoli w  nich poftąpił J. P. Bezout A ka
demik Paryzki w  świeżem  fw oiem  dziele (a ).  Będzie
my mieli okazyą  w  w yżlzych  częściach Matematyki 
roftrząfnąć tego Autora teoryą, i poznać iak w iele  
iefzcze do iey doflconałości brakuie. Od tych nie- 
przyzw oitości ten nawet fpofób, ktoregośm y dopiero 
u ży li, nie ieft w yięty; że atoli w  m ^ ey liczbie Z ró 
w n ań nie pokazuią fię zaraz, powinniśm y go prze
nieść nad p ierw fzy. Stófuiąc go do liczby iakieykol- 
w iek  n  Zrów nań, potrzeba nam przybrać n— i ilości 
nieoznaczonych, przez które mnożąc tyleż Zrów nań 
dodamy ie w fzyftk ie  z  fobą; a chcąc w yrzucić w— i 
ilości nieznanych, uczyniem y tyleż w fpół-czyn n ikow  
zero, co nam da n— j Zrów nań w arunkow ych ftużą- 
cych na oznaczenie tyleż now o w prow adzonych nie
w iadom ych ilości. Chcąc te' n— i Zrów nań rozw ią
zać, przybierzem y zn ow u ti— z ilości nieznanych, 
p rzez które' ro zm n o żyw fzy  tyleż w arunkow ych Z ró 
w nań i d od aw fzy  w fzyftk ie  n— i z  fobn, wyciągnie
m y tym co i przedtem fpofobem  n— z  innych now ych 
Z ró w n ań  w arunkow ych. S tych zn ow u  rozm noży
w fz y  «— $ przez tyleż now o w prow adzonych ilości 
nieznanych, przyidziem y do tyleż nowych innych w a 
runkow ych Zrów nań, których liczba za każdem dzia
łaniem  i kombinacyą zm nieyfza fię jednością, aż nao- 
ftatek przyfzedłfzy  do dwóch oftatnich Zrów nań, i
S tem iż podobnie poftąp iw fzy  odkryiem y, w artości 
71— i ilości nieznanych, któreśmy w p ro w ad zili. Na 
każdą zaś ilość nieznaną w  Zrów nania podane w ch o
dzącą też fame' działania pow tarzaiąc przyidziem y

do
<«•) T h ć o m  g t n t r a l t  d c i  E < ju ation i A lg tb r M ju t* . k P a ii»  179-1
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do w y ra że n ia  każd ey  w  fzczególn ości nieznaney p rzez  
fun kcye znanych, na częm  ro zw ią za n ie  Z ró w n a n ia  
za le ż y . Ł a tw o  nam  h arzo  p rzekon ać fię ?. w yżfzj-ch  
w ia d o m o ści, że w fz y ftk ie  Z ró w n an ia  p ie rw fze go  fto- 
p n ia, w  k tó rych  w ie le  nieznanych ilości zachodzi, w y -  
fta w ić  m o żem y w  tem ogólnem :

ax-ł-hy-ł-cz-i-dit-i- i t. d. - - - +lc —  o.

s- x- ;
ZtoinoJci Pv za ẑ *I0^z > nj*m tu p ow tórzyć to, cóśmy iu:j
rań wyittadaij, w yże y  namienili, że maiąc do rozw iązania iakpwc- 
fię roine ga-*go pytania tyle Zrów nań ile nieznanych ilości, po- 
tunki irownań trzeba koniecznie, aby każde s tych Zrów nań w yra- 

lm żało inny zw iązek; potrzeba w iec aby iedno Z ró
wnanie nie było funkcyą drugiego; inaćzey, w ypadki 
nasze nic nie będą znaczyć: i tak n.p . gdyrby pytanie 
iakie przyw iodło  nas do takich dwóch Zrów nań - 
6x-h2y— i6=zo - - - $ x+ ij— $— 0j wyn.aydziemy

i ®— irf— „  - . , , , , .
--------- -------------  Zrównanie, które zamykaiąc z oby-

6 6
dwóch ftron też fame ilości i terminy, nic nas nie 
uczy i nazyw a fię T o s a m e  (Aeąuatla irlentica): przy  
fzliśm y zaś do takiego Zrównania dla tego, że 7Ą 
dwóch początkow ych Źrów nań drogie nic innego nie 
ieft, tj'lko pierw fze rozdzielone przez 'z .  co no
wego zw iązku nie w yraża: i takow e przypadki lubo 
fię zdaią na pozór zam ykać tyle Zrównali ile potrze
ba, należą atoli w  rzeczy famey do klafsy pytiiń nie
oznaczonych. U tkw iym y to fobie teraz w  pamięci, 
że Zrównania tofume nie w yrażaią żadnego zw iszku  
m iedzy ilościami, że ich zw iązek cały na tem zależy, 
iż  każdy termin iednego członka ieft ze w fzyftkiem  
rów ny terminowi podobnemu drugiego. Potuióre: że 
w fzyftk ie  Zrównania w yrażaią tojarjnośó, bo w yraża- 
ia zw iązek podług §. $. ale przez to nie w fzyftkie’ 
Zrów nania fą tofamemi, ale tylko te; które w yrażaią 
tofamość co do ftófunku i co do terminów. Przytra
fić fię iefzcze może, że zw iązek w iednem  Zrównaniu

będzie
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będzie przfcciwny zw iązk o w i drugiego, i tak n. p. 
gdybyśm y przez i:Uy^jj»Ytanie przyszli do hi kich 
dwóch Zrówna/i ,- % + 7Tr-i- 4 i ==3  - 29+ 24*— .52=0 
ro zw ią za w fzy  ie zn-jydziemy 4.2=16: ta nieprzy- 
zw oitość oftrzega nas o przeciwnościach które fię 
W m ięfzały w  warunkach nafzego pytania, s  zatem o 
niepodobieńftwie wyciągnienia z niego praw dy.

Roftrząfneliśm y dw a przypadki Zrów nań pierwfze- 
go ftopnia, pifwęfzy: kiedy tyle w ypada zw iązk ó w  
ile ilości nieznanych; drugi: gdy iaka liczba tako
w ych  zw iązk ów  brakuie: w y fta w ić  fobie iefzcze mo
żna trzeci: kiedy liczba Zrów nań w ięk lza  ieft od licz
by niewiadomych ilości. T a k o w y  zbytek Zrów nań 
ścieśnia tern barziey nafze poznawanie, im ieft wig- 
kfzy: tak iak niedoftatek zw iązk ó w  rościąga daley 
•nnfzę w olność myślenia aż do krainy imaginacyi i do- 
myflu. Każde bow iem  Zrównanie zawiera infze w a 
runki, którym  będąc obow iązani uczynić zadofyć, 
m ufzem y ifefzcze przypadki pew ne dzielić na 1'woie 
klafsy, i w  tych naznaczać excepcye przywiązane' do 
bondycyi w  zbytnich Zrównaniach zaw arte. Znay» 
duiemy fig na ten czas w  podobnym lianie ow ęgo 
badic/.a natury, który d oftizegłfzy iakiego praw a 
m iędzy pewnemi fkutkami ciał, rościągnąt ie odw a
żnie do w fzyftkich  okoliczności mieyfca i czalu, w  
którym  takowe' Ikutki dziać fię mogą: w tem  h o w a  
iak a  obferwącyd odkryła mu przypadek odftgpuiący 
od tego praw a, i dala mu poznać źtrótgo początek 
podlega excepcyi do pew ney odmiany cziifu lub m iey
fca przyw iązaney, która ogranicza iego ogólność. N o
w a  ta obferwacya nic innego nie ieft, tylko n ow y 
zbytkuiący zw iązek ścieśniający iego praw o i m yśle
nie. W idziemy przeto że iak niedoftatek tak zbytek 
zw iązk ó w  w  iedndy rzeczy, ieft myśleniu bafzem u 
fzk o d liw y; iak p ierw fzy  przez ufzczególnianie, tak i 
drugi przez zbyt śmiałe upowfzechnianie myśli b yd i 
m oże zrzódłem błędu. P ierw fzy każe nam bydź pra- 
■cowitemi w  dochodzeniu praw dy, drugi uczy nas

oftiożności



oftrożn ości w  iey ftó fow an iu j o b y d w a  obtaśniaią 
nas o ftanach i drogach n afze go  rozum u w  p o zn a w a 

niu rzu szy: p rzek o n am y fig q tern w  d a lfz y m  ciągu 
n a fze y  n au k i.

ROZDZIAŁ DRUGI.
✓

Uwa^i nad początkami iuź odkrytemi pro
w ad zą nas do Zrównań w y ź f z y c h  Stopni, do 
poznania P u n k c v i  W i e l o - k s z t a l t n y c h  i d z i a 
łań im ftu źa cy ch ; z  k t ó rych p rzycho dzem y do 
roz wiąza ni a  Z r ó w n a n  D r u g i e g o  S t o p n i a  , 

ich własności ,  i do no w yc h  p ocząt ków  m y ś le 
nia wciągających nas w  r oz le g le y fze  pozna

wanie  Zr ów nań i Funkcyi.

§ x t .

Nowyroiłriy Ą  byśm y nic nie odftąpili od łańcucha nafzych m yśli 
. ZrC.*.t)in od. ciągnieymy daley uwagi nad fpofobem Elimm acyi, 

krywi nś-n ró który przerabiaiąc Zrów nania m iedzy w ielu  ilościami 
ine pot;iji w n;eznanemi p rzyw o d zi ie do tego rodzaiu Zrów nań 

im pierw fzego ftopnia, któryśm y nafamprzód roftrząfali. 
właściwe. W fzyftkie Zrów nania w iele ilości nieznanych zaw ie- 

raiąće któreśmy brali za przykład y nafzych działań 
p o w fta w a ły  z funkcyi iednokfztałtnych i były takie
go w zoru: ax-\-by-bcz+ i t. d. -\-k— o, gdzie ilość 
nieznana była mnożoną przez fanie tylko ilości zna
ne w  każdym  terminie. A le kto p rzy w y k ł cokol
w iek  do rozlegleyfzego poznaw ania rzeczy, p o w i
nien fobie pom yślić, że pytanie p rzyw ieść nas może 
do takowych Zrów nań, w  których ilość nieznana bę
dzie mnożoną przez druga nieznaną: na ten czas do 
rozw iązania raieć będziem y Zrów nania pod lakierni

w zo ra m i:

48 A l g e b r y  Część 7 .
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'wzoram i: xy + b y + a — o - - - x y z + y z + c — o - - - - . 
xzuy-\-yzu+byx-i- i t. d. + c —  o -  - i t. d. D aym y n. p. 

ie  przyfzedłfzy do dwóch takich Zrów nań x y + b y = ą  

y — bx-ł-c włożeYny w artość za y s tego oftatniegó w  

pierw fze; przerobiem y ie na b xi -\-(b--\-c)x+bc— a. 
Prz3rfzedłfzy do trzech takich x y z-h y z+ c= d , - - , 

y ~ b x + c  - - - z~ x-\-d, a w ło ż y w fz y  za y, Z, w arto

ści z dwóch oftatnich w  Zrównanie pierwfze-, prze

robiemy ie na - x(bx-h c)(x-h d )+ (b x-h c)(x+ d )+ c= d , 
czyli na bx~t+ (c+ b d+ b )x 'l-r(cd-lrc+ bd)x+ cd-hc= d. - - 

T akow ym  fpofobem przyfzliśm y prawda do Z ró
wnali nie zamykających tylko iedne nieznaną ilość, 
aleśmy onego nie przyw iedli do rodzaiu, w  którym fię 
znaydow ało naypierwfze nafze Zrównanie rozwiąza* 
nu w  §. 4- rozdziału i .  W fzyftkie w ięc tam rozu
m owania nafze i praw idła z nich wyciągnione ftaią 
fię w  teraźnieyfzym  przypadku dla nas nieużyteczne'} 

poniew aż w  Zrów naniu bxz-h(c+b~)x+bc— ci w fz y 

ftkie Rozdziału pierwfzego działania w yczerp aw fzy, 
nie przyidzie'my nigdy do wyrażenia x  przez funkcyą 
famych ilości znanych a, b, c. G dyby nawet w  Z ró
wnaniu nafzem nie znaydow ał fię termin (c+ b-)x, 

ale tylko bx%-\-bc— a, i tak iefzcze kufzenia nafze po
dług pierw fzych fpofobów byłyby daremne, dla tego 
że ilość nieznana ieft famey liebie mnożnikiem. Pa
miętni na fpofoby do rozw iązania Zrównań w  §. i .  
użyte, a oświeceni razem przyczyną dla czego te w  
tcrażnieyfzym  przypadku nie mogą nam pomóc, w p a
damy łatw o na tę uw agę: że działanie przyw iązane 
do terażnieyfzego ftanu ilości nieznaney, ieft: zapewne 
inne od tych, które nam tam ftużyły. lakóż ilość nie* 
znana nacechowana w ykładnikiem  Jakimkolwiek po* 
kazuie mnożenie famey przez fię; m nożyć zaś ilość 
lub funkcyą famę przez fi§ nazyw a fię w  Arytmetyce 
Wynoftć iq do poffij-i; aże działania Arytmetyczne' tc 

D  famę



fame zachodzą w  literach co i w  liczbach, należy narn 
zatrzym ać fię teraz nad tym now ym  ich gatunkiem .

Pokazuie lic z w yżfzego  opifu '2e potęga iakieykol- 
w iek  funkcyi lub ilości nic innego nie ieft, tylko 
mnogość wypadaiąca z  pow tarzanego teyźe funkcyi 
lub ilości przez fiebie mnożenia: oznacza ona iię 
przez w ykładnika nad ilością lub funkcya położone
go; tak, że ieżeli ilość lub funkcya iaka w chodzi dw a 
razy  w  mnożenie, w ykładnik z  oznacza iey potęgę 
drugą n .p . x 2 - ( x + a ) 2-, ieżeli trzy  razy, w y k ła 

dnik i  znaczy potęgę trzecią, n. p. * 3  - • ( x + a ) 3\ 
ieżełi n razy, n .p. x n - - (x^l-tt)n, w ykładnik n ozn a

cza iey potęgę iakąkolw iek n. S czego oczyw iście fię 
wnosi; że poniew aż liczby naturalne oznaczaią w ie
lością iedności w  fobie zaw artych pew ne potęgi; chcąc 
ilości iakie famotne cdłkie lub łomane w ynofić c!*j 
iakieykolw iek potęgi, nie potrzeba nam tylko pi zez 
w ykładnika tey potęgi rozm nożyć w ykładnika fam ey 
ilości, a no\Vy w ykładnik  s tey mnogości pow ftaiący 
położony nad ilością, Wyda potęgę któreyśm y fzuka-'

li: chcąc n .p . x ,  albo x  ■, wynieść do potęgi czw ar-

tey którey w ykładnik ieft 4 , w ypada mi z  reguły

p o p rzed zaiącey  - - - ____=  _  potęga c/. w arta
4 as

ilości podanych. Iako w ięc mnożenie ilości odbyw a 
fię przez dodawanie; tak w ynofzenic ich do potęg, 
przez mnożenie w ykład n ików . To famo praw idło 
rościąga fię do w fzyftkich  iakim koiw iek fpofobem  

zaw ikłanych funkcyi 11. p. (x + n ) 2 ■- (x+ a + b-i-c+ )  

i  t. d. ale w  tym oftatnim  przypadku w ykładn iki 
znaczą tylko działanie, które zachodzi. Przyftąpm y 
teraz do w ykonyw ania onego.

W ziąw fzy funkcj-ą złożoną z dwóch terminów x-'~n, 

rozm nóżm y iąfam ę przez fię, otrzym am y

= x ł -t-

f o  A l g e b r y  C z ę ś ć  I .



R o z d z i a ł  IT.

— 1 4 - 2  ći r - t - f l  1 . T e n  w y p a d e k  o l l - r y w i  n a m  

te  p r a w d ę  o  c z ę ś c ia c h  w c h o d z ą c y c h  w  d r u g ą  p o tę g ę  

f u n k c y i  t > w u - w v r a z o w e y  (b tn o m iu m ):  ż e  k a ż d a  ra 
k o w a  p o t ę g a  z a m y k a  w  fo b ie  p o t ę g ę  d ru g a  p ie r w f z e -  

g o  te rm in u  x , to ie ft  x ł ; p o tę g ę  z n o w u  d r u g ą  d r u 

g i e g o  te rm in u  a ,  c z y l i  a 2} i d w i e  m n o g o ś c i  z  p ie r-  

w f z e g o  te r m in u  p r z e z  d r y g i  2rtx: ta  p r a w d a  o  czę-. 

ś c ia c h  p o tę g i d r u g ie y  p o w f t a i ą c e y  z  f u n k c y i  d w u w y -  

r a z o w e y  f łu ż y ć  n a m  m o ż e  d o  w y n o s z e n i a  f u n k c y i  z  

w i ę c e y  w y r a z ó w  z ł o ż o n e y ,  n .p ,  x + fi- ł-A , w z i ą w f z y  

b o w i e m  d w a  te r m in y  % -H i z a  ie d e n , m a m y  p o d łu g  

w y ż f z e g o  t w ie r d z e n ia  - - - ( x - ¥ a + b ) 'ł —  ( x + a ) ^ - f -  

2(x-hn)b-\-bz, a w ł o ż y w f z y  w a r t o ś ć  (x + a )* , i w y k o *  

f l ą w f z y  m n o ż e n ie  z  % (x ą -ct)b ,  o t r z y m a m y  x - + 2 a x  

+ a 'i + 2 b x + - 2 n b + b 2 - m a ią c  c z t e r y  te r m in y  w  f u n k c y i  

X -b a -{-b + c, m o ż e m y  w z i ą ć  t r z y  p i e r w f z e  z a  ie d e n , a  

f tó fu ią c  z a w f z e  d o  n id g o  t w ie r d z e n ie  w y ż e y  w y ł o ż o 

ne, w y p a d n ie :  (x-ha-hb-\-c)'l— (x+n+b)~-\-2(x+a+b)c  

■i-c1, g d z ie  k ła d ą c  z a  (x + a + b )-t w y ż e y  z n a le z io n a *  

w a r t o ś ć ,  i w y k o n y w a i ą c  w  d r u g im  te r m in ie  m n o ż e n ie ,  

p r z y i d z i e m y  d o  - - ’X*-ł-2a x + a * + 2bx-\-2ab-{-b*-ł-2CX-i- 

2n c-\-zbc+ c'1=  (x -h a -h b -i-c ) '1. T e n  fa n i  fp o fó b  z a c h o -  

W u in c  w  f u n k c y i  z  i l e k o l w i e k  b ą d ź  t e r m in ó w  z ł o ż o 

n e y ,  p r z e r o b ie m y  ią  n a  fu n k c y ą  d w u  w y  r a z o w ą ,  a  m a 

ją c  w z g l ą d  n a  c z ę ś c i ,  k tó r e  i f to tn ie  w c h o d z i ć  p o w i n 

n y  w  fk ła d  fb n k c y i  d w u w y r a z o w e y ;  p o t r a f ie m y  w y 

r a z i ć  n a ty c h m ia ft  d a i g ą  p o tę g ę  f u n k c y i  z ł o ż o n e y  n a 

w e t  z  n ie łk o ń c z o n e y  l i c z b y  t e r m in ó w :  i ta k  ie ż e l i  d o 

b r z e  r o z w ią ż e m y  p r a w o  z a c h o d z ą c e  w  u k ła d z ie  d ru - 

g i e y  p o t ę g i  ty c h  f u n k c y i ,  k tó r e  n a m  d o p ie r o  Iłu ż y ł y  

p r z y k ła d y  p o f t r z e ż e m y  ż e  n . p .  ( x - h a + l i  -K -ł-rf-w -t- 

f+ g-\r i t .  d._) * = ‘x*+-2Cix+(i*-b2bx+ 2ba+b'l+2cx+2ca  

~i-2 bc+c'1--\-2 d x + 2 nd+-2 bd-\-2 cd-{-i1'i -i-2 x e + 2 Cie+2 l>e+2 Ci; - 

+ 2 d e + e 1+ 2 f x + 2 f a + 2 f b + 2 f c + 2 f d + 2 f e + f 1+  i t. d . to  

D i  ie ft:

Tłomaeły 
(kład rotygi 
drugiey, i fpo 
fób  w yn of ie*  
nia Jo mcy fun 
kcyi  wielow y 
ra iuw ych.
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ieft-; w ynióflfzy pieYwfzy nafamprzód termin do po
tęgi drugiey, ten który po nim naftępuie należy roz
m nożyć przez z  i przez poprzedzaiący, potem zrobić 
z  niego potęgę drugą: i tak idąc do innych, każdego 
należy rozm nożyć przez 2 i poiedyńczo przez w fz y 
ftkie poprzedzaiące, a ftanąw fzy na tym rozmnożo
nym  przez 2, wynieść go famego do potęgi drugiey: 
tym  fpofobem poltępuiąc, potrafiemy funkcyi iakiey- 
kolw ick  w yrazić  natychmiaft potęgę drugą.

U opiero w yłożone praw o fluży nam do rozeznania 
Wiót ogólny CZy{j funkcya iaka ieft zupełną potęgą drugą, i do 
? IoWj aun j-1'" oddzielenia w  funkcyi iakieykolw iek tych terminów 
F^Śs'»Û 'Ĉ  k tó re w ró d za y  drugiey potęgi w chodzą, od tych które 

iey fą obce' i dorzucone. Co fię tycze u w agi nad la
mą ilością nieznaną, z oftutniego przykładu w idzie- 
m y, że ieżeli ilość takow a wchodzi w  funkcyą iaką 
wyniefioną do drugiey potęgi, ta znayduie fig raz fa- . 
motną w  drugiey potędze, drugi raz rozm nożoną 

przez w fzyftkie terminy podwoione, to ieft: X1-*- 

2 ( aĄ-b-\-t±d+e-\-f+g+ i t.d .)x , toż famo fluży i w fzy -  

"ftkim innym. Przeto ponieważ mnożnika 2(a+b+c-t-
i t.d.) z famych ilości żnanych, w yrazić 

m ożem y przez iednę ilość znaną' n .p. A\ w  każdey 
funkcyi zam ykaiącey iednę nieznaną ilość i wynicfio- 
ney do potęgi drugiey, terminy z tą nieznaną ilością 
przyw od zą lię do tego w yrazu  x--¥ A x, w fzyftk ie  
zaś inne będą znane które zn ow u  w yraziw fzy  przez 
D , w zór w yftaw ia  nam funkcya iakąkol-
w iek  drugiey potęgi z iedną ilością nieznaną i innerni 
znanemi bądź mileżącemi de tey potęgi bądź obcemi: 
tak iako x 2+ A x + D = o  pokazuie w fzyftkie Z ró w n a
nia zamykaince funkcyą drugiey potęgi z iedną ilością 
nieznaną. Zachow aym y fobie te uwagę w  pamięci.

§. XII.
leżeli mnożenie funkcyi iakiey famey przez fię po

w tarzać będziemy kilkokrotnie, rodzą fię stąd różne' 
potęgi w yżfze  tey funkcyi. Gdyby w ięc można z

w ie lu
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w ie lu  p rzy k ła d ó w  doftrzec p ra w a , które za ch o w u ie  s k łid iw t*  
fu n kcya  w yniefiona potęgi ia k ie y k o lw ie k , m ogli- fnojci w y t-  
b yśm y podadż w zó r  o g ó ln y  w y ra ża ją c y  t o  p ra w o ; fzych Ukich. 

który  flużąc na ia k ą k o lw ie k  p otęgę, o fzczęd ziłb y  nam k o lw iłk  p « .  

p ra cy  p rzy w iąza n ey  do k ilkokrotn ie  p o w tarzan ego t£6* 
m n o ż e n i a .  Poprzedzaiący §. p o w in ien  nam b ył p o -  

dadź m y ś l  tego dociekania. W eźm y fobie w ię c  dw u- 
■wyrazową fu n kcyą x  ±_a, i m nożąc ią d w a , trzy , 
cztery , * w ię c e y  ra zy  fam ę p rzez  fię, przyidzie 'm y do 
różnych potęg za w arty ch  w  naftępuiącey T ablicy;

I. * ± a

II . sc1 _+.-2flx-Wi*

I I I .  x 3 *  ^ a x 2+ ^ a ‘zx  .**• x 3

IV . x 4 •** 4.ax3-hóa1x '1 +  ^a^x+a*

V . x 5 ra x 4-ł-1 oa*xJ +  i ofl3x a+ r a 4x  **• fl5
i t .  d.
te w fz y ftk ie  potęgi dobrze rostrząśnione i ftó fow an e 
m ięd zy fobą co do ilości, w y k ła d n ik ó w , w fp o ł-czy n - 
n ik ó w  i z n a k ó w ; daią nam  o czy w iście  w id zieć

Naprzód: że liczba terminów każdey potęgi prze- 
w y żfza  iednością fw ego w ykładnika; potęga w ięc m  
zam ykać będzie rn+ i term inów. N azw aw fzy  pier- 
w fzą  potęgę z  którey fię rodzą inne, P i e r w i a s t k i e m ; 

w idzem y
Poiutóre: że p ierw fzy  termin iakieykolw iek potęgi, 

ieft p ierw fzy  termin pierw iaftku famotny z  w y k ła 
dnikiem tey potędze w łaściw ym , który w  naftępuią- 
cych terminach zm nieyfza fię za w lz c  iednością póki 
w  oftatnim nie zniknie; w ykładnik zaś drugiego ter
m inu pierw iaftkow ego rośnie tyle, ile fię p ierw fzy 
zm nieyfza, poki dofzedłfzy nayw yżfzey  liczby nie za
kończy famotnym fw ym  terminem potęgi tak, iak ią 
p ierw fzy  zaczął. W potędze w ięc m, co do w y k ła 
dników  zachodzić będzie taki porządek:

x m~ 1a, x ni~2a2, x m-* a 3, +  i  t .  d .  a m

D j Potrzebie:



(x  + n)’” 

X”>~3a 3 H

Potrznie: leżeli znaki pierw iaftku fą obydw a docła- 
tne, w fzyftkie terminy będą dodatnemi; ieżeli zaś 
ol)ydw a odiemne', w fzyftkie potęgi w ykład ników  pa- 
rzyftych będa dodatne, w fzyftk ie  zaś nieparzyfte będij 
odiemne* ieżeli nakoniec ieden termin pierw iaftku ieft 
dodatnym a drugi odiemnym; znaki w  potęgach idą 
na przemian, tak że w fzyftk ie terminy w  porządku 
parzyftym  fą o di e mile* w fzyftkie zaś inne' w  porząd
ku nieparzyftym  fą dodatne.

Poczwnrłe: Co do w fpoł-czynn ików  praw o zdaie fię 
bydź zawiklane; uważaiąc ich atoli pilnie, znaydzie- 
my: ze każdy w fpółczynnik drugiego terminu ieft ró
w n y  w ykład n ikow i potęgi, w  innych zaś rów na iię~ 
mnogości z  w fpółczynnika p rzez w ykładnika x  w  
terminie poprzedzaiącym, rozdzielonemu przez liczbę 
porządku, który teaże termin poprzedzający zaftępuie

w  potędze^i tak trzeci termin potęgi piątey

toż firn o m ów ić o innych. S tych w fzyftkich  u w ag  
w y p a d a  że potęga m funkcyi dw u-w yrazow ey x  +  a 
tak fię układa:.

m r m — i )  ,n (m — 0 ( m — 2)

----- 1.2 . 1
1 .2 . 3

m (m — 1)( m— 2 'firn— ?) 
t ------------------------------- x m-*a*+- i t. d. _± am

1-2.1-4 .
w  oftatnim terminie znak w y żfzy  należeć będzie do 
liczby w  parzyftey, niżfzy zaś kiedy za m w eźm ie
m y liczbę nie parzyfta.

Ten w z ó rflu ią cy  nam na wynofzenie funkcyi dwu- 
w yrazow ey do iakieykolw iek potęgi, ieft znany pod 
imieniem w zoru Newtona, który go nafamprzód od
krył. W yciągnęliśmy go s proftey obferwacyi i ana
logii m iędzy potęgami doftrzeióney: co nie może 
mieć m ocy dowodu matematycznego, którego fzuknć 
należy w  początkach ogólnych do natury funkcyi 
przyw iązanych. Zoft^nie nam fię ten dowód do d:il- 
fzych wiadomości, gdzie nam iie pokaże zw iązek te

ra źnieyfzych

f 4  A lgebr?  Część T.
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raźnieyfzych u w ag z ogólnieyfzemi prawdam i i uży
cie w zoru  Newtona daleko rozlegleyfze. G dyby fun
kcya pierw iaftkow a zam ykała w ięcey term inów; m o
glibyśm y ich dw a, trzy, i w ięcey brać za ieden, tak 
jak  w § -X T , tych potem różne znakow ane potęgi po
dług tablicy na fw e terminy rozcbraw fzy, i podłoży- 
w fz y  przyzw oicie ilości porzqdkow ey, przyfzlibyśm y 
do w yrażenia potęgi iak ieykolw iek  m, funkcyi K i ł-  
k o -w y r a z o w e y  (Polynomuim). Trzebaby nam iefzcze 
fpofób ten pofunąć aż do funkcyi złożoney z  niefkoń- 
czon ey liczby term inów, ile że takow y rachunek w  
w y żfzy ch  częściach Matematyki barzo fię częfto na
darza, ale żebyśm y nie rozw lek li nadto ciągu nafzych 
m yśli, odkładam y to fobie na inne mieyfce. Nie mo
żem y tu iednak opuścić iedney w ażn ey uw agi, która 
nam pokazuie piękną w łafność funkcyi iakieykolw iek 
w yniefioney do potęgi m: zależy ona na tem, iż 10- 
zeb raw łzy  (ci+ x)m na fw e term iny, i  każdem u z nich 
p o d ło ży w fzy  liczbę z -poftępu Arytm etycznego o, i ,
i ,  'i, 4, j-, tf, 7, 8, "i t. d. ieżeli każdy termin roz- 
m nożem y p rzez liczbę mu podłożoną, i mnogości te' 
dodamy razem , w ypadnie m x (a + x ) ” '~ 1, to ieft: po
tęga zn iży  fię o ieden ftopień, ale będzie rozm nożo
na przez ilość nieznaną i fw ego dawnego w ykładni
ka. Zobaczm y to w  rachunku: (ci+ x)m - -

, m (m — i)  m (m — i \(m — 2 )  „  ,  , .  , , 
= a rn+ m a’w x +  ____ - a m~2x~-h --------za™ 1 t.d.

■1.2 .1.2.^

O, 1, 2, 2, * t-t**

Mnog: m x ( a m-'-h (m — i)am- * x +  f łc i m- 3X* +
V  7 1- I ■« 2

j t.d >) = r n x ( a + x ) m- "
1 . j  . 3 '

skąd w ypada, że ieżeli potęgi iak ieyk o lw iek  ( a + x ) m
terminy m nożyć będziemy przez terminy poftępu A-
rytmetycznego. ok, ik , 2 k, jfc, Ąk, yfc, ek, i t. d.
otrzym am y ni k x (a + x )m~I .gdyż takim fpofobem

D 4 mnożemy



m nożem y naprzód terminy przez o, t, 2, f t 4 , f , i t.df. 
s kąd w yniku mx(a-\-x)'n~ l , pow tóre przez k, sk ąd  
zn ow u  w yniknąć pow inno km x(a-hx)m~ l . leżeli po
tęga m będzie mnożona przez jakąkolw iek funkcyą 

N , to ieft Ń ( a l- x ) mi rozm n ożyw fzy  potem iey terminy 
przez ok, k, 2k, $k, i t. d. otrzym am y na mnogość 
N m kx(a-hx)m~ l 'y po lo im y w ięc Nmkx--=zA, m— i = n  
będzie A(ci-k-x)n, którey znow u terminy mnożąc przez 
poftęp Arytm etyczny ok, k, 2k, ]k , 4k, i t. d. otrzy

m am y mnogość Ankx(a-\-x)n~r= m ( m — i)N k 2x 2x  

( n + x ) m~z: n a z w a w fz y  m (m — 1 )N k * x -= B ,m — 2 = p ,  
będzie B(a-+-x)V] a mnożąc znow u przez poftęp A ry
tm etyczny ok, k, 2k, $k, i t.d. otrzym am y mnogość 
Bp k x(a -b x .)s-l = m (m — 1 )(m — 2)N k^x^(a+x)m~3 ten 
zn ow u m nożąc przez ok, k, 2k, fk , i t .d . wypadnie 
nam m (m — i)(m —^2)(m— j) N k ‘hc^(a+x)m~^t j ogól

nie m ówiąc: m (m — i)(m — z)(m — $) - 

(tu— [n— i] jN ^ nx K('n4-x)tn-n, ieżeli n razy  terminy

takow ey potęgi mnożyć będziemy przez poftęp 'A ry
tm etyczny ok, k ,2 k ,$ k ,4 k ,  i t.d. U czyn iw fzy  N = / , 
w idziem y w  oftatnim w zorze  tę ogólną prawdę: że 
chcąc funkcya iakąkolw iek wyniefioną do potęgi m, 
zn iżyć o tyle ftopni ile nam' fię podoba, potrzeba ią 
naftępnie mnożyć tyle razy przez poftęp Arytm ety
czny ok, k, 2k, $k, 4k, i t.d. fpofobem dopieró w y 
łożon ym , ile iedności zam yka liczba wyrażająca zn i
żenie. W tcm atoli zniżeniu zaw fze nieznana ilość 
wchodzi za m nożnika z. wykładnikiem  tym , który 
nam zniżenie pokazuie, a zatem zniżenie to potęgi 
nie zniża zrównania, w  którejn takow a potęga z in- 
ncmi funkcyami zachodzi.

§. XIII.
OdbywPzy fpofób w ynofzenia funkcyi do Jakich

k o lw iek  potęg, zoftaie nam icfzcze w ynaleśdż inny 
w y w ro tn y, za pom ocą-którego m oglibyśm y od potęg 
przyisd i do famych funkcyi, z którey potęga iaka po

w itała.
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w  tlała. T akow ą funkcyą nazw aliśm y P i e r w i a s t k i e m  

P o t ę g i  (Radix Potmtiae), i fzukanie funkcyi któraby 
powtarzanem  mnożeniem w ydadź m ogła potęgę daną 
nazw iem y W y c i ą g a n i e m  P i e r w i a s t k ó w  (Extraffio 
jRatlicitm). A  iako na cechowanie każdego zachodzą
cego działania ftanow iliśm y znaki oftrzegaiące nas o 
gatunku roboty, tak na znaczenie pierw iaftków  uży-

-2 3 - 4  5 ,  *n.
iem y cech V  , V  , k  , V  , V  , liczby w  otw orzyfto- 

ści tych znaków  położone fą w ykładniki potęg, któ-
. . . .  . . } '  

rych pierw iaftku fzukam y: i tak n.p. V zna
czy  pierwiaftek trzeciey potęgi do wyciągania z 
funkcyi między nawiafami zaw artey, a poniew aż po
tęga druga ieft nayniżlza z  potęg, w  których w ycią
ganie pierw iaftków  zachodzi, dla tego znak iey pifać 
będziemy bez żadnego w ykładnika i tak x  znaczyć 
będzie pierwiaftek potęgi drugiey z x .

Mówiąc o potęgach iedno-wyrazowych doftrzegliśm y 
że w  działaniu ich należy nam w ykład n ika  ilości 
m nożyć przez w ykładnika potęgi, w ięc w  działaniu 
przeciw nym , iakiem ieft tcrażnieyfze, potrzeba nam 
w ykładnika ilości dzielić przez w ykładnika potęgi 
którey fzukam y pierwiaftku, a w ieloraz s tego podzia
łu będzie w ykładnikiem  pierwiaftku fzukanego. Chcąc 
n .p . w ynaleśdź pierwiaftek drugiey potęgi ilości - - 
x 2fx^fX^fX^) i t. d. dzieląc każdego w ykładnika przez

3 S
2, w ypadaią pierw iaftki - - - - x , x'ź , x 2, x *  • 

k t ó r e  fię równaią tym w yrazom  \/~x*,\/~x3,Vrx 4 ,vr x r>. 
s czego wypadaią n iftępuiące praw dy.

Naprzód. Z e w fzyftk ie  ilości i funkeye z w y k ła 
dnikami łomanemi fą P i e r w i a s t k o w e  (Rndicales) 

tak; że licznik ułomku ieft w ykładnikiem  ilości lub 
funkcyi, m ianow nik zaś w ykładnikiem  znaku pier- 
wiaftkowego-, w fzyftk ie  w ięc funkeye pierw itiftkow e 
m ożem y albo przez znaki albo przez w ykładniki

ułom kow e w yrażać, i tak (a^-tb*) 3, albo f i ( a 3+ b 3)  
D y to famo
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to  fam o znaczy. Ilości zaś lub fun kcje z wykładni* 
kami odiemnemi poniew aż fą równe' iedności roz- 
dzieloney przez tęż ilość lub funkcyą §, 3. przeto

y 8  A l g e b r y  C z ę ś ć  I .

3
W yrazy x ~ * ,y~ '* ’ i t.d. iedno znaczą co 

J —  albo ' '
3 '  * » :  »  v ^ x 3  7

“n :

Poivłóre) leżeli w  ilości lub funkcyi iakjey zńaydti* 
ie fię mnożnik którego w ykładnik lozdzi^lić fig zu* 
pełnie może przez w ykładnika znaku picrwiaftkowe* 
go, ta k o w y  mnożnik może bydz w ydobyty s pod 
znaku, i na ten czas funkcyą fkładać fię będzie z ilo
ści pierwiaftkowych-, i z  ilości bez znaku, które na» 
zw iem y w y m i e R n e m i  (rationciles) n. p .  »

V 4 X 2a ^ = z x V n3= 2cixVr a- * * - K -'Sa3 (b+ x)= *

i a ^  (l>-trx). i t. d. tym jfpoIbWm \Vydobywaiąc ilość 
5 pod znaku uprofzczam y funkcyą: gdyby nam zno* 
\vu przeciw nie potrzeba było  funkcyą p rzyw iesd i 
do iednoftaynego w yrazu , to ieft ilości w fzyftk ie  
wym ierne podciągnąć pod znak pierwiaftkoW y me- 
n arufzyw fzy ich' wartości, każdy oczyw iście w id zi, 
iż w  ten czas potrzeba wynieść funkćye wymierne' 
do tey potęgi którą oznacza pieYwiaftek. Chce
m y n p. w  funkcyi sx(ci+ b )V  ( t f+ c )  podciągnąć 
w fzyftkie' ilości pord znak prew ńiftkow y, otrzym am y: 
V  ( gx2 )■ który w y ra z  to famo znaczy 
co i przefzły. t e  w fzyftkie fpofoby przerabiania 
fankcyi wycingnione s proftych barzo uw ag nad na
tura pier\viaftków będą nam barzo częfto pomocne, 
trzeba żebyśmy fię w  nie dobrze w p raw ili, aby fobie 
ofzczędzić trudwolśći na które napadamy w  rachunku.

Nauczyliśm y fię iuż znaczyć, i czytać znaczenia 
pierw iaftkow ych funkcyi; zoftaie nam teraz w yna- 
leśdż praw idła ftużyć mogące do w yciągania pier- 
w ia ftk ó w  s funkeyi lakim kolw iek fpofobein zawikłu-*

nych.



nych. Te i e  bydż mogą albo zupełnem i potęgam i 
atbo też niezupetnemi; w  pieYwfzym  razie pow in n i
śm y przyiśdż przez pewne praw idła do ich pieYwia- 
ftku wymiernego: w  drugim zaś przypadku znnleśdź 
m ożem y pierw fze pierwi»ftku terminy ale refzta zo- 
ftanre fię pod znakiem, tak rak doświadczyliśm y w- 
dzieleniu: i takowe-funkcye nazywaią fię N lew ym ih r- 
m.emi (Jrrattonalss), ile w ięc razy będziemy mięć d® 
czynienia s funkcyą lub zrównaniem potęgi niezupet- 
jiey przeftanjem y w  działaniu na naznaczeniu tego 
pierw iaftku, który do wyciągania zachodzi i tak n .p . 
maiąc zrównanie x r"— ci, a chcąę zuąleśdź w artość

tey nieznaney, w yrażem y ią x —  v  a. Ten oftatni 
rodzay rachunku o potęgach niezupełnych zoftawie- 
m y fobie na potem, zatrzym aym y fię tylko teraz nad
pit;'rwf?ym .

Pamiętamy o uw adze w y że y  uczynioney, że w  po
tęgę zupełną iakąkolw iek w chodzą prócz liczb, te fa
mę ilości które należą do pierwiaftku, nje zoftaie 
nam tylko te' ilości w ydobydż przez dzr.ihuui na tpi 
potrzebne. Nad to zaś nic łatwieyfzego; w iem y na
przód że p ierw fzy  termin potęgi iakieykolw iek ielt 
famotną potęgą pieYwlzego członka pierwiaftku, w ięc 
go zaraz wydobędziem y przez dopiero podaną regułę 
na funkeye iedno-wyrazowe',. to ieft dzieląc w ykładni
ka ilości przez w ykładnika pierwiaftku, n. p. z fun
k c ji  x*-bjax*-t-2ci'x+n-i chcąc wyciągnąć picYwiaftek

?ciey potęgi m;irny x 3= *v za p ierw fzy  termin pieY- 
w iaftku . Drugi termin potęgi zaw ierać będzie duigi 
członek pierwiaftku rozm nożony przez funkcyą pier- 
w fzego  n.p, $ax*, zam yka ci, rozmnożone przez j x * t 
zro b iw fzy  tedy te funkcyą, i rozdzieliw fzy przez prę 
d;-ugi termin, wynaydziem y drugi członek pierwiaftku 

$ax*
n.p-  — a'i ten potem kombinując z pieYwfzym

tak ażeby w ypadły te w fzyftkie terminy, ktorekęd.
D a " w iek
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w iek pow ftaią z dwóch tych członków  pierwiaftku 
w  potędze} odciągniemy ich od fiebie, i zniefiemy to, 
co te dw a terminy pierwiaftku w p row ad ziły  w  po
tęgę. Tym  fpofobem daley poftępuiąc przyidziem y 
do wyciągnienia pierwiaftku z iakieykolw iek potęgi 
zupełney. Przypatrzm y fię z  uwagą w zo ro w i działania. 

Potęga ^cia. - - x 3-ł-3x2a-(-jxa2-ł-a3 Pierwiaftek iey 
. . .  3

Działanie - • - x 3 x  P ierw fzy człon:
Potęga z pierw i: 
do odciągnienia — X-7

Refzta z potęgi - jx '!f l+ jx a I-ł-«3.
D zielnik z igo  człon:
ka pierwiaftku . . .  -wi - 2gi członek.
Funk; obyrdwóch czł; 
do zgładzenia w fzy-
ftkich terminów. • — — }ci*x— a 3 ~

x + a .  )pie'rwia.
Refzta - - - o o o. (Jłek cały 

Tą famą drogą iśdź należy w  iakichkolw iek potę
gach niżfzych i w ydfzych, gdzie znow u w idzem y, 
że poniew aż litery fw oią ogólnością w yrdżaią nam 
działania zachodzące w  iakiinkolw iek terminie, daiij 
nam zaraz czytać reguły potrzebne na wydobycia 
p ierw iaftków  s potęgi. Te regułyr rosciągnąć m oże
m y do w yciągania iakichkolw iek pierw iaftków  z 
liczb, używ aiąc w zoru  s tablicy w y że y  podaney na 
potęgę którey fzukiim y pierwiaftku. Zadaym y fobie 
n.p. do wyciągnienia pierwiaftek jciey potęgi z liczby 

34,q6s ,7S3(B) za pomocą w zoru  - xS-ł-$x*a-\-ixci1‘
-Ki 3 (A )

Niżeli przyftąpiem y do famego działania, zbliżm y 
fobie w fzyftk ie  uw agi z w yżfzych  wiadom ości po
w zięte, a potrzebne do teraznićyfzey roboty.

Naprzód: w iem y s famego przypatrzenia fię że 
w zó r  (A )  nie zam yka tylko d w a członki pierw ia
ftku x-t-a, w ięc nam także pierwiaftek liczebny ro z
dzielić potrzeba na dw ie części, s których iedna od
pow iadałaby x ,  druga zaś a* to otrzym am y dzieląc

liczbę
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liczbę pierwiaftku na dzięfiątki odpowiadaiące’ x ,  i na 
iedności odpowiadające n; a ponieważ fta, tyfiące, 
i t.d. dzielić fię mogą na dzięfiątki, w ięc gdyby na- 
W'et pierwiaftek liczebny zam ykał w  fobie fta, tyfią
ce i t. d. w fzyftk ie  te razem w eźm iem y za pier- 
w fz y  członek i w yrażem y przez x  w  dalfzych dzia
łaniach, abyśmy pierwiaftek na dwie tylko części 
rozdzielony uw ażali.

Poivłóre: potrzeba nam w  potędze liczebney (B )  
oddzielić te dwie części. Ponieważ x = i o ;  x 3—  iooo; 
w  działaniach zaś Arytm etycznych gdzie mnożenie 
odbyw a fię od praw ey na lewą ftronę, i gdzie dzie- 
fiątki pow ftaią z mnożenia iedności, naypierw lzy 
w zgląd  obrócić powinniśm y na iedności aby im od
dzielić tyle figur, ile ich zawierać może potęga trze
cia nayw iękfzey iedności iaką ieft j>. Dzielę w ięc 
kreflcą od praw ey na lew ą ftronę podaną liczbę (B )  
na rzędy, naznaczniąc każdemu trzy figury. D ziała
nie które m amy teraz tłóm aczyć w idzieć możem y na 
tablicy tu przyłączoney,

P ierw fzy rząd 54 odpowiada w  w zo rze  (A): 
fzukam  w ięc liczby, któreyby trzecia potęga albo w y 
rów nała, albo przynaymniey nayblizfzą była 54; taką 
ieft ?, która będąc p ierw fzym  członkiem pierwiaftku, 
nazyw am  ią x ; w ynofzę potym  x = . j ,  do potęgi trze- 
ciey i mam 27, które odciągnąwfzy od 54, zoftaie 
mi fię 7.’ do tey refzty znofzę rząd naftępuiący 9<sy.

U w ażam  liczbę 7 v«r iako zawieraiącą inne termi
ny w zoru  (A )  to ieft: 35cl a-ł-$xa*-HJ3; żebym w ycią
gnął a drugi członek pierw iaftku; dzielę pomienioną 
liczbę przez to ieft przez j . ę = z / ,  a poniew aż x  
znaczy dzięfiątki, w ięc x 2 znaczy fta, podpifuię w ięc 
dzielnika 27 tak, aby iego oftatnia figura przypadła 
pod fta liczby podżielney; zapełniam potćm refztę 
mieyfc próżnych przez zero; a w yk o n a w fzy  dziele
nie otrzym am  2 na drugi członek pierw iaftku, który 
nazyw am  n; przez a mnożę dzielnika i otrzymam 
Zx-aj robię potem inne terminy 3x a x, a 3, i te razem 
dodaw fzy odciągam od 7i>ey, Z o-
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Zoftaie mi refzta 2197, do którey znioflfzy oftatni 
rząd 78?- biorę obydw ie części pierwiaftku $2 za ie- 
den, który nazyw am  x .  Uważam  znow u liczbę 
219778?, iako zam ykaiącą terminy j x 2a-ł-jxa2-i-a3'j 
żebym z niey wyciągnął a, dzielę ią przes 
( 32)z= $ 0 7 i,  podpifuię tego dzielnika tak iak i przed
tem, i z dzielenia otrzymam 7, za n ow y członek 
pierw iaftku który nazyw am  a, przez ten mnożąc 
£x 2= jo?2, i  pote'm robiąc inne terminy ^xci:-hci* 
dodaie ie razem, s których fummy pow ftaie liczba 
nie zoftawuiąca żadney refzty. G dyby icfzcze liczba 
(B )  zam ykała w ięcey rządów , zaw fzebyśm y po k»- 
żdein odciąganiu w fzyftkie członki; pierwiaftku brali 
za  jeden, i nazyw ali ie x ,  a fzukaiąc now ego a  po- 
fłępow alibyśm y fobie tak iak teraz.

Ten fam fpofób flużye nam m oże do w yciągania 
Jakichkolwiek pieYwiaftków z  liczb, używ aiąc za- 
w fz e  w zoru  przyzw oitego. I tak fzukaiąc pierw ia
ftku potęgi m, dzielić potrzeba na rzędy s praw ey 
ftrony na lew ą, i każdemu dać in figur, z naypićr- 
w fzego rzędu po lew ey ftionie w yciągnąć, pierwia- 
ftek x  potęgi ni, a wynipftfzy go. znow u do te'y fa- 
m ey potęgi odciągnąć od rzędu; znieść potem do re
fzty  naftępuiący rząd, rozdzielić go przez m xr*~s* 
podfunąw fzy dzielnika o m— 1 figur daley od praw ey 
ftrony: za pomocą dzielenia w ynaydzie fię a, któ
re z x  kombinowane przyzw oicie da wfzyftkie' ter
m iny w zoru  Algebraicznego, których fummę odcią
gnąć należy od liczby podzielney, T ym  fpofobem 
n.p. za pomocą w zoru  . •*

X5-hfX4a +  1 o x 1a 2-h>ox2a 1-ł-Txaa-har’ wyciągniem y z 

liczby $$02,04012 piewiaftek j:^y potęgi = p .
Tu nayw ięcey powinniśm y yczuć korzyści, którą z 

ogólnych znaków  Algebraicznych zbieramy. N aprzód  
Wyciągamy reguły na działania nigdy niedoftępne 
Arytm etyce, z naygruntownieyfzemi onychże dowoda
mi'. Powłore; przyw ykn ąw fzy  raz do tego używpntó

w zoró w
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w ió r ó w  nigdy tych reguł nic m ożem y zapomnieć; 
albo zapom niaw izy, w  iednym momencie możemy 
ie fobie przyw ieśdż na pamięć. Nie tylko wi^c drogi 
w ynalazku i przekonania dla rozumu, ale i dla pa
mięci w ielka  folga ieft w  ogólności zn aków  ukryta.

§. XIV.
Nie znpomnieymy o tem że w  te' w fzy ftk ie  działa

nia dotąd tostrząfane byliśm y wciągnłcni przez uwa- R«łwiętui< 
gę nad zrównaniam i przywiedzionym i na początku fię Zrównani*  

tego rozdziału. W idzieliśmy tam, że w fzyftkie fpo- *£• 
foby w  Rozd: I. w yłożone, nie pomogą nam do roz

w iązania zrównań bx2-\-(c-\-b‘1)x + b c = a ,  - - bx3-h 
(c+bd+b)x'l+(ccł-ł-c+bd)x+cd+c— d) i innych, w  któ

rych x  wyniefione było do potęg w yżfzycli; trzeba 
nam w ięc użyć tych praw  now o odkrytych w  natu
rze potęg i p ierw iaftków  do rozw iązania teraźniey- 
fzych zrównań, czyli do w ynalezienia % w  funkcyi ilo 

ści znanych. W eźmy z nich pierw fze bxz+ (c+ b * )x

i- - c+b* a . ,
Ą-bc-=a czy li x ł - t - --------jc-K-------- — o, poniew aż w

b b
niem x  znayduie fię wyniefionem do drugiey potęgi, 
uw ażać m ożem y całe' zrównanie iako potęgę drugą z 
r.iewiadomey x ,  i s pew ney funkcyi ilości wiadomych: 
ta w ięc zaw arta ieft w  w zorze powfzechnym  x 2+ J x  
~hD— o W któremeśmy pod §. X I. chcieli ogarnąć 
w fzyftk ie  iakiek-olwiek zrównania zawieraiące nie
w iadom ą X W drugiey potędze. Znofząc zaś ogólne'

zrównanie z  podanem, w ypada A —  IŹ Ź .-. -D = b —  ~
b b

Poniew aż potęgi W  zrównaniu ogólnem zaw artey 
częścią pierw iaftku ieft x , gdybyśm y m ogli przyiśdź 
do znalezienia dokładnego pierwiaftku zrównania - - 
X7-+-Ax-t-D=o p rzyfzlibyśm y do zrównania takiego, 
iakieśmy w  Rozd; I. rezw iazali, a zatem do wartości 
ilości nieznaney.

W i e m y
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W łemy z dopiero odbytych działań i ć  p ierw iaftek 
iakieykolw iek potęgi nie może bydź dokładnie vvy-

- ciągniony, tylko kiedy ta potęga ieft zupełna* potęga 
zaś druga do fw oiey pełności potrzebuie podług w yź- 
fzych początków  takiego w yrazu X 1 +  2 C i x + a nie 
możemy/, zrównania ńafzego tak przyfpołóbić aby 
ieden iego członek znwieraiący x ,  miał te w fzyftkie' 
części do zupełney potęgi potrzebne? Przekonyw a 
nas o tern podobieńftwie famo lekkie zaftanowienic 
fię nad natura zrów nania, w  k torem można bez na- 
rufzenia zw iązku  cokolw iek chcemy, działać, byleby 
te działania z obydwóch ftron zrównania zachodziły. 
Przenieśm y w ięc naprzód w fzyftk ie  terminy znane z 
drugiey ftrony zrów nania i otrzym am y - - - - 
x 2-hA x= — D - - ( A ) .  dopełniym y teraz cokolw iek  

brakuie pierw fzem u członkow i do drugiey potęgi, to

ieft dodaymy z obydwoch ftrOrt —  a wypadnie - - 

x i -\-Ax-i- ^___J_A2— D j  zrów nanie którego p ierw fzy
.1 a

członek ieft zupełną potęgą drugą* w yciągnąw fzy 
w ięc  pieYwiaftelc z obydwoch ftron otrzym am y

x-ł- ( i  A'-— d ) ,  aże potęga druga igo  człon
ka zrównania pow ftać mogła albo z  obydwóch termi
n ó w  dodatnych albo z  obydwóch odiemnych §. i 2* 
zachodzi trudność, czyli p ierw iaftkow i obydwa te zna
ki flużyć pow inny, czyli tylko ieden i który? Na 
ułatwienie iey w róćm y fię do naypierwfzych poezjy- 
k ó w , które nas przyw iodły  do tcrażnieyfzego gatun
ku zrównań. W yciągliśmy ie z innych maiących w  
fobie ilości niewiadome rozmnożone przez inne nie
w iadom e, które lubo były funkeya iedney, zaw ifly  
iednak od różnych m iedzy fobą zw iązków * te zw ią
z k i ftużyły nam na w yrażenie w fzyftkich  innych nie
wiadom ych przez iednę, i przyprow adziły  nas do zró
w nań zawieraiących rożne potęgi tdyie iedney «nie-

wiadom ey.



w ladom ey. To w ięc oftatnie zrównanie ftało  fię 
(kładem tylu zw iązk ó w , ile było nieznanych ilości, 
a zatem rozwiązanie iego odkryć nam ie w fzyftkie' 
pow inno: że zaś podług liczby niewiadomych roz
mnożonych przez fiebie rofty rożne potęgi w  zrów na
niu, tak że dwie' niewiadome ilości p rzyw iodły nas 
do zrównania zam ykającego * * ; trzy niewiadome' da 
zrównania zawieraiącego x 3j  iednem flowem ieżeli w  
zrównaniu znaydow ałoby fię m ilości nieznanych roz
mnożonych przez fię, byleby w fzyftk ie  były  funkcyą 
X, w ypadnie po w yrzuceniu ich x ’n: aże każdey w ar
tości ftużyć powinno inne znaczenie, to ieft inna od
pow iedź na pytanie; zaczem  żadne pytanie nie m oże 
nas przyw ieśdż do zrównania rożnych potęg tylko, 
♦o, które ma w iele odpow iedzi, tak że od liczby odt 
pow iedzi przyw iązanych do pytania zawifta w ielkość 
potęgi ilości niewiadomey czyli to co nazyw aią W y
m i a r  albo. S T o ra ft  Z r ó w n a n i a , i przeciwnie od fto* 
pnia zrównania na któryśm y natrafili, zaw ifla konie
cznie liczba odpowiedzi temu pytaniu flużących. Na
zw ali bowiem  Geom etrowie ^równanie drugie'go% 
trzeciego, czwartego, mga ftopnia, w  kcorom niew ia
doma znayduie fię wyniefioną do drugiey, trztciey, 
ezwartey, mtry potęgi, tak że w ykładnik n ayw yżfzy  
ilości nieznaney ieft razern fkazów ką ftopnia zró
wnania.

Te tak oczyw ifte rachunku w ypadki rzucaią w ie l
kie św iatło w  metafizykę nafzego myślenia. Uczą 
n-.is bowiem  że iedno pytanie w iązać fię może z w ic- 
1" barzo innemi, które od tey famey kombinacyi m y
śli zaw ifly; albo że w iele bydź może razem rzeczy 
k t ó r y m  te' ftime flużą włafności w  warunkach pytania 
zawarte. Prawda: że myśląc o iednem pytaniu nie 
przyidzie nam praw ie nigdy na myśl żeby fię z niem 
inne wiązały* ale to w fzyftk o  pochodzi z barzo cia- 
fnych granic nafzego poięcia, i z  harzo fzczególnego 
poznawania rzeczy. Gdybyśm y atoli mieli wiadomą 
W całey obfzerności Metafizykę nafzych m yśli, rozum 

£ nafz
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nnfz ogarniałby rzeczy ogólniey, i znalazłby fię w  
tych w fzyftkich zakrętach kombinacyi, w  które go 
koniecznie natura rzeczy wciąga, a których on przez 
niewiadom ość początków  myślenia nie może rozró- , 
źnić. S tąd pokaźnie fię w ielk i fzacunek rachunku 
Algebraicznego, który ogólnością fw ych znaków  ogar
nia całą ogolnóść rzeczy i ieft naygruntownieyfzym  
dowodem , że dofkonałość myślenia zawifia od dolko- 
nałości ięzyka. Nie będzie tu od rzeczy uczynić nie
które1 uw agi Loiczne które nam dopiero w yłożon y 
początek podaie.

Ponieważ od iedney kombinacyi zaw ifnąć może 
Wiele pytań, w  porów nyw aniu nafzych myśli trafić 
m ożem y na kilka w niofków  od fiebie różnych, a w y- 
padaiąc^rch oczywiście s teyże famey kombinacyi; s tych 
w n iofkow  ieden może rozw iązać nafze' zadanie po
dług doświadczenia, a drugi z niem fię w cale nie zga
dzać: cóż tego za przyczyna? oto kombinacya nafza 
przyw iązana ieft do wielu pytań mimo nafze w iado

m o ść , z którycheśmy tylko  ledno mieli na myśli; aże 
w ypadki kombinacyi dobrze zrobioney fą konieczne', 
w yciągliśm y odpowiedzi na inne pytaniti zw iązane z 
nafzem. Trzebaby nam fię w ięc cofnąć do pierwfze- 
go pytania, i poznać że ono ieft ógólnieyfze, niżeliśmy 
fię fpodziew ali, a w yniofłfzy fię do tey ogóluości od
krylibyśm y przypadki infzc zaw arte w  nafzey koin- 
binacyi, na które 1łużą te wnio(ki, które fię z nafzem 
pytaniem i doświadczeniem nie kicią. Przytrafić fię 
naw et może że s kombinacyi iakiey w yciągniem y w y 
padki doświadczeniu przeciw ne, co może pochodzić 
s tąd, żeśmy odpow iedź iednego pytania w zięli za od
pow iedź drugiego. Te w fzyftkie przeciwności po
zorne poty nas nie przeftaną zadziw iać, i póty ro
zum  nic w yidzie z dziecinności iwoich działań; póki 
myślenie nafze nie będzie miało tak ogólnych począ
tków , iak fą ogólne z w i ą z k i  miedzy rzeczam i. Tego 
zaś poftępu myślenia nie można tylko od w zroftu 
Geom etryi i od duchów praw dziw ie Geom etrycznych 
oczekiw ać. W fzyftkie

•W A l g e b r y  C ześć  I .
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W fzyftkie' te rozum owania przekonyw ają nas, ie  
zrównanie zgo  ftopnia zam yka koniecznie dw a pier- 

w iaftki do dwóch znaków  przywiązane x = —

V  (* A Z— D )  - - x = — l A — kt óre tyleż 

daią odpowiedzi na pytanie w  niem zaw arte. I dla 
tegoć to dwoiakiego znaczenia wfzyftkie' funkcyo 
znaki pierw iaftkow e drugiey potęgi zawieraiące' w  
ilościach nieznanych, nazyw ać będziemy d w ó - k s z t a ł - >  

t k e m i  (FiincCiones biformes). Obiaśniyęny w fzyftkie 
te praw dy w  przykładzie?

Zadanie. ,,W  pewney Prowincyi liczba mięfzkań- 
„ c o w  n urofla przez dw a lata d a liczby d, paw ię- 
,, kfzaisc fię w  iedney corocznie proporcyi fw oiey  lu- 
, ,  dności, wynaleśdź liczbę tego w zroftu x ,  i ludność 
,, no pierw fzym  roku?,,

leżeli w  początku ludność była n, pow iękfzaiąc fie 
łiczbą x  pierw fzey ludności, po pierw fzym  roku, by
ło  ludzi M-t-nx, po drugim roku »-ł-2nxH-nxz==d, i 
tak idąc daley, w  trzecim roku będzie ludzi v + p ix  
+ jfi.Y 1+»ix!= if , w  czw artym  roku ri-ł-^n.r-f-ću.Y1-!- 
4 iix;<-ł-nxĄ= f :  id:ic tak przez dalfźe lata trafiemy na 
zrów nania w yżfzyoh ftopni. Ale teraz, nie zatru-. 
dnidymy fię tylko drugim należącym do pytania i do 
nafzego zamiaru. Liczba w ięc ludzi po dwóch ła
tach zaw arta ieft w  zrównaniu 2^0 ftopnia n + 2 u x  
-bnx2= d ,  które' nam powinno odkryć wartpść pa x . 
Chcąc ie rozw iązać podług w y że y  w yłożonych reguł
1 znieść z zrównaniem  ogólnem (A) przyw iedźm y ie‘
, rf— n

do w yrazu  --------
n

równając ie potem z (A )  będziem mieli A = z ,  D —  
n — d L. A 1

•t** l ■ ■ Z f l t c m  . t yrr i Pp •n ~  ---- Ł. ) W ięc .

— ----- ł - '  - • - • x -t-l= + .V / (

* = - . ± / C - — + 0  tł

D aym y



D aym y teraz że liczba pierw iaftkow ey ludności 
n — 10.000, liczba ludności po dwóch latach d— <)0.000\ 
w ło ży w fz y  te wartości w  zrównanie, wypadnie

to ieft x ~ i ,  x = — 4, pierw fza w a r
tość na x  należy do w zroftu  ludności, i uczy nas, że 
do liczby każdego roku przybyw ała  liczba ludzi roku 
poprzedzaiącego rozmnożona przez 2, było więc lu
dzi po pierw fzym  roku 10.000+20,000=30.000, po 
drugim 30.000+60.ooo= qo. 000.

Druga wartość n a x  =  - 4 będąc odiemną, należy 
podług w yżizych  wiadom ości do odludnieni-I, to ieft: 
że gdybyśm y byli chcieli rachować ntfzczeiącą coro
cznie ludność kraiu w  iedney proporcyi, trafilibyśmy 
byli na to famo zrównanie, a zatem oba te pytan ii 
od iedney zaw ifly kom binacyi. Zeby w ięc po dwóch 
latach brakow ało ęo.ooo  mięfzkańców} przypuści- 
w fz y  że ich zaraz ubyło 10.000, potrzeba do tego, 
aby odludnienie w  każdym  naftępuincym roku było 
cztery razy w iękfze iak w  pierwfzyrru brakow ać ich 
w ięc będzie w  pierw fzym  roku yo.ooo, w  drugim 
ęo.ooo. Zeby w ięc liczbę zgaflego obyw atela w  ró» 
w n ey liczbie łat, ludnością lednoftayną nadgrodzić, erze* 
ba żeby fię miało zaludnienie do nifzczenia iako 2: 4.

§- XV.
TntcienJe i W róćmy fię teraz od przekładu do początków  zo~ 

•rUfnoici piet ftawionych. Ponieważ zrównanie x *+ s 3x + D — o-, i 
wilii ko w uro jcg0 pierw iaftki x = — i  A  HV  — D)- w yftaw ia

nam zrównania drugiego ftopniaj zawierać ono po
w inno w  fobie w fzyftkie fzczególne przypadki tych
że zrównań i whifności do nich przyw iązane. leżeli 
w ięc  uczyniem y w  nićm A — o zoftaie fię zrównanie 
bez drugiego terminu x a= — D, i iego pierwiaftki 
x —  + \ / — J). ieżeli w ięc D ieft funkcyą odicnmr, X1 
będzie dodatne", i zrównanie będzie zam ykać obydw a 
pierw iaftki równe, s których ieden dodatny, a drugi 
odiemny. leżeli zaś D ieft dodatne, x 2 będzie odic- 
mnem. Ale x 2 ieft potęgą druga x , która podług 
natury potęg parzyftych zaw fze bydż powinna doda

my
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tną bądź ona powftaie s funkcyi dodatney, bądź
2 odiemney; w ynaleśdź w ięc na %* w artość odiemną 
w  zrównaniu, albo na x  funkcyą pod znakiem pier- 
w iaftkow ym  odiemną, ieft to w ynaleśdź rzecz p rze
ciw ną caley naturze funkcyi 2go ftopnia; i dla teyci 
to przyczyny takow e pierw iaftki odiemnc pod znaka-

xni V M , i t. d. w z ię ły  imię U r o i o n y c h  

{Radices imagiriariae), które w  oftatnich wypadkach 
pokazuią nrim niepodobieńftwo tego, czego fzukam y, 
dla iakieyś przeciw ności, która lię w  pytanie mimo 
nafze uw agę w m iefzała. Iakóż do przypadków  fzcze- 
gólnych które' ogarnia zrównanie, należy zaifte i ten, 
który to pytanie czyni niepodobnem, i który przez 
oftatnie w ypadki powinien nam bydź w ytknięty. A  
tak zrównanie każde' nie tylko  nas prow adzi do pra
w d y, ale nam i w ytyk a  błąd ieżcliśm y go popełnili. 
Wieliśmy tego iuż przykład  w  zrównaniach lgo  fto
pnia pod §. 10.

Przypadki w ięc p ierw iaftków  uroionych znw artć 
bydź koniecznie m ufzą w  zrównaniu ogólnem - - 
x*+ A x+ D = = o  - - 5 f=  —  I ( M 2— D )  do których

rofpoznania uw ażać nam potrzeba w ielkość funkcyi 
zoftaiących pod znakiem pierw iaftkow ym . D la fkró- 
cenia Więc ięzyka, znak ( < 0  flużyć n im  będzie za znak 
w ielkości, oznaczaiąc tę ilość, lub funkcyą w iękfzą, 
ku którey ieft obrócona otw artość znaku, te zaś 
m nieyfzą która fię kładzie przy kończyftości tegoż 
znaku n .p . x < a ,  pokazuią że x  ieft mnieyfzem cd  
a, i że a ieft w iekfze  od x .

Ponieważ funkcyą odiemna pod znakiem  ozna
cza pierw iaftki uroione, roftrząśniym y, kiedy — D

bydź może odiemnem lub dodatnem. Pewni iefte-
A 1

śmy z  poprzedzaiących początków  że musi za-

\yfze bydź dodatnem, iakiekolw iek ieft famo ieże- 
li D  ieft odiemnem, odciąganiem ftanie fię dodatne, 

E j  w ięc



w iec koniecznie na ten czas — D  zaw fzc będzie do-
4  *

datnem i zrównanie zgo  ftopnia nie ma pierwiafo- 
k ó w  uroiofiych..

leżeli- zaś D  ieft dodatnem, *A*— D. będzie tylko

W tei> czas odiemnem, kiedy D >  ^A1, i zrównanie na

ten czas. ma obydwa. pieYwiaffcki uroione'. S tych 
dwóch, tak proftych uw ag iefzcze przed rozw iązan ien  
zrów nania zgo  ftopnia, może'my pognać czyli ono 
zam yka pierw-iaftki rzetelnie lub uroione'. T : 
pierw iaftki uroione nie w ydałyby nam. fię aż w  oftu- 
tnich w ypadkach, gdybyśm y nie byli dofzli dopiero 
w yłożonego fpofobu na ich; rofpoznanie, może w ięc 
ąrównanie pokazać fię w  poftaci rzetel.uey a ic- 
dnak z,amyka.ć coś niepodobnego. C oż tego za. p rzy 
czyna? barzo profta: w  pytaniu zadanem, może zacho
dzie przeciwność m iędzy iednym warunkiem, i dru
gim  w zględem  iedney rzeczy, ale może zachodzić 
zw iązek w zględem  drugu/y; uważane te w arun ki w  
tym  oftatuiin przypadku prow adzą nas do zrów nani* 
p raw dziw ego; że zaś to zrównanie ogarnia wfzyftkie' 
okoliczności, odkryie fię dopiero w  w ypadku przeci
w ność, która względem  czego zachodzi'. Oprócz te
go  mogą warunki w iązać fię s fobą dobrze w  pyta
niu, ale mogą nie bydź przywiązane' tylko do pe
wnych wartości; ieżeh w  nie w p r o w a d ź m y  w artość 
która im nic ftuży, w prow adzem y rzecz niepodo
bną, i trafiemy na uroione pierw iaftki. Zobaczm y 
to w  przykładzie:

Zadanie. , .Rozdzielić liczbę 18 na dwie tak, żeby 
„  ich mnogość w ydala i ? y,,

Daym y że iedna s tych liczb ieft x ,  druga w ięc bę
dzie i 8-i-x, i warunek pytania daie nam Zrównanie 

x( ig — x ) = i j f  - r%x— x t= i j r  ■ x *— U x =  —  /jj-j 
a zatem x — 9 + y —  pierwiaftki

dw a uroionć. Pytanie w ięc ryifze’ ieft niepodobne' w  
liczbie j 8, ale bydź może podobne w  inney liczbie.

Gdybyśm y

70 A lg e b r y  Część T.
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O dybyśm y n .p .  Kami aft ig  w zięli byli id ,  znaleźli- 
byśm y byli dwie liczby x — ę; x = i y .  których mno
gość rów na ieft i j y  podług warunku pytania.

5 XVI.
Z oftaw m y fobie na potem p rzykłady i dalfze obja

śnienia oafzych początków , a ciagmy daley nafzę Zrównanie ig» 
uw agę. Przylaliśm y byli do zrównania 2 go ftopnia ftopnia tkladi 
od zrównań zam ykających w  fw ych terminach nmo- 
gość z iedney ilości nieznaney przez drugą n. p. [w ™ /'*’ * 
xy-hay-ł-b~o, uważa iąc y  iako funkcya x  daną p rzez 
inny zw iązek ig o  ftopnia. T akow e zrównanie ieft 
zaifte barzo ogólne' 2go ftopnia, s którego dopiero 
w ypada X1-!- A x + D = o ,  ale że tamto podług poda
nych praw ideł nic m oże b yd i rozwiązane tylko przy- 
w iodłfzy  ie do tego oftatniego w zoru . Iedn akow oi 
w y raz iego tak przerobiony nic nie odmienia w  iego 
naturze i zw iązku , a  zatem nie narufza żadnego p rzy
miotu iemu iftotnego. leżeli w ięc zrównanie x y + a y  
+ b = o  u w ażan i bydź powinno iako złożone z dwóch 
zw ią zk ó w  różnych lub iednakich, s których ieden ftu- 
"2y na x , drugi na y i z  dwóch wartości równych lub 
nierównych, ilości nieznanych x , y ,  dw ie te wartości 
nie m ogły fię złożyć razem w  zrównaniu, tylko  tak 
ink i famę nieznane, ło  ieft mnożeniem iedney przez 
drugą . Zrównanie w ifc  xy-hay-ł-b=o  uwdttane bydz 
pow inn o iak gdyby było złożone z dw óch wartości 
arów nań igo  ftopnia przez fiebie rozmnożonych.
W iec i x a-K^x-(-D=!) które ieft zawarte w  tamtem 
podobnie byd/. powinno uważane: te dw ie w artości 
pierw fzego ftopnia wypadają z rozw iązania tego zró
wnania i fą oznaczone w  dwóch pięrw iaftkach, w ięc 
dw a pierw iaftki zrów nania x * + A x + D = o ,  to ieft - -

x~  —  \A->rV' (̂ A2—D} -  -  - X =  — i A-M(^A^-D)

przywiedzione' do zero i rozm nożone przez fię w y* 
dadi pow in n y famo zrównanie x 2-h A x-h D = o .

Przywiedzeni w ięc iefteśmy tak oczyw iftą uwaga 
do działań w  funkcyach pierw iaftkow ych rzetel- 

£ 4  '  nych
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nych lub. uroionych. Zatrzymayrryy fię- nad niemi.
Działania któreśmy roftrząfali w yżey  w  funkcyach 

wym iernych zafadzane były na pierw fzych włafno- 
Dnatinia ftin- jciach i na naturze famych funkcyi i ilości. Z  różnych, 
micro/dj/" odfmsm w ypadały różne ich gatunki, te atoli zaw fzc  

pokazały nam fię uważaiąc iedno działanie fpofobem 
mnicy lub w ifc e y  rozległym  i dzieląc ie niby na ró
żne przypadki. Iakżeśm y w ynaydow ali praw idta 
na działanie iakie' nowe? oto równaiąc to z. innem 
iuż wiadom em , a podług odmian w  tem porów naniu 
doftrzeżonych, przerabialiśm y praw idła iednego dzia- 
łania na prawidła drugiego; to ieft fzliśm y zaw fże od 
rzeczy  wiadom ych do niewiadomych i w  fzukaniu te 
oftatnie ftaraliśmy fię zaw fze przyw ieśdż do pit/r- 
w fzych . N ieodftąpm y w ięc i teraz od tey drogi i fta- 
raym y fię funkeye niewym ierne porów nać z wym ier- 
nemi-co do działań w  nich zachodzących. Nie m oże
m y nafamprzód wątpić żeby działania w  funkcyach 
terażnieyfzych nie przypadały te famif, które ftużyły 
funkeyom  wym iernym . Te' bowiem  działania nie by
ły  fkutkiem ich w y  mierności, ale w ypadały z różnych 
odmian w zroftu lub ubywania, którym podlega ilość 
podług natury i okoliczności pytania. Te odmiany 
zachodzić w ięc mogą w  ilościach niewymiernych tale 
iak w  wym iernych; nie zoftaie nam teraz tylko pra
w id ła  tamtych przyzw oicie ftófować do terażnieyfzych.

W fzyftkie ilości niewymierne w yrazić fię mogą na 
podobieńftwo wym iernych przez w ykładniki ułoin- 
kowc'i p rzyftófow aw fzy  wiec to w fzy ftk o  cośmy 
m ów ili o obchodzeniu fię z wykładnikam i całkiemi, 
do ułomkowych,* w ynaydziem y to cośmy fobie zada
li. A  naprzód iako różne litery i w ykładniki w  fun
kcyach wymiernych, oddzielały nam te funkeye nie 
dozwalaiąc ich dorzucać lub odciągać raze'in chyba 
przez fame tylko znaki, tak różne litery i w ykładni
ki zn aków  pierw iaftkow ych w  funkcyach niewym ier
nych tak oddzielaią ich gatunki, że ich s fobą łączyć 
nie można tylko przez znaki n.p. niaiąc V^n, \Stib,

albo

D o d a w a n ie  i 
ciąganie,



nlbo V — n, V — ja ,  i t.d. m amy funfccyc tak ró/.nd, że 
ich dodawanie lub odciąganie nie może ile ftać ty lk o

•V
przez naznaczenie, to ieft: \zrn + vrab - V — a_^_v— ja .

Przeciwnie znś chcąc dodadź lub odciągnąć ab do 
lub od \Z~ab, albo 4\Z~— x , z V — x , w ypada 4 'Sa b,
G'/7— x  w  pierw fzem ; zV~ab, 2\Z~— x  w  drugiem 
działaniu, bo w fpół-czynniki liczebne' nie odmieniaią 
natury funkcyi.

Mogą częftokroć funkcye niewymierne' pokazać fię 
na pozór ró/.nemi, lubo w  faniey rzeczy takiemi nie 
fn, n .p . i \ r x a ‘l , a\^4x, albo izx V r— d, z V — d x ‘t, 
na rozeznanie tego należy ich w yraz uprościć, wydo- 
b y w fzy  s>pod znaku te ilości, które bydź mogą w y 
dobyte, lub w ciągnąw fzy niektóre pod znak podług 
niedawno przepifanego fpofobu w § . n .  a przyw iódł- 
fz y  ie takim fpofobem do iednoftaynego w yrazu  po
każe nam fię praw dziw e' ich znaczenie: i tak w  
przykładzie riafzym j\/ x a J-=^aVrx , aVr4 X = z a V r x  - 
z V — dxi ~ z x V r— d, w idziem y teraz że x  i zavr x t 
iz x V r— d i z x \ f — d fą funkcye iednakie.

Ale maiąc funkcye pod różne mi znakami pierwiaft- 
kow em i, nie m ożnażby ich przyw ieśdź do iednego

znaku bez narufzenia ich wartości, n .p. V a x + V '  1 id
m * J me do ied ego

-ł-K Odpowiedź na to ieft barzo łatw a. Przera- Łn.ł.«V pief ’ 
biać w ykładnika znaku pierw iaftkow ego na inny, ieft wu lowc!i0, 
to podw yżfzyć lub zm nieyfzyć pierwiaftek potęgi w  
funkcyi pod tym znakiem zoftaiącey; w  te'y odmianie 
ocalcmy zupełnie wartość funkcyi, ieżeli lamę ilość 
pod znakiem do tyle; w y ifz e y  lub niżfzey potęgi w y- 
niefiemy, ile fię pow iękfzyć lub zm nieyfzyć powinien 
pierwiaftek w  tem przerobieniu*, w ykon yw am y bo
w iem  tym fpofobem dwa działania przeciw ne, a za
tem to co iedno odmienia w  funkcyi, drugie znosi i 
przyw raca ią Ho ddwney wartości: i tak n.o. w fu n - 
kcyi może'rny w ykładnika zn iku podług w oli
odmienić, bylebyśm y tę famę odmianę czynili i w  

Ey funkcyi
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W y n o fie n ie  
do potęg i w y  
ciąganie pier. 
W iit tków *

funkcyi pod znakiem; chcąc n.p. w ykładnika 2 za
mienić na 4. a. 8 . i t. d. przez tę famę liczbę mnożę 
zaraz w ykładnika znaku pierw iaftkow ego i funkcyi;

4 , 6  8
m;im \^ax, V ci'-x*, V a % 3 , V  a4X4, i t.d. które toż

famo znaczą* te bowiem  funkcye podług w yżfzych  
wiadom ości fą rów ne.

1 1  i i  4 4

f l 1 x :l, n 4 x 4 > a 8 x s uł0mki zaś =  .

W rzeczy w ięc famey to pytanie na tem fię kończy, że
by w ykładniki ułom kow e odmienić na inne z ocaleniem

ich wartości: i przyw ieśdź funkcye a4z

do iednego w ykładnika znaku} ieft to iedno, co 
przyw ieśdź w ykładniki ułom kow e ilości do tego fame-

•1 . /. . . 1 1 1 1
go m ianownika. A  zatem w  funkcyi a 1 x  3 + y  z d i  +

4 I I I 4+1
a mz m trzeba T ~ m ~  przyw ieśdź do iednego

3TOH-Iul +  04+ń x t , ,
m ianow nika Ć̂ T : w ięc rt~ x - + y- T rfT +

4 1 3»n 3M1 atu 2w 24 6 6m r

a mz  m = a 6mx 6m+ y 6md6m+ a e,1’iz * ™ = r  rt3”'x 3>n-ł-
Łmy ńny

V  y I m d 2 m -ł- V a ^ z * .

D ziałanie, któreśmy dopiero odbyli, potrzebuje mno
żenia w ykład n ików , m nożyć zaś w ykładniki ia- 
k iey funkcyi ieft to w ynosić in do potęgi, tak iak 
dzieląc w ykładnika teyże funkcyi, ieft to w yciągać z 
niey pierwiaftek. W fzyftkie funkcye niewymierne 
w yrażaiąc fię przez w ykładniki ułom kow e podlegaią 
podobnym  prawidłom  w  tyclT dwóch działaniach, tak 
dalece} że lłófuiąc ie' do ułom ków  przyzw oicie, w  
w ynofzeniu do potęg przypadnie nam mnożyć liczni
k ó w  j w  wyciąganiu zaś pierw iaftków  m ianow nika 
ułom ku w ykład nikow ego. Aże w  funkcyi niewy- 
mierney, licznik ieft w ykładnikiem  ilości, m ianownik 
zaś w ykładnikiem  znaku pierw iaftkow ego, w ięc w y-

nofząc
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nofznc n. p. y '( * + n) do potfS ' m należy nam przez 
tn mnożyć wykładnika ilości i wypadnie potęga m

l/ '( x -f-a)m: w yciągaiąc zaś pierw iaftek potęgi m z

funkcyi ^ ( s + a ) ,  przypada w ykładnika znaku pier-

wiafkkowe'go rozm nożyć przez nf, co daie (a + x )

pierwiaftek potęgi m funkcyi ^ ( x - h a ) .
Chcąc mnożyć lub dzielić iednę ilość niewym ierną 

przez drugą takąż, m am y*do czynienia z w ykład ni
kami ułomkowe'mi, które tak iak w  funkcyach wy-, 
miernych należy dodadź do fiebie w  piew fzem , od
ciągnąć zaś w  drugiem działaniu u tych famych liter. 
A że u łom ków  nie możeTny dodawać ani odciągać nie 
przyw iod tlzy  ich do iednego m ianownika, w ięc niże
li przyftąpie'my do mnożenia lub dzielenia funkcyi 
niewym iernych, należy ie w przód przyw ieśdż do te

go famego znaku pierw iaftkow ego; i tak V a ” bp.
n ,- p s Ijn+r’" yg+sin rnry

{ y nrbs= a + T  b ^  +  ~ = a  1m l> = r  c
to famo ftuży i na dzielenie n. p.

w V j> S nq—rm pą—Srn

i^ a nbv: J/' arbs= a  ~ ' ~ ~ b ^ ~ ~ ^ = a  «”* b ‘i™ "

■— aiiQ-rm!,pq-t»i leżeli zaś znaki zachodzą te'

fame w  mnożnikach, nie zoftaie tylko rozm nożyć fa
mo ilości p od ło żyw fzy  ich mnogości tenże fam 

znak. n.p. \ / ~ a b .a c = V r azbc^=a\fbe.
Skąd fię w nofi że \ f a .\ f a ,= V 'a 'i— a ; V^a.— \/'a -=  

— — n, to ieft: że mnożąc dwie funkcye pier- 

w iaftkow e też fame przez fie, w ypada w  mno.żeniu 
fama funkcya bez znaku pierw iaftkow cgo, dodatna 
ieżeli znaki fą te i  fame-, odiemna, ieżeli fą różne: co 
fię także w yciąga 2 w z o ró w  ogólnych u czyn iw fzy

q n = r m = q m t p q = fm = q m ,
* F<j Fun-
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Funkcye pierwiaftkow e' uroione' w yrazićby de tak
ie  pow inny przez w ykłądn iki u łom kow e. Ale że * 
ich cecha zależy  na znaku odiemnym położonym  po 
znaku pierw iaftkow ym , który ma w ykładnika parzy- 
ftego, dla tego w yn aleśd i nam potrzeba różnicę na

to znaczenie: bo n.p. V — a w y ra z iw fz y  przez — ci\

m ógłby kto znak odiemny przyw iązać do znaku pier
w iaftkow ego a nie do famey ilości, przez coby uro- 
ioną w zią ł za rzetelną. Żabieżem y temu przez

znaczenie ( — a)a  gdzie iuz znak przed nawiafam i 
należeć będzie do znaku pierw iaftkow ego, znak zaś 
pom iędzy nawiafam i do famey ilości; a poniew aż

— a uw ażać fię może iako a .—  i przeto ( — n js = n i .

(— i) i - = / n / — /. w fzyftk ie  w iec funkcye uroione' 
znaczyć odtąd będziem m ogli tym fpofobem n. p.

— i- Zaczem  poniew aż w  fun- 
kcyach uroionych dwoiakie znakt należy rozróżnić, 
iedne które należą do znaku pierw iaftkow ego, drugie' 
które należą do famey ilości, trzeba w  działaniu mieć 
w ielka baczność na kombinacyą tych dwoiakich zna
k ó w , która lubo dzieie fię zgodnie do w fzyftkich  pra
w id eł zn aków , prow adzi nas do w ypadków  na po
zó r zdawaiących fię im fprzeciw iać.

Funkcye uroione fą przypadkiem  fzczcgólnym  fun
kcyi niewymiernych: w fzyftk ie  w ięc prawidła które’- 
śmy na te oftatnie znaleźli, flużyć mufzą i p ierw fzym . 
Maiąc zatem do mnożenia V — b .V — c, mamy w  rze
czy  fam ey V b .  V — i . V c . V — / czyli \ S b c .V — i.
V — i;  aże V"— \ . V — i — — /; zaczem V b.\/~ — j.

— i —  —  \fbc. podobnie V — b.—  V — c= -t- 
\fbc, V — c \ .V — n = — n, dwie w ięc funkcye uroione 
rozm nożone przez fię, w ydaią mnogość rzetelną.

Prawda ta tak oczyw ifta, i ze w fzyftkiem i praw i
dłami działań zupełnie fię Zgfidzaiąca nic pow inna 
nikogo zadziw iać, uważaiac każdą funkcya uroionrj 
iako w ypadek oftatnich kombinacyi rachunku, do któ
rego n a s  przy wieśdż może rozw iązanie jakiegokolw iek

zró-\v nam a
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zrównania ftopnia parzyftego, Z w iązek  bow iem  w  
zrównaniu mógł bydź p raw d ziw y, ale go ftófuiąc do 
pew nego przypadku lłut fię niepodobnym. Zdaie mi 
fie w ięc, że pierwiaftki uroione fą tylko przypadkam i 
fzczególnem i rozw iązania ogólnego, pokazuiącem i 
gdzie fię, to rościągnąć nie może, iako niżey będzie
m y mieli tego dow ody. Mnożąc w ięc dwie funkcye 
przez fię, wracam y fię do tych praw dziw ych ogolniey- 
fzych kombinacyi s których p ow ftaly.

Zatrzym aym y fię iefzczfc nad tem działaniem. Mno
żąc (a+ bV "— i) ( a — b \ f—  i )  w ypada za mnogość a2-hbx 
funkcyą rzetelna, (a2+ b 2) {  a-hbs/'— 1 ) =  a3+ a b2+ a 2b.
V — i+-b3\/~— i funkcyą uroiona; - - - - 
a 2b —  i +-b3V —  / )Qa— b V  —  i )— a4+ 2 a zb2+b^ fun- 
kcya znow u rzetelna^ i t. d. W idziemy w ięc że mno
gość s funkcyi uroionych nigdy nie m oże fię ftać 
rzetelną, tylko kiedy liczba m nożników  uroionych 
ieft parzy fta,

N a u czyw fzy  fię obchodzić z funkcyam i niewymier- 
nemi w  różnych zachodzących działaniach, w róćm y fig 
do nafzych uw ag, i użyim y dopiero w yłożonych na 
mnożenie prawideł: chcąc fię doświadczeniem prze
konać o tey praw dzie, ktoreyśm y oczyw iftem  rozu
m ow aniem  dofzli to ieft: że zrównanie cjfugiego fto- 
pnia zam yka koniecznie dw a pierw iaftki, które przy- 
w iodtfzy  do zero, i rozm n ożyw fzy  p rzez fię, otrzy
m am y to famo w  mnogości zrównanie, które nam 
było  do rozw iązania podane. Iakóż rządząc fię pra
w idłam i m nożenia.

— D)\Qc+ld-—V  (yA*— D)^=x2+six+D

W fzyftkie w iec zrównania zgo  ftopnia uważane 
bydź. mogą iako z r o f l e  z dwóch zrównań igo  ftopnia 
przez iiebie rozmnożonych, których albo obydw a 
pierw iaftki fą rzetelne, albo obydw a uroione: ka
żdy s takow ych pierw iaftków  rozw iezuie iakie pyta
nie, albo daie odpowiedź inna na toż famo. Zaczem  
zrównanie zgo  ftopnia ieft zaw fze (kładem dwóch
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pytań proTych oznaczonych przez dw a p ierw la^ ki 
tegóż zrównania. Każde zrównanie /go ftopnia na 
które iię zrównanie zgo  rozbiera, ieft równe zuró; 
w ięc w artość na x ,  s któregokolwiek z  nich wycią- 
gniona i w łożona w  zrównanie zgo ftopnia przy- 
w ieśdź ie powinna do zero, iako działanie każdego
o tem przekona w  teraźnieyfzym  przykładzie. Prze
to każda w artość ilości nieznaney która w łożon a w  
zrów nanie zgo  ftopnia przyw iedzie ie do zero, ieft pier- 
w iaftkiem  zrównania: takich zaś wartości nie może 
bydź w ięcey nad dw ie. Poiułore zn ałazłfzy innym 
iakim  fpofobem ieden tylko pierw iaftek, a rozdzieli- 
w fz y  przezeń zrównanie zgo  ftopnia podane, otrzy
m am y pierwiaftek drugi.

Niżeli rościagniemy daley teraźnieyfze uw agi, ro
zw iążm y sobie iefzcze iedno zadanie, które nas w p ra
w i w  używ anie praw ideł w  tym  R ozdziale w y ło 
żonych.

Zadanie: , ,Maiąc dwie świece nierównie św iatła 
,, udzielaiącć złączone przez linią proftą, wynaleśdź 
,, na tey linii mieyfce równie od obydwóch oświecone?,,

Na rozwiązanie tego pytania przypuścić nam tu 
potrzeba ieden początek optyczny, że iafności rozrzu
cane od ciał świecących tak fię maią do liebie, iako 
potęgi drugie w yw rotn e ich odległości: (in ratione hi- 
verfa dupticata di/łantiarum). Tak że ieżeli w  odle
głości a iafność ieft rów na c, w  odległości x  rów na 

ca1
będzie Chcąc teraz doyśdź św iatła każdey w

fzczególności św iecy, rów nać powinniśm y iafność ie- 
dney i drugiey rzuconą w  teyże famey odległości na 
iaką płafzczyznę.- połóżm y w ięc że piew fza świeca 
daie iafność c w  odległości a-, druga św iatłość d w  
teyże famey odległości; nazw aw fzy odległość dwóch 
św iec od fiebie b, odległość pierw fzey św iecy od 
m ieyfca którego fzukam y x , będzie odległość drugiey 
od tegóż mieyfca b— x .  Wypada w ięc s początku 
optycznego że świeca pierw fza W odległości x  będzie

dawać



dawać światła druga w  odległości b— x ,  udzieli 

da-
św iatła i a poniew aż podhig warunku pyta

nia obydw a te św iatła bydź powinny rów ne, idzie 
da2

zatem ze - ■ x ł  ~  ^ z n i o f i f z y  ułom ki i ro- 

fp orządziw fzy  terminy podług potęg x , otrzym am y:

X1----- 1 —  x =  _  bH*__ __  bHd

c~ d c— d c - d x + J 7 ~dy- ~ ( c— dj*

bc +  b^ cd r7vl; bc±b\rCd
* - — d = - ^ L 7  CZ)1'  • • • * =  ° dl"

. b(d + \ f  cd)
głosc p ierw fzey św iecy, - - b— x =  —  ... — ------_  ^

c— d
ległość drugiey św iecy od m ieyfca ró w n ie  ośw ieco

nego- ..............................
Poniew aż x  ma dwie w artości, przeto mufzą bydz 

koniecznie d w a takow e mieyfca. Roztrzaśniym y te
raz w fzy ftk ie  przypadki w  zrównaniu zaw arte i ścią
gające fię do różnj-ch ftopni św iatła, to ieft kiedy £>dy 
pow tóre kiedy nakoniec kiedy c = d .

Co do pierw fzego, ieżeli c^>d, ć^>\^cd, i rf<\/'cd:

pierw fza w iec w artość na x ,  ieft ilością
c— d

dodatną, ale ze (c + y f cd ) > ( c — d), w ięc b( c+ '^ c^ '> b,
, c— d

ala tego m ieyfce to przypada aż za drugą św iecą flab-

fzą- Druga odległość b— x = —  b(i+ \/ cd) ocj.
c— d

iemną, w ięc przypada na przeciwną ftronę podług te
go cośmy m ó w ili o ilościach odiemnych. Druga w ar

tość na x  ieft --------fO je .̂ Podatna, ale że
c— d

tnnieyfza

R o z d z i a ł  II. 7p
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mnieyfza od b, w ięc to mieyfce przypada między 
dwiem a świecami, i na ten czas druga odległość b— x =  
b (V  cd— d)
------— —----- ieft dodatna iako bydź powinna. Widze-

m y w ięc że kiedy c>(f, zadanie ma dwie odpow ie
dzi, a przeto fą dw a takow e mieyfca, s których ie- 
dno przypada między dwiem a świecami, drugie za 
świecą ftabfzą. D aym y n.p. że c=4<f, b = $ o  ftóp, 
w iec x = a o  ftóp, b— x = — 30 ftóp na pierw fzą odpo
w iedź; powtóre x = 2  0 ftóp, b— x = i o  ftóp na odpo
w iedź drugą, co fię zupełnie zgadza z doświadczeniem 

Przypuśćm y potem że c<Cd, c < ^ c d ,  n!>v^cd, w  
tym  przypadku nic w ięcey nie czyniemy, tylko że 
przenofzem y św iatło mocnieyfze na mieyfce ftabfzć- 
go, a ftabfze na mieyfce mocnieyfzego, zaczem  odpo
w iedzi będą te famę co i przedtem tylko ftófownie 
do teraźnieyfzych odmian.

Połóżm y na koniec obydw a św iatła równe to ieft

, , ,  . b(c-H) , b(d-hd)c=d; na ten czas j c =  —----- ----,• - - b— x = --
o o

pow tóre 5C=°, b— x — obydwi e pierwfze' wartości

fą rów ne ułom kom  maiącym za m ianownika zero, 
czyli ilość nielkończenie małą; fą w ięc nielkończenie 
w ielk ie . C oż to znaczy?

Każda ilość odmieniaiąc fię nie może tylko albo fię
O ma e r y  fię pow iekfzać albo zm nieyfzać. W pierw fzym  razie do- 

z n a c z c n i c  1I0- r ? . .  , , . , , ,  , c
ici mcsJtońcic rzucaiąc iey ilekolw iek  bądz podobnycn ilości, w zra- 
me wielkiey, i (ta; ale nie przeftaie nigdy bydź ilością fkończoną; ie- 
meskończenic dnakow óż wzraftaiąc za w fze  zbliża fię co raz barziey

*U nUomeiOL d°  P,ewne'y Pranicy"> którą my fobie w yftaw iam y w  
neg0 . ’ umyśle, abyśmy ftófuiąc do niey iakiekolw iek bądź 

“ w ielkości, mogli o ich wartościach fądzić: tą granicą 
ieft ilość nielkończenie w ielka która fie znaczy przez 
I  albo przez c o  > nie m afz iey w  naturze* w  którey 

w fzyftk ie  rzeczy fą (kończone', ale to ieft tylko ftw o- 
rzeniem rozumu wym yślonem  do mierzenia iikich- 
k o lw iek  bądź w zroftów  ilości. Drugi
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Drugi p r z y m i o t  ilości t o  ieft zm nieylzanie fie ciągłe', 
p o t r z e b o w a ł o  podobney granicy, do którey ią odno- 
f z n c  m o g l i b y ś m y  b y d ź  w ftan ie  fądzenia o  ich w arto
ściach: taką granicą ieft zero o. czyli ilość nielkończe- 
nie mała która tak iak pierw faa nie ma iefteftwa tyl
ko w  famym umyśle.

Każda ilość wzraftaiąc lub ubywaiąc przybliża fie 
do iedney s tych granic ale iey nigdy nie może do 
fiąc, boby tym fpofobe'm z ilości rzetelney ftała fię 
zm yśloną, leżeli fię kiedy przytrafi że iaka wartość

W zrównaniu zamieni fię na ~ albo na o, znakiem 
ieft, że w  naturze takow y przypadek podług ściftości 
geom etrytzney nie ma m ieylca, ale że ie mieć może 
w  fpofobie praw dy bliflum. n. p. przypuściw fay w  
nafzem zadaniu c= rf znaleźliśm y na x  i b— x  ilość 
niefkończoną: co nas uczy, że iedna s tych odlegloici 
nie może fie znaydow ać w  naturze; że na ten czas 
pytanie nafze nie należy do drugiego ftopnia ale do 
lgn, iako n:is zaraz początkow e uczy zrównanie. le
żeli atoli nie będziemy brać rzeczy W uayikrupula- 
tnieyfzey ściflości, drugie' to mieyfce m ogłoby bydź 
naznaczone' w  tak w iełkiey odległości, przed którąby 
niknąć mogła odległość dwóch św iec, co zaw fze w  
naturze daie tylko w artość bliflcą prawdy'. Każda 
funkcya całka ftaie fię niefkończenic w ielką, kiedy któ
ry z iey terminów ftanie fie takim ; niefkończenie zaś 
małą kiedy który z  iey m nożników  ieft zero. Każda 
zaś funkcya ułom kow a ftaie fię niefkończenie małą, 
k i e d y  iey licznik, kiedy zaś iey m ianownik ieft zero, 
ftaie fię niefkończenie w ielką, co w ypada koniecznie 
z  natury ułom ków .

Między dwiema granicami o, zawarte fą w fzyr- 
ft ‘ ' osci fkończone i rzetelne; które pokazuią fię w

rachunku pod znakiem § , ieżeli w  oftatnie' w ypadki 
w p row adziliśm y iąką kondycyą do którey rachunek

nafz nie należy, Znak w jęc ~ uczy nas, że rzecz 

F którey



którey fzukam y ieft podobna, że ma w artość fjroń- 
czoną, ale że te oftatnie w ypadki nie m ogą iey nazna* 
czyć, a zatem należy fię aż do początkow ego wrócić 
zrównania, i w p row adzić w  nie ten warunek now y, 
który zapew ne coś w  warunku odm ieniw fzy, odkryie 
nam dokładnie to czego fzukam y. I tak w  terażniey- 
fzym  przykładzie w p row adziliśm y do oftatniego zró* 
w nania c = d ,  kondycyą która zniża zrównanie do

pierw fzego ftopnia i daie nam b = 2 x ,  czyli x —  _£>
2

to ieft: że w  tym przypadku iedno ieft tylko takow e 
m ieyfce w  fam ym  śrzodku odległości dwóch świe'C 
od fiebie: fzukaiąc tey odległości w  zrównaniu 2^0 
ftopnia gdzie iuż iedna Wartość ltała fię niefkończoną, 
i kombinuiąc to mieyfce niepodobne s podobnem, 
nie mogliśmy zaifte nic Wyciągnąć oznaczonego w  ta- 
koW ey kom binacyi, o Czem nas fam rachunek prze- 
iłrzegł.

leżeli ilość iaka przefzedłfzy za granicę oftatni.*} 
fw ego w źróftu lub ubyw ania zaczyna zn ow u  brać 
w aitosci iakie, te nic mogą bydź tylko nieskończone' 
uw ażaiąc ić w  takim w zględ zie  iak przedtem, i na 
ten czas w ypadaią różne porządki ilości nicflcończo- 
nych, które Matematyka w y żfza  roftrząfa: ieżcli zaś 
te w artości fą ikończone nie mogą one znaydow ać fię 
w  tym  lianie i w zględzie, w  iakim byty przedte/m: 
bo iuż fkończyfy zupełnie fw ó y  bieg daw ny i fw oię 
naw et miarę ftófónku; nic m ogły one w ięc pokazać 
fię tylko  ihntmi od tego, czem były przedtem; to bo
w iem  przęyście nic innego nie znaczy, tylko że w zro- 
fty  lub ubyw ania ilości w  tym w zględzie fą niepodo
bnymi, ale podobnemi w  w zględzie infzym . leżeli w ięc 
ilość iaka była dodatną, a w  tym ftanie ftała fię dla 

pew ney wartości I albo 0; rofnąc znow u potcmi ftaie 

fię odiemna albo z odiemney dodatną, i dla tegoć to 
;podobno. ilości odiomne nazwano m n ie y s z e m i  od łrr-

CZEQO
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c z e g o  (iiunores nih\lć)\ n azw ifk o  b a rzo  fzczególne, 
które tu d o p i e r o  może bydź objaśnione.

leżeli w ięc niektórzy Autorow ie w yryw ają  fię za
raz z niem przy v/ftępie, m ożem y s teraźnieyfzych i 
przerzłycK uw ag rossądzić i ^  mato zna i a teoryą ilo
ści d o d d t n y c h  i odiemnych. Oprócz w ielkiey nieprzy- 
zw oitości przez którą uczących, fif w p raw iają w  cie
mne i dziwaczne' rzeczy opifyw anie, błądzą przeciw ko 
p raw om  geom etrycznym  dając nnzwifko pow fze- 
chne barzo, fzczególnem u przypadkow i, i w p row a- 
dzaiąc niezrozumiany j ę z y k  w  tę naukę, która s sw ey 
natury ieft ftołicą iasności i przekonania. Staraymy 
fię w razić naygłębiey w  umyfł i pamięć tęraźnieyfze 
u w agi, bo, ony ftużyć nam będą do. iąfnego zrozum ie
nia w yżfzych  Matematycznych nauk, których fą nay- 
p ierw fzym  gruntem.

S tego. tłómaczcnia fpyta fię nie ieden, iak rozró-. 
źnić w ypadki pokazujące nam pierw iaftki uroione' w

zrównaniu, od tych które nas przyprow adzała do ® 
albo do o; ale na to dofyć mu zrozum ieć dobrze ep i
fanie dwóch tych rzeczy, a przyzna że inna ieft 
rzecz, kiedy iaka, odpowiedź ftaie lic dla pewnego 
w arunku w cale niepodobną, a i m ii znow u kiedy od
pow ied ź ieft niepodobna dla pewney kombinacyi od 
którey nie zależy.. Ale pierw iaftki uroione będą ie- 
fzcze  miały rozlegleyfze znaczenie niżey.

§. XVII.
Przykłady któreśmy fobie obrali dla doświadczenia wypadki po

prą w ideł na zrównanie 2go ftopnia dał}- nam poznać, pncdiaijcych 
x2 e w ypadki Algebraiczne nie tylko  nam odkrywają “w*g > prawi- 
praw dziw ą w artość ilości nieznaney, ale nawet i fta'n 
ie'v w  którym  fię w zględem  innych znayduie i do iey rośu^mo 
którego należy odpowiedź pytania podług wiadom o- nc. 

sci o funkcyach dodatnych i odiemnych w y że y  wyło-*
■zoney. Kiedy w ięc nadaiemy znaczenia rzeczom  w  
pytaniu zaw artym  nie należy nam fię trofzczec czyli- 
smy ie p rzyzw oitym  znakiem  nacechowali lub nie?

Fz oftatnie



84 A l g e b r y  C z ę ś ć  I .

oftatnie bowiem w ypadki naucza nas tego; leżeli w  
nich ilość nieznana w ypada s tym fam ym  znakiem 
ktoryśm y iey na początku pytania nidali, pokazuie 
że nafzć cechowanie było dobre; ieżeli zaś wypadnie 
ze znakiem przeciw nym , oftrzega nas> że to cośmy 
w zię li w  pewnym  w zględzie, powinno było bydź 
w zięte w  w zględzie przeciw nym . Rachunek w ięc 
Algebraiczny fame nawet błędy znaczenia popraw ia.

Zachodzi nam tu iedno pytanie: czyli praw idła po
dane na rozwiązanie zrównań 2go ftopnia nie mogą 
bydź rościągnione do ftopni w yżfzych? T o  pytanie 
ftófow ać można do dwóch przypadków , albo kiedy 
zrów nania w yżfzych  ftopni zam ykaią tylko pewne 
terminy iakow e podobieńftwo maiące s teini, które 
w  drugim ftopniu zachodzą; albo kiedy zrów nania 
zam ykaią w fzyftk ie  terminy fw ych ftopni, lub nie
które nieinogące fię zrów nać s terminami zgo  ftopnia. 
Wniesie lobie każdy że tu nie rozumiem innych ter
m inów  tylko  te które zam ykaią ilość nieznaną, bo 
cała uw aga nafza na te tylko terminy w  ro zw ią zy 
w aniu  zrów nań bydź pow inna obrócona. C o  do 
pierw lzego przypadku: poniew aż zrównanie zgo  fto
pnia powftaiące sfunkcyi dwó-kfztałtney zaw iera ter
m iny x 2+ A x ,  gdzie w ykładnik zgo  terminu ieft p o
ło w ą  w ykładn ika igo; w ięc ieżeli iakiekolw iek zró
wnanie będzie zam ykało w  dwóch terminach ilość 
nieznaną tak, że w ykładnik zgo  terminu będzie po
ło w ą  w ykładnika igo, te fame reguły które nam tu 
flużyły, będą iefzcze m ogły bydź użyte na rozw iązanie 
takow ych zrównań. D a y m y  n.p. że mamy zrów na
nie x 1,n+ A x v'-T-D— o. gdzie m ieft iakąkolw iek liczbą, 
to zapewne rozw iązać fię może fpofobem zgo  fto-

paia: uczyniw fzy bow iem  x m==y, a zatem x = r  ij, 
zrównanie naprzód podane', odmieni fię na zrównanie 
zgo  ftopnia które rozw iązd w fzy, w y -

naydziem y y ~  —  3
W

x ~ V  ( - 1 . leżeli



leżeli zaś zrównania w y ifzych  ftopni nie będą 
m iały kondycyi dopiero w yłożon ey; na ten czas pra
w id ła  2go ftopnia nie będą m ogły bydź na ich ro z
wiązanie użyte. Uciekaiąc fię do włafności potęg, 
które nas także przyw iodły  do praw ideł na drugi 
Ropień, potrzebaby nafamprzód aby w fpół-czynniki 
w fzyftkie ilości nieznaney, m iały takow e wartości 
iakich każda w  fzczególności potęga w yciąga; ina- 
czćy  nie udałoby nam fig wyciąganie z nich pićrw ia- 
ftk ó w . Ale ktokolw iek  zatrzym a fię nad temi w a 
runkami, pozna, że takow ym  fpofobem  ufzczegól- 
niamy barzo teoryą zrów nań, przyw ięzuiąc ich ter
miny do tych a nie infzych wartości. Reguły na ta
kow e fzczególne' przypadki nie pofunęłyby cale gra
nic nauki, która fw ó y  fzacunek zabiera od ogólności 
początków . Trzebaby przeto wpuścić m yśl nafze w  
głębfze i rozleglćyfzć badania, do których nas famo 
tylko  doikonalfze poznanie zrównań w yżfzych  ftopni 
może przyprow adzić. Usiłuym y w ięc poznać lepićy 
włafności zrównań Jakichkolwiek ftopni, w  których 
m oże nam nie będzie trudno upatrzyć reguły na ich 
rozw iązanie. A le  iakąż drogą przyidzićm y do tego 
poznania? Zbierzm y krótko nafamprzód treść całey 
nauki tego Rozdziału, a m oże w  nim znaydziem y 
łańcuch m yśli, za którym nam iśdź będzie potrzeba.

Zrównania z eliminacyi w ypadłe przyw iodły nas 
do zrównania 2go ftopnia; te znow u p okazały  nam 
funkcye fobie podobne, któreśmy nazw ali dwó-kfzfctł- 
tnemi dla dwoiakich w artości ich zn aków . Mamy 
w ięc każdemu rodzaiow i zrównań odpowiadaiacy ro- 
dzay podobny funkcyi, a tamte p rzyw iodły nas za- 
w fze  do tych, i do działań im w łaściw ych. I lubo 
w  lakiem kolw iek zadaniu funkcya poprzedzać musi 
zrównanie podług różnicy m iędzy niemi uczynionćy 
W §■ że iednak przez zw iązek myśli poftępuiemy 
do praw dziw ego poznaw ania, idzie zatem,” że od 
zrów nania przyiśdź mufiał rozum ludzki do w łafn o
ści funkcyi, roftrząfaiąc zbiór myśli i w arun ków ,

F j  które

R ozdział IT. 8?
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które w  tem zw iązku  porów nał. Funkcye dwó- 
klztałtne odkryły nam fw oie pierw iaftki; m amy w ięc 
pierw iaftki funkcyi i pierw iaftki zrównań: a iako, 
p ierw fza  potęga ieft pierwiaftkiem  innych w yżfżych. 
w  funkcyi iakiey nieznaney ilości; tak zrównanie 
i go  ftopnia uw ażać fię może iako pierw iaftek w yż- 
fzych zrównań, lubo w  innym w zględzie, bo. tam 
z.ważaią fię pierwiaftki co do ilości w  funkcyą iedno- 
klztałtną wchodzących, które’ za w fze  bydź pow inny 
tć famey tu zaś co d a  zw iązku  który może. różny 
lub tenże fam zachodzić w  pieęwiaftkach zrównania.

Przyfzliśm y bowiem  przez oczyw ifte barzo po
czątki do tey gruntow ćy praw dy, że zrównania 2go. 
ftopnia uw ażać fię pow inny iako złożone z. dwóch 
zrównań lg o ; te fame początki flużą nam do prze
konania fię że zrów nania jg o , 4go, i t. d. ftopnia 
z.ważane bydź mogą iako powftaiące s trzech, czte
rech, i iednem fłowćm  s tylu zrównań pićrw fzćgo  
ftopnia, ile ilość nieznana ma iedności w  n ayw yż- 
fzym  wykładniku.. leżeli ten w n iofek  zdaie nam fię 
za nagły, przyidziem y potem do niego przez, inne p o
czątki. Nie możem y go atoli nie użyć do. odkrycia 
w łafności zrównań iakiegokofw ićk ftopnia.. A  na
przód ieżeli potęga druga funkcyi przyw iodła nas do 
w zoru  ogólnego zrównań 2go ftopnia; potęgi także 
w y żfze  odkryią nam podobne w zo ry  do w yżfzych  
zrównań, dofyć nam bowiem  upowfzechnić w fpół- 
czynniki ilości nieznaney w  każdym terminie, i ter
min oftatni, to ieft rosciągnąć ie do. Jakichkolwiek 
ilości znanych, i w prow adzić w  funkcye zw iązek; a 
natychmiaft Tablica §.. 12. nauczy nas o  w zorze  
przyw iązanym  do zrównania każdego ftopnia.
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N o w y  Sposób uw ażania  Zrów nań doftrze- 
źo n y  w poprzedzających wiadomościach daie 
ra m  barziey poznaw ać fztukę i moc R a c h u n 

k u ,  z a  którego pomocą odkrywaią się O g ó l n e  

W ł a s n o ś c i  Z r o w n a n  J a k i e g o k o l w i e k  S t o 

p n i a :  pokazaią się w za ie m n e  pom ocy fpły- 
w a ią ce  s teoryi Zrównań na F u n k cy e t  i  s 

t e o r i i  funkcyi na Zrównania.

§. X V II I .

"TTczyńm y tu nafamprzód potrzebną uwagę nad po-
ftępkiem nafzćgo rozum owania. W poprzcdzaią- , ._ . 

ftych dwóch rozdziałach fżliśm y od zrównania -do cczntołiiśnUil 
p ierw iaftków , dla tego, ie  tam iedno pytanie rzuciło jSCc fpoiói. my 
'tyle św iatła w  nafze badania, żeśmy nie mieli tru- śienia p rics  
dności poiąć naturę zrów nania i funkcyi; s k tó -"achu"ek« 
rych opifu W ypadły nam różne w łafności zrównań 
Vgo i 2go ftopnia. Te oftatnie atoli potrzebow ały 
iuż znacznćy pom ocy rachunku dla tego, że kombi- 
■•nacye w  nich zaw arte iuż fą barziey zaw ikłanć. Im  
do w yźfzych  poftąpiemy ftopni, tem fię zapufzczem y 
W delikatnieyfze i ciężfze ltófónki, pod których liczbą 
upadłaby myśl nafza, gdyby nie była w fpaita  pom o
c ą  rachunku, i wiadom ości iuż nabytych. Aże.docho- 
'dzi/my zaw fze rzeczy nieznanych przez znane; każda 
w alna praw da doftrzeżona, ieft dla nas nową drogą 
do innych odlegleyfzych. Zrów nania 2go ftopnia 
pokazały nam oczyw iście, że zrównania jg o  ftopnia 
wchodzą za pierw iaftki w  w fzyftkie inne. Szukać 
w ięc będziemy włafności zrównań w yżlzych  ftopni 
za pomoCri p ierw fzrgo; i poydzićm y teraz od pier- 
Ayiaftków  do zrównań. "W tym poftępku pom ożem y

F4 niezmiernie



niezmiernie nafzym m yślom , bo rachunek ofzczędzi 
nam w iele kombinacyi, których mnogość ucifnęłaby 
niezmiernie nafze' m yśli. Cale' w ięc myślenie do 
zrów nań i go ftopnia i iego działań przywiązane' od
padnie nam, a uw aga nafza nie będzie miała do. rostrzą- 
śnienia iak tylko nowe praw dy, które s tąd w ypadną. 
O w óż cała Metafizyka myślenia przez rachunek.1 w  
nim naginamy badania nafze do fił rozumu, i ufiłuie'- 
m y rozum ow ania nafze przyw ieśdź do iak nay- 
m nieyfzey liczby: wfzyftkie' zbyt odległe i zawarte' 
w  pofiłkach odpadaią od nafzey uw agi i zamieniairj 
fię w  formuły i mechanizm, a famę tylko iftotne zo- 
fta ią fię  p rzy  um yśle, aby fw obodnieyfzy przez ten 
fpofób, m ogi prędzc'y i dokładniey poftrzegać now e 
praw dy, które z rachunku w ypadaią. Teraz n. p. 
UŹyiemy rożnych działań i włafności zrównań igo  
ftopnia, ale te w fzyftkie kombinacye które do tych 
działań i zrównań fą przyw iązane, fą nam teraz nie
potrzebne. Gdybyśm y ić byli obowiązani mieć p rzy 
tomne w  umyśle, mnogość myśli zmigfzałaby nafzę 
attencyą nie p o zw o liw fz y  nam daley przeniknąć. 
Rachunek więc nie tłumi rozum owania, ale nam ile' 
bydź może ofzczędza tego, któreśmy iuź raz uczyni
li, a które ciężąc na uw adze, tam ow ałyby dalfze' po- 
ftępowanie nafze do praw dy. Nie możemy nie uznać 
iak ta ekonomia ieft nieodbicie nafzym  m yślom  po
trzebna, bez którey tyle innych nauk ulgnąw fzy na 
pierw fzych doftzeżeuiach i pewnych fzczególnych 
praw dach, nie mogą fie wynieść do innych zavvi- 
kleyfzych.

§. X IX.
Nie oddahiymy fię od tego na czym eśmy ftanęli. 

Przedfięwzięliśm y dochodzić włafności zrównań w yż* 
fzych iakichkolw iek ftppni przez Ikładanie ich z zró
wnań ftopnia pierw fzego; w z ią w fzy  w ięc kilka zró

w nań igo  ftopnia x — ci= o , x — b = o , x — c = o , x — d ~ 0 

\ — ( = o ,  których w fzyftkie pieiw iaftki fą dodatucj
po wtóre:
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powtóre: x + a ~ o ,  x + b — o,
i t.d. w  których w fzyftkie 
rozm noży w fzy  trzy, czt

padmc ^ — a ) ( x - b ) ( x -

x 3—-a .xz+ab  
— /;? +cic

* — c.ł +bc

( X■— n) (x — b)(x- 
x ą~ n  x*-\-ab.x-—

~ -bri -\-nc 
— c £ -harl J  
'—(i 3  ~x~l)C S  

+bd  t  
+ c d j

(x+a)(~x-\-b)(x+r,)~=o czyli: 
x 3 -w i. x  * -t- a  ̂ . x-habc— o.

+/)'> 4-ac7  
H-e < -ł-bc f

(x + a )(x -h b )(x + r  )(x+ d )= Q ^
X4-i ~a .x 3-hrt b.x~ -ha br.x+abcd—  a .

-ł-by -f-ac*~\+abi,y 
-f-C r '4-Cld /  -Ą-cicd r  
“i -{-bc ~f-bcd 

■+bd\
+cd  3

Zatrzym dw fzy fię uwagą nad temi przykładam i w y 
ciągniemy z nich naftępuiące praw dy:

Naprzód; Każda z ilości znanych «, b, c, d, będąc wykła<)*i.j fi? 
Wartością nieznaney x ,  ieft pierwiaftkiem  zró w n alią , wMfncici ogól 
w ło ż y w lzy  ią w  zrównanie s tego mnożenia powftn- ne 7równań ii 
iącć zniefte w fzyftkie terminy i przyw iedzie całe z r -  fcifgoholwick 
wnanie do zero. Włafność w ięc ta pierw iaftków  1 °Pnu‘ 
dowiedziona w  dwóch poprzedzających ftopniach, ma 
mieyfce w e w fzyftkich liopniarh w yżfzych .

Poiutóre: Roftrząfaiąc wfpół-czynńiki ilości nie zna*
Fy ney

x-t-c=o, x + d ~ o ,  x + e ^ o ,  
pierwidftki fą odiemne, a 
ery, i t. d. przez fię w y-

— c)— o czyli:
.x — abc— o

— c)(x — d )= a  
abc.x-{-abcd--=o 
abdt  
a c d  >  

bcd J



WłafnOści
urfpóUcxynni.
kó\v.

ney w e w fzyftkich tych terminach zrównań, 2&aydzie* 
my: że wfpół-czynnik drugiego terminu ielt rów ny 
lummie w fzyftkich pierw iaftków  z znakiem przeci
w nym  wziętych. W fpół-czynnik trzeciego terminu 
rów ny lummie mnogości różnych, które pow itać 
mogą z pierw iaftków  po dw a na raz mnożonych: 
W fpół-czynnik czw artego terminu rów ny lummie mno
gości różnych s trzech na raz pierw iaftków ; piątego 
terminu fummie mnogości 5 czterech na raz pier
w ia ftk ów  i t. d. nakoniec oftatni termin rów ny ieft 
mnogości ze w fzyftkich pierw iaftków  przez fiebie 
rozmnożonych, leżeli w ięc w  iakiem kolwiek zrów na
niu brakuie drugiego terminu, ten nie mógł zniknąć 
inaczey, tylko że fumma w fzyftkich  pierw iaftków  
fraki fię zero; to ieft: że w  niem znayduią fig pier- 
w iaftki dodatne i odiemne, i żc fumma dodatnych ieft 
rów na fummie odiemnych: ieżeli brakuie trzeciego 
terminu, mufi koniecznie w  takiem zrównaniu fumma 
mnogości dodatnych z dwóch na raz pierw iaftków , 
bydż' równa fummie odiemnych: podobnie należy fą- 
dzić o innych terminach. Ale ieżeli oftatni termin w  
jakiem  zrównaniu brakuie, nie m ógł ten inaczey zni
knąć, tylko że ieden s p ierw iaftków  zrównania ftał 
fię zero; i na ten czas zrównanie rozdzielić fig całe 
m oże przez x ,  i zniżyć o ieden ftopień.

P o ł r z e c i e :  Maiąc do rozwiązania Jakiegokolwiek fto
pnia zrównanie s pewnem i oznaczonemi wfpół-ęzyn- 
nikami n.p. x 3— ^x1-ł-7x— 9 = 0  - - - (■d)* 
dofyćby nam było porównać ieąo wfpół-czynniki s 
wfpół-czynnikam i iednego s teraznieyfzyeh zrównań 
które mu odpowiada w  tymże famym ftopniu, to ieft
2 zrównaniem.

x 3_a r x 1+al>rx— cibc=.o
— i )  (B ).
— c L -t-bcL

a  gdybyśm y potrafili wynaleśdź a, b, c, W liczbach, 
które wchodzą w  zrównanie (A ) m ielibyśmy tym 
fpofobcm  w ła śc iw i pierwiaftki zrównania (-d)- Do

św iadczm y
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św iadczm y tego przez rachunek. R ów n ane w fpół- 
czynniki podobnych terminów zrównań (A ), (B ), o- 
trzym am y ci+-b+c=g, n&-t-nc-+-Z>c=7, a b c -p ,  trzy  
zrównania na tyleż ̂ nieznanych rt, b, c . Ponieważ ka
żde s tych zrównań zam yka w fzyftk ie  nieznane, nie 
m ożem y przyftąpić do rozwiązania ich, póki ich przez 
etiminacyą nie przerobiemy na inne' trzy, z których- 
b y w k a żd e m  nieznaydowała fię tylko iedna s tych nie
znanych. Działając podług §§. 8 . i 14. w yn a jd zie
m y te trzy zrów nania.

n a n - -  — gaz-]~7ci— 9 = 0 . na b - - bJ— §b--h?b— j = o .  
na c - - - c-i— gc--ł-7c— (,-=o.

W idzemy że w fzyftkie te trzy  zrównania fą iedna* 
kie,- a ponieważ nie braliśmy pierw iaftków  a, b, c, 
za równej w ięc trzy te zrównania nie dadzą nam tyl
ko trzy  pierw iaftki rożne', s których ieden będzie 
wartością a, drugi wartością b, a trzeci wartością c. 
Te trzy zrównania pow itały z  zrównania ( A ),  i po
kazały lię w  tym fam ym  w yrazie co i tamto; w ięc 
Wartość ilości nieznaney w  zrównaniu (A ), będzie 
takąż famą i tychże famych ilości znanych funkcya 
co i w  tych oftatiuch. Przeto ieżeli te trzy zrów n a
nia maią trzy pierw iaftki, zrównanie (A )  tyleż ich 
mieć mufi, co nam oczyw iście dowodzą, że zrów na
nie ig o  ftopnia ma koniecznie trzy pierwiaftki; że 
na wynalezienie tych trzech pierw iaftków , rozw iązać 
nam koniecznie potrzeba zrównanie jg o  ftopnia, i że 
nakoniec przyfzedlfzy do tego rozw iązania, iedno 
którekolw iek s trzech oftatnich zrównań odkryie nam 
w fzyftkie. te trzy pierwiaftki. Na nic by nam fię bo
w iem  nie zdało rozw ięzyw ać ie w fzyftkie, kiedy w  
dziewięciu pierwiaftkach nie byłoby tylko trzy różne, 
których fzukamy, a które w ypadną z iednego któ
regokolw iek.

leżeli w eźm iem y zrównanie 4go ftopnia s w fpół- 
czynnikami oznaczoneYni, przyjdziem y taż famą dro
ga do tey praw dy; że ono zam yka cztery pierwiaftki.

Fff Nie
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WłafrtoSći i r °
1vrr5 ń CO <Jo 
fcnaków.

Nic możemy iuż w ięc w ątpić o tem, żc każde' zró
wnanie iakiegokolw iek ftopnia tyle zam yka w  fobie 
pierw iaftków , ile' n ayw yżlzy  w y k ł a d n i k  »ilości nie* 
ZBaney ma w  lobie iednośti. Aże zrównanie nie 
tylko  zam ykać może pierwiaftki rzetelne ale i 
uroione'; pierw iaftki zaś uroione nie znofzą fię tylkó 
■kiedy fą w  liczbie parzyltey, zaczem  każde zrówna* 
me iakiegokolw iek ftopnia pod w yrazem  rzetel
nym , ieżeli ma w  fobie pierwiaftki uroione, liczba 
ich bydź muli parzyfta: i tak zrównanie $go ftopnia 
mufi mieć koniecznie albo w fzyftkie trzy pierw iaftki 
rzete ln e, albo ieden rze te ln y , a dw a uroione. 
Zrów nanie czwartego ftopnia może mieć albo wfzyft* 
kie cztery pierw iaftki rzetelne, albo w fzyftkie uro
ione; albo dw a rzetelne a dwa uroione': podobnie 
należy tw ierdzić o innych.

Pocztu ńrte: P rzyp atrzyw fzy  fię układowi znaków  
W zrównaniach z mnożenia powttaiących, doltrzeże- 
niy, że w  tych gdzie w fzyftkie pierwiaftki fą dodatne’ 
znaki idą na przemian, to ieft w e w fzyftkich  termi
nach liczby nieparzyftey fą dodatnc, w  terminach zaś 
liczby parzyftey, odiemne; gdzie zaś pierwiaftki 
w fzyftkie fą odiemne, tam też famę znaki ciągle na* 
ftepuią: w  nafzych przykładach w ypadły w fzyftkie 
dodatne, ale gdybyśm y byli w zięli zrównania igo  
ftopnia pod w yrazem  — x — n— o, otrzym alibyśm y 
byli w fzyftkie odiemne, w  zrównaniach ftopni niepa- 
rzyftyćh. S tey uw agi nad znakami wnióff Des-Car tert 
że w  zrównaniu przemiana znaków  oznacza pier
w iaftki dodatne, ich Zaś naftępftwo pierwiaftki odie
mne, tak dalece; że w  zrównaniu n. p. - - - 
5c*— i j x 3“ł-Z z$2— o bydźby powinno po
dług tey uwagi trzy pierw iaftki dodatne' a ieden od- 
iemny. Pamiętaymy iednak, że zrównania s których 
tę uwagę wyciągam y, maią w fzyftkie pierwiaftki rze
telne; możeż ona bydź rosciągniona do zrównań ma- 
iacych pierwiaftki uroione?

* Rozm nóżm y przez fie te' trzy zrównania.
( x + S - 2 )
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( ,x + V — z ) ( x — Vr— l )  ( x — <s)=o otrzym amy: - - 
x;i— 6 x-+ $ x— lS— 0• Powtóre (x+V~— z ) (x — \ f — z)
(x+-3)— o otrzym amy x'<-h^x-+2x-i-ó=o. 
układ znaków  w  pierw fzem  zrównaniu pokazuic 
w f z y f t k i e  trzy pierw iaftki dodatne, w  drugiem zaś 
w f z y f t k i e  odiemne; lubo w  pierwfzem  i eden tylko 
jeft dodatny a dwa uroione, w  drugiem dw a uroio
ne, a ieden odiemny,- w idzem y w ięc oczyw iście, że 
reguła Des-Ccirtn na rofpoznanie pierw iaftków  doda- 
tnych i odiemnych nie ftuży zrównaniom  maiącym 
pierwiaftki uroione. Wniefiono s tąd, źe maiąc poda- 
fie' fobie iakiekolw iek zrównanie a chcąc wiedzieć, 
ieżeli te zam yka pierwiaftki uroione, porachow aw fzy 
z  układu znaków  liczbę pierw iaftków  dodatnych i 
odiemnych, rozm nożyć ie potrzeba przez zrównanie 
iakie igo  ftojjnia; ieżeli w  mnogości pokaże fię pier- 
w iaftek przybyły z nowego zrównania, zupełnie fię 
zgadzaiący z liczbą ich pieYwfzą; zrównanie to będzie 
miało pierw iaftki rzetelne, inaczey wnieść należy 
pierw iaftki uroione: ale ta reguła nie praw dzi fię tyl
ko w  pew nych przykładach, i dla tego źe ta w ła 
sność zrównań nie ieft ogólna w fzyftkim , nie mamy 
przyczyn y nad nią fię długo zaftanawiać. Przydaym y 
atoli icfzczc do niey iednę uwagę: że kiedy w  zró
wnaniu iakiem brakuie którego terminu, kładąc na ie- 
go mieyfce + 0 , albo — o, z  a w  fze wypadnie ta fama 
liczba pierw iaftków  dodatnych lub odiemnych z ukła
du zn aków , ieżeli zrównanie ma w fzyftkie pierw ia
f t k i  rzetelne; wypadnie zsś  inna liczba na + 0 , inna 
na — o, ieżeli ma pierwiaftki uroione.

§. XX.
'Wfzyftkie uw agi w y żfze  oczyw iście nas przekony- Roiwl- t ; • 

Waią że zrównanie lakiegokolw iek ftopnia m, zamy- 
ka fię w  tym w yrazie ogólnym. fiych Aopni

x ’"+ p x ’>— + n X™ -5+ r a m -3+  1 t. d. + k ~ o . (C ).
, . J J flk ie  z r o w n a -

gdzie p, <7, r, s, k, fą ilościami znanemi. R ozw iązać nii ftopni nii- 
iak ow e -zrównanie ieft to iedno, co wynaleśdź liczbę

m wartości
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łii wartości na x  w  funkcyach p, q, r, k, i t. d. s któ* 
rychby każda w łożona za x  w  zrównanie podane, 
zniofla w fzyftkie' w  niem terminy i przyw iodła ie do 
zero. Rozw iązanie to ftófowne' do natury umieję
tności, powinno bydź tak ogólne, aby fiużyło w fzy- 
ftkim  fzczególnym  przypadkom , które tylko rodzic 
ile mogą przez w prow adzenie jakiegokolw iek w a 
runku w  zrów nanie. Daym y w ięc że rozw iązaw fzy  
zrównanie (C )  tak ogólnym fpofobem, uczyniemy w  
niem k = o ,  w t e m  przypufzczenia praw idła użyte ie
fzcze te fame flużyć pow inny, ale na ten czas zró
wnanie będzie cale rozdzielne przez x  i odmieni fię na 

x m~ I+-pxm~*‘i-qxm~ 3-t-nc"’—•14- i t. d. +• i — o (D ). 
Zrów nanie ftopnia m— i, które nie może fię rozw ią ' 
zać, tylko przez prawidła w łaściw e ftopniow i m— i .  
A że zrównanie (D )  w ypadło s przypadku fzczegól- 
nego zrównania (C ),  który w  rozw iązaniu powinien 
był bydź ogarniony, ieżeli to było tak ogólne iake- 
śm y m ów ili, i iak fama natura umiejętności w ycią
ga; w ięc rozwiązanie zrównania ftopnia m— i , ieft 
zawarte w  ftopniu m. To rozw iązanie ftopnia m— i 
lubo będzie fzczególnym  przypadkiem  ftopnia m, bę
dzie iednak co do fw ego ftopnia w  fam ym  fobie 
zw ażanego tak ogólne iak pierw fze, a zatem ogar
niać znow u powinno w fzyftk ie  fzczególne przypad
ki mogące bydź w prow adzone w  zrównanie (D ):  ie
żeli w  niem uczynie'my i = o ;  iefzcze praw idła fto
pnia m— i będą flużyć te fame w  takow ey odmianie. 
A le  w  tem przypufzczeniu zrównanie (D )  będzie ro
zdzielne przez x ,  i zamieni fię na: 
x m -*+ pXm -3+qXm -4 4 .rXm- 5-i- i t. d. + / l= o  (E). 

to zrównanie ieft ftopnia rn— 2, na ktorego rozw ią
zanie trzeba praw ideł temu ftopniow i w łaściw ych . 
Te prawidła wypadną s tych które zrównaniu ftopnia 
m — 1 flużyły, a zatem rozwiązanie ftopnia tn— 2 za
w arte ieft v/ ftopniu m— 1 a te'm famem w  ftopniu 
m. leżeli iefzcze w  zrównaniu (E) uczyniemy /1— o,

o trzy-
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otrzym am y zrównanie znow u rozdzielne przez x ,  po 
którem r o z d z i e l e n i u  wypadnie
x r>i-3+ p x m- 4+ q x m~ s+ rx fn- 6-i- i t. d. -h g = o . (F)

T o zrównanie będąc ftopnia m— $ nie będzie fię 
m ogło rozw iązać tylko fpofobem temu Ropniow i 
flużącym; który że znowu ieft przypadkiem  fzczegól- 
nyrn ftopnia m— 2, lubo fam w  fobie i w  porów na
niu niżfzych ftopni będzie barzo ogólnym; zaczem 
rozw iązanie ftopnia jh— _j ,  zawarte ieft w  ftopniu 
m— 2, te obydw a w  ftopniu m— 1, a w fzyftkie ra
zem w  ftopniu m. S tąd nam w ypada ta w ielka  
praw da: że rozwiązanie ogólne zrównania iakiego- 
ko lw iek  ftopnia, zam yka w  fobie rozwiązanie w fz y 
ftkich ftopni niżfzych: aże każdy ftopień ma fobie 
w łaściw e pierw iaftki nacechowane w  ilościach zna
nych p rzyzw oitym  fobie znakiem, rozwiązanie to w  
fw ym  pierwiaftku zam ykać muli znaki pierwiaftko- 
w e  w fzyftkich  ftopni niżfzych, Pokaże nam fię ta 
praw dy w  drugim ftopniu, ieżeli w  iego pierwiaft- 
kach uczyniemy oftatni termin zrównania zero, ieden 
nam bow iem  pierwiaftek zniknie, a drugi da rozw ią
zanie picrw fzem u ftopniow i flużące.

G dybyśm y w ięc mieli fpofób na rozwiązanie fto
pnia hi, m ielibyśmy przez to praw idła na wfzyftkie' 
zrównania, i Algebra dofiągłaby fzczytu fw ey dofko- 
nałości. Ale iefzcze niezmiernie iefteśmy od tego od
daleni. Niżeli przyjdziem y do poznania granic na- 
fzey  nauki, obróćmy w przód uwagę na fiebie, iake- 
śmy daleko w  nafzych dociekaniach dotąd poftąpilk 
Cała nafza fztuka rozw ięzyw ania zrównań fltończyła 
iię na drugim ftopniu, chcąc dosiąc ftopni w yżfzych, 
potrzebaby nam każdy przyw ieśdż do tych, s które- 
mi umiemy fię obchodzić: albo na każdy w  fzczegól- 
ności w ynaydow ać praw idła i fpofoby z wiadom ości 
dotąd nabytych. D ośw iadczm y iefzcze niektórych, 
które nam poznane' dotąd włafności zrównań poddać 
mo;gą,

§  . X X I ,
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Włafnośi* o/la 
tniego termi
nu z a w y k i
fpofób na ro. 
i w i j m n i e  zró 
wiunia.^

§•■ X XI-
Pow iedzieliśm y b y li, że oftatni termin zrównania 

iakiegokolw iek, ieft mnogością ze■ w fzyftkich pierw ia
ftków , w ięc rozebraw fzy go ua m nożniki, m ogliby
śmy pom iędzy niemi odkryć te, które fą pierwiąftka- 
mi zrównania: kładąc bowiem  każdy s takowych 
m nożników  za. x  w  zrównanie, ten któryby go przy
w iódł do zero, byłby iego pierwiaftkiem . Ten fo o ■ 
fób rozw iązania zrównań b3»iby zaifte powfż*echny na 
w fzyftkie iak iegokolw iek  ftopnia, gdybyśm y byli w  
ftanie rozebrania iakieykoKyiek liczby na fw ych 
m nożników . Ale że nafże wiadom ości Arytm etyki 
nie rosciągaią fię iefzcze tak daleko: mamy liczby 
niewym ierne i p i e r w f z e  ( a )  w  których tak o w y fp.o- 
fób rzadkoby fig udał.. Może 011 bydż użyty, ale tyl
ko praw ie w  famych zrównania.ch maiących pierwia- 
ftki wym ierne. I w  tych nawet ma fw oie niepzy- 
zw oitości: każdego bowiem  m nożnika należy do
św iadczać dw a razy, to ieft biorąc go dodatnie i od- 
iemnie, czyli ten przyw iedzie zrównanie do zero lub 
nie ? Niechże liczba iaka rozbierze fię na barzo. w iele 
m nożników , działanie przypadnie pracow ite a czefto 
bezskuteczne. leżeli iefzcze do m nożników  całkich 
przydam y u łom kow e, liczba ich może bydź bez koń
ca, i na ten czas kulzenid nafze ledw o bydź mogą 
kiedy fzcześliw e. Chąc zatem użyć tego fpofobu w  
iakiem  zrównaniu, należy fię w przód upewnić czyli 
to zam yka pieYwiaftki ułom kow e lub nie? Nad to 
zaś nic łatw ieyfzego, bo ieżeli nayw yżfza  potęga ilo 
ści nieznaney ieft bez wfpół-czyńnika liczebnego, a 
przytem  w lzyftk ich  innych terminów w fpół-czynniki 
całkie; Arytm etyka fama nas uczy, że pierwiaftek 
takow ego zrównania nie może bydź u łom kow y, bo 
gdyby był takim , nie mógłby był m ianownik zni
knąć tylko  ftaw fzy  fię w fzyftkim  terminom powsze
chny, a zatem nayw yżfza potęga ilości nieznaney by
łaby była przez iaką liczbę rozm nożona. Wf/.akże

ti n
(a)  l łc v N y p i e r w fr ć  na^ywah fię w  Arytmetyce, które nie mai* 

innych diieln ików p ro c i  lićbic famych i iednoseit
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ten m ianownik który fluży x ,  mufi bydź odmiennym, 
W x z w  x 3 i t, d. Prawda; że zrównania, mające 
w fpót-czynniki uło.mkowe, przerobić fię łatw o mogą 
na inne w lpół-czynników  całkich; w z ią w fzy  bo.wiem 
za  ilość nieznaną, inną rozdzieloną przez iaką liczbę, 
i w ło ży  w fz y  i?, w  zrównanie, w fzy ftk ie  w fpóf-czyn
niki ftaną fig całkiemi, n .p . niech będzie ^równanie.. 

a b d y
- r  x*4 - —  x 4- —  — o, kładąc za x ,— ; przerobiemy 
b c c tn

y 3 by d
zrów nanie podane na - -  + - = o ,  - -

am bm2- dni3 
czyli y 3-\---- -— y*-\— -— y + .----- —==0, ieżeli w ięc m

ieft rozdzielne razem przez b, c, e-r wfpót-czynniki
firn bm2 dm3 , , ... . . . .

------> ------ , ------ będą catKiemu a chocby nawet
b c e 

hf c, e, byty liczbami pierw fzem i, w z ią w fzy  iyi^=bce 
w fzy ftk ie  terminy ftaną fię rozdzielne; w  przypadku 
zaś gdy b, c, e, nic fą pierwfzem i, w  może bydź licz
ba mata, która zadofyć uczyni pytaniu,

W idzem y w ięc, że rozwiązanie zrównań maiących 
pierw iaftki w ym ierne, zawiflo od rozbioru oftatnie- 
go terminu na fw oie m nożniki tałkie; to pytanie co 
do niektórych fzczególnych przypadków  rozwięzuie 
Arytm etyka. Nie chcemy go tu pow tarzać, bo na
przód mato wchodzi w  nafz zamiar; oprócz tego ten 
fpofób nadto ieft ograniczony i nadto pracow ity, aby
śmy fię nad nim zaftanawiać mieli; w oiem y raczey 
zoftaw ić uwagę nafze ogólnieyfzym  w  tey materyi 
badaniom. Obiaśniymy go jednak choć w  iednym 
przykładzie: Niech będzie do rozw iązania zrównanie 
2ga ftopnia - - — i7X -Jr-7(}X— 6 $ = o , oftatni ter
min ma jza dzielników liczby l ,  3, 7 , 9, ? i ,  63, s któ
rych 1, 7 , 9 , włożone’ za x , przyw odzą zrównanie do 
zero, w ięc X— 1, X =t/, x = g ,  ią pierwiaftkam i zró- 

G  wnania



w ia n ia  podanego, tJdyby liczba iaka zam ykała nie
-kończoną nawet liczbę mnożnik o w ; między łemi ty
le  tylko bydź musi takich, które przyw odzą zrówna* 
nie do zero, ile Wykładnik ftopnia ma w  lobie iedno* 
ści. Gdybyśm y przez kufzenia nafze choć przynay- 
mniey ieden tylko Wynaleźli pierwiaftek, zyfkuiemy 
iefzcze i tak na nafzey pracy, bo rozdzieliw fzy przezeń 
zrów nanie, zniżam y ie o ieden ftopień; maiąc dw a 
pierw iaftki, i rozdzieliw fzy przez nie zrównanie, zni- 
-zemy ie o dw a lłopnie, a tak n. p. od jg o  ftopnia 
przyidzieńiy do 2go lub do pierw fzego, które umie
m y rozw iązać,

§. XXII.
Wynocinie Mówiąc o zrównaniach 2go ftopnia w idzieliśm y, że 

ttrnvinu iakie- tl;* praw idła, które im flużyły, mogą iefzcze flużyć W 
gokolwiek w niektórych zrównaniach w yżfzych  ogołoconych s pe- 
wiówDtoiu, wnych terminów: tu znowu w  §, ip . doftrzegliśm y 

Że gdyby zrównanie iakie można przerobić tak, aby 
w  niem oftatniego terminu brakow ało, zniżyłoby lię
O ieden ftopień, przez tę fz tukę m oglibyśm y każde' 
Zrównanie przyw ieśdż do tnż ie poprzedzaiącego. 
Obie te uw agi pow innyby nam poddać takow e pyta* 
nie: C zyby w  zrównaniu iakiem kolw iek nie m ożna 
w yrzucić iakiego tylko chcemy terminu, bez narufze* 
nia zw iązku; abyśmy przez to wyrzucenie zrównanie 
nafze mogli przyw ieśdż do praw ideł znanych, lub 
przynaymniey uczynić ie prościeyfzem? Na rozw ią
zanie tego pytania mamy iuż fpofoby w yżey  podane 
pod §. 9: W prow adżiw fzy- bowiem  drugą niew ia
domą będziemy mieli p raw o czynić przypufzczenie 
iakiego pytanie nafze wyciąga. Niech będą zrówna
nia podane:

x :i+ a x 2+ b x + c— o - - - X4-t-p.x3+ (jx 2-!i-rx-l-J'—  0. 
n czyn iw fzy  x==y+m , m będąc 
zrównania podane odmieniemy na;

+  a. -+- 2m. +am  
•+• b. -+- m 

■+• c

ś>8 A l g e b r y  C zęść  i .

drugą niewiadomą,

-o.
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.tjS+óm 1 
•+■ P ‘  +$-pm> +^pmi . -hpm3 

-+- '!•'+ ' -2qw». +<]»**
-ł- r. + m

*+* .f
chcąc teraz w yrzucić którykolw iek nam fię podoba 
tęrmin z zrównania podanego, nie zoftaie nam, tylko 
tęgo terminu w fpól-czy unika w  ^równaniu przerobio
nym uczynić zero; co nam da zrównanie w arunko
w e  flużącę na oznaczenie now ey w-prowadzooey nie
znaney m, przez w fpół-czynniki znaue a, b, c, albo, 
p ,ą ,r , s .  W pierw fzem  zrównaniu chcąc w yrzucić 
drugi termin, w ypadnie pn-\-a=o\ chcąc trzeci termin 
w yrzucić, Qtrzymamy j j» I-ł-in ta+ & = oł na pftatni ter
min przypadnie m^+-am2̂ m + c = o  - -. podobnie nale
ży  uczynić w  zrównaniu drugiem; na drugi, termin 
4JM+p=śa;na trzeci 6m~-+-?prn-'t-q——o) na o.ftatni m4-h 
pm 3+qm  2+ r m + s = o .

W idzemy w iec oczyw iście, że na w yrzucenie zgo, 
terminu w  iakiem kolw iek zrównaniu poda nem trze
ba; nam rozw iązać zrównanie igo  ftopnia; na wy-, 
rzucenie jg o  terminu, zrównanie 2go ftopnia; na w y 
rzucenie 4-go terminu zrównanie }go  ftopnia, aby w y- 
naieśdż w , na wyrzucenie w ięc oftatniego terminu trze
ba nam rozw iązać zrównanie tego famego ftopnia, w  
którym  fię znayduie zrównanie podane'; co nas p row a
dzi do tak iey famey trudności iakąśmy ufHowaii z w y 
ciężyć. W fzyftkie przeto fpofoby które fpoftrzegii- 
śmy w  wlafnościach zrównań do ich rozw iązania, 
albo fą niedoftateczne, albo nas r^ucaią na te fame 
trudności które znaleźliśm y na p ierw fzym  w ftępie. 
Praw da atoli którąśmy dopiero odkryli nadgrądza 
fw ą pięknością nafze' kufzeuia.

Wyrzucenie zgo  terminy zawiflo w  pit-wfzem zró-,, a
w nam u od jm-ha=co, co daie m =  —  — ; w  drugi

> • P 
zrównaniu 4 m + p = o  ---- —, gdybyśmy byli w z ię 

li zrównanie; G j
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x ” 4-px*~I4-q:'c” —24-rx,I—3-f. i t. d. -fr-fc— o - - znnle- 
źlibyśm y byli że wyrzucenie w  niem zgo  terminu za-

P
\viflo od zrównania mtt-t-p=o, co daie i r r = ----- —;

to ieft: że chcąc w yrzucić z lakiegokolw iek zrów na
nia zgi termin, należy w ziąść za iego niewiadomą 
inną, dodaw fzy do niey w fpół-czynnika Z go terminu 
ze znakiem przeciw nym , rozdzielonego przez w y k ła 
dnika ftopnia: takim fpofobem, zm nieyfzem y iednym 
terminem zrównanie podane nie narufzy w fzy  w  niem 
zw iązku.

§. X X III. •
Kiedy więc fpofoby w  whifnościach zrównań do- 

irówni^w*- ftrZ£^oue n ‘e udały nam fię na ich rozwiązanie ogól- 
tiłg l" fi" 7 o .  nć> zoftaw m y te badania iia potem, a teraz wróci- 
■wód wzoru w fz y  fię iefzcze do zrówSafi**!* początku §. 1 9. z 
Newton*. mnożenia wyciągnionych, uczyńmy w  nich w fzyftkie 

pięrw iaftki równe, to ieft a = b ^ = c= d — e i t.d. zró
w n an ia nafze odmienią fię na różne potęgi, i tak 
otrzym amy
z  piew fzego - - - x 3— i n x 2Ą-$a2x — a 3= ( x — a)3— $M 

x 3+ j a x 2-i~^a2x-ha3= ( x + a ) 3= o  

Z drugiego - - x 4— 4Cix3+ati2x 2— 4fl3x+ fl4= C x— a )^ = o  

•. •“ x 4+ 4 a x 3-ł-<sn'1x 2+4U3x-¥ci'±='(x±a)ihj?:o-. 
Gdybyśm y byli roftrząfali w yżfzych  ftopni zrów na
nia, pokazałyby nam fię z nich w  terażnieyfzem p rzy . 
pufzczeniu w yżfze  potęgi, które w fzyftkie razem po- 
daią nam dowód tych praw , któreśmy tylko s fame
go rachunku w  potęgach wielo-kfzta'łtnych (mulłjfor- 
mes) doftrzegli. Teorya bowiem  ogólna zrównań 
dopiero fpoftrzezona uczy n:is, ze w fpółczynnik zgo  
terminu zam ykać pow inien fummę w fzyftkich w a r
tości x ,  gdy te 'wartości w fzyftkie' fą m iędzy fobą 
równe', iedna z  nich tyle razy  bydż powinna p ow tó
rzo n a , ile ma iedności w ykładnik m iyw yżfzey ilości 
niewiadom ey. Przeto ieżeli m ieft ten w ykład n ik-, p o  
-nieważ tyle bydż pow inno pierw iaftków  zrównania;

pow inno
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powinno toż famo m bydź wfpół-czynnikiem  drugiego 
terminu. Powtort- Mnogości z dwóch na raz pier- 
w id ftków  o d m i e n i ą  fię  każda z ofobna na a 2* mno
gość każda s trzech pitrw idftków  na a3, i t. d* prze
to wfpół-czynnik trzeciego terminu zam ykać p o w i
nien az tyle razy powtorzone, ile pierwiaftki a ,b ,c ,  
i t. d. mnożone po dwa na rdz, w ydadź mogą mno
g o ś c i  różnych. Wfpóf-czynnik czwartego terminu za
m ykać powinien a3 tyle razy, ile też fame pierwia- 
ftki dadzą "mnogości różnych, mnożąc ie po trzy na 
raz , i t.d. Wiec dla oznaczenia trzeciego, czwarte
go, piątego, jn -̂o terminu w iedzieć należy, w iele m 
liter dadź m oże Vóżnyćh mnogości, mnożąc ie po 
dw ie, po trzy, po cztery, i t.d. na rdz.

Nie ieft zaś trudno doftrzec, iż mainc m liter, i 
układaiąc ich po dwie, po trzy, po cztery, i t. d. 
m i ę d z y  fobą, przez w fzy ftk ie  które fię tylko  wyna- 
leśdź mogą położenia* nie ie ft m ow ie trudno do- 
ftrzec, że:

Naprzód: Liczba kombinacyi układaiąc ich po 
dw ie, będzie dw a ra zy  w ięk fza  od liczby mnogości 
różnych, mnożąc ich po dwie. Maiąc bowiem  dwie 
litery  a, b, m ożna z nich zrobić dw a porządki a b , 
iba-y ale te dwa porządki nie czynią tylko iednę też 
'fame mnogość.

Powtore: Liczba porządków  kombinuiąc k ilka  liter 
p o  trzy , ieft fześć razy w iękfza od liczby mnogości 
różnych, mnożąc ie po trzy, U lożyw fzy  bowiem  n.p. 
■trzy litery a ,b ,c ,  w e  w fzyftkie mogące fię wynaleśdź 
porządki, m am fześć kombinacyi, abc, acb, cab, bac, 
bca, cba* mnogość ich atoli ieft tylko iedna. Tym 
że famym fpofobem poftępuiąc, doftrzeżem y, że czte
ry  n.p. ilości m ogą mieć. 24 kombinacyi, w fzyftk ie  
■atoli nie czynią tylko iedng mnogość. Podobnie, 
liczba kombinacyi w ielu  liter po pięć na rdz, ieft fto 
dwadzieścia razy w iękfza  od liczby mnogości* i t. d. 
A  co na iedno w ynidzie: że liczba m npgości z dwóch 

G j  na
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na raz liter ieft =  licz: komhm:. liczba mnogości ró- 
i . z

inych s trzech na raz liter =  kombl ': s czte-,
i . z . i

rech liter ' = ,kzb: kombin:: s piąciu liter « llc:z^ ±  
1 . 2 . 1 - 4  1.2.3. + .S

i t. d. to ieft ogólnie m ów iąc: że liczba mnogości 2, 
ilekolw iek  liter, ieft rów ną ułom kow i, ^którego li
cznik pokaźnie liczbę kombinacyi, a "mianownik- 
m nogość z liczb naturalnych 1. 2. 5. 4. y. i t. d . a i  
do tey, którą oznacza- z w ielu  liter fkłnda fię mno
gość. Żebyśm y w ięc znaleźli w z ó r  ogólny na w y 
rażenie każde'go w fpół-czynnika \v potędze d\vró\ 
w yrązow ey, wiedzieć nam teraz należy liczbę kom 
binacyi złożonych z m liter, układaiąc ie po dwie, 
po trzy, po- cztery i t. cL Zaftanó.wmy fię nad tem 
dociekaniem:

Maiąc m liter i chcąc ich układać po dwie na 
raz, poniew aż iedna litera nie może fię kom binować 
fama s foba-, oczyw ifta ieft rzecz, że ieft m— 1 liter 
do kombinowania Z nią; więc ta iedna litera da — 1 
kom binacyi; a poniew aż ieft m  liter, w ięc będzie

tn. m— 1 kombinacyi. Przeto liczba mnogości ró-.

żnych z dwóch na raz liter, w yrazi fię przez w . m 11
t.z

Chcąc kom binow ać po trzy na raz litery; potrze
ba, aby każda kombinacya z dwóch liter układała fig 
s każdą inną literą którey nie zam yka, to ieft z li
czbą liter w yrażoną przez m— z-, przeto każdy z- 
ofobna porządek z dwóch liter w yda m— 2 kombina

cyi s trzech liter; w ięc poniew aż ieft ni.tji— { kom 
binacyi z dwóch liter, a każdą z nich w yd a m— 2 
kombinacyi s trzech liter; będzie w lzyftkięh kom bi

nacyi s trzech liter, in.ro— i.vi-r<-z-, w ięc liczba mno
gości



gości różnych s trzech liter w yraża fię przez m. 
(m — 1)( m— 2)

2 . ?
Ciągnąc daley to famo rozum owanie, znaydziem y, 

i e  liczba kom binacji sczterech liter w yraża fię przez 
-,n(m— i ) (m— z ){ m — poni eważ należy każdą kom- 
binacyą s trzech liter ułożyć z inną czw artą, któr-ey 
ona nie zam yka, a zatem zoftaie m — $ liter do kom
binowania s każdym porządkiem tróy-literanym; do- 
ffcanie fię w ięc na każdego m— j  kómbinacyi: aże 
ieft m (m— i)(m — z )  takow ych porządków ; w ypada 
vn(Yn— i)(m — z}(m — $), kómbinacyi po cztery na raz 
litery. Zaczem  liczba mnogości różnych w yraża fię

przez m (m 2) { m 3 )m Tym  fpofobem do-

1 ‘  r  . * •  4
w ieśd ż łatw o, że liczba mnogości s piąci liter, rów na

ieft, s fzekiu liter .
i .  z .  3.  4. s

_ m (m —  t )(m — z ) (  m— S)(m — 4)  Wnie_

I .  Z. 3. 4. 5-. '6
śmy w ięc s tych wTzyftkich u w a g ; że potęga m dwó- 
w yrazo w ey  ilości x  a tali fię w yraża  -ogólnie:

(x_±a)m= x mjt m a x m- l + m . m 1 a :tx m~* — ’ )
l . 2 f.2 . 

( m - 2 ) n2xm^ +m  (in 1 ) ( m - 2 )  Q n - i ) „ ą^ 4 Ą. [ t

3 7. 2. 3. 4
Przyśliśm y w ię c  do ściflego dowodu wzoro^AY- 

uHona, którego niefkończone ieft użycie po caley Ma
tematyce i Fizyce. Mógłby nam kto zarzucić, że 
w zó r  do odwikłania funkcyi flużący, nie zawieraiący 
żadnego zw iązku  dowiedliśm y przez teoryą zrównań, 
a przeto prawdę ogólną p rzez fzczególną, ale za- 
trzym aw fzy  fię mysią nad w ielką ogólnością zró
w n ali tu przyftófow anych przyznam y, że te w yraża- 
iac iak ikolw iek  zw iązek w fzyftkich  razem ilości W 

G4 funkcyi
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funkcyi zamkniętych, ani będąc do żadnych fzczegól- 
nych zw ią zk ó w  miedzy terminami przywiązane?', ros- 
ciągaią fw oie włafności da zrównań t o s a m y c h  

(identknj, do których należeć mogą w fzyftkie w zo ry  
na fw e  terminy odw ikłane, a zatem i teraźnieyfzy. 
O prócz tego włafności zrów nań, które nam tu do te
go dow odu ftużyły, nie fą zagruntowane na konie
cznym  zw iązku  ale racżey na Ikładzie funkcyi w  zró
wnanie wchodzących. S tego ow fzcm  przykładu po- 
kazuie fię iefzcze iaśniey to, cośmy iuż w yże y  do- 
ftrzegli, iak ieft ścifta wzaiem ność między zrówna- 
niam i, i funkeyam i im odpowiadaiącemi; iak dofko- 
nałość iednych w p ły w a  w  dofkonałość drugich, iak 
nakoniec iedne obiaśniaią i dow odzą drugie, w  czem 
iednak należy nam bydź barzo oft rożne mi na całość 
p raw  geometrycznych, które nam nakazuią nayści- 
sleyfzb' przeftrzeganie ogólności początków .

Należy nam tu tylko to iefzcze uw ażyć, że cały 
dow ód teraźnieyfzego w zoru  tak ieft rofpo rząd zony, 
iż  ieden iego termin dow odzi fię przez drugi poprze- 
dzaiący. Zoftaie nam w ięc iefzcze takow ą znaleśdź 
demonftracyą, któraby ftużyła na każdy termin bez 
żadney zawiftości od innych, ale tak rozległa ogól
ność (ktadaiąca całą piękność matematycznych począ
tk ów  będzie dopiero w  m ocy w yżfzych  matematyki 
części.

Uiycie wioru Zatrzym aym y fię teraz nad rożnem przerobieniem 
N e w t o n a  ros nafzego w zóru i iego użyciem: marne w zgląd  na ilość 
ciągnione do z w ykładnikam i odiemnemi, przekonam y fię, że w zór 

kol wiek* wy’-" Newtona t;|k fię może w yrazić;
k ła d n i k ó w .  s a m(-,n— i)ci*

(x_±_a)m= x m[ i -----1----- - ł 'ł_------------- ---------
'  ---  , * V  ---  X  t ' 2  * ---
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który w yraz flużyć nam będzie niżey
Nie



Nie potrzeba nam zaś zapomnieć że te'n w z ó r  fun
kcyi dw ó-w yrazo w ey prow adzi nas do podobnego 
wyno.fz.enia funkcyi w ielo-w yrazow ych  trzym aiąc fig 
fpofobu brania kilku term inów za ieden w y że y  w y 
łożonego. Nadarza nam fig tu iedno pytanie: czyli 
odwikłanie funkcyi dw o-w yrazow ey podług w zoru  
Newtona oznaczoney w ykładnikiem  całkinj i doda-, 
tnyro, rosciągnąć fię może do. funkcyi z wykładnikiem  
yłom kow ym  i odiemnym, to ieft: czyli tę famę' pra
w a  które nam fiużą do w yrażenia (x  +  a)m, ftużyć

mi, i

nam i.efzcz.e mogą do wyrażenia (x_±a)n lub 
(x±_a)~P, p będąc ułomkiem lub liczbą całką. D ow ód 
któryś my w yżey  w yłożyli, nie pokazuie nam tego,- w a 
żną atoli ieft barz.o rzeczą roftrząfn.ąć czyli pra
w da nie daley lig rości aga niżeś.my ią ogarnęli, a upo- 
wfzechnienie nafzych myśli bjdoby tegoroftrząfania 
pierwfzym . nafdmprzód fkutkiem. Oprócz tego w y 
nikłyby s tego inne iefzcz.e p o żytk i, które' pow inni
śmy łatw o zgadnąć s poprzedzających wiadom ości, 
lakim że fie tedy fpofobem o tym  dom yśle zapewnić? 
O w óż ieden, który nam fię tym  czafem nadarza: 

Przypuśćm y że to, o czem  fię dom yślam y, ieft
m

praw dą, i, w yraźm y (xĄ-a)n podług p raw  w yżfzych, 

w ypadnie nam:

,  ™ m e t  — ( —■ ci*( H---------- [_ n V ł! J a -f- n y n ) \
\  n x  , ,  —r --------:— -

R o z d z i a ł  I I I .  i o y

2 X2 I .  Z. I

-t- ł» V n ~l J\.~ zJK~t. i  )  a4 _i_ ;

2. 3- 4
w fzyftkie' terminy naftepuiące w  tym fzeregu po ie-m 
dności, nazw iym y p, a w zór nafz zamieni fig na

1H

— x 11 (1 + p )i w yniófłfzy obydwa członki do potęgi 
n, będzie; (x-\-ci)'n~ x m( t + p ) n zrównanie tofame'; 
ieżeli w iec x m(i-h p )n rozw iązaw fzy, i przyw roci- 

Gy “ w fzy



w fz y  p fw oię w artość, otrzym am y takie famę termi
ny, iakie nam w y ie y  dat w zó r (x-ł-a)m; znakiem bę
dzie, że w z ó r  Newtona prow adząc do w ypadków  

praw dziw ych, roscirjga fię iefzcze na w ykładniki 
ułom kowe' dodatne. Rachunek pow inien nas o tem 
przekonać; doświadczm y go:

(n— ,)
( i+p)n=i+np+n. n -  p*+n. — ---------------- r

( n —  i ) (}1— 2 ) (  n— i )
+tK -------- _ ------- -- . t d . . (A)

fOrt A lc e bry  Cz ęŚĆ I.  .

, ^ - o ( = - o
i .   ̂ X 1 1 . 1 . 1  x i

■------------- -----------------------  -------------- x 4  -V -  i  t -  c ł .
i .  2. j .  4

ml mY m  ̂ a5
—  n3 x 2 n 2 ^  « ~ 1 )  +  i t. d.

>. 2

+■ i t. d. tc w fzyftk ie  wartości różnych po-
P ~  n3 x*
tęg p, p o ło ży w fzy  za p, p2, p 3 i t. d. w  w zorze (A ),

a
i u ło żyw fzy  terminy podług potęg wypadnie:

.  ” , ( 't - Q g ^ . " » ( 7 - | X r ’ 0 4 - it .d .

2 * *  I. z. } x i

m y  w— i \  

«  ^ i  '
i t.d.

^ ( ^ ) C - r )  +i,d-
W ykonawTzy mnożenie w fzyftkich  w fpół-czyn m ków ,
i w ym flzaw fzy  terminy wzaiem nie fię znofza.ee, otrzy-

m amy



.............. ( m - i )
m am y za wfpoł-czynnika ilości x% - >»«.— j - r  

(m 2) 2a w fpół.CZynnika i t.d. a przeto w zó r  Ne*
3 X*

w ton a przyprow adza nas do tak pewnych w yp adków  
w  potęgach w ykład ników  ułom kowych dodatnych iak
i w  w ykładnikach ciiłkich.

Co fię zaś tycze w ykładn ików  odiemnych n. p.
m_ m '

( x + n )~  »f połóżm y (x + a )~  n = £ )  . .  , — Q(x+aJrT-

ieżeli rozebraw fzy te funkcye podług w zoru N ew to
na traiiemy na takie w yp adki, iakie' nam to zró
wnanie pokaźnie, pew ni bydź m ożem y, że w zór N e
w tona rosciąga fię nawet do funkcyi z w ykładnika
mi odiemnemi. D ośw iadczm y trzech przynaym niey 
początkow ych terminów.

1,1 m s  W / ”* N V
<  i - ’"  1  + T‘ ( "  + ' )  + 

v  « *  ]  * 3 ~

C s -M  ) ^ i +  i t .d .')  . - - (Q_)

~T ~ x3
!IL V L f a a w / ’>» . \
n -------- y  »  ~ x "  ”  11 '  *2__ \  ł l

1. 1 1. i-

) i i + >  t. d.

?
rozm n ożyw fzy p ierw fzy  fzereg przez drugi, 1 ftans- 

w rzy  przynaym ntey ™  wfpół-czynniku - 3 , otrzym am y:

x  \ > —  ,1 X  ---- ----- ------x i  ------- .  X 3

R o z d z i a ł  I I I .  *07

l .  2 I. J>- i

V I Cl *n l  (  o. \
+  7 1 ' V T + ' V

n x  » '• * *  n

C6
-X3
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iw f  m \ _ i
-  ™±(

~z  * *  n 2 '

+  l \ ( ^ L _ z ' )a 3
n  \ n  J \  n  J  —

-  7 - 7 -  *3

w ykon aw czy cały ten rachunek, który tu ieft nazna
czony, otrzym am y terminy w fzyftk ie  wzaiem nie fig 
znofżące, tak daleCe: że c:tły fzereg będzie rów ny

m
iedności, podług zrów nania i — Q (x+ -a )n  - Pewni

w ięc iefteśmy, że w z ó r  Newtona rosciąga fig do futi- 
kcyi iakichkolw iek w ykład n ików  całkich lub ułom- 
kow ych, dodatnych lub odiemnych. D ow ód w ięc 
te'n któryśm y w y że y  z teoryi zrów nań i kombinacyi 
W }'dągli, lubo fię zd aw ał ogólnym, ieft iednak Izcze* 
'gólrjym barzo, bo fię tylko rosciąga do famych w y 
kładników  całkich dodatnych. Te zaś oftatiiie do
w o d y fą raczey doświadczeniami rachunku, niżeli fci- 
flemi dowodami MatematycZnemi; zaczem  zoftaie 
nam iefzcze do w yżfzych  części taki dowód Wzoru 
N ew tona, któryby fię fwą ogólnością rosciągnął do 
w fzyftk ich  iakichkolw iek w ykładników .

:Poiiie'waż w ykładniki u ło m k o w i oziracZaią za- 
Stofowahfe w izę  wyciąganie p ierw iaftków ; przeto w zór Newto- 

'wtoiu N c w r o  na fiuży nam nie tylko do w ynofzenia funkcyi do 
„a do wyc.i*ga p0tgg iakichkolw iek, ale nawet do wyciągania pier- 

W iaftków  s funkcyi zupełnych i niezupełnych. Te 
Sach iakich. oftatnie, poniew aż nigdy nie prow adzą do w yrazu 
kolwicJf, fkończonego, zaczem  pafmo terminów W potęgach 

niezupełnych pociągnie fig bez końca, i da to, co na* 
zyw aią  S z e r e g i e m  (Series). leżeli w  tym fzeregti 
termiuy tem fię barziey zm nieyfzaią im fą o d leg l cy 

tr
'fze ,'to  teft, kiedy ~  ieft praw dziw ym  ułom kiem ;

Szeregi nazywaia_ fię M aleiącem i (Convergenłes); ie- 
■io\i zaś te terminy tem fię barziey p o w i e k f z a i ą  im

■fię
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fię daley ciągną, to ieft, kiedy x  ieft liczbą całką

l u b  u ł o m k i e m  f a ł f z y w y m ,  n a z y w a i ą  fię W z r a s t a i ą -  

c e m i  (Diner genłes).
Trafiliśm y iuż na dw a gatunki funkcyi, które' nas 

prow adzą do fzeregów, a które biorą fw ó y  począ
tek w  działaniach przyw iązanych do pewnych kon- 
dycyi, iakie fą dzielenie i wyciąganie p ierw iaftków . 
Ten rodzay rachunku zatrzym a nas niżey z w iękfzą  
obfzernością.

W zory któreśm y podali na w ykładniki ułomkowe', 
użyte' bydź mogą w  liczbach niewymiernych, kiedy 
nam  w  nich zachodzi wyciąganie p ierw iaftków  n.p. 
chcąc znaleśdź w artość \/~ \ 01, potrzeba nam nafam- 
orzód 101 przyw ieśdż do w yrazu takieso, w ia k im

każdy s tych term inów zam ieniw fzy na ułomek dzie- 
fiątkoWy, i d odaw fzy ich razem , otrzym am y za w a r
tość V  101,  liczbę blill;ą io ,oą<)S7$6 i t. d.

Nie chce'my fię baw ić nad przykładam i takow ych 
'działań , bo każdy zrozu m iaw lzy  ogólne' początki 
będzie w  ftanie fdm p rzez fię w  nich podług upo

doban ia  ćw iczyć fię.

Nie zgubm y fię w  tych •wycieczkach, do których'OKcibiepier. 
nas w yciągnęły w łafności ogólne zrów nań. U w aża- wiaftk0™IIC” 
liśm y iakiegokolw iek ftopnia zrównanie, iako po- 'oJ,n>c‘i,h 
Twftaiące z zrów nań p ierw fzego  ftopnia przez fiebie Gnaniu.

rozm n o;

a u c zy n iw fzy  w  w zorze (P), x^= ioo, x  = o , o v ~ n —  ~  

otrzym am y:

(p.o i )3 _  rC o ,o Q 4 +  3r(o,o i ) 5

16. 12$ 12S0

§. XXIV.



rozmnożonych, m ożem y ie w ięc iefzcze uw ażać ia- 
ko  powftaiące' z zrów nań innych ftopni od liebie 
nizfzych, byleby tak dobranych; aby z ich mnogo
ści w yp aśd ż m ogło zrównanie podane'; i tak zró
wnanie jg o  ftopnia m ożem y u w ażać iako pow fta
iące' z zrównania 2 go ftopnia przez zrównanie /go; 
zrównanie j go ftopnia, iako powftaiące z zrów na
nia jg o  ftopnia przez Zrównanie 2go rozm nożone, 
i- t. d. leżeli będziem y u w ażać zrów nania w y żfze  
iako powftaiące' z zrów nania 2go ftopnia; ponie'waż 
te mogą zam ykać -pierw idftki uroione', zrównania 
także w yżfzych  ftopni będą m ogły zam ykać tyle par 
p ierw iaftk ów  uroionych, ile w  ich fkłarf wchodzi 
zrów n ań  2go ftopnia. Zaczerń zrównania ftopni 
parzyftych będą m ogły mieć w fzyftk ie pierw iaftki 
uroione', ftopni zaś nieparzyftych mufzą mieć konie
cznie przynayrnniey ieden pierw iaftek rzetelny.

Uw ażaiąc jakiegokolw iek ftopnia m zrównanie, ia
ko powftaiące z zrów nań 2go ftopnia; tych zró
w n ań tyle tylko wchodzić może za m nożników  w. 
zrównanie w , ile razy 2 zam yka fie w  w ykładniku 
ftopnia, Ąlc poniew aż zrównanie ftopnia m, zamy* 
lid m  p ierw iaftków , z nich tyle m ożem y ułożyć zró
w nań 2go ftopniat ile  razy kom binow ać m ożem y m 
p ierw ia ftk ó w , biorąc ich po dw a na raz, to ieft 

m —  1
ni. “— ‘ Każde w ięc zrównanie ftopni? m  w y d ad i 

m— 1
m oże m. ~ Zrów nań 2go fto p n ia , ale tako

w ych  zrównań nie wchodzi w  icgo fldad tyłka liczba 
m
—  gdybyśm y w ięc chcieli w yrazić przez zrównanie

x*+ax-k-b— o w fzyftk ie  zrównania 2go ftopnia, któ- 
re' tylko w ydadź może zrównanie ftopnia rn, potrze
ba aby b będąc mnogością w fzyftkich p ierw iaftków , 
tyle miało w artości, ile w ypaśdż może kombinacyi
1  rn p ierw iaftków , biorąc ich po dw a na raz; za-

czdm

n a  A i c e b k y  Część I.
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cze'm b musi bydż danć przez zrównanie ftopnia m. 
rn— i

~ : toż famo trzym ać m am y i o a, które ieft

fumma pierw iaftków . Podobne' rozum owanie prze
kona iras równie, że uw ażaiąc zrównanie m iako 
powftaiące z zrównań $go ftopnia, i chcąc te w fz y 
ftkie zrównania jg o  ftopnia ogarnąć w  zrównania 

musi c bydż dane przez zrów na- 
(  rn—  i )  ( ni— z )  

nie ftopnia tn. ~  “  poniew aż tyle w ypada

kombinacyi z m p ierw iaftków  biorąc ich po trzy na 
raz, a zatem tyle złożyć m ożna zrów nan fg o  fto
pnia, s których iednak nie wchodzi za m nożnikow

m
w  zrównanie ftopnia m tylko  liczba Wniefie fo

bie każdy iak należy rozum ować o zrównaniach 
w yżfzych  ftopni uważaiąc ie’ iako m nożniki 
ftopnia m. W eźm y za przykład zrównanie 4g<x 
ftopnia na począku §. 19. położone' ( x — a)(x~~b) 
( x — c ) (x — ( i) = o ,  biorąc z iego p ierw iaftków  po 
d w a na raz , ułożćm y fześć zrów nań zgo  ftopnia, s 
których każde' dw a rozmnożone' przez fie, dadza zró» 
wnanie czw artego ftopnia podane; to ieft:

( x — r oz mnoż one  przez ( x — r) ( x — d) 
( x — a )(x — c) .  - . (x — b)(x— d)

( x — a )(x — li) - - - (  x — b )(x — c)
( x — b ) ( x — c) . . .  (x — a )( x — d)
( x — b )(x — d) . . .  (jf— a ) ( x — c)
(.x— c )(x — tł) * ( x — a ) ( x — b) .

Gdybyśm y doszli fpofobu rozebrania zrów nań jakie
gokolw iek ftopnia na zrów nania pierw fzego łub dru
giego, które iuż um iemy rozw iązać, przyfzlibyśm y do 
praw ideł na Wynalezienie pierw iaftków  każdego zró
w nania. 'Nie m ożem y w ątpić, źe maiąc n. p. iedno 
przynuym niey zrównanie igo  lub zgo  ftopnia wcho

dzące
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dzące w  fkład zrów nania ftopnia m, możem y przez 
nie to zrównanie rozdzielić i zniżyć ie do ftopnia 
m — /, a lb o m — 2. Bo maiąc n.p. zrównanie — a = o ,  
które wchodzi w  (kład zrów nania A  któregokol
w iek  ftopnia, tak dalece, że w ło ż y w fz y  v/ A , x = a ,  
A  przyw iedzie fię do zero; musi koniecznie^ A  bydź 
zupełnie rozdzielne przez x — a. W ątpiem yż o tćm? 
n azw iym y w  zrównaniu A  w fzyftk ie  inne p ierw ia 
ftki oprócz x — a, Q-, w ięc ieżeli A  nie ieft zupełnie 
rozdzielne przez x — ci, wypadnie podług praw ideł 

A  R
dzielenia ~~ = 0 +  &  znacząc refztę z d z ie 

lenia pozoftalą, a zate'm A = z (x — a)Q+-R, u czyn iw fzy  
x — a, (x — a )Q  będzie zero; ale i A  ieft także na 
ten czas zero, podług p ierw fzego  przypufzczenia,

^  — O
w ięc R^=o, a przeto x _fl

§ XXV..
Niżeli poydzićm y daley, uczyńm y tu krótką uw a- 

Ttómiczy fię ka.,dy ftopień zrów nania ma fw oie w łaściw e do 

fólTofwobo- rozw iązania go praw idła i włafności z  nich w ynika- 
Jieniś iró. iące', nie m ożem y w ięc poty przyftąpić do rozwią- 
wnań od xni- a jakiegokolw iek zrów nania, poki fię nie dowie-

ftkowPychToa nly O iego Ilopniu. Sądziemy z a i  o 
niewymierne k o lw ie k  zrów nania z w ykład n ika lło su  nieznaney, 
i«i, ieżeli w fzyftk ie fą całkie; ale ieżeli który z w ykła-

dników  bedzie łom any, przerw ie fie porządek, który 
w  zrównaniach foremnych zachow ać z w y k ły  w y k ła 
dniki nieznaney ilości: poty w ięc nie m ożem y bydź 
w  ftanie fądzenia o ftopnia zrównania, a zatem nie 
m ożem y przyftąpić do rozw iązania onego, poki w fz y 
ftkich ilości nieznaney w ykładn ików  nic p rzyw ie
dziemy do całkich. W ykładniki ułonikaw e pokazu- 
ia znaki pierw iaftkow e w  zrównaniu, które iefzcze
i tę maią nieprzyzw oitość, że będąc p rzyw iązane do 
wielorakich znaczeń w p raw iaią nas w  w ątpliw ość,

czyli
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czyli w fzyftkie' td znaczenia czyli tylko  iedno, i któ
re do nafzego pytania należy. Ieft w ięc rzeczą nay- 
pierw fzą niżeli przy (tąpiemy do rozw iązania iakie'- 
gokolw iek  zrównania, ofw obodzić ie' ze wfzyftkich, 
zn aków  pierwi-aftkowych. Zatm dniym y (lę teraz 
tern działaniem.

W iemy, źe zt>aki pierw iaftkow e odpadaią wyno- 
fząc do tey famey potęgi ilości pod niemi zaw arte; 
dla tego- fpofób, którego tu użyiem y ieft łatw y do 
zrozum ienia iuko w yćiągniony s poprzedzających 
wiadomości. Iaśniey on fię pokaże w  rachunku, 
nłż gdybyśm y go, flow y w ykładali. Niech będą zró
wnania .

?>
x * + a V ' x + m — o - - x3:— V  (x — -a )Ą -d ~ o ................-

\A XĄ-V' X2+ x rf+ /= 0 .
odbądźmy lię z dwiem a pieYwfzemi nafamprzód:

■V
aV" x = — (x -+ m ) - - .x ‘‘•Ą-d— r ( x — a j 

nzx — (x*-\-m)z - - ( x 3+d)-i— x — n, czyli: 

x 44-2inx2— a*X-t-m2= o  - - x'*+^ dx6̂ i-^d1x :3-+d^— 3t+a 

p ierw fze  w ięc ieft czw artego, a drugie dziewiątego 
ftopnia. Zrów nanie trzecie’, dw a zam yka znaki od
dzielone', a zatem, dw ojakie takow e w  niern zacho
dni działanie: naprzód

— ( V x + x d + f )  - - x 3= — (,Vrx+xd+rfy3; a 

n a zw a w fzy  y ;d + f= p j m am y, x - — — p l — }p ’l V x —  

3p x — x V x ,  czyli - - x 2+ p ^ + j p x = — ( ^ p ^ x ) V rx ,  
(’x a+-p')+^jo>:)ł = ^ p :!-ł-3c)1x . w ło ż y w fz y  w  to ofta 
tnie za p, xd+-f\ otrzym am y zrównanie fzóftego fto 
pnia wym ierne. Gdybyśm y więcey iefzcze mieli zna
k ó w  pierw iaftkow ych w  zrównaniu, złączonych s fo- 
bą przez fame znaki dodatne lub odiemne; działanie 
teinby było trudnieyfze, i ten fpofób iefzezeby nam 
fię nie zaw fze udał. U źyim y przeto infzego.

Oi\Vobodzić zrównanie iakie od znaków  pie’rwi»- 
H ftkow ych
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ftkow ych ieft to tyle w prow adzić kondycyi do na
fzego zrównania, ile fię takowych zn aków  potrzebu- 
iących ofobnego działania znayduie W zrównaniu. 
W fzyftkie te kondycye ściągaią fię do tego aby te' 
znaki znikły; nie można im w ięc inaczey uczynić zu- 
dofyć, tylko w p ro w ad ziw fzy  tyle innych nieznanych 
ilości, ile iię liczy  znaków  pierw iaftkow ych w  zró
wnaniu, podług §. 9. Ale iakże kilka nieznanych 
ilości w prow adzić w  iedno zrównanie, którego nie 
m am y s czem kombinować/’ W idzemy że początek 
j$. s. potrzebuie tu fpofobu nagięcia go do teraźniey
fzego przypadku. Ten fpofób ieft barzo profty. 
Uczyńm y każdy termin znak p ierw iaftkow y zamy- 
kaiący rów ny iedney nieznaney, przez co otrzym a
m y tyle zrów nań, ile m amy zn aków  pierw iaftko
w ych w  zrównaniu; w łóżm y pote'm w fzyftkie nie
znane na mieyfce niewymiernych w  zrównanie po
dane; a każde s pierwfzych zrównań w ynioflfzy do 
tey potęgi, którą znak pierw iaftkow y oznacza, otrzy
m am y liczbę zrów nań m + i:  ieżeli zn aków  pierw ia
ftkow ych liczba ieft m. Te w fzyftkie zrównania 
ftaraym y fię tak kom binow ać, aby z nich w fzyftkie 
nieznane now o w prow adzone w ypadły. Przyjdzie
m y tym  fpofobem p rzez eliminacyą do zrównania 
pew nego ftopnia zamykaiącego fame terminy w y 
mierne z iedną nieznaną. Niech będzie n.p. zró
wnanie;

3C1— y 'a x + V  d 1+ v r x-t-g=o

czynię - \/ax—y, - - lS d 2= z  - - x = u ,  s kąd 
mam cztery zrównania:
( , )  - - x 2—y-hz-hu+t?=o - - ( i )  - ax—y i= o  - -

( 3 )  - z 3 = 0  • ' ( * ) '  “ 2= °  
oftatnie daie mi x — u’1; złączone z drugiem n x = a « * : 
te wartości włożone w  ( 1)  (z),  daią mi dwa zró
wnania bez x

m4— y-
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m4— y - h Z + u + g = o  - a u i — y i ,  s pierwfzego otrzymam: 
z — y — u * — u — g  -  - Z 3 — ( y — u * — u — g ) 3 ~ d 1 f  czyli 
położywfzy dla fkrocenia u 4 - h u + g = p j  j wynióflfzy 
11— p, do potęgi trzeciey

y 3— Zy*P+ SV*y— P3— d2= o  - - au2= y 3 
dwa zrównania s których w yrzu ciw fzy  y, otrzym a
m y zrównanie na u  wym ierne: w ytraw m y ie pod 
naftępuiącym w zorem  n azw aw fzy

l p = A t - ■ $pz= B , — p 3— iiz— C, an '*=P. 
y 3— A ij-+ B y + C — o - - y 3— P = o . 

za pomocą tych dwóch zrównań potrzeba nam w y 
rzucić y, aby otrzym ać zrównanie wym ierne z ie- 
dną tylko niewiadomą u. Na to wyrzucenie prze- 
pify §. 7. nie mogą mim flużyć; bo te' rosciągaią fie 
tylko do ilości niewiadomych pierwfzego ftopnia.
Ufiłuym yż teraz odkryć fpofób w yrzucenia z  zró
w nań ilości niewiadomych iakiegokolw iek ftopnia, 
będąc do tey potrzeby porządnym ciągiem nafzych 
myśli przyw iedzeni.

§ XXVI.
Pamiętamy, że w yrzucanie ilości nieznanych lgo  Spcfoby eli.ni 

ftopnia odbyw aliśm y przez kombinacyą dwóch zró- nacyi ra airó. 

w n ań , która kończyła fie na tem, aby z dwóch zró- » y i-
w n ań  maiących fpólną pewną nieznaną, otrzym ać liyc pni* 
zrównanie bez tey nieznaney. Zrów nania w ięc w  
których takowe' działanie zachodzi w yrazić  m oże
my przez

n-t-£x=o - - - /4-\-Bx— o. 
gdzie, a, b, A , B, fą funkcyami innych nieznanych.
Newton w  fw oiey  Arytmetyce powfzechney podał 
nam do tego fpofób, o którym  iuż namieniliśmy b y
li, a- którego on użył aż do zrów nań 4go ftopnia.
Ten chociaż ieft niedoftateczny, godzien iednak przy- 
naynrinićy dla hiftoryi nafzey uw agi.

przyprow adzając ieden termin w  każdem zrów na
niu do tegóż famego w yrazu za pomocą mnożenia 

H2 mogę



mogę w  dwóch podanych zrównaniach albo w yrzu 
cić a, A, i rozdzielić potem zrównanie przez x\ al
bo tez zaraz w yrzucić bx, B x, Na ten koniec mno
żę pierw fze przez A , drugie przez a, odciągam ie» 

;dno od drugiego i mam:

A b x — ńB.\:=:o - - Ab— flB = 0 . 

albo mnożę pierw fze przez B, drugie przez b -i od- 
cingnąwfzy ie od Fiebie otrzym am : - - Ba— Ab— o.

Niech będą podane dw a zrównania zg o  ftopnia: 

a+bx-hcx'i = o  - - - A + B x + C x ‘1= o .  

mnożę pierwfze' przez A , drugie' przez a, i odcią- 
.ga-n tamto od tego rozd zieliw lzy  ić przez x j  wy* 
padriie:

Ab— Ba+C Ac— Ca)xz=o. 

pow tóre mnożę pierwfze' przez C, drugie przez c, 
a ich różnica będzie:

Ac— a C + (  Bc— b C ) x — o. 

przyfzliśm y do dwóch zrów nań igo  ftopnia s które'- 
mi cbfzedłfzy fię podług igo  przypadku przy idzie
m y do zrównania:

(Ac— Ca)(Ac— Ca)— (Bc~-bC)(Ab— B a )= o . 

w idzem y w ięc że eliminacya w  drugim ftopniu 
przyw iodła nas do oftatniego zrów nania które ieft 
4gn ftopnia, tak iak w  pierw fzym  ftopniu do zró
w n an ia ftopnia zgo.

Maiąc podane dw a zrównania 3go ftopnia: 
a+bxH-cx2-hdx3— 0 . . A -h B x + C x * + D x 3— o, 

m nożę pierw fze przez A\ drugie przez a, i odcią- 
gnąW fzy ie od fiebie przyidę do

B o— bA-h( Ca— cA )x+ (D a — d A )x-— o. 

powtóre do w yrzucenia oftatnich terminów mnożę 
pierw fze przez D , drugie przez d, a ich różnica 
da mi:

Ad— D a+(B d—  b D )x + (C d — c D )x 2=zo. 

d w a te zrównania zgo  ftopnia chcąc kom binować
p o d ł u g
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podług poprzedzającego przypadku, nazyw am  dla 
ułatwienia rachunku

Ba— bA— A ' - - - Ad— D a ~ n '
Ca— cA— B' - - - Bd— bD— b’
Da— d J — C  - - - Cd— cD— ć’ 

a zrównania przerobione w yrażą fię tym prościey- 
fzym  fpofobem:

A '-h B 'x + C 'x 2= o  - • '  fl'+ Z )'x+ c'x2= o .

's tych dwóch zrów nań mnożę pierw fze przez a ',  dru
gie przez A 1, a różnica ich da mi:

B 'a '— b 'A '+ ( C 'a '~  c 'A ') x ^ o .  

mnożę powtóre pierw fze przez c ', drugie przez C ' , 
i otrzym am  z ich odciągnienia: -

A 'c '— a 'C '+ (I i 'c '— b 'C ') x — o 
nakonicc dla ułatwienia rachunku nazyw am ;

B 'a ’— b 'A '= A "  - - - A 'c '— ci'C '= ci"

■C'a'— c'A ^ = B "  - - - B ’c'— b 'C ’= b "  

i  dw a zrów nania przerabiaiąc tym fam ym  fpofo
bem przyidę do oftatniego:

A "b "— a "B "= o  

które ieft ófmego ftopnia podług znaczeń liter, któ
reśm y im nadali. To atoli zrównanie ófmego fto
pnia ma iednego mnożnika fpolnego w fzyftk im  ter
minom Ad— Da, przez który rozdzielone w yda 
2równanie '6go  ftopnia

(A d — D a p + (A c — Ca)*(Cd— Dc)— 2(Ab— B a )(A d — D a )(C d —  

+ (B d — D b y (A b — Ba)— (Ab— Ba)(Bc— Cb)(Cd— Dc) 
— (A d— Da ) (A i— Ca )(B d — Db 

ciągnąc daley rachunek dw a zrównania 4^0 ftopnia 
p rzyw odzą nas naprzód do zrównania 1 6 . ftopnia, 
które' dobrze roftrząfnąw fzy znaydziem y w  niem 
m nożnika ggo ftopnia, rozdzielone w ięc przez niego 
zniży fię do ftopnia ófmego.

Przeto ten fpofćb tę ma w  fobie nieprzyzw oitość, 
ic  lias w iedzie do m nożników  nie należących bynay- 

H j m niey
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mniey do nafzego zamiaru. W  takow e mnożniki 
obwikłane zrównanie da pierw iaftki fa łfzyw e ,które 
pytania nie rozw iążą, bo mu fą cale obce. Nie ma- 
iąc w ięc fpofobu na rozróżnienie tych pierw iaftków  
które do pytania praw dziw ie należą, od tych które 
niedofkonałość rachunku wciągnęła, iefteśmy w  niebe- 
fpiecze'ńftwie trafienia na fa łfzyw e rozwiązanie py
tania. Tać to przyczyna dała do myślenia Geome
trom o innym now ym  i dokładnieyfzym fpofobie 
eliminacyi. Ich wielorakie badania fą naylepfzym  
dowodem natężonych ufiłowań, któremi chciano, te 
trudności pokonać. Obierzemy fobie iedno z nich, 
które wyciągnione s czyftych rozum ow ań, da nam 
dokładnieyfze wyobrażenie o naturze tego rachunku* 
j iłużyć nam będzie mogło na rozwiązanie w ielu 
innych różnego rodzaiu pytań.

Zaczniym y od przykładu fzczególnego: Maiąc dw a 
zrównania różnych ftopni;

x 2-t-Px-hQ =o  - - - x 3-t-px2-i-qx-hr=o 

w  których P, Q , p, q, r, zam ykaią inne iakiekolw iek 
ilości nieznane, a chcąc s tych zrów nań w yrzucić x ,  
nic innego fobie w  tem nie zamrerzamy, iak tylko  
zrobić iedno z nich zrównanie m iędzy P, Q , p, q, r; 
to ieft; odkryć zw iązek który zachodzić powinien 
m iędzy w fzyftiem i innemi ilościami w  zrównaniu 
potrzebny na to, aby w ypadło x .  A le iakżeby ten 
zw iązek można wyciągnąć z dwóch zw iązk ów  od 
fiebie różnych, gdyby te nie miały fobie coś fpólnego 
łączącego ie s fobą wzaiemnie? Zaifte musi konie
cznie zrównanie iedno iakąś zam ykać w łafność, któ
ra flużąc drugiemu, byłaby razem gruntem tego poró
w n an ia  które fobie m iędzy wfpół-czynnikam i P, Q, 
p , (], r, zakładam y wynaleśdź. A  poniew aż dw a 
zrów nania, które tu fobie za przykład obraliśmy ró
w n ie iak i w fzyftkie inne do tey teoryi ttużace, chce
m y mieć nayogólnieyfze w  fw oim  rodzaiu, dla tego 
nie możemy w  nich przypufzczać żadnego w arunku, 
któryby ich znaczenie ścieśniał. Uważaiąc ie bez ża-
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dney m iędzy fobą zawiffości, a nie mogąc przyiśdź 
do rozw iązania tego pytania któreśmy tu fobie zada
li nie w p row ad ziw fzy  iakow ey fpólności m iędzy na- 
fzem i zrównaniamii m ufzem y przydadź drugi ten 
warunek potrzebny, i ftarać fię obydwóm  w  rozw ią
zaniu zadofyć uczynić. Na czemże zagruntujemy tę 
fpólność? oto na iltotnym charakterze zrów nań i ich
pierwiaftkach. ^

Z eby dwa zrów nania m ogły w jrdadź zw iązek mię
dzy ich wfpół-czynnikam i, i oraz bydź fobie w  czem 
podobnemi, potrzeba koniecznie, aby ieden ich pier
w iaftek czyli w a r t o ś ć  na x  w łożona w  iedno i drugie 
zrównanie, m ogła ie obydw a razem przyw ieśdż do 
zero* w ięc żeby znaleśdź pew ny zw iązek m iędzy 
P> Qt Pt *lt rt któryby m ógł zgubić x ; potrzeba konie
cznie, aby obydw a zrównania m iały ieden p ierw ia
ftek fpólny; i całe' pytanie nafze w ychodzi na to: 
znaleśdz zw iązek pew ien m iędzy wfpół-czynnikam i 
Pt Qt Pt <lt r> potrzebny na to, aby obydwa zrów n a
nia podane m iały ieden pierw iaftek fpolny:

N azw iym y m ten fpolny pierw iaftek: będzie 
x — m fpólny mnożnik obydwóch zrów nań, a przeto- 

x - + P x + Q =  (x— m)  (  x + A )  

X 3+ p x z+ q x + r = ( x — m ) (  x 2+ a x + b ) ,  

gdzie A , a, b, fą ilości nieznane: z  dwóch tych ofta
tnich zrów nań w ypada:

x 3-\-px'1+ q x+ -r_x 2-i-Px-hQ - - -

x * + a x + b  x + A
(  x 3+px*-i-qx+-r ) ( x - ł- A ) = ( x z-ł-Px-ł-QJ( x * + a x + b ) . 

w y k o n a w fzy  mnożenie otrzym am y zrównanie Tofa
me, którego każdy termin w  iednym członku, iedno 
ieft s terminem mu podobnym drugiego członka. 
Równaiąc w ięc między fobą w fpół-czynniki s tego 
mnożenia wynikłe', otrzym am y cztery zrównania: 

( l )  - A + p = P + a  - - ( 2) - A p + q = Q + P a + b  
( l )  - A q + r = Q a + P b  - - (+) A r = Q b .

■H4 pie'rwfze



pierwfze' i drugie daie:

A — P— p + a  - - b— Pp— p2-]-pa+-q— Q — Pa, te' w a r

tości w ło ży w fz y  w  ( j )  przyidziem y do 

Pp(P— p')+pq— P<2 — r = P (P — p )a — (Q — q)a, a zatem 
Pp(P— p)+pg— PQ— r _ zp_ Q (P — p ) + r ____

P(P— p ) - - ( Q - q >  P(P— p) (Q — (])

te fame w artości za  A , b, w łożone w  (4 )  zrów na
nie, wydadzą
Q (P — p )a + r a = Q p (P — p)-hQ (q— Q )— r(P— p ), przeto

n = Q p (P -p )+ Q tq -Q )-r (P -p) _ Q r g -<?;+?>•

Q / P - p ) + r  P Q (P -p )+ > '
idzie w iec za tein, że

?J' +I----------—  el)+P> s którego po-
P(P— p)— (Q—q) Q (P-P)+r

wftaie naftępuiące' zrów nanie:

Q L(B— pX ^ci— Q.p)+ 2 Q.r(p— 'P)+p>'(Q.~'ci ) ~ 'p^ ( p— p)
■+-Q(Q— q)2+ r*— °-
Zawierające' w  fobie te w arunki, któreśm y do pyta
nia w prow adzili, to ieft: zw iązek m iędzy w fpół- 
czynnikam i potrzebny na to, aby obydwa zrów nania 
podane miały ieden pierw iaftek fpólny. Podźm y iuż 
do przykładu ogólnego. Niech będą dw a zrównania 
iakiegokolw iek ftopnia:

x m+ P x rn~ l-ł-Qxm~ 2+ R x m—3+ 5x ln-4+  i t. d. = 0 ,  
x n+ p x n~, -hqxn~s-+-rx,1ł",'3-ł-jx” —14-H i t. d. = 0 . 

s których należy w ynaleśdź zw iązek między w fpół- 
c/.ynnikami potrzebny na to, aby znikło x ,  to ieft: 
potrzeba wynaleśdź zrównanie między Pt £); R t 
S, i  t. d. p, q, r, s, i t. d. aby obydw a zrównania 
m iity  ieden fpólny pierw iaftek czyli fpółnego rana- 
'n:k'i x — m. Zaczem  rządząc fię w y źe y  podanym 

^Tfobern wypadnie.
Y ’,t4-pA,n- I-i-Qxn,- :!+ 2ex,n- 3+  i t. d. 

r i — rn ) ( \ m-^+Ax;m- 2Ą -Bxn - 3+  i t, d.j
Xn-H
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x n+ p x n~1-i-qxn~'1-)-rxn—3-i- i t. d.
= ( x —-m )(xn~ I+ a x n~ 2-\-bx',}~3-L- i t. d.)  

s których powftanie zrównanie to-same: 
x̂ m_(_px m -i+ (2xm~i -+-R3c,n- 3-ł- i t. d, ) ( x n ~I+ n x n- z  

+ b x n~3+  i t. «J^=fx,,4-px,’«-,t+ q x B“ t+ r x n- 3 +  i t. d.) 
( x m~ 1 + A x m~ %+ B x m~3 +■ i t. d.) 

równając w  nicrn wfpół-czynniki terminów podobnych, 
otrzym am y liczbę zrównań m + n— /, gdyż pierwfze' 
terminy będąc też famę beż żadnego wfpół-czynnika, 
nie wnidą w  porównanie; a ponieważ mamy niew ia
domych, A, B, C, D, i t. d. liczbę m— niewiado
mych zaś a, b, c, ii, i t. d. liczbę n— na oznaczenie 
tych w fzyftkich potrzeba* liczby zrównań m + n — z\ 
zoftaie fię w ięc iedno zrównanie nad to, które iak 
w iem y z §. iq .  ieft w arunkow e, to ieft; zawie- 
raince', w  fobie kondycye w prow adzone, od któ
rych odpow iedź pytania zawiiła. Teoryą te w in n i
śmy I. P. Eulerowi którą o #  poda! w  Pamiętnikach 
Akademii Bcrlińfkiey na Rok 17 <54. Przyfhófoymy 
ią do zrównań któreśmy na końcu §. ppprzedzaiące'- 
go zoftaw ili. PrzyfzHśmy tam do dwóch zrównań.

y 3 — p— o - - - y 3— A y t+ B ij+ C — o, 
s których nam potrzeba wyrzrucić y. Ppdtug dopiera 
w yłożonego fpofobu.

y3~ P — (y— m )(y 1+ a y + b )  - - - 7 

y 3- A y ' l+ B y + C ~ ( y — m )(y 1+ fy -h q ).
yX— P  y 3---Aŷ +ByĄ-C

y^+ay+b
(y 3— P )(y*+ py+ q)— (y:i— 4 y 2+ -ny+ C )(y 2+ a y \-b). 

po wykonane’m mnożeniu równaiąc wfpół?czynniki 
podobne', otrzym amy pięć naftępuiącycb zrównań: 
( 1 )  a— A ~ p  . . (  ,') b + b— A a = q  - - (3) P— bA—  

Ba— C - - ( 4 )  C a + B b =  — Pp - ■ (? )  b C = — Pq 
s których należy w yrzucić c i,b ,p ,q . Mamy z

Hy a— A + P i
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-wnań w y k ł a 
da fię 1 TÓino 
'id wymi aru 
W  ctrnunach.

a— A-i-p; - - h— A'L-JrAp-i-q— te wartości w ło iy -  
w fzy  w  U ) ,  ( r) ,  ( } ) , wypadną tć trzy na p - 

B*— Bq— BA*— CA  ' „ _ B C — (P + C )q — CA *.

B A + C + P  P ĆA  *

P + 2 B A + C — A-‘— A ń .
r ---- -----------------------J

A*— B
równaląc pierw fzą w artość p, z drugą, wypadnie - » 

BC2+ P B C — PCA*

q~~ BAP+B*+P*  
drugą zaś w artość na p  równaiąc s trzecią, wycią- 
gniem y:

C A P + , n C A - + C ^ R - ę  _ ,  5wnana J „ óch 
CB+PE— PA1

w artości na q, otrzym am y na koniec zrównanie fzu- 
kane bez y.

(C A P + 2 B C A *+ C *A + B *C ) (BAP+C^+P*) 

— (B C 2+ P B .'— P(?A*)(CB+PB— P A *)= o  
w ło ż y  w fzy  W nie za A, B, C, P, wartości, któ
rych one zaftępow ały mieyfce w  rachunku; otrzym a
m y zrównanie na u wymierne podług tego cośmy 
fobie w  25-. zam ierzyli.

§. XXVI r.
• Po tych w fzyftkich  włafnościach ogólnych zró

w nań, zoftaie nam iedna uwaga wypadaiąca s piet- 
w fzych Roz: I. początków : poniew aż zrównanie ja
kiegokolw iek ftopnia zam yka zw iązek między ilo
ściami w  nićm zawartem i, tćn zw iązek nie mógł 
w ypaśdź tylko s porównania tychże ilości m iędzy Ib- 
bą. Aże nie m ożem y nigdy równać s fobą tylko 
rzeczy iedney natury; idzie za tem, że terminy w  
zrównaniu zamknięte fą koniecznie iedney natury; to 
ieft iednego wymiaru-, czyli ftopnia: gdyż natura ilo
ści zależy na iednoftayności wym iaru, w ym iar zaś 
na rów nćy liczbie m nożników w  term in' wchodzą
cych. leżeli w ięc zrównanie iakić ieft rzetelne i mc-

A l g e b r y  C z ę ś ć  I .



\
R o z d z i a ł  III,

"■nce co znaczyć, w fzyftkie iego terminy powinny 
bydź iednego wym iaru, to ieft pow inny mieć równa 
liczbę m nożników. D o tych m nożników nie nale
żą bynaymniey liczby; bo te nic odmieniaią nic w  
ndturze ilości agólney. Każde takowe zrównanie 
zamykaiącc równą liczbę m nożników  literalnych w  
fw ych terminach nazyw a fię I e d n o - r o p n e m  (Aeąua-. 
łio homogenea). n. p. x-3-ł-^a2x-t-«x1-t-6^=*o.

leżeli zaś liczba m nożników w  terminach iakie'go . 
zrównania ieft nierówna, na ten czas uw ażać po
trzeba każdy taki niedoftateczny termin, iako rozmno
żony przez tyle ilości wziętych za jedność, ile mu 
m nożników da równego wym iaru brakuje: i tako
w e  zrównanie zow ie fię R.óżno-rodn'em (Aequai'io 

heterogeneci) n. p.  x 3-ł-cix+;b— o. ten fam  podział i 

ta fama uw aga fiuży funkeyom, s których po- 
w ftaią zrównania.

Skończm y ten Rozdział króciuteńką uwagą nad Dowodia(ijs 
fpofobem nafzych dociekań. Bawiąc fię w  początku 
nafzey nauki nad iakiem pytaniem dochodziliśmy w  ntośc i wielkie 
niem zw iązku  przez ftófunek i porównanie w  my- poiycki  ra- 
śli rzeczy znanj^ch z. nieznanemi; w fzyftkie te ftó- chunk“ przc-  
funki ogarnęliśmy w przód rozum owaniem , niżeśmy Clwli0 
ie w yrazili przez znaki, dla tego że tam kombina- Autorów"5̂ '11 
cye iefzcze były barzo profte. Teraz zaś zapuści- 
w fz y  fię w  delikatnieyfze' p}'tania iakiem było n.p. 
to oftatnie', gdzie kombinacye zachodza licziyeyfze' i, 
zaw ikleyfze, nie m ogliśm y natychmiaft rzeczy nie
znaney z znane'mi równać myślą, bo mnogość kom- 
binacyi razem związanych i potrzebujących prawie 
w  momencie iednego ogarnienia iuż ieft nad fily na- 
fzego rozumu fw ym  działaniom oddanego: trze* 
ba go tu było w eforzeć pomocą rachunku; prze
to czyniąc praw ie podftep pod trudnością, ftaraliśmv 
fię naprzód pytanie nafze zw iązać s początkiem ia- 
kim walnym ; i 7.n pomocą tego trafić na zrównanie,
W którćby rzecz nieznana w efzta . Potem dopiero 

H i5 uważaiąc



■uważaiąc ią lak gdyby -była znand, wpadliśm y n i 
w iękfzą  liczbę nieznanych-, które iednak za .pomó1 
cą rachunku przywiedliśm y do tego ftanu, iż w fzy 
ftkie łatw ym  fpofobem m ogły hydź znofzonć i ró
wnane' z  rzeczami znanemi. S tego ftófunku w yp a
d ły  nam wartości w fzyftkich nieznanych -zamknię
tych w  zrównaniu, a w  nich to, cośmy lobie do w y 
nalezienia zadali-. Rachunek w ięc rozebrał naf/.ę 
kom binacyą na f\ve ie  tak pow iem  elemettta, i ugiął 
trudność do nafzey mocy; bo to co trzeba było ko
niecznie razem ogarniać i równać, a czego dokazać 
było niepodobna; przyw iódł do tego ftanu, i i  mo
gło bydż uważane i równane po części. Szliśmy 
Więc tym có przedtem  fpofobem  ale inaczey nakie
row anym , w  nim złączyliśm y początek Analityczny 
s początkiem ilości nieoznaczonych §. s . do których 
‘zręcznego kierowania poftuźyły nam wiafności zró- 
wndń dawniey odkryte. Droga ta W ynalazków le
dwo nam nie będzie w  całem dziele powfzechną: 
nie odmieni ona lig tylko podług fzczegolnyćh każde
g o  zadania okoliczności, które łtófow ać będziemy ż 
nayblizey związanem i pozńanemi prawdam i. Ra
chunek będzie iedyrią silnią ńafzą do pokonanid za- 
ftępuiących trudności, w fpierać on nas będzie olzczę- 
dzenićm rozumowań tych, które iuż raz były uczy
nione', bo ich zbytek rów ni ć zadania prawdę w fzy- 
ftkim  u m y R o m  iak ią zadania niedoftatek Umyftom 
'niedołężnym. Na mieyfce iednak tych ofzczędzo- 
nych rozumowań podawać on będzie materyą nowych1* 
które' fą Właściwemi wypadkam i świeżego w ynala
zku. Doftrzegliśm y iuż tey praw dy na początku te
go rozdziału, ale ią iefzcze widzieć będziemy iaśniuy 
W  naftę.piłiącym.

t  ar}. - A l g e b r y  C z ę ś ć  I .

R o z d z i a ł



ROZDZIAŁ CZWARTY.

Rozwięzuig, się Z r ó w n a n i a  T r z e c i e g o  \ 
C z w a r t e g o  S t o p n i a  z  tłóm aczenićm  w łasno
ści każdemu fz c z e g ó ln y c h : prawidła tych dzia
łań roftrząśnione podług nabytych początków* 
pokazuią. się niedoftateczne, w nich zaś w fzy -

* ftkie przefzkody, k tó re  zatam owały pcftępek 
G eom etrów  w  lozw iązaniu  Zrównań w yżfzycfi  
S to p n i; a oftatnie ucieczki nafzey niedofko- 
nałości zo łtaw ione, w p r o w a d z a j  nas w  nowy 
•rodzay Rachunku, k tó ry  C zęść  drugą nafzycfe 
badań zabiera.

§ .  XXVIII-.

7 bierzm y nafamprzótł w fzyftkie trudności, które' Hoiwijssnie 
nam przefzkadzały do rozw iązania zrównań fto- 

pni w yżfzych  od drugiego; i doświadczm y czyli te fi0?1” ** 
nie będą m ogły bydź zw yciężone. Rozw iązaliśm y 
drugi Ropień przez dopełnienie potęgi drugiey W fun- 
kcyi ilości nieznaney, iliładaiącćy p ierw fzy  członek 
zrów nania. Doftrzegliśm y potem  że chcąc fię trzy
mać tey famey drogi w  w yżfzych  Ropniach, potr&e- 
:baby mieć zrów nanie, którego w fpół-czyim i ki były
by w  pew nym  ftófunku fw e y  potędze prz}zw 0 itym , 
n.p. maiąc zrównanie zgo  ftopnia. jr*+-px*+^x+r=rO 
i równaiąc ie s funkcya zupełną potęgi ^ciry x 3-f-

m n
3 a x*+ $ a zx + c i3= o ,  wypadnie w a ru n e k :—  = = V —

3  ?

•V
—  K  r, który zam yka ftćfonek m iędzy ilościami 
znane‘rni potrzebny na to, aby s funkcyi w  zró
wnanie w chodzącey m ógł bydź zripełnie pierwia- 
ftek wyciągniony. Warunek ten ufzczególnia nie*

z miernie



zmiernie zrównanie, i fpofób rozw iązania onego p rzy. 
więzuie tylko do przypadku zawartego w  zrówna-

niach — — V r .  Oświeceni początkami grun-
3  2  \  .

tuiącemi dofkonałość nafzey nauki, nie m ożem y nie 
uznać iakbyśm y mato tak fzczególnym rozwiązania 
zrów nań fpofobe'm poftąpili: Żebyśm y w ięc zró
wnanie podane' zachowali p rzy cafey fwe'y ogólno
ści, potrzebaby nam niektóre terminy przenieść na 
drugi członek zrównania, aby ocalić ilości znane' przy 
daw ney fwe'y wartości, a dopiero potem dorzucić

* te' terminy, które do pełności potęgi brakuią: ale ty/n 
fpofobem  w prow adzem y ilość nieznaną z obydwóch 
ftron zrównania, które poty nie będzie rozwiązane', 
póki z drugiey {trony ilość nieznana nie zniknie. 
Oftatnia ta trudność, nie ieft ciężka, abyśmy iey nie 
mieli użyciem §. s . pokonać; pracuymy nad nią, ile 
że przy niey zrównanie nic s fw ey  ogólności nie 
traci.

Włafność powfzechna zrównań w  §. 22. w y ło żo 
na uczy nas, że zrównanie zm nieyfzyć można iednym 
terminem nie narufzyw fzy ani iego zw iązku, ani 
ogólności. Użyim y iey teraz dla uprofzczenia poda
nego zrównania x 3+ px--H ]x-t-r= o, p o ło żyw fzy  - 

Px = y ---- — , otrzymamy;
l

+  <? . —  °
-t- r

n a zw a w fzy  dla proftfzego w yrazu  — ^p*+q~n-, Ź^P3

—  będziem mieli zrównanie do rozw iąza
nia pod w yrazem  prościeyfzym  - . . . " 

(A )  - - y3-y-cty-\-b=o - - -— ciy— b. 
a w z ią w fzy  drugą niewiadomą z ,  łkombinuymy ia z 
y  aby z icdnego członka w ypadła potęga trzecia zu

pełna ;
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pełna, to ieft: przydajm y z  obydwóch ftron terminy 
zrównanie nafze' lianie fig:

i)z+i i j* z + 3 ijz - + z - = iy 1z + } z - y + z * — b - - - (B ).
— ay

now a ta nieznana z  daie nam praw o w prow adzenia 
tak iey kondycyi, iakiey rozwiązanie zrównania po- 
trzebuie. Pamiętaymy żc to zależy od znifzczenia 
nieznaney y W  drugim członku zrównania, w i ę c  - - 
$ zy *+ (iz '1— a)y^=o, czyli; ^ zy + ^ z2— a— o - - -

a . ,  a3
y + z - = — ■> (y-hZ)3= --------•• A le zrównanie (B) w

I Z  2 7 Z 3 •

tem now em  przypnfzczeniu odmienia fię na - - - 

y3+ 2y*z+ 3y z * + z 2 = 23— fc, to ieft: ( ij+ z ) 3= 23— 6,

< -■> i «3 fj3
zaczem  - - 23— £ = _ _ __ 2 6— Z>23— ____. . .  (C ) ,

2 7 23 2 7

Zrównanie ógo ftopnia które podług §. 17. rozw ią
zać fię m oże fpofobem drugiego, i da nam wartość 
n a 2 w  funkcyi a, b. R o zw iązaw fzy  ie' w ięc , po
dług praw ideł §. 17. znaydziemj':: -

'23—  bi -f- _L«3)  - - z = V r i — ±\/'(L_bz+ —  a3) } '
2 27 2 4 27

Aże zrównanie podane (A )  odmieniło fię było na

( y + z ) 3— z 3— b - -  j / = —  2 +  ( z 3— b) 

w ło ży w fz y  w  to oftatnie za 2, 23 wartości dopiero 
odkryte otrzymamy:

■ y=$r(— lb ± V r(lb'1+ £ ia S ) ) + f i ' ( - l b — vr ( lb * + ~ a 3) )

gdzie nie położyliśm y tylko ieden znak przed zna' 
mieniami pierw iaftkow em i drugiey potęgi, dla tego 
że na obadwa te'n fam w ypada w yraz: pow tóre, 
znak odiemny przed cechą pierw iaftkow ą przenieśli
śmy za cechę; -wiemy bowiem  że znaki odiemne lub 
dodatne -w pierwiaftkach potęg nieparzyftych mogą 
fie kłas.dz przed, lub p o  znamieniu pierw iaftkow eni

• 'V . ^
i  lak  V  — a iedno znaczy co =  — V  a,

7nalę-
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Znaleźliśm y iuż ieden pierw iaftek zrównania ?!>•<> 
■opma, zoftaie nam ich iefzcze dw a do wynalezie-. 

U1rd j  .^ ervv^ ‘̂ e  ̂ Jakiegokolwiek zrównania p rzy
w iedziony do zero, ftaie lig iego dzielnikiem , i zniża 
iL 0 lede'n ftapień. Potrzeba nam w igc zrównanie 
podane rozdzielić przez pierw iaftek dopiero znale
źć IC?r?Jr’ .a ê 'lości niewymie’rne czyniłyby n im  to 

zi anie baizo  zaw ikłane, przeto, dla uprofzczenia 
w y ra z ó w  nazw iem y;

, ,  ,  -

^  ^ a3^ = A .

S czego wypadnie g h = — 'n , «—  — %gh: powtóre; 
b —  — g 3— h3'- w ło ży w fz y  w  zrównanie (A) za  a, />, 
tę wartości w yrażone przez funkcye ,§•, h, odmienie
ni y  ie na - - y 3— Ighy— g 3— h3= o } pieYwiaftek zaś 
w ynaleziony na y — g ~ h — o, przez który rozdzieli
w szy  toż zrównanie, zniżem y ie do drugiego ftopnia 
y~-ł~(g+h)if +-h2-hgz— gh— o, to oftatnie' rozw iąza- 
w fz y  podług prawideł w  P,oz: 2 . podanych, znay- 
dziem y inne dw a pierw iaftki:

___ - ^ ( g + ^ + fg — h) \ f - - i  — (g + h )-r (g — h) V~—Ą
y --------------------------------- - y = z ------------------------------ .

z 2
dq których flrzydaw fzy p ierw fzy, będziemy mieć 
trzy  pierw iaftki zrów nania (A)

1. y==g+h - - 11. M— —  ( g + W M g — W s .
2

III. — (g + h )— (g — h )y r— 3 m 

z
p ierw fzy  z nich ioft rzetelny, d w a oftatnie' mogą 
bydź rzetelne lub uroione; będą rzetelne, ieżeli - - 
( g ~ tl)^r— $ ieft funkcyą rzetelną, to ieft: ieżeli g, h, 
bęcfa uroione; będą zaś dwa oftatnie pierwiaftki uro
jone, ieżeli (g — h)\Z~— ; będzie funkcyą uroioną: to ieft 
ieżeli gf h, będą rzetelne, podług § ;i s . Będą zaś s ,h,

zaw fze
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za w fze  rzetelne, kiedy n ieft ilością dodatna, albo 
b2 a*

będąc odiemną, kiedy — > — . Zaczem  każde zró

wnanie ;g °  ft°P n‘a pod w zorem  y i-h a y± b= o  m a 
tylko iede'11 pierwiaftek rzetelny, a dw a uroione': pa
rtitóre- zrównanie pod w zorem  j/i— aij±b=.o ieft te-.

b2 fl3
£ÓZ famego rodzaiu k ied y— > — , G dyby zaś by-

n. . . . , . b2 « 3
było w  tem oltatmem zrów n an iu —  =  —---- , zra-

. + z 7
wnanie $go ftopnia będzie na ten czas miało w fzy- 
ftkie' pierw iaftki rzetelne, s których dw a będą fobis 
rów ne. W prow adzi w iz y  bowiem  to przypufzczenie, 
będzie g — h, a przeto wartości na y ,

 ̂ 2  ̂ 2 ^ 2
Zatrzym aym y fię teraz z  uw agą nad zrównaniem

y *— aij± b= o  kicdv w n iem  —  a3, W tem przy-
4  2 7

pufzczeniu g , h, ftaną fię uroionem i, a przeto fun- 
keya fg-— h )V ~—  ̂ będzie rzetelną. Z e zaś g , h, 
znayduią fię iefzcze fame we w fzyftkich  trzech pier- 
wiaftkach, zdaie fię na pozór że w fzyftk ie  te pier
w iaftk i ftaną fię uroionemi; w  tym  iednak przypad
ku w fzyftk ie  fą rzetelne’. D ośw iadczm y tego ra
chunkiem, który abyśmy te'm łatw iey  w ykonali, 
tkniemy iefzcze raz nafze' w yrazy: połóżm y na

mieyfce Ji., nr, na mieyfce zaś C ~ b 2— — a 3) ,k tó -
2 4  27

xa ieft podług terainieyffcego przypufzczenia uroioną, 
połóżm y nV-— i; będą więc nafze' pierw iaftki:

y— V  ( — m + n V -— 1)— (m +-nVr■— 1)

y = ----------O  ( — m + n V r— 1)— ^  ( m + u V  — ; ) )

z  „ $ \
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^  ,̂7, 4 -ji^r— i ) ą-\/(m + n V — i) ) *4-

y— ----- -  ( v " ( — m-\-nVr— i ) — V "(m + n ^ — i ) )
z

—  )----- ' - ( y T — m-hn]/ —  i) W ( m ^ - n V ^  i)  ) '
z

każdy s tyci) terminów o d w ik ław fzy  podług wzortó 
•Newtona, otrzym am y tyle fzeregów 11 ieft o ńczony chj,' 
ile' fie term inów niewymiernych znayduie. W czem  
tę mieć należy uw agę, ze, ponitŃyaż w artość ilości 
nie.znaney s takow ych w yrazów  nie może w ypaśdz 
tylko  blifka praw dy; ftrfrać fię powinniśm y aby, to 
Ubliżenie było n ayw ięklze i naykrótfze, to ieft ab.y 
term iny izerfigów  pom ykaiąc iię znacznie malały-. 
"Na ten koniec obierać należy za  p ićrw lzy  termin W 
porządku potęg, ten., który ieft w ięk fzy . leżeli W 
terażnieyfzym  w yrazie pierw idftków  — m >«V~— /, 
m będzie pierw fzym  terminem dla tego, że w  ciągu 
fzeregu maiąc w ykładnika odiemnego ftaie fię mia
now n ikiem  ułomku; i uczyni go przez potęgi coraz 
■barziey maleiącym. Przyftąpm y iuż do rachowania 
'pierw fzego pierw iaftku, pamiętaiąc w  rachunku na 
różne potęg* 51V/ —  1. które tak naftępuią: n V —  h — n\  
— n V  — /, Hn4, w V - ~ — n6, i "t. d:

i  n\/~—  1 4-
1) 3 =  —  „ , 3  /  1 ------------------ \ 3  =  —  m3

V  tn J

n V ~— j  7  n 1  f  n W — 1 , 0  . r^ _ , ___

•m4



Iuóre dodawfzy razem, w fzyftkie terminy uroione 
w ypadną a wartość na y  będzie dana w  famych 
rzetelnych.

1 nZ 10 . n* ^  7r-t n6y— — zn»-*( 1 + ------ — ------------- ł*-----— i t .d A
9 ni2 243 m *  6 ^ 6 1 m 6 J

działaiąc podobnym fpofobem w  w yrazie innych 
pierw iaftków , zgina • nafamprzód jw fzyftk ie  terminy 
uroione, a w  famych funkcyach rzetelnych- wypadną 
iefzcze naftępuiące' dwie w artości na y.

—/■ ń  y n * 2i.n-‘ . \  x
y=a 772 3 ( —  —  -H —i.• —  — --------+• 1 t. d , / +  r>l T

v jm  g* m i yzt)mr>

/  n v 3̂ . '  n3V —̂ ; 22 — I . V -J 
{ -----•!. ■+■ — • -----------— ------- • ------------ 4 -i. t.d. )
'  j  m Si m 3 7 z<) m5.

-i n f  n 3- 22 ti5 . , z
y = m 3 ( ---------1-— - —  —  — - -—  4- x t. d. V _  ni 3

\  s i  m\ ? i )  ni ' J

n 3V- —  i r 22 n^ V -

R o z d z i a ł  IV. I5 r

( - ^ 4 - —  -4- i  t .d . )S l  TO3 7  29 i n :

Przyfzliśm y do w yrazó w  rzetelnych w  trzech pier-

wiaftkach zrównania i/’— a y ± b = o , kiedy — którym^tró?
4- Z7  wnanie \jo flo 

ale te w y ra zy  nie kończąc fię nigdy, fiużą raczey do r,nia "ie mote 
przekonania mis, źe pierw iaftki fą rzetelne, niż do jj*?* <iok,.a- 
odkrycia ścifley ich wartości. T ak o w y przypadek tołW®* 
zrów nań jg o  ftopnia w ziął imio N ie p rz y w ie d ln e g o  
(ccifus irreihiEiibilis) ,  s tad, że naprzód prowadzi do 
w yrazu uroionego pierw iaftków : ten w yraz, potem 
p rzerobiw fzy, trafiamy na fzeregi bez końca, którę 
nlc mogą dadź tylko wartości bliflue praw dy na 
ilość nieznaną. Przypadek nieprzywiedluy ma zaw fze 
mieyfce w  zrównaniach jgo  ftopnia, ile razy te za- 
mykaia trzy pierw iaftki rzetelne', nierówne i niew y
mierne. W fzyftkie kufzenia Geom etrów do uniknie- 
nid tego  ̂ przypadku a zatem do rozwiązania zupef- 
liego zrównań 3 g o  ftopnia były dotąd niepomyślnej

I ł  S kąd
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S kąd wnieść należy, że ile razy w  zrównaniadh f t o  
ftopnia trafiemj na ten przypadek, nic iefteśmy w  
ftanie rozw iązać dokładnie takow ego zrównania: ze 
oftatnia ucieczka, która nam w  tym razie zoftaie, 
zależy  na fzukaniu p ierw iaftków  bliikich praw dy, 
przez uczynienie fzeregów  ialr ntiybarziej malcią- 
cem i. Spolbby na to podane barzo rozległego po
trzebują tłómaczenia, które nas zatrudni niżey, pa
m ięta jm y tylko, że iefteśmy ocżyw ili.-} potrzeby 
wciągnieni w  ten n ow y praw ie rodzaj rachunku. 
Co lię zaś t jc ze  p ierw iaftk ów  uroionych, o nich te- 
raźn ieyfze uw agi uczn nas, że te mogą fię pokazać 
w  wypadkach oftatnich rachunku, nie będąc do niego 
przyw iązanem i: chcąc przeto rossądzić czyli pierwia- 
ftki uroione' koniecznie z nafzego w ypadaią pytania 
lub nie? należy nam w p rzód  poczynić w fzyftkie' 
przerobienia oftatnich zrównań zamykaiących uroio
ne w yrazy’-, ieżeli ie potrafińny zm azać, znakiem  
ieft, że terminy uroione' przypadkiem  tylko wm ię- 
fza ły  fię w  rachunek-, ieżeli zaś po w fzyftich odmia
nach zoftaną; pokazuią na ten czas niepodobieńftwo 
tego czego fzukam y: to niepodobieńftwo znaleśdż 
pow inniśm y w  roftrząfaniu uw ażnym  w fzyftkich 
kondycyi nafzego pytania.

Spofób, który nas przyw iódł do rozw iązania zró
w nań $go ftopnia zaw ifł od oznaczenia ilości niezna
ney z ,  którąśm y w p row adzili. Ta dana nam była 
p rzez zrów nanie 6go ftopnia ( C ) ,  sk ąd  przyidzie 
nie iednemu na m yśl, że poniew aż zrównanie to mieć 
pow inno fześć p ierw iaftków , otrzym am y fześć w a r
tości na z ,  które włożone' w  trzy  w artości na y, 
obiecuią 18 p ierw iaftków : coby zruynowało naywal- 
n ieyfzy  początek o liczbie pierw iaftków  w  każdem  
iakiegokolw iek ftopnia zrównaniu. Sam tylko ra
chunek może nas s takow ey trudności w yprow adzić* 
nie chcemy nim obciążać x iążki, bo ten tak ieft ła tw y , 
że każdy za pomocą ogólnie podanych początków  
m oże go  fobie zrobić. Z n ajd zie  zaś że w fzyftkie’

fześć
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fześć wartości na 2, przyw iodą go tylko  do trzech 
wartości na y, to ieft kładąc którąkolw iek w artość 
na z ,  trafi na to famo wyrażenie y , a zatem  na trzy 
tylko  pierw iaftki zrównania 3 go ftopnia.

U żyim y w  przykładzie w yłożonych praw ideł na 
z r ó w n a n i e  S S °  ftopnia: w yftaw m y lobie, że pytanie 
iakie przyw iodło  nas do tego zrównania x *+ 6 x --b  
2 o x + i 2 4 = 0> gdzie p = 6 , q = 2 0 , y = j2 4 j  na w yrzu 
c e n i e  2go terminu x = y — 2 ;  co zam ieni zrównanie 
podane na - - y3-\-$y-+-100=0, które m a tylko  ieden 
pierw iaftek rzetelny, a dw a uroione podług w y że y  
na to podanych znam ień. ci= $ , b = io o ,  w ło ży w fz y  
te w artości za a, b, w  w y ra z  ogólny pierw iaftku, 
w ypadnie:

y = — 4, iy/01 a zatem  x = — 6, 75-701.
Obróćmy teraz uw agę na fzczególne przypadki, 

które zrównanie x^-]-px2-{-q x+ r= o  w  fobie ogarnia. 
Przypuśćm y naprzód że p— o, q = o ,  zoftanie iię sc3-+- 
r = o ,  a w  przerobionem  zrównaniu będzie n = o ,b = r  
y t+ r — o: to ieft x = y -  iego w iec pierwiaftek- -

3 " 3
x = V — r\ niech będzie r = m 3,V - — r =  — m; w y p a 
dnie x-3+ m 3= o ,  które rozdzieliw fzy  p rzez x + jh = o , 
otrzym am y - - - - x~— mx-hm'1= o ,  -

obydw a pierw iaftki uroione-, co w łaśnie w yciągnie
m y s trzech pie'rw iaftków  zrównania ogólnego. Więc 
zrównanie 3go ftopnia o, ma tylko ieden
pierw iaftek rzetelny, a dw a uroione; zrównanie zaś 

— 1— o, m a w fzyftk ie  trzy pierw iaftki rzetelne-

v  j \ n  2 7

O caliw fzy  p , q, a 
i

p o ło ży w fzy  r= O j zn ajd ziem y ie- 
I j  den
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den pierw iaftek rów ny zero, i zrównanie zniży fig 
do drugiego ftopnia.

Skończm y zrównania %go ftopnia tą famą uwagą, 
którąśmy uczynili nad zrównaniam i ig o  pod §. 17 j 
to ieft, że prawidła dopiero odkryte rosciągaią fię do 
zrów nań w yżfzych. ftopni zawartych w  w zorze: 
■+-pxzn-bqxn-hr=>o. uczyn iw fzy bowiem  x n— y, zró
wnanie to zamieni fię na i/3+ p y z-kqy+*'=0  iakie 
nas dotąd zatrudniało.

D ofyć nam ieft przenieść pieYwfze' u w agi nad zró-
fif i  równanie wnaniem  3go ftopnia do ftopni w yżfzych, aby fig 
4j« ftopni*. przekonać, że te fam-e trudności, które nani fig na*

famprzód pokazały  w  zrównaniach ^ 0  ftopnia, ma- 
ią mieyfce i w  ftopniu czw artym . Nie potrzeba nam 
w igc odftępować od tych początków , które nam do 
zw yciężenia tamtych przefskód pom ogły. W fzyftkie 
iak iekolw iek zrównania 4go ftopnia w yfh iw ić fię. 
mogą w  tem ogólnem - - - x ‘*-hpx-> +-qx-+rx~hs— o, 
które nam w przód potrzeba zgubieniem drugiego, ter
minu uproicić, niżeli przyftąpiemy do iego rozw iąza-

P
m a. Na ten koniec niech będzie x = y — —  > §, zzy

§. XXIX.

•f
zrównanie nafze zamieni fię na:

y Ą —  — p z . y z +  — p 3 - y —  — — P4
<? 8■ 2 jó

- f  q. — ~ p q , + — p*q
2 16

uczyńm y dla fkrócenia w yrazó w  — — p z-ł-cp=ci



pnijnic zrównanie 4go ftopnia do rozwiązania.
(» ) - - y4-i~Ciy^+l>y+c=o - - - i/4= — ciii2— by— £ 

przybierzm y fobie inną nieznaną z  maiącą nam flużyć 
do wyrzucenia y _ z drugiey ftrony zrównania, i do 
d o p e łn i e n i a  potęgi w  .pierwfzym  członku. W  t e m  

dopełnieniu nie możmtżby o b r a ć  niżfzęy potęgi nad 
•czwartą, któraby iednak ocaliła zupełnie i/4/ Parnię- 
taiąc na to cośmy w  §. 17. -mówili; doftrzeźem y ła
tw o , że zamiaft potęgi czw artey m ożem y użyć dru
giey, byleby w ykładnik wtórego terminu był połow ą 
.pierwfeego: takim fpofobem  -zrównanie 4go ftopnia 
przyw iedziem y do z go, nic nie odm ieniwfzy w  iego 

ogólnością w fzyftk ie  bowiem  terminy zrównania (u) 
iego ogólność w yrażaiące, będą fię w  zrównaniu tak 
przeróbionem znaydow ać. Otrzymamy w ięc: 

yĄ-h'2Zy2+ Z 2= ( 2 Z — ci)y2— by— c + z 2 - - - ( f i)  

p id rw fzy  członek tego zrównania ieft zupełną potę
gą drugą, przypuśćm y także że i drugi człoitek ieft 
takąż potęgą zupełną, ile że do tego przypufzczenia 
daie nam praw o nieznana z .  Zeby ten warunek 
'mógł mieć mieyfce, w yftaw m y fobie drugi zrów na-

. „ b z 2— c
nia członek pod tym wzorem : y ------------y + --------,

2z— a z z — «
a p o n i e w a ż  trzeci termin bydź powinien potęgą dru
gą p o ło w y w fpół-czynnika drugiego, w ypada zró
wnanie warunkowe;

________ czyli - — b— 2 V  [ ( z 2— c )(2Z— a_)]
•4(23— a) 2 2Z— ci
dla proftfzego w yrazu uczyńmy iefzcze z z — a = u , —

u + ci (a -h u )2— 40. . .
z = -------- - ~~— t =  -------:------- • w p ro w ad ziw lzy  te

2 4
w artości w  zrównanie w arunkow e,1 i ofw obodziw fzy ie 
od znaku pierw iaftkow ego, otrzymamy:

u 3+ 2 ciu 2+ ( c i 2— 40)11— b2= o  - - - ( y ) .  

-Zrównanie to zawiera naprzód w  fobie tę kondycyą?
•X’4 '-aby

R o z d z i a ł  I V .  j j j -



aby drugi członek zrównania ( f i)  był zupełną potą- 

gą drugą; powróre; ftuży do oznaczenia nieztianey z  
którąś my w prow adzili: w ciągnąw fzy wartość za b 
przez warunek odkrytą w  zrównanie ( f i) ,  wypadnie 

y a’+ 2 z y 'i-+ z 'l— ( z z — n )y *-k -2 \ /'[(z *— c ) ( 2 Z — a ) ] y Jr Z 1— :  
a w yciągn ąw fzy  z obydwóch ftron pierw iaftek potęgi 
drugiey, będzie:
y » + z = ± ( y V^ ( 2 z - a ) + - V r ( z 1- - c ) ) ,  to  ieft kładąc za
2 , z*) iego wartości;

i  v z' u-ł-ci b n r  u-ha b 
y * — ijvr u =  — ----------------- — ;  y i + i j \ f u - =  — -------- .

2 2 V  U 2 2 V U
dw a te zrównania rozwiązane podług praw ideł Rozd. 
i .  dadzą cztery pierwiaftki;

CO
2 V 4  2 / » y

_ _ V ~ U  U+2CI b

W   — , )

Z \ 4. 2 V U )
,  . V~U ,  ,  71+2 Cl b
(4) y = ---------- V ( ~ ------- +

2 \ 4 2V U J
Pierwfze' dw a maią te' f:yiie ilości pod znakiem pier- 
w iaftkow ym , i dw a oftatnie' także te’ fame', przeto 
ieżeli p ierw fzy pierwiaftek będzie rzetelny lub uro- 
iony, drugi takiż bydź musi; ieżeli trzeci pierwiaftek 
będzie uroiony lub rzetelny, czw arty  także będzie 
koniecznie uroionym lub rzetelnym. Więc zrów na
nie 4go ftopnia może mieć albo w fzyftk ie  pierw ia
ftki uroione', albo w fzyftkie rzetelne, albo dw a rze
telne a dwa uroione. Niżeli przyftąpieiny do roftrzą- 
fania znamień każdego s tych przypadków , ułatw ić 
W przód należy trudność, która fię tu nadarza.

K ażdy s czterech pierw iaftków  zrównania (x ) za

m yka w  fobie u, które dane’ ieft przez zrównanie jg o
f t o p n i a

i j t f  A l g e b r y  C z ę ś ć  I .
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ftopnia (y). To rozw iązaw fzy  wypadną trzy  w arto

ści na u, które naftępnie kładzione w  cztery wartości dnoj^óliCtMe 
y, obiecuią dwanaście pierw iaftków  zrównania (« ), pierwtfitków. 
Trudność tak rzetelna wyciągniona z włafności zró
wnań godna całą nafze zatrzym ać uwagę-, bo w  niey 
idzie o całość naypierw fzych praw d gruntowych.
"Zęby te zoftały nienarufzone, a zrównanie 4go fto
pnia (ot,) nie w ydało w ięcey iak cztery pierw iaftki, 
potrzebaby aby każda s trzech wartości na u , zofta-, 
w iła  cztery pierwiaftki p rzy tym  famym nieodmien
nym w yrazie. Na ten koniec potrzebaby nam ro
z w a ż a ć  zrównanie (y )  podług prawideł §§. poprze

dzających, i w idzieć, czyli to co fię zdaie bydź konie
cznym wypadkiem  pewnych początków , ieft także 
wypadkiem  doświadczenia i rachunku, A le ten rachu
nek byłby niezmiernie długi, ufiłuymy koniecznie 
przekonać fie o tem drogą krótfzą i łatw ieyfzą. Po
nieważ tu nie idzie tylko o upewnienie fię, czyli trzy 
wartości n i  u, zoftaw ią pierwiaftki zrównania (&) 
przy  tey famey liczbie lub, nie? dofyć nam ieft za ja
kąkolw iek pomocą tąk przerobić zrównanie ( y ) ,  
aby z niego wyciągnąć trzy wartości na j<, któreby 
ie przyw ieśdź m ogły do zero; nie należy nam w ięc 
bydź w  tem dociekaniu trolkliwem i o oznaczenie te
go przez ilości znane, od czcgo znaiomość pierwia
ftk ó w  zawifła: w yftaw m y fobie tylko cztery w arto
ści na y, iak gdyby zaw ierały fame ilości znane, i 
iakby 'nic do ich oznaczenia nie brakło, lubo w  rzeczy 
famey ielzcze w  niem nie znamy u. W ziąw fzy trzy

V~U UĄria b N 
liteiy i7i, n, s, u c z y ń m y ------= s:V ^ ( ------------ — -------)

Z V 4 Z V U
. r  rn U-ł-ZCl b  r , . .

s x m f V  /— --------- 1---------n, a cztery nafze pier-
'  4- Z \ f  U )

w iaftki w yrażą fię krócey; y — s+ m j y ~ s ■— m, - - 
y — — s+ nj y— — s— n- rozm n ożyw fzy ie przez się, 
otrzym amy zrównacie;

Iy y*— 2S*,
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yą— 1 .y 2— z m2s.ij-hsą 
—  m 2. •+• z n 2s. — s~n'1

= o  (A )

które icdno bydź powinno z  zrównaniem  (m), R ó 

wnając w fpół-czynniki tamtego s w fpół-czynnikam j 
tego, w ypada a =  — zs~— m2— w2,- b = z n 2s— zm^s, 
c = j 4— j 2n2— i 2łw2+ m 2n2: te' Wartości za a, b, c, w ło- 
ż y w fz y  w  zrównanie (y )  odmieniemy ie na 

u 3— 4s2.u*+gs~m2.u —  4s-(m 2— n 2)'1

poniew aż oftatni termin zrównania (G )  ieił m nogo
ścią s w fzyftkich pierw iaftków , rczebraw fzy go na 
fw oie mnożniki, znaydziem y ich trzy, ą s1 , (m -ł-n)*, 
(m — n)~, s których każdy w łożony za u, p rzyw ie
dzie zrównanie do zero. Użyć w ifc  można tych 
m nożników  iako pierw iaftków  zrównania (y ) ,  które' 

nas nauczą o liczbie pierw iaftków  zrównania ( u■)> i 

ułatw ią zupełnie zachodzącą trudność. Biorąc bowiem  
u — 4Sz, u— (m + n )2, u = ( m — n ) 2, po iedney s tych 
w artości za u, i kładąc ie naftępnie w  cztery Warto
ści na i], zam ićniw fzy także a, b, c, na funkcya s, m, 
n, za pomocą w y że y  podanych na to zrównań* przey- 
dziemy przez dwanaście kombinacyi, ale nie trafiemy 
w  nich tylko na cztery różne pierw iaftki, to ieft; 

y^=s+nij y ~ s — m; y = — s+ n , y— — J*— n, każda 
w artość na u, naprowadzi nas na nie, a trzy w arto 
ści na u trzy razy nam ie tylko pow tórzą, nie fpra- 
w iw lz y  inney odmiany prócz tey, że pierwiaftek na 

który był n.p. wyciagniony z zrównania ( i) poło* 
z y w lz y  w=t4j2,- wypadnie potem z innego zrów na
nia kładąc u— (m + n )2. Rachunek tak profty i ła
tw y  przekona każdego o praw dzie którą tu ogłafza*

m y.

— 2in2. -+■ $s2n2 . 
— zn -  . •+- m4.

-+- w4. 
—  zm 2n2.
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m y. Skąd fię wnofi oczyw iście, że nam nie potrze
ba rozw ięzyw ać zupełnie zrównania (y ) ,  aby z nie

go otrzymać trzy w artości na ?/,, nie potrzeba nam 
bowiem  z nich tylko  iedney. Teey doftąpiw fzy 
przez iaki fzczeg Siny fpolob z w yżey  podanych, od- 
kiyiem y natychmiaft cztery pierw iaftki zrównania 
podanego.

lefteśmy w ięc i aż w ięcey niż pew ni że zrównanie Gatunki pier-
czwartego ftopnia nie w yda w ięcey nad cztery pier- wiaftkówwy-
wiaftki: ale że te pierw iaftsi byd : mogą wfzyftkie' «»§»>* fij* po
rzetelne albo w fzyftk ie  uroione, albo dw a z nich rze- rovvnanla ,io- 

. i • , . . . , pnia jgo s 4rym
telne a dwa uroione-, oprocz tego zrównanie (y)  bę- ^

dąc jg o  ftopnia, może w  pewnych okolicznościach 
naprow adzić nas na przypadek nieprzyw iedlny, któ
ry daw fzy  nam tylko wartości blifkie' praw dy, p rz y 
wiedzie nas do podobnych pierw iaftków  w  zrówna- 
niach 4go ftopnia; dla tego zatrzym ać nam fię z u w a 
gą należy nad rozróżnieniem w fzyftkich  tych p rzy
padków , i nad odkryciem znamien każdemu w łaści
w ych. Przekonani że zrównanie j-go ftopnia zaw i- 
flo całkiem od zrównania ftopnia trzeciego, znieśmy 
ie razem s sobą, i roftrząśniymy w fzyftkie w ypadki 
które' s tey zawifłości i porównania mogą w yniknąć.
Połóżm y fobie naprzód przed oczy w lzyftkie' kombi- 
nacye pierw iaftków  rzetelnych i uroionych, które' fą 
w łaściw e zrównaniom 4go ftopnia, to ieft;

y=s+-m\ y— s+m  V~— ;;
I. y—s— m; 11. }J—s— — i;

y =  — s+ n; y =  — s+n\Z~—  / ■
y =  — s— n- y—  — s— n 'Z — ;

y=s-htn — i
111. y=s—m lir, y—s— mV— i

V —  ---1 y =  -- J+17

s nvr—  i y~-~ — — ,E
do tych przypadków  ftófować winniśm y wartości na 
u, kładąc w  nich za m , w, w artość taką, iaka fię 
znaydoie W przypadku do którego przyw ięzuiem y 

1<5 nafzę
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nafzę uw agę, to ieft: w  (l) m, n, brać należy za rze
telne; w  ( l l j ,  obydw a za uroione; w  (IH ) rn rzetelne, 
n uroione: w  (IV) nakoniec m uroione, n rzetelne, 
Pamiętaymy zaś o tem, że ile razy W  tych kombi- 
nacyach trafiemy na w fzyftkie trzy rzetelne wartości 
u, w padam y na przypadek nieprzyw iedhly, który 
w  zrównaniu ftopnia ma mieyfce, kiedy to za
m yka w fzyftk ie  pierw iaftki rzetelne: na teii czas nie* 
dofkonałość praw ideł ftopnia w p ływ a ć konie
cznie będzie w  ftopień czw arty; i zrównanie 4gO 
ftopnia równie nie będzie mogło bydź zupełnie ro
związane iak zrównanie 3go. Pierwiaftki zaś rze
t e l n e  lub uroione wypadną koniecznie z rzetelnych 
lub uroionych wartości na s ,tn ,n ,  które brać w inni
śmy s czterech w yłożonych kom binacji pierw iaftków  
czw artego ftopnia.

O bróciwfzy naprzód uwagę na ( l) ,  w ypadaią nam 
s, ni, n, rzetelne, a zatem 11= 412, u^=(m +n)*7 u =  
(m— n ) 1, w fzyftkie trzy rzetelne pierw iaftki zró
w nania (y)', w ięc iako w  tym przypadku zrówna

nie $go ltopnia nie daie tylko pierw iaftki bliflue 
p raw d y, zrównanie 4go ftopnia maiąc w fzyftkie 
cztery pierwiaftki rzetelne, wpada na przypadek 
łiieprzyw iedlny, i nie m ożem y mieć W  niem pier
w ia ftk ó w  zupełnych. Roftrząfaiąc pow tóre ("llj), 
gdzie w fzyftk ie  pierwiaftki uroione, brać winniśm y 
s, m \/— 1, n '/  —  /, a zatem w = 4 j1, u = (m V r— 1 ■+• 

n V — / ) - = — (n-hm)2; u = (m V r— 1— jiv/ —  O 4—  —  
(m -i-n)*, znow u w fzyftkie trzy rzetelne' wartości na 
uj w ięc zrównanie 4go ftopnia maiąc w fzyftkie czte
ry  pierw iaftki uroione, ieft znowu w  przypadku nie- 
przyw iedlnym , i nie m ożem y mieć iego pierw ia
ftk ó w  w  w yrazie Ikończonym.

Potrzecie-. Przypadek (III), i (IV). daie s, re, n,\/r— t j  
s , m V — i, n, kładąc ie w  wartości na u, otrzym am y 

W ( i r i j  U— 4S*, u— (m-\-nVr —  i ) 1= m *+ 2 tn n V r— 1 

— n -ju — (m— n V '— 1 )~— ra'— 2 m n V — 1— n--, w  (IV),

-U=4 -f’ }'
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u = (m ^ r — J-Hi,)2— 'n'l+ i m n V — i-~«i%- u—  
( m\/_i__n )* = n - ‘— 2mn\/ — ;— m-, w  obydwóch ra

zach w y p a d ł  dwie wartości uroione na u, a iedna 
rzetelna; W takow ym  przypadku w iem y że zrów na
nie $go ftopnia ma pierw iaftki w  w yrazie ikończo- 
nym; w ięc zrównanie 4go ftopnia będzie mogło bydi. 
rozw iązane zupełnie w  ten czas, kiedy ma dw a pier
w iaftki uroione a dw a rzetelne.

Poniew aż zrównanie 4go ftopnia ieft w  przypadku 
łueprzyw iedlnym  maiąc albo w fzyftk ie  pierw iaftki 
rzetelne albo w fzyftk ie  uroione'; iakże rozróżnić od 
fiebie dw a te przypadki do których ieft przyw iązana 
•niedoikonalość nafzych prawideł? Cecha ta która te' 
dwie rzeczy od fiebie oddziela mufi bydź koniecznie 
w  zrównaniu (<y) zaw arta. W róćmy fię do w ypad

k ó w  rachunku na któreśmy natrafili w  tych dwóch 
przypadkach.

Roftrząfaiąc I przykład, gdzie zrównanie 4go ftopnia 
‘m a w fzyftk ie  pierw iaftki rzetelne, trafiliśmy na trzy 
wartości u dodatne; w  II zaś przykładzie, gdzie z a* 
chodzą w fzyftkie pierw iaftki uroione, otrzym aliśm y 
iednę Wartość na u dodatną, a dwie odiemne. W ła
dnie w  zrównaniu (y) oftatni termin ■— b* będąc od- 
iemnyin nie mógł pow ftać tylko albo s w fzyftkich 
pierw iaftków  dodatnych albo iednego dodatnego a 
dwóch odiemnych podług włnfności ogólnych zró
wnań; w ięc ieżeli zrównanie (y )  będzie miało trzy 

p ierw iaftk i rzetelne i w fzyftk ie  dodatne, zrównanie 
4go  ftopnia będzie miało w fzyftk ie  pierw iaftki zu
pełne. leżeli zaś w  zrównaniu (y )  s trzech rzetel

nych pierw iaftków  ieden będzie dodatny a dw a odie
mne; zrównanie czwartego ftopnia będzie miało 
w fzyftk ie  pierw iaftki uroione. W obydwóch zaś 
przypadkach te pierwiaftki nie będą m ogły bydź w  
w yrazie  fkończonym ogarnione; w ięc iako zrów na
nia Igo  ftopnia nie umiemy dokładnie rozw iązać kie- 
4 y  ma w fzyftk ie  pierw iaftki rzetelne, tak podobnie

^równania
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zrównania 4go ftopnia nie iefteśmy W ftanie doftąpić 
p ierw iaftków  zupetnych, kiedy te albo w fzyftkie f-j 
rzetelne albo w fzyftkie' uroione.

W idzemy w ięc ścifty barzo zw iązek , który zacho- 
Pnłyiele do dzi m iędzy zrównaniami niżfzych i w yżfzych  ftopni. 

drugity cijśei -pen z w iązek iak ieft m iły dla umyftu, tak fię ftał 
fzk od liw y  dla Geom etrów, bo przefzkodził d alfzym  
ich dociekaniom . Widząc bowiem  że dofkonałe ro
zw iązanie zrównań 4go ftopnia zaw ilło koniecznie 
od dofkonałego ich rozw iązania w  trzecim ftopniu-, 
obrócili cale ulitowania fw oie na tćn oflatni, aby uni
knąć przypadku nieprzywiedlnego i przyiśdź do od
krycia  p ierw iaftków  w  w yrazie fkończonym. 'Wfzy
ftkie' kufzenia i ufilowania ich były dotąd daremne, 
bo iakiekolw iek przedfięwzięli drogi w  rozw iązaniu 
zrównania m nącego w fzyftkie pierwiaftki rzetelnej 
nie trafili nigdy tylko na pierwiaftki blifkie prawdy'. 
Niedokładność ta praw ideł pokazała  fię zaraz w  fto- 
pniach w yżfzych ; co ich oftrzegło, iż póty próżno 
było zapufzczać iię w  w yżfze  ftopnie, poki zrów na
nie %go ftopnia nie będzie dofkonałe, to ieft w  cułey 
fw ey  ogólności rozw iązane. Pewne bowiem  fzcze- 
gólne przypadki, w  którychby nam fię mogło udadź 
nie rosszerzaią nauki, i nie fą w arte pracy, którey 
rozw lekłość rachunku w yciąga. N ależało w ięc po 
w ielu daremnych ufiłowaniach uftąpić przefzkodóm , 
a chwycić fię zoftawionych pom ocy nafzey niedofko- 
nalości. leżeli nic możemy mieć zrównań w yżfzych  
ftopni pierw iaftków  cale zupełnych; należało natę
żyć całe dociekania, aby fię do nich naybarziey zb li
żyć przez dofkonalenie teoryi fzeregów, która fię 
ftała w  tem odftąpieniu praw dy oftatnią i naybefpie- 
cznićyfzą ucieczką do iey ścigania. Przywiedzeni i 
m y ielleśmy potrzebą i barzo przyrodzonym  porząd
kiem do nowego przedmiotu nafzych badań, który 
na'm całą część drugą zabierze. Nim do niey p rzy
ftąpiem y zatrzym aym y fię iefzcze nad niektórymi 
uwagam i wypadaiącemi s tego, cośmy dotąd m'*wili.

“§ XXX.
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§. XXX.
W ł a f n o s c i  n a p r z ó d  o g ó l n e  z r ó w n a ń  n a u c z y ł y  n a s ,  

ż e  p i e r w i a f t k i  z r ó w n a n i a  i u k i e g o k o l w i e k  f t o p n i a  z a -
■ i ,  w  fw oim  w yrazie znaki pierw iaftkow e fwe- Spofób rotę. 

go ftopnia i w fzyftkich  innych ftopni od fiebie n iż , 
fzvch. D oświadczenie potem utwierdziło nas w  tey w funkcyach 
praw dzie, kiedy po rozwiązanem  2go, Ig o  i 4go fto- nkwymicr* 
pnia zrównaniu, pierw iaftki pokazały fię w  w yrazie tl>'ch, 
barzo niewym iernym  i zaw ikłanym . Ten znacznie*- 
by fię zaifte uprościł, gdyby s funkcyi pod znakam i 
pierw iaftkow em i zaw artych m ogły bydż pierw ia
ftki wyciągnione fpofobem zupełnym* Wyciąganie 
zaś pierw iaftków  nie może fię udadź, tylko kiedy fun- 
kcya ieft potęgą zupełną,* ale iakże poznać czyli ieft 
taką lub nie, w  śrzod niewymiernych w y razó w , 
które ią w ik lą  i zaflaniaią praw o potęg zupełnych?

S tey uw agi nie możem y nie uczuć potrzeby fzu- 
kania fpofobu na rozeznanie ęotęg zupełnych w  fun
kcyach pierw iaftkow ych. Każdą takow ą fun kcją nie 
zawieraiącą tylko  znaki pierw iaftkow e 2go ftopnia 
W yrazić ogólnie m ożem y przez A ± V B ,  gdzie w fz y 
ftkie' ilości wym ierne znaczą fię przez A-, w fzyftkie’ 
zaś niewymierne przez V^B. leżeli A ± V B  ieft zupeł* 
ną potęgą drugą, iey pierwiaftek niech będzie w y ra 
żo n y  p rzez V p ± V q ',  przeto V ( A ± V  B ) = V p ± V r q', 

A ± )/ B = p ± 2 V rm + K  czyli ( i )  - - A = p + q ;  ± V ^ B =

±2Vrpq- - ■ (2) %— 41pq - ■ <p=— ’ co w ło ż y w fz y
4P

B A ± V  (A 2— B)
W (1)  wypadnie: p 2— A p — ~------ - p = --------------------

4  2

q = A -—p =  ------?2.j żeby w ięc A —\^B, było
2

potęgą zupełną, potrzeba żeby p, q, były  funkeyami 
wymiernemi; a przeto potrzeba żeby A 2— B było zu» 
pełną potęgą drugą. Iakóż w  terażnieyfzym  p rzy
padku A 2— -B— (p-hi])2— 4p q = ( p — q )2. Chcąc WigC

doświadczyć



doświadczyć, czyli funkcya iaka p ierw iaftkow a któ
ra fię zam yka pod w zorem  A±\Z~B ieft zupełną po
tęgą drugą, należy w iedzieć, czyft w  niey V "(A 7-— BJ 
ieft funkcyą wymierną^ ieżeli nie ieft} funkcya A ± V B  
nie będzie zupełną potęgą: ieżeli zaś V ( A - — B) ieft 
pierwiaftkiem  zupełnym ; funkcya A+V^ B będzie 
miała za pierwiaftek:

v x v „ =  ± [ Ą A ^ S f = S y  ^ - ^ - g 2 ) ] ,

funkcya zaś A —r]/~B. mięć będzie pierwiaftek:

Przykład. Niejh będzie funkcya y a ł — b- i  4-a. 
\Z~(az— b*), o którey chcemy w iedzieć, czyli ieft po
tęgą zupełną lub nie?
A = > c i - — £%• V B — 4a\/~(a^— b 1) ;  A i— R=Qci*-t-'ia*b'1 
+ b4 , potęga zupełna funkcyi ia*+-b*: w ięc p = 4 fi2; 
q = a - — b*t przeto funkcya podana ieft zupełną potę
gą drugą, którey pierwiaftki fa yrp + v rq = ± [ z a ± y r 
( a -— bz) ] . Tym  fpofobem znaydziem y że w y raz li
czebny 28+20/'? ieft potęgą ęlrugą, którey p ierw ia
ftki fą ± { i - W 3).

leżeli s funkcyi A + V B  chcemy wyciągnąć pierw ia
ftek potęgi trzeciey, potrzeba aby ten pierwiaftek 
mógł bydź w yftaw ion y pod takim w yrazem , któryby 
nie mógł w ydadż iak tylko ieden niewym ierny ter
min w  potędze trzeciey. Przekonamy fię zaś łatw o 
ę krotkiey uwagi nad potęgam i, że takow y p ierw ia
ftek nie może w  fobie 'zaw ierać tylko ieden także 
niew ym ierny termin, i że w y ra z  iego w łaściw y  ieft 
■p+V<7; w p ro w a d ziw fzy  bowiem  więcey terminów 
niewymiernych w  pierwiaftek n.p, ja-l—\/̂ <7, potęga 
trzecia będzie mieć w fzyftkie' terminy niewym ierne, 
i nie będzie mogła bydz porównana s funkcyą 
A-\-\fB. Ale ten pierwiaftek w yciągnióny s funkcyi 
A + y fR  nie b?dzież on mógł zawierać znaku pierw* a

ftkow ego
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filcowego potęgi trzeciey? Powinniśmy to barzo ła
tw o  poiąć, że takow y znak nie może fię znaydow ać, 
chyba że fama potęga A-bV"B, ieft rozm nożona przez 
iaka ilość lub funkcya n.p. (A + V B )m ,  a na ten czas 
pieYwiaftek także będzie zaw ierał funkcya n iew y

mierny V m ,  która równie będzie fpólną w fzyftk im
*

iego terminom-, to lefl: ( p-hVq) V/ m.
Wróćmy fię do pier& fzego przypadku:

A + \ f  B=p3-+-2p*v q+-}pq+-qV‘ q- 
równaiąc terminy niewymierne' i wymierne' s fobą, 
m am y
( i )  - - A==p*+3pq - - (z)  - - VrB— ( i p ł +q)Vrq 

A -— B— ( p 2— n) 3  - . - \ /(A 2— B ) = p * — q. 

ieżeli w ięc A-f-\/"B isft zupełną potęgą trzecią, po
winno koniecznie A -— B bydź tąż zupełną potęgą 
funkcyi p -— q: n azw aw fzy  p2— <]=w; q = p * — n, i 
w ło ż y w fz y  tę w artość za q w  ( i)  otrzym am y zró 
wnanie warunkowe':

4p 3— t u p , — A ~ o  -  - - ( L ) .  

s którego należy wyciągnąć w artość na p, w  w y ra 
zie wym iernym : potrzebaby w ięc rozebrać zrównar 
nie (L) na fw e m nożniki wymierne', czego nie w e 
w fzyftkich przypadkach potrafiemy dokazać.

leżeli A + V  B będzie zupełną potęgą mimo to, że

A -— B nią nie ieft; na ten czas V (A + \^ B )  ieft roz
mnożone przez fpólną iaką ilość pierw iaftkow ą trze- 
ciey potęgi; rozdzieliw fzy  ie w ięc przez tę ilość, w y- 
naydziem y pierwiaftek funkcyi A+K^B, i na ten czris 
A -— B będzie zupełną potęgą trzecia.

Uważaiąc na koniec A ± .v B  iako potęgę ftopnia ii, 
którey pierwiaftek w yraża fię przez p±V^<], mamy 
na to zrównanie:

A ą- V  R=(pĄ-\/~ q)n 
A — p— n)n

Mnogość A z— B = ( p * — q)n.
K  co nas
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co nas ogólnie uczy, że ieżeli A±VrR ma bydź zu
pełną potęgą n, potrzeba koniecznie aby funkcyą 
A 2— B była taż lamą potęgą p 2— q: nazwa w izy  p~— q, 
k-, w łożem y za rp=p2— k w  zrównanie na A , i o trzy
m amy inne warunkowe' ftopnia n, s ktorem należy 
lit: tak obeyśdź iak z zrównaniem  (L) aby wyna- 
leśdź p.

Służy nam iefzcze ten fam fpofób do w yciągania 
pierw iaftków  s funkcyi zamykających więcey termi
n ó w  niewymiernych. leżeli te pierwiaftki wyraże'- 
m y przez p + s fą -b ^ r , albo przez q+ \/ f, na
leży nam uw ażyć, że potęga draija s takowego pier
w iaftku powftaiąca tyle będzie zawierać terminów 
niewym iernych, ile wypadnie mnogości z dwóch na 
raz pierw iaftka terminów; znak bowiem  pierwia- 
ftkow y nie zniknie, tylko w  famych czyftych potęgaęh 
każdego terminu poiedynczego: i tak n.p. trzy" ter
m iny, s których albo w fzyftkie albo dw a tylko picr- 
w i: iftk ow e, w ydadzą koniecznie trzy terminy niew y
mierne w  potędze drugiey: cztery terminy niewym ier
ne pierwiaftka, zrodzą lześć niewymiernych w  potę
dze: n terminów pierw iaftka, s ktorychby albo ża

den albo ieden tylko był wym ierny, w ydadzą -̂---- l-
l .  2

terminów niewymiernych w  potędze. Chcąc w ięc 
-wyftawić potęgę drugą pierwiaftka p 4-\Aj+\/Y, albo

p-t-y'"q- w y r a z i ć  ią mufzemy przez A + V B-ł- 
\ /~ C + \ fD = p + -v  pq+2Vrpr-h2Vrqr+q+-r-.) w ięc - - - 
A = p + q + r , \^B— 2Vr pq; - - - \ / C = 2 \ f p r - '- . . .

8 C 
V D = 2V ^ qy, s kąd w ypada q— ------ -- - r =
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*P  4P
r D  *
r— ------> w ło ży w fzy  za q, r, ich wartości w  pier-

*<7
, . ,  B C

w fze; otrzym am y A^=p-1-------- .4- ------; czyli - - -
4 P 4P

B + C  A + \ f(A * — B— C) . . 
v * —  A p  — ---------- --- - ------- -------- -------- skąd

4 - 2  latw*
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łafw o  w y n a l e ś d ź  q, r. leżeli w ięc A + \ S B + \ S C +  
\f£) ieft zupełną potęgą drugą; p  _ powinno bydź 
wym iernem , a zatem A 1 B C bydź także pow in
no zupełna potęgą drugą. lakoz w  teraźmeyfzym 
przykładzie J 2— B— C = ( p + q + r ) 2 4pq— 4pr=Q >—

Oprócz tego warunku zoftaie iefzcze ieden pochodzą

cy z dwóch wartości różnych n a r , to ie ft :— ” — •
J 4 p 4 q

Zeby w ięc funkcyą podani miała za pierwiaftek 
y/ p+\Z~q-h\/~r, potrzeba naprzód, żeby A -— B— C by.
ło  zupełną potęgą drugą; powtórti; żeby - ...............

C D
___ = ____• Zobaczm y to w  przykładzie-

4 P  4 '/
. Niech będzie w yraz liczebny 2 8 + ^  3 2 0 + ^ 4 4 8 +

V  140, o którym chcemy w iedzieć, czyli ieft zupeł
na potęga dru53j i iaki ieft iego pierwiaftek? W nim 
A = 2 $ ,  B — 320: C — 4481 D = i 4 0 - - A -  B C = i 6,

A + \ S ( J * — B ~ C )
ktorego pierwiaftek 4 > więc p— --------------- ,---- --

B __ C C D
=  16, q— ------— f> '  '  *— -------— 7 -,-

4 P 4 P 4 p 40
czyli 7 = 7 .  w ięc pierwiaftek podane'go w yrazu ieft
± (4 + V r S+V~7 )-

Należy nam tu uczynić iednę przeftrogę, źe rownaiąe 
przykład iaki podany z wzorem  ogólnym, może fię 
czaiem  nie udadź która kondycya w  iednem nazwifku, 
ale fię uda w  nazwifku innem, i dla tego iężeli z nada
nych wartości A ,B ,C ,D , nie wypadną warunki właści
w e pytaniu; nie należy w p rzó d  ftanowić, że funkcyą 
podana nie ma pierwiaftku, póki nie przeydziem y 
przez w fzyftk ie  odmiany które wypaśd’/ mogą z ró
żnych nadanych wartości ilościom pierwiaftkowym : i 
tak n._p. maiąc w yraz liczebny io+V^ 2 4+V~40+V 60 
nie wypadną nam obydwa warunki nazw aw fzy ‘ o,

C D
J}— 24j C==40, D ~ 60, ponieważ na — =  —  otrzy-

4P 4 i  
K i  m a m y
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marny f — So: ale ieżeli nazw iem y A —  J 0,B— 4O ,C ~ 6e, 
D = 2 4 , obydwie kondycje będą miały mieyfce, i pic, - 
w iaftek pod nego w yrazu  będzie; ± f V  $-\rV Zrt-V 3).

Maiąc do rospozilnnia funkcyą podaną, ktorey oby
d w a terminy byłyby pierw iattkow e; n .p . A + V  B. 
potrzebaby nam dobrać takiego w yrazu W pierw ia
ftku, któryby w  drugiey potędze w ydał dw a tylko 
terminy, obydw a zaś z znakiem pierw iaftkow ym ; 
T a k o w y  pierwiaftek w yrazi fię barzo dobrze przez 
V (pV "r)+ V (q\/~ r)j maiąc bowiem iednego m n o ż n i k a  

fpolnego, dw a terminy złączą fię razem; i potęga 
druga takow ego pierwiaftku będzie.’ (p-Wj)v^r+2Vr p<Zł' 
— V A-f-y^B, a zatem ( p + q j- r = A , - - 4pqr— B - - 
A — B = ( p + q ) 2r— 4jjq r = (p — q)zr. ieżeli w ięc \AA-\- 
V~B ma bydź zupełną potćgą drugą, powinno A — B 
bydź potęgą drugą kilkokrotną, czyli rozmnożoną 
przez iaką liczbę r. D w a s tąd otrzymane zró
wnania ,

'V  ( A — B ) = p V  r— qV~ r.
-h\/'A = pV r r-H]V/Y. 

dbdaiac lub odciągaiać od fiebłe; doftapiemy

qV »̂— ------------------- -

S których powftaie pierwiaftek funkcyi V  A + V  B.

Y ( p ^ r ) - h ^ ( q ^ r ) =  V  
y Ą - ^ ( A - B ) \K ( v

2
{ D ośw iadczm y iefzcze tego fpolobu w  funkcyach 

Vły,o fpofo°bu uroionych. W y b a w m y  fobie funkcyą uroioną ż a m y  
w Cfunkcyach kaiącą znaki pierw iaftkow e famey potęgi drugiey, W 
MróiOnycb« w zo rze  ogólnym  A+V^— B. gdzie B ieft koniecznie 

dodatne: a ftófuiąc do niey tć fame' uw agi, któreśmy 
uczynili nad A + V b , w yn ajd ziem y, że

V" (A-rV^— B )



\ r ( A + v ~ w = * ± \ ] /  ( i ^ i i ! ± . R2 ) +

V(±^fżSiy] . .  . m .

ieżeli w ięc funkcya uroiond A + V ~— B ieft zupełną p 0- 
tęgą drugą; mufi koniecznie A -+ B  bydź takąż potę
gą: p ierw fzy termin tego pierw iaftku - " .
i  /  jT A -W ( A z+ B ) \  . - „ •
V V ------- ----- )>ieft funkcyą rzetelną, którą mo

żemy w yrazić przez aj drugi termiri ;  ;
| / / ' 4 — Vr (A a+ B ) \
V  \ --------- ~-------- )  ieft uroiony; poniew aż A < ^ V (A i + B )

w yrazić on fię może p rze y .J /  ^ _.

— bvr i . gdzie b znaczy ilość rzetelną. Pierwia- 
ftek w ięc uroioney funkcyi w yrazić fię m oże przez 
n + b V — i , gdzie a> b> fą ilościami koniecznie rzetel- 
ńemi; 1 /  4

Maiąc lobie podaną funkcya uroioną V  _C - S A __Q
a równaiąc ią z w zorem  A+^~— B, bedzie A_ę -

4 ?
B = C ,  a w artość V  —  C z  zrównania (M ) wyciasra-

4 4 ( Q \
iąć, znaydziem y V — C =  V  \ 4 - ( i + V —  1 ) ) ,  co także

• > i • 4 f
w yrazie  możem y przez a-\-bV— j uczyn iw fzy a = \ / '^ =

4 8 1 X  8
Niech będą funkcye: V " ( V — C )— Vr — C -y  V _r __

lS ” .4
^  i t .d .  poniew aż \Z~— £ iuż przyw iedliśm y dd 

w yrazu  a + b V '— i ,  będzie — C = v r (a+bVr— 1)

=  ± \ / ( n + ^ C a ^ b * ) ^  Ą / ę S ( a * + b * ) - a ^  ,

k t ó r y  t a k z e  n d l e ź y  d o  w z o r u  a + b ^ — i,  w z i ą w f z y

V X ^ ~ > ™ V Q ^ P ^ - )■„ n
tyni
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tym fpofobem  poftępuiąc fobie przekonam y fię, 2e 
w fzyftkie funkcye uroione', maiące w ykładnika ik-, k 
znacząc liczbę parzyftą, przywiedzione bydź mogą 
do w yrazu a+ b\/— i.

leżeli k będzie liczbą nieparzyftą, ik  będzie za- 
w fze  parzyftą: ale źe w ykładniki parzyfte 6 , 10, r j ,  
16, 1 g, i t. (1. uw ażać fię mogą iako powftaiące z 

rozmnożenia liczby nieparzyftey przez parzyftą, fun-
6  10

keye uroione, s Lakierni wykładnikam i V  — C, V  — C,
3 5

i t. d. będą równe (v  — C), V ( V  — C), i t. d. Aże
3 3 5 5 7  1?

Vr— C = — V C ,  v'~— C = — VrC, V —  C - —  V C i  t.d.
3 5 ’ 7 

n a zw a w fzy  V C ,  V C, V C ,  b’1-, w yrazy  uroione 
16. to
V"— C, V — C , i t. d. iefzcze należeć będą do w zoru 
ogólnego n+b\/~-~~i* Wnieśmy w ięc że w fzyftkie 
funkcye uroione z wykładnikiem  2k, k będąc parzy
ftą lub nie parzyftą liczbą, w yrazić lię mogą przez 
w zór ogólny n + b V — 1.

leżeli funkcya podana A + V — B będzie potęgą nie 
parzyftą zamykaiącą pierwiaftki częścią rzetelne, a 
częścią uroione, obeyśdź fię z nią będziem mogli pp- 
diug tych la mych prawideł, które nam lłużyły na 

B. W fzakże pierwiaftki nawet potęg njepa- 
rzyftych w yraziliśm y przez p+ V iy, w ięc ieżeli teraz 
w yrażem y potęgę jakąkolw iek nieparzyftą przez 
A-v-V— B, pierwiaftek iey będzie p4-V ą  ogarniaiący 
razem wartości rzetelne i uroione-, a zatem funkcye 
naw et które w  potęgach nieparzyftych zawieraią pier
wiaftki rzetelne zmięfzane' z  uroionemi, przywiodą 
lip do w zoru  a + b V — 1. W yftaw m y fobie n.p. trze
cią potęgę w  funkcyi A + V — B którey pierwiaftek 
w yraźm y przez r-ł-s, pamiętając że s zam yka w  fo
bie znak p ierw iaftkow y drugicy' potęgi. Redzie w ięc 
A +  V — B=r3-i-jrj--ł-|?-j2+ j 3i poniew aż znak pierwia- 
ftk o w y  nie mógł zniknąć w  potęgach nieparzyftych 
H rów naym y z V — B w fzyftkie terminy, gdzie s

i fo Algebry Część T.



ieft w ym iaru nieparzyftego, w fzyftk ie  zaś inne z A \  

otrzym am y - - r* + irs2— A;  - - 3r2s+ s3= (  }ri + s 2)s
— y/_B. - - B= — ( $r2-i-s2) 2s2: dw a te zrów nania
z ł ą c z o n e  s fobą dadzą wartość na r , s, tak-, aby A-t-v^— B 
by ło zupełna potęgą trzecią maiącą za pierwiaftek r-t-j. 
A  że z w yżey  iuz w yłożonych w arunków  A-+-R bydź 
powinno zupełną potęgą trzecią, ieżeli nią ieft 
A + \ f — B; otrzym am y naprzód s teraźnieyfzych na

A , B, w artości, V  ( A 2 - h B ) = r 2 — s 2 :  pow tóre otrzy
mamy zrównanie w arunkow e któreśmy w yżey  na
zw ali ( L )  -  -  4r3— p i r — A — o .  gdzie n = r 2 — s 2 .

To zrównanie maiąc drugi termin odiemny, będzie 
miało wfzyftkie' trzy pierw iaftki rzetelne, s których 
ieden w yrazić m ożem y przez a: wypadnie powtóre’ 

— B , , , ,
s2= ----------- , a w ło z y w fz y  za s2, iego w artość

( V 2+ s2) 2 J J &
_g

— <71: s2— ----------- wartość koniecznie odiemna, po-
(4r2— n )2

nie w a ż  B w  \erażnieyfze’m przypufzczeniu ieft ko
niecznie dodatnem; m ianownik także z natury fw o-

iey dodatnym, w ięc s = ----- -------V — u  co fię w y-
J 4-r2— n

razić może przez b V — i ,  biorąc za b ilość rzetelną 
V^B

4?'2-- VI
S tych w ięc w fzyftkich przypadków  w ypada pra

w da ogólna: że w fzyftkie fnnkcye uroione w yrazić  
fię mogą przez w zó r a + b ^ — 1. Niżeli rosciagnic- 
m y daley użycie dopiero w yłożoney praw dy, przy
chodzi nam tu uczynić króciuteńką uwagę o zró- 
wnaniach 31*0 ftopnia. W iemy, że ile razy te zam y
kaią w fzyftkie pierw iaftki rzetelne, prow adzą nas do 
przypadku nieprzywiedlnego, w  którym  pierw iaftki 
pokazuią fię pod w yrazem  uroionym prow adzącym  
mis do fzeregów niefkończonych.

K 4  Ale
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Og ó l n y  fpo,  
fob r o z e z na 
nia pićrwi a-* 
f t k ó w  uroj o
n y c h  w  z r ó 
wnaniu.

A le ieżeli iaki pierw iaftek będzie p rzy fw oim  uro- 
ionym  w yrazie zupełną potęgą trzecią, w yciągn ąw fiy  
z  niego pierwiaftek |riey potęgi fpofobem teraz w y 
łożonym , przyidziem y do w yrazu  ikończonego trzech 
rzetelnych wartości na ilość nieznaną, n. p. Maiąc 
zrównanie x 3— 6 x + 4 = o ,  i rozw iązaw fzy  ie podług

§. 28. otrzym am y - - - x = v  (— z+-z\/~— i ) + V r (— 2 
.— — 1) , chcąc w iedzieć czyli drugi członek 
tego zrównania ieft zupełną potęgą trzecią, i wynas 
leśdż iego pierwiaftek; równam go s funkcyą J ± V ri?, 
bedzie w iec A = — 2, — 1 - - B = — 4

3.
A *— R— -$, którego pierwiaftek y (A -— B ) = 2 — n:kldr 
dę tę wartość za u w  zrównanie w arun kow e (L),i ftaie 
fię --4 p 3 — 6 p + 2 ~ o .  które'ieft rozdzielne przez p —  1 
= 0 : w iec p - i , q — p -— n =  —  /, a zatem pierw iaftek

p + y r q— yr( — 2J*-2\f— ;j= i- ł-V A— 1. Tym  fpofobem

znaydziem y że v ( — 2— 2Vr— i)= ± t— V — > ;przeto  
x = z , 1 -ł-1— y~— 1— 2: rozdziejiw fzy  zrów nanie
podane przez x  —  2, zniżemy ie o ieden ftopień 
x z+ 2 x — z — o, którego pierw iaftki rzetelne fą x — — j

- - x —  —  1— V"l-  Zrównanie w ięc sgo  fto 
pnia chociaż będzie w  przypadku nieprzyw iedlnym , 
może iednak mieć pierw iaftki w yrażone fpofobem 
flcończonym, ale tyjko w  ten czas, kiedy iego w ar
tości fą zupełnemi potęgami trzećiemi, co będąc ty U - 
ko przypadkiem  fzczegolnym  i rzadkim , dow odzi ie
fzcze niedofkonałość prawideł, które nam w  tey mie
rze fłuża.

§. XXXI.
Dofzedtfzy wykazu ogólnego pierw iaftków  uroio- 

njrch w  zrównaniu lub funkcyi? wypadli nam tu bar
zo porządne iego użycie, flużące do rozeznania czyli 
zrównanie iakiegokolw iek ftopnia ma pierwiaftki 
uroione lub nie? każdy bowiem  dotąd ftopień zró
wnania potrzebował od nas fzczególnych fpofobów

i  f i  A l g e b r y  C z ę ś ć  I .



R o z d z i a ł  IV.

na rofpoznanie pierw iaftków  rzetelnych lub uroio- 
nvch któreśmy dopiero rozw iązaw fzy  zrównanie, w y- 
riTonli Maiac zaś w y ra z  ogólny zrównania iakiego- 
k o f w i e k  ftopnia i t . d .  
+ k = o  i w yraz ogólny pierwiaftku uroionego x — a 
_____ 1= 0 , możem y z dwóch tych ogólnych w y r a 
zó w  wyciągnąć trzeci, który będzie fame pierw iaftki 
u r o i o n e  w  zrównaniu oznaczał. Trzym aym y fię tyU 
ko w  tem dociekaniu drogi Anałityczney, która nas 
iuź do tak w ielu praw d fzcześliw ie przyw iodła; to 
ieft: uw ażaym y rzecz nieznaną.iak gdyby była zna
na: a w iążąc warunki pytania, z ogolne'mi początka
mi ftaraymy fię przyiśdź do proftych zrównań i ftó- 
funków , s którychby w ypaśdź m ogły wartości rze
czy  nieznanych.

K ażdy pierwiaftek uroiony w  zrównaniu w yraż:i 
fię przez x — a— b V — i= o ,  tak iako każdy mnożnik 
uroiony w  funkcyi , przez x —-n— ale że w  
tym  w yrazie b koniecznie powinno bydź ilością lub 
funkcyą rzetelna; albo będąc uroionem, nie powinno 
bydź rozdzielne przez V — i- albowiem  termin b ^ — t 
nic jyjógt powft^c tylko z zrównania i o z w  l^zsn ego ̂ 
które zaw ierało  b ż wykładnikiem  parzyftym , n. p. 
b T o b2 albo ieft famo rzetelnem albo uroionem^ 
w  pierw fzym  przypadku daymy 2e wsutosci rożne 
b2 fą m, m ' i t. d. tak dalece źe b=V~m , b = \ fm ',

ftku uroionego daie x-=a-\-b\/~— ;, czyli x = fH -V r— m, 
x=n+-V^—rm ', gdzie w idzem y, że potrzeba, aby 
— m, — m ' były ' koniecznie dodatne ieżeli x  ma 
bydź rzetelnem, to ieft potrzeba aby b było fun
kcyą uroioną: i przeciwnie żeby x  było uroionem, 
potrzeba aby ■— m ,— m' było odiemnem to ieft, aby 
b było rzetelnem. leżeli zaś famo b2 ieft uroionem,

V"—  l 
K r

v^—  i
w i§c



w ięc x  było tiroionem w  ten czas, kiedy b ieft takie 
uroionem, potrzeba aby b nie było całkiem rozdziel
ne przez V — i .

Pierw iaftki rzetelni lub uroione w  zrównaniu fą 
to wartości rzetelne' lub uroione na x ,  te zaś w arto
ści x  zaw  ifty od wartości b, idzie za tern, że chcąc fię 
dowiedzieć czyli zrównanie podane ma pierwiaftki 
uroione lub nie? należy w  nie za x  i iego potęgi w ło 
żyć wartość uroioną x = a -\-b V — }■ a tak zamieńi- 
w fz y  zrównanie podane na inne między a, b, i ilo
ściami znanemi; należy roftrząfnnć w fzyftkie' s tąd 
pow ftać mogące wartości na b, s tych lądzie o w ar
tościach x , a zatem o pierwiaftkach zrównania po
danego. A le a, b, ftaią fię ilościami nieznanemi wpro- 
wadzonem i na mieyfce x ,  s kądże ich oznaczyć w ar
tości lub związek? Chcąc na to odpowiedzieć uważ- 
m y, że kładąc w  zrównanie podane za x ,  a-hb\f— i,  
przerobiemy ie na inne takie, w  ktorem będą terminy 
rzetelne i uroione; aże zrównanie przerobione iedno 
bydż powinno s podanem; w fzyftkie terminy uroione 
należy znifzczyć, to ieft uczynić zbiór tych w fz y 
ftkich, które fą rozmnożone przez V/ —  i,  rów ny ze
ro. A  tak otrzym am y d w a zrównania, które na
zw iem y Wypadków enu: z nich iedno flużyć będzie na 
oznaczenie a, drugie na b. Aże pieYwiaftki rzetelni 
lub uroione w  zrównaniu za w idy od pew nych w a r
tości i ftófunków ilości znanych; potrzeba nam z zró
w nań w ypadkow ych prócz a, b, wyciągnąć zw iązek 
m iędzy ilościami znanemi na pierwiaftki uroione. 
N adaw fzy w ięc podług upodobania pew ną iaka w ar
tość na a, wyciągniem y z iednego zrównania w ypad
kow ego odpowiadającą wartość na 6; te zaś dwie 
wartości w ło ży w fz y  w  drugie zrównanie w yp adko
w e , odkryiemy zw iązek między ilościami znanemi 
w yrażaiący potrzebne w arunki, aby zrównanie poda
ne miało pierwiaftki uroione.

T akow e warunki w  ilościach znanych m oglibyśmy 
otrzym ać przez wartość na a, b w y  ciągnioną z zw ią z

ku
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fcn zawartego w  zrównaniach w ypadkow ych} ate 
na to trzebaby nam rozw iązać obydw a te zrów na
nia przez co dociekania nafze (kończyłyby fię na 
tych tylko zrównaniach, które' teraz iefteśmy w  ftanie 
rozw iązać. Trzeba nam w ięc prze (lać raczey na 
p ierw fzym  fpofobie iako rozlegleyfzym  i niezaw i- 
flym od rozwiązania zrównań. Żebyśm y tem mo- 
cniey uczuli iego użycie, nie zgubm y tego z myśli, 
że kiedy z zrównań w ypadkow ych otrzym am y na b 
w artość rzetelną; zrównanie podane będzie miało 
pierw iaftki uroione': kiedy zaś b będzie uroionem; 
zrównanie zam yka pierw iaftki rzetelne. W yftaw m y 
fobie teraz,, że zrównania w ypadkow e nie tylko nas 
nauczą kiedy b ieft rzetelnem lub uroionem, ale nam 
nawet oznaczą moment, kiedy przechodzi z wartości 
rzetelney na uroioną lub przeciwnie} oddzieliw fzy tem 
przeyściem klafsę pierw iaftków  rzetelnych od klafsy 
uroionych, rozwiązanie zrównania by toby nam w  
tym razie niepotrzebne, bo fama uwaga nad współ
czynnikam i nauczyłaby nas o gatunku p ierw iaftków . 
Te w fzyftkie' rozum owania daleko ile oęzyw iściey 
pokażą w  rachunku. Niech będzie zrównanie poda
ne', s którego dla łdtwieyfzego rachunku pozbyliśm y 
fię 2go terminu:

x m+ p x m~2+ q xm~3+ r x m~r4+  i t. d. -+-fc=<>. 

kładąc w  nk’m za x , a - ł - b — r, wypadnie

x 'n= a m+rnam~ lbVr— i —  ni— — —  am_I b- —  hi,
2

( m - 0  (m - 2 ) _  am^ b^ _ l +  i t  d.

2- 3

i + P * m~'1= p a m~ * + p ( m i l i la m-ib v r—  i -  / ? ? — -2

(— ( m- l
2 1. 2 , 1  
+  i t. d. - . . . +pl)'n- - \ / ( —

+ q x m~ -ł- i t. d. - - +qb'"~'lV '(— i ) m~3 
■+- i t. d. +  fc=o.

Kff Wykładnik
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W ykładnik m bydź może parzyfty albo nieparzyfty. 
leżeli ieft parzyftym , V ( — iJ’" = ± )  to famo m ów ić 
należy o s f  (— /J”1-4 i t.d. nayw yżfza więc
potęga b mnożona przez V — i w  x m, będzie bm~x-y 
w  x m~2, bm—3-, i t. d. S tych w fzyftkich terminów 
powitanie iedno zrównanie w arunkow e (A ) ,  które 
zam ykaiąc w e w fzyftkich  terminach b, będzie mogło 
przez nie bydź rozdzielone, a przeto potęgi b w  tem 
zrównaniu będą bm~2, bm—6, i t.d. Zrównanie
w ięc ttużące na oznaczenie b będzie o dw a ltopnie 
niżfze od podanego, i ieżeli iefzcze fzukać będziem y 
podw óynych wartości na b, dla tego że pierw iaftki 
uroione fą zaw fze w  liczbie parzyftey, trudność na-

fza  w  fzukaniu b będzie ftopnia ~ — —• W drugiem
2

zrównaniu warunkowem , które nazyw am  (B) będą 
potęgi b: bm, bm~2, bm~4 i U d. a -zatem trudność 

. m 
ftopnia — •

le że li zaś m ieft nieparzyfte V { —  i)m,
y r (_i ) m~4, i t-d. będąc równe ± i . V — r, ilości zaś

_\T(— i ) m~ 5, i t. d. — ± i.  Zrównanie
Wiec w ypadkow e (A )  będąc cale rozdzielne przez b 
bedzie zaw ierało potęgi bm~ \  bm~3, bm~s, i t .d . i 
nie zniży fię tylko o ieden ftopieiij w  drugiem także 
zrównaniu w arunkowem , b znaydować lig będzie w  
potęgach bm~x, bm~3 i t. d. a zatem trudność w  obu- 
dwóch bedzie iednego ftopnia co do b. W pierw fzym  
i d rugi m " przypddku b zaw fze fię znayduie w  Itopniu 
parzyftym j co właśnie zgadza fig z naturą .pierwia
ftk ó w  uroionych. Przyftófóym y te' wfzyftkie' uwagi 

Skowanie Po do zrównań ftopnia: p o zb yw fzy  fig zS o termi- 
prietfiaiacey nu, zrównanie podane będzie.
t e o t - y i d o i r ó - k ł a d ą c  za x ,  a + b y — przerobiemy 
wnżn • . na

* nł*‘ a*±2ci*b\f— 1
— b * V — 1 7 = 0 .  S kłó?e'go powftaią dw a 

-pap - t b p V — i . \  * zrównania w ypadkow e;

H- q „  ^



(B) • - a *+ (p — ^bz) a + q = o , CA) - - b*— j a 1— jj= o . 
w ło ży w fz y  za b 1 w artość z (A )  w  zrównanie (E ),  
otrzym am y zrównanie iednego ftopnia s podanem --
(C )  2ci(4Ci*-t~p)— (J— o: od rozwiązania iego, zawi- 
flo rozwiązanie zrównania podanego, i dla tego na
zw ać ie możemy Rozwlęzuiącem.

Roltrząśniymy teraz rożne wartości na b które w y 
niknąć mogą z różnych przypufzczeń wcingnionych 
w  zrównania w ypadkow e'. Naprzód (A )  daie b—  
±1/ (3a2~hp), uczyniw fzy a— o, w ypada z (B ) q— o. 
b— ±\^p- leżeli p  ieft dodatnem, b będzie konie
cznie rzetelnem, i zrównanie podane' będzie mieć 
dw a pierwiaftki uroione', co fię zgadza z doświad
czeniem rachunku: ieżeli zaś p  będzie odiemnem, b 
będzie uroionem, i zrównanie podane ma pierwiaftki 
rzetelne..

Niech a nie będzie zero; b -= V  (}a z+ p ):  ieżeli p 
ieft dodatnem, iakiem kolwiek będzie n zaw fze b bę
d zie rzetelnem, i zrównanie podane będzie miało 
w fzyftk ie  pierwiaftki.uroione; w fzyftkie bowiem  kom- 
binacye między a, b, ogarniaią w  fobie w fzyftkie 
lcombinacye między p, q • w ięc iakikolw iek zaydzie 
ftófunek między p, q, byleby p było dodatnem, zró
wnanie podane będzie miało koniecznie dw a pie'r- 
w iaftki uroione'.

leżeli p ieft odiemnem, b nie koniecznie ieft rze
telnem, i zrównanie nie koniecznie ma pierwiaftki 
irroione: zależy to bowiem  od ftófunku między p i 
3a%- to ieft: ieżeli zrównanie ma dw a pier
w iaftki uroione'; ieżeli zaś ^az<^p) b ieft uroionem, 
i -zrównanie ma pierw iaftki rzetelne'. Kiedy zaś

2a ~—  p, czyli a— — JL ; b = o  i zrównanie ieft w

famem przcyściu s pierw iaftków  rzetelnych na uro
ione lub przeciwnie: w ło ży w fzy  za a iego w artość

—  w  zrównanie w arunkow e ( B) ,  otrzymamy:
3 łŁ

3
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2Pi /  V
—  y  — — - h j = o ,  czyli  znióftfzy znak p ie rw ia f tk o w y

( D )  - - 4 p 3 + 2 7 q '1̂ = o .
Zrów n an ie  daiące nam z w ią z e k  m iędzy  ilościami 
znanómi p, ą, w  ten czas, kiedy d w a  pierwiaftki prze
chodzą z uroionych na rzetelne, łub z rzetelnych nu

uroione'. W  tym  momencie b = o ,  1 / ---- —  ieft
l

m nożnikiem  zrównania.
Ale  na cóż nam fię zda w iedzieć  w arun ek przey- 

scia p ie rw id ftk ó w  z iednego rodzaiu na drugi, ieżeli 
ten w arun ek nie nauczy nas a ftame p ie rw ia ftk ó w  
w  innych przyp ad ka ch . S zu k aym y czyli  funkcyą 
4p*-bZ7qz w  (D )  w ch odząca , nie odkryie nam iakiey 
cechy na p ie rw ia ftk i  zrów nania. Na ten koniec 
trzeba zn o w u  b w ró cić  d a w n ą  w a rto ść  b— V ( t a *  
-bp): niech będzie $n2-t-p = y , - - j a 24-p— y— o (E ). 
gdzie n am  trzeba pamiętać, że k iedy zrów nanie mit 
pierw iaftk i  uroione, y  koniecznie bydż po w inn o do- 
datnem: że y  ieft iftotnie odięmnem, kiedy zr ó w n a 
nie m a w fzy ftk ie  p ierw iaftk i rzetelne. Ieft zaś y  do- 
datnem lub odiemnem podług iuż w y ło żo n e g o  ftanti 
i ftófunku m iędzy n, i p, s którego w y n ik a  ftófunek 
ilości znanych p, q, z a w a r t y  w  zrów naniu  w y p a d k o -  
w e m  (R ). K om binuiąc zrów nania  (A ), CR), o trzy 
m aliśm y byli (C ) - - - 2 ci(4 a -+ p ) — q = o  które w y -  
nióflfzy do drugiey p o t ę g i , w y p a d a : 4a aC4 n2-ł»p)ł  
— 1*— °> w  to teraz kładąc za  a 2 w arto ść  wyciągnio-

z (E) to ieft: a2=  —__4a 2- f-p =  — — -> otrzy-

m am y: ~ ~ — — — q-— o. czyli  w y k o n a -

W izy mnożenie: 4y('4 -y— 3P)1— 4 P3— 27q-?=o (F).
S tego oftatniego m a m y :  4P*+27q2— 4})(4y— j p ) 2, 
gdzie  w id zem y, że ia k ie m k o lw ie k  ieft y dodatnem lub 
odiemnem; ( 4 y-~-$p)z z a w fz e  ieft s fw e y  natury do- 
datncin, a zatem zn ak  j.pS+zyą1 zawiU iedynie od

mnożnika



mnożnika 4])' ;.EŻeli V ieft dodatnem, *p3+2?q* będzie 
także koniecznie dodatnem; lecz kiedy y ieft doda
tnem, b ieft rzetelnem i zrównanie podane jg o  fto
pnia ma dw a pierwiaftki uroione podług (E). Potułó- 
re y będąc odiemnem, w  zrównaniu (F) - - (4y— 3p_)» 
b ę d z i e  dodatnem, le cz '4 p 3-±-27 q- ftaie lię odiemnem.
K ie  kiedy y ieft odiemnem, b ftaie fię uroionem 1 
zrównanie $go ftopnia ma w fzyftkie pierwiaftki rze
telne'; w ięc zrównanie 3go ftopnia ma koniecznie 
w fzyftkie pierwiaftki rzetelne, kiedy 4p3-i-27qz ieft 
odiemnem. O w óż praw dziw e znamię pierw iaftków  
rzetelnych lub uroionych w  zrównaniu iakiem kol- 
w iek  2go ftopnia ! 4p*+ z?qz będąc odiemne, pokazu
je pierw iaftki rzetelne; będąc zaś dodatne w y ty k a  
pierw iaftki uroione: będąc zero, oznacza moment 
przeyścia p ierw iaftków  rzetelnych na uroione, lub 
uroionych na rzetelne. Winniśmy tę tak piękną pra
w dę s całą teoryą zacnemu dziś Geometrze Imci P. 
du Sejour K onfyliarzow i Parlamentu Paryzkiego, któ
ry ią podaw fzy w  pamiętnikach Akademii na Rok 
1772, barzo dowcipnie do linii krzyw ych przyftófo- 
w a ł. Spofób atoli którego w  tem dociekaniu użył, 
iliź był dawniey od I.P Eulera w ytknięty, iako bę- 
dziem  mieli fpofobność przekonać fię o tem n iżey."

Nie opufzczaym y dalfzych uw ag, które nam pod- lichoT 
dać może zrównanie (F). P ołożyw fzy  w  niem dz?ća w iró- 
4p3+27<]2= o ,  dw a mnożniki drugiego członka (F) ^naniach wy. 
daią y— o, albo 4y— jp — o. Ponieważ zaś 4p3+  pWkowydu, 
-2?q-— o oznacza czas przeyścia pierw iaftków  y. ie- 
dnego rodzaiu do drugiego, kiedy bydź pow inno 
b— o, temu przeyściu zupełnie odpowiada pierw fzy 
mnożnik y = o ;  ale -f.p’ 4-2yqz może bydź także zero,

kiedy — 3 p = o , czyli y = .— , pod te'n czas b ni=e
4

będzie zero, ale = ± | / i l ,  a = J / ''* ~ Ł ,  i ako nas
4

U£zą zrównania (E), (A );  co nam pckazuie, iż w  pe
wnych
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wnych przypadkach 4p3+2/q'1 może fięftać zero, cho
ciaż pierw iaftki nie będą w  momencie przeyścia z 
rzetelnych na uroione* lub przeciwnie. D o czegóż 
w ięc ftófować ten przypadek w  zrównaniu, i iak 
zgodzić s fobą te tak dziw aczni wypadki? Imć P. du, 
Sejour barzo nam to dowcipnie tlómaczy.'

Niech m, m ', m", znaczą trzy pierwiaftki zrów na
nia jg o  ftopnia, s których każdy w yraża  fię przez 
x — a— b\Z~— 1 = 0 , zrównanie w ypadkow e (A )  nie 
oznacza nam s tych pierw iaftków  tylko d w a, które 
p o to żyw fzy  b = o ,  ftaią fię obydw a rów ne, i polcazu- 
ią moment przeyścia z iednego rodzaiu do drugiego* 
w ięc p ierw fza  praw da która nam fię tu pokaźnie 
ieft: iż pierw iaftki w  ten czds tylko  fą w  czafie 
przeyścia z rzetelnych na uroione lub przeciw nie, kie
dy dw a pieYwiaftki dane przez zrównanie 2go fto
pnia (A )  fą równe', czyli, kiedy dw a-pierw iaftki ró
wne' należą do iednego zrównania i fą że tak rzekę 
te'y famey pary.

Ale 4p3-'r27i\l  ieft zaw fze zero, ile' razy dw a pieY
w iaftki w  zrównaniu $go ftopnia fą równe': mogą 
zaś bydź równe' albo te, które należą do tey famey 
pary i fą dane przez zrównanie (A)-, albo te s któ
rych ieden tylko należy do zrównania 2go ftopnia, a 
drugi nie: co żebyśm y łatw iey poięli, w yftaw m y fo
bie, że dw a pieYwiaftki m, m ' fą tey famey pary da
ne' obydw a przez zrównanie 2go ftopnia, które fta- 
w Iz y  fię równe', czynią 4 p3+-27q'z= o , i oznaczaią 
przeyście pieYwiaftków w  zrównaniu podanem z ie
dnego rodzaiu do drugiego. Ale będąc raz 
po tern przeyściu tć dw a pieYwiaftki ftaią fię rzetel
ne i nierównej w  tey nierówności m oże fię przytra
fić, że n. p. m = m ", albo że m ’= m " ,  to ieft, że ie
den s tćy pary pieYwiaftków ftanie fię rów ny trze
ciemu, pod ten czas 4p34-27<j2, będzie zero, ale pier
w iaftki zrów nania podanego nie będą dla tego w  
momencie przeyścia, że dwa z nich nie tey famey 
pary, i nie wycingnicne s tego famego zrównania,

i f f o  A l g e b r y  C z ę ś ć  I .



fiaty fię równe. 'Należy w ięc podług tego tłómacze- 
nia w a r u n e k  4p3-ł-27q*=o  od no fi ć do dwóch p rzy

padków , to Ieft) kiedy dw a pierwiaftki teyże fam ey 
pary i w y p a d ł e  z iednego zrównania 2go ftopnia fta- 
na (Te rów n e. i na ten czas w  zrównaniu }go  fto~ 

pnia pokazuią moment przechodu pierw iaftków  z ie ' 

dnego rodzaiu do drugiego.
Powtdrć: kiedy dw a takie' pierwiaftki ftaną fig ró

wne',. które nie w y p a d ły .z  zrównania 2go ftopnia, i 
nie fą teyże famey pary; I na ten czas. 4p3+ 2 7q z= o  

nie pokazuie przechodu pierw iaftków  z Iednego ro

dzaiu do drugiego.

Stawm y fobie na koniec zrównanie podane' x 3-bpx 

+rp=o, którego pierw iaftki fą pewnemi funkeyami 

p, q\ przy niem w fzyftkie inne zrównania ( A ) t (B ), 
(C ) , (E ), (F): a p o ło ży w fzy  w  tem oftatniem 4]j* 

+ 2 7 q - ~ z ,  odmieniemy ie na 41/(41)— ?p)2— z — o, to 
zrównanie w yraża nam wfzyftkie' ftófunki i zw ią
zk i, które zachodzić mogą miedzy wartościami ilości 
znanych p, qj i między odpowiadaiącemi im w ypad
kami na pierw iaftki rzetelne lub uroione zrównania 
podanego; w iem y bowiem  że pierwiaftki rzetelne' 

lub uroione' w  zrównaniu podanem zaw ifty od pe

wnych wartości i ftófunków p, q, które' wfzyftkie' ra
zem w yraża zrównanie 4y(4y— i p ) 2,— z = o , To al
bowiem zrównanie w yraża zw iązek m iędzy iję 
zrównanie (E) daie zw iązek między y, fl; zrów na
nie (C) między a, p, q • w ięc kombinuiąc ie s fobą, 
w ypadnie z (F)  ogólny ftńfunek między p, q, z .  

Aże z  ieft znamieniem pierw iaftków  rzetelnych lub 
uroionych podług znaku dodatnego lub odiemnego; 
w ięc ( ł ) zam yka w fzyftkie ftófunki i zw iązki mię-

L  dzy
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dzy ilościami znanemi w  zrównaniu, podanem, i mie
dzy odpowiadającym im rodzaiem pierw iaftków .

Teorya ta ftófowana do zrówąń 4gn ftopnia od* 

kryłaby nam zapewne w ażne iakie praw dy i uw agi, 

ale ze ten rachunek barzoby nas rosciągnąt i odwiódł 
od tego, naczymcśmy ftangli: każdy z uwag nad jchn  
ffcopniem poznać powinien ducha tey te oryi, o ni 2 

ipofób obęyścia fif z nią w  jakim kolw iek ftopniu w yż- 
fzym . Zoftaw iem y to docieczenie prywatnemu ka-. 

żdego dochodzeniu, przyftępuiąc iuż do nowego ra

chunku który nam lig w  ciągu nafzych badań pokazał.

\6z A l g e b r y  C z ę ś ć  I. R o z d z i a ł  IV,
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ROZDZIAŁ PIERWSZY

Rozbierają fię Funkeye na S z e r e g i :  wykłada
ją  fię Yśłafności  S z e r e g ó w  z w r o t n y c h  i fpo-  

fób w y n a jd o w a n ia  o g ó l n e g o  ich w y r a z u ,  s  
p rzy ftó fo w a n ić m  do zrównań.

XXXII.

|~\3byliśm y fobie w P ierw fz^ y  'Części to, ico do zró- *
w nań i odpowiadaiącyćh im funkcyi należy, idąc Porownąri*e 

tak daleko w  tych badaniach, iak daleko w  nich ro- brai'cinychSx" 
znm ludzki poftąpił. A le  poniew aż zaw fze z zró- jptieftjpnćmi. 
w n ań  dochodziliśmy nowych gatunków i włafności 
funkcyi, nie zaftanawialiśm y fię tam, tylko nad lakie
rni funkcyaini, .w które w prow adzi w fzy  zw iązek mo
gliśm y s każdego wartość iakieykolw iek ilości, w yra
zić przez inne' w  zrównaniu zaw arte. I tak n. p. 
maiąc zrównanie A+-H +C+D =ro, gdzie A , B, C, D , 
znaczą ilości znane i nieznane zmięfzane razem , mo
gliśm y z zw iązku w  tem zrównaniu zamkniętego w y 
razie Jakąkolwiek ilość przez inne', nie pctrzebuiąc 
do tego, ty lk o  tych działań któreśmy tam doftrzegli 
w  funkcyach, to ieft: dodawania, odciągania, mnoże
nia, dzielenia, w ynofzenia do potęg, i wyciągania 
p ierw iaftków , do czego przydadź należy rozwiązanie 
zrów nań. Wfzyftkie' początki któreśmy w  tych do
ciekaniach m ięfzali, nie ftużyły nam tylko za pomoc 
do wprowadzenia tego lub ow ego działania w  nafze 
rachunki, tak dalece: żc lubo przefzkody te fame któ
re zatrzym ały w izyftkich Geometrów, odirly nam 
fpofc.by rozwiązania zrównań ftopni w yżfzych  nad 
czw arty; iednakowóż nie m ogły w  nas <oftabić tego 
przekonania, że gdyby prawidła nafze na trzeci i 
czw arty ftopićn były dolkonalfze, przyfzlibyśm y do 
wynalezienia p ierw iaftków  w yżfzych iefzcze ftopni, 
j  że w  tern W ynajdow aniu nie putrzebaby nam in- 
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nych działań prócz tych, które nam W Ropniach niż- 
fzych flużyły. Włafność bowiem  ogólna zrównań 
pod §. 20. i fame przefzkody na końcu pierw fzey 
części wytknięte, daty nam oczywiście poznać w zą- 

lemną zawifłość niżfzych ftopni od w yżfzych, i prze
ciwnie* a zate'm oftrzegły nas, ze działania byłyby 
tego fu mego rodz.aiu, byleb y do kładniey m ogły byc|ś 
grzyftó fow an e. leżeli w ięc nie mogliśm y W zra- 
wnaniach 5go, 6go i dalfzyeh ftopni w yrazić  iakiey- 
kolw iek  ilości przez inne'* przypifać to powinniśm y 
niedokładnym prawidłom* nie m am y zaś praw a w n o 
sić potrzeby nowych działań prócz, .tydi, któreśmy 
w ym ienili. A  zatem zrównania jakich kolw iek  fta- 
pr-i w yżfzych, iako i funkcye wielo-kfztałcne, które 
im odpowiadała, należą do tego famego rodzaju ilo
ści, któreśmy dotąd u w ażali. T akow e zrównania 
nazyw aią fię Algebraiczne., dla tego, że w ynalazek w  
nich dokładny i niew ątpliw y iakieykolw iek ilości, zp- 
w ifl od działań Algebraicznych w  pięrw fzey części w y 
łożonych. Funkcye także mogące fię zamienić i ogar
nąć w  takowych zrównani ach, w zię ły  imię Algebrai
cznych. leżeli w ięc trafiemy na taki rodzay funkcyi, 
które potrzebować bedą innych cale działań, i na któ
rych traktowanie nawetby nam nayog lnieyfze zró
w nań Algebraicznych praw idła nie mogły pomóc*, 
umiefzczemy ie w  injjey klafsie zrównań i funkcyi, 
które nazwie'my P r z e s t ę p n e m i  (Tranfcendentes).

Działania przywiązane do pewnych kondycyi, ia- 
kiem  było dzielenie, wyciąganie pierw iaftków , p rzy
w iodły  nas do w yrazu  pewnych funkcyi przez pafmo 
terminów nigdy fię nie m a ią c y c h  fkonezyć. Przypadek 
także nieprzyw iediny jg o  ftopnia wciągnął nas w  po
dobny rodzay rachunku. Gdyby w ynalazek i.akiey 
rzeczy nieznaney z natury fw oiey zawifl od takiego 
niefkończonego w yrazu, przyzna każdy, że na odkry
cie takie'y rzeczy dokładne, w fzyftkie prawidła nay- 
doflkonalfze Algebraicznych zrów aań nie m ogłyby 
nam w yftaręzyć ani pomóc. Zrów nanie by w iem

tego
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te<To rodzaiu’ maiąc niefkońćzońą liczbę pierw iaftków ,' 
nie m ogłoby bydź rozw iązane fpofobem przyw iąza
nym do iakieykolw iek, ale zaw fze ikończoney pier
w ia ftk ów  liczby, iaką zrównania Algebraiczne' w y 
rażać zw yk ły: a gdybyśmy nawet potrafili w artość 
iedney ilości przez fzereg niefltończony w yrazić n. p. 
•z— Jx+ B x*-{-C x3+ D x 4-ą- i t. d. oprócz tego, żeby 
ten w yraz nie mógł nam nigdy odkryć w artości zu- 
pełney a, m a iefzcze i tę niedofkonałość, że chcąc x  
w yrazić  przez z  i inne ilości w  zrównanie w cho
dzące, nie moglibyśmy nigdy przyiśdź do tego przez 
fpofoby zrównaniom  Algebraicznym  w łaściw e, a 
zatem nie potrafilibyśmy z zw iązku podanego w y 
ciągnąć zupełnie w artości iedney iak ieykolw iek ilości 
przez inne. Ale możem yź s tego wnieść, że funkcye 
nierozdzielne zupełnie, funkcye' p ierw iaftkow e, i zró
wnania $go ftopnia nie fą funkcyami Algebraiczne- 
mi? Bynaymniey: funkcye bowiem  nierozdzielne ma- 
ią fw óy w y r a z  ulom kow y fkończony, który zam ie
niony lub w ciągniony w  zrównanie kTadzie nas w  
ftanie wynalezienia iakieykolw iek ilości zupełnie, za 
pomocą działań Algebraicznych; i nie zamienia fię 
na fzereg nieflsończony, tylko kiedy ią chcemy w yra
zić przez różne potęgi ilości nieznaney wchodzącey 
w  mianownika. T ak o w y w y ra z  ciągnąc fię bez koń
ca daie nam poznać, że funkcyą nie maiąca potrze- 
bnćy kondycyi do zupełney podzielności, może 
przeyiśdż przez w fzyftkie potęgi ilości nieznaney, i 
przez *w fzyftkie terminy poftępu Geometrycznego, 
zofiaiąc zawfze' niepodzielną: i że w fzyftk ie  A lge
braiczne działania w yczerp aw fzy , nie potrafiemy icy 
natury odmienić. Funkcye także pie'rwiaftkowe nie
wym ierne rozbierając fię na fzeregi jiiefkońozonć, nie 
przeftaią bydź Algebraicznemi; bo maią fw óy w y raz 
p ierw iaftkow y fkończony, p rzy  którym  zam ieniw fzy 
je na zrównanie, m ożem y w  nich ilość iakąkolw iek 
w yrazie przez inne fpofobem  zupełnym, ofwobodzż 
w iz y  ie Wprzód od znaku pierw ialtkow ego podług 
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§. 25-. Ich w y ra z  niefkończony pokaźnie tylko to,' 
co w  funkcyach niepodzielnych, to ieft: że będąc z 
natury fw ey  niezupełne mi potęgami, nie potrafieYny 
ich przez wfzyftkie' gatunki działań algebraicznych 
na potęgi zupełne' przerobić. Zrównania nakoniec 
fg o  ftopnia przyprow adziły  nas do fzeregu nie- 
fkończoni-go przez niedofkonałość praw ideł do tego 
użytych. Nie można bowiem  tego dowieśdź, że zró
wnanie %go ftopnia przez naturę fw oię nie m oż? 
w ydadź pie'rwiaftków w  w yrazie (kończonym, kiedy 
te {ą w fzyftk ie rzetelne; w idzieliśm y bowiem  p rzy 
padki fzczególne', które w yftaw iaiąc nam pierw iaftki 
pod w yrazem  uroionym i niewym iernym , dały fię 
przccię przyw ieśdż do w yrazu  rzetelnego i fkoń- 
czonego.

WycUgal* fij Kiedy zaś po użyciu w fzyftkich nam dotąd zofta- 
zadaniś l a c h o  wionych fpofobów  nie możemy przyiśdź do pier- 
dz.ii? mogłce w iaftków  flcończonych zrównania, przeftać na ten 
re 'ów^krórć cz ŝ mufze'mv na pierwiaftkach hłiflclch praw dy w y  
nas zatrudnić ciągnionych s pierwfzych terminów fzeregu, które 
maił. ftarać fię winniśm y iak naybarziey uczynić maleią-

cem i, aby to; co opufzczam y, małością fw oią nie 
rodziło znaczney odmiany w  wypadkach rachunku. 
Chcąc zaś fądzić o wartości opufzczonych tejrminów, 
potrzeba wiedzieć zachodzące w  ich ciągu praw o 
przyw iązane do gatunku i w zoru funkcyi; p rzy  feto
rem maiąc wiadom ą wartość ilości W terminy w cho
dzących, poznam y łatw o ftopnie ich w zroftu lub 
ubyw ania. Te iefzcze doftrzeżone prawa^naflftpftwa 
fi'rżą nam do wynalezienia funkcyi fkończoncy, któ
ra fię na taki fzereg rozbiera, kiedy ta ieft nie
znana. Nim nam fię te myśli w  w iekfzem  poka
żą świetle pow inny mim teraz datłź uczuć, że pu- 
ściw fzy mimo fiebie innego rodzaiu funkeye, któ
rych iefzcze nie znam y, famę funkeye Algebraiczne 
wyciągaią po nas dokładnego p ozn an ia ' fzeregów  
niefkończonych. W tem poznaniu zachodzą trzy za
dania do których rozw iązania cała nafza zmierzać

będzie



R o z d z i a ł  I . I  0 9

będzie uwaga; to ieft; maiąc funkcyą jakąkolw iek 
Algebraiczną mogącą fię rozebrać na fżereg "niefltoA-
czony, w ynaleśdi fpofób łatw y i ogólny na ten ro
zbiór .' powtom: maiac funkcyą rozebraną na fzerefT 
nleflcończony, wynałeśdź pr&wo, podług którego ukła
dają fię terminy bez końca ‘fię ciągnące: potrzecie'. 
Mając fzereg niefkończony i praw o iego poftępu, od- 
kryć funkcyą, która ten fzereg s fiebie w ydała. Za- 
trudniymy f i | 1 rozwiązaniem  tych zadań, które flcta- 
dać będą całą teoryą fzeregów n i efk ończonych, aby
śmy fię nauczyli w  w fzelkich prz)'padkach obcho
dzić nie tylko s funkeyami Algebraiczne'mi, ale nawet 
i s funkeyami innego rodzaiu leżeli nam lie pokażą, 
i ieżeli ich w y raz zawiśnie ód fzeregów.

Poniew aż zaś w  te raźni eyfzych badaniach w ynie
śliśmy fię iuż do rozlegleyfzey ogólności, uważając 
funkcye niezawifłe od żadnego pytania fzczególnego, 
m uizem y upowfzechnić nazwifko i podział ilości w  
funkcye wchodzących, abyśmy fię zbliżali co raz bar
ziey  do ięz}'ka w yżfzych  matematycznych nauk. 
W p ićrw fzey  Części dzieliliśm y ilości na znane i 
nieznane, dla tego, że w  teoryi zrównań fzło nam 
zaw fze o wynalezienie pierw iaftków , czyli w}rraże- 
nie ilości niewiadomey przez wiadom e; do zrównań 
ftófuiąc funkcye, zachowaliśm y w  nich to famo na- 
zw ifko. Ze zaś uw ażać nam przyidzic funkcye przez 
się, nie maiąc w zględu na w artość ilości nieznaney, 
dzielić iefzcze będziem y ilości na o d m i e n n e  (yarią- 
bilcs) i s t a t e c z n e  (confłantes). Przez pięrw fze rcit 
zum ieć będzie’my ilości odmieniaiące fw oię wartość 
jakim kolw iek fpofobe'm, to ieft fpofobne do przyję
cia w fzyftkich iakie fię ty-lko w ym yślić mogą w a r 
tości; przez drugie będziemy rozumieć ilości docho- 
wuiące w  całym ciągu rachunku raz nadaney w ar
tości. Ilości odmienne znaczyć będziemy przez ofta- 
tnie litery alfabetu x , y, z ,  i t. d. tak iakeśm y zna
czyli ilości niewiadome; ilości zaś ftateczne tak, iak 
ilości wiadom e przez litery alfabetu pierw fze a, b, c, 

Ly i t.d.
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RofcwifT.tiia 
fię r7C7CgÓIlłĆ 
p r z y p a d k i  w  
u ł o mka c h  ro* 
dx* cych f i c r e  

8U

terminu fzcrsgow ego z Swift od liczby «— J poprzrf- 
dzaiących. Poniew aż w ięc w  fzeregu s funkcyi u- 
łom kow ey powftaincym, każdy wfpół-czynwik ” e ft  

funkcyą kilku  poprzedtfaiących, fzeregi.t a k o w e  nazy- 
w uią fię Z w k o t n e m i  (Series Recurrentes). d l a  te g o ,  

że chcąc oznaczyć k t ó r e g o  z nich, w racać fię mulze- 
m y do Doprzedzaiacych go.

P o t r z e c i e .  Term iny poprzedzairjce' przez które w y 
raża fię jakikolw iek wCpoł-czynnik fzeregow y, fą 
mnożone przez w fpółczynniki m ianow nika ułomku; 
od w fpólczynników  w ięc m ianownika zaw ifl cnty 
ftófunek i zw iązek terminów fzeregowych co do ich 
wartości i liczb}r: i dla tego te w fpół-czynniki nazy
w ać odtąd bedziemy z Angielfkim Geometra Mo wre, 
S t o p n i a m i  S t o s u n k u  ( S c a l a  r e l a i h n h ) .  leżeli mia
now nik ułom ku ieft p - ł - q z ,  w  fzeregu stnd powfta- 
iącym wfpół-czynnik Q terminu iakicgokolw iek ozna
cza fie przez zrównanie: p Q - h c f P ~ O i  ieżeli p + i j z - h r z 2  

ieft mianownikiem ułomku, w  iego fzeregu w fpól- 
czynnik O  zaw ifł od zrównania p Q + q P - h r O — o .  

i t .  d. gdzie litery p ,  n , r ,  i t .d . fą tem, co my nazy. 
Warny ftopniami ftófunku.

Poczwnrłr. Oznaczainc z zrów nań (tc),(/8)) (y), 
(JO, i t. d. wfpół-czynniki Jakiegokolwiek s termi
n ów  fzeregowych, przez poprzedzające, przypada w fzy  
fl-kie dzielić przez p, czyli przez termin całki w iado
m y minnownika ułomku; w ięc w  przypadku kiedy 
ta ilość byłaby zero, wfzyftkie' terminy ftana fię nie- 
fkończone, i pokazuią nieprzyzw oitość zafzłą w  ra
chunku. Zatrzym aym y fię teraz nad fpofobem ro
zbierania takowych funkcyi.

§. x x x m .
Mamy iu l iede‘n początek którego ftatecznie u ży

w am y w  ułatwieniu trudności wypadaiacych s pe
wnych fzczególnych przypadków  wybaczających od 
teoryi ogólnych. Ten początek zależy na tem, aże
by roftrząfnąć naprzód dla czego przypadek nafz



nie Zgadza fię 2 ogólnemi prawidłam i: pow tóre, 
przyw ieśdż go do takiego w yrazu , na iaki flużyły  te 
ogólne praw idła. T u  n.p , w ypadła liam nieprzy- 
zw oitość zn ifzczyw fzy  termin całki w iadom y, który 
wchodził w  m ianownika, cała w ięc przyczyna tey 
niepfzyzw oitości w y n ik a  z różnicy m iędzy w zorem

, , . , ,  a+bz+cz^-h 1 t. d.
pierw fzych p rz y k ła d ó w -------------------------------- 1
r  p+ qz-brzz+ s z 3-i- i t.d .
przykładów  teraźnicyfzych, które fię w yrażaią przez

ci-4-bz+cz*+ i t. d. . ,  “ .
_------ ----------------------- , ale p rzyw iod łfzy  fen oftatm
{q z + r z z-hsz*+- i t. d.
do pierw izego, wpadniem y znow u na takie' p rzy
padki którym ftużyły praw idła iu i użyte, I tak ro- 
zeb raw fzy  m ianownika oftatniego w zoru  na dw a 
m nożniki z(q+rz-\-sz--i- i t.d .), złóżm y pierw fzy  u-
. ci-+-bz+cz2+  i t. d. , ,
tomek ----------------------------- , który rozbierze fię na

q-hrz-+szz-+-tz3-ł- i t.d. 
fzereg niefkończony, przez te' fame praw idła, które' 
nam fiuzyły w yżey: ten fzereg potem rozdzieliw fzy  
przez z ,  wypadnie w artość ułomku podanego, to ieft:

-----— - J+ * t '. = ---- 4-B -t- C z-h D zz-t-Ez2-hFz4-ł-
z(q-hrz-hsz~-h i t.d .; z
i t. d. Chcąc iefzcze w yftaw ić przypadek terażnie'y- 
fzy  pod ogólnieyfzym  w zorem , u w ażaym y funkcyą 

ci+bz+cz~-\- i t. d. _ ,a + b z-1- i t. d.

q zm-\-rZm+x+ s z m’i':>-{- i t. d. z 'n(q + rz+ sz ‘2+  i t. d.) 
a fzereg s tego oftatniego w yrazu  podług dopiero

A  1$
w yłożonego działania w y p a d n ie :------- ł- _____ •+•

z m z m~ z
C  , D  . .. , a + bz-\- i t. d.

— ------- h i t d .  t s s -------------------------------przy-
~ , r ~ n~ 3 1 z m(q + r z+ s z * +  i t.d.) r  J
w io d łfzy  takow e zrównanie do zero, każdy w fpół- 
czynnik będzie zero, i na z  nie przypadnie żadna 
w artość, podług prawd gruntowych, na których za
radziliśmy rozbiór funkcyi ułom kowych na fzeregi.

Żebyśm y
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Żebyśm y nic nie opuścili cokolw iek dlo zupełności 
te'y teoryi należy, potrzeba nam przeyśdź przez 
w fzyftkie w yrazy  funkcyi ułom kow ych; tych różnica 
w iem y że w ypada z różności m ianownika; który ia
ko w yraża naturę ułom ku, tak razem- ciągnie za fo- 
bą praw o ftófunku m iędzy iakim kplw iek terminem 
i poprzedzaiącemi go. W yftaw m y fobie w ięc fun- 
keye ułom kowe pod w fzelką  iaka fię tylko w ym y
ślić może poftącią; tych fzukać nam potrzeba w  ró
żnych wyrazach m ianownika. W iem y s pierw fzey 
Części że funkcyi natura w ypada z natury m nożników , 
tak" iako natura zrównania pow ftaie z natury pierw ia
ftków . Te mnożniki mogą bydź równe lub nierówne', 
rzetelne lub uroione'. Nie przypada nam tu iefzcze 
użycie tego oftataiego podziału, dla tego, że funkeye 
u w ażam y w  całym fwoirn fkłaazie, w yrażaiąc ie przez 
fzeregi. Ale pierw fzy podział należy’ iftotnic do tera- 
źnieyfzego zamiaru. Biorąc za m ianow nika funkcyą 
v+q'Z-+-rz~+ i t. d. uw ażaliśm y go pod ogólnym 
barzo w yrazem , a zatem iako złożonego z mńożni- 
k ó w  nierównych iakichkolw iek: ufzczególniym y te
raz nafze' m yśli, i w yftaw m y fobie m ianownika z 
mnożnikam i rownemi , a tym fpofobćm  w ypadną

• n. ci+ bz
nam różne potęgi w  ułomku; to ieft: - — -— —  , - -

( i — p z ) z
(lĄ-bz+cz* ■ ,, . .  ci+bz+czr--±-dz3+- 1 t. d. 

ci+br:.-1- i t.

P ierw fzy  ułom ek rozebraw fzy na izereg, otrzymamy:

J___ = A + B z-h C z*-h D zi-t-E z4-h i- t. d. czyli
( i — p z ) 2

0 = A  4- B.Z  -r-C.2- -hD.Z3 +F..Z4 + f . 2 5+  i t.d. 
— a — 2 p A .  — 2 p B .  — 2 p C .  — 2 p D .  — 2 p E .  - f- it .d .

—  b. + p 2A. -i-p-B. + p 2C. -f p 2D . -ł-it.d.
w ięc

1 7 *  A l g e b r y  C z ę ś ć  TT.
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wipc A — a— o, B— zp A — fi= o ,
+-p2A-=o, s których w ypada A — a, B— zpa+b, 

n.-jpC -t-p^B— o, C=3p*a-ł-2pb, D=+p*a+r3p2b-,
E—  bpD+p^C— o, Ę— fp *a + 4.p3b.
; f_ d. a przeto funkęya podana:

a-l-bz r=- lt+Zpa . z4- ? ui n. a 24-  ̂;■,! n r, 14-,, p la . z 4+  i t . d.  ,

— jozj)2 4- &. 4- ,2p6. + ^ p'lb. -+-4.p3b. 4 - i t. d. '

W tym fzeregu łatwo, ieft barzo widzieć układ cif)- Podai} Wy 
gnących fię tcfm inów, i ten w yrazić  przez wykładni- razy ogólne na 
ka ilości nieznaney w y raz takow y oznaczaiacy ftcr*g» xwr*. 
wfpół-czynniića iakie'gokolwiek ' terminu przez w y- tnę* 
kładni ka z  w  tym terminie zacbocUscćgo, nazwiem y 
W y r a z e m  o g ó l n y m  s z e r e g i ;  (Terminus generąlis fe- 
riei)\ ten bowiem  w yraz przez ftófunek który nam 
pokazuie między wykładnikiem  i wfpół-czynnikieni 
każdego terminu, maluie nam praw o, za którem idzie 
fzereg, i oznacza w artość iakiegokolw iek terminu 
nie ząw iśle od w fzyftkich  innych. W yraz ogólny 
fzerpgn dopiero uważanego, ieft [(V/-t-;)pna+/a.p'\~1b']zrl. 
s którego za wartością w ykładnika n, wypadnie cały 
mu odpowiadaiacy termin fzeregu. Idąc dalćy w  
tem dociekaniu, znaydziemy fzeregi na funkcye w yż- 
ftych ftopni:

---- — — ■ = J+ -B z+ C z-+ D z'+ E zą'-)- l t. d. czyli:
( i — p z ) 3

o— A  B.« 4- C .z z -h D .z 3 4- F .z*  4- F .2 R4-it.d .
— a— $ p J .  — ^wB. — jh  C .  — r f p P ,  — i p F .  —  t.d.

— b. 4 -IPZA . + $ p - B .  4 - ] p z C .  4- jp 2P . + it .d .

J : jp i  — p 3A — o, A — a, B— jpn4-/>; C=6p-ci+2pb+c,
E ?P^>4-jp2C— p*B— o, D— iopip-h^r^h-t-jur, 
i  +^p2D — »3 C— o. Ez^ itn^ ci+ ioutb+ ón1^

— r. — v3A. — p3B. — p3C. — i t.d. 
S kad w ypadaią zrównania: A — a=-o, B— $pA— b— o ,



chcąc dale'y ciągnąć ten fzereg przypatrzm y fie z u-
w ag* w fpół-czynnikom  każdego terminu, a doftizeze-
ln y  łatw o, że ich praw o zamknięte ieft W tym  w y-

f ( v + i ) ( n + 2 )  „  n .(n - - 
razie ogolnym ------------------$> ~ P  *

4-.  ̂ r  ,
Rozbieraiąc iefzcze tym famym fpofobem funkcyą

_a + b z-*cz*+ iłz3 znaydztómy naprzód, że każdy ter*
/ / — p ś ) 4 . 

min fzeregu s tąd powftaiącego w yrazi  ̂f ę  ptzez 
cztery poprzedzające mnożone przez- w fp  ół-czyn n i ki 
czw artey potęgi, gdzie oraz doftrzcżemy że iego ter* 
m in ogólny ieft:
U n + i ) ( n + 2 ) ( n + i )  ^  n . ( n + , ) ( n+ 2 )  +

L  7 . 5 . J 1. 2 . 3
p„ . łc +  (w—  2;(w—  i)n  n„ - v j ^ ft

1 . 2 . J  2 - 5  a . 1
Staw iw fzy  fobie teraz przed oczy w ynalezione dotąd 
w y ra z y  ogólne na różne potęgi m ianownika, łatw o 
nam  s tąd będzie przez porównanie i podobieńftwa 
przyiśdź do W yrazu ogólnego takiego ułomku-, któ
rego m ianownik ieft potęgi takow y bowiem  w y 
r a z  w ypada oczyw iście:

r ( n + i) (n + 2 ) (n + i)  - - [ n- f - p— i ) ] fj1la+wf r + 0 Cllj - 2>- 

L  1.. .2. 3. 4 .  -- - -  (m— i ) 1.2.3.4.  ~ -
. [ w + f t n — 2)] nmSf (n— i ) n .( n + i.)  - -  [ n 4-(rn— j j ]

-  (m — i )  ^ 7 . 2. }. 4 - - - - (rn— i )
" [n — (m— 0 ] [ « ~ (m—  2)] ~ - «

*  ‘ ^  ~  

pn-(»n-«jr"Jj8«

gdzie n znaczy iakiegokolw iek w ykładnika ilości od- 
mienney Zj m  wykładnika potęgi w  m i a n o w n i k u *  5  

oftatniego w-ifół-czynnika w  liczniku. Na-

x 74 A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .
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Nalegałoby nam. tu rosclngnąć uw agę na funkcye 
ułom kowe zamykaiące w  mianowniku potęgi iakiekoj- 
w iek  W i.ę l o .-w y r a z ó w  (Polynomium). Ale że ten ra
chunek byłby nadto dla nas zaw ikłany odbywaiąc go. 
fpofobem który nam tu pofiużył, zoftaw iem y go w ięc 
w yżfżym  częściom.Matematyki. Niżeli zaś prżyidzie 
nam fię zaftanowić nad wypadkam i teraznieyfzych do- 
ftrzeżeń, wróćm y fię iefzcze do. roftrząfania fzeregów  
pawftaiących z rozbioru funkcyi ułomkowych- maią- 
cych różne potęgi w  m ianowniku. P rzyp atrzyw fzy  
fię terminom fzeregu (&) i u czyn iw fzy w  nich p =  i,  
z~= i . zamieni fię ten fzereg na 

R + (za + b )+ (ia Ą -2 b)Ą-(4 a-Y-^h)Ą-(sa-^4.b)+ i t. d, 
gdzie między dwom a każdemi przyleglem i termi- 
Ętami,: zachodzi ta fama ftateczna różnica, a zatem  
ten fzereg czyni to, co. nazyw aią P o s t ę p e m  A r y t m e 

t y c z n y m  (Progrejjio jrithmrtica). K ażdy termin, w  
tym  fzeregu nie przeftaie bydż funkcyą dwóch po-, 
przedzaiących: w y fta w iw fzy  fobie bowiem  ten fzereg 
pod w yrazem : A-hB-i-C+D+E-h  i t. d. będzie C =  
ąB— A , D = z C ■— B, E— 2D— C, i t. d*. a przeto każdy 
poftęp Arytm etyczny ieft fzeregiem zw rotnym . Idąc 
do dalfzych potęg, uczyńm y w  zrównaniu ( \ )  p = i r 
Z = i ,  a zamieni fię na:
a-t-($a+b)-\-(óa-h$b+c)+( 1 oa+-6b+2C)+(i$a+job-i-6r)-ł- i t. d. 

biorąc różnicę m iędzy każdemi dwom a przyległem ! 
terminami, powftanie s tych różnic drugi fzereg; 

( 2 ci-hb)+(3 a + 2 b+c)-b(4 a-ł-}b+2 c)-h($ci+4 b + 2 c)-{- i t.d.
W którym dopie’ro każde dw a przylegle' terminy od 
fiebie. odciągnione, daią w fzędzie iednę ftateczną re- 
fztę a-hb-t-c. co pokazuie poftęp Algebraiczny dru- 
girgo porządku, dla tego, że w  nim dopiero drugie 
rozntce fą ftateczne; takim ieft p o f t ę p t m  fzereg liczb 

z<<i ?£, 89, i t. d, którego każdy termin ieft 
funkcyą trzech poprzedzaiących, maiacych za ftopnie 
ftofunku wrpał-czynniki trzeciey potęgi, tak dalece, 
źe w y ra z iw fzy  taki fzereg przez A + B + C + D -h  i t.d.

Mj * będzie



będzie D = j C — i^ + A ,  £ = ? D— -jC-f-B, i t. d.

Ciągnąc tym famym fpofobem nafz rachunek, fun,
•t fe-ffe+C2 2+rfó3 . . .  ’ j r  
k c y a : ---------------------- .przyprowadzi nas do łzeregu,

( i — p z ) ą

w  którym  p o ło żyw fzy  p— i, g=±i, trafiemy na pC- 
:ftep Algebraiczny t r z e c i e g o  ' P o r z ą d k u ,  w  którym trze
cie' dopiero różnice będą ftateczne': takim ieft fzereg 

liczb i ,  S, 27, <54, 12S, 216, i t, d. gdzie każdy ter 
iiiin ieft fuskcyą czterech poprzedzaiących, któirć 
rtiaią za ftopriie zw iązku  w fpól-czynniki potęgi 
czw artey, tak dalece że w y ra z iw fzy  taki fzereg przez 
d+B^ C-ł-D +E-ł-  i t. d. znaydzicm y E— +D — 6 C +• 
4 B— A , F— 4E— óD+4-C^-R, I t.d. Ułomek nakonisc 
którego m ianow nik będzie potęgą r n ,  przyprow adzi 
nas do poftępu Algebraicznego m— 13° porządku, dla 
■tego, że W nim dopiero różnice m— i t e  będą ftateczne. 
K ażdy takowego fzeregu termin ieft funkcya m  po
przedzaiących, w  których wfpół-czynniki potęgi m 
f t o p n i a m i  zw iązku: co nam pokazuie. tg ogólną pra
w d ę, że poftępy Arytm etyczne i Algebraiczne iakie'- 
,gokolw iek porządku fą fzeregami zwrotnerai. W 
uwagach iefzcze terażnieyfzych pokazało ftdm fię, że 
s fzeregów iakiegokolw iek porządku, przez różnice 
m iędzy dwom a przyległem i terminami rodzą fię no
we" fzereg i, s których dopiero przed-oftatni ieft poftę- 
pe'm Arytm etycznym  wyddiąćym  różnice ftateczne. 
T u  o d k r y w a  nam fię noWy fpofób uważania fzere
g ów  zw rotnych, przez w zgląd na ich różnice Wypa- 
daiące z odciągania dwóch iakichkolwiek przyległych 
term inów. Ale ten fpofób nie należy tu iefzcze do 
nafzego zamiaru. . , ,

Wróćmy fię teraz do uw ag które' nam pozoftały O 
■wyrazach ogólnych, a które razem należą do rozw ią
zania drugiego zadania o fzeregach. Stawm y fobie 
razem  przed oczy w yrazy  ogólne, któreśmy nie da
w n o  w ynaleźli na funkeye ułom kowe maiące w  mia
now n iku  różne potęgi, a uczy niw fzy  w  nich l — o,

'* 7 *  A c se sr y  Część II .



r = i> ff= o , ta^ dalece, żeby licznik ułomku
wie zam yka! tylko famę ilość ftatcczną i wiadom ą, 
•którą w y r a ź  emy przez A-, wyciągniem y na

R o z d z i a ł  1. 177

Funkcye: —-----— - - - - -- -------------- - - -
( i — p z )7- . ( 1— p z ) 3

W yrazy ogólne: ( n + i) A p nz n - -$— ± —
I • <5

■A
Funkcyą: --------- -

( i — p z ) k

'•wyra: ogól: ( « + i) ( n + * ) (n + 3 ) - - -

1. 2. 5. 4. - - - - (fc— /,)
S tego powodu Wróćmy fię iefzcże do ułom ków  

których mianowniki fkładaią fię z m nożników  nieró
w nych, a któreśmy iuż uw ażali nafamprzód. Przy-

pom niaw fzy fobie fzereg powftaiacy z u łom ku --------
p + ą z

łatw o doftrzeźem y, ze iego w yraz ogólny ieft: - ■-

'+  aCl gdzie znak niżfzy należeć będzie do liczby
pn+i

'ti parzyftey; n iżfzy zaś do licżby nieparzyftey: ten 
iefzcze w y ra z  ogólny w yrażem y próściey przez - - -
n f  - rj (\
_1____ ieżeli w ięc funkcyą ułom kow ą ------- przy,
p (p )n P+ 9 2

Wiedziemy do w z o r u --------- ,- bedzie AfinZn iey  w y-
j — p z

razem agólnym. Rozbieraiac zaś fuiikcye, których 
m ianow nik należy do w zoru  p + q z+ rz*+ sZ 3+  i t. d. 
zobaczemy tak zaw ikłan e kombinacye m iędzyw fpół- 

•czynnikami terminów, iż z nich ani fobie obiecywać 
-można fpofobu na znalezienie w yrazu ogólnego* ten 

bowiem  zależy na pew nym  ftófunku m iędzy w lpół- 
czynnikami iakiegokolwiek terminu, i w ykład n i
kiem ilości odmienney w  tymże terminie: w fpół- 

-CZynniki zaś b.ędąc funkcjam i p, q, r, s, i t. d. nie 
-14} mogą



mogą bydź przez liczbę n w  fw ych kombinacyach w y 
rażone. Bo gdyby nawet ilościom p, q, r, s, i t. d. 
naznaczone byty pewne' liczebne wartości, potrzeba- 
by bydż w  ftanie wyciągnienia w fżyftkich zachodzą
cych koinbinacyi tych liczb z iednćy liczby n, co iell 
niezmiernie trudno i przez naturę liczb, i przez ogra
niczoną barzo nafze wiadom ość w  ich teoryi. Zolla- 
ie nam w  tey trudności chwycić fię zoftawionego na- 
fżym  dociekaniom fpofobu, to ieft przyw ieśdź iaką- 
kolw iek  funkcyą maiącą m ianownika złożonego, z

A
m nożników  nierównych, do w y r a z u -------- albo, do

i — p z

to ieft;; potrzebaby m ianow nika rozebrać na

17 8  A lg e b rv  Część II.

P— qz
fwe' mnożniki profte, i s tych złożyć tyle ułomków
w z o r u --------- ile takowych znayduie fie m nożników .

p— ąz
tak, żeby fumma ułom ków  proftych była rów ną u- 
łom kow i podanemu. 'Wynalaftfzy potem w zo ry  o- 
gólne na każdy s tych proftych ułom ków , będzie 
fumma tych w zoró w  ogólnych równą w yrazow i o- 
gólnemu ułomku podanego.. Zatrudniym y fię teraz 
tym w ynalazkiem .

§. XXXIV.
Funkcyą praw dziw ie ułom kow a w yraża fię nayo*

r /, ■ • M a-hbz-hcz^-hrlzi -------- Hg-z" * , .
w y r a i a t a  fię golm ey: — - - ---------------- ------------- ----------- — ------: gdzie

ufomki składa N. p - f'qZ-t-rzz-\-SZ* - - -ł“kzu'*' 1

ki pro?Uutom potęga n ayw yżfza  w  liczniku, ieft koniecznie mniey-
* fza  od potęgi n ayw yżfzey mianownika.. Z eby roz-

bieraiąc te funkcyą na ułom ki profte .------ ---- zofta-
a '— b 'z

w ić  ią przy całey fw ey  ogólności; potrzeba konie
cznie, aby takow e ułomki pro!te dodane do fiebie 
były ze w fzyftkim  równe ułom kowi podanemu, i nie 
w p row adziły  żadnego warunku, któryby mógł iego 
ścieśnić ogólność; potrzeba w ięc aby funkeye utom-

kowe'
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ko w e profte, były i co do w yrazu  i co do liczby ta
kie, iżby przyw iodłfzy it- do zero, s w pół-czynników  
ilości odmienney tyle tylko w ypadło  zrów nań, ile 
ilości nieznanych. T o  zaś w fzyftko zachow am y ro

zbierając fu n kcyą— . na tyle u łom ków  proftych: -  -

* B 'C
-ł--------------ł- ----------- ■+• i t. d. ile  ieft mno-

a '— b 'z  ć — d 'z  f — g 'z  
żn ików  proftych nierównych w  m ianowniku N ; 
■gdzie nam potrzeba pan.iętać, że ponieważ te ułom
ki profte bydż powinny koniecznie ułomkami pra- 
w d ziw em i, w  których potęga ilości odmienney w  li
czniku, bydż powinna niżfz? od potęgi m ianownika; 
liczniki A , B, C, D , i t. d. mufzą bydż koniecznie ilo
ściami całkiem ftatecznemi. Mówiłem że na tyle u- 
łom ków  proftych v  fpomnionego 'w yrazu rozbiera fię 
funkcya, ile m ianow nik N  ma w  fobie m nożników  
proftych nierównych. Maiąc bowiem mnożniki »ó-

wne w z o r u ------------ dla ocalenia w yżey iuż przy-
(a 1— b z )  J J r  J

toczonych przyczyn  i zachow auia funkcyi w  tym

rozbiorze przy całey ogólności, ułomek---------------- t o *
(a '— b 'z )m

A  B
zbiera fie znowu na u ło m k i------- ,------ -ł- — ---------

*  ( V — b 'z)  m ( a — b'z)m~
C K

-)---------i-------- i— , których ty le  bydż
( V — b ’z ) m~* n'— b 'z

pow inno, ile w zamyka w  fobie iedności; te bowiem  
ułom ki dodane razem i przyw iedzione do iednego 
m ianownika, w prow adzą do licznika potęgę m— 1, 
która zam yka m terminów; wypadnie więc przy
w io d łfzy  ie do zero, tyle zrów nań, ile ilości niezna
nych A , B, C, D, i t. d. i ogólność funkcyi nie będąc 
ścieśniona zadnem zbytniem zrównaniem, zoftanie 
nienarufzoną. S tego rozum owania w ypada, że* chcąc 

M4 funkcyą
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funkcya ułom kową fkładaną rozbierać na funkcye 
cząftkowe' których m ianownik byłby drugiey potęgi 
n.p. a '— ł>'z-ł-c'z2, każdy ich licznik powinien miec 
dw a terminy w zoru A-+-BZ, aby tyle w prow adzić 
ilości nieznanych, ile w yniknie terminów z przy- 
w iedzenia takowych ułom ków  do iednego miano-, 
w n ika, które potem tyleż wydadzą zrównań.

Ni.e opuśćmy nic, cokolw iek p.od uwagę o funkcy- 
ach ułom kow ych może teraz podpadać. U w alaliśm y 
funkcye przez w zgląd  na mnożniki równe i nieró
wne' w  m ianowniku; uw ażaym y ie' iefzcze przez 
w zgląd na mnożniki rzetelne lub uroione': ta bowiem  
uw aga Iefb iftotna ftmkcyom, iak prędko ich miano
w n iki zaczęliśm y rozbierać. Iużuśmy fię zupełnie 
odbyli co do m nożników rzetelnych, ale. kiedy mia^ 
n ow n ik  N  będzie zam ykał mnożniki uroione, iąkże 
fobie poftąpić? W prow adziw fzy który ułomek pro- 
fty uroiony w  ten rozbiór, cała funkcya ftanie fię u- 
roioną; przyw odząc ie bowiem  do iednego mianowni
ka, w m iefzaią fię w  liczniku terminy uroione', które' 
fię nie zniefą: będzie w ięc funkcya rzetelna równa fun-., 
kcyi uroioney powftaiącey z dodania ułom ków  pro- 
ftych: co ieft w ielką nieorzyzwcrttością. Chcąc id y  
uniknąć, przymufz.eni iefteśmy w  tym razie w fzyftkie 
funkcye cząftkowe' w prow adzić rzetelne', a zatem 
m ianownika N  iuż nie rozbierać na mnożniki igo  
ftopnia uroione, ale na mnożniki 2ęo ftopnia rzetel
ne, które' fię rodzą z  dwóch uroionycb rozmnożonych 
przez fiebie. Rozebrana więc .takow a funkcya na 
fwe' ułomki cząftkow e zam ykać będzie między te mi 
cząftkow em i ułomkami tyle dwoiftych w zoru  - - -

---- ’----- 1---- , ile' par znayduie fię m nożników uro-
n '— b'z-bc'zz
ionych w  mianowniku N. Ale mianownik dw oifty 
a ’— b’z+-c'z ieft koniecznie taki, iego mnożniki 
profte fą koniecznie uroione. Żebyśm y tę kondycyrj 
mogli <zawfze myśli uczynić przytomną, potrzebaby 
nam takiego w yrazu mianownika podwóynego, t<tó-
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ryby nofił na fobie cechę oznaczającą, ie  on pow ftał 
z  dwóch m nożników proftych uroionych. Poniew aż 
w fzyftkie' dotąd roftrz.ąśnione początki nie mogą nam 
poddać takiego w yrazu , odłożyć mufzem y do r i iż -  

fz.ych uwag rozbiór takow ych funkcyi: które' nam 
p o d o b n i e  trzeba będzie ro.zdzielić na równe i nieró
w n e. Przeftaniemy w ięc teraz- na uwadze tych tyl
ko, funkcyi; ułom kow ych w ym iernych, których mia
now nik N  lkłada. (ie z  famych m nożników rzetelnych.

§. XXXV.
Z ęb y  ułomek iaki rozebrać na ęząftkowe' ułomki,, 

s których fię fltłada; potrzeba w  tych cząftko.wych 
ułomkach oznaczyć liczn ików  i m ianow ników . Mia- jomków , kfs 
nowniki to profte wynayduią fię przez rozbiór mia- d a n y c h  na  p t o  

now nika Władanego na fw e m nożniki, który odby- fte.* 
w a  fif fpofobem użytym  na rozwiązanie zrównań.
W iem y bow iem  że to co ieft pierwiaftkjem  W zró
wnaniu, ieft mnożnikiem W funkcyi, w ięc w prow a- 
d ziw fzy  związek, w  funkcyą fkładaną p+cfz + r z 2+  
i t d. przez uczynienie ią równą zero, otrzym am y 
zrównanie, które rozw iązaw fzy  znaydziem y iego. 
pierw iaftki; zn ifzczyw fzy  potem zw iązek  w  tych 
pierwiaftkach przero.biemy ie na funkcye profte, któ
re będą mnożnikami funkcyi fldadaney, a oraz mia
nownikam i ułom ków  proftych, Ale iakże wynaleśdź 
liczników  na takie' profte ułomki? Ponieważ w  tem 
zadaniu nie idzie tylko o oznaczenie ilości niezna
nych przez znane; p ierw fzy fpofób, któryby nam fig 
tu powinien ftaw ić w  m yśli, ieft początek pytań nie
oznaczonych T)cs,-Ccivtci użyty w  takim fpofo.bie, iaki 
nam pottuźył na początku tego rozdziału, kiedy nam 
trzeba b y ł o  w ynaydow ać wfpół-czynniki A , B, C, D , 
i t. d. fzeregu. D ośw iadczm y czyli nam fię tu uda.

Niech będzie do rozebrania funkc}7? podana: - -

___________________ _ . będą iey ułomki cząftkow e
z ( i - ~  z ) ( } ~  3 z ) ( i  —  s z )

A  B +  C D  _ T-HS-ł- j z 1
i — z  i — i z  i — rz  z ( i — s ) ( i —~3 z ) ( ‘ —

My chcąc

I



chcąc A , B, C, T), w yrazić przez liczby, potrzeba nam 
przyw ieśdż i?° członka ułomki do iednego miano
w n ika, i przeniófifzy potem  licznika drugiuy ftron y  
całe zrównanie do zero: s kąd wypadnie:

o = A + ę A .1z + -2 }A .zQ-— i fA .z l;
—  i 4-B. —  gB. ■+• ij-B.

-i-C. —  6C. -+- f  C-.
+ - D .  —  4D .  4- ^ D .

.?•
czyniąc w  tem zrównaniu każdego wfpół-czynm ka 
rów nym  zero, otrzym amy prawda :tyle zrównań Ue 
nieznanych: ale że w  każdem s tych zrównań znay- 
duią fig „wfzyftkie' nieznane, przez wyrzucanie ich 
działanie znacznie fig zaw ik le. \V terażnieyfzym ie- 
fzcze przypadku w yciągniem y przez climinacyą A — f, 

5- „  00 l6 r
— , C— ------- , D— — — .. A le ieżeli funkcyą fkła-
8 8 8 

dać fie bedzie z w ięcey takowych ułom ków proftych, 
w ynalazek liczników  nieporównanie bgdzie praco- 
w itfzy . Spofób wigc ten, który nam fiużył do■,-ro
zbierani a funkcyi na fzeregi, lubo i W teraźnieyfzey 
teoryi ma fw oie użycie, przyw iązany atoli ieft do 
tych famych trudności, które nam fie pokazały w  
eliminacyi. Ufiłuymyż przyiśdź do łatvvie'yfzego:

Z acząw fzy  od funjtcyi — , W których N  fkłada fie

z  m nożników nierównych, nazw iym y N —  (a '— b'z)S, 
gdzie a'— b’z  znaczy iednego proftego mnożnika; S 
zaś mnogość ze w fzyftkich innych, które wchodzą

w  N ; bedzie w i e c = ----—----■+• — , gdzie Af, A,
N  a ’— b 'z  S

Ji, S, fą koniecznie ilościami całkiemi: uważaiąc te
ułomki przywiedzione do nayprościeyfzego ułomko-

. . . . .  M A  }i 
w ego w vrazu. Iczeh w i e c --------- ----- — ----------+ _

(ci1— b'z)S a '— b'z S 
bgdzie

■i ga A lg ebry  Część II .
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M— AS

bedzie R ~ -— — r,— > poniew aż1 R ieft ilościn całką, 
a — u z

M— AS  musi bydź koniecznie rozdzielnem przez
ci'— b'z: więc u czyn iw lzy  a '— b 'z = g ,  musi także

^ M
bydż M— AS— o, s kąd w ypąda A =  — : wynaydzie*

, Cl1
m y więc. A  w ło ży  w fzy  w  M, Sf z —  —  wyciągnio-,

b'
iye z zrównania n'>— b 'z = o .  Tym  zaś fpofobem , 
którym odkryliśm y A, w ynaydziem y w fzyftkie inne 
cząftkowych ułom ków  liczniki. W fóm y n. p. fun-

. , , 7-H2+-2S2
kcyą iuż dawniey rozbieraną----------------- — — --------- ,

z ( i —-z-)(i — 3 z){  i — s z )  
gd/iie A f=  i-ł-z+ jz*', §==(i— z ) ( i — j z ) ( i — f z )  - - - 
a '— b’z = z ,  czyli ci’— o, b’= — ij  w ło ży  w fzy  z = o  

M
W M, S, b ę d z ie_= i = A .  Chcąc, wynalesdź B,

5
będzie a '— b’z = i — z ,  czyli a ' = i ,  b 'c= j, z —:i,. - -

S = z ( . i ~ - i z ) ( i — rz)-, — =  —  = B .  Na C będzie - - 
•S 8

a ’— b 'z = i — 52, z =  S = z ( t — z ) (  i — ?z ), A i= —  
i  S

$— _*  _2 j .l— — —  £ ^ = C \  Na wynalezie-
27 S 4  8.

nie D  będzie z =  — ,. S = z ( i — z ) ( i — ] % ) ~  ■
r 2s-s.

M = — , ^ L ~ _ L 1L = D . Przeto funkcyą - - 
S, s

2(~i — z ) ( - 1— js )  ( i — s z )  z  S ( i — z )  8 ( i — $ z )
16 y

+  Tym  famym fpofobem poftępuiąc fo-

, . , i • ■ i -+-Z2 i + z z M  Abie z u łom kiem ------- = ____ ________ —  —  =  —
Z---Z* z ( l + z ) ( l — z )  N  z

M<3 •+*
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B C  .......................

-4-------- -4- ----- i nadaiąc przyzw oite wartości S,

które fię za każdem działaniem odmienia; znaydzie'- 
m y A = i , B = — i , C— i ,  ułomki zaś profte na któ

re' fie funkęya rozbiera —  —  —1---- t---- ~— .
z  •!■+-z i — z  

Przyftnpm y teraz do rozbioru funkryi na ułom ki 
cząftkow e, kiedy N  zam yka w  fobie mnożniki ró-

AI
Wne Dowiedliśm y iuż, że na ten czas —  rozebrać

N
fię może na tyle' u łom ków  CząftkoWych, ile' w y k ła 
dnik N  zam yka w  fobie iedności, to ieft: że - - ~ 

M A  B
----------------= ------- -— ----- H------ --------- __---+  - -
( V — b 'z )mS ( a 1— b 'z )m /«'— b z i’" - 1

c  , D K  R

(a '— b 'z ) m- z  (a '— b 'z )m~3 '  ~ +  a ’— 'b’z  +  V  
gdzie V?, B, C, M ,K ,R ,S ,  fą ilościami całkiemi; 5 zaś 
znaczy innych m nożników  nierównych wchodzących 
w  N . P rzyw iółfzy te ułomki profte do iednego 
m ianow nika, i rozmnożone przez S przeniófl zy na 
iednę ftronę zrównania, otrzymamy: 

M— S (A + B (a '— b 'z)+ C (n ’— b z)-+  . - K ( a '— b’z.)m- \)  

(a '— b'z.)m
= R .  A ż e K ie ft  ilością całką, w iec żeby zrównanie to 
m ogło mieć m ieyfce,licznik pierw fzego członka, musi 
bydź koniecznie zupełnie rozdzielnym  przez miano
w n ika, a zatóm a '~ b ’z  ieft koniecznie mnożnikiem 
■całego licznika; uczyn iw fcy w ięc  a '— b 'z— o, cały li
cznik ftanie fię zero: aźe terminy w fzyftkie począ- 
w fz y  od B fą mnożone p rzez « '— l) 'zH w ięc te fta- 
w fz y fię  zaraz zera, odpadną, zo fta w iw fzy  M— A S — o, 

Al
s kąd A =  — : gdzie nam trzeba pamiętać, iż  nie

O

w przód A —  póki w  M, S, nie w łożem y za z

wartości



'wdrtości wyciggnioney z  zrównania a'— b 'z — o, czy-

j j  A le aakże odkryiemy A , B, C, D , i t. d?
b'

Nie zgubm y fie tylko w  nafzem rozum ow aniu, a ła- 
itwo tego dokażemy.

P o n i e w a ż  M — AS  ieft zupełnie rozdzielnem  przez 
a ’— b'z-, w ykonaym y dzielenie, i w ieloraz s tąd otrzy-

j  .. Al— AS  _  - . ,
many n azw iym y T, b ę d zie----------- — T: kiedy zas

<a '— b 'z
rozdzielem y cały ułomek przez a’— b 'z , m ianow nik 
zm nieyfzy fig o ieden ftopień, i zrównanie pozoftałe' 
bedzie:
T— S (B + C (a '— b 'z )+ D (d '— fc'22) 1 - - K(a'— b 'z )m~1) _  

(a-— b'.z)m~ I
T eraz znow u R  ieft ilością całką, w ięc znow u uło

mek cały pierwfzego człorika musi bydź rozdzielnym  
przez ci'— b 'z ,  p ó łożyw fzy  w ięc a '— b 'z = o ,  cały li
cznik będzie zero, ale niektóre w  nim terminy ro z
mnożone przez a '— b 'z ,  zaraz odpadną, zo ftaw iw fzy  

T
T — SB— o. skad B = — , co nam ‘da "wartość na B,

:s

'w ło ż y w fz y  w  T, S, z —  Ponieważ T — SB ieft

zupełnie rozdzielnem przez a '— b’z-, w ykonaym y to 
dzielenie, i w ieloraz s tąd wypadaiący nazw iym y 17, 

*j*_SIS
U  =  — -— , takim fpolobem cały pierw fzy czło

nek zrów nania rozdzieli fię zn ow u przez a’— b 'z , i  
zoftańie
U— S[C-hD(a'— b 'z)  - - — Z»,2;jłll~3] _ p 

(a'— b 'z )m~~-
gdzie znow u .R będąc ilością całką uczyni p ierw fzy 
członek zupełnie rozdzielnym  przez « '— b’z ,  a za

tem a'— b 'z= 0 '} zoftaw i U— SC— o, s kąd C—  ta-
•O

kim
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kim  fpofobem cągnąc nafze rozum owanie przyidzi/- 
m y do wynalezienia w fzyftkich  liczników  ułom ków  
cząftkowych. W calem tem działaniu widze'my, ie  
S zoftaie zaw fze przy tey famey w artości, a famo 
tylko Af odmienia fie przez dzielenie, które za kar 
żdym w ynalazkiem  iefteśmy obowiązani w yk o n y
w ać. Prawidła te w fzyftkie iaśniey fig iefzcze w y 
dadzą w  przykładach.

Niech będzie —  = ___ L±5l _____ = ___ £ ___
N  ( l — 2 z ) 3( l + z )  f  (— ^2)3

b c  n  . .
-t* —-------- —  + --------- H------- , gdzie Afts=i+2 ai - -

( l -- 2 Z y  i ---2 Z l + Z

S = l - b Ż ,  l — 2 Z = 0 ,  Z— . L , A — ^ L  —  L ,  — T ld l
2 S 6 i— 2z

—  TZ-hóz* _  i — j Z _ r  B_  T  _  , T— BS

6 ( l — 2 Z ) 6 S 1---2Z

=  -1 . = [/ , a zatem C== — =  ź . .  Nakoniec D =  — 
ii* S 2 7  S

gdzie S = ( i — Ą Z py i + z — o,. z — ~ r i ,  a

przeto D =  — ; funkcya w iec podana rozbiera fie na 

27
te ułomki cząftkowe:

{• I 4 r  2 1
------ i-------------------------- -4- -------1 ------- h ---------------
6 ( l — 2 Z )3 l $ ( l -- 2 Z )2 2 7 ( 1 ---2 z )  2 7 ( l + z )

Tym  fam ym , fpofobem poftępuiąc fobie w  innych 
przykładach, przyjdziem y do cząftkowych ułom ków  
iakieykolw iek funkcyi Ikładaney maiącey w  miano
w niku mnożniki rzetelne, równe lub nierówne. Teo- 
ryą tę tak dokładną i tak proftą rozbierania ułom
k ó w  lkladanych na profte winniśmy W. Geometrze 
Janowi Bernoullemu.

§. XXXVI.
Przypom niym y fobie teraz co nas wcingło w  po

trzebę rozbierania ułom ków  fkładanych na ulom,ki 
profte. Bawiąc fie nad wlafnościami fzeregów  zw ro 

tnych

A l g e b r y  C z ę ś ć  II.



tnych, potrzeba nam było wynalesdż każdego w fzcze- 
gólności ivyi'dz ogólny, ten łatw o  nam fig pokazał

w  f u n k c y a ć h  ułom kowych proftych w zoru  .—
i — p Z

A
— — • ale chcąc nafzę uwagę rosciagnąć do u-

R o z d z i a ł  I .  i g 7

C i— p z y
łom ków  zaw ikleyfzyeh, pokazało fię że w ynalazek 
ich W y r a z u  ogólnego ledw o iefl; podobny: potrzeba 
nam w ięc było ułom ki zawikłane przerobić na pro-

A
ftej s tych każdy p rzyw iodłfzy  do w z o r u --------bę-

f— p z
dzie i ego w yraz ogólny Apnz n: a iako zbiór tako
w ych proftych ułom ków  równa fię ułom kowi poda
nemu, • tak zbiór w yrazó w  ogólnych na ułomki -cżą- 
Itkow e rów ny będzie w yrazow i ogólnemu funkcyi

t y  • Af
podaney. Niech będzie funkcya podana — , którey

A  B C
ułom ki cząftkowe' f ą ----------1--------- -ł-----------i t. d.

ł — p z  i — qz x— rz 
będzie (A pn-hBqr’+ C rn-b i t. d. _)2n w yrazem  ogól

nym funkcyi —  • Gdyby dwa z m nożników miano- 
N

w nika N , były fobie równe, to ieft p = q ,  m ielibyśmy 
A R

------------ -+---------  i pićrw fzego ułom ku w yraz ogól-
( l — p z )7- l— pz
11 y  ieft (n + i )A p nz n; drugiego Bpnz n, kładąc za A+- 

B, 3 j będzie w yraz ogólny ułomku [(vA-+.B)pn

+Cr™]s»*^ ; t_ leżeli w  N trzy mnożniki fą ró
wne, to ieft p-~q==r  ̂ jpg 0 Wyr az ogólny bgdzie - - 
(Vl-b J ) ( n' '̂2)
~--------------Ap^z"; ale ieżeli oprócz tych trzech ró

w nych znayduie fię iefzcze który nierówny, rozbiór

Pr*yftórowii„ 
nic poprzedza 
i^cćy teory i  
do w yn aydo-  
wania  w y r a -  
ł ó w  og ó lnych



na ten czas ułomku ^  na ułom ki profit ftaie fię po

trzebny; te'a rozbiór, nie może nas przyprow adzić
A  A

tyiko albo. do. w zoru  -------- albo do --------- —; ka-
i — p z  / ( i — p z )n 

żdego z  ofóbna znaiac w y r a z ' ogólny, znaydziemy
, M

w y ra z  ogólny fam ey funkcyi ikładaney — Z o b a c z 

m y to w- przykładach:
I. Niech będzie fzereg i-h^z+^z^-hyz-f+nz^+iSz^  

•hzęz6-h i t. d. pow ftaiący s funkcyi ułom kowey - -

— l— 2Z.— , iakiż iego w yraz ogólny?
/— z — z z

W ynaydziem y naprzód m nożniki m ianow nika u- 

czyn iw fzy  i — z — z z= o ,  co nam  da z - h — — — , i
Z

-y-ł- 1 zgubiw fży zw iązek- te' dw a mnożniki
z

chcąc ie przyw ieśdż do w zoru  i — p z , mnożę pier- 
j.— p

w fzego przez ---------, i odm ieniw fzy znaki wypadnie
z

i —  L ^ H ^ h ł-z :  drugiego, rozm n ożyw fzy przez - - 
z

otrzym am y z— kt óre maią w zór
z

t — pz: będzie w ię c .

188 A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .

z  Z.
lĄ-ZZ 

— Z— Zz

B

- c - r - y

, fzukaiac liczników podług dopiero w y-

- < r F >
łożonych prawideł znaydziem y A =  ------- , -

4 * *
B—



B = J _ T 1V— przeto w y raz ogólny (A p n+ B qn) z n W
2

teraźnieyfzym  przykładzie p o ło żyw fzy  p =  ,

, =  i = p - ,  ^ + ( L ± l y - -  s„

II. W ynaleśdź w yraz ogólny fzeregu i-ł-z-h’ z 2-h 
2 z 3+-^z4-h^zr,-h4z6-h i t. d. wypadającego z ułomku

i i
___________ — ------------------- , ułomek ten rozbiera
i — z — z^ + z* ( i — z ) 2( i+ z )  

fię podług fpofobu podanego na te profte';
I 1 1

+  pierw fzego w yraz ogólny

iefl — — drugiego — z ”, trzeciego —  (— i) ” z n, a więc
2 " '4 4

212-ł-^i/
w y raz ogólny fzeregu podanego i e f t : -----------z n,

zn ak w y źfzy  należy w  nim do liczby n  parzyftey, 
n iżfzy zaś do nieparzyftey.

Zbierzm y teraz na uw agę te praw dy, któreśmy o 
w yrazach ogólnych doftrzegli. Każdy ułomek prófty Iw j^ eâ ^,^E

w zoru  — — ,̂ przyprow adził nas do w yrazu  ogól- J^mków”

1 P "  . ,  . .  i- -i p foftych  i t e r .
nego Apnz n, ktorysm y oznaczyli przez licznika u- minami ficrc-
łom ku A , i przez wfpół-czynnika nieznaney z-, po- gu. 
niew aż w y ra z  ogólny zam yka w  fobie każdy termin 
fzeregu wypadaiacy za nadaniem wartości ii, zam y
ka razem zw iązek zachodzący między terminami fze
regu i między licznikami ułom ków  proftych A , B, C, 
i d. s tego w ięc zw iązku  można wyciągnąć w a r
tość liczników  przez w fpół-czynniki fzeregowe ró- 
wnaiąc termin fzeregu, z wypadaiącym  tego famego 
porządku terminem z w yrazu  ogólnego. Zeby fię nie 
mylić W znaczeniu, w yrażać odtąd będziemy przez A ,
B ,  C, D,  i t . d .  liczniki ułom ków p r o f t y c h  przez któ- 

N re dany
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re dany b y w d  w y r a ź  ogóln y; p r z e z  A ,  B ,  C ,  j>, 
i t. d. zn aczyć będziem y w fp ó ł-czyn n ik i fzeregu po>- 
w ita jącego  z  ia k ieg o k o lw iek  ułom ku. Niech w iec 

■ A + -  B z - j - C z * - h  D z 3  + ■  E z %+  -  - P z n + Q z n 'i ' l - \ - R z n ~ i~ 2  • - 
■h X z™ + Y z™ + 1Z z 2n-{'2 i t. d. (<l) 
zn aczy  fzereg pow fbaiący z rozbierania ia k iey k o lw iek  
fu n kcyi u łom kow ey.. leże li ta fun kcyą była p ro ita

-— — , p ie rw fz y  iey termin w yciągn iem y z w y ra zu

'Ogólnego A p r ' z n  u c zy n iw fzy  n — o ,  s kąd w ypadn ie 

■ A — A  to ieft; że p ie r w fz y  ta k o w y  term in ieft za- 
w fz e  ró w n y  liczn ik o w i ułom ku. leżeli ta funkcyą

* J T>
rozb iera  fię na d w a  ułom ki profte ____ -ł- — ___

i— p z  i — q z  *
iey w y ra z  ogólny ieft ( A p ” + B q ” ) z n ,  zachodzą nam 
w  tym przypadku dwa liczniki A, B, do oznaczenia, 
na co potrzeba dwóch zjrównań: wyciągniem y te dw a 
zrównania z  w yrazu ogólnego za nadaniem dwóch 
różnych wartości n, a zatem licznik każdy oznaczać 
fie będzie przez dw a wfpół-czynniki początkow ych 
term inów fzeregu; to ieft uczyn iw fzy  w  w.yrazie o- 

gólnym  n ^ z o ,  w ypada A  = A + B ,  - - ( a ) ,  uczyn iw fzy 

potem n — i ,  otrzym am y A p - b B q = B  - - - - (b )  
kombinuym y ( a )  z ( b ) ,  to ieft mnóżmy nafamprzód
( a )  przez q ,  i odciągniymy od niego ( b ) ,  wypadnie:

■A=— ------- M nóżm y p o w tóre (a) p rzez  o , i od>
q — p

trąćm y od niego ( b ) ,  co nam  da - - B — ^  ^

P— ll
m am y Więc liczn ik ó w  u lo m k o w  proftych A ,  B ,  w y 
rażonych p rzez  d w a p o czą tk o w e term iny fzeregu 

A ,  B ,  i przez, ftopnie ftófunku p ,  q .  leże li funkcyą 
n ło m k o w d  rozbiera fię na trzy  profte, potrzeba nam 
n a  oznaczenie trzech ilości nieznanych, tyleż zró 
w n a ń , które w ycią gn iem y z  w y ra z u  ogóln ego, na

da w fz y

I£>0 A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .
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d aw lzy  trzy różne wartości n: będzie w ięc w  tym 
przypadku każdy licznik ułomku proftego w yrażony 
przez trzy początkow e terminy fzeregu, i przez fto- 
pnie zw iązku p, q, r. Zgoła tyle nam potrzeba w  
tem dochodzeniu zrównań, na ile u łom ków  proftych 
r o z b i e r a  fię funkcyą fkładand: te zrównania otrzyinu- 
ie'my z w yrazu  ogólnego, który nam ich podług po
trzeby może doftarcznć: idzie w ięc zatem, żs z Jakie
gokolw iek ułomku fkładancgo, rodzących lie ułom
k ó w  proftych liczniki m ożem y w y  razić przez 
początkow e wfpół-czynniki terminów fzeregowych: 
liczba tych w fpół-czynruków  taka będzie wchodzić 
w  w yraz każdego licznika, iaka ieft liczba ułom ków 
proftych, na które' fię funkcyą rozbiera. Co o czyw i
ście w ypada z uw agi n.;;d fzeregami i odpo.wiadaią- 
cemi im wyrazam i ogólnemi.

§. XXXVII.
Ponieważ każdy termin fzeregu wyciągaiąc go z s ,, 

W yrazu ogólnego oznaczam y przez liczniki ułom ków  iacych uwdg" 
proftych; te zaś liczniki potrafierny w yrazić przez wypadai* no. 
początkowe' terminy fzeregu, więc możem y każdy wi "Ufności 
nayod 1 egleyfzy termin fzeregu w yrazić przez terminy 
początkowe'. leżeliśm y w ięc w  fzeregach zwrotnych do^wUzku* 
potrzebowali pew ney liczby tuż poprzedzających ter- term inó w , 

m inów, m ożem y tę liczbę tuż poprzedzających ter
m inów  zm nieyfzyć, a na ich mieyfce' wpro\vadzie 
początkow e terminy fzeregu. S kąd nam w yp ada 
naftępuiące do rozw iązania zadanie: „le że li fzeregu 
,, zw rotnego termin każdy zaw ifł od liczby pew ney 
jj tuż poprzedzaiących, w yrazić ten fam termin przez 
,, liczbę, m nieylzą tuż poprzedzaiących,,

Zacznlym y od nayprościeyfzj^ch fzczególnych prz}'- 
padków . D aym y n.p. że fzereg zw rotny pow ftał z 
ułom ków  m ianownika i — a'z-\-b'z'1, każdy w ięc w  
nim termin zawift od dwóch tuż poprzedzaiących, tak 
dalece, że n. p, C = a 'B — J b '. leżeli ułomek ten

fkładany rozbiera fię na dyya profte
A  B

-h
-pz i— qz 

N2 bedzie
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będzie a '= p + q t b '= p q ,  a w y ra z  Ogólny takiego 
fzeregu (Apn+ B qn) z n. Chcąc s tego w yrazu w ycią
gnąć terminy fzeregu P, £>, znaydziemy P = A p n -+- 

Bqn, Q = A p  .pn+Bq.qn. Z w a ż y w fzy  dobrze zada
nie nafze', zobiczem y iż w  niem o więcey nie idzie 
tylko  o wynalezienie zrównania między P, Q . Kom- 
binuymy w ięc dw a oftatnie s fobą, a otrzym am y; 
Tq— Q — 4 (q— p )p n - ■ Pp— Q = B ( p — q)qn. Które ro- 
zm n ożyw fzy  przez fię, i w ło ży  w  fzy za p-hq, a 
za pq, b'-, za —  p 2— q2 +  2 p q —  —  [(p + q )2 —
=  —  [n 'n '— 4&'], czyli jb '— a'a'-, otrzym am y

P-b'— P Q a '+ -Q 2= A B U b '~ -a 'a ')b 'n. - - - ( K ) .  
a poniew aż liczniki ułom ków  proftych A ,B , w yrazi- 
liśm y_ bylij)rzcz początkowe^ w lpół-czynniki fzeregu,
‘ Aq— B Ap— B .
A==---------, - • B =  -------- > bedzie

<1— p _ _  _  P— <1
A 2b’— A  B a '+ B 2 l . ,

A  B = ----------------- — ----- , w ł o ż y w f z y  tę w artość za
4 6 — ci a

A , B, w  zrównanie (K) wypadnie^

p -b '— P Q a '+ Q r = ( A 2b'—  A Ba'-bB2)b 'n. Zrównanie
zgo  ftopnia, które rozw iązaw fzy  otrzym am y:

Q =  '+V~ [('4a 'a '— b ’jP 2+ ( A 2b'— A  B a '+ B 1)b'n'\ 
ieżeli w ięc termin iaki fzeregu zw rotnego zaw ifł od 
dwóch tuż go poprzedzaiących, w yrazić go m ożem y 
tylko przez ieden, ale na ten czas rozw iązać nam 
trzeba zrównanie igo  ftopnia. To zrównanie dale
ko  nam ogólniey rozwięzuie nafze żadanie, niżeśmy 
ie poięli, bo maiąc dw a p i e r w i a f t k i ,  daie nam nie 
tylko  termin tuż naftępuiący, ale i tuż poprzedzaiący 
Pi pi er w fzy  wypadnie, biorąc znak dodatny przed 
cechą pierw iaftkow ą, drugi zaś, biorąc znak odiemny. 
Ponieważ zaś w  teraźnieyfzem zadaniu nie idzie, tyl

ko  o termin tuż naftępuiący po P, dla tego położy
liśm y tylko fam ^nak dodatny przed cechą pierwia- 

ftkow ą. Lubo Q  zam yka w  fobie w yraz pierwia-
ftk o w y
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fi: ko w y , że że iednak nie m am y do czynienia tylko 
s famemi terminami wymiernemi; Q  będzie konie
cznie w ym ieniem , i funkcya pod znakiem pierwia- 
ftkow ym  ieft koniecznie zupełną potęgą drugą.

Maiąc fzereg powftaiący z ułomku m ianownika 
j — a 'z  -+b'z2— c z 3, którego ułom ki cząftkow e fą --

A  - l .  B  -U  C  ' ’ ' I------- 4-----------+ -------- , w y ra z  zas ogolny - -
j — p z  1— qz 1— rz
( Apn-hBqn-i-Crn) z n, gdzie a'==p+q-i-r, b ’= p q + p r :hqr, 
c'— pqr: każdy termin w  takow ym  fzeregu zawiśnie 
od trzech poprzedzaiących tak dalece: że R = a ' Q — b' 
P+c'Ó: chcąc R  w yrazić  przez dw a tylko poprzedza

jące Q , J5; a działaiąc tym co w yże y  fpofobem, bę

dzie: P = A p 'n+ B q n+ C rn1 Q — A p.pn+Bq.qn+ C r .rn, 
R — Ap'1 .pn+ B q *,q n+ C r 2.rnj S tych trzech zrównań 
m iędzy 1'obą tak iak przdtem kom binowanych w y p a 
dnie zrównanie jg o  ftopnia uczące nas, że ieżeli ter
m in fzeregu zw rotnego zawift od trzech poprze
dzaiących, w yrażćm y go przez dw a tylko-, ale na ten 
czas rozw iązać m ufzem y zrównanie ig o  ftopnia. 
A  s podobieńftwa działań wnofząc podobieńftwo w y 
p adków  na inne fzeregi, powinniśm y w idzieć w  fa- 
myeh początkach tę ogólną prawdę: że ieżeli termin 
fzeregu zawift od m tuż poprzedzaiąc3rch, chcąc go 
w yrazić  przez liczbę m— 1, w padam y na zrównanie 
ltopnia m, które iakokolw iek pokaże fię niewym ier
ne i zawikłane, zaw fze iednak po nadanych p rzyzw oi
tych wartościach ilościom w  nie wchodzącym ftanic 
lię w ym ieniem .

Z atrzym aw fzy fię nad św ieżo odkrytemi włafno- 
sciami fzeregów zw rotnych, doitrzeżemy nawet; że 
każdy termin w  takow ym  fzeregu może fię przez 
jakiekolw iek s poprzedzaiących w yrazić. Każdy bo
wiem  w yraża fię przez tuż poprzedzaiące', w ięc kła
dąc za iedne poprzedzaiące ich znowu wartości w  
drugich poprzedzaiących, m ożem y od Jakiegokolwiek 
terminu cofnąć lię aż do poczatkow \ch, i w yrazić 

N j go przez



go przez funkcyą początkow ych lub iakichkolw ijfc 
innych poprzedzających go w  fzeregu. Rachunek przez 
eliminacyą mógłby nas o te'm nayoczyw iściey p rze
konać, który ażeby fobie fkrocić, użyim y zn ow u  ną- 
fzego początku §. p. W eźmy w  fzeregu ( ^ )  termin 

raaiący iakiś ftólunek z odlegleyfzym  na odw rot w  
w  fzeregu, n. p. X z 2n, którego w ykładnik dw a razy 
w ię k fzy  od Pzn, w ięc chcąc P  w prow adzić w  w y 

raz X, z  natury w ykładników  mufi P bydź wyniefio- 
ne' do potęgi drugiey; w p ro w ad zi w fzy  w ięc trzy 
niewiadome ilości f7 g , h, do oznaczenia trzech- tei'- 
lninów  potęgi drugiey; będzie

X = fP 2+ g P Q — liABb'n - - - (c) 
poniew aż zaś w y raz ogólny cLiie nam, P— A pn-hBqn 
. - Q = A p .p n+Bq: qn_- - -. X ~ A p 2n-hBq2n - - (d )  

kładąc w  (c) za P, O iego w artość; i tak przero
bione' równaiąc z (d ), otrzym amy tyle zrównań ile 
terminów, które nam pofłu.':;} na oznaczenie trzech 
w prow adzonych nieznanych ilości.

f A 2.p 2n 4 - fB 2.qln+ 2 fA B .b 'n 

g P  ą = z g A 2p .p ln+ g B 2q.q2n+ g A B a ' .b 'n 
— hA B b'n-  - - - - — h A B .b 'n 

rów naiąc drugiego członka terminy podobne z (d)r

znaydziemy: f+ g P —  ’  '  '  f + S ‘1—  - -1 -

B— A  , Ap— Bn - 
2f + g a '— hz=o, a przeto g =  — -------- ----------------------.
J a b (p q)_ Â (p~q)

A że z w y ifz ych  zrównań B— A —  -----— — ,
p— q

Bn'— 2 Ab'
A p — B q = ...............................................A B (a a — <fb' ) =

____ p — <1_

—  (A 2b'— A B a '+ B * ) i  w lo zy w fzy  te w artości w
IB — Aa'

S> f> ,l> wypadnie; 5 =  •
A 2b —  A  Ba -ł-Bł
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zA b'— B a’ j__(4 b1'— a ’a ')A

A*b'—  A B a '+ B 2 ’ A ^ b '- A B a ’-hB~*

_  (zA b'—  B a ')P * + (> B ~ A a ')P  O
w ięc a== ----- =------- r r r - --------- ------------ A b ’n (e)

A zb '— A

W tern ofłatniem zrównaniu znayduie fię b'nf gdzie 
•wykładnik n należy do P: żebyśm y mieli w y ra z  ter
m inów  p rzez odlegleyfze fpofobem nayogólnięyfzym  
Ictorybyśmy rosciągnąć mogli do innych jakichkol
w iek, trzebaby nam w yrzucić b'n, a zate'm znaleśdź 

drugns Zrównanie na X-, m ożem y w ięc iefzcze p oło

żyć A ~ JP^+gO^2— hABb 'n, a działaiąc tak, iak przed
tem zn ajd  zje m y:

Tr_ _ ia 'b 'A ~ ( a ’q '- - 2 b ')B ]P '-+(zB-— a''A )Q - _  zB b’n

a ’(A *b '— A B n ’ 4-B1;  « '
za pomocą dwóch zrównań (e), (m ), w y rzu ciw fzy  
b'n, otrzym am y:

_ _  ( A b '- B a l) P - - -A Q > + 2 B P Q

B ’ — a' A B + ^ A 1 
to zrów nanie flużyć nam może za w zór do w yraże
nia iakiegokolw iek terminu pr7.cz inny poprzedza
jący z w ykładnikiem  połow ą muieyfzym: n. p . w fz e -  

te"u  C4' ) Ź z 2l>+1- w yrazić m ożem y przez Q, R , kła 
dąc Q  za P, R  Q_w  zrównaniu (n): będzie w ięc

J  ( A b '- S a ') Q z— A R * + 2 B Q R .

~  B*— a'A  B + b ’A*_

A  poniew aż R = ci' Q — b'P  uważaiąc fzereg ( $ )  iako 
pow ftaiący z ułomku m ianow nika j —  0'z+b'z^i w ło- 
ży w fzy  tę wartość za R, -wypadnie^

___ (Ab’—Aa’q '-t-Bfl’)Q i+ 2b'PQ(Aa'— fl)— b’b'2 P*

B -+ aTA  B + b'A *
Maiąc Z , X. znaydziem y frzodkuincy między nićmi 

N 4 " -termin

■ Rozdział  1 . i<jf



termin Y  w  fzeregu ( ł ) .  Mamy bowiem  Z = a T —

, , ,y  . tf Z + b 'X  .
» a . w ięc i  — --------- to ie ft :  -

-  (B — Afi')Qr-y-2b'A P  O — b'B P* . , 
Y—  ---------_  —----- - -------------- ---- - - (q).

b'A*— A  Bć^+B1 
Mamy w ięc X, Y, Z  w yrażone przez P, Q : ciągnąc 
daley ten rachunek przyfzlibyśm y iefzcze do w yra
żenia dalfzych iakichkolwiek terminów przez P, 

a iako X, Y, Z ,  znaczyć mogą iakiekolwiek terminy 
w ykładników  parzyftych albo nieparzyftych, tak iako 
P, Q , iakie'kolwiek poprzedzające; pokazuie fie oczy
w iście, że w  fzeregu zw rotnym  powftaiącym  z ułom 
ku, można iakikolw iek bądź termin w yrazić przez 
dw a iakiekolw iek s poprzedzających, między które- 
mi mięfzaią fię iefzcze fame początkowe: a zatem  
W fzeregu zw rotnym  termin iakikolw iek bydź może 
uw ażany iako funkcyą pewna iakichkolwiek s po- 
przedzaiących. G dyby nas nawet rachunek byl o te'y 
praw dzie nie zapew nił, powinnibyśm y ią byli s pro- 
fte'y uwagi nad naturą fzeregów zwrotnych w ycią
gnąć, i dla tego luboby należało do innych iefzcze 
zwrotnych fzeregów to dociekanie rosszćrzyć; że ie- 
dnak każdy będzie w  ftanie iśdź w  tem za dopiero 
pokazaną drogą, przeftaniem y teraz na famym przy
kładzie obiaśniaiącym to, cośmy w  oftatnich zrówna- 
niach zam knęli.

Niech będzie fzereg zw rotny j+ ?x-i- i$ x '1+j.7x3-h
j 2 jx 4-t-j22x5 i t. d. -- -t-Px’I-H2 x ”’1' 1 i t. d,- powfta-

2---2X . _ »
iący z ułom ku --------------, będzie w  nim A = ? ,

i — jx-l-x 2
B=z7 , a ' = 3, b '= i .  Q==iP-h\f (lP*— f ) ,  a ieżeli 

P— 123, w = 4 , wynaydziem y Q = ^ 2 2 .

Wfpót-czynnik terminu x 2n • - X— ~~'4P
5-

Wfpół-

ip 6 A l g e b r y  C z ę ś ć  II .



W fpół-czynnik terminu - - j '— ~*~/ ^— ^£-^l

W fpół-czynnik terminu x ,n + I - - 2 == — ---- — — iŁ S :
S

§. XXXVIII.
Z w iążm y teraz to, co nam fię z uwagi nad fzere- Tc 

gami pokazało. W nich chcąc odkryć w yraz ogólny, gówzwrol* 
mufieliśmy m ianownika rozbierać na fw e mnożniki, tnych prowa- 
s których p ow ftaw aly  ułomki cząftkowe’. "Potrafili- dzinasdowy 
śmv przez dopiero poprzedzaiacy §. liczniki ułom- naydo*?"'*
t ' . n 1 . “  . - Łi - i  • pierwiaftków
k o w  proftych oznaczac przez początkow e terminy bliskich [.ri-
fzercgu: gdybyśm y iefzcze przez terminy fzeregu mo- wdy w zró- 
gli m ianowniki ułom ków  proftych wynaleśdź, mie- wnaniu, 
libyśm y now y fpofób rozbiegania funkcyi fkładaney 
na fwe' m nożniki. Dotąd bowiem  ten rozbiór czyni
liśm y za pomocą zrównań, który tak daleko tylko 
może fię rosciągnąć, iak daleko nafze wiadomości o 
zrównaniach zafiągaią. S kąd łatw o każdy fobie 
wniefie, że gdyby teorya fzeregów nauczyła nas fpo- 
fobu innego w ynaydow ania m ianow ników  ułom ków  
proftych; nauczyłaby nas także fztuki dochodzenia 
p ierw iaftków  jakiegokolw iek zrównania. Mianowni
ki ułom ków  proftych w yrażaliśm y w zorem  /— pz-, 
maiąc w ięc p, mamy to w fzyftko  co do odkrycia 
m nożnika proftego w  funkcyi, a w  zrównaniu do 
odkrycia pierw iaftku należy. Szukaym y czyli ter
miny jakiegokolw iek fzeregu nie odkryią nam w ar
tości na p.

Daymy że funkcyą fkładana rozbiera fię na u-

łom ki cząftkow e —  —  +  B H----- —  -ł- i t. d. a
1— pz 1— qz 1— rz  

zatem — p z )(  1— qz)(  1— rz)  i t. d: w yrazem
zaś_ogólnym tey funkcyi ieft: (^p"+B(]’I-ł-Cr,I-ł-'i.t.d.) 2*
— P z". drugi po nim naftępuiący termin w  fzere
gu, m a w yraz ogólny (A p.pn+4 lą .q "+ C r.rn4 - i t. d .;2" * '

N s =

R o z d z i a ł  I .  _  1 9 7
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— J2 - " '1' 1, gdybyśm y chcieli s tych dwóch w yra
zów  wyciagnąc wartość na p; potrzebaby, albo q, r, 
i t. d, w yrazić przez p, co ieft rzeczą barzo trudna; 
albo żeby q, r, i t. d. w  terminach całkiem znikły. 
G dybyśm y nawet potrafili q, r, w yrazić przez p , 
niewielebyśm y na tem zyflcali; bo w p ad łfzy  na zró
wnanie ftopnia n, niebylibyśmy w  ftanie rozw iązać 
ie. Zeby zaś q, r, i t. d. zniknąć mogły przed p t 
potrzebaby naprzód: aby q, r, były burzo małe w zglę
dem p ; powtóre: aby w było liczbą niefltończenie w iel
ką; w iem y bowiem  z Arytm etyki, że liczby nieró
w n e tem lip barziey od fiebie w  wartości oddalaią, 
im do w yżfzey  potęgi byw aią podniefione; gdyby 
w iec p było w iękfze od q, r; w  w yżfzych  potęgach 
corazby ie barziey przew yżfzało , tak dalece, że \V 
potędze n nielkończenie w ielkiey, q, r, zupełnieby zni
k ły  w  porównaniu p. Zniknąw fzy q, r, zoftanie fię 
z  w yrazó w  ogólnych Apn= P t Ap.p™— '^, w ięc - -

_p, to ieft: że termin nielkończenie odległy w

fzeregu,‘ rozdzielony przez poprze'dzaiący, dałhy w a r
tość na p zupełna. leżeli zaś n nie będzie liczbą 
niefkończenie w ielką; q, r, nie znikną całkiem przed 
p , ale tem będą od niego m nieyfze, im n będzie 
w iękfzem ; ieżeli więc za n weźm iem y liczbę zna
cznie w ielką, a maleiące barzo q, r, opuizczem y; 
będziemy mieli tylko w artość blilką praw dy na p,

Q  ■
uczyn iw fzy  to ieft: ieżeli Wi zm iem y w  fze

regu barzo odlegle terminy, i ieden z nich rozdziele'- 
m y przez poprzedzający, otrzym am y za w ieloraz p, 
s którego i — p z  da mnożnika funkcyi: ten przero
biony na zrównanie przez w prow adzony zw iązek ,

w y d a  i— p z = o ,  z =  — , ieżeli w ięc p  było nay- 

w iękfzym  mnożnikiem podług nafzego przypufzcze-
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nia, z —  —- będzie pierwiaftkiem  tego zrównani:! nay-

m hieyfzym , ale tylko blifkim praw dy,
Stych barzo proftych uw ag wyciągnął W. Geome-t 

tra Daniel Bernoulli fpofób w ynaydow anki pierwia- 
ftków  blilkich praw dy i podał go w  tomie III. Pa
m iętników Peterzburfkich, którego nam tu użycie 
przypada z dokładnością w yło żyć . Sjiofób ten iak 
nam fię dopiero pokazał, potrzebuie koniecznie, aby 
zrównanie podane, do rozw iązania obrocie na mia
nownika ułomku; s tego potem zrobić fzereg nie- 
fkończony, którego dw a odległe terminy przez fig 
rozdzielone dadzą pierwiaftek naym nieyfzy, ale tył- 
ko blifki praw dy. D aym y w ięc że takow em  zró
wnaniem ieft N — o. zn ilzczyw fzy  w  niem zw iązek , 
będzie N  funkcyą, i oraz mianownikiem , a iego 
wfpót-ezynniki ftopniami ftófunku, od których war* 
tość terminów w  fzeregu zaw ifla. Nie maiąc ozna? 
czonego licznika takowego ułomku, w eźm y począN 
ko w ć terminy fzeregu podług lipodobanirf: w iem y 
bowiem  z §. 5 2. że licznik ułom ku rozebranego na 
fzereg, nie w p ły w a  tylko w  wartość tylu początko
w ych terminów fzeregu, ile on fam ma terminów w  
fobie; s tyGh początkowych od upodobania termi
n ó w  ułożem y infze s ftapniów  ftófunku, a pofuną- 
w fz y  te tei'(Tiinny daleko, rozdzielemy nayodlegley- 
fz y  przez tuż g a  poprzedzaiący, co nam da wartość

na p, a z nie'y z =  — , pierw iaftek naym nieyfzy zró\

wnania.
Przykład iwfzir. W ynaleśdź pierwiaftek niym niey- 

fz y  zrównania; 1 —  1 $z+66z~— $oz3= n :

wftanie fzereg, ktorego każdy termin będzie funkcyą 
trzech poprzedzających; ftopnie zaś ftófunku fą 15-, 
66,80, tak dalece, że n. p. Q — , yP— P,

P

; s tego ułomku po-

N<J



Ó ,  N ,  z n a c z ą  te r m in y  fz e r e g u  z a r a z  p o p r z e d z a ją c ^  

Q ,  w z i ą w f z y  w i ę c  t r z y  p o c 2 ą t k o w c  te r m in y  o d  u p o 

d o b a n ia , n . p .  i ,  z, 6, w y p a d n ie  Iz e r e g :

i ,  2 , 6 ,  } S ,  3 3 4 , Z 9 S Z ,  Z S 7 ZÓ,  2 i S 7 </$, i t. d. s k ą d

H l L 9J - — s , } 9 2 Z i = p .  g d y b y ś m y  te n  f z e r e g  d a le y  
2 5 7 2 6

ciągli, ułomek dziefiątkowy 59221 corazby malał, a 
pierwiaftek przez to corazby fig pow iękfzał, tak 
dalece, iżbyśm y w  odlegleyfzych terminach trafili na

* l l f
w— 8 bliflio* a zatćm na 2 = — , blifkg — , który

P 8
ieft praw dziw ym  naym nieyfzym  pierwiaftkiem  zró
wnania podanego.

Przykład zgi. Niech będzie podane zrównanie: 
j —  i 6 z+-7 7 Z2—  i 3 4 Z*-\-7 2 z * = o ,  w ynaleśdź iego pier
w iaftek naym nieyfzy?

P o n ie w a ż  z r ó w n a n ie  ie ft  4go f t o p n ia ,  w i ę c  w  f z e 
re g u  s  tąd  p o w f t a i ą c y m  k a ż d y  te rm in  z a w i f l  o d  c z t e 
re c h  p o p r z e d z a ią c y c h ,  to  ielł: Q = i 6 P — 7 7 O + 1  3 4 N —  

7 2 M :  w z i ą w f z y  c z t e r y  p o c z ą t k o w e ' te r m in y  o d  u p o 

d o b a n ia ,  o t r z y m a m y  f z e r e g  l ic z b :

o ,  j ,  1 , 2 ,  i } 6 ,  2 0 8 4 ,  2 3 0 6 8 ,  z i f 7 0 0 ,  i t . d .  z a c z e m

2 1 57OO . 1 l . _
---------- ~ 9 > ) S w ięc s =  —  = -------- , to ieft
23068 P 9 ,3 ? 1

pierwiaftek naym nieyfzy ieft bliki — :
9

Gdybyśm y zaś chcieli zrównania podanego odkryć 
pierw iaftek nayw iękfzy, potrzebaby nam ie przero
bić na inne, któregoby pierwiaftek naym nieyfzy, byl 
nayw igkfzym  zrównania podanego; to ieft trzeba u-

czynić z —  — , a tak zrównanie na z ,  przerobiemy 
x

na - - - x m+ a x m~ 1+ b x m~2-\- i t. d. 4 - b = o .  
fzukaiąc potem tego oftatniego zrównania p ierw ia

ftku, znaydziem y x =  -i- , a s tad z = p ,  pierwiaftek
P

nayw iękfzy- Maiąc

a o o  A l g e b r y  Część I I .
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Maiąc n. p. zrównanie podane: 14— 352 + 12 %*—

E i= o , a uczyniw fzy w  niem z =  —  przerobiem y ie’

na , — ia x + ^ fx * — 2 4 x 1= 0 . s którego powftanie fze
reg liczb; 1, 1, •> ,49,4l7,i(>49,2t)66cj,2i$8o}, i t. d.

238X01

2()66<)
w iaftek nayw iękfzy zrównania podanego ieft blifla 
g; gdybyśm y daley ciągli fzereg liczb; trafilibyśmy 
na liczbę mnieyfzą od znalezioney, któraby fię nie
zmiernie mało różniła od 81 praw dziw ego pierw ia
ftku zrównania.

Maiąc przytomne' w  'myśli te w fzyftkre poc£itki uwaginadfpo 
1 rozum owania, s którycheśmy tcraźm eyfzą w y  pro- fonem poprze 
w adzili naukę, przyznamy-, że ten fpofób nie barzo dl*‘»cy™, 
nam fię uda, kiedy zrównanie zaw ierać będzie pier
w iaftk i barzo fiebie blifkie, tak dalece, ze w  w yż- 
fzych potęgach ich w zroft mało fię co różni, a zatem 
nie móżna w  tym  przypadku iednego s takich pier
w iaftków  brać za  niknący w  porównaniu drugie
go. Na ten czas potrzeba nam koniecznie przerobić 
zrów nanie podane na inne, w  któremby dw a te bli
fkie fiebie pierw iaftki koniecznie fię barziey różniły.* 
czego dokażem y kładąc W  niem za ilość nieznaną 
inną pow iękfzoną lub zm nieyfzoną Jakąkolwiek liczbą 
fci s kąd pow ftanie zrównanie maiące za naymniey- 
fzy  pierwiaftek to tylko, co brakuie k do pierwra* 
ftku praw dziw ego. Maiąc n.p . zrównanie podane;
2 3— K ^+ yz-ł-y^ o, ktorego nayw iękfze dwd pierwia* 
ftki fą V f , — ni czem fię od fiebie prócz znaku 
nic różniące: gdybyśm y w  niem podług podanego 
fpofobu działali, trafilibyśmy na Fzereg: 1 ,2 , 3, 8, 13,
3S, 6$, 188, 3 13, 93S, J y<5 i t. d. s których żadne' 
dw ie przyległe' liczby, nie daią pierw iaftku w zm ian
kow anego. Przeftępuiąc zaś o ieden termin, i dzie
ląc każdy przez w tóry  przed nim idący, zróydzić-

jny kw adrat pierwiaftku fzukanego, to ieft: i l f l -



= = — —  =  1 1 1 — = :y , co nam daie w idzieć, ze ile ra- 
iSS 6;

zy  taki trafi fię liczb fzereg, którego terminy w fz y 
ftkie' na przemian daią te'n fam wielo-raz* zrów na
nie go wydaiące, zam yka koniecznie pierw iaftki te 
fanie, lecz z znakiem przeciwnym . U czyniw fzy zaś 
W zrównaniu podanem z= y -\-i, przerobiemy ie na; 
j — jy + j-y i— y 3= 0 . s którego powitanie fzereg liczb;

i ,  h  ' i  9> $$> *45", 6og, 2*3$, lo ę+ f, i t. d. s kąd;

?-- = o ,  2 \ 6 \ = y , Z = 2 , 2 j 6 i, co ieft blifkie 
IO94S

Sztuka ta rozdzielenia pierwiaftki! w  zrównaniu 
Spofób Ne- j ^ k o  iefzcze rozlegleylze może mieć użycie; do- 

^łe^dopk-r- fze łtfzy  n .p . przez iakikolw iek fpofób pierw iaftka 
wiaftków xró blilkiego w  zrównaniu, a chcąc to zbliżenie daley po- 
•wnania cora* funąć, pow iękfzam y nafz pie'rwiaftek liczba nięzna- 
bliiftych pra- ną ^  którey potem w yciągnąw fzy w artość z zró* 
w<*lr* w n an ia, otrzymuiemy przydatek do pierwfzego

pierwiaftku, zbliżaiący nas barziey do praw dy.
Niech będzie n.p. zrównanie x 3-ł-f.v-ł-/=o, które

go blifki pierwiaftek przez iak ikolw iek  fpofób zna- 
łazłfzy  rów ny — i , i a chcąc doyśdź bliżey praw dy, 
kładę x  =  — i, i + b , k  znaczy tu ułomek maiący 
bydź dodany do— /, /; tę wartość za % p o ło żyw fzy  
w  zrównaniu x  3 4- j-x4 -7= o, przerobiemy ie na; 
fc3— ^f^k2+8 ,6$k-\-o, 169= 0. a poniew aż k ieft ułom^ 
kiem m nieyfzym od o, 1; k-\ k-, będą mnieyfzemi od 
o, 001, o, o 1; przeto możemy ie cale opuścić; zoftunie

o, 169
fie więc; g,6^k-i-o, 169= 0 , a zatem fc=,—----------

8 ,6$
—  — o, 019. Pierwiaftek w ięc zrównania podanego 
b liżfzy, będzie x = — {,1+ k — —  ',<.'!?• Chcąc iefzcze 
doyśdź bliżey, czynię x = —  1,119 + u , a w łoży  w fzy  
tę w artość w  zrównanie podane przerobię ie na u, 
w  którem opuściwfcy u 3,u 2, zoftanie nam 
+0,00385 1842=0, skąd  11=  — o, 00044; x = —  l >l l 9 
+  u = — 1, 11944;  tym fpofobem m oglibyśm y cią- 
goąć nafze zbliżanie do barzo wielu cząftek dziefiąt-

kow ych.
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kow ych. Nawet w  przerobionych ^równaniach na 
K, u moglibyśmy nie opufzczac tylko z 3,u3, a pozo- 
lłałe zrównanie 2go ftopnia rozw iązaw fzy , trafiliby
śmy prnwie na te fame w ypadki.

Ten fpofób barzo w ygodny nale-żałoby nam rozle- 
gley w y ło żyć , ale iego zrozumienie tak ieft profte i 
łatw e, iż przyw iedziony przykład może nam wyftar- 
czyć do nauczenia nas iego w  iakiem kolw iek zró
w naniu. Newton naypierw ey go podał w  fw ey  A- 
rytmetyce powfzechney, a przyftófow anie go tera- 
źnieyfze do teoryi Beynonllego ieft tylko fzczególnym  
tego fpofobu przypadkiem .

Druga uwaga która nam fię w  użyciu teoryi Bi'r- Teorya Bćrno 
noullego ftaw ić powinna, ściąga fię do ̂ pierwiaftków iról

O  wnanie m i
zrównania równych. Pamiętaymy ie  ■—  =  p w ypa- pierwiaftki r*

P wne,
dło nam z w yrazu  ogólnego fzeregu, w  którym in
ne ilości q ,r ,  it. d. uw ażaliśm y iako nierówne i ni
knące w  porównaniu z p. Przypuśćm y teraz że m ia
now nik ułom ka Ikładanego zam yka mnożniki rów ne,

yf
s których pow ftaia ułomki c z ą f tk o w e ----------- -+-

' C i— p z)*
B C D  . A , . . ,, .

_____ -+- _____h---------- 1 t. d. ich w y ra zy  ogólne
j — p z  1— qz i — rz n -  w
razem  dodane będą: [(n + i)d p * + .B p n-t-Cqn+ D r” -{- i t. d -i*  * z  > 
[ (n + 2 )J p n'i-1+ B p n+1+ C q n+ i+ D rn-'r l-lr  i t. d .] z n+l 
= Q z n+ t; przypuściw fzy nawet że p ieft tak w ie l
kie, iż q, r, i t. d. przed ni^m w  znacznych potęgach 
nikną, zoftanie fię: [(w-t-i )A p n+ B p n~\=P

[(u-4-2^^pn+ ,-t-Bp’1+,] = Q  - - Q  ==— ^ — — — p > p .
p (n-hi )A-\- B

yfidzem j* w ięc, ie  pofunąw fzy gdyby naydałey fze- 
reg liczb z zrównania pow ftaiący, nie trafiemy na 
w artość p, ale zaw fze  nam w ypadnie pierw iaftek 
w ifk fz y  od rzetelnego, chyba żeby n było liczbą nie- 
fiiończo n;jj to fam o znaydziem y na liczbę w iękfzą

pier-



pierw iaftków  równych: co nam dow odzi że użycie 
fpofobu dopiero w yłożonego nie może nam fig tak 
udadź iak w  pierwiaftkach nierównych. Zeby więc 
podane zrównanie można befpiecznic przez fpofób 
Bernoullego traktow ać, trzeba nam fię wprzód prze
konać, czyli to nie zam yka w  fobie pierw iaftków  
rów nych. Iakżc tego będziem mogli dociec?

§. XXXIX.
Pierwiaftki równe należą do fw ego ogólnego w y- 

eeinanfć pic°r- razu ( a + x ) ,n, który nam w zór Newtona pokazuie. 
wiaftków ró'- Szukaym y w  włafnościach tego w zoru przyzw oitey  
wnych w iró. cechy, na rozeznanie takow ych pierw iaftków . Na 
wnaniu. te'n koniec przypomnieć nam fobie potrzeba to, co

śmy w  p ierw fzey  Części na końcu § . 1 2 .  o potę
gach doftrzegli: że maiąc funkcyą M (a-hx)m, i te ro
zebraną na lw oie terminy rozm n ożyw fzy  przez po- 
ftęp Arytm etyczny ok, k, ik , ]k, 4k, i t. d. zniżem y ią
0 ieden ftopień; będzie bow iem  mnogość rów na " 
M m kx(a+-x)'n~ 1. A  że zrównanie zamykaiące: ialcą- 
ko lw iek  liczbę pie'rw iaftków równych w yrazić mo
żem y przez (a + x )m(a ‘+b'x-+-c,x '1-t- i t. d .J = o , albo 
przez (a-ł-x)m(b+-x)n(a'-+-b'x+c'x2-h i t. d._)=o ro- 
zebraw fzy (a-hx)m, (b + x )n na fwe' terminy, i te ro- 
zm o żyw fzy  nafamprzód w fzyftkie przez a'-\-b'z+c,z'1 
-+- i t. d. potem każdy z ofobna przez podłożony fo
bie termin poftepu Arytmetycznego ok, k, zk, jk ,
1 t. d. obydwie potęgi zniżą fię o ieden ftopień, i 
zrównanie um nieyfzy fię iednym s każdego gatunku 
picrw iaftkiem  rów nym . leżeli więc całe było ro
zdzielne przez ( a + x ) m.(b + x )nf po tem rozmnożę*

. niu będzie tylko rozdzielne przez - - - ( a + x ’) ni~ I . 
( b + x ) n~ l . T o atoli oftatnie’ przerobione zrów nanie 
ma s pierw fzem  za fpólnego mnożnika ( a + x ) m~ I. 
(b + x )n~ x-, s kąd w ypada takie prawidło: ,,że zniży- 
„  w fzy  zrównanie jakiegokolw iek ftopnia »o ieden,
, ,  ieżeli znaydziem y w n iem  fpolnego mnożnika s po
l a n e m ;  zrównanie takow e będzie zam ykało pier- 
„ w i a f t k i  rów n e.,,

Teraz
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Teraz maiąc podane fobie do rozw iązania zró
wnanie, potrzeba id nafamprzód dopełnić, i.eźeliby 
których terminów brakow ało, pifząc id w  fw ym  p o
rządku z mnożnikiem zero; tak dopełnione' rozm nóż
m y fpofobem iuż w yłożon ym  przez pofręp Arytm e
tyczny liczb, który lubo od upodobania zawi.ft, dla 
prościeyfzego atoli działania obierzem y poftep o, i ,  
z ,  3 ,4 , s ,6 ,  i t . d.  takim, fpofobem  zrównanie zn iży 
fię o ieden ftopień, które' nazwie'my przero.bi.onem 
fzukaym y pow tóre przez 2 1 . m nożnika fpóine-- 
go obydwom  zrów naniem . S kąd wypadną oaftę- 
puiące' przypadki i w njoiki do nich przyw iązane: 

leżeli tep mnożnik będzie' pierwfzego ftopnia 
(x— p), zrównanie podane, będzie miało dw a pierwia-. 
ftki równe (x — p ) 2

leżeli mnożnik fpólny ieft drugiego ftopnia, roze-. 
brać go potrzeba na dw a igo ftopnia, które' albo 
będą rów ne albo nierówne: w  pierw fzym  przypadku 
Zrównanie podane' ma trzy pierwiaftki równe', s 
których każdy w yraża  fię przez tego mnożnika p rzy
wiedzionego do zero. w  drugim zaś przypadku zró i 
wnanie md czrery pierw iaftki równe; s których ka
żde dw a Tą różnego gatunku i. w yrażaią fię przez ie- 
dnego z m nożników .

Zgoła ieżeli mnożnik fpólny obydwóch zrównań 
ieft ftopnia w, rozebrać go najeży na n m nożników 
p ierw fzego ftopnia: te ieżeli bedą w fzyftkie równe', 
zrównanie podane md n-t-i p ierw iaftków  równych 
tego famego gatunku; ieżeli zaś będą wfzyftkie' nie
rów ne zrównanie ma 211 m nożników równych co do 
liczby, a zaś n co do gatunku; każdemu bowiem  
różnemu m nożnikow i odpowiada para pierw iaftków  
tego famego gatunku. leżeli w  liczbie n mnożni
k ó w  iedne' będą równe, drugie nierówne, liczbę ka
żdego gatunku pow iękfzyć należy iednością; a zbiór 
ich pokaże liczbę pierw iaftków  równych w  zrów na
niu podanem:

Przyktad 1. Niech będzie zrównanie podane —  
Ó - x 3— 6 x*
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%x3— ^xi 4-2fx+24=ro, w ynaleśdź czyli, i w iele m a 
.pierwiaftków równych?

Rozm nóżm y każdy iego termin przez podłożoną 
m a licz bf poftępu Arytmetycznego 4 ,1 ,  z, 1, 0: w y 
padnie s tąd zrównanie przerobione 4 * ’ — ę x 2— i2 x  
-t-z$ = o , które ma za mnożnika fpólnie z zrów na
niem podanem: x 2— 4x+ 4= = (x— a)2, co pokazuie, że 
zrównanie podane ma trzy pierwiaftki równe (x — 2) 
( x — z ) ( x — z)— x 3— ó x 2-hi i x — ,g = o , przez to zró
wnanie ig o  ftopnia rozdzieliw fzy podane, otrzym a
m y czw arty  pierwiaftek x 4 -$— 0,

Przykład II. Maiąc zrównanie x * — i0 x'i+ f y x 2—  ̂
ćo x + i,6 ~ o ,  w ynaleśdź iego pierw iaftki równe?

W ziąw fzy poftęp Arytm etyczny liczb 4, i ,  z , 1,0 , i 
przez każdy iego termin rozm n ożyw lzy termin zró>- 
w nania, zniżam y ie o ieden ftapień: 4X3— $0X-+74X 
— 60— 0. fzukaiąc nayw iekfzego mnożnika fpólnega 
‘obydw óm  zrównanióm, znaydziem y go x - — ‘>x-'r6 : 
ten mnożnik rozebrany na dw a pie'rWfz'ego ftopnia 
daie x = 2 ,  x = $ ,  co pokazuie że zrównanie podane 
ma dw a pierw iaftki równe iednego gatunku 
( x — z ) 2— o, i dwa równe drugiego gatunku ( x — $)2~ 0  
Mnogość bowiem  (x — 2J 2(x — l ) 2— 0 w yd a zrów n a
nie podane.

W ynalazek w ięc pierw iaftków  równych łsaWifł od 
fpolobu rozbierania zrównań na fw e m nożniki, któ
r y  iak ieft niedokładny w idzieliśm y W §. 21. Nic 
m ożem y w ięc przyiśdź do rozeznania pierw iaftków  
rów nych tylko w  pewnych fzczególnych przypad
kach, które iednak pomóc nam w iele mogą W izolo
w aniu teoryi Bernoidlego. W idzieliśmy bowiem , żc 
ta nie m oże fię udadź chyba Z znacziiem oddaleniem 
fię od praw dy, ieżeli zrównanie zam yka pierwiaftki 
rów ne. Chcąc przeto naukę fzeregów  zwrotnych be- 
■fpiecznie i izczęśliw-ie ftófować do wynalezienia pier
w ia ftk ów  blifkich, należy nam w przód fię przekonać 
p rzez dopiero podany fpofób, że zrównanie nie ma 
p ierw iaftków  równych, to ieft: że zrównanie poda-

nu,
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ne  i d r u g ie  z n iż o n e  o  ie d e n  f to p ie ń ,  n ie  m a ią  ż a d n e 

g o  p ie 'r w ia f t k u  fp ó ln e g o .
P r z e b ie g l iś m y  iu ż  p i e r w i a f t k i  r ó w n e ' i n ie r ó w n e ' 

ale zaw fze rzetelnej zoftaie n a m  iefzcze f t ó i o w a ć  

fzeregi zw rotn i d o  wynalezienia p ierw iaftków  uro
jo n y c h .  P o n ie w a ż  każde' zrównanie pokazuie fię w  

w y r a z a c h  rzetelnych, fzereg z niego powftaiący, a w  

tym  fzeregu w ieloraz z rozdzielenia iednego terminu 
przez poprzedzaiący, n ie  może bydź tylko rzetelny', 
idzie w ięc zatem że' pierw iaftków  uroionych w  zró
wnaniu nie możem y fzukać za pomocą fzeregów, 
t y l k o  zamieniaiąc te pie'rwiaftki na rzetelne przez 
mnożenie ich po dw a na raz. Chęąc zas fzukać 
dwoiftych takow ych pierw iaftków , potrzeba nam 
znowu fzczcgólnego w yrazu któryby oznaczał mno
gość rzetelną, powftaiącą z dwóch pierw iaftków  uro
jonych: dla czego ten przypadek m ufzemy niżlzym  
uw agom  zachować.

ROZDZIAŁ DRUGI.
Z b i e r a n i e  f z e r e g ó w  z w r o t n y c h  prowadzi 
nas  do poznania  U ł o m k ó w  c i ą g ł y c h , k t ó 

rych  fię wykładai;j  z n a k o m i t f z e  w łafności i 

u życ ie .
§. XL.

p ie r w fz y  widok rzucony ogólnie na naturę i rodzay S u m m o w a.

fzeregów , podał nam trzy zadania zawieraiące' całą nie f i e r e g ó w  

rozległość tey nauki. R ozw iązaliśm y ich iuż dw a, bo z w r o t n y c h ,  

nafamprzód w yłożyliśm y barzo ogólny fpofób ro- ™ * c h o ? z * 
zbierania funkcyi ulom kowych iakichkolwiek na fze- ter
regi: fpofób w ydobyty z natury ilości nieoznaczo- minami, 

nych, który ieft iednem z naypiekm eyfzych w yn alaz
k ó w  Des-Cartn. Włafności różne fzeregów  w  tym 
rozbiorze dofhze/.one pofiużyły nam do odkryć,if\ ftó-

O z '  funku
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funku m ię d z y  w f p ó ł- c z y n n i k i e m  i a k i e g o k o l w i e k  t e r 

m in u , i w ykładnikiem  i lo ś c i  nieznanćy w  t y m ż e  te r 

m in ie :  c o  n a m  p o k a z u ie  układ każdego terminu w  
iednym w yrazie który nazwano w y r a z e m  ogólnym. 
Zoftaie nam iefzcze do wynalezienia fpofób wracaią- 
c y  nas o d  fzeregu d o  funkcyi, która go Wydała, a 

którą my nazwiem y Ronz^c/j ( F u n f f i o ,  F r a ć t i o  gene- 
ratrix). leżeliśm y dobrze obięli praw dy §. 32, u- 
znam y ż e  rozwiązanie zadania trzeciego ieft naywa- 
•żnieyfzą cząftką nauki o fzeregach. Mi tiiem zam ie
rzam y fobie wynaleśdź każdego fzeregu w y ra z  lici)li
c z o n y ,  któryby tyle Wartai, ile w fzyftkie terminy fze- 
Yegu r a z e m  dod-an e, lub pew na ich liczba. Spofób 
te n  n a z w a n o  Z b i e r a n i e m  albo S u m i u o w a n i e m  S z e » 

r e g ó w  (Summatlo S e Y i c Y u m ) ,

Poniew aż dotąd ieden tyfko gatunek fzeregów  
przypadło nam roftrząfać, któreśmy zwrotnem i na- 
■zWali; dla tego będziemy iię tylko teraz zaftanawiać 
nad zbieraniem fzeregów do tego gatunku należących, 
to ieft nad W ynaydowaniem fuiikęyi ulom kow ey któ- 
raby była równą fzeregow i podanemu. Nie m ożć- 
’m y zaś w iedzieć że fzereg podarjy ieft ztt rotny, nie 
będąc pewnem i, że w  nim każejy termin ieft fu n kcyi 
poprzedzających; p o zn św fzy  tę funkcyą, wiedzidć ra- 
ićm  bęcłziemy ftopnie ftófuhku, a zatem i mianowni* 
ka ułom ku. Nie 'idzie w ię c  w takim 'przypadku 
tylko  O W y n a le z ie n ie  licznika, który w  famych ty lk o  
początkow ych terminach fżeregu ieft zaw arty. Iakże 
;go odkryiefmy? oto przez te fame początki ilości nie* 
-oznaczonych, które nam dotąd fiu żyły: maiąc przez 
ftopnie ftófunkU danego mianownika, w prow adzem y 
w  licznika ilości nieoznaczone a, b, c, d, i t. d. a ro
zebraw szy potem  taki ułomek na fzereg. przez po
równanie terminów w ypadną nam wartości na nie
w iadom e a, b, c, d, i t. d. D aym y n.p. że A+B z-i-  
C z z-hD z3-ł-EzĄ - - - -hPzn+ Q z n'i' l -hRzn’h-+ S znJr-3+

4. i t. d. ieft fzeregićm podanym: że zw iązeK 
■•loftrzsżony między terminami fzeregu przyprowadzili
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nas do m ianownika i— a 'z + b 'z '— c 'z 3+ ci'z*, będzie 
a + bz+ cz-Ą -dz3 ,

„tom ek rodaący który ro-

zebraw fzy na fzereg i p rzyw iódłfzy do zero, z n a j
dziem y: a— A  - - ----- c = C — B a ’+ A b ’

b— B— A a'  - - d— D —  C a '+ B b '— c’A, 
a przeto fumma 1 fzeregu nazwana ( i)  będzie 
__ A + ( B — A a ' ) z ± ( C — Ba'+Ab')z*-i-(D— Ca’+ B b '~ -A c’) z 3

S i— a 'z-b b 'z2— c 'z 3+ d 'z 4
Chcąc zaś z b i e r a ć  -fzereg do p e w n e g o  t y l k o  terminu 
n .p . Pzn, nażw aW fzy fummę term inów od p o c z ą t k u  

aż do k o ń c a  (s), fummę zaś terminów od Fzn a ż  

do K o ń c a  ń a z w a w f z y  (s1) ,  będzie s— s', fummą ter
m i n ó w  od p o c z ą t k u  a ż  d o  Pzn.

s'= Q _ z'1'l-I-hRzn+2+ S zn-i-3+ T z n+4+  i t. d. 
który rozdzieliw fzy przez z n'!' 1, otrzym am y fzereg 
takiego w zoru  iak podany; a przeto - - - / '=
Qg;n+I+ (R—  Q g ')z n+2+ ( S ~  Rn’+ Q b')Zh + 3+ (T —  St\'+Rb'— Q c’ )z n+*

i~ -a 'z+ b ’z - ~ ó 'z 3-\-d'z* 
co odciagnąwfzy od pierw fzdy fummy, .otrzymamy 
zbiór terminów aż do Pz"■. leżeli m ianownik ułom
ku będzie w yżfzego  lub niżfzego ftopnia, fpołob zna
lezienia licznika będzie ten fam.

Niech będzie n.p. fzereg podany: i+ $ ź+ 4 Z '1+ 7z'3 
+  i ifc4 - •* - + P zn+  i t. d. w  którym każdy termin 
ieft fummą dwóch poprze'dzaiących; m ianownik zaś 
xiłomku ieft i — z — z - ,  gdzie a '— i, b '=  —  i, A = i •,
■B— %. Summa w ięc tego fzeregu az do P zn będzie:

j + 2 z — Q z n-i-I— (R — Q * ') z ‘n+* _  1-K22— Pz ^

1— 2 — Z2 ’ 1— Z— Zx
gdyż R— £ ) « '= — Pb'. Aże według §. ?7 -

£> =  w ło ż y w fz y  tę wartość za Q

w  fummę., i u c z y n iw fz y  z — j, w yp a d n ie  fum m a 
liczb:

O}



j + 3+ 4+.7 + u + t g . .  . + p — ł i ----------
2

można w ięc w yrazić  fumme do pewnego iakiego. 
terminu, przez funkcyą terminu oftatniego.,

X LI.
Nie wicdi»c W ziąw fzy na uwagę fpofób zbierania fzeregów  do- 

iwi>Tk» mię. piero w yłożon y, znaydziem y że ten pptrzebuie w  nas' 
«Uy termina. wiadomości o gatunku fzeregu, i o zw iązku  zacho- 
tłi fieęego, dzacym miedzy iego terminami: obrani choć zied n ey
fpofob wyna- , J . • . • • • . , . n ■ •>
lezienia go, i takow ey wiadomości me możemy bydz w  ftanie na- 
rozcziKinia fzc znaczenia m ianownika ułomku, a zatem ani fummy 
regów iw io . fzeregu. Gdybyśm y zadanie o zbieraniu fzeregów 
mych oJ m- mogii nie zaw isie od tych wiadom ości rozw iązać, 

niezmierniebyśmy rozlegleyfzey dofŁąpili o fzeregach 
nauki. Usiłuymyż w ięc do takiego zamiaru rozw ią
zać zadanie naftępuiące: , ,Maiąc podany fobie iaki- 
,j ko lw iek  fzereg, doyiśdź fpofobu rozeznania czyli 
„  ten ieft zw rotny lub nie; a będąc takim, wynaleśdż 
„ ie g o  ułomek rodzący?,, Nim  przyftnpiemy do ro
zw iązania tego zadania zgódźmy fię nazyw ać fzeregi 
te, które’ pow ftaią z ułom ków  m ianownika igo, 2go, 
jg°> 4go, mgo ftopnia; Szeregam i igo , z go, $go, ^go, 
mgo Porządku, iakesm y iuź pod §. 3 ( uczynili, mó
w iąc o fzeregach Algebraicznych. Ze by fię dow ie
dzieć, czyli fzereg podany iakikolw iek ieft zw rotny 
lub nie; potrzebaby doyiśdź, czyli 011 pow ftał z ułom
ku wymiernego, w  którym ltcznik ieft niżfzey potęgi 
od m ianownika, a przeto potrzebaby nam znaleśdź 
fpofób przerobienia fzeregu na ułom ek.

Szereg zw rotny rodzi lię z ułom ku przez ciągła 
dzielenie, s którego n ow y w ieloraz daie now y termin 
fzeregu; potrzebaby nam w ięc w  te’m famem działa
niu fzukać fpofobu wrócenia fię od tych ciągłyęh 
w ielorazów  do famey funkcyi dzielącey i podzielney. 
Niech będzie J+li^+Cz^-hDz^+Ez^-h- i t. d. = .r  fze- 
regiem zw rotnym  pierw fzego porządku, będzie iego

ułomek rodzący pierwfzego ftopnia, czyli s =  — --— ,
* * a ’-\rb 'z

2- i o  A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .



l  V  b ' , i , ^
Wiec —  = —  *-----~ = p + q z ,  kładąc p  za  — •, q za — j

ś  ci a a a
a przeto w iełoraz tego dzielenia będzie funkcyą fkoń- 
Czoną: s kąd w ypada, ze Tozdzieliw fzy iedność przez 
fzereg podany, ieżeli s tego dzielenia otrzym am y 
w i e  l o r  az w zoru p + q z, bez żadney refztyj fzereg 
nafz będzie fzeregiem zw rotnym  Pierwfzćgo porząd
ku, -a iedność rozdzielona przez ten w iełoraz będzie 
u ł o m k i e m  rodzącym i razem fummą fzeregu.

leżeli fzereg podany ieft drugiego porządku, nule
. a+ bz  _

ży  on do ułom ku drugiego ftopnia —-— — h
cl -Hy z - \ r C  z

■i d '+ b 'z + c ’ż z , -
bedzie w ięc — •—  ---------- ■*— — ii w yk o n a w fzy  to

j  a+ bz
^dzielenie i n azw a w fzy  wfpół-czyfinika refzty
bb’ , . , i n "z% ,
»—  i c  , (a otrzym am y = p U w a  
ft i s a+ba

żaiąc to dzielenie w  fzeregu niefkończonym s, w i- 
dztemy że przezeń rozdzielona iedność w yd a za w ie 
łoraz p + q z, i oprócz tego zoftanie (ię relzta rozdziel
na przez z 7", ta refzta będzie fzeregiem znowu nie-
r, >_______  i . * . '_.. _

• Ro z d z i a ł  I I .  n  i

raz z ułomku fkończonego z wielorazem  fzeregow ym :

j j ' s a  a" z 2 . s '  ci"
—  t=p-M7SH-------- — p + q z  -+-.-------- j Więc _ ■ = ---- r*

s *  s Ci+bz s a + b z

a przeto 1 - ż = - L + -^ - z^=p'+q'z: co nas uczyj że 
j* a" a" 1 ’  J

rozdzieliw fzy iedność przez fzereg niefltończony s, i 
otzym aw fzy p-Ą-qz, z refztą s ',  która ieft także fze
regiem  niefkończonym, ieżeli przez tę refztę s ’ dzie
ląc powtórnie fzereg podany s, przyjdziem y do wie- 
lorazu fltonczonego bez żadney refzty^ fzereg takow y 
będzie fzeręgiem zw rotnym  drugiego Porządku, kto-

O4 ■ riigo
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rego ułomek =  _____\_____ __ .
s ,  v + q z  + Z *  __

p-t-cr z +  —  z x r  --------==J.
5 p '+ q 'z  

leżeli fzereg ieft ^sfo porządku; ułom ek go rodzą
cy muli miec m ianownika $go ftopnia, będzie więc: 

ci-\-bz-br,z2 i _a'-t-6 ’z 4-c's:ł 4 -rf'z3

a'-\-b’z -h c 'z -+ d '2* ’ j  ci-hbz+cz1
w y k o n a w fzy  to działanie otrzym am y za ilość ikon-

Cl'1 ^

czoną p + q z, i reTzte pozowała — --------- , przez u,
a-{-bz+-czz

q, n ",b ” , znacząc wfpół-czynniki z ,  które s tego dzie
lenia w ypadną. A  poniew aż to działanie które' tu 
odbyw am y z ułomkiem, odbywać należy s fzeregiein 
nieikończonym; refzta s tego dzielenia będzie fzereg 
nielkończony s' rozdzielny przez z z, i maiący za c zie l

nika sj w ieloraz w ięc fzeregu w yrazi fię przez -L
j

s 'z z a " z x-hb"z3 s '
= p + q z - h  —  = p + q z Ą ------ ----------i przeto —  =

 ̂ 1 s a-hbz+cz* s
a"-\-b"z

To oftatnie zrównanie pokazuie tón fdm
ci+bz-t-cz1
przypadek któryś my w fzeregach 2go porządku uwa-

. . s a+-bz~\-czz .
żali, gdyz _  =  — --------  Tu wykonane znowu

s a + b 'z
CLfnZ~

dzielenie w yda w ieloraz p9Ą~q9z + --------- f  gdzie re-
a '+ b " z

fztapozoftała  będzie, fzereg niefkończony s", rozdziel
ny przez s 2, i maiacy za dzielnika s' tak dalece że:
5 a "1 z* , , s " z 1
—  = p '-H 7'2 -l------------ =  p +q Z - h -------• a p rze to  ‘

 ̂ 1 a "+ b "z s' ’  F
a '"  s" s' a"+b"z

„ , u ri —  = ----- —  — p "+ l"z-  cc  nas zno-
a + b z  s s ci

Wu uczy: że maiąc fzereg podany, i przezeń rozdzie
li w fzy  iedność, otrzym am y nafamprzód w ielo raz

p + q z,
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w-wjz a za refztę fzereg nielkończony j ’* przez tę re- 
fzte dzieląc znowu fzereg s., otrzym am y w ieloraz 
v'-Ca'z  a za refztę fzereg niedouczony który w y ra 
żam przez s": przez tę oftatnją refztę, dzieląc refztę 
poprzedzaiącą s ', ieżeli trafie na w ieloraz zupełny 
bez refzty; fzereg pod-any s będzie fzeregiem  z w ro 
tnym  trzeciego porządku. A  poniew aż  ̂ - - ■£== 

i s' _ i j _ ____ [__

"■ ‘  7 ' > 7  , , ^ '2 °  j 1--
, _z 2 P -HZ-*■*— ;—p - b q z  +  s *  r  1 s'

będzie s =  — -—
p + g z + z 2

y '-h q 'z+ z2
pH+ą” ™ co prz.erobiwfzy na

ułom ek pofpolity, otrzym am y fummę fzeregu poda
nego, czyli ułom ek rodzący fzereg podany.

S trzech tych fzczegól.nych p rzykładów  mamy mż 
p raw o w nieść fpofob ogolny na rozeznanie fzeregow 
zw rotnych, i nn w ynalezienie ułom ków  rodzących- 
ten fpofób z działań poprzedzaiących wyciagniony i 
rózw ięzuiący zadanie, zamyka- fię w  takow em  pra
w idle:' „M aiąc fobie podany fzereg, dzieł przez nie- 

go redność, poki nie otrzym afz za w ieloraz dwóch 
,, terminów w zoru p+qz\ ieżeli fię zoftała refzta s \  
„ d z ie l  przez nię fzereg podany s, poki nie wypadną 
„ n a  wieloraz dw a terminy p '+ q 'z;  ieżeli z  drugie- 
„  go tego dzielenia zoftała refzta dziel przez nię 
„  ref^ę poprzedzaiąćą s ', poki za w ieloraz nieotrzy- 
„  m afz dwóch terminów w zoru  p"+ q"z: ieżeli ie- 
,, fzcze Zoltanie fię refzta s'"\ dziel przez nię refztę 
v  poprzędzaiącą s" , a tak ciągnąc daley dzielenie re- 
„ i z t y  poprzedęaiące'y, p.rsez refztę pozoftalą z ofta- 
„  tniego dzielenia, przyidziefz koniecznie do wielo-
5,ra zu  zupełnego bez żadney refzty, ieżeli fzereg ieft 
„ z w ro tn y ; tak dalece: że liczba dzielenia będzie ra 

zem  liczbą porządku do którego fzereg należy; i 
Oj- ,, ieżeli
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„ i e ż e l i  fzereg ieft ngo  porządku; dzielenie fkouczy 
, ,  fię na ntym działaniu . leżeli zaś dzielenie takim  
,,  fpofobem  od b yw an e’ nie p rzy p ro w a d zi cię do w ie- 
„  lorazu  zupełnego; fzereg podan y nie ieft Izeregiera 
,: z w r o tn y m .,,

O biaśn iym y to w  przykładach :
M aiąc podan y fzereg liczb  1 ,2 ,3 ,  3> T , n , 9 , 3 U 
J7, 63, 33, 127>6s, i t .d .  ktorego p ra w o  cale nam 
nieznane, w y n a leśd ź  czy li ieft zw ro tn ym  lub nie? i 
ieżeli ieft takim , od kryć  iego u łom ek rodzący?

Podane liczb y  układam  p o dług w zo ru  fzereg ó w  7. 
ilością  nieznaną, to ieft: i-i-2z-i-3z2+ 3 z :i-i-7z4-hsz5-i~ 
js  z 6-1-9 z 1 +3 i z ii-h i7 z 9+ ó 3 z 1°-h33z11+ i 2 7 z 1- +  i t .d .

(s);  r o zd z ie liw fzy  p rzezeń  iedność, o trzy m am  —  =
s

1— 2Z-, za  refztę zaś fzereg z a-H jz3— z 4-hęz5— y s 6 
i t. d. k tóry  ro zd z ie liw fzy  p rze z  z 2, w ypadnie 
( s ')  - - - 1+3Z—  z 2+ y z 3— j-z4-K2i2;5— i3 z 6-i-4 r z i—  
2tjZ?+Q3Zc>—  i t. d. p rzez  ten fzereg dzieląc fzereg

J*
p o d an y, będzie —  = 1 — Z, refzta  p o zoftała: 7Z 2—

723-4-2 i z 4— 2 J2 5 i t.d . którą  ro z d z ie liw fz y  p rze z  z 2, 
zoftanie fię fzereg
( s " ) . - .  7 — 7Z-+-21Z2---2 lZ 3+ 49& --- 40Z5-f- > t. d.
P rze z  tę refztę dzieląc refztę p o p rzed zają cą  s ', otrzy-

s4 / -H42* , , ,
m am  za  w ie lo r a z  zupełn y —  = ------- - b ez żadney

s" 7
re fzty , co m i p o ka zu ie , że fzereg podany s, ieft Ize- 
reg iem  zw ro tn ym  $go porządku, którego u łom ek - -

J— 2Z + Z 2

1--- Z+7Z2 00
i+4-Z 

i + 3Z + 3Z 2
iako fię pokaże niżey.

I
Doftrze-



D o f l r z c r l i ś m y  w  t e r a ź n i e y f z e m  d z i a ł a n i u ,  ż e  k a 

ż d y  z o f ta ? ą c y  f z e r e g ,  k t ó r y  m d  f l u ż y ć  z a  d z i e l n i k a *  
i e f t  r o z d z i e l n y  p r z e z  z 2, c o  k o n i e c z n i e  w y p a d a  z  

n a t u r y  d z i a ł a n i a .  P r z y t r a f i ć  fię a t o l i  m o ż e ,  że  f z e r e g  
t a k o w y  b ę d z i e  z a m y k a ł  w  p i e r w f z y m  z a r a z  t e r m i 

n i e  p o t ę g ę  w y ż f z ą  n a d  z z , i n a  te n  c z a s  ż e b y  n ie  
w p r o w a d z i ć  w y k ł a d n i k ó w  o d i e m n y c h  w  w i e l o r a z ,  

m o ż n a  c a ł y  f z e r e g  p r z e z  tę  p o t ę g ę  r o z d z i e l i ć ,  k t o i a  

fie  w  p i e r w f z y m  t e t m i n i e  p o k a ż e ,  b y l e b y  t a k o w ą

p o t ę g ę  p o ł o ż y ć  z a  z 1 w  l i c z n i k u  n - P -

N i e c h  b e d z i e  p o d a n y  f z e r e g  l i c z b :  7, i ,  1, 2 , 4 ,  6, 7 , 

7 , 7 , S , 1 0, 1 2,  i ] ,  1 3, 1 3 ,  i d - u k ł a d a m  z  m e -

p o  f z e r e g  p o t ę g :
l + Z + Z - - h 2 Z-i+ 4 ZA+ 6 z 5+ 7 Z6+ 7 Z ’ + 7 ^ 8-H829+  1 t . d .  

d z i e l ą c  p r z e z e ń  i e d n o ś ć ,  o t r z y m a m  z a  w i e l o r a z

—  — 1— z , a  z a  r e f z t ę  — z 3— 2Z*— 2Z5— z 6 "" z> 
s

2Z 10 i t .  d .  t o  ie f t :  v
( s ' ) .  - -  l + 2 Z + 2 Z*— Zl  * *  + Z 6+ 2 Z t + 2 Z*+Z'>  **  Z 12

i t . d .  p r z e z  c o  d z i e l ą c  z n o w u  f z e r e g  p o d a n y  s, o t r z y 

m a m  z a  w i e l o r a z  —  = J — 2:; z a  r e f z t ę  z a ś  2 - - ł - j 2 3
c1

R o z d z i a ł  I I .  ł I  F

+ S Z * + 6 Z $ +  i t .  d .  — s " z z, z a c z e i n :
( s " )  . . . .  i + j Z - ł - y z 2-+-<;s3+ t fZ 4- ł - ^ 5+ 7 2 04 -9 S -4 -

j J S 8+  i t .  d ,  p r z e z  tę z n o w u  r e f z t ę  d z ie lą c  r e f z t ę  p o -

p r z e d z a i ą c ą  s ', w y p a d n i e  —  — 1— z ,  b e z  ż d d n e y  i c -

f z t y ,  c o  n a m  d o w o d z i ,  ż e  f z e r e g  p o d a n y  ie f t  z w r o 

t n y m ,  k t o r e g o  u ł o m e k  w y r a ż a  fię p r z e z  - - -

z— z — z 3

1 — 2H-Z1  - - - (b).

i — z  te n  p r z y w i o d ł f z y  d o  u ł o m k u  p o f p o -  
O s  l i t e g o ,
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Epifanie iii om 
Jtów ciągłych.

/ . i  -—  
litego, zn aydziem  * = --------------- ~ _ 1II---------; przeto

I — jZ-f-421—
fzereg poda-ny ieft czw artego  porządku, lubo trzy  
ty lko  zachodziły działania: co żebyśm y d okład n iej 
o zn aczy li, niech n zn aczy liczbę działań; p, q, r , i t.d. 
p o tęg i z  w  licznikach u łó m k ó w , ćżyli p o leg ł przez 
które dzielą fię refzty s', s", s" ‘ , i t. d. bedzie fze'reg 
■takowy, którego refzty  nie lą  ftatecznie rozdzielne 
p rze z  z 2, ale p rzez potęgi p ,q ,r ,  i t .d ;  będzie m ó
w ię  ta k o w y  fzereg p o rząd ku  n+-(p— 2 )+ (q — 2) -f- 
( r— 2)4- i fc. d. o czem  nas p rzy k ła d y  ła tw o  prze- 

^ionaia.
§. X L lI .

Spofób rozezn aw an ia  fzeregów  zw rotn ych  za leżą
cy na ciągłtm  dzieleniu ifedney refzty  p rzez drugą, od
k ry ł nam  n o w y  rodzay u ło m k ó w  iakiem i b y ły "( a}7
(b), gdzie każd y m ianow nik zam yka ilość całką z łą 
czoną z ilością łam aną. Taikow e ułom ki n azw an o 

'C ia g łe m i (Fracfiones continuae). P rzez nie w y ra  
źaią fię -zbiory czyli fum m y fzeregów  zw rotn ych , tak 
dalece, że im  fzereg iaki ie'ft w y ż fz e g o  porządku, 
'tem fię iego fum m a w  dtużfzym  ułom ku ciągłym  z a 
w ie ra ; i ten ułom ek ciągnie fię bez końca, ieżeli fze- 
!reg nie n ależy  do k lafsy  fzeregów  zw rotn ych . Nie 
!m oże'm y w iec fum m y fzeregów  zw ro tn ych  w  u łom 
ku p o fp olitym  w y ra z ić , nie u m iaw fzy  fpofobu p rze
rabiania u ło m k ó w  ciągłych na pofpolitć. Spofob zaś 
ten lubo ieft barzo p rofty, ied n akow óż d la .g ru n to 
w n e g o  poznania n ow ego  tego rachunku, godna ieft 
rzecz n afzey  Uwagi w n iśdż w  fciśleyfze roftrząśnie- 
nie iego natury i w łafn o ści, które nam tu z p o rząd 
ku barzo zw ię z łe g o  p rzyp ad a. Obroce'my w ię c  uw a- 
:gę nafze naprzód  na poznanie ro zleg le yfze  natury 
:u ło m k ó w  ciągłych; powtóre na fpofób przerabiania 
ich na ułom ki pofpolite,- potrzecie na w y p a d k i s tąd 
w y n ik a ią ce  i obiaśniaiące nas o w łafnościach ułom 
k ó w  ciągłych.



CO do p i e n X ' f ż e g o  : 'trafiliśmy na ułom ki ciągłe, . f i f c  
dzieląc refzty zoftaiące iedhe przez drugie; ożyli chcąc 
to ogólniey w yrazić , fzukaiąc naybłiżfzych wartości 

.'■całkich, tych funkcyi, których nie m ożem y w yrazić  
zupełnie. Żebyśm y w ięc rozlegley obieli znaczenie 
i p o c z ą t e k  ułom ków  ciągłych, w yftaw m y fobie fun
kcyą ■«> którey nie m ożem y W  w yrazie ćałkim  za
w r z e ć ,  ale do tego w yrazu m ożem y fię co raz bar
ziey zbliżjić. Te blifkie wdrtości znaczyć będziemy 
literami łacińfldemi a, b, c, d, e, i t. d. ich zaś refzty 
p o z o f t a ł e  zupełne w yrażać będą litery greckie

Ą leżeli & ieft funkcyą ułom kow ą, fA r

kaym y wartości całkiey, która ra naybliżey w y ra ża , 
i nażw ićytny ią b; zoftanie fię w ięc s tego dzielenia 
refzta (u — chcąc znow u tey refzty mieć nay- 
bliżfzą w artość całką, mufzę ią przerobić na w y r a i  
w ię k fzy  od iedności. leżeli i ,  będzie - - -

1 - > i= r  » ~ c i+  — ; poniew aż y3  ieft w iękfze

R ozt>zrA Ł I L  117

u—a /3
od iedności, fzukam  naybliżfzego ićy  całkiego w y ra 
zu, który nazyw am  Z>; s tego podziału zoftanie fię

znow u refzta (fi— wi ęc  — ?—  = r y > i ,  a
/3 — b

przeto f i= b +  — * fzukam  zn ow u  wartości całkiey

naybliżfzey y ,  i nazyw am  ią c; s tego dzielenia zo

ftanie fie refzta (y  —  c ) < i ,  w ięc — J-— «
: y — c

przeto y— c + - ponie'waż -ie fzcze-JT > i, fzukśm
A

naybliżfzey mu wartości całkiey, którą nazyw am  d;

zeftanie fię refzta CĄ— r f) < i ,  a zatem — *— =*•*>»,
VI— <̂

■■Ąr=d+



---- \ ciągnąc tak daley to dochodzenie, mufzę
£

■ koniecznie w yczerpać bo mufzę koniecznie przyiśdź 

do nayprościeyfzego w yrazu , którego iuż daley dzie
lić niepodobna, chyba że »  nie ieft funkcyą algebrai

czna, albo że ieft funkcyą algebraiczną niewymierną; 
i na ten czas działanie moie pociągnie fię bez końca. 
Zbierzm yż teraz te w fzy ftk ie  zbliżania w yp ad ki.

x ~ a - h ~  , — , y = c - ł- - i- ;  — , i t. d,
fó y Ą  t ,

i  i

<* ~ a + ~b +  l czyh * ” a + ż T + _ i
y  C -ł- I

«■=«+ i_  d +  L_
b + 1 _ e +T+_L U d .

A. ,
i t. d.

P onie'w aż w ed łu g  nafze'go p rzyp u fzczen ia  a, b, c, 
ich włifnoić d, e, i t. d. fą ilościam i całk iem i n ay b liżfze m i ilości 

CO d» maków ^  £> i t_ d_ ilości z a ś naybliżfze' fą albo te,

które tuż poprzedzaią wartość praw dziw ą, i fą od 
niey mnieyfze; albo te które tuż idą po wartości pra- 
w d ziw e y  i fą od nie'y więkfze': ieżeli a, b, c ,d , i t.d. 
fą tuż poprzedzaiącemi i tnnieyfzemi od wartości pra
w d ziw ych  a, y t </[, i t. d. refzty pozoftałe — a, 
f i — b, y — c (ą dodatne. leże i zaś wartości blifkie 

a, b, c, d, i t.d. fą w iękfze od praw dziw ych n.p. a^>a,

refzta a, a zatem — -— —  /3 ieft odiemna; ieżeli 
ct a

@ ieft odiemne', b mufi bydź takiem; gdyż ieft tego 

famego rodzaiu ilością naybliżfzą /3 ; b będąc odie-

mne', ieżeli ieft znowu ilością w iek fza  od /5j 8 _b=s —
y.

będzie
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będzie ilością dodatną, w ięc i c bydź muli dodatne: c 
będąc dodatne a razem  naybliżfze y f ieżeli c> y- bę

dzie y —  c =  —  ilością odiemną; w ięc Ą  będzie odie-

4
m ne, a zatem i d iego w artość całka naybłiżfza:

d, będąc odiemne, ieżeli będzie — d =  —  ilo-
i

ścią dodatną, zaczem  e będzie dodatne; s kąd fig 
pokazuie; źe ieżeli za  naybliżfze całkie wartości brać 
będziemy ilości mnieyfze od praw dziw ych; ułom ek 
cfąqly s tąd pow ftaiący cały będzie dodatny; ieżeli 
zaś za naybliżfze wartości brać będziemy ilości wie* 
kfze od praw dziw ych; ułomek ciągły będzie miał w  
fw ych terminach znaki dodatne z  odiemnemi na prze
mian. Tym że famym lpofobem  rozumuiąc znay- 
dziem , że ieżeli iednę ilość naybliżfzą w eźm iem y 
w ięk fzą  od p raw dziw ey, inne zaś po niey naftępnć 
weźm iem  mnieyfze; w fzyftk ie  terminy ułom ku cią
głego po tey w ię k fze y  blifkiey wartości idące będą 
odiemne. Chcąc te w fzyftkie rozum ow ania iaśniey 
w idzieć w  przykładzie, przypuśćm y, że &  ieft ułom-

kićm  pofpolitym  — , p rzypuściw fzy i to że J > B  lu- 
B

bo to przypufzczenie nie ieft konieczne'; dzieląc A
przez B, otrzym amy za w ie lo ra z  «, za refztę C\

A  C B
zaczem  , gdzie C < B  w ię c — > j ; dzielę

zn ow u B przez C, i otrzym am  za  w ie lo raz całki b,
B D

za refztę zaś D ; przeto —  = i- t -  — , gdzie D < C , a
C C

■z a te m — > i ,  którey fzukaiąc znow u blifkiey w a rto 

ści całkiey c, a refztę przewracaiąc, przerobię ią na 
ilość złożoną z  całkiey i ułom kowey; takim fpolobem

ciągnąc
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U ł o m k i  ciągłe 
p r ic r a b ia ia  fię 
un p o f p o l i tć «

ciągnąc dzielenie, przyide do w yczerpania N^łomku

— , ile razy ten zam ykać bgdzie funjtcyą algebra!- 
B '

ezną wymierną; a ieżeli zoftaiące ułom ki przew ra
cam za każdęm działaniem, przew racaiąc także- wielo* 
raz i robiąę go zcalkiego ułom kow ym , nie narufzam

A
nic w artości p raw dziw ey Niech bgdzie

—- =  — °-l, biorąc za w ieloraz naybliżfzą w artość 
B 8 8 7

albo w fzyftkie liczby mnieyfze, albo iedng więkfzą* 
a inne m nieyfze; otrzym am y
l.IO ł , I 101

T sT  Ł  albp4+ 1  —- I -+-1

J)+I —

2 + 1  —  / + i t .  d. 

 ̂+  1 

J-T-I
I ~

4
§. X LIIi.

Ponieważ w  ułom ku ciągłym każdy mianownik 
lkłada fię z ilości całkiey i łamaney; fpofób przywie- 
dzenia go do ułomku pofpolite’go w ypada s p raw i
deł arytmetyki: to ieft zaczynać należy działanie od 
oftatniego m ianownika, i każdą ilóśc całką przy- 
w ieśdź do m ianownika danego* którego potem, prze- 
niofłfzy do licznika um nieyfzem y ułom ek iednym 
mianownikiem: to czyniąc podobnie zćtalfzem i ułom
kami, za każdem działaniem zgubiemy iednego m ia
now nika poki do pierwfzego przyfzedłfzy, nie p rzy
w iedziem y całego ułomku ciągłego do iednego tylko 
m ianow nika całkiego. Zobaczm y to w  rozebranym 
«a ęzgści ułom ku ciągłym; i abyśmy nie ściośnili o*

gólności



gólności prawideł* w eźm iem y ieden ułom ek ciągły 
maiący w fzędzie za licznika iedność, drugi maiący 
ilość jakąkolw iek,
0 — a + i

T+-j_

C-hl

d-hi

e +  i t. d. 
a  . . .  _ a

ł i
a + l

7  ,  .  , .  __ «A+?
a + i

RoznzrAE II . m

b 4-1  abc+c-(-«

c bc+ i
a + i

l>+i

c+ l __ nbcd+cd-hnd-hab-i-i

d bcd+d+b
ClĄ-l

b-hi

c~\~ i 

d-ł-i
—  abcde-\-cdpA-(ic{c-\-cibc-\-e-JrCibc-\rC-\‘ Ct
e

#■= a+-a1 będe+Ae-t-u#+bcJr  i
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, n a-h_
b

a-ha1 

~b+b' 

c
O-rfl'’

ab+a.’

■b

abc-i-ca’-ł-b'a

bc-hb'

c+c'

i t. d.

_ abcd+cr*ci '+ndh'+abr'+a fc ' 

bcd+db’+bc '

Zaltanow iem y fię naprzód nad ułomkiem ciągłym 
maiącym  w fzędzie iedność za licznika, dla tego że 
ten gatunek ieft nayczęftfzy w  używaniu,- powtóre 
ze uw agi nad nim mogą byd'ź podobnym fpofobem 
rosciagnione' do drugiego. Znofząc s fobą te ułom 
ki polpolite, dofti'zeżemy w  ich rodzaiu, że każdy li
czn ik  ułom ku pofpolitego ieft funkcyą dwóch liczni
k ó w  poprzedzaiących, i każdy m ianownik funkcyą 
także dwóch m ianow ników  poprzedzaiących, to ieft, 
rozm nożyw fzy pierwfzego poprzedzającego licznika 
przez nową literę w  ułom ku ciągłym , i do tcy mno
gości dodaw fzy poprzedzaiącego licznika, wypadnie 
licznik nowego pofpolitego ułomku: to famo praw o 
ma mieyfce w  m ianowniku każdym , tak dalece, że 
w y ftn w iw fzy  fobie przez A, B, C, D, E, F, i t.d. fze
reg liczn ików  powftaiących z ułom ków  ciągłych co 
raz dłużfzych; m ianow ników  zaś tychże polpolitych 
ułom ków  p rzez A ' ,  B ',  C', D ' ,  E' i t.d . znaydziem y 
m iędzy niemi taki zw iązek:

A = a  A ' = j  
B = b A + i  B ' = b  
C— c B + A  C ' = c B ' + A '  (l) 
D — dC-hB D ’= d C ' + B '
E = e D + C  E ' = e D ' + C '

i U d, i  t. d. b,

(k)



n, b, c, d, f, i t. d. będąc ilościami 'koniecznie całkie'- 
mi, mogą bydź dodatne lub odiemne, a dla nich nie
które' terminy w  zrównaniach poprzedzaiących będą 
takie. leżeli nafamprzód w fzyftkie' będą dodatne, 
dzieląc ie przez fię, wypadnie:

na liczniki, na mianowniki.

B B_'= 6  

A A  A ’ 
C __ A  1 CJ _  A '

~ C R~ B7

(m) D (V)
C C  C C '  

D  D D' D'
i t . d. i t. d.

przypnściw fzy nawet że a, b, c, d, e, i t. d. nie fą 
w iękfzem i od iedności; zrównani^ teraźnieyfze poka-

B C D
zuia, że każdy z u ło m k ó w — >— ,— , i t. d. iako też

A B C
B f C
~ i  — > ~-> i t. d. ieft w iękfzym  od iedności: zaczem

muli bydz B^>A, C > B , TT>C, E]>D, i t. d. podo
bnież B > ^ ' ,  C ’> B ' ,  D '> C ',  F > D ',  i t. d. to ieft 
że m ianowniki równie iak liczniki poftępuiąc' co raz 
barziey rofną. leżeli zaś a, b, c, d, e, i t. d. będą 
w fzyftkie' albo niektóre równe iedności, oprócz tego 
niektóre' terminy w  zrównaniach odiemne'} ri. p.

^ "
c==i i ,  ieżeli —  nie będzie tego famego znaku z c,

B

będzie a przeto B > C ; na ten czas w zro ft li
ii

cznikow  i m ianow ników  będzie przerw any. U waż- 
m y czyli w  tym przypadku inne' terminy naftępuiące' 
będą rofly lub nie? Na ten koniec w róćm y fię do

P2 dawniey-
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daw nieyfzych zrównań; poniew aż y ~ M -  — , c=>»
A

będzie y — i +  — , aże y } J[f fą koniecznie wigkfze*
A

mi od iedności, y  muli mieć ieden znak z ^  w ięc c,d,
iako naybliżfze wartości y ,J [ ,  nuifzą mieć z nie'mi
iedne znaki; będą przeto y, Ą, c, d, koniecznie tych*

■« r i t ' « , C A  . .  A  1 
ze famych znaków . Pow torc — .= c-v——, gdzie —

A  A  J
różni fię znakiem od c; ale że — < !>  będzie c >  — ,

B B 
C

•w ię c  —  b ę d z i e  t e g o  f a m e g o  z n a k u  c o  i C, b ę d ą  w i ę C  
B

C
koniecznie y,  Ą , c, d, — f tychże famych znaków , a

dC  „ ’ . ,
przeto mnogość —  będzie koniecznie ilością doda* 

B
J) Q

tną: a poniew aż —  =rf-i---- , rozm n oźyw fzy  cafe to
C

C D  rfC
zrównanie p r z e z — , wypadnie —  =  Przet0

a zatem D > B , co nam oczyw iście dow odzi,

że chociaż w  poftepie terminów B, C, D, i t.d. ia* 
ko  też A ' ,  B', C ',  D ' ,  i t .d . który flanie fię mniey- 
fzym  od poprzedzającego, drugi po nim idący zno
w u  zacznie w zraftać; w nieśm y w ięc, że fzereg li
czników  i m ianow ników  w  ułomkach pofpolitych 
idzie w2raftaiac, i że to p raw o w zroftu  przerwane' 
W którym terminie, wróci fię znow u w  terminach 
naftępuiąęych*

$. X LIV .
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§, XLIV.
Roftrząfnąw fzy z  ofobna liczników  i mianowni- 

k ó w , złóżm y ie teraz razem na ułomki pofpolite', s 
których każdy w yraża  wartość ułom ku ciągłego od- w yc„ga;, (l£ 
powiadaiącego mu. Te' ułom ki pofpolite pociągną w ufnościu_ 
iie rzędem: iomków c i,.

“ 'A  B € D E F . ,  . » Sfych.

(p) F ’ ć 7’  D '’ v ’ r  * Ł d- tak d cce * *  ,m 
dalfzy będzie takow y ułom ek, te'm fię barzie'y zb liży  
do wartości p raw d ziw ey  ow ey funkcyi, ktorąśmy na

ułomek ciągły rozebrali,- i oftałni taki —  będzie ró-

w n y  ze w fzyftkiem  funkcyi wfpom nioney. Co w ła 
śnie z natury rzeczy w y p ływ a ; bo ieżeli ułomek cią
gły  tem 1epicy w yraża  fw ą rodzącą funkcyą, im fię 
daley rpsciąga, a Ikończyw fzy fię, ieft iey zupełnie ró*

\\ ny; tak ułom ki pofpolite —  >—  i t. d. wyrażaiące'
A ’ B

tem  dłużfzy ułomek ciągły im fą dalfze, barziey fię 
do funkcyi rodzącey zbliżaią, im fą odległeyfzej ażc 
oftatni z nich ogarnia cały ułom ek ciągły, ogarnia 
także całą funkcyą taki ułomek rodzącą.

Biorąc po dw a przyległe ułom ki z rzędu (p) i 
dzieląc ieden przez drugi, w ypadną zachodzące mie-
. . . .  B A ' B C C ’D D 'E

dzy niemi ftófunki; ----- ---------- , ------ , ------ i t. d>
* A B ' B C ' CD ' DE'

których w arto ść  wyciągniona z zrów nań (rtt), (w),
. A A ' B A Y ,  i \  A '

§•4 ?, to ieft: —  X —  =  — ( b-4- —  ) = ------•+• i , kła-
B ' A . B '^  A '  B 'A  

dne za b w artość z (n)-, zaczem A 'B — A B '=  t ,  p o

dobnie w in n ych  JL— , — 2 . i t. d. kładąc za  — , — ,
B C ' C D ' B C

E , , ,  v
w artość z (m)-, zaś za b, c, d, e, i  t. d. wartość Z

(n )j  przy idziem y do naftępuiąęych zrównań.
P3 B A '
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B A '— A B ’= j .
(q)  * - CB '— B C ' =  —  i.

D C '— C D ' = i .
E D '— D E ' = — i. 
i t. d.

Zrów nania te uczą nas, że ułomki (p) fą przyw ie
dzione do nayprościeyfzego w yrazu ; gdyby bowiem  
miały iakich m nożników 1'pólnych liczn ikow i i mia
now n ikow i; te pokazałyby fię były w  zrównaniach 
(q)  wypadających z ich ftófunku. Te zrównania (q) 
w ydaia s fiebie inne':

B A  i

~A’ ~~ A 'B '
B i

B7 ~ ' B ’ C''
C i

D' C' D 'C '
E D i

W O 1 E 'D '
i t. d.

które' ftawiaią nam przed oczy naftępuiące’ praw dy: 
N aprzód  z §. 4? w iem y, że A ',  B ' , C ' , D ' , E ' ,  i t . d.  
poftępuiąc rofną-, w ięc i mnogości A 'B \  B 'C ' ,  D 'C ' ,
i t. d. a zatem różnice m iędzy ułomkami przyległe- 
mi (p)  tein barziey maleią, im te' ułomki fą odle- 
gleyfze: ułom ki w ięc rzędu (p)  przyftępuią co raz 
barziey do praw dziw ych i ścifłych w artości. Powtóre 
to przyrtępowanie tak ieft blifkie, iż nad nie' nie mo
żna naznaczyć bliżfzego w  tak proftym  w yrazie; 
ponie'waż między dwoma takiemi ułomkami żaden 
inny nie może srzodkow ać, chyba z m ianownikiem  
w igkfzym  od którego s tuż przyległych. Pozw ólm y

C D
bow iem  że m iędzy ułomkami przyległem i _, —

C D
. • m n i

frzodkuie inny —  z m ianow nikiem  n  mnieyfzym  od 
n

(r).

B'
C

C
D
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C", albo D ', ich w ięc r ó ż n ic a -------------- bydźby po-
'  n C

winna mnteyfzą od -■ *■■■ ■, p ierw fza nie może bydź
JL/ L/

*pnie'yfzą od ^  w ięc ieżeli n < D ',  _ _ L .> ^ r , ża 

rn
czem ułom ek —  nie tak fie zbliża do wartości pra« 

n
w d ziw ey  iak którykolw iek  z rzędu (p). G dyby zaś 
śrzodkuiący ułomek był z  m ianownikiem  w iękfzym  
od D ’ aibo C',  iego w artość barzieyby fię oddalała 
od w artości pr a w d ziw ey  niżeli w artość któregokol
w iek  z ułom ków  (p)-, różnica bowiem  między - - -

— , —  —  byłaby w iękfzą  od różnicy — ---- — i a prze
C  n D ' C

to m iędzy dw om a przyległem i ułomkami różnica 
znayduie fię naym nieyfza, którykolw iek  s takowych 
ułom ków  w y raża  wartość tak blilką p raw d ziw ey, 
iż  żaden inny ułomek w yrazić iey bliżey nie m oże, 
chybaby w  w yrazie zaw ikleyfzym .

U w ażm y teraz iak daleko idzie to zbliżenie. Po
niew aż /3, y, J[, s» i t. d. oznaczaią praw dziw e po- 
zoftałe ref zty; zaś a, b, c, d, e, i t. d. refzty bliflcie 
tamtych, używ aiąc zrównań, (k), (1), będą wartości 
praw dziw e na

«— A +  —  =  —  A +  7
/B A 'f i  A ' A \S 

,  •. Y.y-\-A B i
O )  *  =  - —  =  —  —

B 'y + A '  B ' B '(B 'y-hA')

~ —  C4 + B  _  c  1

C 'Ą + B ' ~~ C  +  F i Ć Ą S T  
D t b C  D  ,



te wartości p raw dziw e pokazuią nam zaraz różnice
od wartości blifkich zamkniętych w  ułom kach (p ), s
których to różnic lądzie możemy iak daleko oddała-,

C . , , .
m y fię od praw dy, biorąc —  nam ieyfce wartości pra-

w d złw e y . Bład nafz w ytknięty ieft w  ułomku - *
Ł . . .  / :  . , c  .c Ą ^ n

. --------— wyrażającym  rozmęę m ięd zy —- i~ — __
C 1(C 'Ą + B ')  C ' C'J\+-B'

chcąc ten błąd ocenić, uw ażm y że Ą  ma za wartość 
blifką d, od którey różni fię ułom kiem  m nieyfzym  
od iedności, wartości w ięc ^  zawarte fą m iędzy d i 

d ± i,  znak w y ż fz y  należy fię kiedy d<C.<Ą; niżfzy zaś 

kiedy d > Ą  więc i m ianownik różnicy zaw arty ieft 
m iędzy C'd+R ', i C'(d±i)-\-B ‘ czyli między D ' i  D '±  
C ',“ to ieft: przypuściw fzy że a biqrąc za w ar-

Q
wartość —  •, popełniamy błąd m oiefzy od

ale w ięk fzy  od tymże famym fp ifobem
D (Ij -t-c )

uw ażaiąc wartości /3 , y> i i t. d. zamknięto między 
granicami b, b-br, c, c+i-, e, e-br, przez podobne 
rpzunjowania znaydziem , że biorąc za « ułomki 

A  B D E  .
— , — , i t. d. popełniamy błąd m nieyfzy od

----- , — — , — V - i t. d. ale w iek fzy  od
n m ' n 'F ' J

j * 8  A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .

A 'B '  B 'C ' D 'E' '  J A '( B '  + Z ) ’

7rrrFr~irr: 1 U d- s ka^  Pokazuie naprzód iakIi ( L  4-0 J
błąd nafz ipft m ały, i iak ten zm nieyfza fię ęp raz 
barziey biorąc odlegleyfze ułom ki z rzędu ( p ) .

Potrzecie zapatrzyw fzy  fię na zrównania (>), w i
dzem y że różnice brane między dwom a przyległe'ni 
ułom kam i rzędu (p )  fą na przemian dodatne i odie-

łpnej
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mnć, równice znow u między wartościami prawdzi- 
w em i i blifltiemi zamknięte w  zrównaniach (s) fą 
także na przemian dodatne i odiemne; co nam po- 
kazuie, że ułorńki rzędu (p),  dzielą fię na w iękfze i

r . '  A
m nieyfze od wartości p raw dziw ey: mnieyfze fą — ,

C E . . , . .  B D F . , '
—  —  i t. d. w iękfze zas fą — , — , — , i t. d. prze- 
C' E' B ' D  F'
to wartość p raw d ziw a iakieykolw iek funkcyi (#J ro- 
zebraney na utomki ciągłe zaw arta ieft między d w o 
ma przyległem i ułom kam i pofpolitemi (p),  na które 
fię przerabiaią ułom ki ciągłe. Zeby w ięc nie ftracić 
tey oftatniey korzyści, (brać fię potrzeba, aby ułom 
ki pofpolite (p) były w fzyftkie dodatne, to ieft aby 
ułom ki ciągłe były Lakierni; a co na-iedno w ychodzi; 
aby za w artość blifką nie brać w iękfzey od p raw d zi
w e y  ale zaw fze mnieyfzą.

Obróćmy teraz uw agę nafze na dw a te podziały 
ułom ków  rzędu (p), -któreśmy dopiero doftrzegli. 
Ułom ki mnieyfze i w iękfze od wartości p raw dzi
w e y  fą;

A  C E . , . . .  B D  F .
m n ieylze— , — , — , i t.d. w iękfze:— , — ___ , i t j  •

J A' C' E' B' D' F
chcąc mieć różnicę między dwom a przyległem i, w y 
ciągniemy ią z  zrównań (r) dodaiąc dw a razem  do 
fiebie, i kładąc za C'— -A', cB' z zrównań (l)•, znay- 
dziem

— — C
c  1 '  7 ^

1 1  d
E' C ’  E 'C '  

ie/:e} 1 ^ b , c , d ,  i t .d . fą iednościam i;'łatwo nam do- 
w iesdz tak iak przedtem, iż różnica między takiemi 
dwom a ułomkami ieft naymnieyfza; iże miedzy nie
mi nie może żaden inny śrzodkow ać z mianowni
kiem m nieyfzym n. p. od C1 albo od A'-, ale ieżeli 

Py a, b,



a ,b , c ,d , i t. d. fą liczbam i w iękfzem i od iedności, 
na ten czas m iędzy każde dw a przylegle' ułom ki ty
le można śrzodkuiących w ło ży ć , ile' a— i , b — J,c— /, 
d— i, e— j,  i t. d. zam ykaią iedności. P ozw ólm y 
że n . p .  t = 4 j  będzie podług zrów nań (l), (k), C ' ~

C
4 B '+ A ',  a przeto m iędzy — >-77 można

C’ A
. . .  . . .  B-ł-A zB-\-A iB + A  . .
bedzie w ło ż y ć --------, ----------, 2____ ; gdzie w idze-

B ’-+-A' z B '+ A ' 3B '+ A '’  6 
m y, że m ianow niki tych śrzodkuiących ułom ków  czy
nią poftęp arytmetyczny od A '  a i  do C '. Różnice 
m iędzy dwom a przyległem i.

A + B  A  ' 1

T '+ B r  1 ' ~  A ‘ ( A '+ B ')  
z B + A  A + B  1

2 }o  A lg e b ry  Część I I .

2 B '+ A ' A'-+-B’ ( A '+ B ') ( z B '+ A ')  
$ B + A  zB-\-A __ 1

3B ' +-A' . z B '+ A '  ( iB ' - h A ') ( z B '+ A ')
C _  3 B + A  _  1

C  i B '+ A r ~  C ' ( i B '+ A ')  
poniew aż w fzyftkie te różnice fą dodatne', znakiem 
ieft, że ułomki arytmetycznie poftępuiąc rofną, co 
właśnie s famych pokaźnie fię m ianow ników. Aże 
z  drugiey ftrony iedności fą wfzędzie licznikami,- u- 
łom ki te fą nayprościeyfze tak dalece', iż teraz mię
d zy  dwom a temi przyległemi żaden inny nie może 
śrzodkować z m ianownikiem  m nieyfzym  od które
gokolw iek z dwóch przyległych. Tę ftm ę włafność 
znaydziem y w  ułomkach w iękłzych od wartości pra- 
w d ziw ey.

S tych w fzyftkich praw d wnofi fię oczywiście, że 
ułom ki ciągłe fą nayzdatnieyfzym  rachunkiem do zb li
żenia nas do praw dziw ych wartości tych funkcyi, 
których nie możemy w  wyrazach całkich ogarnąć, i 
że na takie ułomki przerobić m ożem y w fzyftkie in
ne, iako to pofpolite, dziefiątkowe i t. d.

W róćm y



W róćmy fię iefzcze do zrów nań (r)-, p o n ie w a ż_•

i B _  C +  i C  _  D  D

B ' C ' B ' C'’ C' D ' D ’C'\' D ’

—  _£ -i__ —  * d- kładąc iedne wartości za dru-
E '  D ’ E '  

gie, wypadnie:

£  =  ^  + _j___
c '  B'C'

■P _ +  7 I I

D ’ ~ ~ A ' ~A'W “7  B*c7 /yc7
__ +  j _ I I 7

E ’ ^ B 7 i r c 7 D ,'c 7_" d ;£7

n azw aw fzy  oftatni ułomek z rzędu p — ; ------ —  = x >
"  ̂ F ' F ' A '

• , . z i i 1 i i
f  /AC X _ _ _  — 4- —

-ł- i t. d.
K ażdy w ięc ułomek z rzędu (p) w yrazić  fie może 
przez ułomek p ierw fzy  i przez różnice w fzyftkich 

\ śrzodkuiacych; te różnice ciągną fię fzeregiem pofpo- 
llifym  odmieniającym w  terminach znaki na wzaiem , 
przeto każdy ułomek ciągły może fię zamienić na 
fzereg pofpolity, w  którego terminach znaki idą na 
przem ian. P rzyfzliśm y w ięc do fpofobu wracaiące- 
go n;is od ułom ków  ciągłych do fzeregów ; zoftaie 
nam teraz iefzcze do rozw iązania zadanie; żeby s ka
żdego jakiegokolw iek fzeregu byle odmieniającego w  
terminach znaki na w zaiem , zrobić ułomek ciągły.
Nim przy (łapiemy do tego zadania rosciągaiącego fie 
na szeregi jakiegokolw iek rodzaiu, mufzem y fię o- 
sw iecić o początku tych fzereców  które nie fa zw ro- 
tnemi.

P<J §. XLV.

R o z d z i a ł  U .  2 ? l
n



A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .

Tlómaeiy fię 
n o w y  r o d i a y  
f i e r e y ó w .

§. X LV .
luźeśm y W §. 2}. p ierw fzey Części trafili byli na 

fzeregi rodzące fię s funkcyi niewymiernych iakiego-' 
kolw iek w ykładnika dodatnego lub odiemnego, cał- 
kiego lub ułom kow cgo, gdzieśm y w idzieli że na ro
zbiór tych w fzyftkich  w zó r N e w t o n a ........................

( P + Q ) :“ — P n \ l +  -£)"-> powfzechnie fluży. W nim

powinniśm y byli doftrzec, że także ieden tennin w y 
razić fię może przez p o p rze d za n e  podług liczby 
term inów w  funkcyą niewymierną wchodzących. W 
rozbiorze takow ym  funkcyi pokazuie fię barzo w iele 
praw d  podobnych do tych, któreśmy w  izet egach 
zw rotnych u w ażali; ale że dowód ich ścifły i ogolny 
fłużący do poparcia w yp adków  lam ego rachunku ie
fzcze nie ieft w  mocy nafzey nauki; w ięc ażebyśmy 
nie przeftali na w ierze tam gdzie naymocmeyfze 
przekonanie powinno przodkow ać; albo żebyśm y 
obiaśnień r,:chunku nie brali za dow ody; zoftaw ie- 
m v fobie te wiadomości do w yzfzych  świateł Nie 
m ożem y fie iednak w  tem mieyfcu uw olnić od tych 
fzeregów , które nam będą m ogły wiele pomoc w  
drugim Tom ie terażnieyfzego dzieła, a które my 
przynaym niey po w ięklzey  części będziem mogli z 
nabytych iuż początków  wyciągnąc. rakiem i fą ize- 
resi wypadaiące z rozwiązania zrownan nieoznaczo
nych w yżfzych  ftopni: n. p. Maiąc zrównanie 4go 
ftopnia; aij3— x 3y— a x3= o ,  i chcąc y w yrazie przez 
x ,  nie możemy tego tylko  przez łzeięgi dokazac. 
A le now a trudność która nam fię tu pokazuie, zale- 
ży  na tein, iż w  tym now ym  fzeregu nie w idzem y 
cale w zoru , podług którego ułożyć fię powinny ter
m iny, a zatem potrzeba razem  pracow ac nad w yna
lazkiem  wfpół-czynnika i w ykładnika w  każdym  
terminie. Newton podał na to fpofob znany Gto- 
m eirom  pod imieniem R ó w n o l e g ł o b o k u  N e w t o n a  

( P a r a l e l !  o gram m nn Nevtonianum), nad którego upro-
fzczeniem  pracow ali niektórzy, zaniedbaw fzy nan

dow oau



R o z d z i a ł  II .

dowodu gruntownego który Newton opuścił; niektó
r z y  fzukali go ufilnie ale z małą pomyślności:}. Z a
cny Geometra Francuzki J.P. C o u f m  Akademik i Pro- 
fefsor Królewski w  Paryżu, podał inny f p o f ó b  ro- 
zw ięzuiacy to zadanie; który my w o lcm y tu krótko 
w y ł o ż y ć ,  niż zaw ikłan y Newtona row noległobok bez 
d o w o d u  przytaczac, odfyłaiąc czytelnika do dzieł Ne
w tona Matematycznych (O p u j c u l a  M a t h e m a t i c c i ) ,  albo 
do Kfiążki C r c i m e r a :  l n t r o d u t h o n  a  /’ a n c i l y f i ’  d e s  l i -  

g n e s  C o u r b e s , gdzie ieft dofyć iaśnie w yłożon y.
Ponieważ w  fzeregach o iakich tu m ów iem y, na- T e o r y a  I ,T. 

leży nam w fpół-czynniki razem  i w ykładniki w yna- fbierama fun- 
łeśdź, w prow adzem y na obydw a ilości nkoznaczo- kcyi lub itó- 
ne: i tak maiąc zrównanie -- a y3— x 3y— a x 3= o  (a1) wnania na fzc 
a chcą y W yrazić przez x ; x  będzie ilością porząd- rcS'‘ 
k o w ą  w  fzeregu: czynię w ięc
y = A x m+ B x m+ n+ C x m+ zn-hD xm+ 3T,+ E x m+*n+  i t . d.  (b ')  

a y i= a A 3x 3rn+$ciA2(B xTn'i'n-ł-Cxm+2n-t- i t. d .) x zm 

■+■3A a (B x m+n+ C x m+2n+  i t. d j 2*™ 1 
+ n ( B x m+n-)-CxTO+an+ D x » '+ 3" +  i' t. d . ) 3 

y x 3 = - 4 x r,v+ 3+ . B x m + n + 3 + C x m + * n + 3+  i t. d.

Zrów nanie pokazuie nam, że y ieft pew ną fun"
kcyą x  w yrażon ą przez zw iązek w  tern zrównaniu za" 
w a rty , funkcyą zaś x  niezawifłego od żadney fzcze- 
gólney wartości: przypuściw fzy że ta wartośp y, o- 
znacza fię dobrze przez zrów nanie ( b ' . ) ,  w ło ży w fz y  
in w  zrównanie ( a ’ )  powinna ie przyw ieśdź do ze* 
ro tak, żeby żadney fzczególney w artości nie w p ro 
w ad zić  pa x ,  a zatem żadnego zw iązku m iędzy ter* 
minami: w ięc zrównanie (a ’ )  w ło ży w fzy  W nie za 
y w artość z (b1) ,  ftaie fię tofamem (Aequcitio idmłica)
■a zatem każdego w  niem terminu w fpół-czynnik 
bydź pow inien zero.

W ykon aw fzy w fzyftkie w y że y  naznaczone' działa
nia, i kładąc każdy termin pod przyzw oitą  fobie po
tęgą X, potrzeba nam bydź trofkliwem i, aby żadnego 
terminu w  dalfzym  ciągu nie opuścić, któryby do

tey



A l g e b r y  C z ę ś ć  IT.

tey  fam ey potęgi x  należał; marne zaś początkow ych 
terminów dobrze oznaczone w ykładniki, poznamy ta- 
tw o  w zór fzeregu: poznam y także w fpół-czynniki 
czyniąc każdy termin fzeregu rów ny zero: ale iakże 
potrafie'my w ykład n ik i oznaczyć? Na to wypadnie 
nam fpofób z naftępuiącey uw agi: Ponieważ w  zró
wnaniu przerobionem zachodzą terminy, w  których 
x  ma za w ykładnika pewną oznaczoną liczbę; pod
kładając terminy s takowem i w ykładnikam i pod któ
rekolw iek terminy początkow e z wykładnikam i nieo- 
znaczonem i, i równaiąc w ykładniki nieoznaczone z 
w iadom em i, otrzym am y s tego porównania wartości 
na m , n; roftrząfnąw fzy potem czyli oznaczone w arto
ści na m, n, dobrze fię w  dalfzych terminach nadaią, 
to ieft: czyli albo now ey nie wciągną wartości na m, 
?/, przeciw ney w przód  wynalezioney; albo w  porzą- 
dnein naftępltwie utrzymuią dalfzc terminy; to zna- 
laz łfzy  w fzyftk o , pew ni iefteśiny że terminy były 
dobrze podłożone, i wartości na m ,n , dobrze ozna
czone: gdyby zaś iaka w  dalfzym  ciągu pokazała ile 
n ieprzyzw oitość, potrzeba to pokładanie odmieniać 
póty; póki nie- trafiemy na wartości i fzereg od 
w fzelkie'y nieprzyzw oitości w olny. A poniew aż to 
podkładanie terminów z w ykładnikam i znanemi za- 
w ifło od nafzego upodobania, ieżeli fię przytrafi, że 
to podkładm ie kilka  razy odmienione żadney nie
przyzw oitości nie w prow adzi w  wypadkach; otrzy
m amy kilka fzeregów , s których każdy da wartość 
na y, ftófow ną do zw iązku  w  zrównaniu (a ')  za 
w artego: co właśnie z  naturą zrównań. dobrze fię 
zgadza; zrównanie bow iem  (ci') będąc czwartego 
ftopnia mićć powinno czte'ry pierw iaftki, którym  
odpowiadać pow inny cztery różne fzeregi na y, w y- 
nikaiące s czterech ułożeń terminów znanych pod 
nieznanymi. Pamiętaymy na te w lzyftkie uw agi w  
naftępuiącym rachunku: PieYwfzy układ term inów z 
zrów nania przerobionego ieft:
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0 ^ 3x 3m+ 5 a ^ B x 3,n+n+ 3 fl^B* % r«+in
+ SaA *C . L

— a x3 —  A x m+ 3 — B x“ +»+3J

4-^fl^2D .ę x 3'm+3’,+ ^ fl^ 2E. x 3™+4» 
+ ^ B C . <  -ł-?aB2C •
-}- aB3.^  -h ;a A C 2 > i  t . d . = o .

+ 6  n A B C o  
._pjęłn+an+3 __£)xm+3»«-ł*3

równaiąc w ykład n ików  $ m = $ , m = i ,  ^ tn + n = m + ^ , 
s kąd 51= 1 ;  co fig barzo dobrze zd a łfzym  poftgpem 
term inów zgadza: czyniąc teraz każdego w fpół-czyn
nika zero, w ypada: ciA3— a = o , A = i , $aA2B— A = o ,

czyli B = ------ , to famo daley czyniąc znaydziem

C = o ,  C = —  — i— , E = — -— , i t. d. przeto 
8 i« ’ 2 4 jn 4 

x4 - * 5 •
I/=X H ------+ 0 — ---------- 1----------------h i  t .  d . - - (b )

ici S m 3 2 4 $aą
D rugi raz układaiąc wypadnie: 
ciA3x 3m -+- ̂ aAxB x3m'^n-h^aAB:ll x 3 rn-i'2n B - 

+ $ a A 2C (

— A xm+3— B x” I+,,+3 —  C xm+2»+3 
—  a x 3

+2CIA-1}  O x3»"+3n+jaA2E ✓x3m+4n 
+ 6 a A p C ^  + ^ nB 2C v  
+  jx' B 3J  + ^ a A C 2^  i t. d. = e .

+6aA B C j j  
— D%m"t*3n+3  _£jcłn+4,‘-!-3

J m = » n + j sk ąd  m = l ,  ^ m + n = m + n + ^ = ^ , n = — 2, 

A 3a—A= 0} A = z ± J L - ,  iaA-B— B— a=o, B=Ia,

C = + J ^ ~ ,  D = I f l4 Ł a + „,.f , a t_ ,  i t .d .

a poniew aż



a poniew aż A, C, E, i inne na przemian terminy ma- 
ią dwie wartości do dwóch zn aków  przy  w iąz tue; 
powftaną z nich dw a fzeregi:

—  i  5 - 2  1 1  9.

y = £ i~ 2x 2-t-ifl— |n2x ~ ł -t-4a4x ~ 3— i2 in7'x ~ 2 -1- i t. d. (c')

L  Ł .  i  ,  i  A  H Z

y —  — ra~2 x z -bz a-ł~ aa2 x ~ 2 -t-|a4x—3-ł-rig a 2x —2 -t-i t.d. ( d 1)

Trzeci iefzcze ukhid fzeregu ieft ten: 
4 x m+3+ lix m+ n-ł'3-{-Cxm'{~-,l+3+ D x m+3n+3 - - - - 
•+■0x3— A 3a x 3m— ja A 2B x 3m+n— 3 a A * C ? x 3m+ 2n

— jc iA B 2^

+ £x m+4«+3
— ia A * D  'px3”1-!-3«
— 6aABC> ' l t. d. — 9 .
—  a B 3J

m + 3— 2, s kąd m = o  m + ? i+ z = o ,  n = —  w fpół- 
czynniki zaś A = — a, B— — a*, C — — j a i , D  =  —  
i2tx10, E— — r ? a 13' zacze'm czw arta wartość na y.

___ a__ «4 __ 1 2 C110 __ f y a 13_.

X 3 X 6 X 9 X 12

S czterech, w ięc w ynalezionych wartości na y  (b "), 
(c ') t ( d 1) ,  (e '), podług różnych okoliczności zadania 
lub wartości x , w ybrać można fzereg naybarziey 
maleiący. Ieden ten przykład w yftarczy  fpodzie- 
w am  fię na obiaśnienie tey o fzeregach nauki. W 
w yżfzych  Matematyki częściach będziem mieli fpofo- 
bność pom ów ić o-niey obfzerniey. -

Wyłożone' dotąd fpofoby pow inny nas ośw iecić o 
różnych gatunkach fzeregów* na które fię rozbierać m o 
gą funkcye lub zrównania nie mogące bydź albo do
kładnie rozwiązane, albo w  całkiey wartości w yra
żone zupełnie, co w fzyftk o  ieft przedmiotem Teoryi 
zbliżania ( Approximałio) ,  cząftki n ayw ażn ićyfzey i 
naypotrzebnieyfzey do rozw iązania w iekfzey  liczby 
pytań Fizycznych. W róćmy fię teraz do ułon^ków 
ciągłych.

§. X LV I.

A l g e b r y  C z ę ś ć  II.
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§. X LV I.
Przebiegliśmy różne gatunki fzeregów , i fpofoby 

przerobienia na nie różnych funkcyi i zrów m in, a to 
tym  końcem, abyśmy z rozlegleyfzą wiadomością 
funkcyi, mogli ogólniey poznać ulpmki ciągłe, któ- 
rychesmy tak pożyteczne w ytknęli włafności. Ofta- 
tnia z nich nauczyła nas, że nie tylko fzeregi z w ro 
tne, ale nu w et inne iakregokotwiek rodzaiu, byleby 
w  terminach znaki odmieniały na wzaiem., mogą fie 
na ułomki ciągłe przerobić. Żebyśm y ten fpofób 
mogli iaśniey i powfzećhniey ftaw ić przed oczy, 
w eźm y ułom ek ciągły nayogólnieyfzy.^ 

cr-f-a'

T + i* '

ę+c'

~J-h £

e+e' 

f-h  1 t. d.
przerabiaiąc go częściami na ułom ki pofpolite tak, 
iak w  §. 42i w yciągniem y zw iązek  między ich liv 
cznikam i i m ianownikam i podobnie iak w  §. 4?.

A==ct A '—  1
B z= bA + aĄ B'-=b

( k ')  C  = c B  + b 'A C '= c E '+ b 'A ' (l
D — dC+c 'B D '= d C '+ c 'B '
E=;eD +d'-C Ę '= ie I > W 'C '
i t. d. i t. d.

s tych zaś
B A Cl'

B A ’— AV>'— a ’
(q ') C B ’— B C '= — n ’b' ~B' ~A' A 'R '

D C '— C D '— n'b'c' (, ')  C B _ a'b'
E D '— D E '=  — ą'b' C d ' c  B ‘ B 'C '

i t. d. D  C _ a 'b ’c'

D ' C' D 'C ‘
i t. d.

Q uczyni-

Prtet»biaf* fis 
fiertgi na u' 
łomfci cijbgtć.



V  A
uczyn iw fzy  podług §. 44. —  — —  —  x ,  będzie

- a' a 'b ' a'b’ ć  a 'b 'c ’d' . , .
1 \. d. (a")

1 * 8  A l g e b r y  C zęść  I I .

A ’ B ’ B 'C ' C D ' D'E' 
inaiąc teraz podnny fzereg iak ikolw iek  odmieniaiacy 
w  terminach znaki na w zaiem

x = P — Q + R — S + T —  V +  i t. d. - - - (b"J 
i chcąc go przerobić na ułomek ciągły, rów nam  każdy 
ieęo termin s terminem fzeregu (ci"), wypadnie

a' n  a'b' a'b'c' a 'b 'c 'd '.
P = ------ , 0 = ------ , R = -------- 1 S = --------- 1 t.d.(c )

A'B B'C C'D' D 'C
te' oftatnie zrównania fłużyć mi pow inny na oznacze
nie a', b' , c', d', i t.d. w  funkcyach P, Q , R, S, i t. d. s 
których dopiero w ypaśdź maią przyzw oite w artości 
lia a, b, c, d, i t. d. także w  funkcyach P, Q , R, S, 
i t. d. do ułożenia ułom ku ciągłego s fzeregu (b'1) .  
A le  wynayduinc pomienione wartości ftarać fię ma
m y, aby A ', B ', C', D ', i t. d. w  nich lię nie znay- 
dow ały: i dla tego pracow ać należy nad przerobie
niem zrównań (c") na inne, w  którychby A ',B ',C 'y 
D ', i t .d . odpadły, co nam pokazuie przyczynę nas 
fi-ępuincego rachunku J.P. Eulera.

Naprzód poniew aż A ' = i ,  m am y a'— PB'.

Q = b ' a . £



a 'b 'A '(D '— ć B ' )  _ _  a ’b'A'd  _  Q C 'd

£ ~ R iFĆTi7 B'D' D'
a'b'c'A'(E'— d 'C ') _  a'b'c'A 'e_RD'e

R ~ S== C 'D E '  F Ć '  eT
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S— T =
a'b'c’d'A'(F'— e 'D ')_a'b'c'd’A 'f__ SE’f

D 'E 'F ' D 'F ' F'
1 t. d.

s tych zrów nań w  oftatnim  porządku wypadaią inne: 

(P— 0 ) ( Q — R )= P Q cd . Ł  w iec — ' PQ cd

( ‘ D ' * B ' ( P - O T ( Q - R )

( Q — R) ( R— S )= Q R ed . C1  . . £  =  _____
£ C ' (Q — R )(R — S)

(R — S) (S— T )= R S fe . Ę  - - 1 1  = __
F ' D ' (R — S)(S— T) 

i t. d.

tych oftatnich ułom ków  wartości w ło iy w fz y  w  5 -, 

R S  •
—  —  i t. d. nie zapominaiąc że podług zrównań 
Q  R

Pbc
(V), B '= b ,  D '=  — — ■> otrzymamy:

P— Q
SQde

a'— Pb d ' = ------- ----------
( Q - R ) ( R ~ S )

Q /jc 

P— Q
r,__ RPcd p, _  TRef

(P— Q )(Q —R) 6 (R— S)(S T)
a poniew aż podług pierw fzych nafzych przypufzcze'11 
wyciągnionych z natury famych ułom ków  a 1, b ', c', 
d', i t .d . pow inny bydź ilościami calkiemi/ wif'c na 
ocalenie tey kondycyi, wypddaią konieczne wartości 
na a, b, c,d , i t- d.



b = i  . . . .  a '— p  p ^ eto  ułomek ciągły rów ny 
£ = p — Q  - - b '= Q  łzeregow i (b"\, ieft; 
ń ~ Q ~ R  .  - c '= R P  P 
e =  K— S - - d '= S Q  x =  —
/ =  S—T * - e’= R T  - It±L  
i  t. d» i t. d. P—O+RP (bm)

& — R + O S  

R ^ S + R T

S— T  
■+■ i t. d.

gdybyśm y nie byli wciągnieni potrzebą naznaczenia 
takow ych wartości na a, b, c, d, e, i t .d . które nam  
z  natury teraźnicyfzego rachunku w yp adły, fzereg 
(b") i i emu rów ny ułomek ciągły (br")  m ogłyby nam 
b yły  fłużyć za w zór do przerabiania innych Jakich
k o lw iek  fzeregów  na ułomki ciągłe'. Mufzemy dla 
tego na każdy gatunek fzeregu podobny rachunek 
p ow tarzać i z  niego przyiśdź do ułomku ciągłego. 

Maiąc n.p. fzereg złożony z  ułom ków .

+  i t .d .  (e")
P Q R  S T

działając tak iak w  poprzedzającym ; zn ajd ziem y

« ' =  Ł  .  * w - V b— P * - - a ’ — i
P

.  c = Q - P  
Q - P  *
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Q-cd

(Q-

'd '=

_ .  .  d = R - Q  c '= Q ?  
(Q - P )(R - Q )  

R*de - «■ e==S— R d’= R 4

(R —-Q J (S ~ R ) - - f — T— S t f=cS*



/

* = —
PH-P1

ś f - P - i - Q a (em) ,
R — Q + R a

5— i i + s *

T — S + i t d .
Niech bedzie fzereg niefkouczony

( [")  ^—  — --------f----------- --------  -t- i t, d»
U '  P PQ PQR PQRS
wypadnie nam przez podobny rachunek:

a '— —  - - - - £ = P  . . . .  -  a ' = i  P
£' = — — ............... C~ Q _— 1 --- ------ b’~ P

2 -  < = R - , . - . * = a

c —  ---------  - - e = S —  1 ------d ’= R
(Qr— 0 (R — >)

d ’= --------- — -------- ---  -  f = T — i ------- * ' = S

i  t. d.
Ix = _
P +  P _

Q ~ i  + J 2 _

JR~-i +  i?

7^ 7+  i t. d.
maiąc flakoniec fzereg geom etryczny 
x — P— Q z + R z * - S z 3+ T z * —  i t. d. (g")-.
znaydziem :
a’— Pb . . . .  b— i ............. a’= P
,, Q bcz
b - F - & --------- - - b ' = Q z

Q? « ' =
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( P - Q z ) ( Q - R z )
QSdez
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-----  d— -Q— R z c'— PRz

(Q — R z )(R — Sz) 
i t. d.

e = R — Sz d '= Q S z  
f = S — T z e'— TR z  

i t. d. i t. d.

i

P— Q z + P R z

Q — R z + Q S z

R — S z+ R T z

S— T z +  i t. d.
przerabianie innych iefzcze geometrycznych fzereg 5 w 
znaleśdź można w J .P . Eulerze Introdutfio in Analy- 

fim  infinitorum T.l.p. $og. i daley. Należałoby nam 
tu iefzcze w y ło żyć  dalfze fzeregów  ciągłych włafno- 
ści, które odkrył W.Geometra J.P. de La Grange i po
dał w  Pamiętnikach Akademii Berlińfkiey i Paryzkiey 
ftófuiąc ie' do różnych matematycznych i fizycznych 
pytań, ale że te rozległością fw oią  zo ftaw iłyb y  nam 
m ało czafu i mieyfca na teorye iefzcze zam iarow i 
nafzem u iftotne. Możemy iednak każdego czytelni
ka pilnego i zaiętego chęcią przeniknienia w  głębfze 
matematyczne nauki upew nić, że w yłożone przez 
nas w ażn ieyfze, i trudnieyfze początki dobrze ogar- 
nąw fzy, potrafi lam przez (ię opufzczouych w iado
mości z łatwością dopełnić w  dziełach wielkich Geo
m etrów , do których zrozum ienia iak przedfięwzięta 
od nas praca iefi; nieuchronnie potrzebna, dofyć nam
o tę fpraw iedliw ość odw ołać fię do każdego do
świadczenia.

Z eb raw fzy te tak zw iązane s fobą ściśle oftatnie 
wiadom ości, poym iem y łatw o, że celem teraźnieyfze'- 
go rozdziału było fummowanie fzeregów które nas 
w ciąglo w  wiadomości inne s fobą zw iązk ow e. Po
trafiliśmy w fzyftkich fzeregów  zwrotnych wynaleśdż

§. x l v i i .

fummy,
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fum m y, ale iefzcze dalecy iefteśmy od ogólnego fpo- 
fobu zbierania fzeregów innego rodziiiu. W w yżfoych poT " 0°wari' 
M a t e m a t y k i  częściach materya ta zatrudni nas burzo tmctycznych* 
oblzernie, gdzie i tak po m iygłębfzych u w agach  i i geometry- 

dociekaniach przeftaniem y na rozwiązaniu pewnych c l n y ch Pr° -  

tylko  fzczególnych p rzyp a d k ó w . N ielzczęście! ie  nowcóćTrodla 
poznaw anie nayw aźnieyfzych fkutków w  naturze iu zrównali 
p rzyw od zi nśs do fzeregów  niefkończonych, których funkcyi. 

nie umieiąc powfzechnie fum m ow ać, m ufzem y prze- 
ftać na zbliżaniu fię do p raw d y. Dolkonałość 
zaifte fizyki zawifla w  w iękfzey części od dolkonało- 
ści nafzych o fzeregach świateł, co ieft przyczyną, 
iż  naypierwsi talentem ludzie s tak upornym zapa- 
łe'm rzucaią fię w  te tak zaw ikłane i pracow ite ale 
barzo w ażne dociekania. Skończm y iuź w iadom ości 
tego rozdziału iedną uw agą: rozbieraiąc funkcye ur 
łom kow e w  pierw fzym  rozdziale tey części na fze- 
regi nielkończone, trafiliśmy na poftępy arytmetyczne 
i geometryczne; s tych pierw fze zależą na iedney 
ftateczney różnicy, drugie na iednym ftatecznym wie- 
lorazie czyli ftófunku dwóch term inów przyległych.
Zoftaie nam w yło żyć w  fw ych zw iązkach to w fzy- 
ftk o  cokolw iek fię ściąga do rachunku dwóch tych 
nayczeftfzych w  używ aniu fzeregów . Poftęp arytme
tyczny wzraftaiący w yraża fię ogólnie:

- 7  a. a-hb. ci-t-ib. ci-h$b, a-h^b. a-hsb. a+ ób. 1 t. d. 
p rzypuściw fzy że n+6b ieft terminem oftatnim; w i- 
dzćm y że ten rów ny ieft terminowi pie'rwfzemu po
większonem u różnicą b tyle razy pow tórzoną, ile 
ieft poprzedzaiących go terminów; a zatem nazwa- 
w fz y  Hczbę terminów całego fzeregu x ,  termin pier
w fzy  ci, oftatni n, różnicę b; będzie: 

u = c i+ ( x — i)b  - - - (A )  
oprócz tego dodaw fzy oftatni termin do p ierw fzego, 
w ypadnie taka fumma, iaką rodzi dodanie dwóch 
którychkolw iek terminów rów no oddalonych od 
fkraynych: fumma w ięc całego fzeregu równa fię 
fumraie dwóch ikraynych tyle razy pow tórzoney, ile'

Q 4  liczba
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liczba terminów rozdzielona przez dw a ma w  fobie 
jedności: czy li n a zw a w fz y  fummg s

s = (  a + u )  —  - - - - (B ) 
z

za pomocą dwóch zrów nań (AJ, (B ) , s piąciu rzę~ 
czy a, u ,.x y b, s, maiąc trzy  znane, w ynąydziem y to 
w fzyftk o , cokolw iek  do poftępu arytmetycznego na
leży. Wfzyftkie' te rzeczy nad to fą łatw e abyśm y 
fig ich kombinacyą i obiaśnięnjem przez p rzykłady 
baw ili.

Poftęp znow u geom etryczny w zraftaiący tak  fig 
ogólnie w yraża:

a. aq. aq2. aq*. aq4. aq5. ciq6. i . t .d .  ( » )
a. b. c. d. e. / . g. i t. d. ( f i)  

Oftatni termin poftępu geom etrycznego (&) w idze- 

m y że fię rów na pierwfzem u rozmnożonemu nrzez 
ftófunek q wyniefiony do potęgi, którey w ykładnik 
oznacza łiczbg terminów całego fzeregu zm nieyfzoną 
Jednością, czyli, n azw aw fzy  oftatni. u, p ierw fzy  a, 
liczbg terminów x ,

u = a q x~ l (C ). 
leżeli przez fzereg (fi) , w yrazić  chcemy poftgp geo

m etryczny (ot,), będą zrównania b = a q , c— bą, d = cq t 

e = d q , f=-eq, i t. d..
zaczem  - - - b-ł-c+d+ę+-f=(aĄ-b-{-c+d-i-e)q. 
w  tey fummie w idzę my że pierwfzem u człon kow i 
zrów nania brakuie pierw lzego terminu, a drugiemu 
członkow i oftatniego, to ieft; s— a — (s — u)q, sk ąd

7iq— a nq*— n
s =  — -----, czyh j s  - i ------ ---  - - - (D ).

q— i q— i
z dwóch zrównań (C ) , (D ) , będziem mogli s, a, u, 
q, wynaleśdź za pomocą prawideł w yłożonych w  I, 
Części na zrównania; lecz chcąc w ynaleśdź liczbę 
term inów x ,  te praw idła wcale nam nife pofłużą. 
O w oź now y cale dla nas rodzay rachunku! gdzie ilość 
niewiadoma ieft w ykładnikiem  funkcyi znaney. W

całym
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eałvm dotąd ciągu nafzey nauki nie uw ażaliśm y w  
Wykładnikach tylko ilości znane, lub liczby; teraz po
kazało fig iż zadania różne mogą nas przyprow adzić 
do zrównania, gdzie ilość nieznana będzie w ykładni
kiem funkcyi iakiey: co nam otw iera pole do no
w ych doftrzeżeń w  naftępuiącym rozdziale.

ROZDZIAŁ TRZECI.

Funkcye wykładnicze odkrywaią nam pie r
w f z y  rodzay funkcyi przeftępnych, czyli  L o-  
g a  r y t m y ;  których fię t łómaczą włafności ,  
użycie ,  fpofób rozbierania ich na fzeregi ,  i 
rachowania z  nich Tabl ic  Log ary tm ów .

§. X LV III.

YlTykladniki znane w  iakieykolw iek ilości lub fun- u w a g i  nad wy 
kcyi były zaw fze fkazów kam i po tęg w e w fzyft- Warnikami od 

kich dotąd nafzych uwagach, w fzakże w prow adzone lcmj’cml,Pr°-
-  ,, . ń - ■ ■ • • r  i - i • . wadza nas do
fą dla fkrocema w yrazó w  funkcyi wypadaiącey z p0 ,nania l . o .  

mnożenia iey fam ey przez fię. Te w ykładniki ftaiąc ga ry e m ó w .  

fig ilościami odmiennemi lub nieznanemi, nie mogą 
tracić fvve'y iftótney włafności. W y fta w iw fzy  fobie 
funkcyą rt*; ta funkcyą będzie koniecznie odmienną; 
w fzyftk ie  iey odmiany zaw ifty od odmian x ;  m oże
m y w ięc tę funkcyą w yrazić przez inną odmienną y, 
to ieft cif— y. A poniew aż wartości y zawifty od 

.wartości x ,  i wzaiem nie wartości x ,  od wartości y, 
a będąc zaw fze ftatecznem; y ftaie fię funkcyą x ,  i 
wzaiem nie x  funkcyą y. Nie zapom inaym y bowiem
o tey przefti-odze, że kiedy ilość odmienną w yraża 
m y przez drugą odmienną, całą w artość takiego w y 
razu fzacuiemy z ilości odmiennych, a ilości ftate- 
czne, iaką ieft n, nie wschodzą na ten czas w  nafzę 
uwagę dla tego że w  rozumowaniach nafzych baczyć 

Q r  powinniśm y



powinniśm y na w fzyftkie odmiany funkcyi i ich ftó- 
funki, w  które, ilości ftateczne bynaym niey nie wpty* 
waią.

leżeli x  ieft ilością odmieYiną i razem w yk ład n i
kiem czyli fkazów ką potęg, x  przechodzić może 
p rzez w fzyftk ie , które fię tylko w ym yślić  mogą 
w artości znane, a przeto y przechodzić także będzie 
p rzez w fzyftkie mogące fię pom yślić potęgi ci, to ieft 
p rzez cńłkie lub ułom kow e, dodatne lub odiemne. le 
żeli x  przeydzie przez liczby naftępuiące po fobie w  
porządku naturalnym o, i ,  2. j ,  4, f ,  i t.d. czyli przez 
poftęp arytm etyczny; y przeydzie przez w fzyftk ie  
porządkiem  idące' potęgi n; ci°, a, a2, n ?, n4, o 5, i t.d. 
czyli przez poftęp geom etryczny; będzie w ięc poftę- 
p o w i arytmetycznemu x ,  odpowiadać y  w  poftępie 
geom etrycznym . Aże w ićm y z Arytm etyki że ułoży- 
w fz y  dw a poftępy liczb odpowiadające fobie, ieden 
arytm etyczny, a geom etryczny drugi, p ie rw tzy  na
zy w a  fię Logarytmem drugiego; będzie w ięc x  Lo- 
garytmem y: co w yrażać odtąd będziemy l .y ,  i zró
wnanie cix= y  będzie zrównaniem  logarytmicznym, 
w  którem to, co ieft funkcya y, nazyw a fif logary- 
tmem, to ieft x-= l.y . W nauce w ięc logarytm ów  
trz y  rzeczy zachodzą do uw ażania, ilość ftateczna a 
która raz obrana ieft tą famą w e w fzyftkich  w a rto 
ściach x ,  i dla tego nazyw a fię G r u n t e m  L o g a r y t 
m ó w  (Bafts Logariilinwrum), powtóre wartości ró
żne na x ,  iako w ykładniki potęg rachunkowych w  
gruncie a, które' nazwaliśm y logarytmam i; nakoniec 
różne wartości y przyw iązane do gruntu a raz obra
nego, które fię zow ią U k ł a d e m  L o g a r y t m ó w  (% • 
Jłema Logariłhmorum).

W układzie Logarytm ów  obraw fzy liczbę pewną 
za grunt, w fzyftko  zawifto od wartości różnych na 
x ,  biorąc x = o ,  wypadnie y— i,  czyli o=-/.z/; w  ia- 
k im kolw iek  w ięc układzie, logarytm iedności ieft ze
ro; ieżeli za x  będą brane liczby całkie dodatne lub 
ędiemne'j w  p ierw fzym  przypadku y będzie w yrażać

różne'

A l s e b r y  Część II .
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różn^ potęgi przez liczby wzraftalące a°, a 1, a1, a 3, 
a 4, a 5, a6,'a ',  i t. d. w  drugim zaś przypadku przez

liczby u b y w a i ą c e i  t .d .  przeto wfzy-

ftkich liczb calkich zamkniętych między dwiema gra- 
nicami o, CO , Logarytmy fą dodatne; które tem bar- 
ziey rofną, im liczba ieft znaczmeyfza: wfzyftkich 
zaś ułomków zawartych między —  C O , i o ,  Loga
rytmy fa odiemne; które tem fię ftaią więkfze, im li
czba barziey ubyw a, tak dalece że / .o =  —  CO . Przy- 
puściwfzy wartości ułomkowe dodatne łub odiemne'

na x ,  n.p. 2’ 4’ i ’ j t.d, y  ftanie fię a 2 , tt4> a3>
4 3

i t .d .  czyli V^fl, \Aa, V  a* i t .d :  aże cechy pieYwia- 
ftkow e rnaią wielorakie znaczenia; każdy takow y 
w y r a z  na y i cały układ logarytmów należałby do 
kilku wartości, przez co byłby w ątpliw ym , co fię 
także pokazuie w  ułomkach odiemnych na x .  Przy- 
ftawiaiąc zaś za x  wartości niewymierne, \Z"2 , j ,  
V n ,  i t. d. y byłoby równe potędze wykładnika nie
wymiernego, którey nie mogąc naznaczyć zupełnie, 
nie wiedzielibyśmy nawet w yrazu  takiey funkcyi. 

Idźmy iuż do uważania różnych wartości na grunt 
a: w z ią w fz y  a—  1 za x  zaś iakiekolwiek bądź li
czby, wfzyftkie wartości p  i cały układ logarytmów 
zamienia fię na iedność: obraw fzy zaś za a liczbę 
w iekfzą  od iedności ale odiemną, a x = y  da wartości 
dodatne na 1/, kiedy x  będzie liczba całką parzyftą; 
kiedy zaś x  będzie liczbą całką nieparzyftą, wartości 
na y  będą odiemne', układ wiec takow y logarytmów 
zam ykałby razem liczby dodatne i odiemne. leżeli 
zaś za x  w  tymże fnmym przypadku kłaśdź będzie
my ułomki dodatne lub odiemne, wartości na y  czę
ścią będą rzetelne' a częścią uroione'. S tych w fzy-  
ftkich uw ag zafadzonych na włafnościnch funkcyi 
Wykładniczych i zrównaniu nx^=-y, pokazuie fię o- 
czywiście, że do wygodnego i rzetelnego układu lo
garytmów grunt a bydź powinien koniecznie liczbą 

Q « dodatny
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dodatną w iękfzą  od iedności; wartości zaś na x  b yd i 
pow inny w ym ierne. W zinw fzy n.p. a = i o .  w y p a 
dnie nam układ
Liczby - - - j . 10. 100. jooo. 10000. 100000. i t .d .  
Logarytm y o. i .  2. 3. 4 . y. i t .d .
tak dalece: że w fzyftkich  liczb, które fą zupełnemi 
potęgami gruntu 10. logarytm y fą esiłkie zam ykaiące 
71— 1 iedności, gdzie '.1 znaczy liczbę figur wchodzą
cych w  potęgę 10. W fzylłkich zaś liczb, które nie 
fn potęgami gruntu, logarytm y bydź nie mogą ani cał* 
kie ani wym ierne; ale w fzyftkich liczb śrzodkuią- 
cych m iędzy 1 i 10, logarytm y będą zawarte' między
o i 1, to ieft będą > 0 , a l e < i ;  w fzyftkich  zaś śrzod- 
kuiących m iędzy 10, i 100, logarytm y będą w iękfze' 
od iedności, ale m nieyfzć od 2; w fzyftkich śrzodku- 
iących między 100 i 1000, będą w iękfze od 2, ale 
m nieyfze od ?• i t. d. Będą w ięc takow ych liczb 
logarytm y zam ykać figury ciiłkie i łamane'. P ierw fze 
oznaczają mieyfce dwóch przyległych potęg gruntu, 
m iędzy któremi liczba podana śrzodkuie', i nazyw aią 
fię C e c h a m i  (Charaćleńjłicae). Poniew aż cechy lo- 
garytm ów  wypadaią zaraz z liczby figur w chodzą
cych w  liczbę podaną; pifanie ich w  tablicach loga- 
rytm ów  ieft w cale niepotrzebne, ile że to przyw ię- 
zuie logarytm do iedney tylko liczby, który bydź 
może do barzo w ielu  liczb rościngniony odmieniając 
cechę.

Chociaż logarytm y niezupełnych potęg gruntu, nie 
m ogą bydź dokładnie ani wym iernie naznaczone, nie 
idzie iednak zatem że fą niewymierne': p ozw ólm y 
bow iem  że b w yraża liczbę całką wym ierną nie bę
dącą potęgą gruntu a gdyby iey logarytm był nie
w ym iern y, fzloby zatem że l .b = v  n, a przeto 
b = a ^ n, co ieft przeciw ko pie'rwfze'mu przypufzcze- 
niu. Wnieśmy w ięc że logarytm y liczb które nie fą 
potęgam i gruntu, a które' m y odtąd nazyw ać będzie
m y śrzodkuiącemi, ani fą w ym ierne ani niewym ier
ne, to ieft, nie należą do żadnego podziału funkcyi

algę-
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algebraicznych; i dla tego lognrytm y fą funkcjam i 
praw dziw ie P r z e s t ę t n e m i .

R oftrząśniym y teraz w fz y f t k ie  działania zachodzą- n;»
ce w  logarytmach. Niech będą dw ie liczby iakie- i r ó w u a n ia  

k o lw ie k  y, u, których log arytm y fą x ,  z ,  w  tymże pneftęppe m 
fam ym  gruncie n; będzie ax = y ,  ciz— v; mnożąc te' pomoc* 
zrów n a n ia  przez fię, w yp ad a: ax 'i'z= y u ,  przeto 
XĄ-zr=l.yu- logarytm  w ięc mnogości r ó w n y  ieft fummie 
lo g a r ytm ó w  w fz y ftk ic h  m nożników . D zieląc zaś tc

famę dw a zrów nania otrzym am y a*~z=  zaczem
ii

1j
x — z = l .  —  to ieft: logarytm  w ielorazu ieft rów ny 

u
różnicy logarytm ów  ilości podzielney i dzielącey: to 
oftatnie praw idło fiuży na w fzy ftk ie  ułom ki.

leżeli ax — y będzie anx— yn, a przeto n x — l.yn, a 
p on iew aż x = l . y  w ięc n x — n .l.y — l.yn: kiedy n ieft 
liczbą całką w z ó r  n .l.y— l.yn, fluży na wynoszenie do 
potęg funkcyi za pomocą logarytm ów , to ieft: że lo
garytm  iakieykolw iek potęgi rów ny ieft logarytmo- 
w i famey ilości rozm nożonem u p rzez w ykładnika 
potęgi: kiedy zaś n ieft liczbą łamaną w z ó r  n ./.ł/=  
l.y n, fluży na wyciąganie p ierw iaftków . Niech bf*

2 , 3
dzie n. p. w =  3 będzie 3/ . y =  to ieft: że lo 
garytm  iakiegokolw iek pierw iaftku ieft rów ny lo- 
garytm ow i ilości rozdzielonemu przez w ykładnika 
p ierw iaftku. Działaiąc w ięc w  liczbach przez loga
rytm y mnożenie zamienia fię na dodawanie, dzielenie 
na odciąganie, w ynofzenie do potęg na mnożenie, a 
w yciąganie p ierw iaftków  na dzielenie profte, co nie
zmiernie ułatw ia naypracowitfze arytmetyczne dzia* 
łania.

We w fzyftkich  tych kombinacyach rozw ięzuiąc zró
wnanie ax= y  czyłi x = l .y  opuściliśmy l.ci— i .  pi- 
fząc x = l .y ,  zam iaft x l.c i= l.y ; poniew aż rachowali
śmy zaw ize w  gruncie n; gdybyśm y atoli rachowali

w  gruncie
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W gruncie innym, l.a  nie byłby iednością, a przeto 
nie m ógłby bydż opufzczony. Po tych uwagach ro
zw iążem y barzo łatw o zrównanie (D )  zoftawione'

na końcu poprzedzaiacego rozdziału s— ~ ---- czy-
q— i

s(q— i)-w i r  , s(q—  i)-\-a
l i -------------- — Q i a przeto jc.log.ą— l . ---------------

a ci

— l.(sq— s + a )— l.a , - - - x =  ĆŻL— —flU wi-
lóg.q

dżem y w ięc że takow y fpofób rozwiązania zrównań 
nie podobny ieft cale do tego, któryśm y w  pierw fzey  
części podali, i dla tego działanie to nazyw a fię 
przeftępnem, tak iako funkcya w  zrównanie w cho
dząca a zaw ifla od łogarytm ów , ma imię funkcyi 
przeftępney. Użycie w ięc łogarytm ów ieft barzo 

Hiflorya tego rozległe nie tylko do ułatwienia działań arytmety- 
w yn ala ik u .  cznych w  liczbach, iile też i do rozw iązania tako

w ych  zrównań, gdzie ilość nieznana wchodzi za w y 
kładnika. Z niego w y p ły w a  nieuchronna potrzeba 
tablic logarytmicznych na w fzyftkie liczby, które s 
całym  tym rachunkiem były nieznane aż do czafow  
Nepera. Ten w  Roku im  4 odkrył go Geometrom 

' w  dziele: Mirijici Logariłhmórum canonis dejćripłio, i 
u łożył tablice łogarytm ów  na cały rachunek trygono
m etryczny. Układ iego ma za grunt liczbę 2,71828 
i t. d. który potem  pozn aw fzy nie ze w fzyftkiem  
w ygodny, przerobił na inny, gruntu 10. Pracując nad 
dofkonaleniem i rosciągnieńiem now ey tey teoryi w  
śrzód powfzechney fiaw y umarł Roku i c i g ,  i Syno
w i dopiero iego doftało fię w yiuw ić ten now o prze
robiony układ w  dziele: Appendix de Logarithniorum 
praejłantiori ufu. Winniśmy gorliw ey pracy Henry
ka Briggs Profefsora Geometryi w  Oxford rosciągnie- 
nie rachunku logarytmicznego do liczb naturalnych. 
Godny ten wdzięczności Matematyk po przeczytanem 
p ierw fzem  dziele Nepera udał fię do niego, a otiia- 
w fz y  dobrze w yłożone fobie grunta tey teoryi i za-

myfly
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m yfly w ynalazcy? iął fię z  niefpracowaną cierpliw o
ścią tey pracy, w yrachow ał logarytm y liczb natural
nych w  gruncie 10. i w yd ał ie w  Londynie Roki» 
KS24- pod tytułem ArithmeticaLogarithmica, które dzis 
powfzechnie używ ane, maią imie L o g a r y t m ó w  

B r i g g i u s z o w y c h  (Logarithmi Briggiani). W dziele 
dopiero wfpom nionem  znaydziem  logarytm y liczb 
od i .  do 20.000 i od ęo.ooo aż do i o i . o o o ;  w  wftę- 
pie zaś całą teoryą tego rachunku w yłożon ą. Rofpo* 
c z n ł  także Briggs podług tego układu rachować loga
rytm y linii trygonometrycznych, ale w  ciągu tego 
dzieła umarł, które po nim Henryk Gcllibrand Aftro- 
nomii w  Londynie Profefsor dokończyw fzy, w yd ał 
w  Xiążce Trigonometńa Britannica Roku i<sjo. Na 
koniec R. i<5j?  Adrian Ulacq Niderlandczyk zofta- 
w ioną przez Briggs fzparę w  logarytmach liczb na
turalnych zapełnił i tablice trigonometrycznć z w ię- 
k fzą  dla użycia w ygodą przez dziefiątki w tóre ( mi
nuta fecunda) poftępuiąc, ułożył w  dziele Trygonome
tria Artificialis.

Neper wyciągnął fpofób rachowania logarytm ów 
z  uw agi nad biegiem przyfpiefzonym  i iednoftaynym. 
Myśl ta fpólna bieiutonoiui w  innym rodzaiu rachun
ku a daleka od nafzych początków  nie może należyć 
do terażnieyfzego zamiaru. K ażdy za pomocą Me
chaniki potrafi ią zrozum ieć w  famych originalnych 
pifmach Nepera, i cokolw iek do hiftoryi tego w yn a
lazku należy, w y czyta  w  Xiążkach dopiero w y li
czonych, które chociaż barzo rzadkie znayduią fię w  
Bibliotece Szkoły głów ney tutćyfzey. V/fzyftkie te 
dzieła będą zaw fze fzacow ną dla potomności parnią, 
tką tak nadzw jTzaynćy pracy i cierpliwości iakiey 
w  ow ych czafach rachunek logarytm ów  w yciągał.

§. X LIX .
Kiedy Algebra roscingła fwoie' pom ocy po w fz y 

ftkich matematycznych częściach, zaczęli m yśleć Geo
m etrowie o i^życiu iey do rachowania logarytm ów 
liczb śizodkuiących. A że te logarytm y fpofobem

tylko



R o t b i e r a i *  f l j  tylko bli(kim mogą fię w yrazić, fzukali Geometro- 
logarycmy i vvie tego rachunku w  fzcregach nielkończonych iako 
funkcye w y -  jednynym inftrumencie w  takim przypadku. Szeregi 
fzeregi.1 '  atoIi nielkończone iakośm y w idzieli w ynikaią tylko 

z  rozbioru funkcyi ułom kow ych albo niewymiernych* 
logarytm y zaś liczb śrzodkuiących nie należąc do ża- 
dney tey klafsy funkcyi Algebraicznych nie m ogły 
podpadać pod takie fzeregi iakićśmy uw ażali. Ta 
trudność pow inna była w ftrzym ać w fzyftkie ulitowa
nia Geom etrów, ale geniufz barziey fię nią zapala 
niż zraża-, a taiemnica póty cięży na iego fpokoyno- 
ści, póki iey praw dzie nie w ydrze. Takim  pokazał 
lię właśnie j .  P. Euler który now ą cale drogą przy- 
fzedł do fpofobu w yrażenia logarytm ów i w fzyftkich  
funkcyi w ykładniczych przez fzeregi nielkończone. 
Z ab aw m y fię. nad tak piękną geometryczną fztuką 
którą żebyśm y w  iak nayiaśnieyfzym  poftaw ili w i
doku, zbliżm y do fiebie św ieżo doftrzeżone logary
tm ów  w łafności.

Poniew aż ax = i j  uczy nas, że odmieniaiąc a przy 
tey famuy wartości na x ,  tw orzem y różne układy 
logarytm ów ; odmieniaiąc zaś x  przy wartości ftate- 
czney na a wyciągam y logarytm y różnych liczb w  
tym że famym układzie-, ieżeliśmy p rzy w y k li do pra
w d ziw ie  geometrycznych uw ag, powinniśm y fię za- 
zaz zapytać o ftófunek zachodzić mogący m iędzy lo 
garytmami pew ney liczby n, braneini w  lóznycii u- 
kładach, i m iędzy logarytmami liczb w  tym że fa- 
mym układzie. Ń'a ten koniec w yftaw m y fobie dwa 
grunta a, e-, a w ziąw fzy  liczbę iakąkolw iek n p rzy
puśćmy że iey logarytm  w  gruncie a ieft p, w  grun
cie zaś e ieft q:, w ypadną nam dw a zrównania 
ai’— n, e i= n ;  przeto ap= e 7 p. log.a— q. log.c - - - -

P  —  l°s ’ e • to oftatnie zrównanie uczy nas że ftó- 
q log.ci

funek zachodzący m iędzy logarytmam i dwóch ukłn- 
xdów  ioft cale nie zaw ifty od liczby, poniew aż n w y 

padło z zrównania; ale ten ftófunek całkiem  zawif*

i j - ł  A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .
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od gruntów. Równając w ięc logarytm  iakieykolw iek 
bądź liczby w zięty  w  iednynł układzie, z logarytmem 
teyże fainey liczby w ziętym  w  drugim układzie, w y
padnie nam pewien ftófunek zachodzący między .lo- 
garytmami dwóch tych układów ; ten ftófunek ponie
w aż fig nie odmienia z odmianą liczb ale z odmianą 
gruntów, idzie zatem, że w  każdym układzie ieft li
czba wchodząca w  fkład każdego logarytmu, która 
całkiem  zawiHą będąc od grantu, rozróżnia ieden 
układ od drugiego tak, że za odmianą tey liczby od
mienia fię grant, i za odmianą gruntu odmienia fię 
ta liczba wyrażaiąca ftófunek logarytm ów  w  iednym 
układzie do logarytm ów  drugiego układu.

T o  dobrze ziozu m iaw fzy  uw ażm y, że fpofób w y 
rażenia logarytm ów przez fzeregi niefkończone za- 
w ifi od przerobienia cix= y  na funkcyą dw ó lub kil- 
ko-w yrazow ą niewym ierną iakiegokolw iek w y k ła 
dnika, Upatruym y tego fpofobu w  odmianach x ,  
poniew aż od tych, wartości y zaw ifly. U czyn iw fzy 
x — o, mamy y — i w e  w fzyftkich  powfzechnie u kła
dach; w ięc ieżeli w ykładnik x = o  p ow iękfzy  fię li
czbą f  jiiefkończenic się mało różniącą od zero,- y p o
w ię k fzy  fię także liczbą W niefkończenie fię mało ró
żnicą od iedności; to ieft będzie a f— i+ur, aże n°^=i 
należało do w fzyftkich  układów , w  zrównaniu 
ą f = i+ w ,  iv będzie fu n k cyą/ , ale w  fw ey  wielkości 
zaw iśnie od gruntu a: będzie w ięc w zam ykać W  
fobie /  i razem liczbę zawiflą od gruntu, w yrażaią
ca ftófunek logarytm ów  w  iednym układzie do loga
rytm ów  drugiego układu; n azw iym y taką liczbę k, 
poniew aż Jfc w ym ierza wartość iu podług wartości 
gruntu a, będzie w = k f,  a zatem a.f— i-\-kf - - - 
a f s ~ ( i+ k f ) « ,  potrafiliśmy w ięc y rozebrać na fun
kcyą d w ó-w yrazow ą i wynieść do potęgi g j trzeba 
nam teraz w ynąleśdź zw iązek m iędzy k, i (i, oprócz 
tego chcąc funkcyą a fs  rosciagnać na w fzyftkie liczby 
(kończone, potrzebaby g  nadadź taką wartość, która- 
by rozm nożoną przez /  dała liczbę (kończoną, co 

R * łatw o



ła tw o  otrzym ać, bo ieżeli g fz = x ,  będzie g — . , a

p on iew aż f  podług jg o  przypufzczenia ieft liczbą 
niefkończenie małą, g  będzie koniecznie liczbą nie
fkończenie w ielką; mnogość zaś z dwóch takow ych 
liczb w ypada fkończona. T ym  fpofobem  J. P. Euler 
u w ażaiąc każdą liczbę fkończoną iako mnogość z 
niefkończenie małey przez niefkończenie w ie lk ą , przy- 
fzedł do przerobienia logarytmu na w y ra z  w y k ła 
dniczy d w ó -w yra zo w y , ten zaś na fzeiegi niefkoń- 
czone. Patrzm y na ciąg tego rachunku i iego w y 

padki. Poniew aż a f ?— ( i + f k ) z = i + g k f + — ——
i. 2

k,p. , s(g— 0 (g—*) g(g— 0 (g—2)(g—s) kĄJĄ
i ■ 2. 3 J. 2 . 4

i t. d. g  będąc liczbą niefkończenie w ielką, w fzyftkie’ 
w artości fkończone przed nią nikną: m ożna w ięc za 
g — /, g — 2, g — 3, i t. d. w ziąść g,- oprócz tego

X
f = -  kładąc zaś te wartości w  fzereg dopiero roze- 

S
%

brany, odmieniemy go na ax =  ( i +  — ) 8 = i + k x  -+-
S

I k2x'2 k3x 3 k^x* .
------ + --------I------------ + i t .  d. - - - - (A ).

1 . 2  1 . 2 - 1  1 -z -Z-4- 
to zrównanie daie nam w y ra z  funkcyi w ykładniczey 
p rzez fzereg niefkończony, ale funkcyi takiey, gdzie 
ilość ftateczna ieft gruntem logarytm ów ; chcąc w ięc 
w yrazić  przez fzereg niefkończony funkcyą i*  tak, 
żeby b nie brać za grunt, znaleśdź nam trzeba zw iązek 
m iędzy bz i między nx . Na ten koniec uczyńm y 
b ~ a n , bz= a nz, n =  log. b w  gruncie n; kładąc W 
zrównanie (A ) x = n z ,  n = l .b  otrzym am y: 

kz . k2Z2 k3?3
~ = l + —• log.b + ------ (log.b)2 -f--------(lo g .b )3+ lt .A .  (B )

I 1.2 I.2.3
Z rów nanie (B )  w yraża funkcyą w ykładniczą przez 
fzereg tak, że ani k , ani log.b. nie należą do gruntu

b , ale

2 5'4 A l g e b r y  C z e ś ć  I I .
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b, ale do gruntu a. P o ło żyw fzy  teraz w  zrów na
niu (A )  x^ = i, otrzym am y:

fc2 it3 k4 Jfcs
f l =  i+k-\-------- + --------- 1---------- + --------------- H 11. d.

1.2 1.2.3 1.2.3.4- 1.2.3.4.5
Oftatnie to zrównanie daie nam zw iązek m iedzy k i 
a i uczy nas, że grunt a zaw iff całkiem  od k, i ieft 
ow a liczbą ftófunkow ą wypadaiącą z porównania lo- 
garytm ów dw oiakiego układu, i zawiftą całkiem od 
g r u n t u ,  iakośm y na początku tego §. doftrzegli. Ma
jąc w ięc takow ą liczbę każdemu układow i fzczególną, 
w ynaydziem y grunt tem bliżfzy praw dy, im fzereg 
(C )  będzie barziey maleiący, to ieft im k będzie 
m nieyfze. Potrzebaby nam iefzcze k w yrazić  przez 
a, czego nie łatw o dokazać s fzeregami. Spofób po- 
fpolity  w  Algebrze na ten przypadek nazyw a fię Po
w r ó t  S z e r e g ó w  (Retour desSuites): żeby go tu m o
żna użyć potrzeba naprzód przypuścić że fzereg ( C) 
ieft maleiącym, to ieft że k ieft liczbą barzo małą: 
ieżeli tak ieft, w  zrównaniu:

k2 k3 k* . , 
a — j= k -i------ ■+■-------■+*-----------1 t.d .

1 .2  1 . 2 . 3  i - 2.3.4.

u czyn iw fzy  ci— i = z ,  m ożem y wziąść z = k \  a chcąc 
mieć k w yrażone dokładniey przez z ,  zm yślm y fobie 
że ieft dane przez fzereg;

k — A z + B z 2+ C z 3+ D z 4+-Ez5-{- 1 t. cf. 
a biorąc tę wartość za k w .drugim  członku zrów na
nia (C )  przywiedzionego do zero; znaydziem:

J z  -ł- B zz +  C z3 -+- D z4-f- i t. d.

_ —  A *z*+A Bz3 -h — —  i t . d.
1 . 2  1 . 2

1 A-z3 -t-— -— A2Bzą i t .d .
1 . 2 . 3  J -2

1

1.2 .3 .4
-A *z*

= o -
Rz poniew aż



p on iew aż to zrównanie ieft tofam ć, każdy w fpół- 
czynnik z  ieft zero; s kąd m i ny tyle zrów nan ile nam 
ich potrzeba na oznaczenie A , B, C, D , i t. d. z n iy  

dzie'my zaś A = i ,  B = — 2, C = 3 , D = *  , a przeto 

k = ( a — i ) — i ( a —  t) z+ l ( a —  J,)3+ re (a — i) 4 i t.d. (D )  
w idzem y że ten oftatni fzereg nie m oże nam dadź 
blifkiey wartości na k w  funkcyi a, ieżeli O nie ieft 
ułom kiem  barzo małym.

Staraymy fig teraz przyiśdź do wyrażenia logary- 
Wyciłgai# fi{ mu iakieykolw iek liczby przez fzereg niefkończony, 
trownanU^na upatruiąc oraz innego zrównania w  ktoremby k bydź 
-  °ioy"rj* mogło dokładniey w yrażone przez n. Maiąc na pa- 
«muw. mięci pierw fze wartości na / , g , połóżm y - - -

X
( i + f k ) s = i + z = a f s 7 i + . f k = ( i + z ) *  '  * *

~^^_(t+z)3 —  a ê S f— l '( i+ z ) \  w ięc 

Z , ( i 4 - z ) = ^ ( / 4 - z ; * — i ] ’ rozebrdw fzy podług

w zoru  Newtona drugi ten zrównania członek na 
fzereg niefkończony, i p o to żyw fzy  za g — i ,  g —  
e — 3, i t. d. gs w yp  dnie:

L 0 + z ) = j - ( z - i l + £ _ f . 4+ i ! - i . . d o  (E)
'  k  2  Z  4  y  .

żebyśm y tem barziey maleiący otrzj-mali fzereg, po
łóżm y znow u a/s= r('J+.^ j s r = ł— z; będzie

S s = l . ( , - Z ) =  a ie

-  r ___ Z±>*>
g  S~zg S ■ *S- 3 S ■

—  i t. d.
podług zaś pierw fzego przypufzczenia g — i = g — 2 =

g — S = S — 4  i t.  d .  = s
I r  z 2 ^3 24  2 5 , -V . . 

l , u - z )  -  T ( - Z ---------------------------- T
k \  *  i  *  *y

zrównanie
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zrów nanie (F)  odciągnąwfzy od zrów nania (E ),  
otrzym am y

L ( i + z ) — l- ( l— %)— l. H ^ -  =  ~ ( z + j z 3-h£zS-b  
i — z  k '

TZ7+'vz9 ‘ )  * ‘  '  * (G),

to oftatn>e zrównanie fluźy nam na w yrażenie loga- 
r y t m u  iakieykolw iek bądź liczby przez fzeregi nie- 
Jkończone. Chcąc n .p . mieć log. y, czynie - - - -

a przeto z = 5
1— 3
. 2  f *  . 4 3 4 5 4 7 . 4 9 . Ł , \  
l o g . — ( -•+■------4 ----------f---------1----------1- 11. d. )

j.<53 f ,6 5 7 .<}7 ^.<59 y
znaiąc A, i znaleziony fzereg przerobiw fzy na ułom ki 
dziefiątkowe, kilka terminów początkowych da nam 
barzo blifki logarytm  liczby y. Chcąc teraz z (G ) 
Wyciągnąć na k  w yraz przez funkcyą a; połóżm y
?-Hz , <*— * - - » ,
«—— = a ,  zaczem z = ------ * a poniew aż /o f . a =  1,
j — 2 /i-ł*1
będzie z (G )

v a-ł-i j .fn-f-O3 y-Cfl+O5 7 - ( a + i p
ieżeli n = i o ;  bedziei

* = 2  ? l _ + i
V | ,  3 . ( l i ) 3 T - ( l l ) 5 7' (  I I P  9 -C 'O9 

to  przerobiw fzy na ułom ki dziefiątkowe, znaydziem;

k = i , $ 0 2 s S f 0 9 2 y  i t. d .- ^ ^ = 0 , 4 3 4 2 9 4 4 8 ł 9.  i t. d.

kładąc w ięc tym fpofob e'm iakiegośm y iuż użyli na

1i  z a ------ jakąkolw iek  liczb f, w ynaydziem y fzereg,

którego początkow e terminy zam ieniw fzy na ułom ki

dzitfiątkow e, i te przez ~  rozm n ożyw fzy, wypadną

R j  nam
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A l g e b r y  C z ę ś ć  II.

n am  lo g arytm y B riggiufza. T a b lic e  w ię c  logary- 
tm ó w  tym  fpofobem  ła tw o  m ogą bydź rachowane.

D w a  głó w n e zró w n a n ia  (C ), (H), daią nam  z w ią 
ze k  m ięd zy  k, i a, ta k  dalece, że k iak  w id ze 'm y 
w  zrów naniach  i w  teoryi, ciągnie za  fob ą p ew n ą  
w a rto ść  na grunt, i fta n o w i ca ły  układ  lo g a rytm ó w ; 
d la  tego tez w a rto ść  na k n a zy w a  fif W  G eo m etry i 
F o r e m n i k i e m  (Numerus regulator). K a żd y  u k ład  
lo g a ry tm ó w  m a Iw e g o  forem n ika i grunt, s których 
ieden za w ift w  fw e y  w a rto ści od drugiego. U c zy ń 
m y  n .p . k =  i ;  zrów n an ie (C )  zam ieni fig na

1 1 . 2 1 .2 . 1  1 .2 .3 .4 1 .2 .3.4.5
co p rze ro b iw fzy  na u łom ek  d zie fią tk o w y , będzie 
a = 2 ,7 i8 ig ig 2 S  i t. d. L o g a ry tm y  na taki grunt 
rachow ane fą n a yp ie rw fze  logarytm y Nepera które' 
dziś P r z y r o d z o n e m i  albo H y p e rb u lic z n e m i ( Logari- 
łhmi nałurales, Hyperbolici) z o w ią ; d la  tego, że p rzez  
takie' lo g arytm y w y r a ż a  fię p ła fzc zy zn a  zam kn ięta  
łukiem  linii k r z y w e y  z w a n e y  Hyperbolci. Użycie? 
ich ieft barzo  ro zleg łe  w  w y ż fz y c h  M atem atyki czę
ściach. l le k o lw ie k  zaś o logarytm ach h yperboli- 
czn ych  m ó w ić  będziem y, ich grunt z  dzifieyfzem i 
G eom etram i 2,718281  i t . d. n a zy w a ć  będziem y e, 
ta k  dalece: że rozum uiąc nad zró w n a n iem  logary- 
tm icznem  w  gruncie 10 , w y ra ż a ć  ie ftatecznie bę- 
dziem  p rzez  cix= y ,  zn aczyć zaś będziem y zró w n a n ie  
logarytm iczn e p rzez  ex = y ,  ile' ra zy  rzecz będzie do 
lo g a ry tm ó w  hyperboliczn ych f t ó f o w n n a .

W fzyftk ie  zró w n a n ia  któreśm y na logarytm y i fun
keye w ykład n icze ' w y ż e y  w yciągn ęli z  J. P . Eulerem, 
należeć będą do gruntu e u c z y n iw fz y  w  nich k = i , i 
ta k  w  układzie lo g arytm ó w  hyperbolicznych:

1.2 1.2.3
Z z  z 3
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2 * 23  2 5
l. ( 1— z ) =  — Z----------- -------- —  —  —  —  l t.d.

2  l  4  T
' j -ł-~ ,  2 3 , 2 5 27 29
/ l i i  = 2 ( 2 +  —  •+■ —  +  —  + ---- ł-i t. d .)
‘ i — 2 3 .y  7  s>

to oftatnie zrównanie fiuży nam do rachowania loga
rytm ów  hyperbolicznych iakichkolw iek liczb, chcąc 

' n .p . miec logarytm  hyperboliczny liczby 2, czynię

l i i  = 2 ,  s kąd Z—  a przeto
i — z

log. 2 . = 2 ( — -\-----—  -ł---- -----I- — ---- ł- i  t .d .)
3 5 -S3 r s 5 7 - f  

C o  zam ieniw fzy na ułom ek dziesiątkowy znaydziem  
Io g .2 — o ,6 g3 i 4 7  tym  famym fpofobem znaydziem y 
l o g . s = i , 6 oQ4-ł7  - - - lo g .7 = i,()4 .fę io .  i t. d. maiąc 
zaś niektórych liczb logarytm y; z nich w ypadaią lo 
garytm y liczb innych podług w yże y  w yłożonych po
czątków . n .p . 2.1.2— 1.4j 2 .lo g .f .~ lo g .2 f j  lo g .2 -+• 
lo g .s = lo g .io - , 2 .lo g .7 — log.4g. i t. d.
Takim  fpofobem  J.P. Euler w yrach ow ał naprzód lo
g arytm y hyperboliczne aż do 26. figur na dziefięć 
liczb początkow ych, które potem P. Wolfram Lieute- 
nant A rtyleryi R zeczy-Pofpolitey Holenderfkiey po
ciągnął aż do lo .ooę. w ydane przez P. Schulze w  
Berlinie 1778 w ra z  z logarytmami Briggiufza  barzo 
w ygodnie ułożonem i. W roku 1781 w idziałem  w  
Paryżu w  manulkrypcie tablice logarytm ów  hyperbo
licznych na liczby naturalne aż do 100.000, którć 
Benedyktyn ieden w yrach o w aw fzy  podał do roftrzą- 
snienia Akademii umieiętności. Te approbowane od 
Akadem ii za mey iefzcze bytności zaczęto drukować.

§. L .
P ozn aw fzy  iuż fpofób rachowania logarytm ów  w  Sp0fvsb ptte- 

iakim kolw iek układzie w róćm y fię teraz do roftrzą- ,abiani4 loga_ 
śnienia ftófunków  zachodzących m iędzy logarytmam i rytmów iedrw 
różnycK układów ; i m iędzy logarytmami różnych 8°> 
liczb w  tym że fam ym  układzie. Co do pierwfzego 
w yciągnęliśm y byli w  §, 45. na ten ftófunek zró- 
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wnanie czyli p =  lj S - €- .q  - - - (m) ,  co
q log.a  log.a

nas uczy, że ieżeli a znaczy grunt logarytm ów  Brig- 
giufzow ych, e zaś grunt hyperbolicznych, p logarytm  
liczby « należący do pierw fzego, q logarytm  teyże 
fam ey liczby należący do drugiego układu; m ożem y 
za pomocą zrów nania (m) przerobić logarytm  hy- 
perboliczny na logarytm  Briggiufza: ieżeli bowiem - 
log.e— i, log.a  czyli log.hyper. 10=2,302$$?-, będzie 
log .e i
;------- = ------------- =0,4-34.294, przeto p ~ o , 434294-1V
lo g .a  2,302 f  8 s
m nożąc w ięc iak ieyk o lw iek  liczby log. hyperb. q, 
przez 0,434294, przerobiem y go na logarytm  Brig- 
g iu fza. Chcąc zaś logarytm y Briggiufza zamienić 
na hyperboliczne'; oftatnie zrównanie daie mi - - - -

1
9 = ----------- P = 2 >3 ° 2 f&‘ r-P to ieft, mnożąc każdy

0,434294 “ J
logarytm  Briggiufza p, przez 2,301sSr, zam ieniem y 
go na hyperboliczny. S kąd poznaiem y iak ieft ła
tw o  logarytm y iednego układu przerobić na logary
tm y drugiego iakiegokolw iek. Mnożnik ten przera- 
biaiący tak logarytm y, nazyw a fię Z a m ie n n ik  (Afo- 
tłulus).

W fzyftkie zrównania na rachowanie logarytm ów  
uftanowione różnią fię foremnikiem k, który w  dwóch 
od nas roftrząfanych układach w ypada z rozdzielenia 
logarytm u hyperbolicznego q iak ieykolw iek  liczby 
n, przez logarytm  Briggiufza p teyże famey liczby,

to i e f t A  = & : przypuśćm y że n = i o ; logar. Brigg.

10— p = i .  w ięc q = k , to ieft foremnik układu Brig
giufza ieft rów ny logarytm ow i hyperbolicznemu li
czby 10. co nam fię w łaśnie w  w yżfzym  iuż rachun
ku pokazało.

Żebyśmy nic nie opuścili co do w yrazu ’ funkcyi 
wykładniczych należy, ftaraymy fię w zór  Briggiufza

cix = y

t<fo A lgeb r? Część II.



ax = y  w yrazić  przez fzereg niefkończony logarytm ów  
hyperbolicznych. To zaś łatw o barzo w yciągniem y 
z zrównania (B) §, 49. p o ło żyw fzy  w  niem a za b, 
x  za Z i foremoika k = i ,  będzie

x~ x^
ax= i + x l o g .a  + ------ (Log.a)z-+-------- (lo g .a )i +  - ,

1.2 1.2 .i

(log.ci)4-\- i t .d .  ,  , - ( 3 ')
1 .2 .jf.4  •

funkcyą w ięc iakakolw iek w ykładnicza może fig ro
zebrać na fzereg niefkończony za pomocą logary
tm ów  hyperbolicznych przez użycie zrów nania (B  ) ,  
tak iako taż fama funkcyą rozbierze fię na fzereg 
niefkończony za pomocą logarytm ów  Briggiufza przez 
użycie w zoru  (B )  §. 49.

Zoftaie nam teraz roftrząfnąć ftófunek logarytm ów  
różnych liczb w  iednym układzie. W eźmy na to 
dw ie liczby M, N-, p ierw fzęy logarytm w  gruncie a 
n azw iym y p-, drugiey logarytm  w  tym że famym u- 
kładzie nazw iym y q-, w ypadną zrównania a1’=  Af; 
a ^ = N . obydw a przerobiw fzy  na aV<i=M'i, aPV— N pj 

V m

będzie A f i= N p, A f= N  q u czyn iw fzy  M — N  ”  be- 
m v vi p

dzie N  ”  = N  1 czyli ~  te' zrównania nie

zam ykaią w  fobie a, w ięc ftófunek dwóch logary
tm ów  w  tymże famym układzie ieft nie zaw ifly  od 
gruntu, czyli ten ftófunek ieft ieden w e w fzyftkich  
Jakichkolwiek układach; te' zrów nania nam pokazu
ją, że logarytm y potęg teyże fam ey liczby w  jakim 
ko lw iek  układzie tak iię maią iako ich w ykład n iki.

S tey oftatniey praw dy złączoney z inntm i w yżey  
w yłożonenii w ypada nam fpofób użycia logarytm ów  Poltaiuie fif 
liczb catkich do liczb łomanych. Wiem}' naprzód że ^  tmi*1'*1 
ieżeli log. logarytm y w fzyftkich ułom ków  pra- 
w d ziw ych  fą odiemne: żebyśm y w ięc ułom ki mogli Jomkadi, 
rachowac przez te fame logarytm y co i liczby całkie,

Ry aa leży
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należy koniecznie cechę licznika uczynić w ięk fzą  od 
cechy m ianownika, aby refzta z odciągania w ypadła 
dodatna. Na ten koniec zgodzili fię Geometrowie 
logarytm y na liczniki ułomków- tak rachować, że w  
nich iedność ma za logarytm 10, albo 100; a przeto

—  = o ,  i ma za logarytm  9; albo 99, co łatw iey w  
7 0
■naftępuiącey tablicy poznam y.

Ułom ki. Ich* logarytm y.
z - - - - 10,000000 albo 100,000000 

0,1 - -  - - ę ,000000 - g ę,000000
0 , 0 1  -  -  -  -  0 0 0 0 0 0  -  -  -  , 0 0 0 0 0 0  

0,001 - - - 7,000000 - - - 07,000000
0,0001 - - 6,000000 - - - cj6,000000 
i t. d.

kiedy w ięc mamy do czynienia z ułom kiem  n. p. 

_ L _ ; bierzemy s tablic logarytm $■, i do i ego cechy

dod aw fzy  10, odciągamy od niego logarytm  z w y k ły  
m ianow nika 46y, s czego wypadnie nam logarytm , 
refzty 8,0} 1170: fzukam  odpowiadaiącey liczby te
mu logarytm ow i nie maiąc w zględ u  na iego cechę, a 
tę znalazłfzy 10752, tyle' dodaię zero przed figurami., 
ile' ccfze logarytmu brakuię iedności do dziefiątka, S 
tych zero ieden zaftępuie mieyfce liczb całkicb i od
dziela fię krefką: i tak log. S , ° 3  >S//-o ma liczbę od--

powiadaiącą 0,0 10752=  —- —
465.

Przyczynę tego działania pokazują nam w łafności 
ułom ków  dziefiątkowych i logarytm ów : p o w ięk fzyć 
bow iem  cechę logarytmu dzieli,ątkiem> ieft to liczbę 
‘temu logarytm owi odpowiadającą rozm nożyć przez 
10000000000; potrzeba w ięc po fkończonum działa
niu prżez tę famę liczbę w ypadek cały rachunku roz
dzielić, aby liczbę podaną w rócić do fw ey daw ney 
w artości: to dzielenie w y k o n yw a  fię przez dodanie 
tyle zero .przed figurami ile celze brakuie iedności
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do dziefiątka. I tak w  podanym przykładzie log. 
8,0315170  przez fw oię cechę pokaźnie, że liczba mu 
odpowiadająca powinna mieć 9 figur, dopelniw fzy 
ią przez z,ero na końcu przydane', i cała tg licz be 
potem rozdzieliw fzy przez 10000000000, przypadnie, 
przed figurami tyle zero; ile cefze logarytmu brakuie 
iedności dziefiątka. Przez tę famę fztukę fzuka- 
iąc logarytmu ułomku dziefi.ątkowego, bierzem y lo- 
garytm  figur tego dziefiątka, iak gdyby były calkić, 
kładąc za cechę licabę tyle fię od dziefiątka różnią
cą; ile poprzedza, zero też figury, i tak  liczby 0,0017.5 
łogarytm  ieft 7,24.30^0.

Ponieważ zaś w  tyra użyciu logaiytm ów , bierze
m y 10 za łogarytm. iedności; we. w fzyftkich działa
niach arytmetycznych mufzem y mieć w zgląd na 1, i 
iey  łogarytm. Wfzyftkie- bowiem  działania arytme
tyczne nić innego nie fą, tylko różne fpofoby poró
w n yw an ia  w ielkości iak ieykolw iek s. fw ą  iednpścią, 
i w ynaydow ania różnych odmian wypadających alb’o 
z odmiany iedności albo z odmiany wielkości famey: 
i tak mnożyć n. p. liczbę u przez b, nic innego'nie 
znaczy, tylko znaleśdż wartość b kiedy iego 1 odmie^ 
nia fię na a, czyli znałeśdź ftófunek b do mnogości

taki; iaki ieft iedności do a, to ieft i : a :: b: na-
;

leży  w ięc w  teraźnieyfzem używ aniu logarytm ów  od 
logarytmu mnogości odciągnąć łogarytm iedności 10:

to ieft: chcąc n.p. liczbę ab rozdzielić przez b, nale-
. . .  , cib. t , ,, ,
zy  rozw iązać proporcyą, b: ir.ab: —~—  przeto należy

nam w przód do. logarytmu liczby podzielney dodadź 
log. 1— 1°, a dopiero od tey fumruy odciągnąć loga- 
rytm liczby dąielącey. Te w fzyftkie w zględ y na 1'e- 
dność i ięy łogarytm  odpadaią w  liczbach całlcich, 

Ro ponie'waż



pon iew aż' tam log . . 1 — 0.  Zobaczm y te w fzyftkie 
praw idła w  przykładach.

• » ■? ^ f
Przi/kłdd mnożenia: niech beda u ło m k i— — X -------

124 7 i&

log—-— =  S,iSi6gę6.
124
Z c-

log-------- =  S-,07 20184.
7 j i ____________

log. mnogości —  17,0^^7270—‘■10=7,0^^7270 
którem u podług pierw fzego praw idła odpowiada li-

3 2 S czba 0 ,0011369= — — X  
124 732

I 7
Przykład dzielenia', niech będa u łom ki --------.* —

30S2 2<)
l o g --------+ lo g .  1 = 1 6 ,$  111674.

$082

log. — =  ę,3 827000
_______± 9 ____________

log. w ielorazu =  7,1284674'
J 7

któremu odpowiada liczba 0 ,0 0 13 4 4 2 = ------ : — .
3082 2ę

a poniew aż w ynofzcnie do potęg nic innego nie ieft, 
tylko mnożenie liczby famey przez fię tyle' razy p o
wtórzone', ile w ykłudnik potęgi zm nieyfzony j ,  ma 
w  fobie iedności; wyciąganie zaś p ierw iaftków  tyle'ż 
i  takim że fpofobem powtórzone' dzielenie; za ka- 
idem  zaś mnożeniem należy odciągać od logarytmu 
mnogości a o; tak iak za każdem  dzieleniem potrze
ba do liczby podzielney dodawać 10, idzie za tern, 
że w yn ofząc ułomek iaki do potęgi m, za  pomocą 
logarytm ów , potrzeba od logarytmu potęgi o d c i ą g n ą ć  

liczbę 10.(m— 1): wyciągaiąc zaś pierw iaftek należy 
w p rzód  cechę logarytmu ułom ku podanego pow ie-

k fzyć
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kfzyć liczbą 7o.(m—  i ) ,  a dopiero go potem rozdzie
lić p rzez w ykładnika pierw iaftku. Zobaczm y to w
przykładach. . , , , ,

Przykład wynofzenia do potęg: w ynalesdz w artość 

(o ,o r )s- - '  '  f-l°g-°>0S=S-S>e’ 9 S9 7 °oz= 4 5 >4 9 4 S so°- 
od tey mnogości odciągnąwfzy i o . ( j — i ) = 4 0 , zoila- 
nic fię 3,4948500— log.(o,o?)$, któremu odpowiada 
liczba 0,000000$ i2 s— (o ,o s )5.

Przykład wyciągania pieriviąflkóiv. W ynaleśdź war- 
6

tosć 1^0,iy . - - • log.o, 11+ 4 0 = 4 9 ,176 0 9 13.
ro zd zie liw fzy  go przez 6, wypadnie logarytm  pier-

6

•wiaftku $,1960152 którego liczba o,o 15-704=^0,;5-.
T akim  fpofobem przyftófow ane logarytm y do u- 

łom ków  niezmiernie rachunki arytmetyczne ułatw ia
ją, i fiużą do obiaśnienia tablic trygonometrycznych, 
dla których praw ie nayfzczególniey ten rodzay ra
chunku był w ynaleziony, i do nich iedynie użyty od 
Nepera. S tegoć to podobno pow odu J. P. Euler 
p rzy ftó fo w aw fzy  barzo fzczęśliw ie rachunek A lge
braiczny do logarytm ów , obrał fobie zaraz rachunek 
trygonom etryczny do wydolkonalenia w  tym że fa
jnym  w id oku , ale z  w iękfzą  daleko pomyślnością, i 
z  niezmiernie rozlegleyfzym  dla geometryi pożyt
kiem. W ypada nam o nim z  barzo proftego rzeczy 
porządku m ów ić. leżeli bowiem  w e w fzyftkich  
m atem atyki częściach, gdzie rachunek arytmetyczny 
w chodzi, pomoc Algebry przez ogólność 1’woich zna
k ó w  i praw ideł, rosciąga barzo daleko granice pra- 
w d y ; w  trygonom etryi zaifte która ieft czyftem  przy- 
ftofow aniem  arytm etyki do geom etryi, rachunek al
gebraiczny nayfzczęśliw iey udadżby lię pow inien, i 
przy łożyć fię do dofkonałości ledw o nie w f z y 
ftkich matematycznych nauk, i od nich zawifiych 
fztuk i rzemiófi, w  których użycie trygonom etryi ieft 
nieuchronne. Iakóż fkutek pokazał, że ftw orzenie 
tego rachunku, i w prow adzenie go w  całą matema
tykę, będzie zaw fze na czele naypożytecznieyfzych

w yn alazków
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w y n a lazk ó w  tego w ielkiego Geometry. N ależy Jo 
iftoty nafze'go zamiaru w yłożyć go w  całey fwe'y 
obfzerności i św ietle. Trzym aiąc fię ściśle nafzego 
w  tey xiążce przedmiotu, powinnibyśm y w fzyftkie 
trygonom etryi początki mimo fię puścić, wyciągnięć 
poprzedzaiącey tey wiadomości po czytelniku; aie 
pamiętni na niedoftatek narodu, w  którym rozrzu 
cone geometryi x iążk i barzo w iele do czynienia w  
arytmetyce i trygonom etryi zoftaw iły, nie ufpofabia- 
iąp uczących fię do dzifieyfzego ftanu matem atyki, i 
nie poprawiaiąc w iele niedokładnych i fałfzywych, 
tłóm aczeń w  ftófunku liczb do linii; uznaliśm y za 
potrzebę, ogólny przynaym niey w idok całey trygo
nom etryi w y ło żyć , i z  niego wyciągnąć analityczny 
rachunek linii, które trygonometryczneini nazwano.

ROZDZIAŁ CZWARTY.

S pierwfzych początków Trygonomet ryi  w y 

ciąga f ię  rachunek L i n i i  T r y g o n o m e t r y 

c z n y c h ;  t łómaczą f ię  włafności  Ł u k ó w  k o ł a  

(drugi  rodzay funkcyi przeftępnych); fpofób 
rachowania Tabl ic  t ry g ono m etry cz nyc h  i ich 
L o g a ry tm ów : uż yc ie  nakoniec tego rachun
ku s poprzedzających pokazuie fię rozdziałów.

LI.

O b r a z  o gó lny  yUT^yftkie figury liniami profte'mi zamknięte roze-
o  w y m ia ra c h  brać fię mogą na troykąty, przeto do ich wym ia- 
p i f z c i y z n ,  ru (jofyć nam ieft wiedzieć fpofob mierzenia troyką- 

tów . Każdy troykąt ma w  fobie fześć rzeczy do 
uważania: w fzyftkie te wchodzą w  iego rozmiar, od 
w ielkości bowiem  dwóch boków , i różney ich do 
fiebic pochyłości, zawifta w ielkość trzeciego i i e g °  

pochyłość do pierw fzych, a od w fzyftkich  tvch, wieł-.
'k o ś ć
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kość płafzczyzny w  troykącie zaw arte j.  Wymiar 
■figury dzieie iię przez porównanie płafzczyzny z in
ną p ł a f z c z y z n a  wziętą z a  miarę, która fię za z w y -  
czay brać z w y k ł a  s cząftek figury. Równanie dwóch 
p ł a f z c z y z n  rodzi ftófunek, który póty nie odkryie 
w y m i a r u  płafzczyzny  podaney, poki go n i e  zrów n a
my z  d r u g i m  ftófunkiem. Drugi ten ftófunek bierze
my z nauki ogólney ftófunków czyli z arytmetyki,
•fzukaiąc liczby, któraby fię tak miała do fw e y  iedno
ści, iako fię ma płafzczyzna podana do fwoiey mia
ry. 1 na tem ci to wynaydowaniu liczb wfpomnio- 
rjych, i wyrażeniu przez nie ftófunku zachodzącego 
miedzy płafzczyznami, zależy cała część geometryi o 
wymiarach płafzczyzn. D ow odzi ona nam, że ma- 
iąc. kwadrat, a z iego wyfokości w z ią w fz y  część za 
iedność liniową, drugą znowu część równą s podfta- 
w k a ,  s tych dwóch części zrobiwfzy kwadracik ma
ły, tego kwadracika płafzczyzna, ma fię do płafzczy
zny kwadratu podanego, iako fie md mnogość licze
bna ze zbioru iedności liniowych wyfokości, przez 
zbiór iedności liniowych s podftawka; do iedności 
liczebney ogólney. S kąd wyciągamy tę regułę: że 
płafzczyzna kwadratu ieft rów na mnogości z wyfo- 
kóści p rze z  podftawek. Ten fkrócony w  geometryi 
■wyraz nie wytłomaczony dobrze poczynaiącym, 
w p ra w ić  ich może w  barzo przewrotne geometryi 
rozumienie: wiem y bowiem że linia nie może fię 
mnożyć przez linią, bo w  tem działaniu ieden zm no- 
żników  bydź koniecznie powinien liczbą oderwaną i 
ogólną.

W takowem płafzczyzn-m iędzy fobą równaniu i 
wyrażeniu ich do fiebie ftófunku przez liczby, ezwar- 2 wymiaru 
ty termin w ypd da koniecznie s trzech iuż wiado- Plalf c iyin yy  
mych, a zatem z fześciu rzeczy w  fkłdd troykąta .trygonomc- * 
•wchodzących trzy tylko fą wolne dla nafzych przy- tryi, i linii 
pufzczen, inne zaś trzy iuż fą wypadkiem  konie- uiywa- 
cznym s pierwfzych. I na tem ci to w ynaydowa- nych# 
niu trzech .rzeczy, z innych trzech podanych zależy

-fałd
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cała fztuka rachowania troykątów, którą Trygono- 
metryc[ nazwano, a która ieft tylko proftym rachun
kiem arytmetycznym do geometryi ftófowanym. Idzie 
W’iec w  trygonometryi o porównanie fześciu rzeczy 
między fobą, i wyciągnienie przez nie trzech niewia
domych s trzech podanych. Linie profte iakiemi fą 
boki troykąta potrafiemy dobrze między fobą ró
wnać, i ftófować: ale iakże ftófować kąty z liniami? 
Geometrowie obrali fobie obwód kota do wym iaru 
kątów, lecz nie maiąc dokładnego ftófunku między 
linią proftą i krzyw ą, nie można było boków  równać 
z  łukami zamykaiącemi kąty. Trzeba im więc było 
pow ym yślać inne linie profte znaczące' łuki koła, i 
kąty, s których wielkości możnaby przyiśdź do w iel
kości kątów.

■Wziąwfzy fobie na figurze i . tuk DB mierzący kąt 
ACB-, linie' profte oznaczaiące' ten łuk fn: pionowa 
A B  która fię n azyw a W s t a w ą  l u k u  DB lub k ą t a  

A C B  (Sinus circus vel anguli)-, D A  W s t a w ą  o d w r ó 

c o n ą  (Sinus verfus): ED  S t y c z n ą  (Tangen.t): EC  
S i e c z n ą  tego fam ego łuku lub kąta ( Seccins) .  
Aźe z  wiadomości łuku DB  wypada wiadomość łu- 
ku BG który ieft iego dopełnienie'm, więc i linie do
piero wymienione' odkryć nam zaraz pow inny po
dobne' linie ftużące łukow i BG, albo że iainiey po
w iem , linie łuku DB mieć powinny inne odpowiada- 
i ą ce  fobie w  łuku BG: iakoż B I i= A C  która ieft wfta> 
w ą  łuku BG, nazyw a Hę D o s t a w ą  łuku DB ( Coft- 
nus arciisj-, H C = B A  która ieft w ftaw ą  DB n azyw a 
fig Doftawą BGj GH która ieft Wft twą odwróconą BG, 
zowie' fię Doftawą odwróconą DB (Cofimts verfus) 
FG, która ieft Styczną BG, zow ie fię Doftyczną DB  
(cotangens): Sieczna nakoniec FC  łuku BG, ieft Do- 
fieczną łuku DB (Cofecans): i tak co fię w  iednym 
łuku zowie Wftawą, Styczną, Sieczną/ i t. d. to w  
iego dopełnieniu nazyw a fię Doftawą, Doftyczną, 
Dofieczną, i t. d. Wfzyftkie te linie iak widzemy, 
f t  liniami proftemi i funkcyami promienia, który

będąc
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nayw iękfzą w ftaw a łuku 90,  m a  i m i e  W s t a w y  p r o - 
s t e y  (Sinus reElus). N aznaczyw fzy takim fpofo- 
bem linie wyrażaiące luki, potrzeba ie było przy- 
w ieśdź do iedney powfzechney miary porów nyw a
nia, to ieft w yrazić ie w  cząftkach promienia DC: 
oprócz tego znaleśdź ftófunek między niemi w fzy-

• frkiemi, za którego pomocą maiąc n.p. w ftaw y, m o
glibyśm y przyiśdź do odkrycia doftaw, ftycznych, 
doftycznych, fiecznych, dofiecznj-ch i t. d. potrzeba 
iefzcze było znać przynńymniey iedne takow ą linią 
w  cząftkach promienia, a dopiero od tey wiudoniey 
przyiśdź do w fzyftkich odpowiadających łuków , po- 
cząw fzy  od naymnieyfzego aż do naywiękfzych. To 
oftatnie zadanie rozwięzuie nam geometrya: ieżeli 
bowiem  w ftaw a ieft połow ą cięciw y; cięciwa zaś łu
ku 60° ieft równa prom ieniowi; w ięc w ftaw a  łuku 
?o° ieft połow ą promienia. Inkimżeby fpofobem od 
w fta w y  łuku ;o° wiadom ey przyiśdź do w fta w  in
nych iakichkolwiek łuków? oto gdybyśm y mieli fpo
fób s w ftaw y iakiego łuku, wynalezienia w fta w y  łu
ku podw óynego, iego połow y; powtóre z dwóch łu
ków  poiedynczych w ftaw ę ich fummy lub różnicy; 
m ielibyśm y zaraz w ftaw ę łu k ó w  '7 f° , 7° 30', 4$-°, i 
innych. Te w fzyftkie uw agi pokazuią nam że do 
wynalezienia linii wfpomnionych które łrygonomctnj- 
cznemi nazw ano, na w fzyftkie łuki koła, rozw iązać 
nam potrzeba naftępuiące zadania;

Pierrofzi'- wynaleśdź zw iązek zachodzący m iędzy 
w fzyftkierni liniami trygonometrycznemu

Drugie: maiąc w fta w y  poiedyncze dwóch łuków , 
wynaleśdź w ftaw ę ich fummy i różnicy.

Trzecie: maiąc w ftaw ę iakiego łuku, wynaleśdź 
w ftaw ę łuku podw ójnego i iego połow y.

Nim przyftąpiem y do rozw iązania tych zadań, 
zgodziemy fię dla w ięk fzey  w ygody w  rachunku, 
promień koła, który ieft zaw fze  ilością ftateczną, 
w ziąść za iedność; wfzyftkie' w ięc w fta w y  łuków  
iakichkolw iek, w y iąw fzy  łuk go°, będn ułomkami.

S Pierwfze



Pierwfze zadanie rozw ięzuią nam propofeye 2 geo1- 
metryi w yięte, a przez algebraiczne zró w n an ia 'w y
rażone, dla czego łuk iakikolw iek D B, nazw iem y 
Pj będzie w ięc BG— ęo°— p: dla krótkości zaś uży- 
iemy naftępuiących w yrazów : tujł.p, znaczyć będzie, 
wJłaiCa tuku albo kąta p, podobnie:
D o jł: p. znaczy D oftaw a łuku lub kąta p. ( Cofinus 

arcus p ) . ,
Sty.p. Styczna łuku lub kąta p. (Tangens arcus p.f. 
Dojły: p. D oftyczna p. - - - (Cotangens p). 
Siec: p. Sieczna łuku lub kąta p. (Secans arc. p ). 
Dufić: p. Doiieczna łuku lub kn. p . (Cofecaus a r .p .)  
1vfi\ odiur: p.  W ftawa odwrócona (Sinus verfus). 
Dofł: odw: p. D oftaw a odwrócona (Cofinus v er jus.)  
Ł.WJł: k. Łuk który m a za w ita  w e k. (Arcus cujns 

ftnus k).
Ł . Dojł: k. Łuk który md za Doftawę k. (Arcus cu- 

ju s cofinus k). i t. d. 
a naprzód Chcąc w ynaleśdź zw iązek między w ftaw a 
i doftawą, to ieft m iędzy A B, i A C — BH m am y po
dług prop. 47. 1. Xięgi Euklidefa naftępuiące zró
wnanie (B C )2= ( A B ) 2-h(A C 2) ,  czyli 1— (u jł.p )2 4 - 
( D o jł.p )2, a przeto D oJł.p= vr ( i — [niftip]*}- I|ine 
zrów nania Wyciągniemy s podobieńftwa troykątów, 
znacząc ie przez ( t n ) :  i tak troykąt EDC  CO & B A C  
CO A F  C G CO A B  C i i ,  które daią nalłępuiące pro- 

poreye.
CA:D C::AB.ED  to ieft dojł.p: 1:: w jl.p .jły .p , s kąd 
n wfiiP  '-'V

fiy -p—
dojł.p

ED:DC:.GC:GF  - - Jły .p :i::i: dojły.p, s k ą d  

dojłytp 

AC-.B 

fiec.p

i 70 A lg e b ry  C żjZść II.

. fty-p
AC:BC::DC:EC  - - dojł.p:i::i: Jiec.p, s kąd

dojł.p
HC;

\



HC:BC::GC:FC - - w jł.p u ^ i:  dojie.p, s kąd

te zrównania daią nam zw iązek miedzy w fzyftkie- 
mi liniami trygonometrycznymi i rozw iezuią pier
w fze  zadanie.

Co do drugiego: niech będzie na f i g . 2. łuk K B = x ,  F,6> V 
którego w ftaw a KL, dóftawa LG, łuk B A = y ,  któ
rego w ftaw a  BD, doftawa GD-, potrzeba nam w y- 
naleśdź łuku KA = x + y  w ftaw ę KM, i doftawę GAf; 
p o p row ad ziw fzy  LO, L P = M O , do złożenia troyką- 
tów  podobnych GBD, GLP, tak aby w  ich fkład 
w chodziły linie wiadome', b.ędzie w fta w a  którey fzu- 
kam y KM— KO+OM^ w ypada nam naprzód; 
GB:GL::BD:LP=OM , to ieft 1: d o J ł . x wjł.y :0 M =  
litft. y. doJł.x powtóre A G B D  GO KLO. daie naftępuiącą 
proporcyą;
GB:GD::KL:KO to ieft, 1: Dojł.y:: v:fl.x:KO— u ijl.x . 
dojł. y ; K O + O M =  iu j l .( x + y ) =  ivfl.xdoJl.y-b DoJł.x 
lu jł.y  - ’  - (O -
Chcąc zaś w ynalesdź GM czyli dojł. (x-hij), mamy 
naprzód GB:GD::GL:GP to ieft: dojł.y:: rioJi.x (jP== 
doJl.x Dojł.y. Powtóre; -
GB:GD::KL:LO to ieft; 1: lujt.y:: ivfł.x:LO—  iujł, x .  
w jł.y  w iec GM— GP— L0 =  doJt.(x+ij) =  doJł.x dojł. 
y —  iv ji.x .iv fi.y . - - - - (2)
Drugą część tego famego zadania chcąc rozw iązać, 
n azw iym y na Fig. 5. KB ( x ) ,  BA (y) s których 
w ftd w  i doftaw pojedynczych KL, G L ; BD, GD, po
trzeba nam wynalesdź w ftaw ę i doftawę łuku - - - 
KB— B A = x — y. _ Poprow adziw fzy MO, PL, LO, dla 
złożenia troykątów  podobnych z linii znanych, na
przód A  GBD CO A  GLP, a. p'rzeto:
GB:GL::BD:LP±=OM to ieft: j; do/ł. x:: uijł. ij: O A f=  
tujł. y dojł. x .  Pow tóre A K  OL CO A  GBD . więc 
BG:(j D::KL:KO to ieft: 1: do fi. y:: wjł, >: KOac=. tujł.x. 
doft- lit s kad K M =K .O — OM-=  w jł.(x — i<) = : w lł.x. 
dojł.y—  doJł.x wjł.y - - - - (3)

Si Na
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Nn wynalezienie zaś G M =  doJł.(x— y )  m:imy na
przód :GP  to ieft /; dojl. y:: dąfł.x: G p =  
doJi.x. doft. y. Powtóre'? - - - - -  
GB:BD::KL:OL to ieft i: wjł.y:: ivft. x: GL—  wjł. y. 
u ji .  x ,  s czego otrzym uiem y dojł. ( x — y) —  doJł.x. 
dojł.tj-y- iu jl.x  n jl.y . - - - - (4 ). 
W ynaleźliśmy więc cztery zrównania:

( 1 )  w ji.(x + y ) =  iujł.x. doJ1.y +  doJl.x. wfi.y
(2) d o J ł.(x + y )=  doJ}.x. dojł.y—  iv jł.x . luft.y (»)• 

($) iv jł.(x— y ) =  w jł.x. dojł.y— DoJł.x. wji.y 
(4.) doji.(x— j/_)—  dofł.x. doJł.ij-+- u jł .x .  wjł.y

D od aw fzy  zrównania ( 1 )  z ( jJ ,  i znow u odcingną- 
•w fzy  te fame od fiebic, otrzym am y inne cztery.

( 1 )  2. iv jł.x . doJt.y= iijł.(x + y )+ - ivft.(x— y ),
(2 ) 2. doJł.x. dojł.y—  doJt.(x-+-y)-{-doJł.(x— y), (fi) 
(} )  2. d oJi.x .v jJl.y=  ivfi.(x + y )—  w jł.(x — y ) ,  . 
(4 )  -2. w ji.x. tvji.y== doJł.(x— y )—  doJł.(x+ y).

uczyn iw fzy w zrow n aniach  (ot) \ = y ,  pierwfze' dw a 
zrów nania daią nam:
7r j ł . ’y=2-, wjl.y, doft.y, --  DoJł.2y=(doft.y)'1—  (n jł.y )*  
oftat. zaś dw a. w Jł.o=o, doJł-o= (dcjł.y)2+ ( u j h y ) - = i . 
to ieft: że w fta w a  łuku zero rów na ieft zero; dofta- 
w a  zaś łuku zero rów na ieft promieniowi kota, co 
nam właśnie fama figura pierw fza okazuie. Tę fa
mę w artość w p row adzrw fzy  w  zrównanie ( f i)  - -

3c=t/=l<i, pamiętaiąc o dopiero wyciągnipnych zró- 
w naniach, otrzym am y z (2 )  i ( ą)

D w a  te' zrów nania w yrażaią w fta w y  i doftaw y p o
ło w y  łuku przez w ftaw ę i doftawę łuku całkiego, 
tak iako pierw fze dwa u  ftawę i doftawę łuków  
podwóynych przez w ftaw ę i doftawę łuków  poje
dynczych, przeto obydw a rozw ięzuią zadanie trze
cie. K ażdy z nas łatw o  poym uie, iakim fpofobem 
maiąc wiadomą w ftaw ę luku fo ° , i zrównania z  r°~ 
zw iązan iu  trzech zadań w ypadłe, rachowane s tąd

bydz

W
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bydź mogn w fta w y  i doftaw y łuków  innych.
Iakośmy zaś z  zrównań (*)  potrafili w yciągnąć' 

w fta w y  łuków  podw óynych u czyn iw fzy x = y ,  tak 
w  tychże famych kładąc za x = 2 y ; x*=3y, x = j y  
n a f t e p n i e ,  i zamieniaiąc w fta w y  łuków  podwóynych, 
p o t r ó y n y ć h  i t. d. za ich w artości w  łukach poie- 
dynczych, otrzym am y podobnie:

jr jł .3 y==3 .w ji.y(dqfl.y)*— (wft.y) 3  - - - - 
D o jł.$ y =  (dojł.y) z— jdojł.y(w jł.y) 2. i t.d . 

p o ło żyw fzy  teraz w J Ł x = p , d o / ł.x = q , w jł.y— in, 
tioji.y— n i dw a zrów nania p 2+q~— i } m2-HJ2= / ,  
używ aiac do zam ian; otrzymamy':

WJł. x — p. 
tuji. (y + x )= m q + n  g. 
n jł.(2 y + x)= 2 n (m q -b tip j— p. 
vifi-(3y-ł-x)— 2n[2m nq+2n2ją— jj]— mq— np. 

i t .  d .  

to ieft:
WJł. Xz=lt)Jł.X 

wJł. ( y + x ) — luji.y. doJł.x+doJł.y.ivJł.x 
iv ft .(2 y + x )= 2  dojł.y. w jl.(y + x )— iufl.x  
w jl.(p y + x)— 2 dojł.y.ivjł. (2y+ x)— iuft.(y + x)  
w j\.(4iy+ x)= 2 doji.y.wjł. ( $y+ x) — wJł. C iy + x )  
v J ł.(n y + x )= 2  dojł.y.wJł. [(n— i) y + x ] — uJł. [(n— 2)y+x~\ 
to famo i na doftawy.

D o J ł.x = q  
dojł. (y + x )  = n q — mp. 
dojł. (  2 y + x  )= 2 n (n q — m p)— q 
tło J ł.(2 y + x )= 2 n (in 1— 2nmp— q)— nq+mp  

i t. d. 
to ieft:

Dojł. x — doJł.x 
dojł. ( y + x )  = d o jł.y .d o jł.x— w jł.y.ivjł.x  
doJł.(2y+ x)— 2.dojł.y .d ojł.(y + x ) — doJł.x 
dofł.( }y-hx)— 2.doft.y.dqfi.(2y-hx)— d')Jł.(y+x) 
dofi. (4 y + x)= 2 .d o jł.y  .dojł. ($y-\~x)— doJł.(2y+x) 
dofł.(ny+x) = .2 .dojł.y.dojł.( [ n—  1 ]y + x )— do/ł. [(n— 2 )y + x ]■ 
gdzie w idzem y, że kiedy łuki idą w  poftępie arytme- 

S} " tycznym
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tycznym  ich w fta w y  i doftawy maią poftęp zw ro- 
I tny, iakiby w yp adł z odw ikłania ułomku maiącego

za m ianownika i —  łtix+ (m 'l+n'1)x '1 podług §> ?2.
S tych oftntnich zrównań uczyn iw fzy x — y  w n ofzą 

fię inne w ielkiego w  rachunku matematycznym uży
w ania, to i£ft:

W Jł.zij=2 irrft.y.dojł.y (K)
tufi. 3 y = 2  dojt.y.iufł.ży—  icjł.y  
lujł. 4-y— z dojł.y.wjł. iy —  w jł.zy  
wJł.sy— 2 dojł.y.wjł.^y —  «'fi-iy  

iuJł.ny— 2 dojł.y ivjł.(n—  i)y —  w jł.(n— z)y

doJł.$y— z dofly.doft.2y—  do fl.ij 
dofł.4y=.2 dojł.y.dojł.jy—  doJł.2y 
doJł.sy=2 dojł.y.doJł.Ąy—  dojł.^y 

i t. d.
doJł.nyz=z2 dojły. doJł.(n— i)y—  dojł.fn— 2)1/.

§. LII.
. Poniew aż zam ierzyliśm y fobie rachunek algebrai-

m«fy«nee°do czn}r w  trygonometryą w prow adzić, i za pomocą' iego 
datnć i od ie- tę naukę daley rosciągnąć; potrzeba nam pamiętać 
mnć. na nafze początki w  I. Części rzucone, że ilości ia-

kie'kolwiek cechowane znakami ogólnemi należy u.- 
w ażać nie tylko przez w zgląd  na ich w ielkość, ale 
nawet przez w zgląd na ich ftun, w  którym  lię iedoe 
w  porównaniu drugich znayduią. Należy nam prze
to nauczyć fię w  liniach trygonometrycznych użycia 
zn aków  dpdatnych i odiemnych. Czego chcąc doyśdź 
przez profte" geometryczne' uwagi\ rzućm y okiem na 
Fig. 1. i ścigaiąc różne odmiany łuku D B, a z nim 
odmiany w fta w , doftaw , ftycznych, doftycznych 
i t. d. znaydziem y, że kiedy tuk rośnie, iego w lla w a  
i ftyczna pow iękfza fię; doftawa zaś i doftyczna u- 
byw a; dofzedłfzy po°, w ftnw a ftaie fię nayw iękfzą, 
czyli równą prom ieniow i, a doftawa zero; w  tym  
famym przypadku ftyczna ftaie fię równo-ległą s sie
czną, czyli niefkończoney wielkości, a doftyczna 
zero. Kiedy łuk przefzedifzy 90° znow u rośnie; ie-;

S °
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R o z d z i a ł  IV.

go w ftaw a  i ftyczna ubyw a, a doftawa zaczyna ro> 
fnąć. Ale że doftawa była dopiero zero, ftyczna zaś 

to ieft przefzły  za granicę oftatnią w zroftu  i uby- 
\vanid: powiedzieliśm y zaś w  §. 16 . że ilość iaka 
kończona przefzedłfzy za o, albo ś, odmienia fw ó y  
ftan i ftaie fię z dodatney odiemną lub przeciwnie, 
w ięc w fzyftk ie doftawy i ftyczne łuków  w iękfzych 
od ~qo° czyli kątów  rozw artych fą odiemnemi. Idąc 
daley za w zroftam i łuku znaydziem, że kiedy ten 
będzie i So° na ten czas w ftaw a = o ,  doftawa równa 
prom ieniowi odiemnemu, to ieft, n azw aw fzy  poło
w ę obwodu koła P, w ft. P = o , doft. P = — /. Prze
chodząc za połow ę obwodu w fta w y  zaczynaią ro- 
fnąć i bydź odiemnemi, a doftaw y w  tymże famym 

ftanie ubyw aią, i dofzedłfzy |-P  czyli do M, dofta
w y  ftaią fię znow u zero, a w fta w y  równe' promie
niowi odiemnćmu. Od M naolłatek idąc do D , do
ftaw y rolną, ale przefzedłfzy za zero ftaią fię zno
w u  dodatne, a w fta w y  odiemne aż do D , póki zno
w u  nie przeydą powtórnie za granice fw ego w zró- 
ftu i ubyw ania. S tych w ięc uw ag w ypada, że 
w fta w y  łuków  w  pierw fzey  i diugiey ćwierci koła 
fa dodatne, w  trzeciey zaś i czw artey odiemne; do
ftaw y  W pierw fzey i czw artey ćwierci koła fą do
datne, W drugiey i trzeciey odiemne': to ieft, że 
śrzednica DL  przedziela w fta w y  dodatne, które leżą 
nad nią; i odiemne które fię pod nią znayduią: śrze
dnica zaś GM oddziela doftaw y dodatne, które fą po
łożone na lew ey? od odiemnych które fą na praw ey

iey ftoronie. A  poniew aż J ły .p =  1! ,  d oJły .p =
dojł.p

—------» ftec.p— — -— , doile. p =  — -— ; idzie za tem
fhjc.p dojł.p J *  w Ą .p
że ftyczne' fą w  te'n czas dodatne kiedy w fta w y  i
doftaw y razem dodatne, albo razem odiemne, co ma
mieyfce w  p ierw fzey i trzeciey ćwierci koła: fą zaś
odiemne W ćw ierci koła drugićy i czw artey ponie-
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i w a z  tam w ftaw y i doftaw y maią znaki różne. Do-
ftyczne iako pokazuie ich zrównanie właśnie fię tak 
maią iako i ftyczne, to ieft krócey mówinc: że fty- 
Gzne i doftyczne fą w  ćwierciach kota liczby niepa- 
rzyfte dodatne; w  ćwierciach zaś liczby pdrzyftey 
odienine'.

Sieczne łuków  podług zrównania tak fig ma- 
ią iako ich do ft a wyj  dolieczne zaś iako w fta w y , to 
ieft: ze fieczne w drugiey i trzeciey ćw ierci koła fą 
odiemne; w  p ierw lzey i czw artey dodatne; dofieczne 
zas w  pieYwfzey i drugiey ćw ierci dodatne, a w  trze- 
ciey i czw a rtey  odiemne. S tych uw ag w ypadaią 
nam naprzód zrównania. Tf/i.o— o, d oJł.o = ry - - 

wfł. doJł.\P=o, w Jł.P=o, doJł.P= —  i, - - -
wJJ.jP— — i , doJiĄPz=o. wjł. zP— o, dojł. z P ~ i .

.................. Kombinując zrównania teraźnieyfze z ( a , ) ,  to ieft.
i. 1 nu kaidcy • J vl*  ’  7

try^onomccry kładąc w  te oftatnie* za x  łukl ~_P} -J/>? ^P, i t. d. 
cznćy odpo- otrzym am y naftępuiącć praw dj’-.

7zonl "liczba" (*_P+y)=-h dojł.y - - - wJł.(\P— y) =  +  dnjt.y. 
łuków. dojł. (iP-hy)=s —  jujł.y --  - doJł.(lP— y)r=Ą-iuJł.y.

tvjł. (P-hij) =  —  wjł.y - - - iujł. (P— y )  =  •+• tujł.y 
dojł. (P+ y) —  —  dojl.y - - dojł. (P— y) = — dojł.y^

Uljl. ({P->ry) =  — dojł.y  -  -  wjł. (\ P ~ y )  z= —  dojl.y^ 
doJi.(ĄP+y) =  wjł.y  -  - dojł. ( IP— y) = —  wjl.y

iii/?. (zP+-y) =  -+- wjł.y - - wfł. (zP— y ) =  —  wjł.y 
dojl. (zP-hy) =  dojł.y - - dojł. (zP— y) =  -+- dojl.y 

powtarzając iefzcze w ię c e yra zy  ob%-ód koła roscią- 
glibyśm y daley liczbę tych zrównań, s których każdć 
ieft twierdzeniem  geometrycznem. P rzyp atrzyw fzy 
fię zaś z uwagą w fzyftkim , widzem y że kilka łu kó w  
m iędzy fobą różnych maią te fame w ftaw y i dofta- 

Pijjur* 4. w y , co nam także figura 4. pokazuie. Wiemy bo
wiem , że cięciwa w  kole należy do tych w fzyftkich 
łu k ó w , które fię kończą na iey przecięciach s kołem; 
i tak A C  należy równie do łuku ABC, do łuku A D C

i do
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R o z d z i a ł - IV'.

i do w fzyftfcith innych łuków , które obrote'm fw oim  
op ifzc w  naftępuiąćy fpofób: w-ziąwfzy n. p. koniec 
cięciw y A , i tocząc ią około drugiego końca G, ta 
cięciw® w ro ciw fzy  fię na fw e mieyfce, będzie należyć 
do łuku A B C , i do całego obwodu k o ła  który obie
gła, tak dalece, że n azw aw fzy  A B C , m; tocząc cięciwę 
tyle razy, ile nam  fię podoba i wracaiąc ią na fw oie 
mieyfce, w fzyftkie' łuki, które opifze fw yrn biegiem, 
będą do niey należyć^. to ieft łuki u, u + P 'y u+2 P‘, 
tiA-^P'  ̂ u-HfP'; i t. d. ("tu bierzemy P' za cały obw od 
koła_), toż famo m ów ić o łuku ADC=r-P'— u, s któ
rym podobne dziać fię będą odmiany za biegiem cię
ciw y, tak dalece, że znow u ta fama cięciw a będzie 
należyć do łu k ó w  P'— u, żP '— u, 3P'— u, 4P'— u, 
j t. d. A le ie- ta cięciwa przechodząc przez łuki 
u, P '— u, raz niknie, drugi raz znow u rośnie; idzie 
za tem że między temi łukami iedne będą, których 
cięciwa A C  ieft dodatna; a drugie, których ieft odie- 
mna podług §. i« . to ieft uważaiąc ten bieg iakośmy 
go uw ażali w  ftawach i doftawach, do cięciw y do- # 
datney będą należyć łuki

m; K+2P'; U+-4-P - - u-t-2-nP’ - - .
P'— ir, jP ’— u ,s P r'— u  - - ( 2 n + i ) P ’— m . 1 

D o cięciw y zaś odiemney łuki.
w-ł-P'; m-KjP'; M-ł-yP11 - - u + ( 2 n -h i)P ’ - • - 

2P’— u\ 4P'— m; 6 P '— u  - - zn P '— u 
to ieft że do łuków  A B C , A D C , przydając iakąkol- 
w iek  liczbę parzyftą obw odów  koła, w fzyftkie te' 
łuki będą m iały cięciwę A C  dodatną: przydając zaś 
do tychże famych łuków  liczbę obw odów  koła nie 
parzyftą; w fzyftk ie  będą miały cięciw ę A  C odie- 
mną. Każda w ięc  cięciw a należy do niefkończoney 
liczby łuków , a przeto i w fta w y  które fą p o ło w a 
mi cięciw,- doftaw y, ftyczne, doftyczne, i t .d . które' 
fą funkeyami pierw fzych, maia także niefkończoną 
liczbę łuków , Ho których należą. Ta w ięc liczba 
łu kó w  odpowiadająca iedney linii twgonom etryczney 
nię może pydź w  zrównaniu ałgebratcsnem zaw arty;
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to ieft że łuki fą fUnkcyami ‘przćjłępnetni fw ych 
w fta w , doftaw i t. d. Maiąc w ięc podane zrów na
nie n.p. w J ł.z = A ,  a chcąc z niego wyciągnąć łuk z , 
otrzym am y z — Ł.W Jł.A, to ieft że z  ieft równe łuko
w i, którego w ftaw a  A . Tu naprzód w idzem y, iż 
działanie którego na rozwiązanie takow ego zrów na
nia używ am y, ieft cale różne od tych, któreśmy w l .  
Części uw ażali. Oprócz tego tak rozwiązane zró- 
wnanie iefzcze nas nic oznaczonego nie uczy: ieżeli 
bowiem  w ftaw a  A  mieć może nielkończoną liczbę 
łu k ó w  przydaiąc tyle razy  obwód kota, ile nam fię 
podobaj z  ma mefkończenie w iele wartości, m iędzy 
któremi iedne mogą należyć do nafzego pytania i ie
go w arun ków , a drugie nie: fppfobu zaś rozróżnie
nia takow ych wartości nnfzemu pytaniu w łaściw ych 
lub obcych, zrównanie nas nie uczy. I na tęć to tak 
w ielką  trudność natrafiać zw yk liśm y nayczęściey W 
rachunkach aftronOmicznych, które poty nie lozw ig- 
zuią pytania, póki przez iaką kombinacyą nie w y- 

#rzucem y terminu zamykającego łuki. Spolobu tego 
nie przypada nam tu iefzcze tłómaczyćj dofyć nam 
będzie w fzyftk ie  pom ocy -do tego rachunku w y ło żyć  
i nauczyć fię w  rachunku trygonom etrycznym  iedne 
w y ra z y  zamieniać za drugie.

§. LIII.
S fób Tamie P ierw fza trudność którą tu ułatw ić powinniśm y, 
nfami mnogó. pochodzi z różnych potęg i mnogości linii trygono- 
ici i potęg w  metrycznych czyniących zrów nania ciężkiemi do ro- 
liniach trygo- owiązania, albo przynaym niey znacznie zawiklane- 
wnycł?" m ' - Na ten koniec w róćm y iię do zrównań (@), s 

których ( i )  i ( zamykaiące' mnogość w fta w y  przefc 
doftaw ę, odmieniemy na prościeyize, u czyn iw fzy  w  
nich będzie bowiem
( 1 )  - - zwjł.-uy. doJł.y=iuJł ( n + l) y +  lvfł.(n-^-l
(2 )  - - 2doJł.ny. ti'Jł.i]^=nJ}.(n+i)jj— tvjł.(n— i)y  
d w a te zrównania fluźyć mam zaw fze mogą za w zo 
ry  do wyrażenia mnogości s w fta w  przez doftaw y 
łu k ó w  kilkokrotnie powtórzonych, p r z e z  fame w ita

m y
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w y  tychże łuków  kilkokrotnych. Czego, użycie zaraz 
nam lię pokaże, w z ią w fzy  zrównania (2 )  i (4) z (fi) 

i w  tem oftatniem uczyni w fy  x = y ,  będzie

m nożąc obydw a członki. prz,ez lujł.y, wypadnie 
2(ioft■:))*—  wff.y. Aoft-.ZIJ, które' zą pomocą
z r ó w n a n i a  (2) z (Ą )  przerobiemy na 

4 .(icjł-y)3= 1 wft-ij— ivfł.^y. Podobnym fpofobem 
mnożąc ciągle tak przerobione' potęgi przez w ftaw y, 
i kładąc za mnogości ich. w artość w  łukach proftyclji 
z ( Ą ) ,  przyidaierny do przerobienia w fzyftkich  po
tęg w fta w , przez w fta w y  łu k ó w  kilkokrotnych; iak 
nam. naftępuiące pokazują zrównania: 

ż(w Ji;y)?= l*—doJł.2y 
4. (wft.y) 3==j wft.y— wft.31)
8 ( ll,fl-y)Ą~ i — 4fioJł.2ij+doJł.4.y ( a ) .

j 6 ( w jł.y) r’—  1 otujł.y—  fiuft.jy-bwft. fy  
£2(wJł:y.)*==io—  l sdofl.2y+hdoJł.4y— dojł.óy 
64.(w jł:y)i— ł •>wfi.y— 2iiuj\.}yĄ-7ivJhfy--w jł.7y

i t .  d .

w z ią w fz y  zaś zrównanie (2 )  z (fi)  i z niem podo

bnie poftepuiąc prze? użycie zrównania ( 1 )  z (JU), 
przyidziem y do w yrażenia wfZyftkiph potęg doftaw , 
p rze z  doftaw y łyk ó w  proftych kilkakrotnie pow tó
rzonych to ieft;

2. (dojł. y ) z—  1 •+■ dqfł,2y,
4 .(doJł.y)3= 3do/ł.y+dójł.]y,
8. (d p jly )* = 3 -*-4 (łoJł.2y+dqJł'4y, ( t i ) 4

16. (d ojł. y) 5 == 1 o dojł. y+ y , dojł. 3 y-i-dojł. y y 
32(doJŁy)6— 10+1 fdoJl.2y-h6doJł,4y+dof}.tii 
</4(doJł.ijp~i j-({oJl,y-i~2 i d o j ł . d o j ł ,  fy+doJł.7y.

1 t. d.

w  tych zamianach w fpółczynniki poftępuią tym pra
w e m c o  i w  potędze d w ó -w yrazo w ey. W fzyftkie 
te' zrównania będą nyra barzo pażytecr.ne w  wyż* 
fzycli rachunkach.

sa §. l i v.
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>  L IV .
Potęgi iefzcze w fta w  i doftaw  uroionych w yraia - 

TWmacty fij ią fię prościey, i p row ad zą  nas do barzo ważnych 

wani* tiblic" W ypadków . W eźm y zrównanie n aypierw ey wycią- 
wftaw,-d*ft<w gnione (wJł.y)*+.(dojł.y) 2= /. którego p ierw fzy  czło- 
i t. d, nek rózebraw fzy na m nożników , znaydziem y - - -

(doJł.y+ V  —  / .nJł.y)(doJł.y— Vr—  i .ivsł,y)^=i, a p rzy- 
b ra w fzy  diugi łuk z  wypadnie nam z rachunku 

(doJ\.y+\f— 7 ,iujł .y )(doJł,zĄ-Vr —  i .iv jł.z)= d q / ł.(z+ y )  
- f \/ — i .w jł.(z + y )
(dojł.y— V  —  i .ivjł.y)(dojł.z—V " — i,w Jł.z)= doJł.(z+ y)
— V  —  i .iu jł.(z + y )
(d o J l.x tV  —  7 A(:ji.x)'(do/}.z±vr — i .71>Jł.z)(doJł,y±Vr-—Jf 
v Jł.y )= d oJł. (x~bz+y)±Vr-— i .v f ł .( x + z + y ) .  
u czyn iw fzy  w  pierw fzyćh  y — z ,  w  oftatniem x — y 
= ~ ,  otrzym am y:

(d o fi.z ± 'S —  i m J ł,z ) ’i=doJł.2Z±Vr—  l.w jł.z z  
(d o J ł.z± V  —  i .wJł:z)3= d o J ł,3Z± V  — i . i i f i . j z

i ogólnie
(d o J ł.z + \ f— ; .w jł.z ) n— d ofi.n z-bV  —  i .w jł.n z  

{ d o jł.z — V"— i .n j ł . z ) y’=doJ}.nz— >/ — z.w jł.nz  W  
dodając i -odciągając dw a ie  oftatnie zrów nania od 
fiebi&, wypadnie:

5 . tłojł. riz =(doJł.Z-+Vr — i .w jł.z)n+(doJł.z— V — i.iujł. z ) n 
I V — i .u jł .n z —  (doJł.z+V"— 7 ■ujł.z)*'— (doJł.z— \/r —  i.w jł.z,)n 

te oftatnie ogólne zrównania, rów nie iak poprzedza
jące ucztą nas, że chcąc kąt lub luk iaki podzielić na 
części, i s tego podziału jakąkolw iek  część w yrazić 
p rzez łuk całki; w y ra z  takow y i rozdzielenie kąta 
zaw iflo  od zrównania ftopnia, którego w ykładnikiem  
ieft liczba podziału; i tak rościęcie łuku lub kąta na 
■trzy, cztery, pięć m części, i w yrażenie jciey, 4tey, 
j-taj, rriłiy części łuku, przez łuk całki, zaw iflo od 
zrów nania ftopnia $go, 4go, sgo, mgo. Cośm y iu ż  
także znaleźli W yrażając połow ę łuku przez łuk cał
k i. S tąd łatw o  ieft zrozum ieć ow o w ielkie u Sta
rożytności zadanie o potrojeniu kątu (Problemu. łrife- 
flion is anguli), które że zależy od zrów nania 3go

ftopnia,
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ftopnia, a co iedno u dawnych Geom etrów znaczyło,
od w y n a l e z i e n i a  dwóch śrzednich proporcyonalnych} 
nie d z i w n o ,  że ie p r ó ż n o  daw ni Geom etrowie ulito
w ali r o z w i ą z a ć .

y f  Oftatnich zrównaniach drugie członki rozebrd- 
w fz y  na fzereg niefkończony za pomocą w zoru  Ne- 
Wtona, otrzym am y:

D oft.'nz=(rioJł.z)rl —  — ---- ~ (d o J ł.z )n~2(ivJ}.z)x •+■
i .  2

n ( ^ 0 ( n~ 2J ( nT lŁ (d o J ł.z )^ * (iu J ł.z )+

I. 2. J .  4, y. 6 J
(u iji.z )6 +  i t. d.

W Jł.n z= n  ,(dąft.z)n- 1 iuJł.z— — ~ 1 ̂  ̂ n~ ć ł (dojł.z
1 2  . 3

,  _ n ( n — i ) ( n — 2)(n— ? )( n— 4 )  , .  „
{(iv jł.z )3  +  — ------ --------- ------- — -----—  (d ofl.z)n~5

1. 2. J .  -4 - S
((w jł.z)s—  i t..d.
s których pierwfzfc' zam yka w  drugim członku termi
ny liczby niep-irzyftey; drugie, terminy liczby parzy- 
ftey potęgi n funkcyi iiw ó -w yrazo w ey .

W ziąw fzy  teraz za z  łuk miefkończenie m a ły  zró
w n ać go m ożem y s 'fw ą  w ftaw ą, będzie w ięc n jł,  
2 = 2 ;  d o J ł.z=  f: pow tóre, w z ią w fz y  n za liczbę nie- 
Ikończenie w ielką, będzie n z  liczbą /kończoną, którą

nazw iem y u ; a.przeto it{/?.s==2== _L: te w artości kła-
n

dąc w  zrównania poprzedzaiące, wypadnie:

R o z d z i a ł  I V .  a 8»



J.2 .3 .4 .5 .6 .7-8 -9
które nam w yrażaią  w fta w y  przez łuki w  fzeregach 
barzo maleiących, i ftużą do rachowanid tablic 
w fta w , doftaw , i t. d. Przypniem y n. p. że v  ma, 
fię do ćwierci koła czyli łuku 90°, iako m  d o n , to

mp  ̂ t (
ieft v— ------ ; poniew aż geometrya nas uczy, ie  p .p ł

2 n
obwodu koła którego promień = j ,  w yraża fię w  
cząftkach. tegóż promienia 3,14159265j f S — P', będzie

WJł. Ł . — ę o ° = H l.  1,^7079632671) 
n n

m3*
—  —  0,64596409750

W*

-+---- 0,0796926262 4
fl  5

—  — . 0,004^^17541.}
M7
m9 ,

■+•---- 0,00016044118
n 9 

i t. d.
_ - .  »n 

D o J l . Ł .  —
n

>__ 1 ,0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

mx
—  — , 1,23370055013

JTt4  
•+•---- 0,25366950790

K4
m 6

0;020$6:4go~i6
n <i

m8
■+•----

n 8

0,0009192602;•*

i  t .  d . łat wość



Jatwość tego rachunku zależy od U łom ku— , który

nie może bydż w iękfzy  od |  dla tego, że w  racho
waniu w fta w  i doftaw nie idziemy tylko  do »4f°.

D aym y że ^ -  =  |> w ło ży  w fz y  tę wartość ułomku w

w y r a z y  poprzedzające znaydziemy w ftaw ę łuku iSa 
=0,30901699437 iego zaś doftawę =0,95105651619. 
w y ią w fzy oftatnie figury liczb które będą dla tego 
różne, żeśmy do piąci tylko terminów fzereg ciągnę
li. Ponieważ zaś zrównania (<p) wypadły  s tego 

przypufzczenia że v ieft tukiem barzo małym mogą
cym fię zmięfzać s fw ą wftawą} nie możemy brać 
za  v łuku więkfzego od.300. Iakże rachować wfta- 
w y  i doftawy łuków  więkfzych? na to podaią nam 
fpofób zrównania z  ( 0 ) , ( j )  i ( 4), uczyniwfzy w

gich x = 3 0 ° ,  p on iew aż iufi.30 °=\, będzie 
WJl.y =  tłojl.(30°— y )— dojł.(30°+y)
D o fi.y =  wfi. (30° + y )  +  wfi-(30°— y) 

więc
"Wfi. (30o+ y ) =  (tofi.y—  wfi.( 3 o°— y)

DoJł.( 30°-\-y)= dofi.(30°— y ) — wfi.y.
.za pomocą tych zrównań można iakichkolwiek łu
k ó w  rachować w fta w y  i doftawy.

Od w fta w  i doftaw łatwo przychodzemy do fty- 
cznych i doftycznych przez zrównania wyrażaiące 
zw iązek między pierwfzemi i oftatniemi. "Wiemy 

. _ lofł.p , , ,  .
bow iem  ze Jły.p  = ------£_ a przeto z  zrównań

dofi.p
ętrzy mamy.'

S h j.( x + y ) ~  wJ ł -x -d°Jł-y+ dofi.x.w fi.y ̂ 

dofi. x . dofi. y— wfi'.x.wfi.y.

Sty.(x— y ) =  *W-x -d°J*-y ~  dofi.x.wfi.y.
dofiac d ofi,y + w fi.x .w fi.y . 

rozdzie liw fcy  w  obydwóch tych zrównaniach tak li' 
cznika iak i mianownika przez dofi.x. dofi.yj w y' 
padnie; Sty.

R o z d z i a ł  I V .  K 2g j
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a *  a , ) .

S y . ( x - y ) =
l+fty.TC.fiij.y 

W pierw fzem  u czy ni w  Czy X7=y, znaydzie'my.-

y) . 2
podobnym fpofobem  dziataiąc w  zrównaniach ( Q ) t 
to ieft u czyn iw fzy  nafamprzód x + y — a, x — y — b, 

n— b a-hb 
przeto y ~ ----- ■) x = ------ ; wypadną nam. naprzód

zrów nania: v

Wjł.a-h iuJł.b— 2 dofł. "-T -li.
2 2

D o J ł .a ^ A o J ł .b ^ d o J ł .^ L c io J ł .t r l
Z z

WJł.a— ivJł.b=s2doJł. 2Ź^_ iujł. a— JL
2 2

Dojł.b-—dojł.&— 2wJł. urjł. - — t
2 2 

które dzieląc przez fig otrzym am y;

Wft.a +wjł.t> a + b

D ojł.a+dojł.b 2

WJł.ci ivjł.b _ dojiy
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§. L V .
W róćm y fię teraz do zrów nań (\ )  zawierających

w y ra zy  u r o i o n e ,  a u trzym aw fzy te fame przypu- kcjTuroio!"' 
fzczen i a któreśmy tam uczynili na z , n, biorąc ł u k  nych za r ż e .  

z  za niefkończenie m ały, a liczbę n za niefkończenie felne, i wyraz
U u Jogarytmów

w ielka; wypadnie nam 2łi=t>, z — — , w jł .z = z — — ■ Pr*ez łuki ko
n n *a‘

d o J ł.z = i-  a przeto

( i + ~  — i >  +  ( —
v  n  -y v  n y

R o z d z i a ł  I V .  zgj-

Dojł.
z

Wfi. V =  n n
,  z V — i

D ow iedliśm y zaś w  nauce o logarytmach hyperboli- 
cznych pod §. 49. że biorąc e za ich grunt, - -

(1  4- JL.)n= e z, czyli kładąc v V — 1, — vVr— 1 za  z; 
n

a przeto
n

v y/ — 1 « p— vi/—1 __p—v 1
Doji.v =  -------------i i ---------; » # . » = : -------- — i ------- ,

2 ‘ 2V/ —  I
s kąd ev ^ ~ 1—  Dofł.v+\/~ — u WJł.v, e~v ^ ~ l=D oJ}.v  
— \/— i.WJł.v, te' zrównania pokazuią nam barzo bi- 
iącą, oum yfl praw dę; że funkcye w ykładnicze urcio- 
ne main fw óy  w y raz rzetelny przez w fta w y  i do- 
ftaw y  łuków . U czyńm y zn ow u teraz n liczbą nie
fkończenie małą, a _g- liczbą niefkończenie w ielką czy-

j * , 2 
li n =  — ; będzie doR.nz— dojł__ = i - ,  W Jł.n z=

S  '  g

ivft. —  = — , a zrównania ( s )  ftann fie
S  s



— ii  
(T)oJł.z+vr i.jyft.z) 3 -t- (doJ).z— vr— i .w jl. z)  »

z
Z T

_(Dojł.z W • —  i.iuft.z)#— (doJł.Z— V?"— >. iufł.z)^ 
5_______________________ z V — i.
prz}rpom niym y fobie o logarytmach przyrodzonych

I
w  §• 4 9 - że ( i + z ) ~ g ( i -t-2) z— g: a u czyn iw fzy

1 Z

2+ 2= 1/; y ° = iĄ -  glog .y :  te w y razy  wprowadzone' 
W poprzedzaiące zrównania zamienią ie na: 

t i
n - g  log.(dofl.z+\/'— i w jl.z)  + / 4 - g  log. (dofl.6: 

2.
-----\ f -----l . iu f i . z )

2• ff)  
I  _I

z  _g log.(doJł.z-h\/~— i tufl.s)— g log.(doJł.z*~-

g  ; *" 1 7 — 7 7
/  — /. w jl.z)

2 \ f— /.
zrów nanie drugie w yraża (ie iefzcze tak: 

i DoJł.z+\/ — i.w jl.z

* 8<* A l g e b r y  C z ę ś ć  TT.

2 \/~— i rfo/?.a— ^ — i.iu jł.z

rozdzieliw fzy  w  nie'm tak licznika iak m ianow nika 
przez dojł.z, otrzym am y:
__  i »+v^ — i j b j .a 

2 V~— l l° " '  i S — l Jhj . Z ' fo),

niech będzie 2 lukiem , którego Słycznn^=o, będzie: 
— i .Z = - lo g .i.  logarytm  w ięc iedności tyle będzie 

!m iał w artości, ile ieft luków  maiącyeh ftyczną zero; 
takich Zaś łuków  ieft nieikończona liczba podług §. 
T2j bo ieźeli P znaezy p ołow ę obudwu koła, łuki

o,P ,



0, P, 2P, $P, 4-P, VP’ w fzyftk ie  maią ftyczną zero; a 
p rzeto  logarytm iedności równy, w  tem przypufzcze- 
n iu , o, 2 P V — 1, 4 P V -r - i, 6 P \f— /., 2xiPV— 1. Ie- 
dność w ię c■ ma nieftończoną liczbę logarytm ów , s 
których w fzyftkie uroipne, prócz o; aże każda liczba 
B, uw ażać fig może iako. 1. B. a iey logarytm  
s=? log. i+ ło g .B , _ idzie z a  tem że każda , liczba ma 
niefkóńczenie' w iele logarytm ów , s których ieden ieft 
tylko rzetelny, a w fzyftk ie  inne uroione; co nam 
daie w idzieć w  logarytmuch drugą, w łafność funkcyi 
przeftępnych,

Zapatrzyw fzy  fig iefzcze na zrównanie ( u ) i przy- 

w iodłfzy  fobie na pamigć naukę o logorytmach pod
1 1 'X

§. 4 P. przekonam y fię, że ieżeli tam  lo g .--------—
i — x

2X 2x3 2X5 2X  ̂ . . .
—  + ------ +•------- -I-------- +  1 t. di p o io zyw lzy

1  3  > T  7  

vc~Vr— l j ł y . z ; zrównanie (# )  rozbierze fię na fzereg

<&,■*£ h- (- & z Ł  + 1 t. d . '
3  .  7

połóżm y J ły .z = t,  będzie
ti ' &  t"< 

z=:Ł.Jły.t— t—  —  -t-— —  —  -+•—  —  i t. d.
3  9  7  9  

niech będzie Z łukiern 45-°, czyli z = ą P ,  poniew aż 

w iem y z geometryi że J ły Ą P z = jjbędzie < = i,  ą przeto

s P =  ?—  1  +• 5 —  T ■+■ 5 —  t t  +  i t. d.
T en fzereg ieft dawnym  ow ym  w zorem . Lcibnitza, 
który on w ynalazł ng kw adrow anie kola. Z  w y ż e y  
podanych o Izeregach wiadom ości rosfądzemy, że 
te'n w zór na nic nam nie może Ru żyć. Potrzebaby 
bowiem  dla użycia go, aby' przynaym nity‘j było

— » a'e poniew aż nic można naznaczyć ftófunku

między łukiem  którego ftyczną — , i miedzy obwodem
10. '

T  2 całym
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całym , to przypufzczenie niczego nas nie może nau
czyć o w ym iarze koła. Należy do tego koniecznie 
obrać łuk taki, któryby był cząftką w ielokrotną ob
w odu; do czego nayw ygodnieyfzy w  teraźnieyfzym

razie łuk jo ° , którego ftyczna — — , poniew aż fty-

czne innych łu k ó w  fą barziey niewymierne'. W tćm 
przypufzczeniu znaydziem :

2S= —  P =  ---------------- — —  4 - -----—  ------ i t. d. czyli
ff $ 3 -3 ^ 3  S-3 ' ^ 3

■T i = 2X l - 2X l + t ^ l - 2X l  + i  t . d.
i 3-3 M 1 7 - i 3

s tego oftatniego fzeregu z niew ypow iedzianą pra'cą 
wyciągniono wartość p o łow y obwodu koła w  ułom 
ku dziefiątkowym do 150 przefzło figur, którey li
czby początkow e fą P = } , 14159-265358979+

J .P .Euler fzczęśliw iey użył w zoru  Liebnitza: w zią- 
w fz y  łuk 45-° za z ,  rozdzielił go na dw a, a+b=z45-°, 

Jhi.ci+Jły.b
s  kąA J ł y . ( a + b ) = i =  a  P r z e t 0

. 1— fhi.a
J }u .b .=  --- — ---

l+Jhj.a
połóżm y teraz Jły.a-=  w ięc Jły.b =  *, a  fzereg 

Leibnitza rozebrany na dwie' części> da wartość 
znacznie fig zbliżaiącą do w artości-praw dziw ey

1 1 , 1 1 1 1 . • * j—  ■*“  4* ■ ■ i —  — -----■+■ —  —  —  - ~ł~i t . u  .
J  2. ^.23  y.25 y ,z l  U .2 X1

1 1 1 I 1 11 i. 1—  —  — -----b — • — ------ -f*-------—— ----------+- i t.d*
i 3.3* r-}*  7 . 37 ę . } 9 h . ^ i i

te w fzyftkie' fzeregi wypadaiące z  w zóru Leibnitza, 
odmieniaiąc znaki, przerobić fię mogą na ułomki cią
głe podług tego, cośmy w ykonali w  §. 4 6. na z r ó 

wnaniu (e"): i tak fam w zór Leibnitza zamienia fi? 
na ten ułomek ciągły: J_

4
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4  —
i + i

— P —  i

2 + 9

2 +  2f

2 + 4 9

2 +  i t .d.
Poznaliśmy w  teraznieyfzym  §, że pierw iaftki 

uroione maią fw oie w yrazy  rzetelne przez inny ro- 
dzay funkcyi: i tak w yraz uroiony w  logarytmach 
m ożna za pomocą podanych zrów nań przemienić na 
w yraz rzetelny w  lukach koła; tak dalece, że prze
chodząc od logarytm ów do łuków , i przeciwnie, na
trafiamy zaw fze  na w y razy  uroione. leżeli w iec w  
zrów naniu przeftępnem  pokażą fię pierw iaftki uro
ione, te nie w ytykaią  niepodobieńftwa zadania w e 
w fzyftkich  fpofobach, ale tylko nas uczą, że rozw ią
zanie pytania ftało fię niepodobnem w  logarytmach, 
ale że ieft podobnem przez łuki koła; lub przeci
w n ie, że ieft niepodobne w  tukach koła, ale podo
bne w  logarytmach. Mamy w ięc w  funkcyach prze- 
ftepnych 1'pofób przeyścia od p ierw iaftków  uroio- 
nych do rzetelnych; co funkcyom  algebraicznym nie 
fluży, podobno dla tego, że tam działania fą te famć 
na iak ik o lw iek  funkcyi algebraicznych gatunek; tu 
zaś każdy gatunek funkcyi przeftępnych ma fobie 
w łaściw e działanie w  rozwiązanie zrównań w cho
dzące: a zatem ieżeli n .p. pytanie iakie zawiflo od 
łu k ó w  koła, fpoiób obeyścia fię z  niem przez loga- 
rytm y cale mu nie fluży, i czyni ie niepodobnem.

§. LV I.
Dotąd odbyliśmy fobie to, co należy do rachunku P r t y f l o f o w a .

linii trygonometrycznych zamieniaiac ie iedne za .dru- ?ie?oprI^ Y ' 
gie. Zoftaie nam iię zatrzym ać nad użyciem tego wynayduwa-° 
rachunku w  tem, czegośm y przez funkcye algebrai- nia mnoini- 
czne me mogli dokrizać. Pamiętamy że w  nauce o l i w P°^w°y« 
fzeręgach na końcu §. 4 j rozbieraiąc ułom ki Ikłada- funkcyi* 

T j  ne, na
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A  *

ne, na ułom ki profte w z o r u --------- doftrzegliśm y,
i — pz

ie  ile razy m ianow nik fkłada fię z m nożników  uro
ionych, ułom ek fkładany nie może fię. rozebrać na, 
ułomki m ianow ników  i go ftopnia, boby te całą fun
kcyą zrobiły uroioną; ale konieeznie- w  tym przypad
ku ułomki należy rozbierać na inne, których, miano* 
w n ik i fą 2go ftopnia a -b z -h c -z z  rzetelne, powftaią- 
ce z dwóch uroionych. T a uw aga data nam uczuć 
potrzebę cechy rozróżniaiącey funkcyą zgo  ftopnia 
złożoną z m nożników  uroionych, od tey, która fię 
rodzi z m nożników  rzetelnych. Zatrzym aym y fi'e 
teraz nad tem; funkcyą iakakolw iek  2go ftopnia w y 
razić fię może nayogólniey przez a— bz-i-czz: roze- 
braw fzy ią na m nożników , wypadnie:

z =  —  ± ( i [ J L  — 1 J żeby z  było uroio-

nem, i żeby funkcyą podana miała dwóch uroionych
bx.

m nożników , potrzeba podług §. iy .  z e b y -----< i , .
4ca

b b 
czyli żeby — -— < " i; w y ra z iw fzy  w ięc — -— .przez 

2^  ca 2V ca
ilość iaką mnieyfzą od iedności,, w yraźem y razerp 
m nożnika uroionego funkcyi podaney.

Z. wiadomości iuż' w yłożonych w  tym rozdział? 
w iem y, że w fta w y  i doftaw y iakichkolw iek łuków  
prócz 900 fą mnieyfzemi od iedności, w ięc przybrą-

w fzy  luk p, i z a — -— położy w fzy  doftawę tego łu- 
ca

ku, to ieft --------=  Doji.p. czyli b =  iS^ca. D osi.p ;
ca

funkcyą podana zam ykaiąca w  fobie takow ą wartość 
na b, będzie koniecznie w yrażać m nożników  uroio
nych, s których fię flcładaj to ieft: a-— z z V  ca. D ojł.f- 
+ c z z ,  będzie w yrazem  powfzechnym , w f z y f t k i r h  

funkcyi dwó-kfztałtnych zaitiykaiacych m nożniki uro
■* ioae
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ione. Żebyśm y ten W yraz uczynili w ygodnieyfzym , 
ofw obodźm y go ze znaku pierw iaftkow ego, położy- 
w fz y  a* za a, c1 za  c, a tak --  a 2— żncz E)ost.p+c*z-  * '  \A )  
bedzie w zorem  powfzechnym  funkcyi złożoney z 
d w ó c h  m nożników  uroionyeh.

Chcąc teraz odkryć fpofób ogólny rozbierania iakiey- 
kolw iek funkcyi na m nożników w zóru  (A ') , potrzeba 
n a m  ndprzód w yftaw ić iakiegokolw iek ftopnia fun- 
kcyą złożoną s takow ych m nożników , s którą ró- 

'■wnaiąc w fzyftkie inne,m oglibyśm y fię nauczyć, czy
li ta zam yka m nożników uroionych lub nie? a do- 
fzedłfzy że ich zam yka, żebyśm y m o g li‘wyciągnąć s 
tego porów nyw ania łuk p, i inne nieoznaczone ilo 
ści. Do rozw iązania tey trudności dofyć nam będzie 

■użyć tey famey Iztuki, która nam fzczęśliw ie poftu- 
ży ła  w  §. J-i. ■ R ozebraw fzy  nafamprzód ( A ')  na 
fw ych  m nożników , i te potem na zrównanie za- 
m ieniw fzy, znaydziemy.'
cz— a(Dosł.pJr '/  — i.W st.p)\ cz— a(Dost.p— \/~— i.W sł.p)  
z= za '(D o st.p + \f— i.Wst.p)-, z = a '(D o s t.p — V"— l.W si.p) ( ^ " )

gdzie a ' =  —. Teraz niech 
c

A + B z +  C z ‘1+  D 2 3-ł-E s4-t- i t. d. (B'J
Oznacza funkcyą iakąkolw rek, którą chcemy przero
bić na funkcyą zamykaiącą mnożniki (A ')., kładę za  
Z, z 2, Z3, i t. d. wartości z zrównań (A")-, za pom o
c ą  w zóru  ogólnego (Dost.p±\S— i.W st.p)n= D o st.n p  
±y/— l.W st.npi otrzym am y dw a naftępuiące zró- 
wnanid:

C A + B ci'D o sł.p + C a '2D o st.2 p + D a '3Dost:^p+ i t. d.
. + B ci'\f—  i .W st.p + C ci'-^ —  i .W si.2p + D a 'i\/— i-

^\Vst.$p-1- i t. d.
C A + B a ' D ost.p+C a'2Dost.2p+Da'^Dost.^p+  i t. d. 

os=S —  B a V —  i.W st.p—  Cci'*\f—  i.W st.2p— D a ^ —ri.
LW st.jp-h  i t. d. 

które dodane i odciągnione od fiebie rodzą dwa 
. inne:

‘T 4
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A + B ci'D ost.p+Ca’2Dost.2p-\-Dn'3Dost.2p-\- i t. d. . 
Ba'Wst.p+Ca'*Ws!.2p+Da'3Wst.3v-hit.d. (
mnożąc pierwfze' z nich przez Wst.mp, drugie przez 
Dosł.mp, i te potem mnogości dodane i odciągnione 
zam ieniw fzy na w fta w y  łuków  kilkokretnych za p o
mocą (Ą ) ,  otrzym amy dw a nayogólnieyfze zrów na
nia.
o— AJFst.mp-i-Ba'lFst.(m-{-i)p-\-Ca'2Wst.(m-\-2 )p  
-ł-i t. d. ( & '* )  
o= A .W st.m p-bB a'lFsł.(m — i )p + C a 'zJfrsł.(m — ż)p  
+  i t. d . . 
chcąc podobne' zrównania otrzym ać przez funkcyą 
doftdw, mnożę pierw fze z zrównań )  przez 
Dost.m p, drugie przez Wst.mp, a za pomocą ( f i)  w y 
padną zrównania:
o = A .D ost.m p + B a ' Dost.(m— i )p-ł-C a'3 Dosi. (m — 2 )p  
-t- i t. d. (B "j)
o— A .D ost.m p+ B a' Dost.(m-i-i)p-\-Ca'IDost.(m-hz)p 
-+- i t. d.
( B 'z )  i (B " p) fą zrównania nayogólnieyfze zamy- 
kaiące' mnożników^ (A ') , s któremi równaiąc iakąkol- 
w iek  funkcya podaną; w yciągniem y w artość kąta p  i 
a'-, a przeto m nożników  wzóru ( A ') ,  tyle nam bo
w iem  wypadnie wartości na p, ile funkcya podana 
takow ych m nożników zaw iera. Zrów nania ( B " i) ,
i (B ”j )  wyrażone' przez w ftiw y  i doftaw y poddaiąc 
w ięcey kombinacyi pomogą nam do tern łatwieyfze'- 
go oznaczenia a' i kąta p. P ierw fze z  ( B 'z ) ,  dru
gie z (B "s)  flużą na funkcya P o w s t a i ą c ą  (afcendens), 
w  którey potęgi ilości nieznaney rofną; zrównanie 
zaś drugie z (B" 1) i pierw fze z ( B " j )  na funkcya 
S p a d a ią c ą  (defeśndens), w  którey fig potęgi ilości 
nieznaney poftępuiąc, zniżaią.

Zobaczm y te w fzyftk ie  praw idła w  przykładzie: 
Niech będzie nH-ł-sn funkcyą podaną, którey chcemy 
w ynaleśdź m nożników  podwóynych ( A 1)  pamiętaiąc

poniew aż ta funkcya zam yka p ierw fzy
termin
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termin a71 bez ilości nieznanej-, równać ią należy z. 
s cz eg o  w ypadną dw a zrównanid: 

a n+ a 'n Dost.rvp=o - - - a 'n lF si.n p = o. 
a -że a nie może bydź zero, drugie s tych zrównań 
daie Wst-.np— o, trzeba- więc za p brać w fzyftkie tu
ki, których w ftaw a  zero, maiąc w zgląd na dodatne i 
o diem ne; łuki zaś te fą ( ik + i) P ,  albo 2kPt, k będąc 
liczbą iakąkolw iek całką, P za ś ' półobw odem  koła-, 
p ierw fzym  odpowiada doftaw a — 1, drugim -ł-z. 
P o n i e w a ż  zaś funkcya an+ z u ieft cała dodatna; trze
ba wziąść doftawę odiemną, aby fię ftała an— z n, 
przez co nie w prow adzi w yrazó w  uroionych zam ie
ni a inc fię na zrównanie. W ziąw fzy przeto

v p = ( z k + i ) P y czyli — ~ L l  otrzym am y
11

Cln
an= c t 'n= — , to ieft n '= a ,  c = r ,  i mnożnik po- 

cn
dw óyny funkcyi podanćy będzie -

ci2— za z  Dojł. P-t-z-; gdzie za z k + i  brać na-
n

leży w fzyftkie' liczby nieprirzyfte' nic przew yżfzaią- 
ce m; w fzyftkie bowiem  w iękfze od n wracaią tych 
famych m nożników . Niech będzie « = yy. biorąc za 
z k + i ,  ,ij y; otrzym amy:

a2— za zD oJl.\P + zz~  - — uizD oJłĄP+zz;,.- - (i2+ 2Ciz+zz. 
oftatni mnożnik ieft zupełną potęgą drugn, poniew aż 
doftawa P =  —  i'i m ożeż on w chodzić cały za mno
żn ika funkcyi o r’+ 2 r’.'’’ Na ułatwienie tego zngadnie- 
nid wróćmy- fię do zrównań ( B i ) :  w ypadło  nam 
ich dwa dla tego, że tu idzie o m nożników  po
dw ójnych; ale ieżeli w  którym s takow ych mnożni
k ó w  doftaw a = ± 1 ;  mufi koniecznie w ftaw a  bydź 
zero; a zatem iedno z zrównań ( B " i)  niknie, i uczy 
nas, że w  przypadku kiedy albo w fta w a  albo dofta
w a  = y± i, na ten ćzns ieden tylko mnożnik wchodzi 
w  flcład funkcyi pod ney. Więc slekolwiek razy o- 
trzym am y za rfmożnika p od w ójn ego  zupełną potę- 

T y ■ gę drugą,



ge drugą, ria leży  tjdko ie y  pierwiaftek brać za mno
żnika funkcyi podaney. 1 tek w  teraźnieyfzym  przy. 
kładzie mnożniki funkcyi a s+-2s, fa 

a 1— -iazDoJłĄP-¥ż‘l  - - n2—  żaźDoJłĄP-^z- - - a + z .
Iakóż przypatrzy w fzy  fię funkcyi a*± żn, doftrźeże'- 
m y łatw o, że kiedy n ieft lifczbn parżyftą, «n+ 2 ” 'n ie  

' ina żadnego m nożnika rzetelnego, ale h'l— z n ma 
ich koniecznie dwa a—-2, i n-j-2; kiedy zaś n 'ie ft 
liczba nieparzyftą aw:HśM m a z a w fż e  przj?naymniey 
iednego m nożnika' rzetelnego a-*-g-y podobnie an— z n 
iednego rzetelnego ci— z .

Ńiech bgdzie funkcyą podana aSm— 2anz n Dojł.g-h 
' z xn\ mamy z niey za pom ocą (B " i)  dwa zrównania 

a'2-n— 2dna '” DoJł.g.DoftM p+a'-r,Dc>Jł.2np=so ( i )
— 2cina 'n Dofł.g. Wjł.np 4- a rinWfi.2np==:o (2) 

rozm noży w fzy  pierw fze przez wfł. 2np, 'drugie., przez
* dojł. 2iip, i odciągńrjwlzy ić od fiely ieotrzym am y ta

kie zrównanie iakie nam w yraża  (B "z), to- ieft:

a.2" wjł.2np— 2ana 'n dojł.g(ivJłi2np dojł.np— wjl np 
dojł.2vp)— o. 

czyli ci2nwjł.2iip-~2aua 'n dofł.g wjł.npz—o

in o fzsjcie  z (2),  w yp ad a  n = i ,  c = z ,  ivjł[2np==
c

■ 2 dojł. g  wjł.np-, aże w^?.2)ip=i dojł.np.1 rjł.npt w ięc 
'' doji.g^=dqfł.u}i: a poniew aż znowu doft.(2kP±g)==

dojł.g, będzie p= ^2~ Ż l Ł .  Przeto b iorąc'za 2k w lzy - 
n

ftkie liczby parzyfte nie prżew yżfzaiące' n, otrzy
m amy m nożn ików  fzukanych. Ńiech będzie «=£§, 
funkcyą n6— 2a*z3'dojł.g + ź6, ma za mrioźńikow

‘ *2— 2azdojł. —g+z*, - - a*—2a z  dojł. d L - Ł  -t-ż1

• 2 P-+- ? ^
i  op-^znz dojł.--------+ 2 1.

§.  l v h .

At'6fc3fc¥ G t ę ś ć  ITc



§■ L y n .
Spofób clopiero w yłożon y rozbierania fynkcyi na 

Twych m nożników dwoiftych, rósciąga fię naw et do 
fzerc jó w  niefkańczonych. W -§. 49. znaleźliśm y że

X2 X3 * 4  . x
ex z= i+ x-\-------- +«----------H----------+■•1 t.d. = ( i 4 - _  )s-

’■!.*,  ̂ 1.2.4-. I .2 .J -4 5,
fzereg ten będąc rów ny potędze w ykładnika niefkończo- 
nego g i  TO a niefkończoną liczbę m nożników równych. 
Iakże ich znaydziemy? zrów naym y naprzód fzereg 
nieflicmczony s fw oią potęgą, t f  zaś s funkcyą 
an— z n-, będzie 0 “

x , „  x x 2 x 3
( j + —) s — 1 ~ — + —  + ---------1“ --------— 4 - 1 t. dK

g  ' * l- J -2
x

przeto, i-ł- — —  a, z = i ,  n— g j a mnożnik podwójr- 

ny ( A 1)  ftauie fię.:

( j + - y ^ i ( i + * ) d o j ł .  + .u
5. g  g, . "

biorąc teraz za zk  w fzyftkie' liczby parzyfte o, z, 4,
6 . i t. dr w ypadną nam mnożniki fzeregu podane
go: połóżm y z k = G y otrzym am y za mnożnika igo,
X 2 L *
_  s którego podfug w yłozoney przyczyny w  §. po- 
g 2

r X  X
przedzaiągym  nie należy brać tylko —; ale że — ma

■ ’ g  &  
bydź mnożone przez niefkończoną liczbę m nożników 
podwsóynycbj wję,c x  ieft. w,.faiQpy rzeczy  p ierw fzym  
m nożnikiem  nafzego fzeregu, co oczywiśćite 'fię po* 
kazuie. Chcąc teraz_ ijmych m nożników oznaczyć;

, ■ zkP . 
w eźm y z § 5-4. (p), za. d o jł.----- iego w artość w

s
piej-.wfzych terminach fzeicgow ycb , nwdżaiac inne' 
terminy rozdzielne pr^ez potęgi ,§■ iak"oi niknące, to ̂ eft 

z k P  z k * P '  -
dojł:-----^ 1 — .----- ą mnożnik nafii, zamieni fie

S  S~ T e  naT

R o z d z i a ł  I V . . a s r

Sseregi ule.
skoń czo ne  ra 
ibie '*aiafi{tia  
mnoiników.



na 0 + - ; * — —  — j 4- j =  —  + ----
g- S  s *  iT 5 

4k - P 1x
■+ —------1 ■ rozdzieliw fzy w fzyftkie terminy drugiego

S 3
, , 4 kIPz , . . .  »

członka p r z e z -------- otrzym am y za mnazmka
S

OĈ  • , •
-t---- — . w  którym  biorąc za w fzyftk ie  liczby

parzyfte, wypadnie’ nam niefkończona liczba mnożni
k ó w  fzeregu podanego, to ieft: •

X  x -  . ,  X  X- X  X z  . ,  X
x ( l  +  - + ------ j f l + 2 ' + — X  2 +  _ + --------K l + -

S  4* *  g  >6P- S  3ĆP1 S

M-------- )  i t. d .— ex— i.
Ć4 ? z

tjrmże fam ym  fpofobem  znaydziem y, ze 

e~x— i = (  i— —) z— 1 = —  — +  —  —  ------- ■■+-

x.9 « A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .

.g i 1.2 1 .2 .3  *-2.3.4
x  x 2 x  x z . .  x  ,

_ _ it .d .  ==*(«— -  +  — T ) ( i — + « - _ ; ( ! — -  +  
g  g  JóPł  5

J : — j  i t .d .

D ośw iadczm y iefzcze tego fpofobu w  funkcyach
_e ~ x l ^ — 1

urbionych: w iem y że iu jł.x z = ------------------1— •,
2 \/~ —  ł

3C\/r— l
e * i ' - * = z ( i + — — L ) g f <r—3C*— X= C  1----------- - ) s  

S ----------------------------------S  
x\S — j - x V — 1 

0 + — — ) s _  f ł — —
będzie w ięc iujł.x= ______ 2___________ — ~____>

2 \ /  —  /
równaiąc t^n w y ra z  s funkcyą n"— z ” -, w ypadnie.

x V ~—  1 x V  —  1
1 -i-------- -—■ J---------- ~  *

___ S  : 2 =  S  ; mnożnik zas po-
" 1 7 - ,  .dwóyny



dw óyny będzie:
X V - ----- 1  ✓ X \/~ ------ 1 J f l / " — i  \

( i — _ - ~ y  2 ( i --- .------------- ) ( i +  — — - J
_______s s

—-  ----- doj}. 2kP

R o z d z i a ł  IV. . zpi

Wy k 0n aw fzy to mnożenie, i w ło ż y w fz y  za Do/ł. ~

zk-P*

S'i  ' k*P*
którym  biorąc za k w fzyftkie liczby w  porządku na'* 
turalnym, otrzymamy:

W ji.x=x—  + ---- f f . -----------------^ --------+ i  tt d
2 . 2 . 3  1 . 2 . 3 . 4 . 5 -  j . 2 . 3 . 4 . 5 - .  (5.7

(' )_ _ X |4- — . X ' — -p )( 'I+ — ;  i t .d . W zi^w fzy

znow u DoJl.x— ___ ____ ______ — _______ S______ |_

' * x v r — 1 w  
( 1 ------------- ^ ) s  • ^

_____ 5 ---- > p orów n aw fzy  ten w y ra z  s funkcyą
2

an+ z rt, w ynaydziem y;

-  « x ~ x 4 . Ł ,  43C2
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____f i  I X  I X  , ,  I X  I X . ,  2 X  ,

= ( I  —  *---- ) f l  + -----X 1 — -----X I +  -'----)(■!— — )
P P  i P JK 2p y SP

( l - h — )  i t. d. ~- 

? P ,
le/.eli którykolw iek s tych m nożników  w chodzących 
w  w y raz wffcawy ftanie fię zero; c a ty jze re g  znikniff, 
i W Jł.x= o, co fię trafi w ziąw fzy  za x ,  o, P,. zP, 3P; 
kP.j k znacząc iakąkolw iek liczbę. T oż fa n o  znay- 
dziem y w  doftawie, że • ta zniknie, ieżeli 

(zk-h i)P  ., .
x = --------— , co oczyw iście z  ^natury koła w ypada.

/ m „ m
- U czyńm y teraz x =  —Pj  -  w yraża ftofu.iek iakie- 

n n
g o k o lw ie k  łuku do p ó ło b w o du ; będzie

«  »  *** 4 « * i<5H*
i t. dr

i t; t).

a. położy w fzy  ift za ń, i rozebraw szy każ(lvg° z  IBM*
żników  na dwa pro I-te. zrównania, te. zamienia fig ira
1[rn mP  _  mP f vn— m  ^ 4 ? !— m ł / 4 n + » ł 1
I [ t .---- ( X  X -------

2>ł 2 łl, 2H 411 4)1

( f t r - K i a s j i t . * .  .  ( l>
6n ~ 6n

Doji. . = ' 
2?r n  n  j n -  52 i y n

X ^ - - X 7- ^ )  i t. d. - - . . cam
j-;i 7 w 7n

, , • , . mP 
przypuśćm y teraz ze — — 90°, czyji m=.ns=zi bg- 

2, w . "'
mP r ,

d zie  WJl------= 1 .  zrów n an ie (M ) zn ikn ie; (L)  zaś da
m 1 -
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* - 4  '4 l 6 6 8 S io  to i z  
1 .2 .4 .4 .6.6.g.8. l o . i o . i  i . i ż .  14-14- i t. d.

~ P==T j.? '-y -y - 7 .7 -0 -9 . i i . i i . i 3 . i 3 . i f .  i t .d .  
jrtón ci -tO> ieft fiaw ny w zó r WalltfcL, podany --od 
niego na kw adrow anie koła w  arytmetyce ilości 
iiieikończonych. Biorąc po d w a  ma raz mnożniki 
w zór tert może fig iefzcze tak w yftaw ić:

1 p̂ — 2 — ■ —  —  15,0 1 — IÓ-  i t d *
7  9 49 <yi i i i  1(9

8 1 2 4  1 4.8 i  . , • 
aże — = i j i —  = 1 — — ; Z l= ± i— —  1 t.d.W ięc

9 ' 9 . 2 5 - 4 9  49

i p = 2 ( i — —X 1 — ----- — ) ( i — -i-)  i t , d.
2 9 . ‘ 49 £1
"Wiemy z  nauki o logarytm ach h yp trb oliczn ych ; że

l . ( l '* - x ) — — K—   ----- —  —  —  —  i t- d. - - C S )  w ięc
2 3 . 4  

1 . 1 1 1 1 • i. j
/oj-. C i------0 = ----- ----------- 7  — -----\---------- it- .d .

9 9 2 -9 $-9 3 . 4-94
Co równie - do w fzyftkich  m nożników  ftófuiąc,
zn ayd żiem :

Iov.hiip-T=log«4+Iog.(i—  L .) + lo g .( \ -----L ) - h
... ę 1S

io q .(  1—  — ) +■ i t. d .
5 49

rozbierając zaś tog. ( i — l og ( i — — ) i  t. d. po*
9 •

dług w z o r u  02J w y p a d n ą  ich w arto ści w  naftgpuią- 
. cych fzeregach.

^  ^ _i^.ę__ 1 __  1 _‘ i  1 __ 1 __

9 J . 9  2-92 3 -9 3 4 -9 4 y-95

fog-O 2J. 2 .( i f j* 3 02?)3 4 C2^J4 

• i  t . d .  ” • /o g .



— i _ — i . ______ r _
49 l  49 l (49)'- 3(49)* 4 (4 </)*

3oa A l g e b r y  C z ę ś ć  I L

—  i t.d .

- J 5-
a zebraw fzy  fzeregi s terminów fobie podłożonych, 
n azw ijm y:

■ A = i Ą- —  H-----■+■ —  + ' —  +  i t. d.
j *  y2 7 Z <)-

B= i-Ł- —  H-----■+• —  ■+■ —  *ł» i t .d .
;■* 5-4 7+ 04

-  1 1 i  i . , 
C— i +  —  -j-_  4 - —- -ł~—  4 - 1 .t. d.

j 6 f  7  9*
1 1 i i . 

D = n -  — —  +  1 t. d.
38 j-a 78 8̂

znaycTziemy:
lo g .h y .P = lo g .+ .~ (A .— i ) ) — \(B — 1) — JC-C— 1 ) —

z ( D - 1 ; —  i t. d. . .
co zam ieniw fzy na ułom ki dziefiątkowe, wypadnie
nam bez w ie lk iey  pracy.
log. /ii/p..P=i, 14.472988 f 8494  i t. d. rozm n ożyw fzy  
zaś te liczbę przez 0,45429 i t .d . podług,§ -? o .  w y 
padniemy układzie Briggiufza.

lo g .P = o ,497149872C1941 H 8 i t. d.
Maiąc logarytm  półobwodu koła, łatw o nam ieft 

rachować logarytmy w ftaw  i doftaw za pomocą zró
wnań (L ), (iVf) .  w idziem y bowiem  że

tnP . _ , m m z
Log.WJł. —  = lo g .P + lo g ---- + lo g .( 1—  — J+ ioe.

.  -> 11 A W 2.m . 211

I <J7l*

W2 . . . Ł ,

( v — ------ )  +  1 t. d.

~ n mP . f  mm mm
lo g .D o J i .---- = t o g . ( i ---------- _ ) 4 -/ 0<g - .( i  — ----- 4-

0 z n  n *  0 y ń *

lo g .( i  —  — — )  +  i t-d , ~ dw a
0 v 2j n ^

I
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dw a te zrównania uczą nas fpofobu rachowania ta
blic - l o g a r y t m p w  na linie trygonom etryczne, iakictr 
c o d z i e n n i e  w  matematyce praktyczn ej używ ać z w y 

kliśm y .
S tych w fzyftkich  w yłożonych praw d oczyw iście 

fig. p okazało, ż«, rozbieranie fzeregów  niefkończo-- 
nych przez które fig fu n kcye. przeftępnę w yrażaia , 
rja i\ve mnożniki-, ieft w ielkiego barzo użycia w  ra-- 
chowaniu tablic logarytm ów , Z nich wyciągnęliśm y 
w zory, i liczby, n$ które natrafiamy w e w fzyftkich  
praktyczney matematyki częściach, abyśmy czytelni
kow i w ytknęli fpofób, iakiego dżiś można użyć do. 
w ynaydow ania ich. Niechcemy fię dłużey nad tą 
materyą rościagać, bo każdy z w yłożonych od nas 
początków  relzty fobie doyśdż może bez naymniey- 
fżey trudności. U tatwiym y tylko króciuteńko to, co 
nam z w yżfzych  pozoftalo uw ag.

§; L V I I 1.

Zoftaw iliśm y w  §. £$■. nierozwiązane/ zadanie o _ . 
rozjbiorze funkcyi ułom kow ych, zamykaiacych m no-.łom£* ^ ef 
żniki uroione w  mianowniku, na ułom ki profte'; dla *bićrai»fięna 
tego, żeśmy nie.umieli iefzcze m nożników podwóy- mnoiniki dw.ó 
nych rzetelnych, które z dwóch uroionych powftaią, kf*caUnerxe- 
w  w yrazie przyzw oitym  w yftaw ić. D ofzedlfzy te- 
raz, że takow e mnożniki w yrazić fig ogólnie moga zloionć^ ' 
przez nt-^zcicz D ojł.p+ c2*:1 (A a )  nalpży nam fię do 
tamtego zadania w rócić, i tu ić dopełnić. W yftaw m y 
fobie w ięc ułomek nayogólnieyfży.

A + B z-i-C z2-hD z3+-Ez4-h i t. d. _M'

a'+b'z-\-c'z2+ (i'z 3+ e 'z Ą-{~ i t. d. N.’ 
przypuśćm y, że mianownik N  zam yka w  fobie mno
żniki uroione profte, a. zatem mnożnika podwoync'- 
go ci2— zacz dofł.p+c2z 2, i oprócz tego innożników  
innych rzetelnych, które w yrażem y przez S = n "+ b "z  
4-cll!S14-fJ,,2 34-£''l2 4+  1 t;. d. pamiętaiąc na początki

w yłożone W §■ 3 y. przekonam y fię, żc ułoijiek ro-

V  z b i - e r a



, . . Al A '+ R ’z
zbiera fię na te profre —

$02 A l g e b r y  C z ę ś ć  II.

N  a 2— zacz doJi.p+c2z z 
" R  M
+  — = --------------------------------, a przeto

5  ■ (a 1— zacz doJł.p+c*z*)S
M— ( A '+ B 'z ) S  n , , . ...

--------- i----- --— -------R będąc ilością całką, mu-
a2-— zacz Aojł.p+c^z* 

fi koniecznie M— ( A ’-+-B'z)S bydż rozdzielne przez 
a -— zacz doJł.p-hc*z2, a zatem u czyn iw fzy  tę oliatnią 
funkcyą zero, i z niey w ydobytą wartość na z ,

z — —(d oJi.p iV r'— i.u J ł.p ),  w ło ż y w fz y  w  Al— ( A ’ 
c

- ł-B 'z )S , będzie M— (A ' ■+■ B 'z )S = o ,  s kąd w yp ad a 
M = A 'S + B 'S z  - - (A b ), należy nam w ięc nafam- 
przód przerobić M, N , na fun kcją  inną zam ykaiącą 
n ow ą wartość na z  w ziętą z (A a ), z nich potem o- 
trzym aw fzy  dw a zrów nania na z ,  potrafierny ozna
czyć A ',  B '. 2 atrudniymy fię teraz tem przerabia*

” a ”
niem pamiętaiąc na to, że z n=  —  (doJł.itip±Vr— J.

cn

lujł.np), biorąc dla krotfzego rachunku — = m ,  otrzy

m am y naprzód dw a naftępuiące' zrównania na li
cznika Af.
A + B m .d ofi.p + C m 1 doft.zp-hDm3 doft.Zp+- i t.d. = A f ' 

± (B m . w Jł.p+Cm 1 ivJł.zp+D m 3 icjł. $p -I- i t.d.)v^— i 
= ± M "V r — u

na A ’S
A '(a " + b ”m dojł.p+c"m 2 doJł-2p+d"m3 dojł.^p+i t. d._) 
— A ' N '
± A '(b ''m  w f!.p+c"m *w jl.zp+d"m 3iv jł.}p +  i t .d j* / ’— i 
= ± A 'N "V / —  z.

na B'Sz
B ’(a"m  dofi. p-ł-Wm* doJl.zpĄ-c"m3 dojł.fp.-h  i t. A.) 

= B 'P '  . , %
± B  '(a"m  tujl.p+b"rri* w fi.2p+  c"m3 wjł.$p4- i t. d .;

/ - j = ± B T V - i . '  wt<^



W tey odmianie zrównanie (Ab), rozdzieli fię na 
d w a takie
M ' -+- i = A ’N ’+ A 'K " \ f —  i + B T 1l-ł-R .'P 'v/_ 1

i = A ’N '— ^ W -  1-b-B’P '— B W - i .  
które dodaiąc i znow u odciągane od fiebie, znay- 
dziemy:

M ' = A 'N '- ł- B 'P K 
M"=?A'N"-hB>P" przeto 

j , _  M'P"— M"P' n M "N '— M 'N "

N 'P "— P‘N " '  ' ~  N 'P "— X "P ' 
mamy przez oftatnie dw a zrównania A ', B '; a prze-

. . A '+ B 'z
to licznika u ło m k u ----------------------------- , pamietay-

n2— zacz doft.pĄ-c^z- 
m y ty lk o  że AF otrzym uiem y kładąc w  M za 2” , 
m n dojł.np-, kładąc zaś w  M za 2n, mn wfł.np-i o trzy
mujemy Al": podobnie kładąc w  S, mn dofi.np za z u, 
otrzym uiem y N '; N 1' zaś, kiedy mn ivfi,np kładziem y 
za z n w  5: naoftatek otrzym uiem y P' kładąc vv Sz, 
mn dojł.np za z n; P” zaś, kładąc mn wft.np za z n w  
Sz: tym fpofobeYn w yn alazłfzy  M ',M ",N Kt N ">P ',F l, 
w ypadaią w artości na A \ B ',  i zadanie (Tę rozw ięzuie. 

Przykład: Niech będzie ułom ek
i + z z + z z M '

-------------- ----------------—  =  -  który należy rozebrać
O — l  z + z * ) ( i + * z + iz * )  N

. . A '+ B 'z  .
na dw a ułom ki w z o r u -------------- -:-------- — - biorąc

a-— zacz dojł,p-ł-c2z*

j _Z-zĄ-r/i za  m ianownika ułom ku fzukanego, m am y
M = I-łr2Z-KZ2, S = łH -22H-J8 a, S z ^ z + Ą z '- ^ ^ 3, 
a-— 2acz,doJł.p+c-z-z=i— |z-t-z*-$ a przeto a = f , c = i ,  

m — i, z d oJł.p = %  dojł. p =  Ponieważ nie m am y 

ftófunku luku doftawy. |  do obwodu koła, mufzem y 
fzukać w fta w  łu kó w  powtarzanych za pomocą zró
w nań ( K) w § . y i j  doftaw zaś za pomocą zrównania 

T)oJ}.p— \^[ ! — (w jt.p )1] , bedzie w iec
vz v irjł.p=

R o z d z i a ł  I V .  3 0 J



^ /?,p =  _i - - - D q/?.p= — 
y r

W jł .z p = 2 £ ..- -  - T)ojł.2V=  'L
2S 2y

WJ},3p ^ H L  . .  . Do/?.jp— —  — —
1 2 5  125

kładąc zaś za z n, dojł.np. w  M, S, Sz 
otrzym am y - - -- M'rN!,P',  
kładąc za z n, wjł. np w  M, S, Sz 
otrzym am y - - - M", N ", P'!.

^ + ^ + 1  =  ^ -  -

? ^y v2y y *y 2y

N ' = ł +  i - ł - i i  =  ££ - . K " = o + 2 . i + J . i l  =  ^ i  
5 2 * 25 y 2y iy

Y r = 4- + - - ~ —  ?— ± ~  H _ - p " =  Ł + £ i t l  + I : ! 2 L  ==
y ^y */2y i^y >y iy  iz y

s kąd w yciągniem y N 'P”— -P 'N "=  a przeto
iz y  ’

A '— — =  1 *:.***-—
2ij(5 11 .178  178

• B’=  —  i 2 l -  =  —  —  — — —  — — —\ a przeto 
z i j 6  i i  2 .1 78 w f g

M
ułom ek p ierw fzy  na który fię rozbiera ieft - —

I — fz-t-Ż*
fla w ynalezienie drugiego ułom ku/ będzie M = i + i z  

+ Z 1, S =  1— fz + 2 1, - - a 2— ictczdoJł.p+c2z 2= i + i z

s kąd w ypada a = i ,  c = - V ^ J ,  )rr= '—  —— r,
V ,$

d o fl.p =  — — . podobnem iak  „przedtem działaniem

• znaydzieroy;

3 0 4  A l g e b r y  C z ę ś ć  "II .



ii/"* ri„n

m p = , ś 7 '  * ’  Do^ p = ^
2 \ f l  „  n -I

i r n . i p = ---------- --  D o f l. ip = -------
3  3

WJ}.3V—  - - Do/?.-3p = —  — —
3 ^ 3  3 ^ 3

kładac za z n ,  (— i i ^ D ó J ł . n p  w  M ,  S ,  S a  

otrzymamy . - - .- - M ' ,  N ' , P ’ .  

;kładąc zaś z n = ( — r . V i ) n W J ł . n p  -  - w  M ,  S ,  S z .  

otrzymamy -  - - —
____ 2__ —  L =  -

V z Y z  - ; 9 ~ -)

; i r = łV̂

R o z d z i a ł  IV. 3 0 f

V  3-V z 3-3 9

R ' = i + ---- ------------- —
f.VZ-^3 9 4T 

g '. V .  2 z V  2 2 4 ^ - *
; N " =  o +  — -7 — >—  + ------ =  i ------- -

,y y j Y j  3,3

r = -------- i _ + — +■___ 1— = » —
/ j . V i  r.3 .3  9  V 3-^3 *3 ?

2 2 V 2 n,?\/~ 2
J)ł/. h _ — __  _. —■. ______

V,j V .3 r-J.J 3 -3-3 JiJ- 

s ' kąd wypadnie N P "—P'N " = — - - a P rzeto

2 ? ^  i 'J T  ,  , , ■ ( 2 } - + i5 5 - 2 ) ; i7 8 . ' 
j i — — —: B = ------, 1 ułomek drugi = --------------------- 5

178 178 H-2Z+32--
I + - 2 S + 2 2 __T i r ? — 4 y 2 )- , * 7 8

przeto ------ ------------------------------------------ ó--------------
f i — l z + 2 2X l + 22+ 52-^ I— 52+ 3 a

f ( 2y + r 3 y z ) : i 78
H r + I z + J z 2
■sy tym  rachunku P ', P” w ypadaią-s teyźe fam ey fun
kcyi 5 rozm uożonćy; p rzez z ,  s którey N ', N "i m o- 

„*V3 żerny



żerny w ięc przez kombinacyą barzo proftą P ',  P "  w y 
razić przez N ', N"; iakóż przekonam y fie źe 

P '= m (N 'D q ft.p — X"IVjł.p).
P "= m (i\ ' lVfł.-0-ł-y]"D>[ł.o) przeto 

N T ' — N "  P ' = f N ' N  ’ - k V " i V "  )  m W f i . p 
M’P"— \l'P '= z(M ‘X ’+M ''N '')m W Jl.p.+(M 'N "— M 'N '). 
mDoJl.p

Ą, _  ( ATN " — M "N ')D ofl.p

PrZet°  _  N7N 1T N " N r' N 'N '+ N " N "  .W J ł . f

B '=  ___
N 'N '+ -N rN"m.łVJł.p

§. LIX.
. . U w ażaliśm y W teraźnieyfzym  rozbiorze ułomku 

Roiw ię fciue  y j

fię to famo za L ,  że iV nie zaw iera w  fobie m nożników  równych 
ilanic? kiedy N ^

m ianow nik i a  —-2aCZ D oJł.p .+ ^ zH  przypuściw fzy z;iś że N  za- 
k ó w ^ o d w T y  myka różne iakiekolw iek potęgi takow ych podw óy- 
n y c h r u w n y c h  nych m nożników n.p. (a z i a c z D > f ł . p + c * z z) * , na 

ten czas S zaw iera także w  fobie a 2— z ac z  Dnfł .p  -t_ 

c2z'1, i położy w fzy  w  zrównaniu i\lr=zA S-l-B'53: - - 
(A b), z n= m n(D ofl.n p ± 'S — i .WJł.np.) będzif? S— 0, a 
zatem Af— o, co nie tylko  nam nie da żadney w arto
ści na A ', B'-, ale iefzcze w prow adzi warunek cale 
przeciw ny zadaniu u czyn iw fzy  M = o . S tey uw agi ła

tw o  fig przekonać, że kiedy funkcyą 1_ zaw iera w  fobie

m nożników  podw óynych równych, fpofób rozbiera
nia iey muli bydź różny od tego, któregośmy dopie
ro użyli. T a  różnica iuż nam fię pokazała w y że y  
pod §. sr., i oraz powinna nas w iele ośw iecić W 
teraźnieyfzym  rachunku.

Niech będzie N = ( a 2— zacz D o ft .p + ^ z ^ S ,  gdzie 
5 zam yka mnożniki różne od tego, który ieft w  po
tędze g §§. ?4, iuż nas przekonały, że funkcyą 
takow a rozbiera fig koniecznie na inne takich w z o 

rów ,

fos A l g e b r y  C z ę ś ć  II.



R o z d z i a ł  IV. 3 07

ró w , ialne nam naftępuiące w yraża  zrównanie: 
M r A '+ B 'z

( a2— zacz DoJł.p+ć1z 2)sS  (a*— 2acz DoJł.p-\-c2z 2)s 
C '+ D 'z  E '+ F 'z  

--------------- ^-71-------:— :----- +
( a 2— zacz DoJł.p+c2z 2) z - I  (a 2— zacz DoJł.p+c2z 2) s —*

+  i t.d. , z  niego w ypada:
•o

M— S [A '+ B 'z + (C '- i-D 'z )(a '1— 2acz D njł.p+c*z‘1) +  i t.d.]

^  {a 2— zacz DoJł.p+c2z 2) 3 ’  ^
p o ło zy w fzy  teraz a2— zacz DoJł.p+c2z 2= o ,  w fzyftkie 
naftępuiące terminy odpadną, zo fta w iw fzy  M— SA’ 

— SB'z-=ro, w ło ży w fz y  w ięc w  A/, S, Sz, za 2", mn.
D ofł.np, mn WJł.np. otrzym am y A ',  B 'ta k , iak w p o -  
przedzaiącem działaniu: m iaw fzy iuż A ',B ',  oznaczo
ne, M— S A '— SB 'z, ieft koniecznie rozdzielne przez 
n2— ia cz DoJł.p+c2z 2, w yk o n aw fzy  to dzielenie, o- 
trzym am y w ieloraz P ', to ieft:

Af— SA '— SB 'z , . / m \ •
P ' — --------------------------------- a zrównanie (A#) zm-

o 2— zacz DoJł.p+c2z 2 
iy  fie o ieden ftopień, i da nam naftępuiąca wartość:

Ł _P'— S [C '+ D 'z + ( E '+ F 'z ) ( a 2— zacz D ofł.p+c2z 2) +  i t.d.]

(a2— zacz D o ji.p + c-z2) * - 1 
gdzie znow u m ianow nik ftaw fzy  fię zero, zoftaw i
p '_$C'— S D 'z— o. Kładąc w  P ', S, Sz, mn Dofł.np,
m71 WJł.np za z" ; oznacze/ny C ',D ';  te oznaczone w a r
tości na C’ , D ',  uczyntó P '—  SC '— SD 'z  zupełnie ro
zdzieliłem  przez a2— ĄaczDoJł.p+c2z 2: w yk o n aw fzy  
to dzielenie i nazw aw fZy ieso w ielo raz O ', bedzie 

P'— S C — SD '*
Q ' = -------------—-------------: w ło ż y w fz y  znow u Q 'w

a 2— zacz DoJł.p+c2z 2
zrównanie oftatnie na R, zniżem y ie' iefzcze o ie
den ftopień:
_Q '— — 2acz D ojł.p + c-z-)  -t- i t. d.]

(a 2— 2acz DoJł.p+c2z 2) ° —ł
V 4  podobnem



podobnym rozum owaniem  i dziatanie'm wynaydzie'- 
m y znow u E ', F ', w  czem nam .w iele' pom oie do
kładne zrozumienie §. is-

U żyw aiąc zrównań (Y )  na A ',  B',' w iedzieć nam* 

należy, źe te fame ftużą nam na C ', D ';E ',  F1,- G ', II'-, 
i t. d. w fzyftkich  liczn ików  ułom ków  proftych, na 

M
które fię — rozbiera, pamiętaiąc na to ,.ż e  w  nich 

N

N ', N ", iako w ypadające-z S zoftaną nienarufzonćy, 
ale AT, M", odmieniaią fię z odmianą M, tak dalece, 
ie  iako w ypadaia w  p ierw fzym  ułomku kładąc- 
mnpoJl.np, mn WJl.np, za z n w  Af; tak w  drugim 
na C ', D ’ , wypadną kładąc ^w P'; w  trzecim na £ ', 
F ', kładąc w  £)'•- te famę wartości za z ,  i t. d. 

Przykład. Niech będzie funkcya podana - -
2 — 2j3

---------- --------- , gd zie-M ^ z— S = n - z 4 . a 2— incs ,̂
(i-K Z2) 4( H - 2 4)
D oJł.p+ c*Z*=  i-HZ2, a przeto n-— i , m — i ,  D o /ł.p = 0 

w ięc p^=^P-, tu P znaczy półobwodu koła, będzie 
w ięc

W ft.p =  i - - - Do7?:p— o*
W [ł.ip = o  - - - D o /?.2 p = — i 
lV (}.$ p = —  I - - Dć)/ł.j)t>=:0 
jyji.4p-=0 - -  - ]]ofł.4.p— I .

z — z 3 . ,  _ ^ '-f-B 'zl
ułomek zaś ---------------- -----rozbiera fię n a ----------

( I-t-Z2)4^ !+ Z 4} ( l + z 1 )4-'
r -  C '-f-D 'z E'+-F'z G '+ H 'z  . , 7
4 - -----------■+•------------- h ----------- +  i t. d.

( i  + z ł ) ? ( i- ł-z 1) 2 i-t-z1 
kładąc wfpom nione wartości na z,, w  M,.S, Sz, w y 
padnie nam A f'= o , AJ*— 2, N . '=  2, N ."= o, przeto z' 
(X ) B '= 1 ...

P ’= — =  — z ’ , kładąc w  P',D oJł.np, WJl.np,.

za z n; otrzym am y A f'= o , A f " = i ,  zaczem  idzie- 

c ' = 0, d 7= 2 5  C '+ r r 2=  i z -

j o g  A l g e b r y  C z ę ś ć  I I .

X > ' = -



,Q '— — ------ -Z— - —  = — -;23; kładąc w  f) ' za a:,
* 4 - Z *

2 3 w fpomnione w artości, w ypadnie M '= o , A f '= o , 
a aatern £ '= o , F '= o .

q '— SE’— SF'z _  Q '  _ 2_ _ 2. v _  ^

I-ł-22 14-22 2( l 4-Z-2)  * r
w ło ży w fzy  za 2 wartość wfpom nioną w  R ', znay- 

dziem y M’= o , M"==,— a przeto G '= o , H '=  —
Zaczem

z >— 23 i t  i
4 - ------------- - — 1----------- 4 - 1 t. d‘..

R o z n z iA Ł  I V .

( l - b Z z)*(l.-\-Z*)  ( i + Z 2) 4  2 ( l + Z 2 )-5 4 f H - 2 2)

§. LX.
Rozbieranie funkcyi ułom kow ey fkładaney, na ułom- P r z y f tó f o w a .  

ki profte' było nam potrzebne w  §. do w ynay- nie poprzedz.a 

dow ania w yrazó w  ogólnych na fzeregi zwrotne', któ- l*ccyn^ kllio 
re fię s funkcyi ułom kow ych rodzą. Spofób w § . j s .  '  * 
na odkrycie w yrazów  ogólnych podany, nie rościąga 
fię do u łom ków  maiących w  mianowniku, mnożniki 
uroione', bo dopiero za pomocą w fta w  i doftaw  po
trafiliśmy ogólnie w yrazić funkcyą dwó-kTztałtną rze
telną, złożoną z dwóch uroionych, nauczyw fzy fię 
zaraz rozbierać iakąkolw iek bądi funkcyą całką 
lub łamaną na takow e m nożniki. S tych w iadom o
ści łatw o  nam ieft barzo to dopełnię, cośmy w  §.
o wyrazach ogólnych opuścili . Przypom niym y fobie 
naprzód w zóry  w y razó w  ogólnych któreśmy w  §. ; ;

podali na fzeregi rodzące fię z ułom ków  — —— r
i — pz

potrzeba nam teraz podobne wynaleśdz
f i  — p z )  
na funkcye pozoftałe

A + B r z  A + B r z
'  • C2)i — ir z  T)oJł.p+r2z$ ( i — irzD oJi.p + r*z*)g

Gdybyśm y pierw fzą n.p. funkcyą rozebrali na fzereg 
fpofobem D.es-Carta w  §. $ 2 użytym , i w  tym fzere-

V S gu



3 1 o A l q e b r y  'Część 'II.

,gu upafrow ali praw a, podług którego układaią f i ę  

-terminy,- ciężkoby nam było doftrzec zaraz w yrazu  
'ogólnego dla przyczyn w yłożonych w  §. 5 ?. C hw yć
my fig w ięc drogi iednoftaynie nam w  całey ,tey nau- 

*ce fłużącey, to ieft: obierzm y fobie inne funkeye u- 
łom kow e z m ianownikiem  1— ir z  D ojl.p+r-z^, któ- 
reby nam w  fw ym  fzeregu iłatw o < odkryły w yraz o- 
gólny,- s temi dopiero równaiąc funkcyą (1 ) , przyi- 

idziem y do w ynalezienia iey w yrazu  ogólnego.
■Lrz.Wfi.p

Niech b e d zie ---------- -----------------  funkcyą w fpo-
i — zrz D cjt.p + r2z 2

mnioną, rożbieraiąc ią na fzereg podług §. 32.

;i-—-irz  Dofł.p+r^z2
■oznaczerny A , B , C , D ,  i t/d . i otrzym am y Tzereg: 
Lrz Wfi.p+Lr^z7- WJł. zpĄ-LrJz3 WJł. j p+Lr4z Ą WJł,Ąp>&- 
i t. d. -- -  -- (ci)
•któreffo W yraz o gó ln y 'o czyw iście  fię pokazuie -  -  
Lrnz n-WJł,np. - - ( a ’)

"którą przez -ten fam .fpofób rozcbraw fzy na .fzereg, 
otrzym amy:

:Q + Q r z 'D d J ł.p + Q r ? ż* 'D ó J ł.i^ Q r 3z 3 ~Dpjł:2 p +  i t. d. (b)  
;któręgo w y ra z  ogólny ieft - - Q rnz n Doji.rrp - -  (b'i) , 
^złączmy teraz funkcya pierw fą z drugą, otrzym am y: 

lQ + L r zW jł.p — Qrz'D oJł.p  ^

>1 —  zrzD o J ł.p + r2ż z 
'w y ra z  ogólny tey oftatniey funkcyi, ieft rów ny fum- 
mie w y r a jó w  ogólnych (a '), (b '), to ieft:

(LWJł.')ip.-{-QDoJł.np)rr‘̂ n - - •- — (ć ')
■ a poniew aż funkcya (c) ieft -wzoru podobnego do

I —  2?Z D ofł.p+ rzZz
.m iedzy fobą wypadnie w artość na L, Q , w y r a ż o n a  

■przez-A, B } a przeto i w y ra z  ogólny. O t r z y m a m y

- = ś l-b B z + C z 2+ D z 3-ł:E zĄ+  i t. d.

Niech będzie p ow tóre 'fu n kcja  inna
Q — Q r z ~ D o J ł . p

■ -------- ;------------- ~~^7
.i — - 2 rzD  ojł.p-hr-ź*

A + B r z
( 1 ) ,  równaiąc ich liczn ików

b o w ie m



bowiem  s porównania term inów  4 = Q ,  B =  L WJł.pi 

— Q  Dojł.p, czyli L =  w ło ż y w fz y  te w a r

tości za L, Q , w  (»’ ) , znaydziem y:
(B Wft-np+A IFJł.pp B o jł.p + A  Wjł.p DoJł.np)ynz n
_— . i wjt.p- ' ;

Wjł.np. DoJł.p+WJł.p DoJł.np— WJł .(n-ł-i)p:  w ięc 
B W fł.np+A W fł.(n+i )p  ■ .
n J --_---- — ----------- rnz n ieft w yrazem : ogolnym,

Wjł.p
fzeregu wypadaiącego. s funkcyi. u łom kow ey - - 

A ^ B rz

1 —  irz:DoJł .p+r^z- 
Zoftaie nam teraz w ynaleśdź w y ra z  ogólny fżćre- 

gu powftaiącego- s funkcyi którey m ianownikiem  ieft 
( 1 — 2rz-D ofi.p^r*z?)s. Ten żebyśm y m ogli z § .  j j .

A
wyciągnąć, przypom niym y fobie że fu n k c y i-------------

( i —  q z)*
w y ra z  ogólny ieft;

(n -t-i)(n -h z )(n + 3 )  -  -  -

1. 2 4. 5 - - - (g — 1) 
potrzebaby nam w ięc funkcyą nafzę przyw ieśdź do-

w zo ru ------------- na ten koniec rozbierzm y . . .
( i — qz)s^  _

( , — 2rzDoJł.p+r*z~)z, na dw a mnożniki profte, chociaż 
uroione:- ( i — (Dą/ł.’p + \ f — 1 .W Jł.p)rz)s , ( 1 — (D ojł.p  
— — 1 Wjł.p)>'z)s przez co funkcyą złożona rozbie
rze fie na te dw a ułomki:

K I
4

R o z d z i a ł  I V .  3 1 1

(fi— (DoJł.p+Vr— 1 .W jł.p )rz)s ( 1 — (D ojł.p— \/ — i .W jł.p )rz)*r

których mianowniki, równaiac z ---- —-----wypadnie
( i — qz)s

q = r  DoJł.p+v\/~~i .Wjł.p w  pierwfżym y tp=r Dojł.p  
— r \ f— 1 -Wjł.p, w  drugim-ułomku; a przeto. qn— rn 
(DoJł.np+V'— i .W jł.np), qn= r n(DoJt.np— Vr—. i  .W jł.np);

V a w yraz



3 1 * A l g e b r y  ‘C z ę ś ć  I I .

w y r a z  w ięc  og ó ln y  obydw óch tych  u ło m k ó w  be-

Oh-, + ; )  - - ^ - 0  (b.Jl.«p+ y r - I,WJl.rr )K r- z ^

I .  2. 4 ------  -.(g— *')

u c z y n iw fz y  p o tem  K + L = f ,  K— 1 = — ^— , będzie
V — x

„  — i+ ft  /t/'— i — h
h = . — —-----— * L =  -— —-------- , a p rzeto

tfD.inp+l, WJt.np,^- . . (i,
l .  2. 4 -- - (g —  l )

ieft w y ra ze m  ogóln ym  fzeregu  p o w fta ią ceg o  z  d w óck  
u ło m k ó w :

2 ^ ---1 2 2\/̂ ---1

( i-~ (Dofi.p-+V— i.WJł.yi)rą)Z +  (  x— (Dofi.jp— — i . Wft-p) rzj*  
c z y li u ło m k u  iednego:

. f — g fr z  D ofl.p+  ź ^ lU lŁ  f r 2z 2 D ą [ł.ip + i  t.d. 
*1. 2

+ g h rzW J ł.p — hr2ż 2 W fi.ip +  i t. d.
I .  2

( i — 2rz DoJł.p+-r'1-z2)s .
T en  u łom ek  w y fta w ia  nam  n ayogóln ieyfzy  w z ó r  
w fz y ftk ic h  p ło m k ó w  m niących w  m ian ow n iku  ia ką 
k o lw ie k  potęgę m nożnika p o d w o y n ć g o  i — irzD oJł.p  
-t-r2z 2, których w y r a z y  ogólne fą zam knięte w  (s). 

'M am y w ię c  iu ż fpofób zn aydow an ia  w y r a z ó w  o g ó l
nych w  fzeregach po w ftaiącyeh  z  ia k ie y k o lw ie k  fun
k cy i w ym iern y ch ; w  ob ydw ó ch  zaś tego T om u  c z ę 
ściach to w fz y ftk o , cze g o k o lw ie k  nas dziś A lgeb ra 
m oże o  zrów naniaeh  i funkęyaeh n auczyć.

K o n ie c  P ie r w s z e g o  T o m u .
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M A T E R Y I  W  P I E R W S Z Y M  T O M I E  Z A W A R T Y C H .

CZ£SC PIERWSZA
o  f u n k c y a c h  i  z r ó w n a n i a c h  a l g e b r a i 
c z n y c h .

R O Z D Z IA Ł  I. O prawidłach s pierwfzych m yślenia 
p o c z ą t k ó w  w ydobytych, które w  działaniu i a k i c h k o l -  

w i e k ,  i w  fpofobach rozw iązania Z ró w n a n  P ie r 
w s z e 00 S to p n ia  zachodzą.

§. i .  Pierwfze początki myślenia któremi ludzie 
przychodzą do wynalazków. - - - - karta - - - i .  
Uwagi pokazujące konieczną potrzebę iuprowxt- 
dzenid w rachunek znaków  o golniiyfzych nad
l i c z b y . ............................................................... ?.
Przeftroga w znaczeniu ilości. - - - 4, 

§. 2. Spofoby zofinwiCme rozumoiui ludzkiemu 
dochodzenia rzeczy nieznanych. -• -

■ Znaki mnożeniaj dzielmia. - - 6.
Znaki dodawania, odciągania i róiuności. - - 7 . 
Opis zrównania, funkcyi i ich różnicy. - - - 8. 

§. 3. Tlómciczy ftę użycie znaku dodatnego i od- 
iemnego. — - - <9
Opifwe fiC dodawanie i odciąganie Algebraiczne 
s kąd wyciągaią fię prawidła) na te działania. 10. 
Tlómaczy frę znaczenie wfpół-czynników i fpo
fób obchodzenia ftę z  niemi. - - . - 12. 
Opifuie fię mnożenie Algebraiczne, s czego wy
ciągaią fię różne prawidła. - - - i j .  
Znaczenie wykładników. - - - 14.
Trawidło na znaki wyciąga fię z  opij u mno
żenia. . 1 c. 
Dzielenie Algebraiczne i reguły mu Jlużące. n .  
Prawidło na znaki w dzieleniu. - - iy .  
Z  natury funkcyi ułomkowych wypadaią pra
widła działań w-nich zachodzące. 22.

r$- 4 .



§. 4 - Zbiór krótki,wyłożonych luyżeu początków 
wrdcaiący nas do natury zrównań. - - - 25. 
Drogi zwyczayne myślenia, fiófoiuane do ro
związania zrównań. - - - - 27. 
S poprzedzaiących uwag wyciąga fię  prawidło 

ogólne na rozwiązanie zrównań igo ftopnia.. 29.,
§. 5. Wypadki z  reguły poprzedzaiącey, t a m ż e .

§. 6. Równaią fie  wypadki arytmetyczne z  alge
braicznemu — - - JO. 

Z  zrów nali' wyciąga fię reguła arytmetyczna 
toiuarzyftwa. -  -■ - 32. 
Opijanie A n a l y f i s  podług niektórych Geometrów, 
iey różnica od Algebry. - - - t a m ż e .

§. 7- Początki prowadzące do rozwiązania py
tań wiele nieznanych rzeczy zamykaiących. 53.

§ . 8- Tlómaczy fie Jlan poznawania, kiedij w py
taniu mniey zachodzi związków niżeli rzeczy 
nieznanych: s kąd fie  wyciąga- ńaturci pytań 
nieoznaczonych. -

§. 9. Wyłożenie ogólne początku ilości nieozna
czonych. -  -  4J.

§. 10. Z  różności pytań wykładaią fię  różne ga
tunki zrównań i włdfńości im Jłużące. - 4 <*.,

R O Z D Z I A Ł  II. O  p o z n a n i u  f u n k c y i  W i e l o - k s z t a ł -  

t n y c h  i d z i a ł a n i a c h  i m  f l u ż ą c y c h :  s k ą d  o  Z  r ó 

w n a n i a c h  D r u g i e g o -  S t o p n i a  i ich  w ł d f n o ś c i a c h .

1 1 . Nowy rodzdy zróivndn odkrywa ndm ró
żne potęgi w fimkcyach i działania im właściwe. 49. 
Tt imaczy fię  [kład potęgi drugiey i Jpofób wy
noszenia do niey funkcyi wielo-wyrazowych,. j-i. 
Wzór ogólny zrównań i funkcyi drugiey potęgi. 5-2. 

§■ 12. Skldd i włdfńości luyżfzych iakichkolwiek 
potęg. - _ - Si

§. 1? . Wlafncści i znaczenia funkcyi niewy
miernych. - - 5-7,

§. 14. Roziuięzuie fię zrównanie z go ftopnia;. 63. 
§.. !?■ Znaczenie i wtafności pierwidjłkoiu uro- 

iomteh. -• -  -
§. i<?



§. 16 . Zróitnttmię drugiego ftopnia J k ta d d  fię  z  
dwóch pićrw fzćgo ftop n ia. - - - 7 1 . 
D zia ła m d  funkcyi niewymiernych. - - - - 7 2 .  

Dodaw anie i odciąganie - ~ t a m ż e .
przyw odzenie do iednego zn  tiku pierwidkow ego. 7 $ .  

.W yńofzenie do potęg .ii w yciąganie pierwiaftków. 7 4 .  

M nożenie i dzielenie. - - ■ - - 75-. 

Tłóm aczy fię  znaczenie ilości niejkonczenie wiel- 
. kiey, i niejkonczenie mciley, i w y ra zu  .nieozna-

'.O
,czonego —  — — — go.

<0
§. 17. Wypadki poprzedzaiących uwag i prawi- 
' i dla zrównań zgo ftopnia daley rościągnione. 8? .  

Treść nauki w całym Rozdziale. • -  8y.

R O Z D Z IA Ł  III. O ogólnych włafnościach zrów nań 
■iakiegokolwiek ftopnia.

§ . 18. Uwagi Logiczne obiaśniaiące fpofób my
ślenia p rzez rachunek. - - - ’  87 .

§ .  1 9 .  Wykładnią fię  lułtifności ogólne zró w n a ń
iakiegokolwiek ftopnia. - -  - - 8p.

.Włafności wfpsił-czynników. -  - - 90.
Włafności zrów nań co do znaków.. - - 92

20. R ozw iązanie zró w n a ń  w yżfzych fto pn i 

zam yka wfzyftkie zrów nania ftopni n iżfzych. 93.

21. Wldfnośi oftatniego terminu zamyka fpo
fób na rozwiązanie zrównania. • - - pcf.

§. 22. Wyrzucenie terminu iakiegokolwiek W zró
wnaniu. -  » ■- -  98.

23. Z  lułdfności zrówćtń wyciąga fię dowód 
w zóru Newtona. - • “ 100.
Użycie w zóru Newtona rościągnione do pOtcg 
iakichkohuiek wykładników. - -  1 04.
Stófowanie wzoru Newtona do wyciągania 
pierwiaftku .w potęgach iakichkolwiek. - 10&.

.§• -24-



§. 14- . O  liczbie pieru/iaftkóiu rzetelnych i urolo-
nych w zrównaniu. . . . .  l0 f l

§. 2 f. Tłómaczy fię  potrzeba i fpofób ofwobodze- 
nia zrów nań  orf znaków pierwiaftkowych, i od 
niewymierności. - - *12,

6. i<s. Sttolbbu eliminaciii na zrównania, w uż- 
fzy c h  ftopni. - - iij- .

§. 27. Rożność zrównani wykłada fię z  różności 
wymiaru w terminach. - - - - 122- 
Dowodzt1 fię s poprzedzaiących wiadomości 
wielkie pożytki rachunku, przeciiuko zarzutom  
pewnych Autorów. - 12S-

R O Z D Z IA Ł  IV. O zrównaniach trzeciego i czwarte
go ftopnia, i o przefzkodach które zatam ow ały po- 
ftępek Geom etrów w  rozw iązaniu zrównań w y ż 
fzych ftopni.

2?. Roziuiązanie zrównania jg o  ftopnia. 127. 
Przypadek W którym zrównania $go ftopnia  
nie może bydż ddkładnie rozwiązane. 13,1.

§, 29. Rozwięzuie fię zrównanie 4go ftopnia. 134. 
Ułatwia fię trudność o liczbie pierwiaftków. Ł J 7 - 
Gatunki pierwiaftków wyciągaią fię  s porówna
nia ftopnia $go s 4tym. - - - - 1 
Przeyście do drugiey Części. - - - 142.

30. Spofób rozeznawania potęg zupełnych w 
funkcyach niewymiernych. - - - 14 }. 
Użycie tego fam ego fpofobw w funkcyach uro- 

ionych. - - 148.

§. 31. Ogólny fpofób rozeznania pierwiaftków 
uroionych w zrównaniu. - - - 1 f 2. 
Stófowanie poprzedzaiącey teoryi do zrównań  
jg o  ftopnia. >■

C Z H S C



CZĘSC DRUGA
TŁOM  4C Z ^ C A  N ATU R Ę 1 W ŁASNOSCI FUN KCYI
PRZESTĘPNYCH, O R A Z SPOSOB O N YCH  WYRA-.

Z  A N I A..

R O Z D Z I A Ł  F. O  rozbieraniu funkcyi na fzeregi: o

fzeregach zw rotnych, i fpofobie w yn ajdow an ia  ogól
nego ich w yrazu.,

§ j-2.. Porównanie- funkcyi algebraicznych s 
przefłępnm i. - - - i<J$\
Wyciągaią fie  zadania zachodzić mogące 10  
teoryi fzeregoiu. -. x<J8«.
Spofobu rozbierania funkcyi ułamkowych n a  
fzeregi. - - i6S..
Włafności fzeregów ' zwrotnych, - -■

§. 33. Rozwięzuią fie fzczególne przypadki w 
ułomkach rodzących fzeregi. - - - 170- 
Podaią fię  wyrazy ogólne na fzeregi zw ro
tne. -■ -- *• -> 1 7 ?*.

§. ? 4. Wyrciżaią f ę  ułomki Jkładane przez  
ułomki profte, -- 17 g.

§ .  35-. Spofoby rozbierania ułomków fkladanych 
na profłi,. - *. - 18 r ..

§. $6. Przyfłófowanie poprzedzaiącey teoryi do 
ivynaydowaniń wyrazów Ogólnych - 187 - 
Tlómaczy fie  związek między licznikami ułom
ków profłych, i terminami fzereg u, -• 1 8s.

§. 1 7 - S poprzedzających uw ag wypńdaią nowe 
włafności zwrotnych fzeregów  co do zw iązku  
terminów. .  - 191.

§. Teoryń fzeregów  zwrotnych prowadzi 
nas do wynaydowanid pierwiaftków blifkich

W prawdy



prawiły w Zrównaniu. - •- - - i 57,
Uwagi nad fpofobem poprzedzającym. - 201. 
Spofób Newtona prowadzący do pierwiaftków 
Zrównania co rdz bliżfzych prawdy. - 201. 
Teorya Bernóullego nie fiu ż y , kiedy zrówna
nie m d pierwiaftki równe. - - - 205.

$. 39. Spofób rozeznawania pierwiajłków równych 
w zrów naniu. -- - -- • 204.

'R O Z D Z IA Ł  II. O zbierania fzercgów  zw rotnych i 
■ułomkach ciągłych.

§. 4o. Summowanie fzeregów. zwrotnych wiedząc 
związek zachodzący między tefminami. -- 207.

§. 4 1. Nie wiedząc zw iązku miedzi) terminami 
fzereg u, fpofób wynalezienia go i rozeznania 
fzeregó w zwrotnych od innych. -- -- 210.

§. 4 2 . ' Opifanie ułomków ciągłych. - -- 215. 
S ‘kąd-fu rodzą. ■- 217.
Ich włafnoici co do znaków. -- - 218. 

'§. 45. Ułomki ciągłe przernlAaią fie  na pofpólite'. 220.

§. 4 4 - Z  ułomków pofpoUtych wyciągaią fie  
■lolafnoici ułomków ciągłych. - - - 225'.

§. 4 f .  Tiómaczy fię nowy rodziiy fzeregów . -252. 
Teorya J .P .-Coufin do rozbierania funkcyi lub 
zrównania na fzeregi. - - 253.

f .  46. Przefdbiaią fię fzeregi na'ułom ki ciągłe. 137.

§ . 4-7•' Summowanie pojłępów arytmetycznych i 
geometrycznych prowadzi-nds do nowego ro
dzaiu  zrównań i. funkcyi. ■- - ■- 24?.

4
R O Z D Z IA Ł  i i i . O p ićrw fzym  rodżaiu funkcyi prże- 
ftepnych, czyli logarytmach, i fpofobie rachowani-a 
tablic logarytm ów.

§ . 4 8 - Uwagi nad wykładnikami odicmnemi pro- 
wadżą n a s ‘ do. poznania logarytmów. - . ł 4 f<

Roztuiczuią



Rozwlęzuią fię zrównania przejłępne. za po~
■ mocą logarytmów. . . . .  2 4 9 .

■ Hijfłoryd tego w ynalazku. ~  -  - 2yo.

4 9 .  Rozbierają :jic łogarytm y i funkcye w y

kładnicze ną fze re g i.  - - - - 252.  

■Wyciągaią fię  zrów n a n ia na rachowanie tablic
. logarytmów . ■- - 25-0.

§■ Spojob przerabiania logaryłmow iednego, 
na łogarytmy drugiego układu. - - 259. 
Pokazuie fię użycie tablic logarytmicznych 'W 
ułomkach. . . 261,

R O Z D Z IA Ł  IV. O drugim rodzaiu funkcyi przeftę- 
pnych, czyli włafnościach łuków koła: o fpofobie ra-

■ chowania tablic trygonom etrycznych, ich logarytm ów , 
i użyciu tego rachuuku.

§. y 1 • Obraz ogólny o wymiarach plafzczyzn. 266, 
Z wymiaru plafzczyzn luypddd potrzeba try- 
gonometryi, i linii tu nieyużyivanych. 20 7.

$. 5-2. Linie trygonometryczne dodatne i odie
mne. - - 2 7 4 , 

Linii każdą ) trygonomdryczney odpowiada  

niefkóAczona liczba łuków . - - - 2 7 <S.

§. y 3. Spofób zamieniania mnogości i potęg w

limach trygonometrycznych. - - • 278. 
y4. Tłomaczy ftę;fpojób rachowania tablic

wfłdw, doftaiu, i t. d. - - - •-  280.

Rachunek Stycznych iDostyćznych. - -  284.

§• y y • Zamiana funkcyi uroionych za  rzetelne, i 
w yraz logarytmów p rzez łuki koła. - 2 8y.

§■ S6- Przystófowanie poprzedzaiącey nauki do 
wynaydowanid mnożników podwóynych -fun
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r o z d z i a ł  p i e r w s z a

Ilości i funkeye w  zrównanie iakiegokolwiek 
ftopnia wchodzące wyrażaią. fię przez linie 
geom etryczne: z  różnych odmian tym  ilo
ściom lub funkeyom nadanych, t łóm aczą fie 
odmiany, które odpowiadaią liniom.

§. i .

Zadaiąc fobie iakie pytanie w  pierw fzym  Tom ie, 
'potrafiliśmy w fzyftkie okoliczności i warunki do 

niego przyw iązane w  zrównaniu zamknąć. Rozw ią- 
z a w fz y  potem to zrównanie, a maiąc przytomne na 
umyśle znaczenia nadane w yrazom  i znakom  uży
tym , odkryw aliśm y praw dy, którycheśmy fię czafem 
ani fpodziewali, ani ie nawet fądzili za  zw iązk ow e 
S tern, czegośmy fzukali. Iedno zrównanie dobrze 
obięte umyftem, fiało nam fię xiążką do czytania no
w ych m iędzy ilościam i zw iązkow e To iefzcze prze
robione w  poftać prościeyfzą, lub złączone zręcznie 
z  innemi, pokazyw ało  nam nowe praw dy i ftofunki, 
tak dalece, iż będąc fzczęśliw ym  w  kombinowaniu, 
Zrównanie w  ręku biegłego Analifty ftaie fię-fkładem 
naylkrytfzych praw d zw iązkow ych  rozrzuconych po 
naturze. S tąd powinniśm y fię przekonać, iż w fzy 
ftkie włafności iakieykolw iek ilości, w fzyftkie kon- 
dycye do niey przywiązane, byleby nie były między 
iobą przeciw n i, w yrazić  można przez Algebraiczne' 
zrównanie. Idzie tylko o dwie rzeczy, naprzód; aby 
ilość przedfiewzięta nie była nad to zaw ikłan a dla 
uw ag geometrycznych; powtóre; aby doftrzec zw ią
zku zachodzącego między okolicznościami zadania: 
częftokroć niedoftatek tamtey kondycyi zaftanid przed 
rozumem nafzym  te'n oftatni śrzodek wynalezieni^ 
tego, cośmy fobie zadali.

Linie Geometryczne fą ilościami barzo proftemi; 
w fzyftkie w ięc ich w łafności m ożem y w yrazić  w  

A  zrównaniu

P r iey ś c ie  *
Algebry da 
G e o m e tr y j ,
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zrównaniu algebraicznem. 'Wfzakże Geomctrya po* 
czątkowa porów n yw a iedne figury z drugiemi, s po
rów nyw ania rodzi fif zrównanie, które zaw iera w  
krótkości te zw iązki, któreśmy między figurami zw a 
la li. Kombinacya tych zw iązk ów  z inneini, odkry
w a  nowe innć, a te znow u oftatnie odflaniaią świe'- 
ze praw dy wypadaiące s pierwfzych: tak dalece, i i  
przerabiając, wiążąc Avłafności linii, figur, i ciał ge
ometrycznych, przyfzlibyśm y do w yrażenia w lzy -  
ftkich prawd geometryi elementarney przez znaki 
ogólne, gdyby to nie było z w iękfzym  dla rozumu 
nafzego pożytkiem  zoffcawić tak profte' ftófunki la* 
memu działaniu dufzy, a rozum owanie przez znaki 
fym boliczne zaw ik leylzym  zw iązkom  i dociekaniom 
zachować. Zgadzam y fię w ięc s całą rzefzą gorli
w ych o ćwiczenie rozumu ludzkiego Geom etrów, że 
Ipofoby uważania, dowodzenia i porów nyw ania ilo
ści rościągłey, w  barzo gruntownem i  ściftem św ie
tle podane od ftarożytności należy przy fw ey całości 
W geometryi początkow ey utrzym ać. Ale chcąc na- 
ize  kombinacye do odlegleyfzey ogólności wynieść, 
przedrzyć fig w  ftrafznie zaw ikłane Figur trudniey- 
fzych zw iązki, które w  ftarożytności łam ym  tylko 
extraordynaryinym  były dóftępne rozumom, chcąc 
ułatw ić niezmiernie zaw aloną drogę dociekań w  
glębfzey geometryi, i uczynić lobie nayw yżfze pra
w d y  doftępnieyfzem ij trzeba było koniecznie w efprzeć 
rozum  ludzki ogólnemi znakam i, natrafić na fzczę- 
śliw ą zręczność ftófowania rachunku do Figur. Tę 
przyflugę winniśm y nieśm iertelnej przenikłości Des- 
Cartct która ftała fię razem zrzodłem rozległey (ław y 
dla fw ego w ynalazcy, i naylzczęśliw fzych dociekań 
d la  i ego naftępców. Zapom niym y na moment o 
fpofobie D w -Cartci, abyśm y fię fami poftaw ili w  oko
liczności pieYwfzych w yn alazców .

Chcąc znaczenia algebraiczne d o  geometryi prze
nieść, roftrząfnąć nam należy w fzyltk ie  w yrazy  w  

<£kład zrównania wchodzące, i fzukać im o d p o w i a d a -
•iaęych



iących w  geometryi znaków . Zw ażaliśm y w  alge
brze różnego rodzaiu funkcye, s tych powftaiące ró
żnych ftopni i gatunków zrównania. W funkcyach 
naprzód różniliśmy zaw fze ilości znane' od- niezna
nych: teraz chcąc ro-sfzerzyć daley ten podział dla 
tego, że naypierwfzą ieft w  geometryi rzeczą po
rów nyw anie miedzy fobą ilości, w łożerny na miey
fce znanych i nieznanych, ilości ftateczne'i odmiennej 
które iako wie'my też fame mai-ą znaki. W ziąw fzy 
w ięc linią proftą pew ney iakiey nieodmienney w iel
kości, m ożem y przez n.ię reprezentować iakąkol- 
w iek  ilość ftateczną: ilości zaś odmienne w yraiem y 
barzo dobrze przez linią nieoznaczoną RS. od któ- 
rey taką m ożem y odciąć cząftkę, iaka nam fię tylko  
podoba, a zate'm iako n. p. x  m oże zaw ierać w fz y 
ftkie jakiekolw iek oznaczone w artości, tak linia RS, 
w yrażać może w fzyftkie jakiekolw iek podziały. T a 
kow e podziały nazyw ać będzie'my O d c i n k a m i  (-Ab- 
scifscic), które będa w yrażać pewne oznaczone' warto
ści ilości odmienr>ey x . Aże  linia RS nie m a ża- 
dney określonej w ielkości, ucinki takow e brać fię. 
mogą od A  na obydwie ftrony. Mieyfce A  nazy
w ać będziemy P o c z ą t k i e m  O d c i n k ó w  (Initium Ab- 
icifsarum ): odcinki zaś z iedney (trony A  brać bę-. 
dziem y za  dodatne, a z  drugiey ftrony za odiemneri 
lak o  mieyfce A , tak ftrona odcinków dodatnych za
leży  od upodobania, byleby obraw fzy iednę ftronę 
za dodatną, drugą iey przeciw ną w zw ść za ftronę od- 
cinków  odiemnych.

Odm ieniwfzy funkcyą na zrównanie w  któreyby 
nie było tylko  x  i ilości ftateczne, x  przeftaie bydź 
ilością odmienną. Chcąc w ięc dochować x  włafnoścf 
edmienney, potrzeba koniecznie w  zrównaniu mieć 
dwie ilości odmienne x,y\ tak, żeby pew na fun kcyi 
x ,  była równą pew ney funkcyi y. W ten czas bo
wiem  obydwie zolianą fię przy fw ym  charakterze 
odmienności iako wie'my s teoryi pytań nieoznaczo
nych. Tu otw iera nara fię niezmierne pole docie- 

A z  kań,
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kań, ile bowiem  w ym yślić fię może gatunków fun
kcyi x , y, tyle nam wypadnie kombinacyi. Każda s 
tych kombinacyi będzie zrzódłem nowych zw iązk ów  
między ilościami, którym  odpowiadają nowe w  ge
ometryi znaczenia. Idzie tylko o fpofób w yrażenia 
tych znaczeń; zaczniym y od nayprościeyfzych. leże
li y będzie pewną funkcya x ; każdey wartości x ,  p o 
winna odpowiadać pewna w artość na y. Wyraże- 
m y tę wartość przez linią proftą poftaw ioną na ucin- 
kach linii RS, tak n.p. że ieżeli x = A P , y będzie 
miało wartość w yrażoną przez PM; ieżeli x — A Q , 
y = Q N ,  ieżeli x — o, y — A B. takowe' linie A B , PM-t 
i t.d . odpowiadające wartościom  pew nym  odcinków  
nazyw ać zaw fze będziemy P r z y s t a w a m i  (Applica- 
iac, ordinatae)-, które1 będą równo ległe linii proftey 
A B , uważaiąc ią przeciągnioną na obydw ie ftrony 
RS, do iakieykolw iek bądź w ielkości. T akow a li
nia będzie znow u linią przyftaw ; a iako pewne w iel
kości przyftaw  odpowiadaią pew ney wartości odcin
k ó w  z zrównania wyciągnionych, ftawiane byd.i po
w inny na tych mieyfcach linii RS, gdzie fię kończą 
•wartości nadane x .  leżeli na y wypadać będą 
wartości dodatne, te będziemy kłaśdź nad linią RS; 
ieżeli zaś odiemne, te położem y pod linią AS. Może 
fię zaś przytrafić, że odcinkom dodatnym będą odpo
w iadać przyftaw y dodatne albo p rzyftaw y odiemne: 
pow tóre odcinki będąc odiemne, przyftaw y wypadną 
odiemne albo dodatne. W pierw fzym  razie położe
m y ie' nad AS, w  drugim pod AS, w  trzecim pod 
A R , a w  czwartym  nad A-R, tak że n.p. PM ieft 
przyftaw ą dodatną, rb przyftaw ą odiemną, należące 
obydwie do odcinków dodatnych: przeciwnie rn ieft 
przyftaw ą dodatną, a jdw przyftaw ą odiemną odpo
wiadaiące obydwie odcinkom odiemnym.

Nie potrzeba nam fię o tem oftrzegać, że ilość 
w ięk fza  lub ranieyfza przyftaw  A B, PM, Q N , i t.d- 
zaw ifta od funkcyi y. Rzecz bowiem  o c z y w i f t a  że 
zrównanie zawieraiące zw iązek m iędzy x , y, zaw ie

ra razem
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ra r a z e m  f t ó f u n e k  m iędzy odcinkami i przyftaw am i, 
k t ó r e  odtąd razem brane nazyw ać będziemy W s p ó ł ,  
u s z y  k o w a  n e m  i (  Coordmałae) , ten ftófunek ieft pra- 
w em , podług którego układaią fig wartości przyftaw - 
z  wartości odcinków tak, że ich w zro ft lub^ubywa
nie, ieft zaw fze iednoftaynym w ypadkiem  pewnego 
m iędzy x , y praw a w  zrównaniu zaw artego. Cią- 
gnąc podług takow ego praw a fzereg przyftaw  odpo- 
w iadaiący lzeregow i odcinków , a ścigaiąc punkt B, 
w idzem y, że on przenofząc fię na różne' mieyfca, zo- 
ftaw ia  po fobie ślad now ey linii proftey lub krzy* 
w e y , którey natura i poftać zawifła od zw iązku  mię
dzy x ,  y: i tak przypuśćm y że linia profta na figurze Figura
2. lub linia krzyw a na figurze $. ieft odryfowana po 
dług zrównania p ierw fzego ftopnia m iędzy dwiema 
odmiennemi x , y, w  tem zrównaniu odmieniaiąc x , 
czyli AP, odmieniać fię będzie y, czyli PM-, i idąc po 
w fzyftkich  punktach linii RS, począw fzy od A , znay- 
dziem y p rzyftaw y tym odcinkom odpowiadaiące i na- 
znaczaiące' mieyfce, przez które linia profta BMN, lub 
k rzy w a  EBM, przechodzi; właśnie iak gdyby punkt
B, ru lzyw fzy  fię fzedł do Al, prow adzony przez 
przyftaw ę PM, odmieniaiąc na kaidym  mieyfcu fw o- 
ie kierowanie tak, iak PAl, fw oię w ielkość odmie
nia; w  tym biegu opifze punkt B linią proftą lub 
k rzyw ą  BM, odmieniaiąc fw oie położenie podług pra
w a  zamkniętego w  zrównaniu, ktćrem  fię zw iązek 
w fp ół - ufzykow anych, w  nim zaś natura linii krzy- 
Wey w yraża. W idzemy w ięc że uwagi nafze' zg a
dzają fię zupełnie s ipofobem  dawnych Geom etrów, 
którzy fobie w yftaw iali linie k rzyw e, iako opifane' 
biegiem punktu w  każdym  momencie fw e położe
nie odmieniaiącego; * lubo uw agi nafze daleko fą 
prościeyfze i ogólnieyfze, iak fię niżey przekonam y.

Każdy pierw iaftek zrównania Wyrażaiącego linią 
EBM, daie nam ieden punkt linii krzyw e'y, bo nam 
daie mieyfce, W któreni przyftaw a tęż linią k rzyw ą  
przecina: aże zrównanie pierw fzego ftopnia, podług 

A j  którego

R o z d z i a ł  I .  j-
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którego w yb aw iliśm y fobie linią EBM  odryfowaną, 
powinno koniecznie mieć ieden pierw iaftek rzetelny; 
nie może bydź żadney wartości. na x ,  któreyby nie 
odpowiadała w artość na przeto na linii RS, nie- 
m afz żadnego m ieylca, s któregoby w yftaw ion a 
przyftaw a nie przecinała linii krzyw ey; a iako x  na
znaczać może'my niefkończoną liczbę wartości, tak 
będzie niefkończoną liczba przyftaw  idących i prze- 
cinaiących raz linią krzyw ą; to ieft PM, odmieniaiąc 
fw oię w ielkość póydzie po linii RS w  niefkończoną 
odległość, i linia krzyw a rosciągnie fwóy. łuk bez koń
ca, który nazyw ać będziemy O d n o g a  n i e s k o ń c z o n ą  

linii k rzyw ey  (Ramus curvae infimtus), rosciągnie fig 
zaś bez końca na dwie' ftrony,. to ieft na ftronę A R  
i na ftronę AS, gdyż za x,. może'my kłaśdź wartości 
dodatne' i odiemne. leżeli na w fzyftkie wartości do
datne' x ,  będą w ypadać przyftaw y dodatne'; cała od
noga niefkończoną linii krzyw ey będzie leżyć nad li
nią AS: ieżeli zaś na. w fzyftkie wartości dodatne x ,  
w ypadać będą p rzyftaw y odiemne, poniew aż ułoży
liśm y ie ftawiać pod AS\ cała odnoga linii k rzy w ey  
bedzie leżyć pod AS. leżeli zaś na odcinki dodatne x ,  
w ypadać będą wartości na y, naprzód.dodatne' a potem 
odiemne'; poniew aż podług § .XVI. Algebry nie może 
+1/ ftać fię — y, póki wprzód, nie ftanie fię i/= o, 
w ięc będzie między wartościami + x>  iedna, która 
uczyni i/■=<>, i w  tern, mieyfcu linia k rzy w a  przetnie 
oś, iak n. p.. w  mieyfcu a przeTzedłfzy pod nie 
rosciągnie fię bez końca, ieżeli iuż odtąd na H-ar, bę. 
dą bez końca wypadać p rzyftaw y odiemne': ieżeli 
ataś znow u po pewney liczbie w artości, -~y ftanie 
fię +1/, w ięc znow u l,ii)ia. krzywa, przetnie drugi raz 
oś, i  przeniefie fię nad linią RS. T o  cośmy m ów ili
o wartościach -ł-x fiuży także na — x ,  to ieft: że ie
żeli z— x ,  w ypadać zaw fze będą y dodatne; cała 
odnoga niefkończoną linii krzyw ey  leżyć będzie naci 
AR; będzie zaś leżyć pod A R, ieżeli — x  u c z y n i  

w fzyftk ie  w odiemne: ieżeli nakoniec — x ,  c z y n i ć  bę
dzie
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dzie y czatem dodatne, a czafem odiemne, linia 
k rzyw a  przecinaiąc oś, przeftofić fię będzie, raz nad, 
a drugi raz pod A R . Te w fzyftk ie Włafności w y- 
cirjgnyliśmy z uwag nad zrównaniem  ftófowanych 
do znaczeń geometrycznych: inne iakiekolw iek zró
w nania podobnie roftrząfaiąc wyciągniem y z nich ró
żnego rodzaiu, i różney figury linie krzywe'. Przeto 
każde zrównanie m iędzy dwiema iakiem ikolw iek od- 
miennemi ilościam i, uważać m ożem y, iako w yraża
jąc e naturę pew ney linii proftey lub k rzyw ey  przy- 
w iązan ey do praw a m iędzy wfpół-ufzykow anem i W  

zrównaniu zamkniętego.' i znow u przeciw nie każdą 
linią geometryczną proftą lub k rzyw ą  odryfowana 
podług iakiego praw a, zw ażać możemy iako w yraz 
graficzny pewnego zrównania takow e praw o zamy- 
kaiącego. leżeli cała linia odryfowana ieft podług 
iednego praw a, albo co na iedno w yńdzie podług te
góż famego zrów nania, nazyw a fię linią C i ą g ł ą  

(Continua), a praw o iey naturę wyrażaiące nazyw a 
fię P r a w e m  c i ą g ł o ś c i  (Lex continuitaiis)■, ieżeli zaś 
lin ia ieft tak odryfowaną, że iey porcye należą do 
różnych zrównań, iaką bydź może linia za pofunie- 
niem piorą odryta, złożona z ułom ków  częścią pro
ftych, częścią krzyw ych, takow a linia zow ie fię Ró- 

ż n o - ć i ą g ł ą ,  n i e f o r e m n ą  ( D i [continua, irregularis). 
■Wfzyftkie linie, które w  geom etryi uw ażać tię z w y 
k ły , fą ciągłemi, odrytemi podług praw a ciągłości 
W  zrównaniu w yrażonego, tak n.p. linia k rzy w a  na 
figurze ?. niEBĄ/O, ieft linią ciągłą, ieżeli w  niey ka
żda przyftaw a ieft funkcyą tąż famą odcinku w yra
żoną przez lakie zrównanie. Prawda że J. P. 
Euler naypierw fzy w p row adził do geometryi linie 
naw et nieforemne, co w ićle narobiło, m iędzy Geome
trami fprzeczki, ale to iefzc2e nie czas dla nas o tym 
mówić.^ D olyć nam teraz w iedzieć, że w fzyftkie li- 
nie, które będą przedmiotami nafzey uw agi w  ciągu 
teraźnieyfzey nauki będą ciągłemi. Linią RS, na któ- 
rey fię rachuią odcinki nazyw ać będziemy O s i ą  albo 

A a  " K i e r o -
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WłafnoJci l i 
nii k n y w y c h  
wyc i j gni oni  
7 natury zró- 
wnśn.

K i e r o w n i c ą  (A x h , Direftrlx). Mówiąc o odcinkach 
i przyftawach razem , ułożyliśm y fobie nazyw ać ie' 
w fpóf-u fzykow an em i: ieżeli p rzy lla w y  będą ftać 
profto-padle na osi czyniąc kąt profty z  odcinkam i, 
nazyw ać id będzie'my V 7 s p ó ł - u s z y k o w a n e m i  P i o n o -  
W e m i  ( Coordhatae orthogonales, normciles), ieżeli 
zaś ftać będą pochyło czyniąc kąt ukośny, n azw iem y 
ie' U k o ś n e m i  (Coordinatae obhąuangulae).

S tych ogólnych u w ag wypada ten fam  podział li
nii, na któryśm y rozebrali funkcye- w  pierw fzym  T o 
mie. leżeli y  będzie takow ą funkcyą x ,  którą można 
W  zrównaniu algebraicznem zupełnie zaw rzeć; linia 
takow em  zrównaniem  oznaczona zw ać fię będzie 
A l g e b r a i c z n ą  (Curva Algebraica). leżeli zaś y 
będzie funkcyą x  taką, iż iey p ierw iaftków  i w arto
ści niepodobna ieft w  zrównaniu ogarnąć, nazw iem y 
ią P r z e s t ę p n ą  (C um a Tranfcendens). P ierw fzy ro- 
dzay n azyw aią niektórzy G e o m e t r y c z n y m ,  oftatni 
M e c h a n i c z n y m .  (Curvae Geometricae, Mechanicac). 
Ten atoli ogólny linii p o d ział, zaw ierać w  fobie bę
dzie fzczegolnieyfze' rozłożenia, wypadaiące s podzia
łu zrównań i funkcyi co do w ym iarów , i co do li
czby ilości odmiennych.

§■ II- .................................
W niydźm y iuż w  fzczegolnieyfze' rozbiory linii, i 

zrównań. Zw ażaliśm y w  p ierw fzey  Części funkcye 
wyrażaiące' iednę tylko lub kilka na raz w artości 
lości odmienney; to ieft: że y może bydź taką fun

kcyą x , iż iey albo iedna tylko, albo kilka na rdz 
odpow iada wartości, podług znaku pierw iaftków ego 
położonego przed y: wie'my bowiem  że znaki pie'r- 
w iaftkow e w yrażaiąć kilka na raz wartości fą wąt- 
pliw em i. N azw aliśm y takow e funkcye z J. P. Eule
rem I e d n o  - k s z t a ł t n e ,  D w ó  - k s z t a ł t n e ,  K i l k o -  
k s z t a ł t n e ,  (FunPEiones Unijormes, Biformet, Multi- 
form es), podług w ykładnika znaku pierw iaftków ego 
którym  ieft naznaczone y: a w  znaczeniu G e o m e t r y -  

cznero w ypada, że ieżeli y  bylzie  funkcyą iednó-
kfztałtną
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kfztaltną x ,  na ten czas każdemu odcinkow i x ,  ie- 
dna tylko będzie odpow iadać przyftaw a: biorąc za  
x  w f z y f t k i e  "wartości dodatne i odiemne od o aż do

±-^’ otrzym amy tyleż p rzyftaw ; zatem linia k rzy w a  
t a k o w e m  zrównaniem w yrażona rosciągnie fię bez koń
ca na obydwie ftrony osi RS: taką linią reprezentować 
m o ż e  (F ig .?)- wtafność zaś ta flużyć będzie ogól
nie w fzyftk im  liniom , których zrów nania nie będą 
zaw ierać żadnego znaku pieYwiaftkow ego, iakośm y 
to  iuż w  §. i.o b fze rn ie  w yło żyli.

leżeli zaś y będzie funkcyą dwó-kfztaltną x ,  iaką 
zam yka zrównanie y *= 2 P y — £),czyli y = P ± V  (P2— Q )  
gdzie P i 2  funkcyam i iedno-kfztałtne'mi x ;  na ten 
czas każdey wartości x  będą odpowiadać dw ie przy- . 
ftaw y, obydw ie rzetelne' ieżeli P ł > iQ ;  lub oby- 
dw ie uroione, ieżeli Pł < Q : tak n.p, biorąc x = -h A P ,  
otrzym am y na y PM, PMi znow u x =  —  AP, będzie 
y = P m , Pmj ieżeli P ł>£> linia k rzyw a  takow em  zró
wnaniem  opifana będzie przechodzić przez te przyfta- 
w y ; ieżeli zaś P 2< Q  linia tamtędy nie przeydzie. A le 
będąc P * > Q >  nie może fię odmienić na P 2 <ZQ 
póki w przód nie przeydzie przez śrzodkuiący ftan 
P 2= Q ,  i na ten czas y = P ± o , a zatem  obydwie 
p rzyftaw y na obydwóch ftronach ftaną fię równem i, 
czyli zniydą fię w  iedno mieyfce, gdzie przyftaw a bę
dzie ftyczną linii k rzyw ey , a punkt dotykania fię bę
dzie punktem dw oiftym , iakim  ieft w  mieyfcach n.p. 
C,G . P r z e c h o d z ą c  iuż za ten ftan, w fzyftkie w arto
ści y fą uroionemi; w ięc za punkt dotykania lie li
nia nie przeftępuie, ale od niego zw raca fię nazad. 
leżeli zaś za C znayduie fię mieyfce przyftaw  uroio
nych; i znow u za G ku praw ey idąc ftronie, mieyfce 
p rzyftaw  rzetelnych; idzie zatem, że zm n ieyfza-, 
iąc wartość odcinku — x ,  czyli pom ykaiąc fię od G 
ku A , wpadniem y na krainę p rzyftaw  uroionych, 
gdzie fię miffi łkończyć odnoga linii krzyw ey  idącey od 
G, a zacząć fię granica uroionych przyftaw , przez 
które linia k rzyw a  nie przechodzi; przeto znow u w  

Aj- tamtem
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tamte'm mieyfću, i/ będzie przechodzić s (tanu rze- 
te In ego na uroiony przez P1—  jQ, i przyftaw a bę- 
dzie ftyczną, od którey linia k rzy w a  cofnie fig na- 
zad. Na ten czas linia będzie miała dwie odnogi 
od fiebie oderwane M BDB, FmHm, które będą natę
żyć  do iedney linii k rzyw ey, poniew aż obydwie w y
padają z iedney funkcyi.

T akow e oderwane odnogi co do fwe'y poftaci i li
czby zawifty od zrów nania P1— Q — o. Ile bowiem  
zrównanie to zam yka pierw iaftków , tyle ieft mieyfc 
na osi, gdzie przyftaw a dotyka fię' linii k rzyw ey , i 
pokaźnie, zw racanie fię odnogi od fw ey  ftyczney. 
Te pierw iaftki albo fą równe albo nierówne: W 
p ierw fzym  przypadku pokazuią że dwie ftyczne 
ichodzą fię'j ktęre ieżeli przedtem zam ykały m iędzy 
Tobą odnogę linii k rzyw ey  iakie fa na fig. 4. G-H;t'E\ 
sfzedifzy lię razem, odnoga ta zamienia fię w  punkt 
nazw any P u n k t e m  s p r z ę ż o n y m  (Ptmftum coujuga- 
tum .) leżeli zaś dwie takow e ftyczne zam ykały 
mieyfce przyftaw  uroionych, iakie fą FE, D C ■, slzedł- 
fzy  fię razem , odnoga HniF oderwana, 'złączy lię z 
odnogą HDB i powitanie stąd w ęzeł, iaki nam w y 
raża na figurze punkt l,  i linia k rzy w a  ftanie fię na 
ten czas L i n i ą  w ę z ł o w ą  ( C urta noiiata). W  drugim 
przypadku, to ieft: kiedy zrównanie P--—Q —  o ma 
pierw iaftki nierówne, każdy pierwiaftek takow ego 
zrównania pokaże nam mieyfce na osi, gdzie przy
ftaw a ftaw łzy  fię ftyczną, znaczyć będzie odw rót it- 
tiii krzyw ey, i iey odnogi oderwane.

Niech będzie y funkcyą tróy-klztałcną x ,  zamknię
tą w  zrównaniu y 3— Pij2-hQij— k^=o, gdzie P, Q , R, 
zam ykają x  bez żadnego znaku pierw iaftkow ego 
leżeli zrównanie to zam yka w fzyftkie trzy pierw iać 
ftki rzetelne, każdey wartości x  będą odpowiada, 
trzy w artości na y, i linia krzyw a będzie trzy razy 
przecięta od p rzyftaw y iak n.p. na fig. y. w  niiey- 
fcach M, AJ, Af, chyba że dwa punkta znidą fig razem  

-iak n.p. p rzyD , i na ten czas przyftaw a lław lzy  fię fty-
■czną.



czną, naznaczy punkt dw oifty D. leżeli zaś zrów na
nie jg o  ftopnia zam ykać będzie dw a pierw iaftki 
Uroione', na ten czas przyftaw a w  iednym tylko 
m ieyfcu przecinać będzie linią krzyw ą, iak nam w y 
raża fig. <*• to atoli przecięcie nigdy nie może uftać, 
dla tego że trzeci pierw iaftek ftać fie nie może uro
jonym, i linia k rzy w a  roscingnie fię bez końca z oby
dwóch ftron początku odcinków: ieżeli ,trzy w arto
ści na 1/ będąc s początku rzetelne, ftaną lię potem 
uroionemi na x  dodatne lub odiemne; linia krzyw a 
p rzy  A  na fig. 6. iako przy początku odcinków m o
że mieć odnogę oderwaną iaką ieft BBE. Natura iednak 
i poftać tey odnogi, a zatem i poftać famey linii 
k rzy w e y  nie może bydź znaną tylko przez rozw ią
zanie zrównania jg o  ftopnia i roftrząfanie natury ie
go pierw iaftków . W iem y z §.20. Algebry że w artość

na y niufi zamykać w  fobie prócz znaku s/ ' , znak 
iefzcze  V pod tym oftatnim znakiem  zaw arta fun- 
■keya, może mieć albo trzech m nożników nierównych 
i na ten czas pokazuie nam trzy mieyfca na osi zna
czące' odnogi oderwane: albo dw a njnożniki równe, 
które wyrażaiąc zniyście fię dwóch ftycznych, odkry
ją  nam w ęzeł lub punkt fprzężony podług m ieyfca 
p rzyftaw  uroionych lub rzetelnych, między temi fty- 
.cznerni zawartego: albo nakoniec w fzyftk ie  trzy 
m nożniki tey funkcyi pod znakiem V ,  będą rów ne, 
i na ten czas w yrażaią zniyście fig trzech ftycznych 
razem . W tym  oftatnim przypadku powftaie w  l i 
nii k rzyw ey  K o n czysto ść  (Cu/pis), iaką fobie ła 
tw o  w yftaw iem y na fig. 4. ieżeli odnogę BDB  za.- 
mieniemy przy l  na punkt fprzężony. W fzyftkie te 
włąfności obiaśnią nam przykłady w  dalfzym  ciągu 
nafzey nauki. U czyn iw fzy w  zrównaniu 330 fto- 
pnia podanem t/3— 0) zofianie fig Py2— Qy-\-R— o.,
10 zrównanie nie prz.eftanie iefzcze w yrażać linii ig o  
porządkuj ieżeli P, Q , R, zam ykaią x  w  ftopniu ^ciw, 

jia  ten czas linia k rzyw a  nie będzie tylko dwa razy 
przecinaną od p rzyftaw y, ieżeli obie wartości na y 

A <5 fą

R o z d z i a ł  I .  i i

Fig. 6,
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fą rzetelne, ale będzie mogła bydź trzy razy prze
ciętą od linii proftey, i te przecięcia okażą Hę vr 
trzech wartościach na x ,  o czem  m ów ić będziem y 
n iżcy.

Niech bfdzie y funkcyą czteró-kfztałtną x  w yra
żoną n .p. przez zrównanie y4— Py3+Qy~— R y + S = o .  
T o  że zam ykać może albo wfzyftkie' czte'ry pierwia
ftki rzetelne, albo w fzyftkie uroione, albo d w a rze
telne, a dw a uroione; linia krzyw a takiem zrów na
niem opifana m oże bydź albo w  czterech, albo w  
dwóch punktach przeciętą od przyftaw y, albo w  ża- 

Fig. 7. dnym; iako w idzieć m ożem y na fig. 7. leżeli pier
w iaftk i zrównania podanego zacząw fzy  b ydi rzetel
ne, ftaną fię potem na zaw fze uroionemi; linia k rz y 
w a  nie będzie mieć żadney odnogi nielkończoney, 
ale fię zamknie m iędzy dwiem a ftycznemi w  miey- 
fcach przeyścia pierw iaftków  rzetelnych na uroione'. 
U w ażaiąc zrównanie moment ten przeyścia w yraża
jące, a razem naznaczaiące mieyfce p rzyftaw ie fty- 
czney, uważaiąc ie m ow ie co do fw ych pierw ia
ftków , równych lub nierównych, podobnie iak w  po
przedzających przykładach, znaydziem y mieyfca prze
cięć na osi RS, liczbę odnóg oderwanych, w ę zły  lub 
kończyftość linii k rzyw ey , co w fzy ftk o  lubo ni idy  ze
chcemy obfzerniey w yło żyć , nie ieft iednak od rze
c z y  namienić o tych prawdach, które s teraźniey- 
fzych uw ag w ypadaią.

Naprzód: ie  poznanie figury czyli ryfunku l i n i i  

k rzyw ey  zależy od rozw iązania zrównania ią w yra
żaiącego, i od rofti ząśnienia natury iego pierw ia
ftk ó w . A  zatem im zrównanie linią k rzyw y  w yra- 
żaiące ieft w yżfzego  ftopnia, tem ieft zaw ikleyfze i 
trudnieyfze poznanie iey ryfunku. O wfzem  t a k o w e  

poznanie kończy fię na tych liniach, których z r ó w n a 

nia iefteśmy w  ftanie rozw iązać. Doikonałość za
tem  geom etryi, zawifta całkiem od doftcnałości teo- 
ryi zrównań.

foiuUjre: ryfunek linii k rzyw ey  okazuic lię s prze
cięcia



cięcia iVy od linii P roftey, to zas przecięcie co do 
m ieyfca, liczby, i gatunku, w ypada z  liczby i ga
tunku p ierw iaftków . leżeli y  ieft funkcyą w ielo- 
kfztałtną x  daną przez zrównanie ftopnia n; każdey 
w artości x  będzie odpow iadać wartości rzetelnych 
na y albo liczba n, albo n— 2-, n— 4, - - - n— k; k 
będąc koniecznie liczbą parzyftą. Każda w ięc przy- 
ftaw a będzie przecinać linią k rzy w ą  w  tylu pun
ktach. Przypuśćm y n.p. że iedna przyftaw a przeci
na linią k rzyw ą  w  m mieyfcach; w fzyftkie' inne' 
p rzyftaw y mufzą ią przecinać w  tylu mieyfcach, aże
by liczba przecięć różniła fię od m liczbą parzyftą. 
leżeli w ięc raz liczba przecięć ieft parzyfta, w fz y 
ftkie' inne przecięcia linii k rzy w ey  od iakieykolw iek 
p rzyftaw y mufzą bydź w  liczbie parzyftey, gdzie 
rachowane bydź p o w in n y  punkta podw óyne, po* 
troyne, i  t. d .

Potrzecie- Przecięcie ciągłe’ i nieprzerwane' nigdy li
nii k rzyw ey  o d  p rzyftaw y, pokazuie odnogi nielkon- 
czone. T o  zaś przecięcie ikutkiem ieft p ierw iaftków  
rzetelnych w  zrównaniu nie mogących f ię  nigdy f t a ć  

u r o i o n e m i .  Z rów nania w ięc nie mogące nigdy m i e ć  

w fzyftkich  p ierw iaftków  uroionych, czyli zrównania 
ftopni nieparzyftych w yrażaią linie k rzy w e maiące 
koniecznie przynaym niey dw ie odnogi niefkończo- 
ne, iednę na ftronie odcinków  dodatnych, drugą na 
ftronie odcinków  odiemnych; dodaię przynaymniey^ 
p o n i e w a ż  liydź może w ięcey takow ych odnóg, ieżeli 
p i e r w i a f t k i  w fzyftkie' lub kilka  z  nich fą ftatecznie 
w e w fzyftkich  wartościach x  rzetelnemi. S czego 
fię zaraz oczyw iście pokazuie, że linie krzyw e w y 
rażone' zrównaniem ftopnia parzyftego mogą nie 
m ieć żadney odnogi niefkończoney; albo maiąc ie, li
czba tych odnóg bydź mufi koniecznie parzyfta: ta 
oftatnia włafność fluży liniom  k rzyw ym  ftopni nie
parzyftych, to ieft: że liczba w fzyftkich  odnóg musi 
bydź parzyfta: a przeto nie może b ydi ż a d n a  linia 
k rzy w a , któraby miała iednę tylko odnogę nieikoń-

czoną,

R o z d z i a ł  l. f  J
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c z o n ą ,  t o  ie f t  c in g n ą c ą  fię z  i e d n e y  t y l k o  f t r o n y  p o 

c z ą t k u  o d c i n k ó w .

l e ż e l i  w a r t o ś ć  p r z y f t a w y  z  r o z w i ą z a n i a  z r ó w n a 

n i a  w y p a d a i ą c a  b e d z i e  w y r a ż o n a  p r z e z  u ł o m e k  n . p .
P

y = — , t a k o w a  p r z y f t a w a  f ta n ie  fię n ie f l f o n c z o n ą  t y -

l e  r a z y ,  ile' r a z y  Q  b e d z i e  z e r o ,  c o  n a m  p o k a z u i e  

n o w y  p r z y p a d e k ,  ż e  n a w e t  w a r t o ś c i  f k o ń c z o n e y  n a  

x ,  m o ż e  o d p o w i a d a ć  p r z y f t a w a  n i e f k o ń c z o n ą ,  c o  b ę 

d ą c  w ł a ś c i w e  f a m y m  l i n i o m  k r z y w y m  m n i ą c y m  o d 
n o g i  n i e f k o ń c z o n e ,  n a l e ż y ć  b ę d z i e  r o f t r z ą f a n i e  t a k o 

w y c h  p r z y p a d k ó w  t a m ,  g d z i e  o  o d n o g a c h  n i e f k o ń c z o -  

n y c h  l in i i  k r z y w y c h  p r z y p a d n i e  n a m  m ó w i ć .

S tych pieVwfzych uw ag nad liniami krzyw em i 
w ydobytych z natury zrów nań, pow inniśm y fobie 
w nieść łatw o gatunek dociekań, które nas w  dalfzym  
ciągu te'y nauki maią zaprzątnąć. Nim do tych przy- 
ftąpiem y, ftaraymy fię w przód lepiey zrozum ieć na
turę i odmiany znacze'ń geometrycznych.

§• IM-
W  w f z y f t k i c h  t y c h  r o f t r z ą f a n i a c h ,  t o  ie f t  t y l k o  Ii- 

OJJuelenie n j o m  k r z y w y m  i f t o t n e ,  ż e  ich n a t u r a  w y r a ż a  fię 

tnych^od arbi p r z e z  z w i ą z e k  m i ę d z y  d w i e m a  w f p ó ł - u f z y k o w a n e m i  
i r a l n y c h w c h o  w  z r ó w n a n i u  z a w a r t y .  O p r ó c z -  t e g o  w i e l e  b a r z o  

«fi»cych w iró  r z e c z y  w c h o d z i  o d  u p o d o b a n i a  z a w i f ł y c h ,  i a k o  to :  
wnanicnaIim V0 .̂ ;ey  p 0 f0 ż e n i e ,  p o c z ą t e k  o d c i n k ó w :  m i e y f c e  w f p ó ł -  

k o l w i c k . ak*" ■ ufzyko-wanych d o d a t n y c h  lu b  o d i e m n y c h ;  k ą t  n a k o -  
n ie c  k t ó r y  m i ę d z y  f o b ą  c z y n i ą  o d c i n k i  s p r z y f t a w a -  

m i .  T e  w f z y f t k i e  r z e c z y  i a k o  a r b i t r a l n e  m o g ą  r ó 

ż n y m  p o d p a d a ć  o d m i a n o m ;  a  z a t e m  d a d ź  z r ó w n a n i u  

w y r a ż a i ą c e ' m u  l in ią  i a k a ,  n i e z l i c z o n ą  l i c z b ę  p o f t a c i ,  

k t ó r e  p r z e c i ę ż  n a t u r y  l in i i  p r z e z  to  n ie  m o g ą  u c z y 

n i ć  o d m i e n n e y .  l a k ż e  fię t e d y  z n a l e ś d ź  r o z u m o w i  

n a f Z e m u  w  ś r z ó d  t y l u  o d m i a n ,  i r o z e z n a ć  c z y l i  z  

w i e l u  z r ó w - n ą ń  w y f t a w i o f i y c h  p o d  r ó ż n ą  p o f t a c i ą ,  

k a ż d e  z  o f o b n a  w y r a ż a  tę f a m ę  l in ią  c o  i d r u g i e ,  

l u b  in n ą ?  W  id  z e m y  ż e  t o  z a w i f l o  o d  o g ó l n e g o  o g a r 
n ia n ia ,  r z e c z y .  Z a t r z y m a y m y  fię w  f z c z e g ó l p o s c i  n a d

każdą
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•każda s tych odmian arbitralhyćh,' a moZe tą drogą 
d o y d z i ć m y  do ia k ie j cechy ,  ftuźącey nam do roze
znaw ania zrównań, a zatem do ułatwienia zacho-
dzacey trudności. ^

Z aczniym y od początku odcinków , i daymy n. p. odmienia fi? 
że rachuiąc ie naprzód od y/. (Fig. 8.) chcemy ie po- początek od« 

tem rachować od D , iakże fię nafze ‘zrównanie w  £1'*tov'* 
tym  razie odmieni? N azw iym y DP(t), A D (f) ,  a -bę
dzie x + f = t ,  czyli x — t— f ,  tę wartość ar, ftófowną 
do now ego początku odcinków, w ło ży w fz y  w  po
dane zrów n an ie , otrzym am y zam iaft zw iązku  
niiędzy x , y, ten fam  zw iązek  m iędzy t, 2/; a że f  
brać m oże nieskończoną liczbę wartości; zrównanie 
nafze przez tę famę różność odmienić fię w  nieźli- pjg.s. 
czone fpofoby może: ieżeli iednak maiąc dw a zró
wnania między fobą na pozór różne, w ło ży w fz y  w  
iedno z nich za x ,  t±f- odmienię ie' na drugie; mam 
praw o bydź pew nym , że takie zrównania obydw a 
w yrażaia  tę famę linią, ale w  kazdem z nich odcinki 
poczynaią fię W Innem m ieyfcu. Położyłem  t±f, po- 

- n i e w a ż  ieżeli początek odcinków pofuw a fię ku le- 
w ey  ftronie, wypadnie x = ł — f j  ieżeli zaś ku praw ey

będzie --„-i r .
‘ YTyftawmy fobie teraz, że fię p rzyftaw y odmienia- ^ 

ią, to ieft: że PM zamieni fię na P'M, albo P"M-, 
chcąc te now ą kondycyą w prow adzić w  zrównanie 
między^ x ,  yf przez P', lub F '  prow adzę oś rs ró- 
wno-ocHegłą p ierw fzey; nazyw am  A 'A ,  różnicę mię
dzy nowemi i dawnetni przyftaw am i (g)-, now ą zaś 
p rzyftaw ę P'M, albo P"M, (u)-, wypadnie w ięc 
y ^ g = u ;  czyli y = u ± g ; znak w y żfz y  należy do P ', 
n iżizy  do P"; w ło ż y w fz y  tę wartość za y  W zró
wnanie, otrzym am y nowe‘ m iędzy u ,x ,  zam iaft pier
w fzeg o  m iędzy x , y, w  tem zrównaniu m ożna ie- 
fzcze dla tey iedney kondycyi różne czynić odmiany; 
dla tego że g  mieć może różne iak iekolw iek  w a r
tości, ale te w fzyftk ie  odmiany zoftaw ią tę famę 
naturę linii; tak dalece; że ieżeli z dwóch zrównań

różnych
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różnych na pozór, iedno potrafię zamienić na drugie, 
kładąc w  niem za y, u±g-, pew ien ieftem, że obydw a 
iednę w yrażaią linią, lecz każda z nich bierze ro- 
żney w ielkości p rzyftaw y. 

odmiana po- leżeli zaś iak przyftaw y tak początek odcinków  
odcm- odmienia f i f  razem n.p. źe nie tylko  PM odmieni fię 

ftawratćrn." na P ale * ■*’ przenielie fię na D ', na ten cz«s 
w yrażem y obydwie te kondycye w  zrów naniu, poło
ży w  fzy za x ,  (t± f);  a za y ,( u ± g ) ,  a tak zrównanie 
m iędzy x , y, przerobiem y na inne m iędzy t, u\ któ
re te famę linią będzie w yrażać co i pierw fze.

Odmim* oii Przypuśćm y teraz że oś RS odmieni fw oie mićy- 
pionowćy, fce, i przeniefie fię na R 'S ' p ionow o do pie'rw fzey, 

na ten czas R 'Q = P M , QM =rR'P. ieżeli n .p . R ' było 
początkiem  odcinków , w  te'y now ey odmianie da
w ne odcinki ftaną fię teraz przyftaw am i, a dawne 
p rzy fta w y  odmienią fię na odcinki. P o ło żyw fzy  
w ięc w  zrównaniu nafzem  x  za y, i y za  x ■, w pro- 
w ad zem y tę now ą kondycyą, która nic w  naturze 
linii nie odmieni. leżeli iefzcze ftrony w fpół-ufzy- 
kow anych dodatnych i odiemnych chcemy odmienić, 
tak n .p . że przerabiaiąc zrównanie na t, u; tę ftronę 
która przed tern naznaczona była dla linii dodatnych, 
w eźm iem y za ftronę odiemnychj a ftronę odiemnych 
przeniefiemy na ftronę dodatnych} w  tym  przypadku 
nie należy tylko  za t położyć — f; a za u, —- u, a 
wfpom niona kondycyą będzie w yrażon a.

O i pionowa Póydźm y iuż do zaw ikleyfzych  odm ian, i daym y 
przemienia fif że oś RS na fig. 9. przeniefła fię na rs, przecinaiąc 
•• wkoin*. p ierw fzą  w  początku odcinków , i czyniąc z nią kąt 

PAs, który nazw iem y <£, a utrzym aw fzy iefzcze tę 
*'S- *• kondycyą że w fpół-ufzykowane' fą pionow ćm i, iakże 

w yrażem y tę nową odmianę? Przypatrzm y fię u w a
ga, że w  tym ftanie dawne w fpół-ufzykow ane AP, 
PM, przemieniaią fię na A Q (ł) , Q M (u), p r o w a d z o n e '  

od tegoż famego punktu Al, pionow o do now ey oS*- 
N ależy w ięc w yrazić x , y, prze-z funkcyą kąta

i przez te p rzybyfze lub uimki, któremi fif powię-
k fzyła



k fzyła  lub zm nieyfzyła która s w fpół-ufzykow anych 
s4P' PM. Na ten koniec n azw iym y Wft. <p, (m~). 

Doft. (£> (n) '  a w z ią w fzy  iedność za promień p o
dług nafzego zw yczaiu; wypadnie m m + n n =  i . Od 
P, pocirjgniymy pionow ą Pp rowno-ległą QM , dru
gą Pq, rowno-odległą rs." Będzie Pp=AP.W fi.(p— xm\ 
j4pr=x.DoJł.ipr=xn, A  poniew aż kąt PAs-=  kątowi 
PMq— $; będzie Pą=-PM.WJł.Q— ym-, Mq=PM.DoJł. 
ę - y n .  Aże A Q ( ł) — A p — P q = n x — ym-, Q M (u)= M q  

-ł-Qq=Mq-+-Pp=yn+xm-, przeto mamy: t = v x — ym-, 
it= y n + x m .  A  s tąd 11 t+ m u = x , - • - nu— m t= y . 
W ło żyw fzy  w ięc w  podane zrównanie za x,(nt+m u)\  
a za y, (na— m ł), przeróhiemy ie na inne do osi rs. 
leżeli rs przeniefie fię nad RS, na ten czas kąt ę ,  

będzie odiemnym, a zatem i iego w ftaw a.
Chcąc iefzcze ogólniey rzecz uw ażać, daym y że oś 

RS przemienia fię na rs iako nam fig. 10. pokazuie, 
i że z osią p o c z ą t e k  odcinków przenofi fię na D, 
chcąc te now e kondycye wciągnąć w  zrównanie; od 
D  ciągnę linią DL równo-ległą osi RS, a pytanie na- 
ize zamknie poprzedzaiące odmiany, to ieft: że w  
poprzcdzaiącem  działaniu x  pow iękfęy fię w ie lk o 
ścią A D ( f) , a y w ielkością O P (g ), przeto, w łoży- 
w fz y  w  poprz.edzaiący w yn alazek  za x , x + f;  a ża 
lit y+~g> w ynaydziem y u = y n -ł-g n + x m + m f  - - 
t = x n + n f — ym — gm , a s tąd w yciągniem y x — łit+- 
m u— f j  - - y = n u — mł— g, które wartości w ło ży - 
w fz y  w  podane iakie zrównanie, przerobiem y ie na 
inne, którego oś będzie fię nachylać do p ierw lzey ką. 
tem <ę>- i w  którem  iak p rzyftaw y tak odcinki będą 

inney w ielkości, to iednak zrównanie nic w  naturze 
linii nie odmieni. Wnieśmy fobie łatw o, ie  takow e 
linii wyrażenie ieft barzo ogólne', przypuściw fzy 
w fpół-ufzykow ane pionowe, poniew aż ono zam yka 
W fobie w lzyftk ie  inne, iako lekka uw aga każdego
o tętn przekona. Powtóre że takow e zrównania, s 

B których
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których iedno przerabia fię na drugie, w yrażaią  t ę z  

famę linią lubo pod inną poftacią.
Ale iefzcze chcąc uw agi nafze do nayogólnieyfzych 

przyw ieśdż początków , odmieńmy nawet i tę kondy- 
cyą że w fpół-ufzykow ane fą pionowem i, i w yftaw - 
my fobie, że one fię nachylaią do fiebie kątem s 
tym warunkiem , że ten kąt ieft ieden dla w fzyftkich.

D la  iaśnieyfzego poięcia r z u ć m y  okiem na f i g .  8 .  

i zadaym y fobie do w ynalezienia zw iązek m iędzy 
A L  i LM, nakłonionemi kątem ALM (Ą,), zamiafiL^P 

i PM pionow ych. W tym przypadku AL— t-, - .

L M - U — -JL—  ̂ P L = y —  uDoR.,I, a nazwa-
^ 4  WJl.Ą,

w fzy  irjł.J ,, (p); D o f i ( q ) s będzie u—  ^  - -
P

ł — x+nq-, zaczem  y = p ir , x = ł — uq■ w ło ży  w f z y  te 
wartości na mieyfce x , y, w  podane zrównanie, prze
robiem y ie' na inne, które w yrażać będzie naturę li
nii k rzy w e y , przez w fpół-ufzykow ane nakłonione do 
fiebie kątem v(/. I przeciwnie: maiąc zrównanie mię

dzy t, u, w fpół-ufzykow anem i naklonionemi do fiebie
ycj

katem >L w ło ży w fzy  na mieyfce t , ( x +  -11), a na
P

m ieyfce u, (—_)* przerobiem y ie na inne m iędzy x,y , 
p

•wfpół-ufzykowanem i pionow o, zo fta w iw fzy  tę famę 
oś i ten fam odcinków początek.

N a  koniec odmieńmy iefccze to w fzy ftk o , i w zią
w f z y  n a  fig. io . za początek odcinków D-, oś iaką- 
kolw iek  rs\ dwie w fpół-ufzykow ane D T (r), TM (z) 
pochyle kątem DTA/fiJJ; lzukaym y wartości x ,y ,  W 
funkcyach dwóch kątów  i nowych p rzyb yfzów . Na 
ten koniec od D do osi RS, w ynofzę linią pionową 
D G , którą nazyw am  g-j A G (j) .  Od D wiodę linią 
DL  równo-odleglą RS: kąt Q D L  n a z y w a m  iego

Y/itawę
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W ftaw ę (m ), D oftaw ę (n ), W Jł.^t (a); Dojl. (b)- 
Od M do now ey osi fpufzczam  pionową A lQ (u ),
D Q (t)• Mamy s poprzedzaiących w yn a lazk ó w  - -

, ub
x = n t+ m u — f ,  - - y .= n u — mi— g,, teraz zas Q T =  — r

TMCz) =  - i  B T ( r ) = D Q + Q T = t +  —  =f-ł-fis:. Więc 
a a

f— y— i s  - - u— az. W ło ż yw fzy  te wartości na f,7/,
-w zrów nania w y że y  w yrażone na x , y, wypada: - - 
x ~ v r — (nb— m a )z— ■/; - - y = — m r+ (na + m b)z— g-, 
gdzie nb— m a = D oft.A V M , na+m b— WJł.AVM-, w ło- 
ż y w fz y  w ięc za x ,y ,  te ich wartości w  zrównanie po
dane', przerobiem y ie na zrównanie nayogólnieyfze lir 
nii k rzyw ey , poniew aż to nie ieft przyw iązane do 
żadnego fzczególnego w arunku, ale ie w fzyftk ie  w  
fobie zawiera.

Te famę fpofoby fiuźą nam do nayogólnieyfzego 
zrównania linii proftey. 'Niech będą dwie linie pro- 
ftc row nó - ległe nci figurze 1 1 . Ń.Sf AijV, w fzyftkie 
p rzyftaw y PM, będą fobie równe, a zatem zrównanie 
ij— c: chcąc ie przerobić na zrównanie ogólne do osi 
rs, mam s poprzedzaiących w yn alazk ó w  y— nu,—

— g, czyli nu— mi— g — c = o . A  chcąc ielzcze w fpół- 
u fzykow ane mieć ukośne; kładę za t, r— zb:y za u , 
aż-, i w ypada (na-hmb)z— nir— g — c— o, a rozmno- 
ży w fzy  ie przez ilość ftateczną k dla tym ogólniey- 
fzego w yrazu , i n a zw a w fzy  kn a + km b = a '} — mk— b'j 
— k(aĄ-c)-=t’ , otrzymam: 

a 'z + b ’r-hc’= o .
Zrów nanie nayogólnieyfze na linią proftą, które że 
ieft igo ftopnia,. idzie za  tem, że w fzyftkie zrównania.
Igo ftopnia oznaczaią linią proftą.

W eźm y za drugi przykład koło iako linia k rzy
w ą wiadomą zgeom etryi początkow ey, a chcnc wyua- 
leśdź punkt Af, fig. 12. fzukaym y zw iązku  m iedzy Fig. i*, 
/1P— :v, i P M = y . Ten zw iązek poddaie nam Geo- 
metrya Euklidefa, która nas uczy że PM ieft śrzedmą 

B z propor-
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proporcyonalną między AP  i PB: n azw iym y A B = g t 
będzie P B = g — x ,  a przeto:

AP:PM::PM:PB to ieft : x::y.:y:g— x  s kąd w yp a
da zrównanie na koto:

v - = g x — x*  - - - ( A ) 

chcemy naprzód poznać, czyli zrównanie y z= a * — x z 
w yraża  także naturę koła: przenieśmy początek od
cinków  z A  do śrzodka C, tak że CP będzie odcin
kiem , który nazw iem y z , PM przyftaw ą yj ponie

w a ż  C P = C A — A P = \ g — X = Z ,  będzie w ięc _x=T£f— z  
w ło ż y w fz y  tę w artość w  (ot,) przerobiem y to zró

wnanie na y z—  l4g z— z 2, które ieft takićm  iak - - 

y * ~ a z— x z gdzie n =  Ig-, w ięc zrównanie yz~ a z-^-xz 
ieft także zrównaniem na kolo, w  którem a ieft pro
mieniem, a początek odcinków w zięty  W śrzodku
C. Trudność więc nafza iuż fię doftatecznie u łatw i
ła. Maiąc kilka zrów nań, a chcąc fie przekonać, 
czyli te w fzyftk ie  iednę linią krzyw ą wyrażaią-, 
biorę za x , y, wartości w'yciągnione s poprzćdzaią- 
cych odmian, za pomocą których otrzym am  zrów n a
nia pod wielu poftaciami; potem na) podobnieyfze 
m iędzy fobą równam  ćo do każdego terminu, a s tąd 
'w ypadną mi zrównania fzczególne na oznaczenie iltj- 
ści /. g , m ,'n ;  i t. d. flużące; ieżeli tyle ich otrzym am  
ile niam nieoznaczonych ilości, i ieżeli nowe w fpół- 
ufzykoW ane fą w  tymże ftopniu co i dawne; pewien 
‘ieftem, że-zrównania moie należą do tćy damey linii 
krzyw ey: s tą różnicą że W nich zachodzą -odmiany 

'odpowiadaiące wartościom  w ziętym  za x,y .
§■ IV.

s  p ó p r t e d łd !*  Nauczyliśm y fię 1 i Liż, że zrównani? na ;iakąkolw itk
*  i-"li'nH może fię zamienić w  niezliczone poftUći, które'
fTotny ch ara .  nic nie odrrtieniaią W naturze lainey 'linii: ale iefzcze 
k ter  i r ó w n i ń  nie znamy pewnego charakteru, któryby nam za 
s l u i a c y  xa pie'rwfzem  rzuceniem oka ddt lie przekonać, że zro- 
d 'iii łu n°na w n  a n i a należą do ‘różnych linii. Łącząc .początki 
:iói4ć-ktafi/,.geometryczne :s ipoezątkami myślenia, ipowinnisiny 'lite
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za ra z  domyślić, że takowego charakteru należy nam 
upatrow ać w  naturze funkcyi iako iedynem zrzodłe 
nafzych dociekań. Powłdre: że ten charakter tak ifto- 
tny powinien był zoftać niennrufzonym przechodząc 
przez w fzyftk ie  odmiany, które dopuścić może ia
k i e k o l w i e k  ^równanie,- ieżeli natura linii w  tych 
w i z y f t k i c h  różnościach ieft zupełnie ocalona. O św ie
ceni tenii dwiem a praw dam i, w róćm y fię uwagą do 
działań § poprzedzającego, a tam wpadnie nam za
raz w  oczy, że przerabiaiąc na różne poftaci różne 
zrów n an ia, otrzym aliśm y w  tych w fzyftkich  prze
mianach zaw fze tenże fam  ftopień między w lpół- 
ufzykow anćm i, tak dalece: że każde zrównanie prze
brane w  infzą poftać, ani fię przez to zn iżyło , ani 
podniofto do w yżfzego  ftopnia. $ kąd mamy praw o 
upewnić fię, że ftopień zrów nań ieft iftotną cechą 

'oddzielaiącą ie iedne od drugich, tak dalece; że zró
w nania różnego ftopnia, należą-koniecznie do różnych 
linii krzyw ych. Ten nąy pewni eyfzy charakter obie
ram y fobie z J. P. Eulerem za zafadę klafs, na które 
linie dzielić będziemy. Podziały takow e nazw iem y 
P o r z ą d k a m i  (Orciines). Do pierw fzego porządku 
należyć będą w fzyftkie linie oznaczone zrównaniem 
17go  ftopnia między dwiem a wfpół-ufzykowanerni. 
x ,  y\ iakiern ieft zrównanie <ogólntf: 

a+bx-\-cy==o:
które w iem y, że należy do linii proftey: a za te m 'li
nia profta zam knięta będzie w .p ierw fzym  porządku, 

<0 którey nauka należy do geometryi początkow ey, ;a 
jprzeto od teraznieyfzego nafzego zamiaru daleka.

W drugim porządku będą linie zamknięte w  zró
wnaniu nąyogolnięyfzem  2go ftopnia m iędzy x > y- 
iakiehi ieft:

a+bx-hcy-t-dx2-t-(’-xy-\-fy-^=o. 
do którego należą flawne linie krzyw e pod imieniem 
'Uct>iKÓw o s t r o - k r ą g o w y c h  (Seiftones Conlcac).

Trzeci porządek zam knie .wfzyftkie' linie oznaczone 
'-zrównaniem-nąyogólnięyfzem j^o-ftppnia między x ,y .

JBj ‘a + b x
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a+bx-\-cy±dxi-ł-exy+-fy2-ł-gx3+hx*y+ixy1+ky3^!:D;
W czw artym  porządku um iefzczem y linie zawarte 

w  zrównaniu nayogólnieyfzem  4^0 ftopnia. 

a + b x + cy + d x 2-t-exy+fy2-i-gx3-hhx2y-\-ixy1+ k y :s+ lx4:-ł' 
rnx3ij+-nx2y2-i-pxy3+qy4^=o.

Idąc tym fpofobem do w yżfzych  porządków , po
trzeba nam na każdy z nich podadź zrównanie zamy- 
kaiące naprzód x , y, w  potędze temu porządkow i 
w łaściw ey: powtóre 'w fzyftk ie  kombinacye między 
x ,  y, w  tymże ftopniu, i w fzyftkich  innych które go 
poprzedzaią. A co na iedno w ynidzie, że każdy 
porządek powinien zam ykać w  fw em  zrównaniu ca
łe zrów nanie porządku poprzedzaiącego, i oprocz te
go terminy ze w fzyftkiem i które tylko pow ftać mo
gą mnogościami x , y, fkładaiącemi potęgę porządku 
danego: tak n. p. zrównanie na porządek piąty, za
m ykać powinno całe zrównanie porządku czw artego,
i- oprócz tego terminy z mnogościami.

y s , x 5 , y * x , x 4y r y i x 2, x 3y 2. 
każda s tych mnogości iak w idzem y czyni potęgę 
piątą. T akow ych przybyfzow ych terminów do zró
w nania porządku poprzedzaiącego, liczba ieft n + i ; 
gdzie n znaczy w ykładnika porządku podanego. 
Przeto liczba terminów wchodzących w  zrównanie 
na iakikolw iek porządek n, w yrazić fię m oże przez 
liczbę terminów porządków  poprzedzaiących. T a
k o w y  w yraz zam yka Izereg poftępu arytmetycznego. 

(11+ 1 )+ n-h(n—  1 )-h(n— 2 )+ (n — 3 ) + ( n — 4  ) + ( n — s) 
-ł-fn— 6) i t. d.
Zbiór, w ięc czyli fumma tego fzeregu d a  nam liczbę 
term inów wchodzących w  zrównanie na linie po
rządku n. Tę fummę w ynaydziem y ła tw o  za po
mocą zrównań ( A ) , (B), w  §>. 47. A lgebry, uczyni
w fzy  a = n + 1, u = o , b =  —  1. a zrównanie n a p r z ó d

( A )  da nam liczbę terminów w  fzeregu, czyli
— ( n+2) , ,

x — -----------= 11+ 2 ,  s czego za  pomocą zrównania
—  ł

(B )



. . .  r (n-\-i) (n+i) ,
(B ) znaydziem y fummę s = ---------------- - Zrów nanie

w ięc na linie porządku n, zam ykać powinno terminów 

(/i-t-i ) ( » + 2)

Ł atw o fobie każdy bez oftrzeżenia wniefie, że 
chcąc fądzić o ftopniu zrów nania, a zatem o porząd
ku linii, którą w yraża , należy ie wprzód ofwobo- 
dzić od znaku p ierw iaftkow ego, ieżeli iaki zam yka, 
n.p . y '= V ~ 05C+3C1 : zdaie fię bydź drugiego porząd
ku; w  rzeczy atoli fam ey w yrzu ciw fzy  znak pier- 
w ia ftk o w y, ieft czwartego: y * = a x + x * .

§. V.
Z aftan o w iw fzy  fię nad ftopniami zrów nań, w p a- 

dnie podobno nie ieden z nas na tę myśl, że zró- jrównanferto 
wnanie iakiegokolw iek ftopnia może fię fkładać z ione, wynik* 
zrów nań ftopni ąiżfzych iako fw ych m nożników , na i»cc i  mnoie- 
które w  takim przypadku m ożna ie rozebrać. Zna- nia irownan ( 
la z łfzy  takow ych m nożników  iednó-kfztałtnych, ka- 
żdy z nich oznaczać będzie linią tego porządku, do P'U* ■ 
którego należy. Z ło ż y w lz y  ich w ięc znow u w  ie
dno zrównanie, m ożeż s takiego fkładu pow ftać n ow a 
linia ciągła w yżfzego  porządku? Teorya generalna 
zrównań w  p ierw fzey  Części Algebry w y ło ż o 
na i dobrze rozumem obieta, uczy nas, że to bydź 
nie może: że ieżeli zrównanie iakiegokolw iek ftopnia 
pow ftało z mnożenia zrów nań niżfzych ftopni, nie 
rodzi fię s tąd żadna n ow a linia, ale to zrównanie ieft 
fkładem w fzyftkich linii, wyrażonych przez niżfzć 
zrównanie, s których tamto pow ftało: tak n.p. zró
wnanie $go ftopnia ieżeli pow ftało z mnożenia zrów na
nia igo  ftopnia przez zrównanie 1go, i ieżeli pierw ia
ftki w  pierw fzem  nie fą uroione; każdey wartości x ,  
będą odpowiadać trzy p rzyftaw y, s których dwie 
będą należyć do linii 2go porządku, a trzecia do li

nii pierw lzego. leżeli zaś pow ftało  z mnożenia 
,trzech zrównań jg o  ftopnia; w fzyftk ie  trzy przyfta- 

■B>4 _ w y
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Wyl[la<iai» 
fię w tafności  
ogólne Linii 
fcaidego po- 
n » d k u .

Wy naleźyć będą do linii proftych. S tąd w y p a d a j 
dw a wniofki barzo oczyw ifte: Naprzód: że każde 
zrównanie wyrażaiące linią iednę ciągłą pewnego p o
rządku, nie pow inno bydź rozbieralne na żadne mno
żniki iedno-kfztałtne wym ierne, któreby fkładać mogły 
zrównania ofobne' na linie innych porządków . Powłó- 
re: ieżeli które zrównanie może fię rozebrać na tako
w ych  mnożników* nie w yraża  linii tego porządku, 
który ieft przyw iązan y do iego ftopnia* ale ieft fl;ła- 
dem tych w fzyftkich linii niżfzych ftopni, które poka
zuią iego m nożniki, i dla tegoć to taki gatunek zró
w nań nazyw a fię S k ł a d a n y m  (Aeąuationes complcxae). 
D orozum iew a fię każdy, że tylko p ierw fzy  rodzay 
zrównań należyć m oże do nafzego zamiaru. Nie po
trzeba nam fię zaftanaw iać nad różnemi kombinacy- 
ami zrów nań niżfzych ftopni, s których pow ftać mo
że iakiekolw iek zrównanie fkładane; w iem y bowiem  
źe n.p. zrównanie 4go ftopnia, może pow ftać albo z 
dwóch zrów nań 2go ftopnia, albo z zrównania jg o , 
p rzez zrównanie igo  ftopnia, albo s czterech zrów nań 
j go i t.d. każdey s tych kombinacyi odpowiada in
ny zbiór linii.

§ VI.
Maiąc w  pamięci początki wytłóm aczone w  §. 2. 

w iem y doftatecznie, że nayiftotnieyfzą włafnością ka
żdey linii k rzyw ey  Jakiegokolw iek porządku ieft 
przecinanie iey od linii próftey; liczba takow ych 
przecięć uczyłaby nas zaw fze o ftopniu zrów nania 
w yrażaiącego te linią* gdyby w fzyftk ie iey pierw ia
ftki były rzetelne, co do ilości odmienney nayw yżfze- 
go wym iaru. W tem bowiem  przypufzczeniu za- 
w fzeby przyftaw a przecinała raz linią igo, dw a ra
zy  linią ig o , trzy razy linią $go, n razy linią ngo 
porządku. Ale że w  zrównania w chodzić m o
gą w  liczbie parzyftey pierw iaftki uroione, prze
to liczba przecięć nie uczy nas w ięcey, iak t y l k o ,  że^ 
linia nie może bydź niżfzego porządku nad ten, któ
ry  w draża liczba przecięć* ale czy nie ieft w y  z fz ego

porządku



porządku nic nas nie uczy. Wiedząc n .p. że linia 
iaka może bydż w  dwóch mieyfcach przeciętą od 
proftey; pewni iefteśmy, że ona nie może należyć 
do , n-o’  porządku; ale może należyć do któregokol
wiek"3 z w yżfzych. S tąd iefzcze i to wnieść m oże
m y, że linfia. iak iegokol w iek  porządku n, nie może 
bydź w ięcey nad n  razy przeciętą od linii proftey. 
Liczba takowych przecięć zm nieyfzyć fię może albo 
dla pierw iaftków  uroionych, albo dla terminów bra- 
knących w  zrównaniu. leżeli zrównanie podane za
m yka terminy nayw yżfzego w ym iaru co do każdey 
z  ofobna ilości odmienney, w  linii takow em  z ró 
wnaniem  opifaney nie może braknąć liczba przecięć 
tylko parzyfta: bo ten niedoftatck w ypada s p ierw ia
ftk ó w  uroionych, które fię nie mogą znaydow ać tyl
ko w  liczbie parzyftey. Ale ieżeli w  zrównaniu na 
linią k rzyw ą  braknie terminów' nayw yżfzego w ym ia
ru iedney ilości odmienney, liczba przecięć w  tako- 
w e y  linii może braknąć parzyfta lub nie parzyfta, i 
tak n.p. dw a zrównania y^ + ay+ bxz-JrCx^d=o. - - 
y + a x i-^ dx1+ ś = o .  w yrażaią dwie linie $go porząd
ku, s których p ierw fza  dw a razy tylko  bydż m oże 
przeciętą od y, a trzy razy, lub raz od x.  ̂ Druga 
zaś, raz tylko bydź może przeciętą od p rzyftaw y y, 
a trzy razy lub rdz od osi; w  obydwóch liczba prze
cięć od x ,  nie m oże'braknąć tylko p arzyfta, ale li
czba przecięć od y, w  pierw fzey nieparzyftd, a w  
crugiey parzyfta braknie.

Liczbę przecięć linii każdego porządku od linii 
proftey, wyciągnąć możem y z iey zrów nania, poło
ży w fzy  y — o; tym bowiem  fpofobem otrzym am y 
zrównanie tegóż famego ftopnia na x ;  którego pier- 
widftki ieżeli będą w fzyftkie rzetelne, odkryią 
nam mieyfća, w  których linia przecina oś: ieżeli zaś 
będzie zam ykać niektóre pierwiaftki uroione, liczba 
przecięć tyle razy  będzie m nieyfza, ile ieft p ierw ia
ftków  uroionych. Ze zaś oś ieft linią proftą, którey 
położeni- ieft arbitralne'; kładąc y^=o w  zrównanie, 

By prowa-

R o z d z i a ł  I .  . z f



2ff G e o m Et r y i  w y Źs z e y

pro w  a dżemy oś przez te w fzyftkie mieyfca, w  któ
rych linia k rzy w a  bydź może przecięta od proftcy.

Zoftaie nam teraz roftrząfnąć ilości ftateczne, które 
w chodzą w  w fpół-czynniki zrównań jakiegokolw iek 
ftopnia. W yrażaią one pewne mieyfca przyw iązane 
do ich wartości fzczególnych, przez które linia k rzy
w a  ma przechodzić-, §. bowiem  5. ośw iecił nas, że 
różne wartości ilości ftatecznych odmieniaią w ielkość
I położenie w fpół-ufzj'kow anych, a zatem przenofzą 
punkta linii krzyw ych  z iednego mieyfca na drugie', 
z o fta w iw fzy  ie tylko  przy tym  famym zw iązku  któ-
• y  ieft iftotny. Chcąc w ięc linią lakiegokolw iek po
rządku przez pewne iakie m ieyfca prow adzić, i do 
pewney iakićy osi ftófow ać, należy w  zrów naniu 
w fpół-czynnikom  ftatecznym nieoznaczonym  a, b, c,
i t.d. pewne nadadź wartości przyw iązane do tych 
m ieyfc przez które m a linia przechodzić. Ze  zaś 
zrów nanie na linią porządku n, zam yka - -

(d + i)( it+ 2 )  termj:n^w  ̂ a Z2item tyleż wfpół-czynni- 
z

k ó w  nieoznaczonych; nadaw fzy pewne wartości ter-
( n + j ) (n + z )  n (n + 2 )

m in o m --------------- — — 1—  _ -----, oftatni i u z  przez
2 2

to famo ftaie fię oznaczonem dla zw iązku  konie
cznego s pierw fzem i zawartego' w  zrównaniu. T ak 
n .p . linia profta m a trzech w fpół-czynn ików  nieo
znaczonych, s których nadaw fzy dwóm  pew ną iaką 
w artość, trzeci iuż przez to famo w eźm ie oznacze
nie wypadaiąee z zw iązku , który m iędzy niemi za
chodzi. Te dwie w artości, naznaczą dw a punkta, 
przez które linia ma przechodzić; przeto do ozna
czenia pew ney linii proftey potrzeba koniecznie 
dwóch punktów; praw da, którey nas geometrya po
czątk o w a naucza. Nie maiąc t jlk o  ieden punkt, czy
l i  iednego tylko w fpół-czynnika oznaczonego, lin 
zoftaie nieoznaczoną; to ieft: że przez ten punkt nie
-kończona liczba linii bydź może prowadzonych.

Zrów nanie



7 równanie na linie 2go porządku potrzebuie piącta 
o e w n y c h  wartości, czyli do oznaczenia pew ney linu 
2<rn norzadku trzeba koniecznie pięć punktów , przez 
które' iedna tylko a nie infza linia 2go porządku 
może przechodzić* maiąc ich mniey, linia będzie nie
oznaczona, i przez te punkta niefkończona liczba li
nii 2?o porządku może bydź prow adzona. Chcąc 
linia igo  porządku tak oznaczyć, aby ona przecho
dząc przez pew ne mieyfca, żadna inna przez te la 
mę mi eyfca nie m ogła przechodzić, potrzeba do tego

punktów: maiąc ich mniey, przez me, melkonczo- 
na liczba linii 3go porządku bydź m oże prow adzona. 
T o ż famo m ów ić o innych porządkach. W znacze
niu atoli w fzyftkich  punktów , to ieft fzczególnego* 
że zrów nania odkrywaiące' wartości pewne na wfpół- 
czynniki a, b, c, i t.d. wfzyftkie fą igo  ftopma. A  
zatem żaden punkt, gdziekolw iek go obierze'my, me 
m oże w ypaśdź niepodobnem. l e ż e l i  atoli w ięcey 
punktów’ leżeć będzie w  proft, m ieli bydz m o.e 
przeciec w  linii pewnego porządku, na ten czas. w p a 
dniemy na zrównanie złożone; tak n. p. gdyby w  
zrównaniu 2go ftopnia ?. punkta były w proft; po
niew aż linia 2go porządku nie może bydz w  trzech 
mieyfcach przecięta od proftey* zrównanie nafze za 
mieni fię na zrównanie złożone z dwóch linii pro

ftych.
§. VII.

U w a ż a ć  tylko linią k rzyw ą  iako mogącą prze
chodzić przez różne m ieyfca, ieft to iedno co u w a 
żać dwie wfpół-uf/:ykowane co do różney w ielkości,
i co do różnego w zględem  fiebie położenia* miedzy 
któreim iednak zachodzący ftófunek, i całkiem  za 
w ifly od zw iązku ilości w  zrów naniu zaw artych zo 
ftaie te'n fam* ieżeli zrównanie ieft co do zw iązku  
ilości nieodmienne'. T a k o w a  uwaga, różnych poło
żeń iedney linii krzyw dy ciągnie za foi.ą odririane 
ilości ftatecznych, to ieft: że chcąc w  różnych poło
żeniach linią k rzyw ą  uw ażać, m ufzem y ilości ftate^

Bo czne
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c2ne odmieniać: ieżeli te ilości odmieniaią fię przez 
nadanie im co raz różney wartości; linia k rzyw a  s 
tąd wypiidaiaca nie odmieni Iw ego porządku, ale 
może odmienić fw óy  gatunek z odmianą położenia: 
ieżeli zaś te ilości ftateczne odmieniaią fw oię w ie l
kość dla tego tylko, że fie odmienia jedność, czyli 
linia w zięta  za miarę porów nyw ania; linia k rzy w a  
w  tym  przypadku odmienia tylko fw oię w ielkość 
nic odmieniając gatunku. I dla tego kiedy zrów na
nie na linią k rzyw ą  zam yka iednę tylko ilość ftate- 
czną flużącą za miarę różnych odmian W w fpół-ufzy- 
kowanych, odmieniając tę ftateczną ilość, wypadaią 
linie k rzyw e nie różniące fię od fiebie tylko po
łożeniem  i w ielkością, które n azyw ać będziem y Lr- 
n i a m i  p o d o b n e m i  (Cur'vae fim iles), n .p . zrównanie 
na koło y 2= m x — x 2, zam yka lam  tylko promień 
a, który odmieniając, otrzym am y koła różnych pro
mieni miedzy fobą podobne. Z rów n an ie na linią 
k rzy w ą  3 go porządku y*‘— 2x*-bny2-~-cty2x+ 2ci2y = v -  
•(G) maiąc także iednę tylko ilość, ftateczną, w yrażać 
będzie nielkończońą liczbę linii m iędzy łobą podo
bnych odmieniając w  niem a. D o  zrozumienia do- 
kładnieyfzego tych podobnych linii w yftd w m y fobie 
że fig. i j ,  14-, w yrażaią dwie linie krzyw e m iędzy fer- 

ig. ^3 podobne i zamknięte w  Zrównaniu (G ), w  któ
rych A B , CD, fą ilościami ftatecznemi, a to ieft, że

A B — a odmieniło fię na CD—  —, n azw aw fzy  -AP— x ,
11

X  tf  >'

PM— y, będzie C L =  _ , LN t= —, będzie w ięc -
n n

AP: C L = A B : CD==PM: LN, to ieft że będą fi^ miały 
w fpół-ufzykow ane w  obydwóch tych liniach, iako 
(ię maią ich ilości ftateczne A B , CD: i w fzyftkie li
nie iakiekolw iek pod iednym kątem W obydwóch 
tych liniach prow adzone iako to n.p. AfjQ, MQ, bę- 
'dą fię miały iako AB: CD ; ich zaś płafzczyzny iako 
.potęgi druuie' tychże ilości ftatecznych A B 2: C D 2.

~yf iednym
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W iednym w ięc zrów naniu uw ażać m ożem y nie- 
fl ończoną liczbę takow ych linii k rzyw ych  'biorąc 
ilość ftateczną za odmienną. T akow ą ftateczną 
ilość flużącą do porów nyw ania odmian w  fpół-ulzy- 
kow anych przybraną n azyw ać będziemy odtąd L i n i ą  

rów n am ia  (Parameter). / ,
Tu iuż powinniśm y poznać drogę, ktorey nam lię 

trzym ać należy w  ciągu teraźnieyfzey nauki. U w a
żać nafamprzód będziem y zrównania różnych ftopni 
-w całey fw ey  ogólności, i s tąd w yciągać w łafności 
powfzechne' linii różnych porządków . W prow adza- 
iac potem w  te zrównania warunki fzczególne, w y p a 
dną nam różne gatunki linii k rzyw ych  w  tym po
rządku ogarnione. Te zn ow u fzczególne zrównania 
ofobno roftrząfane, odkryią nam włafności każde
m u gatunkow i fzczególne.

ROZDZIAŁ DRUGI.

Z  u w a g  og ól n yc h  nad z r ó w n a n i e m  2 g o  fto
pnia m i ę d z y  d w ie m a  i lośc iami  od m ie nn em i,  

w y c i ą g a i ą  fię wła fności  L i n i i  k r z y w y c h  zgo 
P o r z ą d k l : f z c z e g ó l n e  p r z y p u f z c z e n i a  w  z r ó 

w n a n ie  w p ro w a d z o n e ,  od kr yw aią  n a m  f z c z e 

gólne gatunki l inii  k r z y w y c h  2 g o  porządku 

i  w ła fn oś ci  k a ż d e m u  g at u n k o w i  f lu ża c e .

§. VIII.
^ ró w n a n ie  nayogólnieyfze' 2 go ftopnia między dwie- 
^ m a  odmiennemi lilościami x ,  y, nie mogące fie ro
zebrać na dw a profte' 1 go ftopnia, a przeto zam yka
jące w  fobie w fzy ftk ie  linie krzyw e 2go porządku 

■ieft
ex+c d x * + b x + a  s \

uM----- —  y + ------ -------- = 0  - - - ( < * )
i  J
J które

Włafności
c i j c i w .
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które uważać będziem y naprzód co do terminów” 
znakomitych funkcyą iaką p ierw iaftków ; ftófuiąc ie' 
zaś do linii k rzyw ey  zgo porządku, doftrzegać włafno- 
ści z natury tych terminów wypadających, w prow adzać 
nakoniec będziemy odmiany w  §. w yliczone, i s tych 
now e w ydobyw adź włafności. A  iako natura linii 
k rzyw ych  poznaie fię s pewnych .ftófunków i zw ią
z k ó w  dwóch linii proftych, tak włafności różne tych
że linii krzyw ych  zależyć będą równie na pewnych 
wlafnościach linii proftych różnym fpofobem p row a
dzonych do linii krzyw ych: co zaw fze  pokazuie dro
gę analityczną prow adzącą rozum  od rzeczy znanych 
do nieznanych.

Przypuściw fzy że fig. iy . w yftaw ia  nam linią 
k rzyw ą  zgo porządku opifaną zrównaniem  (» ). D la  
ogólnego poznania włafności takow ey linii niech 
A  będzie początkiem odcinków  na osi AS\ kąt w fpół- 
ufzykow anych ukośny; A P = x ,  P \ l~ y .  Poniew aż 
w fpól-czynnik zgo terminu zrównania (#) ieft fum-

6 X ~ \~ C
mą pierw iaftków ; będzie PM -hPN =  —  ———  =  —

p'M>-rP’N ' = —  od tego oftatnie-

/  . . 
go zrównania odciągnąwfzy pierw fze; otrzym am y

— =  j .  Stófuiąc podobnie tó działanie do

fig. 1 <5 . gdzie przyftaw y pridaią z obydwóch ftron
, , . . M S— N O  * . „  , , . ,

osi, znaydziem y --------------= _  to ieft: że w  kazdey
PP' f  y

linii zgo  porządku poprow ad ziw fzy  dwie cięciw y 
fobie rów noległe, i od dwóch punktów  linii k rzy
w ey  leżących na iedney cięciwie, pocin giąw fzy  linie 
rów noległe osi, Summa albo różnica odległości J'p to
cznych dwóch punktów linii krzywey na drugiey cię
ciwie. leżących, od tych równoległych osi, md fię do 
odcinku o A między cięciwami zawartego w fiofunku

zaw fze



za w fze nien (imiennym: fumma, kiedy cięciw y nie
padaią obydwie z obydwóch ftron osi, różnica zaś, w}*'
gdy obydw ie cięciw y znay-duią fię z obydwóch (Irw
osi. Diiym y teraz że cięciwa ftanie fię ftyczną l in i• iern.inu uró-

krzyw ey" w  mieyfcu C ; punkta M, N  zniydą fię ra- wnanM,
_ . . , . CK— C l e C K '- C I '  

z im  u C, i będzie z n o wu — - -----

—  L , a przeto (C K — C I )C P '= (C K '— CI')CP: ieżeli

w ięc uczyniem y CK— C J = o , czyli C K = C I,  będzie 
koniecznie; C K '= C 1' ,  to ieft: ieżeli od ftyczney pro
wadzona linia profta dzieli cięciwy równoległą fty 
czney na dwie części równe; ta fama linia dzielić 
będzie w fzyftkie inne cięciw y rów noległe pierw fzey 
na dwie części rów ne; linia taka dzieląca w fzyftk ie  
cięciw y m iędzy fobą rów noległe na dwie części ró
w n e , nazyw a lię Ś r z e d n ic ą  linii drugiego porządku 
(Diam eter). Linia w ięc profta rów noległa cięciw om  
na dwie części równe od śrzednicy przeciętym , pro
w adzona przez punkt linii k rzyw ey  na śrzednicy le> 
żacy, ieft zaw fze ftyczną linii krzyw ey. S tey w ła 
fności w ypada nam barzo profty fpofob prowadzę^ 
nid ftycznych i śrzednic do iakiegokolw iek punktu 
linii 2go porządku. Niech będzie n.p . punkt dany 
E na linii krzyw ey, do którego prow adzić mi po
trzeba ftyczną; n aryfow aw fzy  cięciw ę V I ,  dzielę ia 
na dwie części rów ne F F — fL ,  "przez dw a punkta 
£ , F, prow adzona linia profta będzie śrzednicą, a 
przez punkt E pociągniond linia rów noległa cięciwie 
V L  będzie ftyczną linii 2go porządku. Ta iefzcze 
w łafność przekonyw a nas, że w z ia w fzy  w  linii 2go 
porządku śrzednicę za oś, p rzyftaw y na niey pofta- 
w ione będąc między fobą rów ne, z nich zaś iedna 
dodatną, druga odiemna; zbiór takow ych p rzyftdw  
będzie zero, a przeto w  zrównaniu na linie zgo po
rządku ile razy śrzednicą ieft osią, w fpół-czynnik 
2g o  terminu a  z nim termin zam ykający y zniknie;<i przeci-

R o z d z i a ł  I I .



F ig ,  I f ,

Fig. 17.

Druga w ł a .  
{ność c ięciw  
w y d o b y t a  r  
oitatnicgo ter 
minu z r ó w n a 
nia.

i przeciwnie ile razy zrównanie na linią zgo  porząd - 
ku nie ma drugiego terminu; w  linii tey śrzednica 
ieft w zięta za oś, cośmy iuż w idzieli w  kole pod

W eźm y teraz trzeci do roftrząfanid termin w  zro-*
wnaniu ( & 1 ten będąc zaw fze  mnogością z dwóch

pierw iaftków ; uczy nas, 'że na fig: 1 $•. PM . P N  =
d x 2-\-bx+a _ . 1 1 ,  / - - •
.----------------- Drugi członek tego zrów nania może

fię fkładać albo z dwóch p ierw iaftków  rzetelnych, 
albo z dwóch urojonych; p ierw fzy  przypadek ma 
m ieyfce kiedy oś przecina linią k rzyw ą  w  dwóch 
mieyfcach; iakie fą F, G'; w  tych bow iem  mieyfcach 

dx2-ł-bx+a
y = o ,  a zatem ------—------ — o, zrównania tego pier

w iaftk i fą AF, AG; a przeto __ _̂ęx —

d PM PN
( x — A G ) = — PF. PG, s kad w yp ada znow u — —V J j  J f  p F p G

=  ^  ftófunek nieodmienny w  każdey linii zgo  po-

. , . P 'M '.P 'N ' d
rządku. Aze r o w m e -------------=  —, w ięc

P 'F .P 'G  f  
PM. PN: PF. P G = P rM '. P 'N ':P 'F .P 'G  

bedzie w ięc na fig: 17 . gdzie PD ieft osią inką do
piero była P G ,O Q zaś iey równo-leglu, będzie mówię;

O T. TQ: TM. T N = G C .G D :G I.G H = F I.F H :F O .F Q , " 
to ieft: że w  każdey linii, drugiego porządku dwie 
cięciw y przecinające fię, czynią ftófunek nieodmienny 
mnogości z dwóch odcinków , do mnogości z drugich 
dwóch odcinków.

W yftaw m y fobie teraz że PM przeniofto fię na PU,
i punkta Af, N , sfzedlfzy fię razem  uczyniły P M = P N  
= P R ,  z  dopiero dow iedzianey w łafnaści w ypada że

d rl
PR2;P C .P D =  —; SR2: S L .S K = - ,  a zatem

/  f  PR2:
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P R -:P C .P D = SR 2:SL.SK.
Przeciąw fzy dwie linie równo-ległe fobie PD, i SK, 
w  mieyfcach X, Z  tak, żeby PX było śrzednią pro- 
porcyonalna między PC, i PD; SZ śrzednią proporcy- 
onalna m iędzy SL i SK; podług tego warunku - - 

— pn PD; SZ2= S L .S K , a przeto 
PR2:PX2= S R *:S Z 2, czyli PR:PX— SR:SZ 

punkta w ięc X, i Z  ziiayduią fię na iedney linii RZ: 
co nam odkryw a now ą w łafność, to ieft: ieżeli linia 
od punktu dotknięcia R tak przetnie którą s cięc:w , 
że PX będzie śrzednią proporcyonalną między PC i 
PD; w fzyftkie inne cięciw y równo-legle' p ierw fzey 
będą podobnie przecięte: znow u ieżeli PX, SZ będą 
ś r z e d n i e  proporcyonalne między PC, PD; SL, SK; li
nia przez dw a te m ieyfca X, Z , przechodząca przeyr 
dzie koniecznie przez punkt dotknięcia R.

W róćmy fię teraz do drugiey włafności cięciw , a 
ftófuiąc ią na fig. 1 6, do dwóch cięciw NAf, CP, s 
których oftatnia' będąc śrzednicą, czyni PM = PN ; bę

dzie PM *:CP.PD = P'M '2:P 'C .P 'D =  n azw aw fzy  

CD w ziętą za oś, rn; C P = x , PMr=y; będzie 

P D = m — x ; - - - y * =  j ( m x — x*) - •  - ( @)

nowe' zrównanie na linie 2^0 porządku, w  którem 
śrzednicą ieft osią, a punkt Ć początkiem  odcinków .

Obierzmy fobie teraz na fig: 18. cztery punkta, 
A , B, C, D , tak żeby cięciw y A B , CD, były rów no
ległe, z łą czy w fzy  ie' s fobą, otrzym amy trapez A liC D . 
W eźmy do tego punkt piąty Af, i przez ten pro
w adźm y cięciwę M N  równo-ległą p icrw fzym . W ie
m y z geometryi początkow ey, że gdyby śrzednicą li
nii krzyw ey przecięła dw a boki trapezu A B , CD, na 
dwie części równe; będzie także podobnie przecinać 
im równo-legły PQ: pow tóre taż śrzednicą będzie 
także przecinać MN  na dwie części rów ne, -zaczem 
A /P= Ó N , to ieft: maiąc pięć punktów  znanych w  

C * linii

R o z d z i a ł  II.
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linii 2go porządku, mamy zaraz wiadom y fzófly. 
Praw da którąśmy iuż w y ie y  s kąd inąd poznali.

Druga w łafność cięciw  uczy nas: że MP.MQ  do 
BQ .Q D  ieft w  ftófunku nieodmiennym: poprowadzi* 
w fz y  więc przez punkt M,RS równo-ległą BD, bedzie 
M R = B Q , M S = Q D ,  a przeto MP.MQ:MR.MS ftófu- 
nek nieodmienny na punkta przecięć P,Q ,R ,S, mię
dzy równo-ległemi A B , MN, BD, RS. Obierzmy ie- 
fzcze gdziekolw iek punkt O, a łącząc go s punkta
mi A ,B ,D , otrzym am y trapez JiBDO. Przez ten 
punkt poprow adzona GH równo-legła AB  daie: 

M PM Q :M R .M S=O G .O H :BH .H D  
S troykątów  zaś podobnych APL, A G O , STD, DOH, i 
z  włafności trapezu ABGH  mamy naftępuiące pro- 
porcye:

A P:A G = PL:G O . . , „
A P :A G = B O :B ll  z nic  ̂ w ypada PL:BQ— GO:BH.

M Q  czyli D S :S T = 0 1 I DIL 
Przeto: PL.M Q :ST.BQ =G O .O H :B H .H D .

PL.MQ:ST. B Q = M P . QM:MR.MS.
(MP+PL)MO: (MS+S T) M R=PM . MQ: MR.MS. 

poniew aż, M R = B Q , ML.MQ:MT. B Q=PM .M Q:M R.M S  
czyiT  ML:MT=PM:MS. 

jakim kolw iek  w iec fpofobem odmieniać fię będzie 
punkt O, byleby punkt Af był ftały, i MQ, RS rów no 
ległe mi cięciwom A B ,B D ,  będzie ML: M T  ftófunkiem 
nieodmiennym.

§, IX.
Włafności cięciw  przyprow adziły  nas w  §. poprze- 

WyMaiJaij fi{ dzaiącym do poznania śrzednic w  liniach zgo  po- 
włifności dal- rządku. U żyim y teraz tych pierw fzych o śrzedni- 

^ównanii^ńat'ac 1̂ wiadom ości naprzód do w ynaydow auia zró- 
ich oznacz*- w nań oznaczających położenie i w ielkość śrzednicy 
nie. iakieykolw iek: powtóre do odkrycia ich włafności

zaw i kleyfzych. Niech będzie na fig. 19. G 1 śrzedni- 
fig . 19. ca linii 2go porządku, w z ią w fzy  AH  za  os będzie

tw  i, - nr PM+PN - — rx— c _
L.M— ŁN , a zatem P L = ---------- = ______ =

■2 2/ — eAP— c
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~—eAV n azw aw fzy  P L = z ;  zrównanie między 
2 /

^ p —  x , i PL— Z, będzie zrównaniem  na śrzednicę 
GI, to ieft:

z fz + p x + c = o  - - - (A ) .  
chcąc teraz oznaczyć w ielkość G l, potrzeba nam w y 
razić tę linią przez funkcyą famych ilości znanych 
wchodzących w  zrównanie (&)', poniew aż zaś - - 

G P = K H 1-h(GK— 111)2, ftarać nam fię potrzeba dru. 
gi ten zrównania członek przez ilości ftateczne zró
wnania (# )  w y raz ić . Na ten koniec ftófuiąe zró,

„ — eAK— c 
wname (A )  do punktów  G ,I, będzie G K = ------------;

n i —  g k - h i=  =
>/

e2+ 4,f2
a przeto G l2= ___ l— KH2. Nie zoftaie mim iuż

•f/ł
tylko  w yrazić KII przez fame ilość: fiateczne. Ażu 
Jvi/, ieft odcinkiem osi AH, czyli pewną funkcyą x ;  
łatw o fię przekonać że punktu K i H nie mogą bydź 
odkryte tylko za pomocą zrównania na oś: potrzeba 
nam zrównanie ('<#) przerobić na zrównanie ozna

czające oś, a dopiero pierw iaftki iego dadzą punkta,
K, i H, a zatem i w artość fzukann KH. Ta uw aga 
prow adzi nas do rachunku naftępuiącego: PM-bPN—

—  P M .P N =  *— (PM +PX ) *

_ fjnl p N = =  ( t-’2— ^ f ) x 1-hz(ce— 2bf)x+ c2— 4eif

/*
Przy punktach G, I, PAf=PN ; drugi w ięc członek 
nufzego zrównania ftaie fię zero, i razem zrów na 
niein na AH, to ieft:

= 0 .
e-— 4<ff . e2— 4iif 

pierw iaftki dw a tego zrównania fą linie A K , AH,
a przeto C2 A K 4-
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A K + A H —  A K . A H = - - Ź ? Ł ‘ (A H — A K )1
e-— 4df e '— 4 d f

= (A H + A K  )*— 4-AII. AK
_  4 ( 2 b f- c e ) * — 4 ( e * - 4 d f ) ( c * - 4 ttf l  _ F [ n  cq zu_ 

(e'~— 4 d j)z
pełnie rozw ięzuie nafze zadanie. Żebyśm y ie ie
fz c z e  ogóiniey roscisgnęli; odmieńmy wfpół-ufzy- 
kow ane pionow e na ukośne,- P M, FAT, A P 1-, n azw iy
m y kąta PP’M w ftaw ę g , doftawę hj A P = t ,  P ’M = u ,

11
otrzym am y za poinoca trygonometryi u—

S
yh

P ’P = u h =  — t i— x — uh, czyli y = u g , x = ł+ u h ,  
g r

w ło ż y w fz y  te wartości za x ,  y, w  zrównanie ( x )
z a m i e n i e m y  ie  n a

es:t+cg-\-2dlń+hb dt*+bt-ł-ci 
u * +  -2-----£---------------u +  ------------ _ ---- = o  - - ( B ) .

f g 2+ eg h + d h 2 f g 2+ egh+ dh2 
dw a pierw iaftki tego zrównania fą P ’M, P 'N ', które 
zn o w u  now a śrzednica EF przecina na dwie części 
rów ne: Zrównanie oznaczaiące' tę śrzednicę podo-

P'M +P'N'
bnie iak i p ierw fzą  ieft: P 'L '= -------------- =  —

z

egt+cg+1dht+hb  ̂ n azw aw fzy  P'L'=.w  •- -
z ( f g 2+egh+dh^)

2(fg 2-hegh-^dh2)iv+(eg-\-zdh)t+cg+-bh=o  - - ( C)- 
chcąc now ą tę śrzednicę przyw ieśdż do w fpół-ufzy- 
kow anych pionowych iakie były na G 1 w  zrównaniu 
(A ) ,  fpulzczam  od L' pionową L 'Q = q , A Q = p ,  bę

dzie iv =  —, P’Q —  — , ł— P—  — , w ło ży w fz y  za i u, 
g  g  . g  

t, dopiero w ynalezione wartości w  funkcyi p, <7» 
otrzym amy:

( zfg + eh  )q+ (eg + zdh  )p + c g + b h = o  - - (&)• 
Zrów nanie (D ) ,  oznacza położenie ś r z e d n i c y  E t ,

która

G e o m e t r y i  w y ż s z e y
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która śrzednicę G I przecina w  punkcie C. Punkt 
ten p r z e c i ę c i a  ieftże punktem fpólnym  d l a  innych 
śrzednic, których tyle bydź może prow adzonych, ile 
punktów linia k rzy w a  zamyka? rozwiązanie tego za 
dania godne ieft całą nafzę zaftanow ić uw agę. leże
l i  punkt C  ieft punktem fpólnym  dla w fzyftkich  
śrzednic W  linii 2 3 0  porządku, powinien on bydź 
niezawiflym  od kąta m iędzy dwiem a śrzednicami za* 
w artego; potrzeba nam w ięc w  rozw iązaniu tego 
pytania wiedzieć naturę kąta GCE  czyli ten nie ieft 
funkcyą kąta w fpół-ufzykow anych? ieżeli tak ieft; 
należy nam dopie'ro fzukać zrównania na oznaczenie 
punktu C  dwom  śrzednicom fpólnego; w  tym zró
wnaniu na punkt C ,  ieżeli znaydziem  g , albo h-, 
będziem mieli praw o fądzić, że punkt C odmienia 
fię na każde dwie śrzednice; ieżeli zaś w yraz na 
punkt C  nie będzie zam ykał żadney funkcyi kąta ia- 
k iegokolw iek L']J'Q , wniefićmy że on ieft zaw fze ten 
fam  dla w fzyftkich śrzednic linii krzyw ey. Idźm y 
za tą uw agą w  ciągu całego rachunku fzukaiąc na- 
fam przód w yrazu kąta ECG. Przedłużyw fzy śrze- 
dnice G l, EF-, p ierw fza z nich przetnie oś w  pun
kcie O, druga zaś w  punkcie R: będzie w ięc przy 
O, P L = o  i zrównanie ( A ) ,  p o ło ży w fzy  z = o ,  dfi

€ Z  1 6
----------- =  - 7  =  Sty.AOL-, a przeto ftyczna kątu
— ex— c 2/ 

z f
PLO=  — . , U punktu R na drugiey śrzednicy opifa- 

ney zrównaniem  (D '), Q L '= q = o .  s kąd w yciągam y

Q R = A R - A Q ^

— cg— bh— jj(eg+ 2 dhy 

eg+zdh



P i« rw

fn o ść
J n ic .

/

=  —  tl( 'g + * dh) ___ =  el + ! l i i :  kąt R C O =
— cg— bh— p(eg-ł-idh) zfg + eh  

A R L '— AO L ; maiąc zaś tych dwóch oftatnich kątów  
ftycznć za pom ocą w zoru  fiy .(ci— b) —

znaydziem y Jiy. R CO  =
i+Jlii.a.fty .b

4-djh.— e2h ,, , _
----------- :----------------- , poniew aż w  tem oftatniem
4-j°-g+ ife h +  2 dvh+e2g
zrównaniu znayduie fię / , g , pewni icfteśmy, że kąt 
m iędzy dwiema śrzednicami zaw arty ieft funkcyą ką
ta, który czynią w fpół-ufzykow ane P'Lr, P'Q; nie zo- 
ftaie nam w ięc, tylko znaleśdź zrównanie na ozna
czenie punktu C. Ten punkt znayduiąc fię równie 
na śrzednicy GI, i na EF, w yraża fię przez przyfta- 
w ę  pionową C D  z a  pomocą zrównań ( A ) ,  ( D ) .  Na- 
z w a w fz y  A D — r ,  C D — s ,  i w łoży  w fzy  r ,  s ,  za x ,  z ,  

W zrównanie A - ,  potem za p, q, w  zrównanie D j 
otrzym am y ich dw a; 2 f s  e r  +  c =  o - - - - 

( zfg + eh)s+ (eg+ 2dli)r+ cg + l> h= o  
z dwóch tych zrównań. w ypada:

_ 2fb— ce _ 2cd— be

e2— 4 c if  e*— 4 
■» wl* -yj obydwóch tych zrównaniach nie zam yka fię źa- 
ze~ dn-a funkcyą kąta m iędzy w fpół-ufzykow anem i za

w artego, to ieft ani g , ani /i; przeto punkt C ieft 
ni,ęzawińy od kąta śrzednic, i ieft fpólny w fzyftk im  
śrzednicom. Punkt takow y nazyw ać będziemy Ś r z o u - 

k i e m  linii krzyw ey  (Centrum curuae). Wartość na 
r , ieft połow a wartości w ynalezioney na A K + A H ,

A K +A H  ................. .
przeto A D =  — .------- , przeto w  kazdey lim  2go po.-

2
rządku śrzednice przecinaiąc fię w  punkcis C, dzielą 
fię w  tem przecięciu na dwie cz,eści równe.

X '
W eźm y tera'z śrzodek C za początek odcinków , 

śrzednicę zaś G l za  oś, a ęlłiąw fzy dobrze zrów n a
nie
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nie f/g) pod M  w ynalezione, w yrazić ie m oiem y

oeólniey: xwi»xek mię-
*  y*=n+px+qx* -  -  -  (&) d i y  j r i f J n i c t

« = o , zoftaw ia  zrów nanie na punkta G, 1, mi Ukiemi- 
w  -j kolwiek,

n^ pX+ q x 2= o . tak dalece: że A G + A I= ----- , AC—
Q F»g. lo*

—  —  —  • Rachuiąc odcinki s śrzodka C, 
z *q

V • p 
jniecb będzie CP— t= — ------- x ,  czyli %■==-------t,

2(\ 2.C[
A vło% w fzy tę w artość za x  w  zrównanie (f i)7 prze**

bierny ie' na -■ - i f — n------ ---- 1-qfa, którego w yraz

-ogolny ieft:

y *— a’— b 'xa *■ ( y ) ‘
T rzy  zrównania ( r ) ,  (fi)> (y)> na linie krzyw e 25® 
porządku, znakomite fą w arunkam i, s których w y 
padły. P ie rw fze  w y raża  zw iązek w-fpół-u-fzyk-owa- 
mych do iak ieykolw iek  osi odnofzonych: drugie' p o
kazuie śrzednicę w zięta za oś; trzecie nakoniec uczy, 
że śrzednica ieft osia, a śrzodek linii krzyw ey  po
czątkiem odcinków . W tem oftatniem biorąc x  do- 
datne albo odiemne, nic fię cale nie odmienia-, co nas 
uczy, że kiedy C P = C P ',  będzie także P M = P 'M ', i 
linia MAT rów no-legła osi GJ, przecięta ieft od BC 
na dwie części rów ne. BC  w ięc ma tę famę w ła- 
fność która fiuzy G 1, Iż cięciw y równo-ległe G I  
przec in a  na dwie części rów ne, tak iako GI przeci
na cięciw y równo-ległe BC. Przeto linia BE rów no
leg ła  przyftaw om  przechodząca przez'śrzodek C ieft 
druga śrzednica. D w ie takow e śrzednice, s których 
jedna przecina -cięciwy równo-ległe drugiey na dwie 
części rów ne, nazyw aią fię S r z e d n ic a m i  słRzęźoNE- 
M i (Axes conjugati). " Styczna w ię c  linii k r z y w e y  
prow adzona do punktu G, albo i, ieft zaw fze ró- 
wno-ległą  drugiey śrzednicy fprzęźoney BE, i z n o w u  

C 4  * ftyczna
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ftyczna przy punkcie B, albo E ieft równo-legła Q l
podług §. g. W zrównaniu ( y )  uczyn iw fzy x = o ,  

y = ± V r a '= C B ,  n azw aw fzy  B C = k ,  będzie a '= k 2,

u czyn iw fzy  zaś y = o ,  m amy x — ± V  —  = C G :  niech
b'

k1
bedzie C G = g ,  w ypada b '=  — • w ło ży w fz y  te war-

g z
tości w  zrównanie ( y ) ,  otrzymamy;

y2= k 2— — X2 - - - (C ')

S ^
gdzie fame' śrzednice fprzężone fą ilościami ftate
cznemi.

W każdey linii zgo porządku malącey śrzodek C, 
a przeto nielkończoną liczbę śrzednic, iedney iakiey
k olw iek  śrzednicy odpowiada druga fprzężona; z o 
ftaie nam w ięc porow nac między fobą takow e śrze
dnice, przez wynalezienie zw iązku  zachodzącego mię
dzy śrzednicami iakiem ikolw iek, i m iedzy śrzednica- 
mi fprzężonemi: co nas w ieśdź może do nowych 
w tafności śrzednic, i do fpofobu dokładnieyfzego na 
prow adzenie ftycznych. Spofób użyty na otrzymanie 
zrównania ( C 1) fłużyć nam powinien za w zó r do 
teiaźnieyfzego w ynalazku; przezeń bowiem  potrafili
śmy ilości ftateczne' zrównania ( y~) przez śrzednice 

w yrazić. Gdybyśm y iefzcze mogli za też ilości ftnte- 
czne zrównania ( y )  w prow adzić funkeye kątów 

m iędzy śrzednicami zawartych, m ielibyśm y zw iązek 
śrzednic przez kąty w yrażon y, a przeto zupełne ro
zw iązanie pytania. Na ten koniec przypuśćm y, że 
zrównanie (y )  w yraża zw iązek między wfpół-ufzy- 

Fig. zr, kowanem i C P = x , PM— y nakłonionemi do fiebie ką
tem A P M = q , którego w ftaw a  m, doftaw a «; chcąc 
te w fpół-ufzykow ane przerobić na infze odniełione 
do fw oiey  osi, poprow adźm y s punktu M cięciwę 
MO czyniącą kąt A Q M = p ,  którego w ftaw a r, dofta
w a s-, będzie w ięc RS osia now ey tey cięciw y, HK

osią
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osią fprzęźoną. Potrzeba nam teraz ^zrównanie ( y )  

przerobić na inne' do osi RS, i w fpół-ufzykow anych 
C D , DM ■ Aże CD  ieft funkcyą C Q , i D Q •, DA-f fun- 
kcya QM, D Q ■, idzie zatem że mufzem y w przód z 
zrównania ( y )  wyciągnąć wartości na CQ, QM ; to 
ieft: trzeba nam nafamprzód w fpół-ufzykow ane CP, 
PM, przerobić na C Q = ł,  QM— u, a dopiero s tych 
oftatnich wyciągnąć wartości na CD, DM. Te wfzy-. 
ftkie rozum owania w yfzczególni rachunek naftępuią- 
cy. Kąt P M Q = p — q, — q ) = r n — sm, przeto

PM=y—  — , * = f - Q P = f -
m  m

rn— sm
----------m; w ło z y w lz y  te w artości za  x , y, w  zro-

m •>
wnam e ( y ) t przerobie'my ie' na

zb'm t(rn— sm) b'm H2— a'm z
u — -------- ---------- -- ?<-+- --------- ------------ = 0 .

r-+  b ' ( rn— sm) 2 r*+ b ' ( rn— sm) 2 
dw a pierw iaftki tego zrównania fą QM — Q O =
2b'mt(rn— rm) . , ,. „  • n. • .11
.-------------------—, poniew aż D ieft w  srzodku cięciw y
r2+ b L( rn— sm )2

M O, polr„ ba
2 r2+ b '(rn — sm )2

nam teraz wynaleśdź kąty, A C D , RDM ; dla łatwiey-i 
fzego linii między fobą ftófowania przenieśmy te 
kąty na fig. 22. u trzym aw fzy n azw i& a iuż kątom 
J Q M , APM, nadane, i od D fpuściw fzy profto-padtą 
mamy 3 D — Q D .r; RQ==Q_D.s; przeto ftyczna katu

r  BD Q D .r b'm (rn— sm)
A C D =  _ _  =  - -  — _ -------'  ■ flyczna

BL L L i+ O D .j r-hb r,(rn— sin)
_ CQ-{-QD.s x

^ lJ' R D Q =  r ’ W¥ Ą - Q DC=

Jły.(BD C — B D Q .) = — 1^ 9 . —  =  flu.RDM. S tych 
_ DO +.CQ .s ^ •

dopiero wynalezionych linii i kątów łatw o mim bę- 
Cj- dzie
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dzie znaleśdź -CD: w iem y bowiem  że C D * = C Q l "ł*

».C fl.D fl+ .flD -=  I»+ +
r*-i-b'(rn— jm J2

b '2m 2ł2(m — sm )2 _ . . , . .
— -------------------i —  Drugi ten członek przyw iodi-
[ r ^ Y r w —

fzy  do iednego m ianownika, otrzym am y:
£25 ś_ł'4+ [2 6 V 2HU-ł-(2irI+i(ImI)(m — sm )](rn— sm)t2

[ r I +6'(’łw—.r»w)2J 2 
— •sm)2+ b 2( m — .rrri)3](Vn— im j '

[r.a-ł-6 Y  rn— J w j2] 2 
ilości w  liczniku m iędzy nawiafam i kw adratow em i 
zawarte' rozebraw fzy, i zapomocą dwóch zrów nań

m 2+ n 2= t ,  T-+S1—  i , w y r a z i w f z y ........................ -
b '2m3s2= :b '2m3s— b2r 2sm +b2r2n2sin-, 
r 3n 3b 2= r 3nb2— b2tn2nr+b'1m2s2mz 

k ilka  terminów zniknie, i zoftanie.
_r4+ z b 'r 3n (m — sm )+ b '2r2(nr— sm )2 ^

[r2+ b ' ( rn— sm) 2] 2 
r r _̂r t .V  [}2->rib' rn(rn— sm )+ b '2(  rn— jm )2]
v  i-/ - 1 •

r 2-hb ( rn— sm) 2 
nazw iym y teraz now e w fpół-ufzykow ane CD=iu, 
DM =z , wypadnie naprzód z  oftatniego zrównania 
na CD.

_ ( r 2+ b '(rn — sm )2)w

i V  \r2-Jrzb 'rn(rn— sm )A-b'2(nr— ji?i)2] ’
, b 'm ł(m — sm)

a poniew aż u = Q D + z = z + ----- --------------w łoży-
r2+ b (rn— sm )2 

w fz y  w  to zrównanie wartość znalezioną na ł 
otrzym amy:

b'mw(rn— sm)

r [ r 2-w/> ’rn( rn— sm )+ b ’ 2(nr— sm )2] ’
(rn — sm) u ru ,

x = ł —  ------------- — > y —  — , położy w fzy  za ł, w, war-
m m

tości dopiero odkryte, wypadnie:
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™  ( r n - s m ) z  '
^ [ r 2-hzb'rn(rn— s}n)-t-b'2(nr-—sm )2] m

rz ^  b'w (rn— sm)

y m \/'[r--h2b'rn(rn— sm )+ b'2(nr— sm )2’) ’ 
Wartości te za x , y , p o ło ży w fzy  w  zrównanie (Ą ), 
zamieniemy ie na inne wyrażające' zw iązek m iedzy 
CD , i DM: ł  s *

r 2+ b '(rn— sm )2 ^  _ b '\r2+ b ’ (rn— jm ) 1]

m ’1 r2+-2b'rn(rn— sm)Ą-b'2(rn— sm j2 w*
— a ’= o  - - - .  (D ) .
D aym y teraz nazwifka kątó’’  zachodzącym m iędzy 
śrzednicami: APM— A C E = q  A Q M = A C H = p , GCR  
z= A  ; E C H = zB 'j p = q + B ',  R C H = q + B '— A'\ n t =  
WJł.ą, n=D oJt.q, r= W J ł.(q + B '), s= D o J ł.(q + B ') , rn 
— sm =W J}.B '. W ynaleźliśm y iuż w y że y  ftyczną

M D ^ S iy .A ’^ 1 ^ . s  kąd w y p a d i ' 
r-\-b'n(rn— sm)

WJł.A’= _____ fmJ ___________ -'
[r2+ 2 b ' rn ( rn— sm )+ b '-(  rn— sm) -]

r %+ 2 b 'r n ( rn— s m ) + b '2(rn— sm) 2=  - _(_[n snt)
WJł.A'2 ’

w ło ży w fz y  tę w artość w  m ianow nika 2go członka 
zrównania ( D )i i przetłóm aczyw fzy litery w fzyftkie’ 
na w fta w y  i doftaw y kątów  w prow adzonych, to 
zrównanie ftnnie fię:

JVJł.(q+B’) 2+ b ’ .WJł.B'2.
■ '■ • •  • •

WJł.ą*
(W Jł.(q + B 'y + b ’ WJl.B'*)WJl.A'2 ,  ,

------- W a = ° * ’ (D )'
pam iętavm y iefzcze o wartościach w ydobytych z zró
wnania (y )  na a ’ , b’ , że na fig. 21. a '~ .k 2= C E FiS 

k2 CE2
/>'=■■—  =  — — • Zrównanie’ na Ru.A’ , daie nam 

p2 CG2 J J
C f f  b ' =



f c '=  - ■  ■■■ =  fe_ l  =  S L ,  c z y li
WJł.B'(WJł.q— Shj.A'DoJł.q) s 1 CG2 

k2 _  W Jł.A'.W Jł.(g+B') _ ,  ,

S 2 WJł.B' .WJł.(q— A ’)
(L) zam yka w  fobie zw iązek  między dw iem a.śrze- 
dnicami fprzężonem i. leżeli w  zrównaniu (D ) ,  
CD — w = o :D M  zamieni fię na CH==z, i (D )  da nam z  

. r  c „ ________ CE. CG .WJł.g._________

C^  ‘ y f [C G 2W Jł.(q+B')2+ C E 2.W Jł.B'2] ’
u czvn iw fzv podobnie w  (D ) z = o ,  wypadnie war-

II. Włafnoś<? tQ ĉ na yy— ę ft  ,

CE2. WJł.q. WJł. B'
C R = ------------------------- -L-l-J.----------------------; w ięc

W Jł.A'\f [C G 2WJł. (q + B ') 2+ C E 2.WJł.B'*]

£R_ _  CRWJhB^ . .  C G .W jł.A '.C R — CE.W Jł.B'.CH ( i ) .  
CH CG.WJł. A '
, to oftatnie zrównanie nas uczy, że z łączyw fzy  przez 

linią proftą punkta E, H; podobnie znow u punkta 
G, R, troykat G R C =  troykątow i ECH.
CR CE2.WJł.B’ . . r , , . ,  / r .
__ = ---------- - ------- , w ło ż y  w fz y  z zrównania CL)
CH CE.CG.WJł. A '
w  teraźnieyfze, w artość na - - CE2= k z

CG2.W Jł.A '.W Jł.(q+B') , . CR
=  ----------------- ± -L l----- '  • wypadnie - . - —

WJł.B’ WJł.(q— A ')  C H

XII. włifnoś* =  CG.W fl^g+B^)------ CR. CE. WJł.(q— A ' )=CH .W Jł.
fricdnic. CE.WJł.(q— A ')

(q + B ') .C G  - - - (2 )  
to ieft: że złączyw fzy  znow u punkta R, E; tudzież 
punkta G, H, będzie w  każdey linii 2go porządku 
troykat R C E =  troykątow i GCH.

Srzednice CR, CH, w yraziliśm y przez ułom ek, któ
rego m ianownik CG2WJł.(q-\-B')2+ C E 2WJł.B'2 =

£ G ]'!,rjłI q.t ^ 2  [ W Jł.(q + B ')W Jł.(q -A ' )+W Jł.A'.W jł.B'] 
WJł.(q— A ')  '  J
_ C G 2.WJł.q.W Jł.(q+B' ) . W J ł.(q + B '-  A ')  __ drugi

WJł.(ą— A ')  członek
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członek tego zrównania w ypada, w ło ż y w fz y  za C£*
Wartość w yciągnioną z ( L)■, trzeci zaś, w y k o n a w f z y  
mnożenie funkcyi m iędzy n aw iafam i k w a d rato w e m i,  
i p o ło ż y w f z y  naprzód za  Do/?.(|2= i — p o w tó -  
,-e za W Ąq.D oJł.(B '— A')+D oJł.qW Jł.(B '— A f)= W Jł.
(fj+ B '— A')-. Oftatnią,-tę m ianow nika wartość w łoży- 
w fzy  w  CH, otrzym am y:

CK=C£ V  T W - lW - t t - A ')  1 . .  (0>

w ło ży w fzy  ią zaś w  CR, bedzie C R =
W jł.(q— A ’)

i .  s kąd w y p , dd
V  \-W Jł.(q+B’) W J ł.( q + B '- A ’) ]  1 3P

CR. C H =  £ G -CE-Wfi± _  j.
WJł.(q+B'— A ')  J 

CK.CH .W Jł.(q+B'— A ')= C G .C E .W J ł.q  - - - (3).
to oftatnie zrównanie nas uczy, że złączyw fzy  przez 
linie profte punkta R, Hj G, E ■, troykąt R C H =  troy- 
kątow i GCE. Mamy w ięc

z ( i )  Tróykąt G C R =  tróykątow i ECH.
(z )  Tróykąt R C E =  tróykątow i GCH.
O )  Tróykąt R C H =  tróykątow i GCE.

A że Trapez R G C E =A G C R +A R C E .
Trapez E H C R =A E H C +A R C E . 

w i e c  Trapez G R C E =  trapezow i EHCR. Oprócz tego „  -_ wr M 
trapez E H C R -A R C H =  trapezow i GRCE-AGCE-, 
przeto troykąt ERH—  tróykątow i RGE, które maiąc 
fpólną zafadę RE, dow odzą, że cięciwa RE ieft równo- 
lcgłą cięciwie GH i ARI1G-=AEGH. Poniew aż zaś 

Trapez R G C H =A R H G +A G C H ,
Trapez GEHC=AEGH-t-AGCH, 

w ięc Trapez R G C H =  trapezow i GEHC.
Każde s tych zrów nań pokazuie nam now ą w ła- 

fność śrzednic fprzężonych w  liniach zgo  porządku,
i oraz zw iązek iednych z drugiemi. Ten zw iązek w  
funkcyach kątów  między śrzednicami zawartych nay- 
lepiey nam tłom aczą zrównania (L ),(Q ). §.X I.
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jnofSb prowa Zatrudniym y fię iefzcze roftrząfaniem  zrów nań 
d i e n i a  flv- (L) i (Q_), ftófuiąc ie do fig. 23, gdzie G C, CH, fą 
c m y c f i  w y d o -  dwie śrzednice fprzeżone'; CM, CK, dwie drugie, kąt
b y w a  fię z —-----  ---------  - -  - -  -  -

4<* G e o m Et r y j  w y ź s z e y

dnie,
CAiw

nam w  teraźnieyfzey figurze . . .  _L_ =
r,S> 1i' CG 2

Ł c i i L  GCH= V  M C G = A ’; H C K = B ’; G CK — p = q -h B ’ i 
iic. MCH.— q— A ’j M CK— q + B ’— A'\ zrównanie' (Q )  daie

W teraźnieyfzey fi

WJł.q.WJł.(q+B') . , ,  ,
--------------------- Li----- _--------- : zrównanie zas (L ) - •
W J ł.( q - A ') .W J ł.( q + B - A l)
H C 2 _  W Jł.A'.W Jł.(q+B') H C2+ G C 1

G C 1 ~~ W Jł.B '.W J }.(^ A Tj ' > '  '  ' GC*  
W Jł.q.W Jł.(B'+A') ł , . r , , . .  , r t

WJt.B\!VJi.(ą-A') 8 S° Zr0" 'nm‘a (Ł>
W ,c i,g d m v £ kl  =  2 ^ a f 2 = d 2 .  C K ,-|- C '<‘

CAP ir jł.B 'JV Jł.(q + B ’y  CM*

m .A '.W M c i - A ' ) W . W M ^ 7  chc3c 0 { l a .

WĄ.B’ .W Jł.(q+B‘)  
tniego ułomku licznika przerobić, przypom niym y fo 
bie z  Algebry w zory  pod § § .y i ,  f4 .

Wfl.a. WJłJnsĄpoJl. ( a - b ) - l D o J ł .  (a+b)

iDoJł.b— l D o J ł a ^ W J l W J ł .  i lr J L
2 2

które ftófuiąc do oftatniego zrównania; otrzym am y: 

WJł.A'.WJł.(q— A ')= {D o J ł.{q — 2 A ')— \DoJł.q 
WJł.B'. WJł.( q + B ') =~DoJł.q— ~r>oJł.(q+2B) .  

przeto WJł.A'.WJł.(q—  A')+W Jł.B'.W Jł.(q-hB')=ĄDoJł.

( q— 2A ') — lD o jt. (q + iB ')= W J ł. (q + B '— A ' ).W Jł.(B' 
^ j,^ C K * -h C M -  _  WJł.(q+B'— A ').W Jł.(B '+ A ')

’ C a F  W Jł.B'.W Jł.(q+B') '
, , , ,  H CM -CG2 G C 2 ■

s  kari w y p a d a ............................................. .............
C K 2+ C M 2 CM2 

W Jł.q.W Jł.(q+B')
aże

WJł.(q~^A' )W Jł.(q+ B '— A ’) ’



W ił n-W Jł.(q+B')  CM1 . . . . .njT.n .w -----/ -------— -------- w igc y l. Włifnoić
Wił (ą— A ').W jł.(q + B '— A ')  CG1 {ficdnic

 ̂ 11 H C2+ C G * = C K 2+CM'-.
to ieft; że w  każdey linii 2go porządku fumma k w a 
dratów 2 dwóch śrzednic fprzężonych ieft nieodmien
na. S tey w łafności w ypada nam fpofób prow adze
nia ftycznych do iakiegokolw iek punktu linii krzy
w e y . Chcąc n.p. prow adzić ftyczną do punktu M, 
a maiąc dwie śrzednice- fprzężone CG, CH, w iado
me; biorę linią CM za  śrzednice, którey odpowiada- 
iąca śrzednica fprzężona CK, ieft rów no-ległą fty- 
czney MT: cały w ię c  fpofób zaw ifl od w ynalezienia 
CK, która z oftatniego zrównania w ypada.

CK— ' /  [H C2+ C G 2— CM2]
Inny iefzcze fpofób na wynalezienie CK  podaie nam 
§. poprzedzaiący. W iemy bowiem  że cięciw a pro
w adzona od H do M, ieft równo-legła cięciw ie KG, 
co nam pokazuie mieyfce na linii k rzyw ey , od któ- 
reeo CK ma bydź prow adzona do śrzodka C.

-  §• x n - • 6 
Przeciągniym y śrzednice CG  póki nie przetnie fty- ^nai "fię* fty- 

czncy w  m ieyfcu T, a p o p row ad ziw fzy  od M ljnią cin<;mi i st»d 
MN  równo-ległą HC, otrzym am y dw a tróykąty PMC, wyci»gai» fij 
MTC: w  pierw fzym  kąt M P C = j$ o °— MPG. Wfta- wJafno 
w a  w ięc kąta MPC— W ft.M PG=W Jl.HCG=W Jł.q; SC1 sricdnic* 
Wił.CMP=W Jł.HCM — WJł.(q— A ') , lVJł.MTC=WJł. F ig .  ł} . 
T C D = W fiX C G = W fi.(ą + _ B .'k  WJł.CMT— W Jł.KCM =  
WJ}.(q+B’— A ') j  a przeto

MC:MP=WJł.q:WJł.A' - - W Jł.q=
A1P

M P C P = W Jł.A ’ :WJł.(q— A ’)-, WJł.(q— A 1) —

CM :CT=W Jl.(q+B');W Jł.(q-i-B'— A ')i W J ł.(q + B '-A ')  
CTJVJł.(q-ł-B’)

CM
' CM;

i R ozdział I I .  D ?47



vn. WUfnosć 

Przednie,

CM :M T=W Jł.(q + W ):WJł.A’; Jfrji.(q + B ')=
JVf 4**

w ło ży  w izy. te wartości w fta w  w  zrównanie ( Q ) , 
otrzymamy:
CM? CAf1

C ( F = Ć p - Ć T - to ca’ = cp c r .
( l )  CP: C G = C G :C T

CP:CG— C P = C G -.C T — CG, czyli 
( z )  C P :P G = C G ;G T

C P :C P -hC I= C G :C T + C G , to ieft:
Cs) CP:1P=CG :1T. 

w ifc  w z ią w fzy  znow u BN , EF, za  dw ie śrzednice 
fprzężonć, i przeciągnąw fzy pierw fzą póki nie prze
tnie śrzednicy w  mieyfcu A , a od M fpuściw fzy M Q 
równo-legła CE, i tym do punktów  N ,B , poprow adzi- 
w lz y  ftyczne równo-ległe, trzy oftatnie proporeye 
uczą nas, że: ' x

( i )  C Q :C N = C N :C A .

(i) C Q :Q N = C N :N A  .  - N A =  CN^ L
CQ

(S )  CQ :BQ z=CN :B A  - - - BA—

s podobienftwa zaś tróykątów  N T A , M Q A, LBA, 
wypada:

A N : Q A = N T :QM  - - - (Ą ) .
B A :Q A = B L :Q M  - - - ( t ):

/ w  V /  C N .O N  B O .O N  QA=Q N +-N A ==Q N -\~------i — =  rr. w ięc

N A :Q A = C N :B Q = N T ? Q M  - - - z ' ( i ) ,  (Ą )  

B A :Q A = C N :Q N = B L :Q M  - - - z  (} ) ,  (t)

N T =  . .  B I =  . . N T .B L  “ Ł Ś Ś
BQ QN BQ. QN

aźe podług włafności drugiey w  §. 8- Q N .B Q :Q M z

= C N * ; C £ ł , s kad C E ^ ^ ~ ~ ~  CE2= N T .B L
ON . BO

to ieft;

4-8 G eoM STRYI WY^SZEY
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NT:  CE-=CE:BL.
W linii 2go porządku śrzednica ieft śrzednią propor-. 
cyon-ilna m ied zy ‘'dwiema ftycznemi iey równo-legte- 
m i. Z zrównań na N T , BL, CE1, m iędzy fobą kom 
binowanych w ypada iefzcze:

K T 23 Q 1= C E \ Q N .B Q  - - - N T — C E '/'

BO
BL1.Q N -— CE1.Q N .B Q  - - - B L = = C E \ f^ ~  ,ap rze to

n N : B Q = N T 2:CE2— CE2: B l2= T M :M L = N T :B L ; i

pop row ad ziw fzy  do punktu V  ftyczna SRj przecina

jącą N T , BL, w  punktach R, S-, będzie także CE śrze- 
dnią proporcyonalną m iędzy N R , i BS.

W fzyftkie dotąd w yłożon e włafności daia nam 
fpofób w yrażenia śrzednic ukośnych iednych przez 
drugie; chcąc od nich przyiśdź do poznania śrzednic 
pionow ych, potrzeba kąt MCK w ziąść za kąt profty, i 
do nie'qo ftófownie odm ieniwfzy inne k ą t y ,  w p ro w a 
dzić im odpowiadaiące w fta w y  w  ziow napia (L ),(Q ) ‘, 
będzie zaś kat MCK— q+ B '— A'^=ęo°, iego w ftaw a 
=  i; czyli B'=9<3°— (q— A .')4, WJł.B'— DoJl.{q—rA')\ 
B ’+ q— ęo°-bA'; WJl.(B’+ q )= D o fł .A ',  w prow adzi- 
w fzy  te wartości w fta w  w  zrównania (L), (O ) ,  
p ierw fze z nich zamieni fie na:
U C - K W Jł.A'.Dofł.A' _  V A * A ':  —

'<J(F =  D tf.( q - A ') l> 'J } .(q ~ A 7)  “  W J ł.2 (q -A ')

---------- --------------------------- ; zrównanie zaś ((2) fta*
IV R. 2q.D0Jhj.2A'— Doft.ią.

CMZ __ tyftą.D ąft.A ’ _  1

r“ L‘ ‘5 CCF W J t.fr Z J ')  ' DoJły.q.Sty.A'

— ---- aże zrównanie f? )  pod €.10. daie nam
Sty. A '

CM .CK~CG.CH JVft.q-, i zn ow u włafność VI śrzednic 
CiI- r C d ^ C W P -h C K ^  (C M + C K )*— 2 C K .C M = C H 2 
-uCG-j (C-M— CKy~+2CK. CM—  CMM- CK2=  C H *± C G*



w ło ży w fzy  za CK. CM. iego w artość, otrzymamy; 
CM +CK=\/~[CG2+  CH "4-2 CG. CH . WJł.ą J 
CM— CK*=.V [CG^+CH^— aCG. Ctt.WJł.q\

'fig. io , te d w a  z r ó w n a n i a  d a ią  n a m  CM, CK, w  fuukcyi » 
C U .  Ś r z e d n i c e  d o  f ieb ie  p i o n o w e  i a k i e  lą  ̂ C CK , 

a l b o  na fig. ' j o .  GI, BE n a z y w a i ą  fię G ł o w k e m *  
( D iamttri prhm pales). Z r ó w n a n i e  ( C )  w  §• 10- 
w ł a ś n i e  f t u ż y  w f p ó ł - u f z y k o w i i n y m  n a  t a k o w y c h  s r z e -

dnicath rachowanym  i/2=  w  B‘em

bęclac w  famych potęgach drugich nie odmienią nic 
ftśtwfzy fię z dodatnych odiemnemi, i przeciwnie, co 
dow odzi, że linia k rzy w a  przedzielona Lakierni sr/.e- 
dnicami ieft w  fw oim  ryłunku i -w ielkości ze w zy- 
‘ftkich ftrón rów na, czyli że odnoga nad GI iow n a 
odnodze pod GI, i odnoga położona z iedney n <)ny 
BE ieft rów na odnodze połoSoney z  drugie)' ftion y 
13£• to ieft: że dwie śrzednice głów ne linią k rzyw ą  
opifaną zrównaniem  ( C') rościnnią n a  c z t e r y  części 
rów ne i podobne. Tu pokazuie fię fpofób d o c h o d z ę  

ftia W  liniach Jakichkolwiek porządków w y ż f z j c  ,  

czyli te’ maią śrzednice lub nie? o czem nam 
m ów ić przypadnie. Pociągnąw-fzy s śrzodka C do *

linia CM, iey wartość bedzie — .

Z*
X -)}, a p o ło żyw fzy  k— g r w yp ada C M = g , to 

ieft źe' w  linii 2go porządku maiącey dwie śrzednice 
fobie równe-, linia profta s śrzodka do jakiegokol
w iek  punktu obwodu pociągnfonii, w yrazić fię może 
w ym iernie, i ieft ilością ftateczną, która to włafność 
iłu ży  kołu. A le kiedy dwie śrzednice głów ne fą nie
rów ne, linia praw da CM ieft zaw fze funkcyą niew y
mierną* ale niemafzli na śrzednicy GI iakiego pun
ktu tą włafnością znakomitego? Na rozwiązanie tego 
pytania, przypuśćm y że F ieft takow ym  punktem, 

<od którego linia prow adzona do M ieft funkcyą w y- 
tmierną: potrzeba nam wiec wynaleśdź CF==f, ponie

w a ż

y© G e o m e t r y i  w y ż s z e ?

)



Waż CP=*r> PM— y, będzie F P = / —•*> F M * = (f— x )* 

+ y * = ( f — x)-2+  k- l ( g * — x*), czyli - - - FAp=p

, ź eb y  w ie c  m  b y ł0

s 2
funkcyą w ym ierną, potrzeba żeby licznik oftatmego

J 2 S4
ułomku był zupełną potęgą drugą, a przeto . J ■ -
, (g 2— k2y

=  —-------—-— . rozw iązaw fzy  to ofiatnie zrównania

znaydzjem y f 1= s —̂ k‘1 x f = ± V r(g^— k2),  poniew aż 
f  ma dwie wartości rów ne, iedne dodatną a drugą 
odiemną; punktów takow ych znayduie fię dw a w  ró- 
w n ey  odległości z obydwóch ftron śrzodka C. Ale 
że w artość na f  nie może bydź rzetelną tylko kiedy 
g^>k, punkta takow e nie m o g ą  fię znnydować tylko 
a a  śrzednicy w ięk fzey , i fą tem o.dlcgleyfze od śrzoct- 
ka C, im różnica dwóch osi GC, BC  ieft w iękfzą, to 
ieft, i m  linia k rzy w a  ieft dłużfzą a w ążfzą. Punkta 
te  nazyw aią fię O g n i s k a m i  (Poci curvae). Ponieważ" 
t r a f i a m y  na te punkta biorąc śrzednicę G l za oś, dla gnjŝ “ jU ;0* 
tego ta nazyw a fię osią w iękfzą albo osią P op rzeczn ą mCh w^ho- 
(Ax'is major, transverfus), druga śrzednica BC nazy- d^cych,
W  a fię O s i ą  m n i e y s z ą  s p r z ę ż o n ą , (A xis minor, coft- 
ju g a tu s). Punkta G, 1, nazyw aią tlę W ie rz c iio łk a -  
m i (Ffrłices) u których {tyczne fą za w fze  równo- Big. ic, 
lerte BC. W łożyw fzy  w artość odkrytą na f  w  FM,

, ■ ™ __ x \ S (g *— k*) x V ( g * — .k*) .
wypadnie t M = g — ---------------GM =*g+----------------------

S $• .
w eźm y teraz za odcinek CF— x = ± V r (g *— k-).f i 
w ło ży w fzy  tę w artość za x  w  zrównanie ( C )  w y 

padnie y=  — = F R ,  to ieft, że przyftaw a z ognifka

prowadzona pionowo ieft ilośęią ftateczną, i trzecL-i 
prcporcyonainą między dwiem a osiami główn^OM- 
Podw oyaa taka p rzyftaw a czyli cięciwa RS nazyw a 

D z fig
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Zrównanie 
Wiegunowe na 
linie po- 
r i j i iku ,

f ig  M i a r ą  albo l i n i ą  r ó w n a n i a  (Payameter, latus r t'  

(fum), dla tego, że fi u żyć może za miarę porów n yw a
nia, czyli za iedność w pfół-ufzykow anym . N azw iym y 

»
teraz odległość ognilka od w ierzchołka F G = rf, FR— —

S  
fi~ *•

= c ,  m amy f = g — d = V  (s *— S c), a przeto g = — — i
2 a— c

k =  d V — -— ; maiąc znane c, d, m am y w f^ yftko  w  
id — c

linii krzyw e'y  wiadome.
Maiąc iuż obydw ie osi w yrażone, przez odległość 

ognifka od w ierzchołka d, i przez miarę równania c, 
łatw o nam  ieft barzo linią iakąkolw iek FM  przez c 
i d w y raz ić , a w ciągnąw fzy iefzcze kąt GFM, któ
ry ta linia czyni z  osią, odkryć zrównanie m iędzy 
FM, i tymże kątem; a naprzód poniew aż F M = g —

— k2)  x(ę-^ d )
___12____ i. — _12-----V  kładąc za g , w artość zna*

, . S  d1 dc— d2 d1
le z io n ą --------  ̂ będzie g— n =  -------- j FM—  —---------------------

2d— c zd — c 2d— c 
(c— d )x

f l  G EO M ETRY! W Y isZ E Y 1

d
(c— d)d

n a z w a w fz y  F P = z ,  będzie x = C F — z =

-z, w ło ż y w fz y  w  FM tę w artość za  x ,  o- 
ari— c

trzym am y F.\f— c+ —— ^)lZ-=c— — — ——. Niech te- 
d d 

raz  będzie kąt GFM— v, przeto z  =  —  FM. Dofł.v. 
w ło ży w fz y  tę w artość za z  w  FM, i n a zw a w fzy  
T M = r ,  otrzym am y zrównanie:

ric / * \ r = -------------- -— - —  . . .  (A a).
W— (d— c)DoJł.v. 

to  zrównanie zam yka dwie ilości r, kąt v , które 
w z ią w fz y  za ilości odmienne', w yrażam y now ym  
fpofobem  w fzyftk ie  .gatunki linii zgo  p o r z ą d k u .  Na

le ż y



Ie5y  nam tu oftrzćc, że (A a )  ieft zrównaniem  nay- 
W aźnieyfzem , i nayw iękfzego użycia w  Aftronom ii, 
g d z i e  ie nazyw ać z w y k li Z r ó w n a n i e m  b i e g u n o w e m  
(Aeąuałio Polaris.)

I tec to fą włafności powfzechne' w fzyftkim  lini
om  2 go porządku, których użył N ewton do racho
w an ia  biegu ciał Niebieikich, w  fw ćm  nieśmiertel- 
nem dziele: Philofophiae NaturnUs Principia Mcithema- 
tica, a które J. P. Euler wyciągnął z uw ag ogólnych 
zrównania ig o  ftopnia między dwiem a odmiennemi 
x , y, fpofobem  tu od nas użytym .

XIII,
Po w yłożonych ogólnych włafnościach w fzyftkich  Oatanki linii 

linii 2go porządku, przypada nam poznać różne ich krzyw ych  

gatunki za pomocą fzczególnych w arun ków  w pro- p01***1 u* 
wadzonych w  zrównanie (0 ) . §. 10. y 2= n + p x + q x 2.

A ze natura i ryfunek linii krzyw ych  zawift od na
tury p ierw iaftków  zrównania (@)-, te zaś pierw iaftki 
od ftanu i wartości ilości ftatecznych n, p, q-, idzie 
za tem , że warunki pew ne przyw iązane do tych ilo
ści ftatecznych, dadzą początek różnym  gatunkom li
nii 2go porządku. Nie zapom inaym y iefzcze o tem , 
że p x  bydź może wyrzucone', bez narufzenia natury 
zrów nania; że n w  fw ym  znaku zawiflo od q, iako 
dzielnika, że na koniec x  odmieniaiąc fig dofiąc m oże 
jakichkolw iek wartości nadanych n, q: a przeto że 
gatunków  różnych linii krzyw ych nie naieży nam 
upatryw ać tylko  w  różnych znakach q, albo w  iego 
znifzczeniu. Biorąc w ięc q za  odiemne', dodatne, 
lub zeró; w ypadać nam pow inny linie krzyw e 2go 
porządku, każdemu w arunkow i odpowiadające'. Za- 
czniym y od q odiemnego, a odnioflfzy początek od-

• • P
cinków  do srzodka, czyli u czyn iw fzy  jc= x + — , ®-

.trzymamy zrównanie
.y2= b — q x 2

g d z «
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\

Etlipfa ! I// 
T/fi fn o ic i .

Pig, 14«

gdzie i= an +  ?!-; chcąc poznać ryfunek li»ii te'm zr<5- 
4 <J

wnaniem opifaney, u w ażaym y naprzód czyli md od
nogi niefkończone lub nie? to ieft, czyli przefzedłfzy 
przez w fzyftkie w zrofty  x ,  wartości na y wypadną 
rzetelne lub uroione. Poniew aż q ieft odiemnem,
— qxz nieprzeftanie nigdy bydź odiemnem,- a przeto 
y  nie będzie rzetelnem,- tylko kiedy />>(pc2, czyli

x < V ^ —, linia w ie c -k rz y w a  fkończy fig 'na odcinku 
T

rów nym  v^—wziętym- z obudwóch ftron osi, a przeto 

q
nie ma żadney odnogi niefkończoney, W ziąw fzy  
w ięc na fig. 24. S za śrzodek linii k rzy w ey  i począ

tek odcinków razem, S A = \/^ -, SB— — V^—j po-

q q' u
niew aż na , y = o ,  linia krzyw a przeciaw fzy

q . '■ 
oś w  punktach A , B, fkonńiy fię na nifch. U w ażm y 
iefzcze iak daleko u S przyftuw y fię rościągną: w  miey- 
fcu S, x = o ,  y = jL \ 'b , to ieft że przyftaw a u S ieft 
ilością ftateczną fkończoną, a przeto w z ią w fzy  CS—  
S D = V  b, linia k rzy w a  zamknie fię między czteYemó- 
punktami A , B, C, D, czyli między dwiem a śrzedni- 
eami AB, CD, która nazwano E l u  p s a  (Ellipfis). 
W idzieliśmy dopiero że SA, SC, fą funkeyarai ilości 
ftatecznych b, ą, wchodzących w  zrównanie: niech

bedzie SA— g = V ~  —, SC— k— ^ b ,  przeto b = k z,
11

k1 .
q =  — , i zrównanie na Ellipfg zamieni fie na inne';

S z

=  — f e 1— - - - ( A ) -  
g ~

gdzie SA, SC, które odtąd nazyw ać będziemy p°f- 
oiiami E llip ly, będą ilościam i ftatccznemi zrównania.

W §- IZ-
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^  §, 12, znaleźliśmy dwa ognifka na linie 2jr0 p 0. 
rządku, czyli f = ± V ( g * — k*) które znayduią fię w  
bażdey linii maiącey dwie śrzednice nierówne', a 
przeto w  Ellipfic. im w iękfze będzie od k, tem 
SF czyli /  będzie dalfze od śrzodka-, a przeto Ellipfa 
dłużfza: im zaś g  będzie fię barziey zbliżać do k, tem 
punkta F, G, padną bliżey śrzodka, i kiedy g = fc ,/ = o , 
zrównanie -zas ( A )  ftanie fię y * = g 3-— x z zrówna
niem na koto; podług w ięc w iękfzey  lub m m eyfzey 
odległości punktów F, G, od śrzodka S, którą to od
ległość nazyw ać będziemy M imo-śrzód (Excenirici- 
taj)', Ellipfa oddala fię lub zbliża do koła. Staray- 
my fię nafamprzód poznać włafności E llip fy  przez 
linie wychodzące z iey ogniflc i śrzodka. Ponieważ
S F = V r( g 1— kz) , PF=z\f(g*— k*)— x , F M *= y *+
\ y ( t — k1) —~x']z , gdzie za y w łożona wartość z

x y r (p 2_k2)
zrównania (A ), uczyni F M = g — ----- —------- .

S

‘GM— g +  a przeto FM + G M = igz= A R -y
S

to ieft: Ze Jumma linii z  ogntfk do iakiegokolwiek 
punktu Ellipfy prowadzonych, u jł równa osi więkjzey. 
P i e r w s z a  w ł a s n o ś ć  E ll ip s y .

P o p r o w a d ź m y  do tego fame'go ptiriktu M ftyczną 
AfT: §. iż -  nauczył nas, że SP:SA;:SA:ST, to ieft,
S T =  ^  G T ^  S z+ x V (g " — k*)  ̂ F T =  g - - x . V ( g * - k * )

*  , x  ’ x
.ftófuiąc wartości na FT, FM-, GT, GM, otrzymamy: 

F T :F M = g :x - . G T :G M = g :x  w ięc

JT :F M = G T :G M  ieft: W " *  - W .G M Q
Wfi.FTM WJł.FTM 

Wfi.FMTs=WJł.GMO: czyli dwie linie projłe z  ognijk 
do kłóregokohoiek punktu FilipJy.prowadzone, równo 
Ją nachylone Wo Jlyczney tego pnnkiu. D r u g a  w ł a 
s n o ś ć  E ll jp s y .

Aże znow u GT:GM=;g:x-, ST:SA<=g:x - - -  
■GT:GM=ST;SA, p op row ad ziw fzy  zaś z  śrzodka Ss 

■Dą  SR
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SR równo-legła GM, tróykąty GMT, SRT, dadzą GT: 
GM-=ST:SR, a przeto S R = S A , znaydziem y przez po
dobne rozum owanie SQ==-SR=SA, to ieft; że linie s 
śrzodka do Jłyczney prowadzone równo-ległe liniom 
wychodzącym zognifk, fą fobie, i połowie osi więkfzey 
równe: tak dalece: że F M + G M = S R + S Q = A B . T r z e 

c i a  w ł a s n o ś ć  E l l i p s y .

Staraymy fię teraz wynaleśdź w artość na TM  
przez funkcyą ilości wchodzących w  zrównanie na

Ellipfe. Ponieważ S T =  — , PT= —— — ; w ło ży-
x  x

w fz y  wartość licznika wyciągnioną z ( A ) ,  o trzym a

m y P T =  a przeto T M = V r( T F ‘ +PM 2)  =  
k2x

yV~ (k^ ^+p^u1 )
'--------- p — :— - — •, zrównanie zaś (A )  na Ellipfę daie

g 4y 2= k ‘1g4— k*gzx 2-, co w to ży w fz y  w  w artość na

ftyczną; otrzym am y TM—  —  V  [g 4— * 3( g 3— ^\)] ==
kx

y~V (FT.G T)s  sk ąd  G T = ™ l 'kl j  P 7 =  prze-
k F T .y z k2

TM1.S T
to G T =  — — L—-: m am y zaś s podobieńftwa tróyką-

T \I
tó w  TG :TS= TM :TR  - - T R =  w ło ży  w fzy

za  G T  wartość dopiero znaleziona, wypadnie - - 
F T .P T

T R =  — to *e^ : TM :PT= FT:T R , w ięc tróykąty

PMT, RFT, fą fobie podobne, i kąt F R T  ieft kątem 
proftym : przez tenże fam fpofób doydziemy że i kąt 
G Q T  ieft proftym . Ta whifność uczyr nas w ynay- 
dow ać geometrycznie obydwa ognilka w  Ellipfie ma- 
iąc śrzodek i ftyczną: poprow adziw fzy bowiem  z 
śrzodka S, do ftyczney linie SR, SQ , fobie i połow ie

y osi

G E O M E T R Y ! W Y Ź SZ E Y



osi więkfze'y rów ne, pote'm s punktów R, Q , fpu- 
ś c iw fz y  dw ie  p io n ow e, te p rz e jd ą  koniecznie prze? 
ognifka F, G; co czyni C z w a r t ą  w ła sn o ść  E llip $ x , 

R ó w n a y m y  teraz tróykąty podobne' FR T, PMT, 
SQ T ; dla wynalezienia wartości na FR+ G Q , będzie-
naprzód:

TM :PM =FT:FR  - - FR—  — J t
TM.

TM:PM— TG: GO  - - G O = =  '
TM

w  te oftatnie zrównania w ło ż y w fz y  w artość w yżey
F T

znaleziona, na TM, wypadnie F R ^ k y '  —  - - - - -
G T

CiT
G Q =  k'/r — a przeto F R .G Q = k 2= C S 2 to ieft; że

c i  mnieyfzd.ElHpfy ufl śrzedwją proporcy analną mię-, 
disy dwiema piouoive'mi_ fpitfzczonemi s Jlyczney do 
ognijk.. Pu\rA  w łasn ość E l l ip s y .

leżeli iefzcze s śrzodka fpufzczem y na ftyczna, 
pionow ą SL, ta naprzód rozdziali tróykąt SRO  na 
dw a równo-boczne, i równo-kątne' podług włafności- 
III; powtóre uczyni, tróykąt: STL podobny każdemu 
s trzech uważanych w  ppprzedzaiaccy włafpości: 
przeto

FT:FR— ST.SL - - —  _ A lL L _ , po-
• F T  V F T .G T  

k.F T
przedzaiąca zaś w łafność dała FR—  — — -------, prz.e-

V  F T .G T ’  p
k.SF

to SL— } R = — ~ — SN,  s kąd otrzym am y:

k .G T  k F T
S l+ S h —  Si--—5N =  — — ------- , a pi:ze-

(F T .G T ) V  (FT .G T ) v
to SL*— SN2= k * ~ S C * , - . S N = \S (S L 2— SC2), zró
wnanie na wynalezienie' punktu N , s którego fpu- 
fzczona linia pionow a FN, przeydzie przez ognilko.

D r Gdy-

R o z d z i a ł  I I .  ^



Gdybyśm y punkt P przenieśli do ognifka; a punkt 
M, na przyftaw ę pionow ą wychodzącą z F; byłoby 
x = v r (g 3,— k1)-, x * = g '1— k'1-, co w ło ż y w fz y  w  zró*

k2
wnanie (A )  na Ellipfe, otrzym am y y —  — , w artość

s
na L i n i ą  r ó w n a n i a  (Parcimeter). Ta linia daie 
nam zw iązek obydwóch osi w  Ellipfie, które lą iey 
śrzednicami razem: włafność II. E llipfy odkryła nam 
znow u zw iązek  m iędzy AS, FM, GM-, maiąc zaś na 
pamięci §§. 10. i i .  m ożem y ten zw iązek przenieść 
do innych śrzednic iakichkolw iek. A  naprzód wić* 
m y z w łafności ogólnych linii 2go porządku, że po- 
ciągnąw fzy z  śrzodka do punktu M linią SM, i tę 
w z ią w fz y  za śrzednice; linia SK równo-legta ftyczney 
TM, będzie iey śrzednica fprzężona; N azyw am  
SM— p, S K = q , kąt KSM=<p, mamy s §. i i .  - - 
p*+ q*= :g1+ k 2i z  §. 10. zró. (} )  - - gk=pq.W Jł. 

f _kz )x*
aże p * = x * + y * = k * +  — ------- q2= g 2-hk2— p ^ =

S z
\ , , ,

g * ------------------ - = F M .G M , znaydziem y p rzez po-

s *
dobne rozum owania że p'z= F K .G K ,  to ieft: że śrze
dnica każda w Ellipfie, iejl śrzednią proporcyonalną 
miedzy dwoma liniami ivychodzącemi z  ognijk do 
punktu iey śrzednicy fprzężoney na Ellipjie. S z ó s t a

WŁASNOŚĆ ELLIPSY.

A że pod w łaf. I .II . F M .G M = —  F T .G T , przeto

5K = q =  — V ( F T .G T ) .  Z w iązek  w fpół-ufzykow a-
S  ^

nych w  zrównaniu na Ellipfę (A ) ,  w yrażon y ieft 
p rzez funkcyą dwóch osi SA, SC', maiąc teraz w y 
raz osi nowych SM, SK, przez p ierw fze; nie będzie 
nam trudno wynaleśdż wartości x ,  y ,  przez funkcją 
ÓA/, SKj stąd zaś wyciągnąć wartość na KI rownó-

legią

y 8  G e o m e t r y i  w y ż s z e y



ległą MP. Pam iftaym y ly lk o  że T A f=  F T .G T f

1 że tróykąty TMP, SK1, fą fobie podo-
k2x  

b n e : przeto

TM :M P=SK:K1 - - K l = — ' l . z =  —
TM g

TM :TP=SK:S1 - -  -
TM k

skąd w yp ada. K I.S l= x ij— SP.PM: to reft: ze  do 
dwóch punktów Ellipfi/ leżących na śrzednlcach /prze
żartych poprotuadziwfzij lufpół-ufzykowane, mnogość 
jednych, uJJł równa mnogości drugich, czyli przyjłatuy 
fą tu Jiófunku Jpacznym do odcinków. S i ó d m a  w ł a 
s n o ś ć  E l l i f s y .

W róciw fzy fię do zrów nań pod włafnością VI,
(  _k2) x 2

p 2z=k2+ - ------- —— ; p * = x 2+ y 1-, w yciągniem y spier-
g2

w fzeeo  x =  £— —----------; z drugiego it— ------—~------ *
Ł ( g 2— k2)  ’ £ b J V ( g * — k2)

. k x  k .V  (p 2— k2) pu
a przeto M —  —  = ------—------- S l =  —  =

g V- ( g 2— k2)  k

?.y S ±!-----— —> skąd poznam y katy PSM, KS1, w  fun-

kcyach famych osi.
Zoftaw iliśm y na końcu §. 12. zrów nanie (A a )  na 

w fzyftkie linie zgo  porządku, chcieym yie' teraz przy- Zrównanie 
ftófow rć do E llipfy, tak a b y 'w  nie żadne inne ilości 
ftateczne nie w chodziły prócz osi w iękfzey g, i mi- 
mo-śrzodu IS , który nazw iem y m, należy nam 
w ięc c, d, w  zrównaniu (J a )  będące' w yrazie przez 

• k2
g , ni-, aze c— — , i n - = i§-2— k2j  przeto c =  ----------,

S  g
d = g — m, w ło ż y w fz y  te' wartości za c, d, w  zró
wnanie (A a ), wypadnie;

D c  » =

R o z d z i a ł  II. f j
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PJrabnl* iii
'włifności.

tfo  G e o m e t r y i  W YŹSZEY

g 2— m2
(Ab)

g — mDoJł. v
Z rów nanie (Ab) na Ellipfę zam yka dwie ilości od
mienne, r i kąt v, co nas prow adzi do rozleglyfze'- 
go poznaw ania linii krzyw ych , w  których n;e tylko 
dwie linie proTce' któreśmy w fpół-ulzykow anem i na
zw ali, bydź mogą ilościami odmiennćmi i w yrażać 
naturę linii k rzyw ey; ale nawet i kąty. T akow a 
linii krzyw ych uw aga w ielkiego w  mechanice u ży
cia, odmienia cale poftać zrównania, i w yciągać po 
nas będzie olobnego roftrZąfania.

W róćmy fię iefzcze do dawnego ftanu Ellipfy, a 
chcąc początek odcinków  s śrzodka S przenieść do 
Wierzchołka A , potrzeba nam położyć w  zrównaniu 
(A ), g — x  za x ; a przez tę fztukę zamieniemy ie na 

A:1  - k*
y 2—  ^ ( 2 g x — x^ ,-n azw iym y linią rów n an ia— = / ,

“ S
odległość A F — d, będzie d— g — (g -— g f) ,  rozwią-

d2 «
za w fzy  to zrównanie otrzym amy g — ------- ; - '■

2d—j

k— V f g — d ---- — ----- ; gdzie 2rf>/, z natury Elli-
V-(2d—>f)

p fy; w lo ż y w fz y  za  §•, k, dopiero znalezione w arto
ści, otrzym dm y zrównanie' na Ellipfę.

. . . w .

gdzie w ierzchołek linii k rzyw ey  ieft początkiem od
cinków.

§• XIV.
Przyftąpm y iuż do W prowadzenia nowego warun- 

ku w  zrównanie y 2= n -\-p x+ q x2, to ieft u czyń m y” 
<p=o, a zrównanie' y~=n+-px, w yrazi now y gatu
nek linii igo  porządku; ktorego chcąc poznać rylu-

nek w yrzućm y n, czyli „położm y za x ,  x — —-,
V .

■ za-rnic-
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zamienieniy ie na y*— p x ,y = ± V rp x ,  ponieważ x  ieft 
ftopnia nieparzyftego, w izyftk ie  iego wartości do- 
datne uczynią y rzetełnem, to ieft w fzyftkie w zro- 

•{ły x ,  które fię tylko pom yślić mogą, byleby byty 
dorlatne, dadzą na y dwie wartości rzetelne' równe; 
linia więc tem zrównaniem  opifana rościągnie dwie 
odnogi bez końca w  tę ftronę, gdzie odcinki przypa^ 
daią dodatne, i oś przedzielać ią będzie na dwie czę
ści rów ne. Taką linią w yftaw ia  nam fig. 2.5-. gdzie 
oś AB  pociągnie fię z  odnogami linii k rzyw ey  w  
odległość nielkończoną: biorąc zaś -w zrównaniu 
y=^±Vrp x , x  odiemnie; y  na każdą takow ą wartość 
będzie uroionem, przeto linia krzyw a od .początku 
odcinków  A , ku T  nigdzie fię nie pociągnie, a ieżeli 
oś w iękfza  ieft niefkończoną, mimo-śrzód, który ieft 
funkcyą tey-osi podług §. 1.2, będzie także nielkoń- 
czenie odległy, i oś mnieyfza przechodząca przez 
śrzodek także niefkończoną. Linia ta k rzyw a  nazy
w a  fię P a r a b o l a  (Parabola) maiąca dwie odnogi 
nielkończone na ftronie odcinków dodatnych, śrzo
d e k , a przeto osi obydwie bez końca.

leżeli w  zrównaniu ( A 1) na Ellipfę, uczyni emy 
2d—‘/— o, to zamieni fię na zrównanie ij°-— z jx  w y 
rażające Parabolę: u czyn iw łzy  zaś zd— f — o, w p ro 
w adzam y kond)'cyą iftotną Paraboli, to ieft z d = j ,  
czyli: źe 1 u Paraboli przyftawa przechodząca przez  
ogni/ko, czyli miara rjw nanid ieft dwa razy wick/za 
iak odległość tegoż ognijka od wierzchołka. Aże dru
gie ogniflto przypadaćby powinno z drugiey ftrony 
śrzodka, który ieft nieflcończenie odległy, Parabola 
w ięc nie m a tylko iedno ognifko, i w n iem  FL==2AF. 
P i k r w Sz a  w ł a s n o ś ć  P a r a b o l i .

leżeli A P = x ,  PM— y, y * ~ 2 fx — zFL.AP; F P = x  

— lj-, więc FM2==ii*+x-— f x + 'f - ;  F M = x + jf— AP+- 
AF. D r u g a  w ł a s n o ś ć  P a r a b o l i .

Ta wtalność Paraboli podaie nam barzo ła tw y  
fpofób znalezienia ipy punktów geometrycznie: ieżeli

bowiem



bowiem  F M = A P + A F , na osi AB  poprowadzi-wfzy 
rów no-ległe MPM', i na każdy odcinek ryfuiąc łuk 
koła którego promień — AP-bAF, gdzie te łuki prze
tną linie równo-ległe MPM' tam będą punkta Paraboli.

P op row adziw fzy  do punktu M, ftyczną M T, punkt 
T  oznaczem y z włafności ogólney na linie lg o  po-

łządku , ieft bowiem  B T = _  rachuiac odcinki s
x

śrzodka; biorąc ie zaś u w ierzchołka A , trzeba za x

położyć ę— x-, w iec B T =  —----, A T =  -2-------- g =
g — x  S ~ x

aże g =  g — x — g , w ięc A T = x = A P .
s — x
T r z e c i a  w ł a s n o ś ć  P a r a b o ł l .

P on iew aż F T = A T + A ¥ = A P + A F — FM, tróykąt 
FTM  ieft równo-ramienny, i kąt TMF—  kątow i MTF

przeto MFP— zM TF; Sty.MTP—  i L ; Sty .2 .M T P =
I X

Siy .M FP =  — - — __ ^  - fx  ̂ i znow u F T  będąc — FM,
2 X — f  Z X  f

profto-padła FS z ognilka na ftyczną rozdzieli TM 
na dwie części równe: po wtóre A T  będąc równe' AP, 
p ionow a AS rozdzieli także TM na dwie części ró
w ne, w ięc punkt S ieft fpólny dwóm  pionow ym  AS, 
FS. S tych włafności wypada; TM—  V  i f x ) —
2 \ r [x ( x + lf)-] — 2 \f (AP.FM ), T S = v r (AP.FM )— Vr  
(A T .F T .)  z włafności zaś tróykatów mamy: 

AS:TS— AF:FS - - - A F:A S= A S:A P.

FS —  d L I L  == —  = V ( A F .F M ) .  C z w a r -
AS (A F .A P ) K '

t a  w ł a s n o ś ć  P a r a b o l i .

Spuściw fzy na ftyczną profto-padłą MJV, m amy

PT:PM::PM:PW - - P W = y~ l  =  = f .  w ięc
2 X  2 X

PW— FL-=;2AF, a przeto F W = A P — A F + A F = A P + -
A F =

ex G e o m e t r y i  w y ź s z e y
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jfp —  p2̂ s=F7*; P i ą t a  w ł a s n o ś ć  P a r a b o l i .
p row ddim y od M równo-ległą osi MN, i przecią- 

«n;vmv ftyczna do X, poniew aż w łafność V. uczy 
S S  że kąt FAfJF= kątow i FWM-, PM N =TN W r=ęo°. 
odciągnąwszy od każdego W MN, w ypada kąt NMX== 
katow i FMT. w fzyftkie w ięc linie równo-ległe osi 
pddaiąc na Parabolę i odbiiaiąc fię pod kątem rów nym  
do ftyczney, zniydą fię w  ognifko.

Przyftófuym y teraz zrównanie Biegunowe (A a )  
do Paraboli, którego iuż niemożemy przez funkcyą 
osi i m im ośrzodu w yrazić, dla tego że obydwie te 
linie fą niefkończone w  Paraboli, m ożem y ie atoli 
■wyrazić albo przez linią rów nania, albo przez od
ległość ognilka od wierzchołka. Z e zaś w  paraboli 

c
d =  — zrównanie biegunowe będzie:

£

r— ------ — ---- , albo r = ------ —  * - M O *
d+ciDoJł.v c+cDoJł.v

§. XV.
Zoftaie nam iefzcze ieden warunek do w prow a- Hyperbold i 

dzenia w  zrównanie y 2z= n+ p x+ cjxz, tó ieft żeby q iiy wiafności- 
było ilością koniecznie dodainą, skąd nam w ypaśdź 
pow inien trzeci gatunek linii 2go porządku. D la  
poznania ryfunku tey now ey linii k rzyw ey, w yrzu ć
m y drugi termin s tego zrównania, czyli odnieśmy

P
odcinki do śrzodka, w z ią w fzy  x = x — — , a za

*5

_Ł - = z — a, zrównanie podane ftanie fię;
4<1

y2= q x '1— n.
pierw fza uw aga nad tem zrównaniem przekon yw a 
nas, że o będąc odiemnem, uczyniw fzy x = o ,  y fta
nie fię uroionem, to ieft że linia k rzyw a, nie przey- 
-dzie tam, gdzie przypada iey śrzodek: biorąc potem

z a 'X  wartości mnićyfze od V —, iefzcze y nie prze-
q

ftaiue



ftanie bydź uroionem: kiedy x=±\/^— , y—°> ' eft
t> ' 5

ie  dopiero W odległości \/— od śrzódka, linia krzy*

q „ X
w a  przeciaw fzy oś, zacznie fię z dwóch fl^on, to ieft
W ftronie odcinków  dodatnych i odierpmych; będzie
fie w ięc znnydowad rozerwana w  d\yuch mieyfcach,

Pig, 16, ta"k dalece: że obraw fzy na fig ./ ls  £ za śrzodek,

uczyn iw fzy C A = C B = \ f — , linia k rzyw a  zacznie fig

przy  A, i B, w  żadnem zaś mieyfcu przy linii AB, 
nie będzie przechodzić: przefzedłfzy za A  i B w fz y 

ftkie wartości na x  będa w iekfze od V̂ —, aże takie

w artości bądź dodatne bądź odiemnc, uczynią pier- 
w ia ltk i zrównania zaw fze rzetelnemi, i nie odmienią 
nic w ie li w yrazie dla potęgi x  parzyftcy, przeto linia 
k rzyw a  poczaw fzy ad A  i odw róciw fzy fię od śrzod- 
ka rościngnie dwie odnogi bez końca: toź famo 

f; r  ■ przytrafi fię u B\ na każdą bowiem w arftśĆ  dódatną
x ,  będą odpowiadać dwie wartości y rów ne, i na 
każdą w artość odiemną, dwie takież: linia w ięc 
k rzy w a  będzie miała czteYy odnogi niefkończone, to 
ieft dwie na odcinki dodatne odpowiadaiące przyfta- 
w om  dodatnyrn i odiemnym; i dwie na odcinki od- 
iemne, naznaczone także dwoiakiumi przyfław am i, 
Iedna para takowych odnóg będzie oddzielona od’ 
drugiey linią AB-, ieżeli tę linią w eźm iem y za oś, a 
i‘azem za. śrzednicę iako przechodzącą przez śrzo--

dek, będzie CA==\/ — =g-, a ^ jg 7-, i zrównanie na 
<7

linią którą nazwano Hyperbola będzie: 
y2r=Cj(x2— g 2) .

Zatrzym aym j' fię teraz nad pierw iaftkow ćm  przy-- 
pufzczeniem , zb liżyw fzy  te rozum owania, które n a n i  

fiu żyły  do poznania ryfunku w  Ellipfie. W zięliśm y
w  pierw fzem

(T4- O e o m e t r y i  w y ż s z e ?
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W pierwfzym  zrównaniu n za odiemne', i uezyniwfzy- 
x = o ,  wypadło y uroione, ale ż e .w  Ellipfie i w  ka.  ̂
żdey linii 2go porządku biorąc śrzodek za początek 
odcinków, na x = o ,  otrzym aliśm y zaw fze w artość 
drugiey śrzednicy czyli osi mnieyfi;ey, takow a qś ia{* 
w idzem y ieft uroioną w  Hyperboli, czyli przez te 
m feyfra gdT/.ie oś poprzeczna przypada, Hyperbola 
nie przechodzi; gdybyśm y byli w zięli a za dodatne’; 
np x — o, otrzym alibyśm y by,li y rzetelne, ale na 
byłoby w ypadło x  uroione, to ieft Hyperbola znny- 
dowałaby fie była na linii RS, a oś Ą B  byłaby była 
żoftała uroioną. S tey uw agi w ypada: naprzód  ża 
w  Hyperboli iedna oś ieft koniecznie uroioną: poiutó' 
re, Że którąkolw iek s tych osi w eźm iem y za uroio
ną, linia k rzy w a  odmieni fw pie położenie,' ale nię 
nie odmieni w  fw oicy  naturze i wlafnościach: po
trzecie że to położenie Hyperboli zawifio ad a, bio
rąc ię za  dodatne lub odiemne.

W prow ud/iw lzy tę włafność ftużącą famey H yper
boli, to ieft: że os mnu*yfLa k, ieft. uroioną kV  -— i , 
w  zrównanie na Ellipfe; kładąc — k* za k2, zam ie
ciem y ie na zrównanie w yrażaiące Hyperbolę:

y*= - - (B)

co w łaśnie zgadza fię s tern pierw iaftków  uroionych 
ttómaczeniem, któreśmy \y Algebrze pod §_. i y w y 
łożyli: oś bowiem  uroioną, pokazuie nam tylko, że 
żaden iey punkt nie n-ulęźy do linii k rzy w ey , ale bę
dąc linią oderwaną od odnogi, w yrażać może barzo 
dobrze ftófunki i włafności linii na tych odnogacł) 
zoftaiących, a przeto może zaftępow ać w  zrównaniu, 
mieylce ilości ftatecznych. lako ż przez ten w p ro 
w adzony warunek, możem y w fzyftkie włafności El- 
l.ipfy przerobić nai włafności, Hyperboliczne, byleby 
te byty fun,!$cyami osi. Odległość n.p. ognifk w  Hy-. 
perboli = ± V ( § ~ + k '- ) % będąc \yyrazem rzetelnym, 
dow odzi że w  Hyperboli fą dw a ognifka F, G, 
tak iak w  EHipfie: to ieft p row ad ziw fzy  przez śrzo-* 

E '  dek
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dek linią pod katem, którego doftawa rów na ieft 
pół-osi g , i r.a tę z ognilka fpuściw fzy pionową, 
przeciw-profto-kątna tego tróykąta w yrazi nam geo
metrycznie odlegtość ognifka od śrzodka CF— V  (gz 

poniew aż C P = x , P M = y , F P = x — \ f( g 2+ k -),
(a 2+k'l ) x 2

GT=x-ł-V^Cs 2+A;2) ;  FM2— FP--t-PM2—  Li-------------

— zg*x\^ (g 2+ k *)+ g 4  ̂ c2yH gvf_  x V r'(g *+ k ')

S z ’  S
x V  (g 2+ k 2)

podobnie znaydziem y GM—  ----------------a prze-
S

to - - GM— F M = 2 g , to ieft: iak w Ellipfie fum m a, 
iak w Hyperboli różnica linii z  ognifk do iakiegokol- 
wiek punktu M prowadzonych, iefł wyrazem Jłate- 
cznym i równym osi więkfzey A B . P i e r w s z a  w ł a 
s n o ś ć  h y p e r b o l i .

Chcąc prow adzić ftyczną M T, a przeto oznaczyć

punkt T, m am y naprzód z §. i z. C T = — , PT— CP
x

_c t =  F T =  (g *+ k-)— s* .
x  k 2x  x

G T =  Żl!i2 żJL--  przyp atrzyw fzy  (ie w arto
ść

ściom w y że y  znalezionym na FM, GM, i p orów n aw fzy 
ie z FT, GT; wypadnie:

F T :F M = g :x - - G T :G M = g:x  - - FT-.FM = GT:GM: 
to ieft: Wfł.FMT-.WJł.FTM— WJl.GMT.WJl FTM, więo 
W fł.FMT—  Wfł.GMT. czy li; jlycznd do iakiegokolwiek 
punktu M, dzieli kąt zawarty miedzy dwiema liniami 
z  ognijk do tegoż punktu prowadzonemi, na dwa ką
ty równe. D r u g a  w ł a s n o ś ć  H y p e r b o l i .

Wartość znaleziona na PTj i wyciągniona z (R) 
na PM, da nam poznać M T  iako przeciw-profto-ką- 
tną tróy-knta TPM:. otrzym amy bowiem

m  r =  g 4] y s %
k2x  kx bx

V (F M .



V (F M .G M ). P ofpufzczaw fzy na ftyczną M T  prze- 
ciągnioną z śrzodka i obudwóch ognilk pionow e C Q ,

J r t k i o ń l ł t r r r t  ł - v A i r _  I r  O f r\*ir r 4 o i t »  r t ń n r

R o z d z i a ł  II. #7

TM :M P-'CT;CQ  - - CQ

T P .C T g 3y

TM kxV r(FM.GM)

Kk

" TM (FM. GM)
F T .P T g*y.FM  _

TM kxV~ (FM.GM)*
FT.PM k.FM

TM V/ (FM. GM /
G T .P T g 7ij.GM  _

TM k x V  (FM .GM )'
GT.PM k.GM

T M : P M : : G T : G K .  - - GK= „ _ _ ^ ,

skąd w yp ada F U .G K ^ k *  tak iak w  Ellipfie pod

w łafn . p o w t ó r ć  T l i• T K = — :-~;— C T.TP, to ieft;

TH:CT::TK:TP. Pociagnaw fzy linią CII, i podobna 
fobie w yo b raziw fzy  CK, znaydziem  że Q U — QK^=i

I H Ź I —  s tnd zaś Cir~=CQ *+-Q ir-
2 k\f(FM .G M )

=rg*, C H = g , zn ow u iak w  Ellipfie pod w łafn . III. 
to ieft: CII-hCK— GM— F M = J B ,  znaydziem y iefzcze

C Q + H F—  3 przeto ( C O + fH ) 2—

C Q 2= k - ,  to ieft; C X = + y"(fca+CjQ 3)  na oznaczenie 
ognilk w  Hiperboli.

W idzemy w ięc oczyw iści", iż uważane' dotąd w ła 
fności Hiperboli fą iey. z Ellipfą fpólne, tak dalece, 
że Hvpcrbola uw ażać Hę może iako Ellipfa rozerw a
na i odwrócona, od osi "mnięyfzey. N im  przyftąpie- 
my do w laściw fzych charakterów tey linii k rzy w e y , 
przeróbm y do niey zrównanie biegunowe §. 12. Ma- 

E t  m y zaś
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m y  zaś w  Hyperboli odległość w ierzchołka od ogni- 

•fka d— m — g j linią porównania C =  — = £ - ------- ,  k
. . . .  , g  s

'w ło z yw fzy  te w artości w  zrównanie (Aa) §. i 2. w y 
padnie na Hiperbolę.

^
§. XVI.

^ iecly  ^ nis profte z  ognifk Hiperboli wychodzące! 
i iy  ledwo.mć przyw iodły nas do w łafności takich, iakieśmy do- 
■ftyememi, i ftrzegli w  Ellipfie; zaftanów m y fię nad włafnościarni 
iey wtifuośći ]ey ftycznych, które' nas mo'2e nauczą znakom itfzych 

charakterów H yperboli. Odległość od tego punktu, 
gdzie ftyczna przecina oś w ypadła nam z §. 1 1 .

C T = — , C T  będąc całkiem zawifie' w  fw ych odmia- 
x

nn ch od x ,  nie m oże fię inaczćy zmni^yfzać, t y l k o  

•■Pig.-x<. kiedy fif x  pow iekfza, to ieft punkt T  na fig. its.
nie może fig zbliżać do śrzodka, tylko kiedy fig odci
nek CP od niego oddala, poluw aiąc P, a z niem 
punkt M przez w fzyftkie odmiany 'Wzraftaiące' x ,  
iakóżkolw iek  zm nieyfzać fię będzie CT, nigdy punkt 
T  nie padnie na C, i nigdy TM nie przeftanie bydż 
ftycZną, poki linia k rzy w a  zoftaw ać będzie p rzy  
fWoich iftotnych włafnościach, to ieft póki zrównanie' 
■na Hyperbolę nic nie odmieni w fw o im  zw iązku ifto- 
tnego. Tu pamiętni na początki §. 16. Algebry, w i
dzem y oczyw iście, ze C T  ubywaiąc zbliża fię do 
•fwoiey granicy o, a z niem C P ~ x  w zraftaiąc do 
granicy CO, ale obydwie te ilości nigdy fw yćh gra" 
nic nie dofięgną, poki Jiatura linii krzyw ey zoftanie 
■ta fama. W yftaw ić lobie CT, i CP u fw oich granic, 
'ieft to jedno co w yftaw ić fobie że linia k rzyw a, i 
■iey ftyczna TAI odmieniły fw ó y  iftotny charakter, i 
przeftały bydź tem, czem fą teraz; ale razem  ieft to 
ybbie w yftaw ić że linia k rzyw a  i iey ftyczna ninią 
za grańiće fwych odmian ipne linie, do których fię

•coraz



■córńż barziey zbliźaią, i w  które fię zamieniaią, kredy 
-punkt T  padnie w  śrzodek, chcąc takow e granice 
poznać, w prow adźm y warunek, na to potrzebny, to 
-ielł: że *==s> czyli że x  dofzło do tego ftanu, w  
którym  żadna ilość flcończona nie może go ani 
zm nieyfzyć ani pow iękfzyć, C T  będzie = p ,  a linia 
TAf ciągnąć fię nad odnogą Hyperboli, i zbliżaiąc fię 
c o r a z  barziey do niey, nigdy fię linii k rzyw ey nie 
■dotknie, chyba w  biegłości niefkończonąy, to ieft kie
dy Hyperbolą przeftanie bydź Hyperbolą, i zamieni 
■fię na linią innćy natury do którey fię iako do fw ey  
granicy zbliżała. T a k o w ą  linią ciągnącą fię bez koń
ca nad odnogą Hyperboli maluie nam CX  na fig. 27.. 
Tttorą nazyw ać będziem y L e d w o  - n i e s t y c z n ą  linii 
krzyW ey (Jfymptota Curtiae). Naturę tako w ey le- 

■dwo-nieftyczney CX w yciągniem y z zrównania (jB) 

■na Hyperbolę, u czyn iw fzy w  niem x t = | ,  a przeto 
■zmazawfzy w fzyftkie ilości ftateczne dodane lub od- 
ciągnione, które przed x  nikną. Tym  fpofpobem

if 'złzJc
zrównanie (B) zamieni fie na _  =  _  które w yra-

x  g
ża  dwie linie profte CX, CZ, to ieft ns y dodatnć i 
odienwe -odpowiadające odcinkom dodatnym* i zn o
w u  CW, CtJ oapowiadaiące x  odiemnym, ciągnące 
fię po nad diugiemi dwiema odnogami Hyperboli. 
A że w p row ad ziw fzy  x=z~ w  zrównanie (B ), odnie
śliśmy Hyperbolę do tego mieyfca, w  którem fię li- 
nia ĆX zetknie z Hyperbolą, to irft gdzie punkta 
Hyperboli zm iefzaią fię s punktami linii .pi oftey CX, 

•i linia k rzy w a  -zamieni fię na ledwo-nieftyczną w y-
• j V k

rażoną zrównaniem Ł  = = ± _ . Przypadek ten fzeze 
x  3-

;gólny, na który nas whifności Hyperboli naprow a
dziły, ogarniając ogólnieyfzym  fpofobćm , w idzem y, 
naprzód: że linie krzyw e maiąc odnogi nieflsończone 
zbliżaią fię fw ym  w zroftem  do innego rodzaiu linii 
iako do iw ych .granic* powtóre że takowe granice

'linii

R o z b z i a ł  n .  4S9
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linii krzyw ych w ypadaią z ich zrównan, u czyn iw fzy  
w fpół-ufzykow ane niefkończonemi; przez co zmniey- 
fz y w fz y  liczbę term inów w  zrównaniu podanein, za
mieniamy zw iązek (łażący linii k rzyw ey, na zw ią
zek w yrażający naturę ledwo-nieftyczney. Linie w ięc 
k rzyw e natura między fobą rożne, rożnie iię iefzcze 
mogą przez granice, do których fię zbliżają, a przeto 
nowe' ich wtafności w ypaśdź mogą s porównania ich 
co do granic. Nim now ą tę teoryą ogólniey rortrzą- 
fać nam przyidzie, zatrym aym y fię nad włafnoscia- 
mi Hyperboli położoney m iędzy ledwo-nieftycznem i, 
a uw agi teraźnieyfze ftuzyć nam będą za w zoi do 
przyfzłych  dociekań.

. . y k
Kiedy zrównanie' (B ), zamieni iię na'---------,

x  g

v ■ y
punkt M fig. 27. zniydzie fię s punktem X, 1 — w y 

rażać będzie ftyczna kąta TCX : u w ierzchołka więc 
A  p o ftaw iw fzy  pionową A D , będzie ftyczna A C D —

=  — =  —, a przeto k— A D , C D = V ^ (g*+k~) —  Ci j  

°A S X
ftyczna 2A V D = S h j.D C E -=  (§■ S4 - A lg .}, g ły-

by w ięc było A D = A C , Sty.ACD^i^^Sttj.^^0  ̂ Sty. 
D C E = i ,  to ieft, kąt między ledwo-nifeftycznemi za
w arty  byłby kątem proftym , i takow a Ilyperbola 
n azyw a fie Rówmo-boczmą ( Hyperbola Aequilałera), 
na którą * zrównanie y2==x2— g 2j CD — C F = k \/ 2. 
W róćmy "fię do pierw fzego gatunku Hyperboli mię- 
dzy ledwo-nieftycznemi, gdzie g~>k, poniew aż P X =

C P = x ,  C X = XJ ^ l ^ = F M + J C = a M ~ A C ;

S S  :■
bedzie M X =  PX— P M = Z N = - ------; NX-=PX-hPM

V  /
—  kx+-gy — f̂ 7 . XM.XN= — ---- ^ w ło ży w fzy

e  S ł  za
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za  g 2y2 w a rto ść  wyciagnioną z  zró w n an ia  (B )  o- 
t r z y m a m y  XX! .X ]\ = Z N  ,Z.\t— k-— sl D 2. P i e r w s z a
W Ł A S N O Ś Ć  H y P E R B O L I  M I Ę n Z Y  L E D W O - N I E S  T  Y C Z N E M I

p o p r o w a d z iw fz y  s punktu M, ML równo-ległą le- 
dw o-nie ftyczn ey  CZ\ kąt L X M =  k ą to w i  LMX, p r z e 
to L M = LX , i ti óykąt LXM C/3 troykąto w i DCE, skad

DE:CE=XM :LM  - - TM— CE-XM (g *+ k *)
DE 2 kg

c l = c x - l m =  <J? + s y W g ' + * )  CL.LM —
2 gk

(k*x2— g 2y 2) ( g 2+ k 2) _ k 2+ g 2 „ . . ,
------------ ~4k2g 2---------------------4—  1 ze w z ią w s z y

iednę ledwo-nieftyczną za  linią odcinków , i na tey 
p r o w a d ząc  p r z y f ta w y  do jakiegokolw iek  punktu Hy- 
perboli  row noległe  drugiey ledwo-nieftyczney, m no
gość dwóch ta k o w y ch  w fpó t-ufzyko w anych  ieft fun
k cy ą  nieodmienną. Z  w ierzch ołka w ięc  A , pocią- 
g n ą w fz y  AH  ró-w noległą  CD, z  włafności tróykątów  
w y p a d a  CH— 4 II-, aże C L .L M = C U .A H — A U 2, linia 
J l l  będzie niby linią p orów n ania , którey  potęga dru
ga  r ó w n a  fię w fp o ł-u fz y k o w a n y m  w fp o m nion ym  na 
ja k ik o lw ie k  punkt Hyperboli. D r u g a  w ł a s n o ś ć  Hy- 
TERBOLl MIEDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI.

P o n ie w a ż  C i / = J i £ = I \ / (g 2+ k 2)= A IJ ,  n a z w a w fz y  
tę linią iako ftateczną «, p rzytym  C P '= x ,  P'M ’= y ;  
z  włafności drugićy w y p a d a  nam zrównanie' na Hy- 
perbolę m iędzy ledwo-nieftycznemi yx-= a2 — - (C ) .  
gdzie p rzy fta w a  będąc rowno-Iegłą CX, nie przecina 
ty lk o  w  iednem rnieyfcu linią k rzy w ą .  Chcąc ie- 
fzcze  doftąpić ogolnieyfztgo ^równania na Hyperbo- 
]ę m iędzy ledwo-nieftycznemi, czyli  chcąc p r z y fta w  
nie p r z y w ię z y w a ć  do żadnego w a ru n ku , biorę linią 
jak ą k o lw ie k  1K , i tey przez  Al' p o p r o w a d z iw fz y  
równo-ległą  Q 'M ' przecinającą linia k r z y w ą  w  dwóch 
punktach, n a z y w a m  C Q '= t ,  Q ’M ’= u ,  a^podobień- 
f t w o  tróykątów  P 'M 'Q ', C1K daie m i naftgpuiące 
proporeye;

< E 4 , KI:
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KJ:CJ::Q'M':P'Q' -  -  -  P 'Q '^ — — i
*  ^  K I

cic
K 1:CK::Q M':P'M' - - - P ’iM't==—  = y . '

^  KI
i Cl

A że C Q '= ł= C P '- h P rQ ' - - mamy x==ł—  —~ ~ i  wto-
Jyl.

źy w fzy  te wartości ?a x , y, w  zrównanie (C ) ,  o- 
trzym am y:

,  K l.t  a*. K I*
u 2— ------- u-f---------------= o  - - (D) ,

CI CK .CI 
p ierw iaftki tego zrównania łą dw a przecięcia Hy- 
perboli w  punktach M ', M • aże linia KI ieft nieod
mienną równie iak CK, KI, bo nie leży na żadnym 
punkcie linii k rzyw ey , idzie zatem, że mnogość 
aw óch p rzyftaw  należących do iednego odcinku za» 
w arta  w  oftatnim terminie zrównania, ieft funkcyą

f t a t e c z m j )  c z y l i  Q ' M ' . Q ' M =  T r z e c i a  w ł a -
LK.L 1

SNOŚĆ H y P E R B O L I  M i ę r Z Y  L E n W O -N lE S T Y C Z N E M I .
D rugi termin zrów nania (D ) będąc rów ny f«m^

K l.t
nuć p ierw iaftków  daie nam Q 'M '-’rQ J M =  — — =

Q'0-, skąd  O M = Q 'M ', gdy w ięc cięciw a MJM ftanie 
fię ftyczną linii k rzyw ey, n.p. V-S punkt dotykania 
lię Y, przypadnie w  famym śrzodku linii -VS: aże 
podług włafności III. mnogość dwócji p rzyftaw  do 
tegóż fnmego odcinku należących, ieft, nieodmienna* 
rów naiąc takow e mnogości s ftyoziłą ; do linii k rzy
w e y  równo-legią w fzyftkim  innym 1 przyftaw om , 
w ypadnie nam zrównanie Q ’M '.Q 'M = b -, gdzie 6, 
znaczy przyftaw ę dotykaiącs fię linij krzyw ey, co 
nam pokazuie C z w a r t ą  w ł a s n o ś ć  f l Y P S R - B 0 i , i  m i e 
d z y  l e t > w o - n i e s t y c z n ł m i .

Te oftatnie włafności uczą nas fpofobu prow adze
ni 3 ftycznych do Byperboli między- ltdwo-nicftyczne-

T *  G e o m e t r y !  w y ż s z e *



tni. P u n k t  bowiem dotykania fię leży zaw fze w  śrzod- 
ku linii do ledwo-nieltycznych prow adzoney, s takie
go punktu Y  pociągnąwszy Y T  równo-ległą ledwo- 
nieftyczney CW, podobieńftwo tróykątów  nas prze
k on yw a, że ieżeli V Y = ? V S ,  muli także bydź 7 7 =

\C V , i C T = \C S , s kąd ła tw y  fpofób znalezienia pun
ktu V, albo S, a przeto oznaczenia ftyczney. A  ie-

rf2x]ri
żeli podług w łafn . II. C T .T Y =  ------- , kładąc za

4
CT, IC S ; za  T Y , {CV-, w yp ada CS.CF— g ^ + k * ^
C D 2, to ieft:

CS:CD ::C E:CV, 
równaiąc te boki z w ftaw am i kątów  im p rzeciw 
ległych, znaydz^m , że kąt C S D =  kątowi CEF, i kąt 
CDS—  kątow i CVE, a przeto linie SD, VE fą fobie 
równo-ległe. P i ą t a  w ł a s n o ś ć  H y p e r b o l i  M i e d z y

ŁEDWO-MIESTYCZNEMI.
Stawi w fzy  fobie przed umyfl cały zbiór uw ag te- 

raźnieyfzego rozdziału, i upow fzechniw fzy niektóre Krótki 
doftrzeżone włafności, poznam y łatw o, co nam ie- "o"dxid1u fd- 
fzcze  do uważania w  liniach krzyw ych  pozoftaie. ferywinśmpo 
U w agi ogólne' nadzrów naniam i 2go ftopnia poftużyły zoflatć ie f z c z e  

nam fzczęśliw ie tło poznania w fzyftkich  włafności ° liniach k rzy  

linii zgo  porządku. Te włafności należą do trzech j0cic,cil 
rodzaiów  linii proftych maiących fw e punkta poło- 1 
żone na linii k rzy w e y , to ieft: do cięciw, śrzednic, i 

Jłycznych, s których dwie pierw fze przecinając linie 
k rzy w e umieścić fię mogą w  iedney kłafsie,. przyw o* 
dząc w fzyftkie włafności do przecięć i ftycznych.
Chcąc fię trzymać tey famey drogi w  dociekaniu p rzy
m iotów  linii w yżfzych  porządków , potrzebaby nam 
bydź W  ftanie rozw iązania tak dokładnie zrównań 
w yżfzych  ftopni, iak ftopnia zgo, od czego iefteśmy 
iefzcze dalekiemi przez niedolkonałość Algebry.
Nie zoftaie nam w ięc inna droga do przeniknienia w  
rozleglćyfze włafności linii jakichkolw iek porządków , 
iak tylko upowfzcchnie tak daleko nafze myśli i 

Ey ' uw agi
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u w agi nad liniami krzyw em i, aby ieuczynić niczawi* 
■flemi od rozw iązania zrównań. Potrzeba nam w ięc 
teoryą śrzednic i flycznych do iakiey wynieść ogól' 
mości, aby ta niepotrzebowała innych pom ocy A lge
bry, prócz ogólnych włafności zrównań w  Rozdziale
III. P ierw fzcy Części Algebry w yłożonych. A  p o
niew aż otrzym aliśm y dwoiakiego rodzaiu ftyczne; 
■iedne należące’ do punktów linii k rzyw ey  w  odle
głości fkończoney, drugie do punktów w  odległości 
niefkończoney; te zaś oftatnie fluząc tylko lam ym  li
niom  krzyw ym  odnogi bez końca mającym, mogą 
•nas nauczyć o iftotnym charakterze i podziale linii 
krzyw ych  na te, które fię w  pew ney rozległości za- 
m ykaią, i te które fię rościągaią bez końca, w yp ada 
nam naprzód ftófow ać linie krzyw e do ledwo-nie- 
ftycznycb, i wyciągnąć ogólne fpofoby poznania ich 
•odnóg, po czpm przyftąpiem y do poznania rozlegley- 
fzego teoryi flycznych w  odległości fkończoney, i 
w fzyftkich  włafności od niey aawHłyth. Nakoniec 
r.atrudniemy fię roftrząfaniem przecięć w  liniach iakich- 
;kolw iek  porządków .

ROZDZIAŁ TRZECI.
G ra n ic e  i lo śc i  c i ą g l e  w z r a s t a j ą c y c h  o d m i e 

n ia jąc  z w ią z k i  zró w n ań , prow ad zą  nas  do po 
znan ia  O d n ó g  n i e s k o n c z o n y c h  w liniach k r z y 

w y c h ,  skąd  w ypada podziat l in ii  w  każdym  
porządku na r o d z a ie  i gatunkh gran ice  z a ś  

i lo śc i  c i ą g l e  u b y w a j ą c y c h  odkryw aią  znako- 

r a i t f z e  c e c h y  O d n ó g  s k o n c z o n y c h ,  i fpofób 
rów nania  w fzy ftk ich  linii k r z y w y c h  s ko łem .

i -  XVII.

Idąc za ciągiem uw ag w yłożonych -w poprzedzaią
cych rozdziałach} nie możem y nie przyznać, że r-o-

z e z u a n i e
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zeznanie linii krzywych maiących odnogi niefkończo- 
ne od tych które fię w  odległości fkończoney zamy- Łedw*-nieBy 
kaią, ieft naygłównieyfzem znamieniem do poznania ^yĆh prowa  ̂
ich ryfunku. To zaś rozeznanie chcąc fobie doftępne nij do te. 
uczynić w e wfzyftkich porządkach, to ieft chcąc ie o ry i  granic, 

mieć niezawifle od rozwiązania zrównań; potrzeba wytyka nić 
nam fię zagłębić w  teoryą granic, do których fię od- . ^ ^ " ' ó m a .  
nogi niefkończone linii krzywych zbliżaią. Granice 
tê  któreśmy ledwo-nieftycznemi nazwali, mufzą 
mieć także fwoie podziały i gatunki podług różnych 
w ym iarów  ilości odmiennych w  zrównaniu. Wyftaw- 
m y fobie różne potęgi ilości odmienney x ,  tub k i lk u  
na raz; odfunąwfzy myślą takowe ilości odmienne' 
do oftatnich granic ich wzroftu lub ubywania, i po- 
zn aw fzy  ftan x  w  takowey granicy względem ilo-. 
ści ftatecznych i fkończonych, poznać nam go iefzcze 
potrzeba względem  innych ilości odmiennych, i 
względem .różnych w ym iarów  teyże famey ilości,.
Wielcy Geometrowie nafzego w ieku poęzawfzy od 
Newtona, podzieliw fzy fig naprzód na zdania, zg o 
dzili fię potem na różne ftopnie ilości niclkończenie 
■wielkich, które im otw orzyły  niezmiernie rozległa 
drogę w yn alazkó w  w  Matematyce' w yżfzćy .  Zapa- 
trz yw fz y  fię na tyle nieprzepartych praw d przez 
nich odkrytych,, nie można było z w yp adków  wątpić
o pewności wprowadzonych początków. Ale tłó- 
maczenie takowych początków tak zoftało ciemne' i 
niezrozumiane w  ich dziełach; iż zazdrofzcząc ich 
przenikłości, trzeba było ubolewać nad lofem pra, 
w d y, że wydobyta z głębi trudności, inałey liczbie 
rozum ów  ftawała fię doftępną; a co nayżałośnieyfza, 
że Geometrya będąc zawfze ftolicą oczywiftości, po
kryw ać fię zaczęła zafłoną, za którą ciężko fię było 
p r z e d r z e ć  rozumowi. Któż bowiem mógł kiedy zro
zumieć ilości niefkończenie wielkie i niefkończenie 
małe podzielone na różne ftopnie, niefkończenie wię- 
kfze względem drugich niefkończonych i t.d? A  prze- 
cież ten był ięzyk w prow adzon y w  dzielą wielkich 

E 6  ludzi,
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ludzi, a znaczenie takowych ftów zoftało W  ciemno
ści fw oiey aż do czafów  dwóch Geom etrów Pary- 
zkiey Akademii d’ Alembert i Coufin, s których pier
w fz y  trafiw fzy fzczęśliw ie na drogę praw dziw ego 
znaczenia; zoftaw ił drugiemu chwałę w yłożenia W  

całey mocy i świetle naytrudnieyfzych początków  
Matematyki w y żfze y . Obydwa atoli zoftaw ili ie
fzcze w iele do czynienia w  iafnem w yłożeniu ró
żnych ftopni ilości niefkończenie wielkich. Spodzie
w am  fię że to, co mi długa uwaga podała, będzie 
miłą dla czytelnika rzeczą, bo go p rzyp row a
dzi naprzód do w yftaw ienia fobie w  ogólnym obrazie 
praw d matematyki w yżfzey; pow tórc; że teoryą od
nóg niefkończonych w  liniach krzyw ych znaydzie da
leko iaśniey i mocniey w yłożoną, niż dotąd była.

P rzeprow adziw fzy myślą ilość iakakolw iek od- 
. . mienną x , przez w fzyftkie w zrofty lub ubywania aż 

• o c ^ t k i  do fw oi^y Sran‘cy (§■ >«•. Algebry); w iem y tylko z 
ryi granic. włafnych nafzych przypufzczeń i natury famych gra

nic, że ia potem żadna ilość fkończona nie może 
p ow iękfzyć ani zm nieyfzyć: ale o naturze i innych 
włafnościach takow ey do granic odniefioney ilości 
nic fobie iafnego i oznaczonego nie m ożćiny w yfta- \ 
w ić, ieżeli tę ilość zw ażam y famotną i oderwaną 
od w fzelkiego zw iązku ; bo poznawania ilości nie 
mogą bydź tylko w zględne, to ieft przez porównani# 
iey odmian z innemi ilościami: maiąc zaś zw iązek 
ilości odmienney z innemi ilościami w yrażon y przez 
zrównanie, i w  niem odniofffzy tę odmienną ilość 
do granicy fw ego w zroftu lub ubyw ania, w fzyftkie 
ilości ftateczne i (kończone' które fą do niey dodani 
lub odciągnione nie mogąc iey w ięcey zm nieyfzyć 
ani p ow iękfzyć, zniknąć przed nią mufzą, i bydź 
pow inny w ym azane z  zrów n an ia: to zrównanie 
ftraciw fzy niektóre terminy odmieni zw iązek, a z 
nim całą w artość i naturę ilości odmienney. No
w a  ta w artość cale różna od przefzłey, uczy nas do
piero o włafnościach granicy, do którey fię ilość w

fw ych
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fw ych odmianach zbliżała. Niech będzie zrównanie 
A x + B y + C — o, w  którem x , y, fą odmiennemi; A , B,
C zaś funkcyami ilości ftatecznych; odnióftfzy x , y , 
do fw ych granic, czyli iak m ów ić zw ykliśm y uczy- 
n iw fzy  >e nieikończonemi, C w  porównaniu ich zni
knie, i zrównanie fig zamieni na A x + B y — o, daiące' 
nam zw iązek dwóch odmiennych x , y, cale infzy od 
przefzłego, to ieft zw iązek ten, do którego fię piei*- 
w fze zrównanie przy uftawicznym  w zroście ilości 
zbliżało. To co m ow iem y o ilościach wzraftaiących, 
fluży równie ilościom  ubywaiącym  czyli zbliżaiącym  
fię do drugiey granicy zero; s tą różnicą, że iako w  
p ierw fzym  przypadku terminy złożone s funkcyi fta- 
tecznych nikną przed odmiennemi, tak w  oftatnim, 
terminy ilości odmiennych nifzczeią przed ftateczne- 
m i. S tych uw ag w ypadaią naftępuiące praw dy: 
Naprzd(U że odnolzenie ilości odmiennych do fw ych 
granic nic nas nie uczy w  funkcyi, zoftawuiąc w  nds 
wyobrażenie' ciemne i obłąkane' o naturze takow ych 
odmian-, a przeto że takow y fpofób poznaw ania ieft 
w łaściw y famym zw iązkom  i zrównaniom . Poiutore: 
że fpofób takow y uw ażania, nic innego nie ieft, tyl
ko fztuką rozumu barzo fzczęśliw ą do przerabiania 
iednych zw iązk ów  ilości na drugie, fztuką wycią- 
gnioną z głębokich uw ag nad włafnościami ilości od
miennych.

Pamiętni o początku w yłożonym  w  §. 27. A lge
bry, że*natura ilości zależy na iednoftayności w y 
miaru, wnieść powinniśm y, że w  zrównaniu zamy- 
kaiącem ilości odmienne" różnego wym iaru, każdy 
ftopień mieć powinien inną granicę, do którey fię w  
fw ych odmianach zbliża: iak ie  te granice rozróżnić 
i znaleśdż w  zrównaniu iakiegokolw iek ftopnia - - 
j i x m+ B x m~ l+ C x m—1-+. i t. d. - - Na ro
zw iązanie tey trudności przypom niym y fobie począ
tki §. 19. A lgebry, roździeliw fzy pytanie teraźnityfze 
na dwa przypadki: to ieft kiedy w  zrównaniu poda- 
nem w fpół-czynniki A , B, C, i t. d. fą funkcyami fa-

mych
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m ych ilości ftatecznych; powtóre: kiedy też w fpół- 
czynniki zam ykaią drugą ilość odmienną y. Co do. 
pierw fzego: zrów nanie podane' ftopnia tn, zamyka^ m  
pierw iaftków , s których każdy daie wartość x  przez 
funkeya ilości ftatecznych. T y le  w iec s tego zró
w nania wypadnie zrów nań pierw fzego ftopnia, ile 
m  ma iedności. W yftaw m y fobie takow e zrów nania 
wyrażaiące pierw iaftki x ,  t-a— o, -b— o, - - 

y v + c = o .  i t. d. Gdybyśm y teraz w  k a ż d e m  s ta
kow ych zrów nań, x  odnieśli do fw ey granicy* ilości 
ftateczne a , b,  c, i t. d. caleby zn ik ły , nie zoftaw i- 
w fz y  tylko famę odmienną X.‘ te ilości odmienne 
mnożąc przez fię, w ypadłby nam tylko fam nayw yż- 
fz y  termin zrów nania podanego A x m— (y, w fzyftkie 
zaś terminy inne caleby odpadły, bo te terminy po- 
w fta ły  w  zrównaniu przez mnożenie ilości odmien
nych s ftatecznem i, które w  granicach nikną. Więc 
W zrównaniu zawićraiącem ilości odmienne różnych 
w ym iaró w , odnofzac te ilości odmienne do fw ych 
granic, w fzy ftk ie  terminy niżfzych w ym iarów  mkną 
przed w yżfzem i. Oftrzegamy lobie, że ten przykład 
w zięliśm y tylko dla obiaśnieuia barziey mż d ow o
du, żeby nam kto przeciw ieńftw a W nafzych rozu
mowaniach nie zarzucił, na które my m am y pilną 
uw agę. Poyd/.my iuż do drugiego przypadku w y- 
fta w iw fzy  fobie ż e  w  zrównaniu podanem A , li, t ,  
i t. d. fą funkeyami drugiey ilości odmienney w  tym 
że famym wym iarze: gdybyśm y byli w  rtame ro- 
-zwiazać takow e zrównanie, i w yrazie x  przez tun- 
keya y i przez ilości ftateczne, w  każdem zaś tako- 
w em  pierwiaftku odnióflfzy x ,  y, do fw ych granic; 
otrzym alibyśm y terminy zamykaiące x  wym ierne,.* 
funkeya y z  znakiem  pierw iaftkow ym  tego ftopnia, 
w  którym fię *  znaydow ało: rozebraw fzy lelzcze 
terminy pod znakiem pierw iaftkow ym  na fw e mno
żniki, i w  nich w ym azaw fzy  ilości f t a t e c z n e  dodane 
lub odciągnione, przyfzlibyśm y do p i e r w i a f t k o W ,

które
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które przez mnożenie w ydadzą fame terminy w y 
miaru n ayw yżfzego. W eźm y za przyltład zrówna- 

_ ex+ c d x 2-ł-bx-ha 
n ie ig o  porządku y * + ~ j - y = — ------ ---------

y ,  ex+ c _ * * + t e + a  ]  uczy.

n iw fzy  x = | >  y = l>  zoftaie fię y-ł- — = ±  - - -
2S

-----X~ , gdzie iefzcze i  b zniknie,

€ X  'i "fd
zo ftaw iw fzy  y + ~ = ± x V r (— j ~ —)j  pierwiaftek ten

fam , który w yp ada s terminów n ayw yżfzego  w y 
miaru fy * + e x y + d x t= o .  C dyby praw da ta nie iaśniey 
fię w yd aw ała  w  ogólnyrn w idoku w łafności zró
w nań, m oglibyśm y ią do nayściślćyfzego dowodu 
p rzyprow adzić, który każdy łatw o ogarnie w yftaw i- 
w fz y  fobie, ie  funkcyą pod znakiem pierw iaftko- 
w y m  zam ykane fame terminy z ilością odmienną 
n .p . y, po zniknieniu w fzyftkich  innych terminów 
ftatecznych, nie może bydź innego w zo ru  tylko A ym 
-tBym~ l + C y m~ 2 - - •+-E y= y(A ym~l + B y m- - + C y m- z
- - + E ),  w  którey znow u £ w  porównaniu innych 
zniknie, zo ftaw iw fzy  funkcyą y -(A y m~ł -i-Bym~3+  
Cym~4 ‘  '  + P ), Sdzie znow u D zniknie; i tak to ni- 
fzc  zenie terminów ciągnąć fię będzie póty, póki w fz y 
ftkie niżfzych w ym iarów  terminy odpadłfzy, nie zo- 
ftaw ią famego n a yw yżfzeg o  w ym iaru A y ni, Aże 
zrównanie podane iakiegokolw iek ftopnia, pow inno 
takow e zoftać przy  oftatnich granicach odmian, ia- 
kieby w ypadło s pierw iaftków  ie fkładaiących i od- 
niefionych do tych oftatnich granic; przeto w  zró
wnaniu iakiegokolw iek ftopnia odnióflfzy ilości o d 
mienne do oftatnich granic w zroftu , w fzyftkie' termi
ny niżfzych w ym iarów  nikną przed terminami w y 
miaru nayw yżfzego; odnióflfzy zaś te ilości odmien

ne do
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ne do oflatnich granic ubywania, terminy Wyżfzych 
w ym iarów  nikną przed terminami wymiaru nayniż- 
fzego. Druga, tę cześć teraźnieyfzego twierdzenia ła
tw o  ieffc barzo s tych famych początków dowieśdż. 
Zagłębiw fzy zaś myśl w  fame metafizykę granic, ła
tw o  poymiemy różne ich ftopnie i porządki tak, iak 
i w  ilościach fkończonych; co nam barzo dobrze ob- 
iaśniaią linie krzywe': ieżeli bowiem granica ilości 
odmiennych w p ro w ad za  now y zw iązek w  zrówna
nie, a przez to pokaźnie nową linią krzyw ą, do któ- 
rey  ftę linia podana zbliżała; ta nowa linia będąc 
granicą pierwfzey, może mie'ć także za granicę inną 
linią, a przeto odnioftfzy ią znowu do fwe'y granicy, 
ilości odmienne' ftaną fię powtornie nicfkończenie 
wielkiem i, a czem były w  pierwfzey granicy ilości 
fłateczne względem odmiennych, tem będą w  grani
cy drugiey ilości odmienne pierwfzego ftopnia w z g lę 
dem ftopnia wyżfzego: tak dalece, że iako nie "ieft 
żadną nieprzyzwoitością w yftaw ić fobie fzereg granic, 
przez który linie k rzy w e  zniżaiąc fię w  porządkach, 
przechodzą, ow fzem  zdaie fię bydź konieczną wła- 
fnością rozlegle ogarnionych odmian, wnofić, że linia 
k rzy w a  która była granicą pewnćy linii, może mieć 
także fworę granicę, i ta now a także fwoię, tak nie 
ieft żadną nieprzyzwoitością w yftaw ić  fobie różne' 
p o r z ą d k i  ilości niefkończenie wielkich.

A ,  CO > OO *, CO CO 4, CO 5, CO* - - OO”  ^ 
ten poftęp zaczyna fię od ilości ftatfczney A ,  i każdy 
termin poftępu niknie przed nnftępuiącym W zró
wnaniu. Skąd łatwo nam ieft zrozumieć co znaczą 
w  dziełach- Geometrów ilości niefkończenie wielkie, 
niefkończenie więkfze od innych niefkończonych: Zai- 
fte ięzyk nnfz na iafftych zafadzony obrazach te fa
me znaczenia w  innych zamyka (łowach; i co Geo- 
Ceometrowie mówią, źe CO2 ieft niefkończenie wię- 
kfzem od c o ; CO3 iefzcze niefkończenie więkfzóm 
od CO*.' i t. d .  to my w yrażam y, że granice d r u g i e  

ilości odmiennych pifzefzedłfzy wfzyftkie wzrofty
flteńczone
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flcończone, i w fzyftkie w zro fty  granic pierw fzych, nic 
mogą bydz pow iękfzone ani zm nieyfzone żadna41o- 
śoia°lkończoną, ani żadną ilością s pierw fzyeh granic; 
a przeto iak ilości flcończone, tak ilości granic pier- 
w fzych nikną przed niemi: toż famo twierdzić, p o
w inniśm y o granicach drugich względem  trzecich, o 
trzecich względem  czwartych, i ogólnie w zględem  
granicy m, o w fzyftkich  ią poprzeyzaiących. Te' 
atoli włafności nie flużą tylko różnym potęgom tey
że famey ilości: bo ieżeli n.p. zrównanie zam yka w  
fobie różne' potęgi x ,  i oprócz tego potęgi y, z ,  i in
nych w ięcey ilości odmiennych; w fzyftkie potęgi niż- 
fze  nikną przed potęgą nayw yżfzą  x ,  w  fw oiey gra- 
nicy; tak iako potęgi y przed nayw yżfzą potęgą 
y, ale żadna potęga niżlza y nie może niknąć przed 
potęgą w yżfzą  x ,  ani potęga z  przed potęgami wyż* 
fzemi x  albo y. Potęga bowiem  pierw fza y albo 
2, może bydź równą w y'żfzym  potęgom x ,  a przeto 
w  granicy w zroftu  zniknąć przed niem i nie m oie.

W yftaw m y fobie teraz ułomek — będący funkcya 
« ' B

ilości odmiennych wzraftaiących: ieżeli w  nim A  za
m yka w yżfzą  potęgę ilości odmiennych iak B, w  
porównaniu tego ułomku ilości fkończone niknąć bę
dą w  granicy w zroftu; ieżeli zaś B zam yka w y żfzą  
potęgę iak A, ułomek taki zniknie przy ilośeiach 
fkończonych, a maiąc fzereg ułom ków , których mia-

A
now aiki rofną w  potęgach ilości odmiennych n .p .— _

B x
C E G U

-i-------+  ——  - ---------- ; ieżeli licźniki fą ie-
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~Dx- F xi  Hx 4 Wxn 
dnego w ym iaru z •wfpół-czynnikami m ianow ników , 
p rzy  granicy w zroftu x ,  w fzyftkie ułom ki znikną

przed pierw fzym  — , iako przed n iy n iifzą  potęgą 
Bx

m ianownika: tak właśnie iak naaiąe fzereg potęg 
F w zrafta-
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Stofówanić  po 
przedzaiacey 
t c o r y i  do linii 
k r z y w y c h .

wzraftaiących w  iakiem kolw iek zrównaniu A x + fiy +  
C x y + D x 2-hEy'ł+ F x 3-1- i t. d. = o ,  gdzie ilości od
mienne x , y, ubyw ają; ódniofifzy ie do oftatniey 
granicy fwego ubyw ania, w fzyftk ie potęgi wyżfze' 
tego zrównania znikną przed nayniżfzą, zoftaw i- 
w fzy  A x+ Q y — o.

§■ X V I I I .

Te’ początki prow adzą nas do barzo w ażney i ro- 
zległey teoryi linii krzyw ych. Maiąc zrównanie ia
kiegokolw iek ftopnia P+£)+.R-l-S - - - -t-K =  o. w  
którem F ieft funkcyą dwóch ilości odmiennych w y 
miaru nj Q  funkcyą tychże ilości wym iaru n— ;; R 
w ym iaru n— 2; S w ym iaru n— j ;  i t. d. te ilości 
w zraftaiąc lub ubywaiąc zbliżaią fię do iedney z  
dwóch granic, i poddaią nam dw a gatunki dociekań 
cale różne i oddzielne: zaftanówm y fię teraz nad 
pierw fzym  wypadającym  z w zroftu  tychże ilości. 
Scigainc myślą takowe w zrofty  ilości odmiennych aż 
do oftatnich granic, terminy niżfzych w ym iarów  zni
kną przed terminami w ym iarów  w yżfzych, a zró
wnanie. podane wyrażaiąc linią krzyw ą, odmieni fie 
w  tey granicy na zrównanie! cale infze, wyrażaiące 
naturę linii próftey lub k rzyw ey, do którey fię linia 
podana zbliżała. N ow a ta linia, którąśmy ledwo- 
nieftyczną nazw ali, zaw arta ieft w  terminie n ayw yż
fzego w ym iaru. A  iako natura linii zawifta od na
tury pierw iaftków , roftrząfaiąc pierw iaftki lub mno
żniki terminu w ym iaru nayw yżfzego, dow iem y fig 
naprzód s pierw iaftków  rzetelnych lub uroionych czy 
takow a linia ieft podobna lub nie; powtóre, iakiego 
ieft porządku i natury. A  iako ciąg linii k rzyw ey  
zaw ili od ciągłych w zroftów  w fpół-ufzykow anych 
maiących zaw fze wartość rzetelną aż do oftatnich 
fwoich granic; przy tych zaś granicach te w fpół- 
ufzykow ane zoftaią fię przy wartościach zawartych 
w  famym terminie nayw yżfzego wym iaru; ieżeli te 
wartości w  terminie n ayw yżfzego  wym iaru ftaią lig

uroione,



uroione, wnoli fię oczyw iście, żc te' w zro fly  rzetelne 
w  pewney odległości ikończoney uftały, a z niemi 
ciae li*1** k rzyw ey; a przeto źe linia k rzyw a  nie 
inaiac żadnych granic i ledwo-nieftycznych podo
bnych, nie ma odnóg niefkończonych. Podobieaftw o 
w iec lub niepodobieństwo ledw o - nieftycznych nau
czy nas, czy linia k rzyw a  ma odnogi nieikończone 
lub nie: to zaś podobieńftwo zawarte' ieft w  naturze 
p ierw iaftków  lub m nożników terminu w ym iaru nay- 
w yżfzego. Cała w ięc uw aga nafza zatrzym ać fię 
pow inna nad mnożnikami terminu P n ayw yżfzego  
■wymiaru w  zrównaniu nayogólnieyfzem P+Q+R+S 
. . Ą .y-0 -, ieżeli P zaw iera  w fzyftkich m nożników 
uroionych, co bydż nie m oże,tylko kiedy zrównanie 
ieft ftopnia parzyftego; w zrofty  ilości odmiennych 
nie maiąc żadnych granic, uftały w  odległości ikoń
czoney; i linia k rzyw a  takow em  zrównaniem opifa- 
na nie ma żadnych ledwo-nieftycznych, ale cala fię 
zam yka w  odległości fkończoney. _

Przypuśćm y że P zaw iera iednego mnożnika rze- 
tein ego p = a ij— bx, w fzyftkich  zaś innych uroionych, 
które? w yrażem y przez M- M będąc w ym iaru n— i: 
zrównanie w ięc podane bedzie:

r rr ~ Q  R S V
p M + Q + R + s+  - oi P—  —  -  M - '  - AI-

podług pierw fzych w arunków  przywiązanych do ka
żdego" terminu zrównania podanego, Al będąc iednego 

n
w ym iaru z 0 ; ułom ek ~  nie ma żadnego wymiaru:

- Af
R S

w e w fzyftkich zaś innych ułom kach— ,̂ — i t.d; w y 

m iar m ianownika tem ieft w ię k fzy  od w ym iaru li
c z n i k a ,  im terminy fą odlegleyfze: w ięc odniófłizy 
ilości odmienne do oftatnich granic podług wyż.fzych 
początków ; terminy w fzyftkie znikną, zo ftaw iw fzy

p— —  ~  - - - (# ), a przeto zrównanie (a )  w y-
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rdza ledwo-nieftyczną, do którey fię linia podana w  
takim  przypadku zbliża', i w  którą fię przy oftatniey 
granicy zamieni. A le kiedy dwie ilości odmienne 
x ,  y, ftaną fię u oftatnich granic nieikończoneini, 
ftófunek ich będzie koniecznie ftófunkiem fkończo- 
nym , zaw ieraiącym  w  fobie kondycyą do w p ro w a
dzenia w  Q , M, ażeby te' funkcye należące przedtem 
do linii krzyw ey podaney, przyw iązać teraz do iey 
łedw o nieftyczney. Stófunek ten wyciągnąć nam po
trzeba z zrównania p = c.y — b x, które rozdzieliw lzy

przez ax, otrzym amy — =  — -+- — , odnioflfzy x  do 
x  a cix

V ’
fw e y  granicy, —  zniknie* a llófunek ilości ochnien- 

a x

y b ,
nych będzie — =  —: należy w ięc w  Q , M, w łożyć 

x  a
b za y, ci za x; a tym fpufobem zrównanie (a.) 

w yrazi linią proftą będącą ledwo-nieftyczną linii 
k rzy w e y  podaney.

Przykład: Niech będzie zrównanie' ua linią k rzy w ą  
y3— x 3— 2a x 2— c2= o ;  znofząc ie z zrównaniem ogol
iłem, mamy i/3— *3 — p; ^nx2= — O, c - = — R-, po
niew aż y 3— x i = ( y — x )  (y *+ y x+ -x1)  przeto M = y *  
-Hpr-łoc*, ciy— bx— y— x ,  to ieft a = b = i :

— Q zax% y i . rp = — —  = ---------—— , — = *>  w io zV w izy  w ięc w
*  M y *+ y x + x *  x  J J- v

zn x J , , ,  za
------------ - i  y = h  x ~ i ,  w ypada y~ — , czy-
■y'+yx+x* 3V 3
H }y— } x — 2 a = o . zrównanie na linią proftą która 
ieft ledwo-nieftyczną linii krzyw ey  podaney.

Ledwo-nieftyczne profte będąc granicami pewnych 
linii krzyw ych, nie tak nam dokładnie daią poznać 
ich naturę, iak inne linie krzyw e, iuż nam skąd inąd 
znane. Tamte' bowiem  nie uczą nas dokładnie o li
czb ie  odnóg niefkończouych linii podaney; gdybyśm y

zaś
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z<iś w iedzieli że linia k rzy w a  md za granicę inną li
nią krzyw ą prośckyfżą; znaiąc tey oftatniey w lałno- 
ści i liczbę odnóg nielkończonych, przyfzlibyśm y ła
tw o  do poznania odnóg nieskończonych linii poda* 
ney. Potrzeba nam więc od ledwo-nilitycznych pro- 
ftych przyiśdź do poznania ledwo-nieftycznych k rzy 
w ych, to ieft zn alazłfzy  linią proftą iako ledwo-nie- 
ftyczną linii podaney, fzukać nam iefzcze potrzeba 
inney linii k rzyw ey, któraby miała tęż linią proftą 
za ledwo-nieftyczną, .a tak maiąc dwie linie krzyw e 
maiące iednę lpólną granicę, wnieść m ożem y, że ie- 
dna s tych linii krzyw ych ieft granicą drugiey: zs- 
w fze  zaś linia prościeyfza lub niżfzego porządku ieft 
granicą linii zaw ik leyfzey. Przekonyw a nas o tey 
oftatniey praw dzie teorya granic, biorąc bowiem  ilo
ści odmienne za niefkończone, w  porównaniu ich 
terminy niektóre odpadaią w  zrównaniu, i zniżaią ie
o pew ny ftopień; i lubo ta praw da znayduie fwoie 
w yięcia , iednakowóż okazuie fię w  w iekfzey  liczbie 
linii krzyw ych: a rozumuiąc z ogólney uw agi i z 
włafności zrównań w  §. 20. A lgebry w yłożon ey; 
twierdzić można, że linia k rzy w a  iakiegokolw iek 
porządku może miec za granice linie k rzy w e w fz y 
ftkich porządków niżfzych.

lukim ze zaś lpofobem od ledwo-nieftycznych pro- 
ftych przyiśdź do krzywych? zależy to od przerobie
nia zrównania podanego na inne, w  któremby u ofta- 
tnich granic ilości odmiennych w ięklza  liczba termi
nów  ocalała. leżeli bowiem  dw a pozolbiłe terminy 
P + Q — o zrównania podanego dały ledwo-nieftyczną 
proftą; zo ftaw iw fzy  ich n.p. trzy;, otrzym am y linią 
krzyw ą, która będzie ledwo-nieftyczna linii podaney. 
Na ten koniec przenieśmy oś na famę ledwo-niefty
czną proftą: na czem zyłkam y naprzód, że w  grani
cy  linii k rzyw ey nie obie razem w fpół-ufzykow ane 
ftaną fię nieikończonemi, a przeto nie w fzyftkie ter
miny niżlzych w ym iarów  znikną przed terminem 
w ym iaru n ąyw yżlzego: pow tóre że oś ta będąc ra- 

JFj zem
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fig- i 8.

zem osią linii k rzy w ey  fzukaney, a zam kniętćy w  
zrównaniu P-l-Q-t-.R-t-S - - + U ~ o  - - (X ),  potrafie'my 
za pomocą rachunku i rozum owania przenieść w fpół- 
Hfzykowane do iey odnóg. Chcąc nowe te' wfpół-ufzy- 
kowane w yrazić przez funkcyą dawnych; w eźm y na 
fig. 2g. linią AR za oś now ą, czyniącą z osią prze-

fzłą  AL  kąt LAB, którego Stycz.—  —, a przeto
a

WJława=  --------------: Doftawa = -------- ------- Idzie
V  (a -+ b ’1)

nam teraz o zamianę w fpół-ufzykow anych A P = x ,  
PM— y, .na A R — i, B.Vf=u. P op row adziw fzy  DP 
równo-ległą MB-, PC  równo-ległą ASj mamy D P =

AP.W Ji.PAD =*----- - ----- ; A D = ___ - - __ ; P C =
\S ( a%+ b -)

PM. WJł.PMC= -----— ----- ; MC — -------Jll___; a prze-
^ ( a t+ b * )  V  (a^-i-b1)

to i = A B =  u— MC— PD—  z
\ f ( a 1+ b z) (a*+b*)

dwóch tych~ zrównań za pomocą eliminacyi otrzyma-
nt— bu nu+bt

my x = -------------- , t / = -------------- ; kładąc w iec w
V (n * + b * )

zrównanie (X ), za x , y, dopiero znalezione w arto
ści, przerobiem y ie' na inne m iędzy t, 11. Żebyśm y 
zaś to przerobione; zrównanie w  całey w yftaw ili o- 
gólności, należy nam w  wartościach każdego terminu 
zam knąć w fzyftkie mnogości z t, u, fldadaiące potę
gę każdemu terminowi w łaściw ą. D la  uprofzczenia 
iednak rachunku w fzyftkie w fpół-czynniki P wyraże- 
m y przez x - w fpół-czynniki f) przez H przez y ,

S prze co nic nie narufzy ogólności dociekań; bę
dzie przeto:
P—  ot> tn~ xu +  ćc fn~2M*-+- et tn~3u3+  x  fn—4u4-ł- i t. d.
0 .—  fi &  t"~*U+ fi  tn- 3u1+  12 in- 4M3+  i t. d.
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R =  y ! " ' ! + y ł ”~ 3U-4 } ,f" - 4u2 4  y  t.d. • - - (Y ) .
S =  Ą t n~ 3+  Ą t n~4u-t Ą t ” - 5U*+ Ąt?” ~6u3+  i t. d.
T =  t tn~Ą+  i  tn~5u+  e tn- 6u *+  e tr‘~ iu 3-ł- i t .d .

•w używ aniu tych wartości potrzeba nam mieć w zgląd  
na liczbę m nożników  uważanych w P: tć m nożniki 
w yrażać będzie ilość odmienna u; tak dalece, że ieże
li P zam yka iednego m nożnika rzetelnego, w eźm ie
m y z wartości na P termin p ierw fzy ałn~ Iu, gdzie 
u  w yraża nam tego m nożnika; i dla tey' ci to p rzy
czyny W  P nie wchodzi termin & tn. leżeli w  P u- 
w ażać będziemy dwóch m nożników równych, w e
źmiemy z P termin n~2uł j  ieżeli trzech m nożni

k ó w  równych, termin ct.tn~ 3u3, i t. d. co famo ma 

f ę  rozum ieć o funkcyach Q , R, S, i t. d. ieżeli ta
k o w e m nożniki zam ykać będą.

W róćmy fię teraz do pierw fzego przypufzczenia 
w  zrównaniu (X ); uw ażaliśm y w  iego terminie P 
nayw yżfzego  w ym iaru, iednego mnożnika rzetelne
go, i otrzym aliśm y zrównanie na ledwo-nieftyczną 
'p + j2 = o , to zrównanie' w  now ych w fpól-ufzykow a- 
nych w ypada # tn~*u+  /3 łn~ '= 0 ,  f bowiem  lta w fzy  

lię niefliończonym, w fzyftkie' terminy w  P  znikną 
przed pierw fzym ; i w fzy ftk ie  także w  Q  przed y3f”- 1  

znikną, zo ftaw iw fzy  a t n~ 1u+  @ f"~x= o ,  czyli - -

u= — ^  = c ,  zrównanie na linią proftą równo-leglą 
u

osi. S tego trzeba nam przyiśdź do zrównania na 
linią krzyw ą p rzez naftępuiące rozumowanie: termi
ny w  P, Q ,  i terminy niżfzych w ym iarów  R, S, T, 
i t. d. dla tego powinny byty zniknąć w  granicach 
ilości odmiennych, że nie należą do natury ledwo- 
nieftyczney próftey, ale tylko do punktów linii k rzy
w d y podaney. leżeli niknące te terminy utrzym a
m y, w p ro w a d ziw fzy  na u taką wartość, iaka mu 
w  granicy fłuży; zamieniemy zrównanie (X), na ta
kie, iakie bydź powinno p rzy oftatniey granicy, co 

F4 •> do Mj
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do iv, a w p ro w a d ziw fzy  znow u kondycyą należytą 
na t, ieżeli to zrównanie' będzie w yrażać linia k rzy
w ą, ta b id zie  granicą linii zam kniętey w  zrównania 
(X ), kładąc w iec we w fzyftk ie niknące terminy za 
u, c■ za — u— c, otrzym am y:
(u — c)tn~ I -ł~tn~z( <2 Ca-ł- /iC-+-y)+-tn~3(oiC3Ą-0C1+yC  I ) 
+ {n~4( a r4-h/Qc',-i- i t. d.) ■+■ i t. d. -t- F = o ,  V będąc 
funkcyą fa nych ilości ftatecznych - - (Z ).  
Zrównanie' (Z )  iuż nie ieft na linią k rzyw ą  podaną, 
ale na inną linią k rzy w ą  maiącą ledwo-nieftyczną fpól- 
mą z linią podaną. Rozdzielmy ie całe przez tn~ I,
i w fzyftkie w fpół-czynniki ftateczne w yraźm y przez 
A ',  B ', C ’ , i t .d .  wypadnie nam:

A ' B' C' , D' V
U— C-t------]r —. H-----■+*----  - - --------------o (Z ).

t t* ł 3 ł4 ł " - 1 
odnióftfzy teraz t do fwe'y granicy, w fzyftk ie  potęgi 
ł w yżfze  w  mianownikach, znifzczą terminy naftepu- 

A '
iące po —  iako potędze ndyniźfzey, i zoftanie fię zró-

A '
wnanie na ledwo-nieftyczną u— c-t-— = o .  które że

należy do Hyperboli między ledwo-ni:ft\ czne'mi, uczy 
» , A 1

rvas tego §. itf* aże zrownanię u— c-t- — = o  w yraża

tylko dwie odnogi nic/kończone w  Hyperboli, dow o
dzi nam, że linia iakiegokolw iek porządku opifana 
Zrównaniem (X )y maiąc tylko iednego mnożnika rze
telnego w  Pi ma dwie o.daogi. niefkończanć m iefza- 
irfce fię z dwiema odnogami Hyperboli w  granicach 
ilości odmiennych: znaiąą więc położenie odnóg hy- 
perbolicznycb, widzem y zaraz iakie także mieę po
w inny położenie odnogi nietkończone linii podaney. 
Gdyby drugi termin w  zrównaniu (Z ')  nie znaydc,- 
w a ł fię, co fię przytrafi kiedy «,c-4 f i '+ y ~ o ,  na teo

• B’ , , •- ' -
czas termin —  będzie nayw iękfzym , przed którym

'' w f z y f t k i e
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W fzyftkie naftępuiące znikną, zo fta w iw fzy  zrów na

nie na ledwo-nieftyczną u— e-f- —  = o ;  a ieżeli ie-

fzcze  B ’= o ,  zrównanie' na ledwo-nieftyczną będzie
C 1 '  u_c-l----o, to ieft: w  przypadku znikniema kto-
t3

rych terminów, brać potrzeba zaw fze naftępuiący, 
który z u— c da zrównanie na ledwo-nieftyczną; a 
gdyby w fzyftkie' po pie'rwfzym  zn ikły, zoftanie fię 
u — c = o  na linią proftą równo-ległą osi, która w  od
ległości niefkończoney zm ięfza fię z linią k rzy w y  
podaną. S czego fię pokazuie, że im niedoftateczniey- 
fze' ieft zrównanie ( Z ')  co do liczby term inów, kie
dy cale w fzyftk ie  nie znikną; tem linia k rzy w a  bę
dąca ledwo-nieftyczną linii podań ey, ieft w yżfzego  
porządku.

Przykład. Szukaym y ledwo-nieftyczney k rzyw ey, 
linii zamkniętey w  zrównaniu y3— x 3— id x 2— c2—  
(y — x )  (yz+ y x + x * ) — 2d x1— cz= ó  : poniew aż w  tera- 
dnieyfzym przykładzie a— i, b = i ; ftyczna kąta LAR 
na fig. 2 8 .= / ,  to teft kąt n ow ey osi s przefzłą ieft j

ł— u u+ t . , r
4 j° .  a przeto  x =  — —, y— -----; w ło zy w fz y  za x ,

V  z V^2
y, te wartości w  zrównanie podane, zamieniemy ie

6t2u-\-zu3 zd ł2— id łu + zd u 2
n a ------------- -------------------------------- c2= o .

z \ f  2 . * 
w  oftatniey granicy z u 3 zniknie przed 6t2u, i zo fta 

nie fię — — — dł2= o .  - - w ło z y w fz y  za u 
z i  

tę Wartość w  terminy niknące zrównania przed- 
oftatniego; i rozdzieliw fzy cał<? przez t2, otrzym am y

4d2 łd 3 rf3.2.V^ 2— z c 2. V z  
i u — d V  z + -------— -------- - f - ----------------------------------= o .
3 V  9 ł * 2 7 t 3

a odnióflfzy t do oftatniey granicy, w ypada —

dv^.z-ł------- =  o. Zrów nanie na Hyperbole, którey
Fj- dwie

R o z d z i a ł  III. 89

‘g, »*•



I t d w o . n i t f l y .  
c z n e  na dwa 
m no in ik i  rr<. 
telne w  t e r m i  
nie n a y w y i f i e  
go wymiaru*

dw ie odnogi niefkończone mięfzaią fię z dwiem a od
nogami linii podaney w  oftatniey granicy ilości od
miennych.

$, XIX,
Niech termin n ayw yżfzego  wym iaru P  zam yka 

dwóch m nożników  rzetelnych; te mogąc bydź rów ne, 
lub nierówne, rozdzielą uwagę nafzę na dw a p rzy
padki. Niech nafamprzód dwa te mnożniki będ:j 
nierówne p = a y — bx, q = cy — dx, P = (ciy — bx)(cy—  
dx)M , M będąc w ym iaru n— z ,  idąc za tern famem 
rozum owaniem  na każdego w  fzczególności mnożni
ka, iakićgośm y użyli w  §. poprzedzającym , znay-. 
dziemy na ledwo-nieftyczną odpowiadającą p, zró

wnanie, p = ------- —----- , aże w  oftatnich granicach
(  cy— dxJM

u b n  _q
w zroftu  -  =  —; przeto jj= --------^ , pdzie iefzcze

x  a ( cb— da)M
W Q , M, kłaśdż należy b za y, a za x: tym fpofo- 
btm  przyidziem y do ledwo-nieftyczney próftey, s 
którą fię linia krzyw a w  odległości nielkończoney 
amięfza; przerobiw lzy w fpół-ufzykow ane x ,  y, na f, 
u; i fzukaiąc ledwo-nieftyczney krzyw ey  tym famym 
fpolobem iak w  §. poprzedzaiącym , zn ajdziem y zró
w nanie na dwie odnogi Hyperboli w zoru  u— c-ł- 
A '
—  = o .  Drugi mnożnik q = c y ~ d x  przyprow adzi 

nas do zrów nania na ledwo-nieftyczną - - -

— O. • y d '? n. ■ ■q = -------- -— —71 aze _  r= _  _L, w  oftatmey zas
(ay— bx)M  x  c cx
, 11 d ~~Q

granicy i-  =  przeto <3= gdzie w  Q ,
x  c (ad— bc)M

M, w ło ży ć  należy d za y, c za x ,  co nas p rzypro
w ad zi naprzód do drugiey ledwo-nieftyczney pro- 
ftey; ta zaś, przerobiw fzy w fpół-ufzykow ane x , y , 
na t, Uf do drugich dwóch odnóg Hyperboli; przeto 
linia k rz y w a  opifana zrównaniem  P+Q+R-ł~s  •

-ł-Lfc=o.
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^_U=o. w  ktorem termin P nayw yżfzego w ym iaru 
zam yka dwóch m nożników rzetelnych nierównych; 
m a cztery odnogi niefkończone, mięfzaiące' fię s czte
rema odnogami Hyperboli w  oftatnich granicach ilo
ści odmiennych.

Niech iuż P zam yka dwóch m nożników  rzetelnych 
rów nych, czyli niech bedzie p = q ,  a zrównanie na 
linia podaną w y raz i fię: (ay— b x )2M-\-Q+R-+-SJt-T * -

O R S .
4 -U = o; czyli (ay— b x )1- h - Jr - -  +  — +  ». <*• +>

Mc iu
TT . . .

-  = 0; Af będąc w ym iaru n—  2, w idzem y oczyw iscię
Af

n
że — zo ftaw fzy  bez żadnt*go w ym iaru, należy do 

M

ledw o-nieftyczney; lubo zaś w  -  licznik p rzew yżfzą
Ąf

iednym w ym iarem  m ianow nika, nie może iednak --

u  oftatnich. granic ftać fię nielkończonem, bo gdyby 
t$k było, w fzyftkie terminy zrównania znikłyby przed

nim , zo ftaw iw fzy  -  = 0 ,  byłoby w ięc -  razem  gra. 
Af M

nicą rofnących i ubywaiących ilości, co ieft przeci
w ne w fzyftkim  rozum ow aniom . Nie tylko zaś ta 
rażąca m eprzyzw oitość, ale nawet pierw fze początki

teraźnieyfzey teoryi przekonyw ają nas, że ^  należąc 

rów nie do ledw o-nieftyczoćy, iako i (ay— b x )1ll ie

den mnożnik zbyw aiący w  ~r, bedzie funkcyą x , y-,
Af

na w fpół-ufzykow ane npw ey linii rodzącey fię z li
nii podaney w  granicach, Zrównanje na tę now ą li- 

p  p
nią (fly— b x )-+  ^  -ł- — — °>, ieżeli fi? nie będzie m a.

Ftf . gfo
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glo rozebrać na dwa wymierne pierw fzćgo ftopnia, 
w yraża  linią k rzy w ą  drugiego porządku, która fię 
zmięfza w  granicy wfpół-ufzykowanycli, z  linią po
daną. Żebyśmy tę linią w  prościeyfzym otrzymali 
wyrazie, i wfzyftkie fzczególności do terażnieyfzego 
przypufzczenia przywiązane poznali, odmieńmy zno 
w u  wfpół-ufzykowane x ,  y , na t, u , kładąc x =  * - 

a t — b u  a u -b b t  . .

T i p + S ?  “ = 7 7 ? ^ ?  ‘ w l i , , l k ,e  § popr“ ,!za-
iącćgo warunki utrzym awfzy, będzie:
P =  a tn~2u 2-b x tn-*ufi-b i t. d.

-b @tn- * u +  @tn-S u '-b  i t. d.

R =  ytn~x +  y m~ hl +  ytn~*U2-b i t. d.

S =  J[tn- 3  +  Ą in~*u -b J[tn~5u2-b i t. d.

-+- i t. d.
ieżeli P zam yka dwóch mnożników równych, w f z y 
ftkie zaś terminy naftępuiących w ym iarów  Q , R, S, 
znayduią fię, i żadnego takiego mnożnika nie zawie- 
raią; wypada zrównanie na ledwo-nidtyczną - - 

it t n - * u * + @ t n- x+ y t n~ 2= o .  czyli <*it2+/3< + y = 0 . któ

re w y raż a  Parabolę: w  niey na f = o o ,  u ftaie fie 
także OO, i linia podana ma dwie odnogi niefkoń- 
czone mięfzaiące fię z dwiema odnogami Paraboli w  
granicy ilości odmi: nnych. leżeli zaś Q  zamyka ie- 
dnego takiego mnożnika iakich zamyka P, zrów na
nie na ledwo-nieftyczną ieft . . . .  

a ,*” - 2u 2- b f j >n~ I i t + y - n~ 1= o ,  czyli a , i i2+ / 3 u + y r = o - ( B ”)  
które w yraża  dwie linie profłe równo-ległe ieżeli y 
ieft odiemnem, albo będąc dodatnem, /3/3>w<*y, ale 

ieżeli podana nie ma żadney ledwo-
nieftyczney, i przeto żadney odnogi niefkończoney. 
Zrównanie iefzcze (B"J złożone z mnożników rze
telnych równych lub nierównych poflużyć nam może 
do wynalezienia ledwo-nieftycznty krzyw ey, kładąc 
wartości Z niego wyciągnione w  terminy niknące zró

wnania
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wnania 'podanego: na pierwiaftki dwa nierówne', 
znaydziemy takie famę w yp adki,  iakie fię pokazały  
na początku terażnieyfzego §. uważając takowych 
mnożników w  P. Na pierwiaftki zaś równe w  (B "), 
w y r a z iw lz y  ie  przez (u — c)2 otrzymamy zrównania

A  A  *
(u — c)2+  — — o, albo (u— c)24 - — = o ,  albo (u— c)*  

t t2
• A "
+  —  = o ,  ieżeli terminy zawierające' fn~3, in~4} fn -5 j

nie znayduią fię w  zrównaniu. A  gdyby iefzcze w  
zrównaniu (u— c)2tr'~11+  A tn~3+ A 'tn~Ą+ A "tn~^+ i t.d. 
gdzie A , A ',  A ", i t. d. fą funkcyami famych ilości 
ftatecznych, dla w prow adzon ey wartości c za u w  
terminy niknące, gdyby m ow ie iefzcze w  tem zró
wnaniu wfpół-czynnik tn~* zamykał mnożnika u— ej 
przybyłby iefzce ieden termin na ledwo-nieftyczną, i 
zrównania któreby na ten czas w ypadły, fą (u— c)2+
A (u — c) A '  ,  A (u — c) A "
_J___ L ą-----= o .  lub (u — c ) 2 -H— -------- + — = o  - -

t .t2 t 13

i ogólnie (u— c_)2+ ----- .-----+  — —  = o ,  a gdyby ie

fzcze drugi takowego zrównania termin był zero, a 
trzeci zawierał mnożnika u— c, potfga t w  miano
w n iku  terminu drugiego powiękfzyłaby fif, biorąc 
termin naftępuiący. Zgoła uważaiąc w  zrównaniu 
na ledwo-nieftyczną termin oftatni zero, a biorąc zań 
terminy naftepuiące, potęga tego oftatniego terminu 
p o w ięk fzy  fię az do n— zy uważaiąc zaś naftępnie 
termin śrzedm zero, a w  naftępuiącym mnożnika 
ii— c; wpadam y na zrównanie w zoru ( u— c)2 -t- - -

— -t-—  = o -  Podobne w yp adki znaydziem y,

uważaiąc w  zrównaniu P + Q + R + S  i t. d. -1-V— o, i 
przcrobionem na wfpół-ufzykowane t, u, Q = o ,  lub 
R = o ,  i t. d. a biorąc zaraz naftępuiący termin na 
tnieylce mknącego.

K tokol-
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C E O IłlE T R Y I WY-ŻSZEY

Ktokolwiek nie przywykł iefzcze do tych delika-
uf»twienie tfu tnych rozumowań, s których teraźnieyfza wypada teo-
dnoici iacho> rya, mógłby znaleśdź trudność w  poięciu, czemu u—c = o
rachunku tym w ypadłfzy  z zrównania pi er w ian k o w eg o  na ledwo-

nieftyczną-, w  zrównaniu powtórnem iakie' fą (w— c)+
A  A
— = o ,  §. poprzedzającego; lub teraz (u— c)1+  — = o

i t. d. traci tę pierWfzą wartość, i nie ftaie fię zero? 
Ta  trudność ułatwia fię pie'rwfzą uwagą nad nafze- 
mi działaniami. Uwdźaiąc fame' tylko terminy pier
wfze' zrównania P + Q -hk+ S  - - + 1 r= o ,  otrzymali
śmy u— c = o ,  to ieft tego mnożnika rzetelnego w  P, Q , 
którego zrównanie podane zawie'ra w  terminach ndy- 
w yżfzych  w ym iarów , ten mnożnik u— c byłby zaw fze 
zero, gdyby żaden termin prócz naypierwfzych, w  
zrównaniu nie ocalał. Ale iak prędko uwagi infze*, 
i natura famych ilości odmiennych zoftawuią więcey 
terminów w  zrównaniu podanem, tuż na ten czas 
U— c = o .  nie może mieć mieyfca. Wfzakże gdyby
śm y niieli zrównanie algebraiczne (u — c)M— o, ma
m y prawo twierdzić że u— c = o  ieft pierwiaftkie'm 
tego zrównania; ate gdyby w  tern zrównaniu przy
był termin L ,( u — o, L nie zamykaiąc u— c; 
poznaie każdy że iuż w  tem oftatnieYn, zrównaniu 
u— c nie może bydź zero. Gdybyśmy zaś chcieli na 
drugą iaką ilość odmienną f, wyciągnąć wartość za- 
wartą w  zrównaniu (u— c)M +L— o, i w  tćy w arto
ści ocalić kondycyą na u, zrównania ( u— c)M = o.; 
nie moglibyśmy w  pierwfzynł terminie kłaśdź c za 
u, ale tylko w  termiuie L; inaczey zrównanie 
(u— c)M +L— o uczynilibyśmy iak tofamem. T a  ro
zumowanie przeniófłfzy do teoryi ledwo-.nieftycznych 
nie gubiąc z  myśli całego łańcucha rozumowań, fzu- 
kaliśmy naprzód iakiby w ypadł związek wfpół-ufzy- 
kowanych, gdyby fię tylko fam pierwfzy termin zo- 
ftał w  zrównaniu podanem; ten zw iązek w ypadł 
nam w  zrównaniu na linią proftą: fzukaliśmy po
tem linii k rzyw ey , któraby miała za łedwo-niefty.

czną



tfózbziAŁ nr. py
czną tęi  linia proftą-, to ieft, któreyby zrównania w  
terminie ndywyżfzego wymiaru zawierało tego fa- 
mego mnożnika igo  ftopnia: dla czego podług kon 
dycyi założoney, pierwfzego mnożnika u— c, w  ter-" 
minie P nie należało nam narufzać, ale wfzyftkie od
miany w prow adzać w  fame tylko terminy niknące, 
takież miały bydź te odmiany? oto żeby związek na 
linią podaną cale w  inny zamienić, tak iak fig linid 
k r z y w a  s całemi włafnościami odmienia w  grani
cach: więc należało nadadź którey wfpół-ufzykowa- 
ney taką wartość, iaka linii podaney nie może flu- 
ły ć:  powtóre żeby ten zw iązek zamieniony nie w y 
rażał inney linii, tylko maiącey ledw o-nieftyczną 
proftą zamkniętą w  zrównaniu u— f = o ,  a przeto na
leżało nam w  te niknące terminy kłaśdź c za u. T o  
rozumowanie dobrze obięte obiaśnić powinno ndy- 
mnieyfzą cięmność nafzych myśli, ieżeliby fię s po- 
przedzaiących działań iefzcze zoftałd, Przyftąpmy 
do przykładu.

Zrównanie nayogólnieyfze na linie igo  porządku ieft 
a+bx+cy+dx2+exy+fy2= o . 

w  niem termin ndywyżfzego wymiaru f y 2+ e x y + d x ' i  
s=o, może zamykać albo obydwa mnożniki uroione, 
albo obydwa rzetelne nierówne, albo nakoniec 
d w a  rzetelne równe'; w  pierwfzym  przypadku linia 
krzyw d  nie md odnóg ńieikończonych, i ieft 'Ellipfcp  
na którą warunek, że e2<^<).J'*d w  pewney Ikończo- 
ney odległości. Nie m ow iem y nic o kole, bo iu i  
w iem y, że koło wypada s fzczególnego warunku na 
Ellipfę, to ieft kiedy mimo-śrzód położemy zero, a 
przeto iego włafność w  teraźrtieyfzey uwadze ieft ta 
fama co i Elupfy.

leżeli termin naywyzfzego wymiaru fkłada fię z  
dwóch m nożników rzetelnych nierównych, to ieft: 
J y * + e x y - + * ł x 2= =(m y~— n x ) ( p y — q x ) ,  otrzymamy dw a 
zrównania:

py~-qx py— qx
p y - q x +



cti+l>x a
py— q x +  .2---------+-------------= o .

my— n x  my— n x

W pierwfzem z nich w  granicy x , y, będzie =  ~ ,
x  m

kładąc więc n za y t m za x\ i oftatni termin iako 
niknący opuściwfzy, otrzymamy zrównanie' naJedwo- 
nieftyczną odpowiadaiącą mnożnikowi my— n x, 

cn+bm
my— n x + -----------= o  . . .  (G ) .

pn— qm
u n

w  drugićm ponieważ — =  —, kładąc q za y , p  za 

. *  p
x ,  wypadnie zrównanie na ledwo-nieftyczną odpow ia
daiącą mnożnikowi py— qx: 

cq+bp
p y - q x - 1 -----------—  = o  - .  - ( H ) .

mq— np
Obydwa te' zrównania na linią profta: przeto linia 
k rzy w a  takowem zrównaniem opifana ma cztery od
nogi niefkończone' mięfzaiące fię z dwiema liniami 
proftemi w f w o ic h  granicach; cośmy właśnie w idzie
li w  Hyperboli. Chcąc od tych ledwo-nieftycznych 
przyiśdź do linii k rzyw ey , odmieńmy oś, p o ło ży w fzy

inu+nt mt— nu _ .  , ,
V—  - ----------- , x = —----------- , tym fpofobem prze-

^ (m * + n * ) ’ \T(m *+ii * /  '  F v
, . , . cn+bm

robiemy zrównanie (G )  n a u + ----------------------------- = o
(p n— qm)vr  (inJ+ n 2)

....................(G 'J . zrównanie zaś podane na linie 2j o
porządku, będzie
r ,  > . cn+bm (cm— bn)u ,
[(pn— qm )u+ — ------------] t + 1 ---------- i _  -t- (pm +

\^(m *+n*) V (m
qn)u2+ a = o .
w ło ż y w fz y  w e  w fzyftkie  terminy prócz pie'rwfze'go
za u, wartość wyciągnioną z (G 1) ,  i rozdzieliwfzy
potem całe zrównanić przez /, otrzymamy:

. cn+bm  
(pn— p m )u +  — -— ------

V (m *+ n )z (bn—
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(bn— cm)(cn±bm)-\-(pm+qn)(cn-ł-bm)*  ̂ a 

t. (pn— qm )( m*-i-n2) ł

które iak widzemy ieft w zoru  m -j- ł-1 - = o ,  na dwie

odnogi Hyperboli. Chcąc wynaleśdź podobne' zró
wnanie odpowiadaiące' mnożnikowi py— qxs kładg

, ,  pu+nt pł— qu
naprzód y =  —------------: x =  — i------------ ; przez co

\S(p--hq~) V  (p 2+ q 2)  
naprzód zrównanie (H ) zamieni fię na - - - -

„ + / ------- O g ? ------- ................................. m .
(mą— np)\A (p 2+ q 2)

Zrównanie' zaś na linie 2go porządku:
i , cq+bp (rp— bn)u

l ( m - „ p ) u +  + ( « ,? + « ,) u '+ a

w  które w ło ż y w fz y  za u  wartość wyciągnioną z 
(II ') , przerobiemy ie na zrównanie wzóru u + r  +

— — o, wyrażające drugie dwie odnogi Hyperboli.

leżeli nakoniec termin naywyżfzego wymiaru fkła- 
da fię z dwóch mnożników rzetelnych równych, czy- 
li f y 2+ e x y + 'd x * = (m y — n x ) 2, odmieniwfzy wfpół-

. , , . m u+nt
ulzykowane x ,  y, na t, »• y = ----------------■,

V  (m2-hn2)
ml.— nu , . , . , .

x =  — -------------; zrównanie podane zamieni fie na
\ f(m 2+ n 2) t  *

,  ,  . > ,  (cn+bm)t (cm— bn) u
(m 7+ n 2)u 2+  — ------- + a= o .

v ( m 2+ n 2) \ f(m 2+ n -)  
a odniófłfzy t do oftatniey granicy, wypada na ledwo

/■ i  ■ - ■, , (cn-ł-bm)t
meftyczną - - (ni + n -) u 2-\------------------= o  - - -

Vr (m -+ n 2)
Z r ó w n a n i e  wyrażające Parabolę, gdzie <=CO j czyni 
także u nictkonczonem. Parabola więc ieft famey fie
bie ledwo-nieftyczną, czyli w  oftatniey granicy z ża
dną fię inną linią, k t ó r d b y  b y ł a  i e y  granica,, nie mię- 

C  " fza.
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ledwo-niefty  
c ine na t t ty  
mnoiniki rze
telne,

fza. W przypadku cn+bv\r=o, zrównanie wyrtiża 
dwie linie profte: i na ten czas zrównanie podane" 
iuż nie będzie na limie zgo porządku, ule zrówna
niem tkładanem na dwie linie nrolle.

§, XX. '
Kiedy termin P nay w yźfzego  wym iaru zamyka 

trzech mnożników rzetelnych nierównych, każdy z 
nich przyprow adzi nas do Icdwo-iiieftyczney proltey

opifaney zrównaniem w zoru  p =  — - i .• każda zaś le- 
M

dwo-tiieftyczna profta przez fpofób iuż w yłożony w  
§§. poprzedzaiących, przyprowadzi nas do zrówna-

nia w zoru u— £+■ — — o, wyrażaiacego d wić' odnogi

nie!kończone' Hyperboli; przeto linia k r z y w a  zam
knięta w  zrównaniu P+Q+R~\-S - - -t-V ~ o ,  w  tera- 
źnieyfzym przypadku, będzie mieć fześć odnóg nie- 
Ikończonych, mitfzaiących fię s fześcią odnogami Jly- 
perbolicznemi w  granicach ilości odmiennych, leżeli 
zaś P zawiera dwa mnożniki rzetelne równe, a trze
ci nierówny; pierwfze dadzą -za ledwo-nieftyczną 
Parabolę; oftatni naprzód linią profta, a s tey dopie
ro •wypadaiąće dwie odnogi Hyperboli; i linia krzy
w a  podana będzie mieć cztery odnogi niefl ończone, 
s których dwie mitfzaią fię s Parabolą, dwie zaś s Hy- 
perbolą w  granicach ilości odmiennych: co wfzy- 
ftlco s poprzedzaiących w y p ły w a  początków. Uwa- 
żaymy iuż w  P trzy mnożniki rzetelne równe 
(ay— bx)*: i żebyśmy wfzyftkie lzczegóine przypad
ki łatwiey mogli roftrząiać, odmieńmy wlpół-ufzy-
,  . . .  ciu+ ht cił— bu 
kowane, biorąc 1/= —— ----------., x = -------------- ; ter-

\/(a~-+b*y \S(.ai+b*)
miny różnych w ym iarów  zrównania podanego będą 
miały wartość;
P—  - - - - »tn~ i  t. d.

/3 łn~ l +  /S /S tn- 3 U*-h f3 / " ~ 4 U 3 +  f i
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R =  y  ł" -*+  y  tn~ 3u +  y  f « - 4 u 2 - t -  y  tn~ riiO+ y  tn~ 6u*
S =  Ą t n~3+ Ą t ’l~4u +  Ą t n~^u2+ J [ tn~6u3+  i t .d .

+  i t. d.
leżeli famo tylko P: zam yka trzech mnożników ró
wnych; zrównanie na ledwo-nieftyczną ieft - - -

# tn~^u3+  /3 fn~ T~ 0 :  czyli 

(I. ) /3 f2= o ,

które ieżeli nie może fię r.ozebrać na zrównania w y 
mierne ftopni niżfzyęh, w yraża  linią krzyw ą 3 go. 
porządku, która ieft, ledwo-niefty.czną linii podaney.. 
Ta  ledwo-JOieftyczna może mieć dwie albo. fzgść od-, 
nog nielkończonych podług iednego lub, wfzyftkich. 
pierwiaftków rzetelnych, a przeto, tyleż odnóg poka- 
zjpie w  linii podaney.

Kiedy P zamyka trzech, mnożników równych; Q  
może z.amykać iednego takiegoż mnożnika,- na ter* 
czas żeby zrównanie cate nic. byto rozdzielne pr.zez. 
7f, i warunek nafz ocalony; przybędzie do ledwo- 
nieftyczney termin R: to ieft @tn~2u-\r - -
y  i"~ 2= o ,  czyli

(11.) et.u3+  f i łu +  y ł=O i
znowu na linią krzyw a 3gn porządku: w  obydwóch 
zrównaniach po łożyw fzy  t niefkończonem, u ftaie fię. 
tąkićm: a ieżeli w  drugrem tem zrównaniu uważać 
będziemy y  t niknące przed potęgami w yżfzem i, zo- 

ftanie fię »'*•’+  /3 <m=o; to ieft u—  o, # ii2+ fi t— o, s

których pi.erwfze. w yraża  linią proftą która ieft ofią; 
drugie Parabolę: będzie więc mieć w  takowym  p r z y 
padku. linia podana cztery, odnogi, niefkęńczone, s 
których dwie zmiefzaią fię z linią proftą, dwie zas s 
Parabolą W. granicy ilości, odmiennych.

Kiedy P zamyka trzcch mnożników równych, niech.
O zawiera dw a takie mnożniki; będzie zrównanie 
ną ledwo-nieftyczną x  f*-3u?.+  f i t ~ 3u 2+ y ł n~2~ o H czy

li - - (1 II’ ) ti !! '+  fi.Uą+  y / = i 3„
C j  gdzie

R o z d z i a ł  II I . s>p
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gdzie ł, u, ftaią fię niefkończone w  granicy fwoiey: 
a zn ifzczyw fzy  f i u 1 iako niknące przy a  u3, otrzy

mamy a  w3-f- y  t-=x>.
Niech nakoniec R. zamyka iedhego mnożnika takie
go, iakich P zamyka trzech, i iakich £) zamyka dwa. 
D la  wyłożoney iuż przyczyny przybędzie nam w  
zrównaniu na ledwo-nieftyczną termin z S, a przeto 
a t"~ 3u3+  fi  tn~3u2+  y  tn~3u+- Ą fn - 3— o, czyli 

( l f . )  @ u -+ y  11+ ^ = 0 .

Zrównanie to w yraża  trzy albo icdne ty'Iko ledwo- 
nieftyczną proftą, ieżeli ieden lub trzy pierwiaftki frj 
rzetelne nierówne: oftatni przypadek zgadza lie zu
pełnie s tym któryśmy na famym początku tego §. 
roftrząfali: skąd fię wnofi, że ledwo-nieftycznii w y 
pada ta fama, uważaiąc albo w  famym tylko P  trzy 
mnożniki rzetelne nierówne'; albo razem w  P trzy, 
w  O dwa, a w  R iednego takiego mnożnika. Ale 
że zrównanie IV. rozlegleyfzym podpada uwagom 
iak przypadek naypierwlzy tego §: rolłrząśniymy ie 
wfzyftkie porządnie. leżeli to zam yka ieden tylko 
pierwiaftek rzetelny u —  c =  o , to ieft # u3+- 
f i u * + y U + Ą = ( n — c)(m u3+ n u + f))= o , kładąc c z a  

Mi w e w fzyltkie niknące terminy, odmicniemy zró* 
wnanie na
( u_c)tn~i + A tn- Ą+ B łn~r‘+ C in~6+ D tn~T+ i t. d. = o ,
a rozdziełiwfzy całe przez łn~ 3, i odnióflfzy potem 
i do oftatniey granicy; otrzymamy na ledwo-niefty-

czna - - u— c-I----= o ,  albo u— cH— — o, albo u— r-ł-
" t ł 1

C v
_ = o ,  - - albo nakoniec u— c-\-------- =  o, podlus
f i  ’  łn~3
przypadku, że wfzyftkie terminy zoftaną, albo że 
jA = o, albo że A=x>, B = o ;  albo A = o ,  B = o , C = o ;  
albo że nakoniec wfzyftkie terminy prócz oftatniego, 
będą zero; a gdyby nawet było V = o ,  zoftanie fie 
u— c = ó ,  co nas uczy, że linia profta która îeft gra



nicą linii podaney, nie ieft źadney innćy linii krzy
w e y  granica, a przeto i linia podana nie mięfza fię 
w  o d leg ło śc i  niefkończoney z żadną linią krzywą.

leżeli zrównanie IV. zam yka dwa pierwiaftki rze
telne równe, to ieft # w24  /3 it3+ y u + Ą a = ( U — c)z 

( m u + n ) ,  i ieżeli żaden inny wfpół-czynnik takowych 
mnożników nie zawiera, w ło ży  w f z y  za u, c; w  
wfzyftkie terminy niknące, przyjdziemy znowu na le- 
dwo-nieltyczną do iednego s takich zrównań (u— c)z

A  B C
- t - _ = o ,  (u— c)2+  — = o . (u— fP -ł- — = o  - - - 

ł  t1 t3
V

(u— c)M-------- = o .
'  '  tri—3

Gdyby zaś wfpół-czynnik zam ykał iednego 
takiego mnożnika u— c, na ten czas trafilibyśmy na 
ledwo-nieftyczną zamkniętą W iednem z naftąpu- 
iących.

( u - c ) ^ ń ^ l ^  =  o, albo
'  t t* t

C 1U t • f  N, ^ ( u— 0  V  4- — = 0 ,  albo na koniec na (u — c Y - i - -»-------
t3 t tn~ 3

a gdyby iefzcze A — o, B zaś zamykało iednego ta
kiego mnożnika; albo B będąc zero, C zamykało u— c, 
i tak daley poftępuiąc w  przypufzczeniu; trafićmy
, . . - . .  ,  A '( u — c)
koniecznie na zrównanie w zoru  (u — cłł -t- — -5------ —

v tv
ł

-1---- = o ,  wyrażaiące ledwo-nieftyczną; gdzie

q < n — 2 i P<<Z-
przypuśćmy nakomec że zrównanie IV. zamyka 

trzech mnożników równych (u— c)3— o. kładąc c za 
u, w e  wfzyftkie terminy niknące zrównania podane'- 
go między f, it; ieżeli żaden inny termin prócz pier- 
wfzego nie zam yka mnożnika u— c, trafiemy na zró-

A '
wnanie do ledwo-nieftyczney wzoru ( m— c)3-ł- — ==0, 

Gj **
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q<^n— 2, a ieżeli iefzcze wfpół-czynnik tn~Ą zam yka
. A (u — c)

u— c; na zrównanie w zoru  - - (u — cp-ł- —------- --t-

B' . . .  , . . .  .
—- = o .  uwazaiąc zas drugi termin naftępnie zero, a

w  tuż naftępuiącym mnożnika u— r, trafiemy na zró-
,  A '(u — c) B' 

wname w zoru - - (u — c V?h-----1____'  h-----= o .
t* &

leżeli zaś oprócz pierwfzego terminu zamykaiące'- 
go trzy mnożniki równe', inny który z naftępnych z a 
mykać będzie (u — c)2, znaydziemy na ledwo-niefty-

A'(,u_c)1 B1
czną zrównanie w zoru ( u— c)3+  — —-— 4- —  = o .

tv t'i
Nakoniec ieżeli który s terminów zrównania zamy^ 
kac będzie dwa, trzeci zaś iaki iednego takiego mno
żnika, iakich termin p icrw fży  zamyka trzech; przyi- 
dziemy do zrównania na ledwo-nieftyczną, którego

- • n. / *> t ( u ~ c ) 2 M(u— c) O
•wzor ieft: (u — -1----- —  H-----------ł- — = o .

tP t l tr
gdzie r < « — 2; (]<r,

T e wfzyftkie' uwagi terażnieyfzego §. przyftofo- 
w a w lz y  do zrównania na linie $go porządku, znay-. 
dziemy fzefiłaścia przypadków różnych mogących 
mieć mieyfce iuż to w  njnożnikach famych pierwfze-. 
go  terminu, iuż w  kombinacyach z nim innych ter-, 
minów zrównania. Skąd J. P. Euler wyciągnął fże- 
fnaście rodzaiów Linii jg o  porządku co do liczby i 
różney uatury kdwo-niełtycznych. Każdy zaś tako
w y  rodzay maiąc właściwy w zór fwego zrównania, 
dzielić fię może na różne gatunki wypadaiące s kon- 
d\cyi wprowadzonych na wfpól-czynniki terminów, 
tak iakeśmy widnieli W  porządku drugim. Newton 
który w  dziele fwoim Enumeratio Lintarum tnrtii or- 
diiiis uważał włafności i różnice linii krzywych W 
odległości Ikończoney, naznaczył ich (icdmdziefiąt i 
dwa gatunki; Teorya J. P. Eulera będąc daleko pro

ści eyfza
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ścieyfzą « ogólnieyfzą, nie tylko więkfzą miała u Geo
metrów pomyślność, ale nawet daie widzieć, że li
czba gatunków przez Newtona podana ieft niedokła
dna. Roftrząfanie wfzyftkich tych rodzaiów linii, bę
dąc tylko przyftófowaniem początków teraźnieyfzego 
§. do przykładu fzczególnego, nie uczyni żadney tru
dności, ktokolwiek w  całey ogólności teoryą tg ogar
nął, i przypatrzył fię działaniom na linie z go po- 
.rządku. Przydadi nam tu tylko należy iednę wła- 
•fność ledwo-nieftycznych fzczegółnie z uwag nad li
niami $go porządku wypadającą, która ieft wielkiey 
•wagi i na w y żfze  porządki.

W v f t a W - n i V  f o b l 6  na fięr. ? n l i n i a  L r r w M r n  *5 ern r»rv-

trzy ledwo-meityczne prolte wypadające s trzećh mno- cinwni wyli* 

żników rzetelnych nierównych, w  terminie naywyż- 
-fzego wymiaru zawartych. Poniew aż te ledwo-nie- 
•ftyczne profte wyrażąią fię zrównaniami wypadaią- F‘g« W* 
cemi z dwóch pierwfzych terminów zrównania poda
nego, idzie za tem że dwa te terminy P, Q , fą fpólne' 
zrównaniu $go ftopnia na linią krzyw ą, i zrównaniu 
tegóż ftopnia fltładanemu, które w yraża  trzy iinie 
profte. Wlpół-czynnik zaś iedney ilości odmienney 
w  Q , będąc równy fummie pierwiaftków; wyrażać 
będzie razem przyftaw y do linii proftey, i przyfta- 
w y  do linii k rzyw ey  należące. -Z równości tych 
p rzy ftaw  zaftanówmy fię, czy iaka ważna włafność 
nie wypadnie. Na ten koniec w yfta w m y fobie dwa 
zrównania $go ftopnia.

y3+ (bx+ e)y1-ł-(cx2+-fx+h)y+'dx'3+gxi + ix + k = o  - - -  (A '),  
k *-h (b x+ e)zz+,(cxh+jx + H )z + d x 3 + g x 'i4-lx+K=>o  - - ( l i ') ,

s których pierwfze (A ’) w yraża  linią krzyw ą 3go 
porządku maiącą fześć odnóg niefkończonyćh; drugie 
•zaś ( B ')  wyraża trzy linie profte; dla tego wfpół- 
czynniki H, 1, K, w yftaw m y fobie takie* żeby to zró
wnanie mogło fię rozebrać na trzy pierwfzego fto- 
pnia; będzie więc na fig. 29. PL+PM -hPN =  —  bx—  r, g* 
PF+PG+PH— — bx— ej a przeto PL+PM+P^=PF-+-

G ą PG +
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PG-i-PH, czyli przyw iódlfzy  ie do zero:
FL— GM +HN— o, i podobnie f n — gm + h l— o. 

każde' s tych zrównań zamyka kondycyą wyrażaiącą 
iftotną cechę ledwo-nieftycznych, to ieft: ieżeli przy- 
ftawa czyli linia profta iakakolwiek przecina w e 
trzech mieyfcach odnogi krzyw e i ledwo-nieftyczne'; 
dwa odcinki te'y linii proftey między Iedwo-niefty- 
cznemi i odnogami krzywe'mi zawarte, równe' fą 
trzeciemu odcinkowi idącemu w  ftronę przeciwną. 
W liniach więc Igo  porządku gdzie trzy zachodzą 
ledwo-nieftyczne, trzy odnogi linii k rzy w ey  nie m o
gą zmierzać ku iedney ftronie z ledwo-nieftycznemi, 
ale ieżeli dwie wykierowane fą względem  odnogi 
ku pewney iakiey ftronie, trzecia mufi bydź w y- 
kierowana przeciwnie: i tak n.p. na fig. 2p. odno
ga SM nie może przechodzić za G, żeby fię ftała 
wkleiła do ledwo-nieftyczney B G ; boby zrówna
nie FL— GM-t-Hi\r= 0  nic miało mie'yfca w  tako- 
w e m  przypadku. Stąd fię wnofi iż nie może bydź 
•żadnego rodzaiu w  liniach j g o  porządku maiącego

dwie ledwo-nieftyczne w zoru ,l== ~ > a iednę tylko

A  A
w zoru 1 1 = —, bo u = — będąc nietkończenie mniey- 

t /* .

fze'm od » = —; bydż nigdy nie może, aby dwie takie

ą
w yrów nać miały iedney ledwo-nieftyczney u—  —:

ale ieżeli fię iedna u =  — znayduie przy  innych wzo- 

A
ru u= —: druga takaż znaydować fię także mufi. 

t1

A  ieżeli niemafz żadney tedwo-nieftyczney u—  le-

dwo-nteftyczna t t = — nić może fię nigdy fama znay- 
t* ‘ " dować

1 0 4  G e o m e t r y i  w y ź s z e y
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dować przy innych u =  _ , i ogólnie żadna ledwo-

nieftyczna niżfzego porządku, nie m oże fie znaydo- 
w a ć  f a m a  p r z y  ledwo-nieftycznych p o rzą d k ó w  w y ż 

fz y c h .
Ciągnąc daley teoryą ledwo-nieftycznych na cztery 

m n o ż n i k i  rzetelne w  terminie P n a y w y ż iz e g o  w y 
m iaru, i tę ftófuiąc do zrów nania  na linie 4go p o
rządku, u w a ż a ć b y  nam p r zy fz ło  w  niem naftępuiące' 
p r z y p a d k i .  Naprzód: kiedy termin n a y w y ż fz e g o  w y 
miaru za m yk a  w fz y f tk ie  cztery m nożniki uroione'. 
Poiutóre: kiedy z a m y k a  d w a  rzetelne n ierów ne, a 
d w a  uroione. Potrzecie: d w a  m nożniki rzetelne ró
w n e ,  a d w a  uroione. Poczwarte: w fz y ftk ie  cztery 
m n o ż n i k i  rzetelne i nierówne. Popiąte: m nożniki 
rzetelne d w a  r ó w n e ,  a d w a  n ierów ne. Pofzofte: d w a  
m nożniki rów ne, i d w a  drugie rów n e, ale każd a  para 
od fiebie różna. Poftodme: kiedy trzy  m nożniki rzetel
ne równe', a c z w a r ty  n ierów ny. Poófme: kiedy wf/.y- 
ftkie cztery  m nożniki  rzetelne m iędzy iobą ró w n e . 
W każd ym  s tak o w ych  p r z y p a d k ó w  uw ażaiąc  terminy 
niknące, a biorąc inne na ich mieyfce; p o w tóre  ro- 
ś c i ą g a i ą c  m nożniki  do dalfzych term inów, w y n a le ź l i 
b yśm y w ie le  ro d zaió w  linii k rzy w y ch :  a przefzedł- 
f z y  p rzez  w fz y f tk ie ,  p o k a z a ło b y  nam fię 14« r o 
d za ió w  linii k rz y w y c h  4go  porządku różniących fię 
l e d w o - n i e f t y c z n e r n i ,  czyli  odmianami, k tó rym  podlc- 
gaią w  oftatnich granicach w fp ó ł-u fzy k o w a n y c h .  K a 
żdy żaś t a k o w y  rod zay  uw ażaią c  w  odległości fkoń- 
czo n e y , odkrylibyśm y gatunki do niego należące. 
Idąc do w y ż f z y c h  p o rzą d kó w  liczba rodzaiów  w zr d -  
f t a ć  będzie co r a z  barziey, dla tego że fię liczba 
kom binacyi W mnożnikach znacznie p o w ię k fz a .

§. XXI.
G r a n i c e  i lo śc i  w z r a f t a i ą c y c h  o d k r y ł y  n a m  tyle 

z n a k o m i t y c h  cech i w ł a f n o ś c i  w  l i n i a c h  k r z y w y c h :  

o b i e c y w a ć  f o b i e  m o ż n a ,  ż e  fą i e f z c z e  i n ne  p r z y m i o t y ,  

którć od granic i l o ś c i  u b y w a i ą c y c h  z a w i f l y .  A  i a k o  
Gj -  * t a m t e
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O granicach tamte' w yp łyn ąw fzy  ze ftycznych prowadzonych do 
ilości  odległości niefliończoney należały do odnóg bez koń-
Mw^«yeh"wł4 ca lię ciągnących; tak teraźnieyfze ftófuiąc do fty- 
fnościach linii cznych pewnych łuków , odkryć nam mogą charakte- 
krzywych. ry linii krzywych w  odległości fltończoney. Potrze

baby nam więc do ninieyfzych uw ag, w  zrównaniu 
na linie iakiegokolwiek porządku, ilości odmienne 
przywieśdź do ftanu ciągłego i nieprzeftannego uby
w ania. Stan tak o w y ubywania wfpół-ufzykowanych 
zmnieyfza łuk linii krzy wey, a w  oftatniey granicy 
p rzyw odzi go do punktu, lub do ftyczney mięfzaią- 
cy lie z dwiema przyłegłemi punktami linii k rzy
w ych. Skąd nam łatwo przewidzieć, że włafności 
punktów różno-rodnych iakiemi fą punkła podwóy- 
ne, potróyne, poczwórne i t. d. powtóre, fpofob 
oznaczenia i prowadzenia ftycznych, zawifly od 
teoryi granic ilości ubywających. A  iako w  grani
cach wzroftu z ledwo-nieftycznych proftych wynay- 
dow aliśm y inne linie krzyw e mięfzaiące' fię w  odle
głości nielkończoney z linią podaną; tak doświadczać 
będziemy, ieżeli teorya granic ilości ubywających nie 
nauczy nas o zamianie łuków  iedney linii krzyw ey  
na drugą, a przeto ieżeli nie odkryie nam fpofobu 
równania linii zawikleyfzych s prościeyfzemi. Z a 
głębm y fię w e wfzyftkie te uwagi, maiąc na pamię
ci te wfzyftkie początki, któreśmy o oftatnich gra
nicach wzroftu lub ubywania ilości odmiennych na 
początku tego rozdziału w yłożyli.

Wiemy że ilości odmienne maią (o) za granicę cią-» 
głego ubywania: niech będzie zrównanie IV—  o nay- 
ogólnieyfze' między dwiema ilościami odmiennemi x ,  
y, iakiegokolwiek ftopnia; y = o  daie nam zaw fze 
przecięcia linii k rzyw ey  od osi; zaś x = o  przecię
cia teyże linii krzyw ey  od przyftawy wychodzacey 
s początku odcinków: ieżeli więc w  liniach krzy
w ych znayduią lię takie włafności przywiązane do 
dwóch granic, te wypaśdź nam koniecznie mufzą s 
teraźnieyfzey teoryi; a iako x — OQ , y— CO grani

cach
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e a c h ‘ wzroftu dały nam ftófunek — fkończony; tak i

teraz x = o ,  y = o ,  dadzą nam takie  ftófunek — lkoń-
X

czony, wyrażaiący tg włafność od granic zawiftą. A l
bowiem podług §. i <5. Algebry w yraz  § pokazuie 
wartość (kończoną. leżeli więc na fig. }o  odcinko- F‘§* Jo* 
w i  A P = x  odpowiada przyftawa PM— y taka, iaką 
w y ra ż a  zrównanie W— o, n a zw a w fz y  te wartości 
punktowi Af odpowiadaiące x = p .  y = q ;  p, q uczy-r 
nić powinny zadofyć zrównaniu (S. y. Algeb.) a 
przeto w ło ży w fz y  p za x , q za y, wfzyftkie termi
ny znifzczyć. Poprow adziw fzy  teraz przez Al ró* 
wno-ległą osi MS, i n a z w a w fz y  MS— t, SN— u, x =  
p-hł, y = q + u ,  i te wartości w ło ż y w fz y  w  zrówna
nie' W = o, oś zaś A P  przeniófzy na MO, początek 
odcinków na Af; ponieważ p, q, były pierwiaftkamj 
do punktu Af, i tam całe zrównanie' przywiodły do 
zero, ten zaś punkt M ieft teraz początkiem odcin
k ó w  na osi A/O, więc u niego wfpół-ufzykowane p , 
q, znikną, i niezoftaną fie w  zrównaniu ITi=o, tylko, 
terminy będące' funkcyą (, uj to ieft, zrównanie W— a 
kładąc x = p + ł ,  y— q-hu ftanie fię:

o= A t-bB u+ C t*+ D tu + E u *+ G ti+ H t2u+ ltu*+ K it3+ W  
-ł- i t. d. = o  ■> - (k ) .
gdzie A , B, C, D, i t, d. fą ilościami ftatecznemi: 
to zaś zrównanie w yraża  tę famę linią krzywą, któ
rą w yrażało  fP = o ,  ale wfpół-ufzykowaDe które 
przedtem należały do osi A Q ,  teraż należą do MS, i 
p, q, fą teraz nieodmienne'. Im punkt N  zbliża fię 
barziey do punktu Af, tem i czyli MS, cq raz barziey 
maleie, tem punkt N  linii krzyw ey, zbliża fię bar
ziey do punktu L linii proftey-, a przeto łuk MN  do 
linii ML: linia więc profta ML ieft granicą łuku MN, 
do którey fię ten łuk coraz barziey zbliża, ale którey 
nigdy "ie może dofiąc, nie odmieniwfzy fwey natury.
Odnioftizy W zrównaniu (x)  ilości ubywaiące t, u,
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do fwych oftatnich granic, wfzyftkie potęgi wyżfze' 
znikną przed nayoiżfzą, i zoftanie fię A t+ B u— 0\ aże 
wfpół-ufz.ykowane MS, A’S, dofiągłfzy oftatnich gra
nic fw ego ubywania łuk MN  zamienia ifię na ftyczną 
ML, przeto At-*-Bu— o ieft zrównaniem na fty- 
czną ML. Każda więc ftyczna ieft granicą łuku ni
knącego; ma bowiem dwa punkta fpólne z linią 
krzyw ą: zmnieyfzaiąc co raz barziey łuk linii krzy
w e y ,  zbliżamy fię do tych punktów tuż przyległych, 
ale tych dwóch punktów nie możemy dofiąc, 
chyba że linia k r z y w a  całą naturę odmieni. D w a  
bow iem  punkta tuż przyległe, czyli mowiac ięzy- 
kiem geometrycznym, d w a punkta niefkończenie "bii- 
fliie nie czynią linii k rzy w e y j  bo wiemy z Rozd. I. 
że tylko fama linia profta oznacza fię dwiema pun
ktami, ale linia k rzyw a  nayprościeyfza potrzebuie 
ich więcey. leżeli do poznania natury linii krzy
w e y  fzukamy tylko iednego punktu, i ten w y r a z i -  
w fz y  zrównaniem, czyli iak fię tłómaczyli dawni Ge
ometrowie znalazłfzy mieyfce geometryczne tego pun
ktu, mamy zrównanie na linią krzyw ą, przeftaiemy 
na iednym punkcie dla tego, że wfzyftkie inne pun
kta uw ażam y takiem prawem opifane do iakiegośmy 
przyfzli  w  zrównaniu, i że ten punkt przez funkcyą 
ilości odmiennych, w yraz iw fzy ,  to famo prawo od
miany rościągamy do wfzyftkich innych punktów. 
Powtore do oznaczenia linii krzyw ey potrzeba nam 
koniecznie wiedzieć prawo, podług którego odmie
nia fię punkt tę linią krzyw ą opifuiąc; ieżeli m amy 
zadanie i kondycye iakie do niego przywiązane, i ie
żeli te kondycye lą wyftarczaiącć, zamykaią w  fobie 
ukryte prawo ciągłości, które my tylko tłómaczemy 
na znaki fzukaiąc zrownanid, a przeto dofyć 'nam 
ieft takowe praw o znane s kondycyi pytania do ie
dnego punktu przywiązać, aby cała linią poznać. 
Ale w yftaw m y lobie że mamy łuk iakiey linii krzy
w e y  z  nikąd nieznaney, a chcąc doyśdź prawa po
dług którego taka linia ie f t  apifana, mufielibyśmy

» p r o w a d z i ć
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prow adzić  wfpół-ufzykowane przez w ielką  liezbf 
punktów, a znacząc ich odmiany, trzebaby jiam w 
tych odmianach iakiegoś upatrywać prawa j zw ią
zku, a ten doftrzegłlzy, dopierobyśmy przyfzli do 
poznania linii podaney. W takim przypadku pofta- 
w iw f z y  *'f myślą, nigdyby nam dwa, ani trzy, ani 
n a w e t  cztery punkta tuż przyległe nie wyftarczyły 
do poznania linii k rzy w ey , co nie tylko należałoby 
przypilać fiabości nsjfzego umyttu, ale nawet naturze 
rzeczy. Idąc bowiem od punktu linii k rzyw ey  do 
tuż przyległego, różnica dwóch położeń ieft tak ma
ła, że iey z żadną flcończoną ilością porównać nie
podobna, i póty nie może bydź doftrzeżona, póki 
fliończoney iakiey nie doydzie miary; to ieft póki 
pewnego łuku linii k rzy w ey  nie przeydziemy; łuku 
zaś takiego, który iftotnie do tey a nie infzey linii na
leży, Na łuk zaś ti ki trzeba nam pięć punktów w  linii 
2go porządku, 9 w  linii $go i t.d. podług §. VI. leżeli 
w ięc  dwa punkta tuż przyległe nie czynią nigdy li
nii krzyw ey, poznamy łatwo z e  uważać linią k rzy
w ą  iako złożoną z linii proftych nielkończenie ma
łych, prowadzonych do każdych dwóch punktów 
przyległych, nie ieft to uważać ią geometrycznie, bo 
taka uwaga ieft przeciwna pierw izym  początkom 
Geometryi. Możemy iey użyć kiedy idzie o iaki w y 
miar n.p. płafzczyzny linią krzyw ą zamknigtey, lub
o iaki praktyczny rachunek, nie mogąc tego rachunku 
drogą ściflości geometryczney doftąpić, iak przymu- 
fzeni iefteśmy czynić prawie w e wfzyftkich zadaniach 
fizyki, ftófuiąc Geometryą do fkutków Przyrodzenia; 
ale to ieft tylko droga zbliżania podobna do tey, ia- 
kąśmy fzli w  fzeregach nielkończonych. Nigdy zaś 
nie można tych przypufzczeń używać do dowodu ia
kiey praw dy ogólney, boby te naprzód przy czyftem 
rozumowaniu nigdy nas do prawdy ścifley nie przy
wiodły, a przy nieoftrożności ftaią ifi^źrzodłem prze
ciwnych w ypadków , lub fałłzyw ego dowodu. S tych 
uw ag których dotąd nie itarano lig w  fwem świetle

w yftaw ić,
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wyftawić, rozfądzemy łatwo tyle błędnych dow o
dów, rossianych między nayściśleyfze Geometryi pra
w d y  od wielu A utorów .

D w a  punkta tui przylegle’ w  linii k rzy w e y  ozna- 
Spofób w y n a y  czaią położenie ftyczney, która przeciągniona poka- 
dowania pod. zuie na tym mieyfcu kierowność punktu opifuiącego 
ftycrnych w jjnją krzywą: gdyby ta kierowność zoftała liieod- 
lunach krzy- punkt opifałby linią proftą: ale źe ta kiero-

yi * wność odmienia fię idąc od każde'go punktu do tuż
przyległego, powftaie stąd linia krzyw a, którą można 
uważać opifaną od punktu odmieniającego w  każdeni 
mieyfcu fwoię kierowność, tę zaś kierowność po
kaźnie ftyczna u każdych dwóch punktów przyle
głych łimi krzywdy. Przenióflfzy oś linii k rzyw ey  
i początek odcinków do tego fairaego punktu dotyka
nia fię, a odnioflfzy ilości odmienne do fwych granic 
ubywania, zrównanie na ftyczna ieft A ł+ B n = o ,  skąd

fig. jo, “  — _l?. s podobieńftwa tróykątów LSM, MPT ina-
t B

my LS:M S= M P:PT= — A:B, przeto PT—  ~  —  zró-
A

wnanie ogólne na wynalezienie PT, którą nazwano 
P o d s ty c z k ą  (Subtnngens), a przeto na prowadze
nie ftyczney” do iakieykolwitk linii krzywey: fpofólł 
ten ogólny prowadzenia ftycznych zamyka fię w  na- 
ftępuiącem prawidle.

Maiąc zrównanie podane na linią krzyw ą, połóż 
„  naprzód q za y, p za skąd powftanie związek 
r, na p, ą, czyniący zadofyć zrównaniu w  punkcie M: 
, ,pow tóre  w  toż zrównanie podane połóż powtór
n i e  x = p 4 -t, y = q + ir , w ym aż naprzód te' terminy, 
„  które w ypadły  na zadofyć uczynienie w  pierwfzem 
y, przerabianiu zrównania, potem opuść wfzyftkie 
,, potęgi w y żfze  t, uh i zoftanie fię A t+B u-=o, skąd

_R/ł
----- - daie podftyczną, a przeto położenie ftyczney

jj A
„ d o  punktu danćgo„

Przykład



Przykłnd na Parabolę: Zrównanie na linią k rzy w ą  
y i— 2ax  kiadąc naprzód p  za x , q za y , zamienia fig 
na q*=2ap-, powtóre kładąc x = p + t ,  y ~ q + u ;  za
mienia fię na q 2+ iqu-bu2= ia p + 2 a t ,  aże q*= zcip , 
opufzczam te terminy w  oftatniem zrównaniu, po

tem ti2-, * zoftaie mi fig ai— qii-=o. sknd — =  — =

* 9
__A  ---Bo q2 O2
------ , P 7 == ------ =  — , aźe f l = — , wiec P T = ip :

B A a  2p
podftyczną więc ieft dwarazy w igkfza od odcinku. 

Przykład na Hyperbolf Niech będzie zrównanie na 
k 2

linią krzyw ą y * = — ( x2— S~)> czyli yxg 2= k 2x 2— k2g*,

kładąc p  za x ,  q za y\ zamienia fig na q2g * = k 2p 2—  
k2g 2 - - '  (<t)v kładąc powtóre x = p + f ,  y = q + u, za

mienia fig na g 2q2+ i g 2q u + g 2u'l = k 2p 2+ 2 k2p t+ k2t2— ^2g*i 
w y m a z a w fz y  naprzód terminy zamknięte w  zrówna
niu (u ), powtóre potęgi w j'żfze  t, u, zoftanie fig 
k2pt— g *qu = o;  przeto A — k^p, B— — g^ąs P T =

----- aże z  zrównania (#) mam k2= . -  --— .
A  k2p  Ł

TP s
więc P T =  — —— , co fig właśnie zgadza z w ypad

kami Rozdziału 2go. T ym  fpofobem na w fzyftkie  
linie krzyw e, których zrównania przywieśdź fig mo
gą do w yrazu całkowitego znifzczywfzy ułomki; i  
do w yrazu wymiernego zgubiwfzy znaki pierwiaft
k ow e; mamy ipofób ogólny prowadzenia ltycznych.
Lubo zaś teraznicyfzy Ipofob ftófowaliśmy do wlpół- 
nfzy'kowanych pionowych, m a on jednak to famo 
użycie i W ukośnych, które' możemy łatwo za pomo
cą trygonometryi przerobić.

§. x x n .

Znaleźliśmy dopiero podftyczną P T =  — — , A , B,
A

bfdąc
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będąc wfpół-czynnikami zrównania A t+ B u— o; gdy.
by  w  ty m wyrazie podftyczney było A = o , P T  w y- 

Utów dwoi- pada niefkończona, i na ten czas kąt PTM  znikną- 
stych, i troi- w fzy, ftyczną ftaie fię równo-ległą ofi TQ i gdyby zaś 
ach krW l̂n'" ^yło B = o , P T  ftaie fię także = o ;  co nas uczy, że 
ac rrywych p unkt; T  przypada w  famym początku odcinków, 

skąd wychodząca przyftawa ielt ftyczną linii krzy- 
,0* w e y.  S tych dwóch uw ag wypada nauka barzo 

wielkiey w agi w  Matematyce w y żfze y  o przy (la
w ach N a y w i ^ k s z y c h  i n a y m n i e y s z y c h  (D e maxi- 
mis £9* minimis). Zaifte w eźm y fobie za przykład 
EHipfę lub koło, w  nich kiedy ftyczną ftaie fię ró- 
wno-ległą osi, pokazuie mieyfct przyftaw y naywię- 
kfzey, po którey idące inne zmnieyfzaią fię, a przeto 
pokazuie razem naywiękfze wzniefienie fię linii krzy
w e y  nad oś: kiedy zaś (tyczna ftanie fię równo-ległą 
przyftawóm , pokazuie odwrot linii k rzyw ey  i przy- 
ftawę naymnieyfzą. Te zaś poznawania zwrotu lub 
wynioflości linii krzywych lą wielkiego barzę uży
cia do poznania ich ryfunku W odlegfości (kóńęzo- 
ney. Szukaiąc przez fpofób §. poprzedzaiącego pod
ftyczney na Ellipfę, którey zrównanie' y*g'l -ł-k2x * =  
k 2g*, kładąc naprzód p za x , q za y; wypada - - - 
g 2q--hk2p'1= k 'tg 2 - - (/,3). powtóre kładąc x = p + t ,  
yz=±q+-u, znaydziemy na A t+ B ł= o , g 2q u + k2pt= o~

gdzie A = k * p , B = g * q . Podftyczna P T =  — —  =
A

— 2-----, kiedy w  Ellipfie ftyczną ieft równo-ległą osi
k*p

P T =  3, bo A = o ,  czyli k2p=zo. gdzie k nie mogąc 
bydź zero, wypada p = o :  w p ro w adziw fzy  w  zró
wnanie (f i)  kondycyą wypada q = ± k ,  to ieft 

że przyftawa naywiękfza ieft równa pół-Osi inniey- 
fze'y. Kiedy zaś w  Ellipfie ftyczną ftaie fię rów no
ległą przyftawóm, na ten czas B = o ,  czyli g 2q = o , 
gdzie zrtowu nie może bydź tylko q— o: w p row ad zi

w fz y
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w f z v  te kondycyą w  zrównanie, otrzymamy p= ±g-, 
to ieft że odcinek nayw iękfzy, ieft równy poł-osi 
w iekfzey, a iako na' każda s tych naywiękfzych il0. 
ści dwie w ypadły wartości, przeto dwie fą przyfta- 
w v  naywiękfze' w  Ellipfie pokazuiące dwa podmefie- 
nia fię linii krzyw ey  iedno nad, drugie pod osią; po- 
wtóre dwa odwroty teyże linii k rzy w e y  na oby- 
dwoch końcach osi więktzey. V/ tych zas przy
padkach w idzem y, że w  Ellipfie takiem zrówna
niem opifaney odcinkowi naymnieyfzemu odpowiada 
przyftawa naywiękfza, a przyftawie naymmeyfzey 
odcinek nayw iękfzy. Ponieważ wiec w  tey teoryi 
wypadaią razem rzeczy naymnieyfze i naywiękfze, 
chcnc ią° Jo zupełney ogólności i dofkonaiosci 
przywieśdź, potrzebaby wynaleśdź prawidło na ro
zeznanie w  każdym przypadku kiedy i co wypada 
naymnieyfze, a kiedy i co naywiękfze'.  ̂ Bo iefzcze 
należy nam oftrzec, ‘ że nie zawfze wypada przyfta- 
w a  linii k rzy w ey  naywiękfza, kiedy ftyczna ieft >'(> 
wno-lepią osi; i nie zaw fze naymmeyfza, kiedy ieft 
równo-legła przyftawom: ale w  picrwfzym  przy
padku bydź może nńymnieyfzą, w  drugim naywię- 
kfzą. W yftawm y fobie że linia k rzyw a  ma taki ry- 
funek iaki nam pokazuie fig. j i .  w  punkcie A  przy
ftawa będzie naymnieyfza, chociaż tam  ̂ ftyczna LM 
ieft równo-ległą osi; a w  punkcie O moż.e bydź nay. 
wiekfzą, albo ani naywiękfza ani niiymnieyfza, chor 
ciaż ftyczna ieft równo-leglą przyftawie^ PA. Te 
wfzyftkie przypadki potrzebuirj nayogólnieyfzych 
prawideł na rozeznanie iednych od drugich: i czynią 
te teoryą iedne z nayobfzernieyfzych w  rachunku Dif- 
ferencyainym, do którego ią odkładamy, Będzie 
nam miło w  obfzernem tam wyłożeniu tey nowey 
teoryi, i iey użyciu dadi poznać w yfokic  w ynalazki 
"Ŵ ieikich wieku nafzego Geometrów Mac-laurin, dela 
Grangę, Eulera. "Wróćmy fię do pie’fwfzyęh uw ag
nad ftyczpemi, _ n  . 1

Widzieliśmy iuż wypadaiace wartości ltycznycn, 
H " czyniąc
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czyniąc w  zrównaniu PT— — — , A — o famo, po-
A

tem B famo = o .  uczyńmy teraz razem A — o, B— Oj 
zrównanie' na podftyczną llaie £’ * zrównanie na fty- 

u — A
czną -  =  — -  =  5. Wyraz ten £ podług §. 16. AI-

, gebry ieft wyrazem  nieoznaczonym oftrzegaiącym
nas, że po wynalezieniu ftycżnych wrócić nam lig 
potrzeba do pierwfzego zrównania (Aj §• 21: tam 
uczyniw fzy A = o ,  B —  o, dwa terminy nayniżfzego 
wym iaru nie będą lię znaydować w  zrównaniu, ale 
na ich mieyfce Ctz-ł-Dtu+Eu2 la terminami wymiaru 
nayniżfzego, przed któremi inne potęgi nikną, a któ
re przeto dadź nam powinny wartość ftyczney. Z r ó 
wnanie więc na ftyczną ieft Ct1+ D tu + E u *= 0  - - ( y)- 
to zrównanie rozebrać fig może na dwa pierwfzego 
ftopnia rzetelne lub uroione, równe lub nierówne, 
leżeli D ẑ >4CE, dwa pierwiaftki zrównania (y )  fą 

rzetelne nierówne, każdy z  nich wyraża ftyczną do 
j.j ?0 punktu Mj więc do punktu M należą dwie ftyczne 

ofobne i rożne, a przeto mufzą bydź dwa łulci linii 
k rzy w e y  przecinaiące lie w  punkcie M, iakie nam 
maluie lig. 52. K °.  ;°. VM, NM , do których prow a
dzone ftyczne LM, JIM, pokazuią kierowność każde-* 
go łuku w  punkcie M, który ieft punktem dwoiftym.

leżeli D 1=4-CE  zrównanie' ( y )  zam yka dwa pier

wiaftki równe rzetelne, co na:, uczy, że obydwie fty
czne LM, JIM, zefzły lię razem, i odnogi dwie linii 
k r z y w e y  w  punkcie Al wzięły  iednę kierowność, 
czyli te odnogi dotykaią fię s lobą w  punkcie M.

leżeli zaś D 2< 4 f £  dwa pierwiaftki zrównania 
(y )  fą uroione, co nas uczy że M znaczy odnogę 

iaykowatą zamienioną w  punkt dwoifty lprzężony 
2. Każda więc linia k rzyw a w  którey zrównanie 

( y )  ma mieyfce, zam yka punkt dwoifty, w  którym

albo fię dwie odnogi przecinaią i czynią węzeł; ; lbo
lig

U 4  G e o m e t r y i  w y ż s z e y



fie dotyka ią ; albo nakoniec ten punkt dwoifty ieft 
punktem fprzężonym: podług trojakiego gatunku
pierwiaftków ( y ) .

Gdyby ief/.cze w  zrównaniu ( y )  nie tylko A , B, 

ale C, D, E, byty —  o, na ten czas terminy Ft*+- 
(5<2M-t-HfuJ-ł-Iu3 byłyby wymiarem nayniżfzym przed 
którym wfzyftkie inne w y żfze  zniknąwfzy, mieliby
śmy Ft3+Gt*u+-Utu*+lu3— o - - - (Ą,) to zrównanie 
mogąc fię rozebrać na trzy pierwfzego ftopnia, od- 
fcryie nam punkt troifty w  Af; to ieft albo taki, przez 
który przechodzić będzie iedna odnoga linii kizy- 
w ć y  i gdzie razem druga zamieniła fię W _ punkt 
fprzężony, ieżeli zrównanie (Ą )  md ieden pierwia

ftek rzetelny a dwa uroione; albo punkt taki, w  
którym fię trzy odnogi linii k rzyw ey  przecinaią, ie
żeli trzy pierwiaftki fą rzetelne nierówne; _aJbo 
punkt w  którym fię trzy odnogi dotykają, ieżeli 
pierwiaftki rzetelne fą wfzyftkie równe: albo na koniec 
punkt, w  którym fię dwie odnogi dotykaią, a trzecia 
ie przecina, i e ż e l i  dwa pierwiaftki rzetelne fą równe, a 
trzeci nierówny. Z a w fze  zaś lima profta przecho
dząc przez punkt Af troifty przecina linią k rzy w ą  w  
trzech mieyfcach, tak iak przecinając ią w  punkcie 
dwoiftym uważana bydź ma iak gdyby w  dwóch 
mieylcach tęż linią k rzy w ą  przecięła. Idąc daley za 
tem rozumowaniem, możemy fobie iefzcze w yftaw ic, 
że wfzyftkie terminy zrównania (Ą )  zero, a na 

ten czas przypadnie nam wziąść na ftyczną z zró
wnania (A ) terminy fkładaiące czwarty wymiar: ta
kow e czwartego ftopnia zrównanie roftrząfaiąc, znay- 
dziemy mu punkt odpowiadający poczwórny, po- 
wftaiący albo z dwóch punktów fprzężonych, albo 
czterech odnóg fię przecinających lub dotykających, 
albo s czterech odnóg s których dwie fię dotykają, a 
dwie inne ie przecinaią w  tymże famym punkcie. 
Przecinwfzy linią krzyw ą w  takow ym  poczwórnym 
punkcie, uważać w t e m  przecięciu należy, że linia 
r  j j ,  profta

R o z d z i a ł  I I I .  H f
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proftd w  czterech punktach przecięła krzywą. Stąd' 
łatwo nam barzo ułożyć żrównania ogólne na linie 
krzyw e maiące punkta poiedyncze', dwoifte, po
czwórne', i t. d. Zaifte żeby zrównanie wyrażało 
linią k rzyw ą  maiącą punkt poiedynczy, potrzeba na
przód, żeby to mogło bydź przywiedzione do zero, 
p o łożyw fzy  p  za x , q za y: powtóre żeby kładąc za 
x ,  p-V-t, za y, ti+ir, odmieniło lig na zrównanie między 
t, u, takie, któreby W oftatnich granicach ilości ubywa- 
iących zamienić fię mogło na At-frBu^to, a przeto wy- 
raz iw lzy  takie zrównanie przez P (x --p )+ Q (y — q)— o, 
P  i Q  b\dz powinny funkcyami x ,  y, i całe zrównanie 
nie powinno bydź rozdzielne przez x — p, ani przez 
V— ‘Ii potrzeba bowiem zawfze aby to zrównanie 
przerobione' na t, u, w zięło  w z ó r  zrównania ( a ) .  
Podobnie zrównanie na linią k rzyw ą maiącą punkt 
dwoifty  w yrazić  możemy przez P (x — p)*+Q_(x— p) 
(y— q )+ R (y — q)2— o, w  którem P, Q , li, bydź po
w in ny koniecznie funkcyami x , y, całe zaś zrówna
nie nie powinno bydź rozdzielne ani przez x — p, 
ani przez y — q. Skąd łatwo poznaiemy że linie 2g0 
porządku nie mogą mieć punktu dwoiftego, w  nich 
bowiem P, Q , R, muliałyby bydź funkcyami ftate- 
cznćmi; a przeto zrównanie podane nie na linią 
k rzyw ą, ale byłoby na dwie linie profte. leżeli 
iefzcze linią krzyw ą maiącą punkt troifty opifzemy 
zrównaniem - - - P (x — p)*-\-Q(x— p ) 2(y— q) H- 
R ( x — p )(y — q)2+ S(ij— q p = o y  P, Q , R, S, bydź po
w inny funkcyami ilości odmiennych,’ powtóre całe 
zrównanie nie powinno bydź rozdzielne przez x — p, 
ani przez y— q-, dla czego linie $go porządku nie 
mogą mieć punktu troiftego; ale iako porządek trze
ci ieft nayniżfzy, który mieć może punkt podwóy- 
ny; tak porządek czwarty nayniżfzy, który mieć mo
że albo ieden punkt troifty albo dwa dWoifte. Co 
nam łatwo ieft rościągnąć do linii krzywych porząd
k ó w  wyżfzych, to ieft: że linia porządku n nie mo
że mieć punktów mnogości więkfzey od ji— i.

§. XXIII.



R o z d z i a ł  III. *17

§. XXIII.
Uważaiąc odnogi nielkończone w  liniach krzywych 

przez  granice ilości wzraftaincych doświadczyliśmy, 
iż  zrównanie podane znifzczywfzy w  niem wfzj'- 
ftkie terminy niżfzych w ym iarów , prócz dwóch 
pierwfzych dały nam ledwo-nieftyczną proftą. oca
li w fzj '  zaś w  niem w iękfzą  liczbę terminów, w y p a 
dła ledwo-nieftyczna k rz y w a  mięfzaiąca fię W  odle
głości nieflcończoney z linią podaną. Te zaś ledwo- 
nieftyczne krzyw e daleko nam lepiey w yd aw ały  
włafności linii podaney iak ledwo-nieftyczne profte. 
Podobnie w  teraźnieyfzych dociekaniach ocaliwfzy 
więcey terminów w  zrównaniu
o==Jt-hBu+Cł2+ D iu+ E u2-i-Fł3+ G ł2u+H łu2-i-Iu3+ K ł4 

-ł~ i t. d. - - - (Aj-
zrównanie pozoftałe w yrazi nam linią krzyw ą, kto- 
rey w i fk f z a  liczba punktów przyftanie do linii po
daney. Kiedy bowiem linii iakiey krzyw ey odnoga 
dotknie fię odnogi inney linii krzyw ey, dwa małe łu- 
czki tych linii zmięfzaią fię tak, iż ich krzyw izna a 
przeto kierowność punktu opifuiącego takie łuczki, 
ftanie fię ta fama; podzieliwfzy przeto linią krzyw ą 
podaną na takie łuczki tuż fobie przyległe, uważać 
ią możemy iako złożoną z elementów drugiey linii 
k rzy w ey  odmieniaiącey fwoie położenie na każdy 
takow y łuczck, to ieft odmieniaiącey ilość ftateczną, 
którąśmy linią porównania nazwali w  §. 7. Aże 
z odmiany takow ey ftateczney ilości rodzą fię linie 
k r z y w e  podobne, przeto każdą linią iakiegokolwiek 
badź porządku równaiąc ią fpofobcm opifanym z inną 
linia krzywą, uważać możemy iako złożoną z łu- 
c z k o w  podobnych tey oftatniey. Do takowego ró
wnania obrać nam naprzód należy linią krzywą, w  
którey zrównanie nie wchodzi tylko iedna ilość fta- 
teczna, powtóre którey włafności fą nam znane nay- 
lepiey, i którey nakoniec odryfowanie ieft łatwe'. 
■Wfzyftkie te korzyści zawiera koło, s którem ró
wnaiąc inne linie krzyw e, uważać ie możemy iako 

H? złożone

Równaij fię 
linie k r iy w e  
9 k cidn,



złożone z łuczków  kót podobnych, czyli kół odmie
niających zawrze fwoie promienie. A  ponieważ w ie
my z Geometryi początkow ey, że obwód czyli 
K r z y w i z n a  k o ł a  (Cuw atura), ieft w  ftófunku fpa- 
cznym promienia, znalazlfzy na każdy łuczek li
nii podaney odpowiadaiący promieii kota, będziem 
wiedzieli krzyw izn ę linii podaney w  każdern miey- 
fcu. I ten to wynalazek promienia odmiennego za
w iera  w  fobie cale rozwiązanie ninieyfzego zadania. 
Koto takowe którego tuki odmiennych promieni 
przyftaią do łuków  linii podaney nazyw a fię (Circu- 
las ofcidnłor) K o ł e m  ś c i s k a i a c e m ,  a promień iego 
odmienny ma imie P r o m i e n i a  Ś c i s k a n i a ,  albo P r o 

m i e ń  KOŁA PRZYSTAI ACEGO ( KndhlS ofcU.il; RcldillS
Curvedinis). Przenieśmy te uwagi do zrównania (X) 
i do famey teoryi granic. Kiedyśmy zmnieyfza li na 

Fig- 50. fig. ;o .  łuk MN  aż do oftatniego znifzczenia i za
mienienia go na ftyczną, wfpół-ufzykowane ł, u, ta
kowemu zmnieyfzaniu odpowiadaiące powinny byty 
przywieśdż zrównanie do zrównania na ftyczną 

ML, czyli wfzyftkie terminy powinny były zniknąć 
przed Ał+Ru: kiedy zaś luk MN  zmnieyfzać będzie
m y  nie aż do zamienienia go na linią proftą, ale na 
łuczek inney linii krzyw ey, granice ubywania ftaią 
fię mniey odległe, bo lic u nich więcey punktów z o 
ftaie z linii podaney; zoftanie fię bowiem cały ele
ment, czyli łuczek mały te'y linii; a przeto W  tych 
granicach zoftać fię także powinno więcey terminów 
z zrównania ( \ ) ,  i ieżeli potęgi naywyżfze znikną, 
tuż naftępuiąca potęga po pierwfzey powinna oca
leć; tu bowiem linia krzyw a zamieni fię w  małym 
łuczku na inną linią, ale nie przeftnnic bydź k rzy
w ą; przeto zrównanie powinno fie także od

mienić na inne zrównanie, ale nie powinno przeftać 
wyrażać linii krzyw ey. S czego przekonać fię mu- 
fzemy, że zrównanie ( a )  odnofeąc do tych bliżfzych 

granic ilości odmienne; powinno nam zoftawić dwie
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naybliżfze llebie potęgi tychże ilości, to ieft;
Ał+Bu-i-Cł2-{-Dłu+Eu2= o , albo Ct2+ D tu+ E u 2 -+■ 

Ft3+ G t2u + U tu*+ lu 3= o ,  gdyby pierwfza potęga nie 
znaydowała fię w  zrównaniu, i t. d.

Chcąc zaś tym fpofobem iednę linią krzyw ą  za 
mieniać na łuki innćy linii k rzyw ey  n. p. kołaj 
mufzemy oś przenofić na linią fpólną obydwóm k rzy
w y m . Mieyfce to wfpol-ufzykowanych nayprzyzwo- 
iciey ftuży promieniowi koła, s którem linią podaną 
zakładamy fobie równać; promień koła, wiem y źe 
ieft zawfze pionow y na iego 'ftyczną; a ieżeli łuk 
koła zmięfza fię z łukiem linii k rzy w e y  podaney, l i
nia podana będzie miała s kołem fpólną ftyczną, a 
przeto na ten czas pionowa do ftyczney będzie ra
zem promieniem koła mięfzaiącego fię w  małym łu- 
czku z linią podaną. Naypierwfzą więc ieft rzeczą 
oznaczyć położenie linii M Q  pionowey na ftyczną 
TL, do każdey linii k rzy w ey . Maiąc zaś na linią 
M Q  ieden punkt zawfze dany M, całe iey oznacze
nie zawiflo od wynalezienia drugiego punktu Q , w  
którym oś przecina, czyli od znalezienia odległości 
PQ , którą nazwano P o d - p i o n o w ą  (Subnormahs) .  Po
trzeba więc wartość na PQ  wyciągnąć z zrównania 
(&)> £0 ieft barzo łatwo za pomocą ftyczney ML, 
na łctórą zrównanie At-\-Bn-o-, tróykąty bowiem FlS' 
TMP, PMQ, MSL, będąc podobne prowadzą nas do 
naftępuiącey proporcyi;

MS:SL::MP:PQ, aże M S:SL= -  =  M P = q ;
u A

w iec - B :A=q:PQ . - P Q = ~ p .
JD

Przykład na Parabolę. Wynaleśdź podpionową na 
linią krzyw ą opifaną zrównaniem y 2— iax-, kładąc 
q za  y, p  za x ,  mamy q2= ia p :  kładąc powtóre 
y = q + u , x = p + ł ,  mamy zrównanie q2-\-2qu+u2 =  
żap-ł-zat, skąd q u + a t= A t+ B u — o, a przeto P jQ = — a, 
to ieft pod-pionowa ieft linią nieodmienną w  Parabo- 

H4 li i
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Ii i równą połowie linii równania, cośmy iuż zna
leźli w  § / x i v .

Maiąc w  każdey linii k rzyw ey  PQ; mamy razem 
M Q = \T (M P 1+ P Q 2),  aże T M -\f(P T *-h P M *)  - -

P M
PT: TM— PM: MQ - - M Q =  (T P Z+PM *).

Przenieśmy wfpół-ufzykowane M S = f,  SN =i{, na 
linią pionowa MQ, i nazwiymy M R-=z, .RN=it/: 
zrównanie A t+ B u — o odkryło nam ftyczną kąta

L M S =  — =  — i ego więc w ftaw a =  ■

I i o  C E O M E T R Y I  W Y Ż S Z E ?

—  —— -----------, 1 t u u  WI C I /  W i u i w a  —  ----------------------------------------

t B \ f(A * + B * )

D oftaw a =  — B")~’ 0C* ^  fpuściwfzy pionową 

RO  na nową oś, i R li  równo-Iegłą MS, mamy A f C =

_ = ± — , R O =  — 2=------, n g =
V ( A - + B 2) \S(A *-hB *)’ , V (A * + B * )

B r r  B l t f  , . . ..  — Az-hBlI)
R H =  ---------------; a przeto t = M O + R U = ------ — -----,

\ f ( A * + B * ) ’  *  V (A * + B * )
— Aw — B z  , , , .

i t =  ---------------- skad otrzymamy za  pomocą climi-
\f(A * + B * )  ' * 0

— At— Bu Bt— Au
nacyi z =  ----------------: iOr=----------------i aze zro-

^ ( A t + B * ) ’  ( A 2+ B 2)
wnanic (x) daie nam
— A i— B u= ęt*+ D tu-hE u ‘1+ F t3+ G t2u-hHtu'2+ lu 3-+-i t.d 
widzem y że z  ieft ilością daleko mnieyfzą od 
w, albowiem iu ieft wyrażone przez ł, w; z  zaś 
przez potęgi w yżfze  tychże odmiennych ilości: po 
trzeba nam więc pamiętać o tych wartościach Z, w 
odnofząę ich ubywania do oftatnich granic.

Użyimy teraz wfzyftkich uwag wyłożonych na po 
czątku tego §. s których naprzód wypada; że uw a 
żainc linią krzyw ą podaną zamkniętą w  zrównanie 
(  \ ), iako maiącą za granicę łuk innćy linii krzyw ey  

wfzyftkie potęgi znikpą W (%) przed pierwfzą i dru 
gą, zo ftaw iw fzy  ~-At



— At— TSu— CP+Dtu-ł-Eu* - * ( A )  
poznamy nafamprzód n at u r ę  tey linii, a dopiero ró- 

. wnać ią będziemy s kołem, abyśmy wfzyftkie linie 
krzyw e przywiedli do łuków koła. Przeto odmie
nić nam potrzeba®wfpół-ufzykowane' zrównania ( A )
i % j  , — Az-hBw  — Atv— B a  o
kładąc f c = --------------- , u = a ---------------- , prze? co

V (A *~ h-B1) V (A*-ł-B2) 
zrównanie ( /\)  zamieni fię na.

J A *+ B*  

(A *D — B ZD — 2A B C + 2A B E )

R o z d z i a ł  ITR

A '+ B *
(C B 2— A BD +A *E) , 

. — iu2

• -fe

A 2+ B 2
widzieliśmy zaś, że 2 ieft niezmieYnie małem w  po
równaniu W, więc w  granicy, 2 2, zw , znikną przy 
x, iu-y a zrównanie pozoftałe będzie w yrażać Para
bole

’ n-2-  M a-+Bł X  _
[C B -— A B D + A 2E~) 1

Linia więc podana zmięfza fię w  małym łuczku s 
Parabolą, którey miarą równania ieft wfpół-czynnik z  
w  zrównaniu (L). Przeftaiąc na tym oftatnim w yn a
lazku, moglibyśmy wfzyftkie linie krzyw e uważać 
iako złożone z łuków  Parabolicznych. Ale lubo Pa
rabola ieft linią nayprościeyfzą ig o  porządku co da 
zrównania, nie ieft iednak taką co do ryfunku. Zna- 
laz łfzy  zw iązek między linią równania w  Paraboli, i  

między promieniem koła, dalekobyśmy fzczęiliwiey 
równać mogli łuki iakkshkolwiek linii krzywych s 
kołem, bobyśmy za iego pomocą przyfzli  do odry- 
fowania łatwo iakieykolwiek linii. Cała zaś ta fztu- 
ka zależy  od poznania promienia kota odpowiadaią- 
cćgo każdemu łukowi linii podaney. Weźmy więc 
zrównanie na koło, którego promień =01, to ieft

H s */ł =
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y z-=z2ax— x 2, kładąc w  nie naprzód p za x ,  q za y, 
-otrzymamy q *= 2 a p — p 2,' powtórć kładąc x = p 4-i, 
t]= q + u ;  wypadnie q7-+ zq u+ u1= z a p + z a t— p -— 2pi 
— f2; aże q2— 2 ap + p 2= o  - - zoftaie lię 

2qil-{-U*— 2 fl/+2p f+ f2= 0 . 
znofząc wfpół-czynniki tego zrównania z (A J )  znay- 
dziemy A = z p — in , B = 2 q , C— i, D = o , E— i , A-+- 
B * = + (p z— 2pa+ az-hqz) =  4«2, gdyż q-— 2pa+p2= o ;  
\Z~ ( A 1JrB -)= 2C i, (A * + B * )V '(A --h B -)= S n 3; CB>—  
A B D + A 2E = 4 ( p z+ q -— 2pci+ci*)— +ciz, a zrównanie 
(L )  aumieni iię na - - w z= i a z ,  które' nas uczy, że 
linia równania w  Paraboli miefzaiącey fię z linią 

Promień kota k rzyw ą  podaną przy A/, ieft tey famey wielkości, 
pnyita^cćgo którey śrzednica kola miefzaiąceęo fie z tąż linią 
"  krzyw ą, czyli

2fl== . ( £ ± ł aj j ____, n = ____ ( £ ± ^ i _ _  ( * " )
(CB*— A B D + A *E ) 2(CB*— ABD-hA*E) 

zrównanie (R ") w)'raża promień ściffiania, czyli pro
mień koła maiącego taką krzywiznę, iaką ma linia 
podana w  łuczku małym przy M. Szukaiąc ta
kiego promienia na każdy łuk linii podaney, znay- 
dziemy w  każdern mieyfcu inną iego wartość, a przeto 
linią iakiegokolwiek porządku iako złożoną z łuków  
kół różnych. Promień ten odmieniać będzie fwoie 
położenie tak, iż raz przypaśdź może wewnątrz, a 
drugi raz zewnątrz linii krzyw ey, to ieft z drugiey 
ftrony punktu M n. p. MV: w  pierwfzym przypad- 

■ ku linia krzyw a będzie wklęflą do pionowey M Qi 
w  drugim zaś będzie w}'pukł:j; co nam właśnie w y 
tyka zrównanie (R ") przez znak pirrw iaftkow y, 
który w  fobie zamyka, i przez który pokazuie dwie 
wartości na promień ściflcania: Iakże każdy s tako
wych przypadków rozróżnić? Trudność tę obiaśnia 

Fig. $u nam famo porównanie lig. $2. z fig. $0: kiedy bo
wiem pionowa MQ  pada zewnątrz linii k rzyw ey  
1\'M, zaw fze SL<CSN, kiedy zaś iak na fig*

r‘S» ł°* 3°* linia krzyw a .NAI ieft wklęflą do pionowey A/£)i
w  pier-



W pierwfzym razie LN ieft odiemne'; w  dmgim zaś 
dodatne, a przeto cała ta trudność ułatwi fię wyna- 
lazłfzy zrównanie warunkowe, na LN dodatne lub 
odiemne. N azw iym y L N = s ,  ponieważ 5N = u ,  a s

— At
poprz&dzaiacych przypufzczen S L = ------ , będzie na

: B _jj.
fig. jo .  u= — —  — s, w ło ży  w fz y  tę wartość za u Fl3* *°*

B
w  zrównanie ( /\), otrzymamy . . . .

— B3_H-B2Cf2— ABDt*— B*Dts+A-Et2+ 2A B E ts+ B 2Es2= 0.
s ieft ilością niezmiernie małą, która niknife przy Roieinanie 
zbliżaniu fię linii krzyw ey  do luku kola, przeto opu- połoienia li- 
ściw fzy terminy zawieraiace s2, t.f, zoftanie fię nil krzywey

(^ -E — A B n + B in t *  wxgl{dem fty
r—  v_____________ 1_ . . .  - (P ) cxncy.

B3
• . A 2E— A B D + B 1C . . .  

l lekolwiek więc w y r a z ---------- - -----------, będzie od-

iemny, odnoga linii k rzyw ey  będzie w ypukłą  do 
pionowey iak na fig. $2. N °. 2ii°, będzie zaś odnoga Fi 
wkleftą do pionowey M Q, ilekolwiek w yraz  wfpo- 
mniony będzie dodatny iak na fig. 30, czego łatwo pjg, , 0> 
nam zaw fze doświadczyć na iakąkolwiek linią krzy
w ą, maiąc wlpół-czynniki A ,  B, C, D , E, znane z 
zrównania (/ \ ) .

Zrównanie (R") może nam dadź na promień ści- 
fkania albo wartość Ikończoną, albo zero, albo nie- 
ikończenie wielką: każdemu s tych przypadków  od- 
powiadaią pewne odmiany w  krzywiznie linii. le
żeli promie'1'1 ścilkania ieft zawfze ilością Ikończoną, 
odnoga linii krzyw ey  ciągnie fię bez żadney przer
w y  i zwrotu: ale ieżeli promień ścifkania wypadnie 
niefkończony, ponieważ łuk kola na takow y przy
padek zamienia fię na linią proftą, linia k rz y w a  bę
dzie miała odnogę złożoną z łuczku tak niezmiernie 
małey krzyw izny, iż ten ledwo do linii proftey nie 
przyftanie. Wyfzczególniymy dokładniey ten przy- 

H« padek,
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padek, który iiekolwiek razy m£t mieyfce, zawfze 
■CB2-— słRD-hA-E— o: Warunek ten zmazę bez wątpię. 
«ia niektóre terminy w  zrównaniu (A )-,  tak dalece, 
i e  pozoftała ich refzta nie nauczy nas o gatunku li
nii k rzyw ey  w  tem mieyfcu przyftaiącey do linii po- 
daney: potrzeba więc przybrać więcey terminów z 
zrównania (.*.), iako to f ł 3-i-Gł2u + liłu 2+ lu 3-hi t.d,

,_ ’— Az+B tu  — Aw — Bz
i  w  nie kładąc i = ------------- — , u =  ----------------,

V -(A * + Ę * y  \/ (A -+ B 2)  
odmieniemy zrównanie na inne w z oru

z / ( A 2+ B 2) = n w 2+bw :s-i-cw4+cliu5+  i t.d. - - CQ") 
gdzie Wyżfae' potęgi Z fą odrzucone iako niknące', 
S tego zrównania zVr ( A 2+ B 1) ~ a t u 2 w yraża  nam 
naturę łuku miefzaiącćgo lig z linią podana, promień

, " . V ( A 2+ B 2)
zas scifkania do tego luku ieft =  — ----- - , polo-

i  a
ży w fz y  at= o7 ten promień ftanie fię niefkończony, 
czyli łuk mały zmiglza fie z linią profta: w  takowym  
razie chcąc poznać dalfzy ciąg linii krzyw ey brać 
nam potrzeba z (Q",) naftgpuiący termin biu* skąd 

Podział linii ^  ( A 2+ B 2 )= .biu*, wyraża krzywiznę łuku naftę pu- 
k r z y w y c h  na iącego. Aże z ,  w, będąc w  potęgach nieparzyftych, 
odnogi r ó .  n a  z  dodatne wypada ji/dodatne* tu zaś odiemne, kie- 
ków-* icćcłf- z  odiemnemj idzie za tem, że linia krzyw a 
kaldćy j d̂fo* niufi mieć taki ryfunek iaki nam pokazuie fig. ? ?. 
bna. gdzie +M R  odpowiada a na — MR', — R ’S':

przy punkcie więc Af odwraca fwoię odnogę i bierze 
Fig, ]| ,  poftać w ężykow atą: kfztałt takow y przy M nazy

w a  fig P r z e g i ę c i e m  (lnfh;x'io) albo punktem Z w r o 
t u  p r z e c i w n e g o  (PunSium flexus contr arii), gdzie 
krzywizna ieft niefkończenie mała, i prawie przy fta' 
iąca do linii proftey.

leżeli b byłoby — o,, na ten czas wziąć n-Jlcży na- 
ftępuiący termin z ( Q ‘) ,  z ’/ ( A 2+ B 2) — cw^, w  tem 
zrównaniu ponieważ i u tak dodatne iak odiemne 
czyni zawfze z  dodacnem, linia krzy w a  w  tym przy^ 
gąadku nie ma punktu zwrotu przeciwnego: ieżeli
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t= 0 \  wypada zrównanie zV '(A '1+-BI) = rtw5, i linia 
k rzyw a ma przegięcie, czyli pnnkt zwrotu przeci
wnego: zgoła ile razy z  będzie dane przez funkcyą 
W ftopnia nieparzyftego, zawfze linia krzyw a ma 
punkt zwrotu przeciwnego, nie ma zaś nigdy takie
go  punktu, kiedy z  będzie funkcyą w ftopnia parzy- 
ftego. Wfzyftkie takowe odnogi uważane iakoby lig 
fkładały z łuczk ó w  kół różnych, a dane przez zró
wnanie zamykaiące z  w  pierwfzym ftopniu nazy
w ać będziemy O d n o g a m i  p i e r w s z ł g o  p o r z ą d k u  

(Rami prhni ordinis) ,  na które zrównanie' w zoru
Z= ttW n.

Może fię atoli przytrafić żć w  zrównaniu ( \ )  A=o, 
B = o ,  i terminy Cł2+D hH -Eu2 rozbierając fię na dwa 
mnożniki nierówne pokażą punkt dwoifty, w  któ
rym  fię dwie odnogi przecinaia; na ten -czas fzukać 
nam potrzeba promienia ś ci łkani a na każdą z ofo- 
bna odnogę: to ieft przypuściw fzy że d-wa mnożniki 
Ct2+ D tu+ E u2= o ,  fą a ’t+ b ’w =o, c’t+ d 'u = o ,  położy- 

— a 'z + b 'iu ' — a'iv— b 'z
w f z y  na pierwfzy < =  —- — -— •—— , »------ —— T~T77~̂

^  r  J \^ (a'2+ b '2) V  (a 2+ b 2)
. . —  c'z+ d'iv

-na drugi zaś mnożnik ł =  — —-----— , - - - *
°  V^(c'2-\-d'2)

ift= c W— d ~ w  zrównanie (\ ) ,  przerobiemy ie 
\ f(Ć 2* d '2)

na każdy z ofobna - - w3+ f i w 4+J\i iu^-+'t w

+  i t. d. a gdyby punkt był troifty na zrównanie 
w z o ru  ziu2= i c w 4+  f i  xu5- f - i  t. d. każde z  nich 

będzie wzoru
Z=~tc iu2-l- f iw 3-t-.c(lw4-h i-t. d. 

ieżeli #, nie ieft = o ,  promień fzukany będzie

—  _i_. a gdyby było <*=o, na ten czas zrównanie 

z *
na linią k rzyw ą mięfzaiącą -fię spodaną, będzie 
z = < fiiu 3 i t. d. wfzyftkie te odnogi będą igo  po

rządku
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fig" 14.

rządku, i linia k rzy w a  będzie miała punkt zw rotu  
przeciwnego, ieżeli wyktadnik w będzie nieparzyfty, 
ale ieżeli ten wykładnik będzie parzyfty, żadnego 
takiego punktu nie będzie.

Inne' zaś będa wypadki kiedy będąc A = o ,  B = o ,  
C t, -hD tu-{-E u2= ^ (c i' t+ -b 'u )2, to ieft że będzie zamyka
ła funkcya ta, dwa mnożniki równe, i dwie odnogi 
linii k rzy w ey  będą fię dotykać; w ło ż y w fz y  więc t=z
— c i' z + b ' iu  — ci'iv -ł-b'z  , . , ,  , 

_________ , u = ---------------- w  zrównanie ( \ ) ,  za-
\ f ( a ' 2-hb'2)  S ( n '2+ b ' 2)  
mieniemy ie' na inne' w zoru

z 2=  /3 w3+ Ą w 4+  e tu5+  i t. d. - - (5")  
gdzie inne terminy znmykaiące z  fą opufzczone iako 
niknące. S tych zaś linią krzyw ą mięfzaiącą fię w  
małym łuczku z linią podana w yrażać będzie zró
wnanie z 2= z@ w 3, albo z 2—  w4, kiedy /3  = o ;  albo 
2 a= eti ;5 kiedy f i — o, i t. d. Wfzyftkie te zró 
wnania wyrażaią Odnogi 2go porządku, na które' 
zrównanie ogólne ieft r2= A 'w n, gdzie ji]>2. leżeli 
takow a odnoga będzie dana przez zrównanie z 2=

(iw *, gdzie h = 3 ,  z = iv V '( ^ 'u ) = u i2Vr (^.), a przeto
iu

iu2= — — z ,  promień zaś ścilkania = l v ^ - , który bę-
o .  /3

dzie zero, ieżeli v>— o, to ieft krzyw izn a linii w  tym 
punkcie ieft niefkończenie wielka: aże w tę famę ma 
wartość, kiedy z  ieft dodatnem lub odiemnem, prze
to linia k rzy w a  nie ma punktu zwrotu przeciwne'- 
go, ale KonczystoŚć (Cnfpis) przy Af ffig.?4.J gdzie 
koło  zamieniło fię w  punkt, i odnogi linii k rzyw ey  
MS, MS' ftały fię obydwie w ypukłe  do ftyczney ML, 
w  obydwóch tych odnogach na z  dodatne lub odiemne 
odpowiada tu— RS dodatne', albo = R 'S '  także doda
tne. leżeli za n brać będziemy liczby nieparzyfte w  
zrównaniu r * = A 'w n, wfzyftkie odnogi ig o  porząd

ku
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ku będą miały kończyftości przy 2Vf s tą różnicą, że 
iako na n— i  w ypadł nam promień ścifkania niefkoń
czenie mały, tak na n= 5-, n = 7 ,  «=j>, i t. d. w y 
padnie tenże promień niefkończenie wielki, ponie
w a ż  zrównanie n.p. z 2=  fiu5, daie z — i u*V~v.ti pro

mień ścifkania =  — -— , gdzie uczyniwfzy 1U =o, 
i V  ivt

promień ten będzie — £■
Należy mim tu iednak oftrzec, że w  zrównaniu (S") 

wzięliśm y tylko fame funkcye 1 u, opusciwfzy inne 
terminy zamykaiące z ,  ieżeli atoli wrócę my fię do 
ftanu zrównania (S") kiedy W niem przynaymniey 
pierwfze potęgi z  ocalaią; będzie:

Z2=  X ZIV2-+- /3 tV3+ y ZIV3+  i t. d.
gdzie lubo dla wyliczonych iuż przyczyn * 2 1  u2 mo

żemy opuścić dla @iv3 , tak iako y z w 3 dla Ą w 4, ie

dnak /3= 0 ,  aZtu2 niezniknie przed </|w4, i zrówna, 
nie fię pozoftanie z 2—  <* zw 2+  Ąiw4, które rozwią- 

za w fz y  co do z ,  ieżeli w  niem — -ij[, punkt Af, 

będzie punktem fprzężonym, ieżeli zaś — -iĄ, 
odnoga zgo  porządku będzie fię fkładać z dwóch od
nóg porządku pierwfzego, i linia k rzyw a  będzie mia
ła dwie odnogi dotykaiące' fię zewnątrz iak na fig. 
jj-, albo dwie dotykaiące fię w ew nątrz iak na fig.?®.

Gdyby punkt do którego fzukamy koła przyftaią- 
cego, byt troiftym, odnogi iemu odpowiadające mogą 
bydź trzy igo  porządku, albo iedna lg o , a druga 
2go, albo nakoniec ićdna $go porządku, na którą 
w ypadłoby zrównanie albo z 3— * w 4, albo z 3=?ccw5, 
albo Z3— aiW>, albo ogólnie z 3— A 'w n, gdzie 

i toż n ieft cale nierozdzielne przez 3; te odnogi bę
dą miały punkt zwrotu przeciwnego, ieżdi n będzie 
liczbą nieparzyftą; ieżeli zaś n będzie liczbą parzyftą, 
taki punkt nie będzie fie zn ajdow ał w  linii krzy-

A • , . „ »iu6
w ey. A ze w  zrównaniu z 3= e tiu 5= ___- - -

w z—
✓
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z = iu 2\/ _, skąd w ypada promień ścifkama =  2. s f  —, 

tu <*
to ieft = o ,  kiedy iu— o\ biorąc zaś w yżfze  potęgi od

e,t,e'y n.p. z 3= -cbwt - - z — tu2V^^iu, skąd promień 

Ścifkania wypada = = ------'■---- przeto w  odnogach $go

W  <*w,
porządku kiedy n<C.ó, promień koła przyftaiącego 
ieft nielkończenie mały, ieft zaś niefkończenie wielki 
kiedy Znajdziem y podobnie w  odnogach 4go
porządku że w  nich promień ieft niefkończenie wiet- 
ki, kiedy rC>g; ieft zaś nielkończenie mały, kiedy 
«<C?. w y raz iw fz y  takie odnogi zrównaniem z 4=  
A 'w n-, gdzie « > 4 .  a ieżeli n ieft liczbą nieparzyftą, 
wfzyftkie te odnogi daią kończyftość, tak iak odno
gi 2go porządku. Więc ogólnie, mówiąc: odnogi po
rządku m w yraz iw fzy  zrównaniem z m= A 'tu p ,  gdzie 
ff>rn, ieżęli m  bedzie parzyfte, n zaś niepdrzyfte 
dadzą kończyftość, czyli P u n k t  o db ic ia  (Punclum re- 
flexionis), któremu będzie odpowiadał promień ści• 
ikania nielkończenie mały, ieżeli n<^żm, albo nie
lkończenie wielki kiedy n^>2m. A ieżeli, w  zrówna
niu ogólnem z m= A 'iu n, m, n, będą obydwa niepa- 
rzyfte, na ten czas odnogi porządku rrj,, będą miały 
punkt zw rotu przeciwnego., któremu tak iak koa- 
czyftości powinien odpowiadać pramień, ścifkania o, 
albo 3- Mamy więc trzy odmiany, w  odnogach linii 
krzyw ey, te' bowiem odnogi iakiegokolwiek bądź 
porządku albo będą nieprzerwanie ciągłe kiedy pra
mień koła przyftaiącego będzie miał wartość lkoń- 
czoną, albo maiąc wartość niefkończenie wielką lub 
mała, kiedy zrównanie na luki rpięfzaiące fig ą m=  
A 'w n ieft .takie iż będąc ł£>mA m ie.ft liczbą niepą- 
rzyftą, ir zaś parzyftą. Albo te odnogi będą znmyr- 
kać punkt odbicia czyli kończyftość, albo nakoniec 
punkt zwrotu przeciwnego czyli przegięcia podług

chara-



R o z d z i a ł  II I .
charakterów dopiero od nas wyliczonych, dwa atoli 
te oftatnie przypadki to m ań iftotnćgo, że w  oby
dwóch promień kota przyftaiącego, czyli ścifkania 
musi bydź niefkpńczenie w ie lk i  albo niefkończenie 

mały.
Przykład. Niech będzie zrównanie' na linią ig o  po

rządku x 3+ x y * — ctij2— o, - - (L) wynaleśdź liczbę 
odnog niefkończonych przez ledwo-nieftyczną tey li
nii krzywey? powtóre: czy ma punkt dwoifty? w  
tym punkcie czy ma przegiftość czy kończyftość? 
Co do pierwfzego - - x ( x * + y * ) — a y *= o:  ponieważ 
termin nayw yźfzego wymiaru zam yka tylko iednego 
mnożnika rzetelnego x ,  a dwóch uroionych - - 
(x + y V r— i ) ( x — y V — i) ,  przeto podług §. 18. n = o ,
I.— _7) — t, x — u\ w ło ż y w fz y  te wartości w
zrównanie (L), zamienia'm ie' na u^+nt2— nć2= o ,  

u czyniw fzy  f = | i  otrzymnię u— a, a przeto (u— a)ł2 
+0,3=0, zrównanie na ledwo-nieftyczną hyperboli-

czną, czyli u— a =  linis* w i ?c krzy WŁi opifand

zrównaniem (L)  należy do 2go rodzaiu linii 3go po-
A .

rządku maiących ledwo-nieftyczną w zoru u =  —, 1 taż

linia k rzy w a  ma dwie odnogi niefkończone między 
fobą równe', ponieważ na ł dodatne lub odiemne, 
odpowiada ta fama wartość u. _ _

Chcąc teraz wiedzieć czy ta linia k rzyw a ma prze
gięcie' lub punkt zwrotu przeciwnego, czynię na
przód x = p ,  y — q, zrównanie podane zamienia fię 
fię na - - — pq2 - - ( L ') , powtóre kładę W
(L ) x= rp + ł, a odrzuci w fz y  terminy zam
knięte w  zrównaniu f L ')  wypada mi 
(3P*+q*)t— ( z aą— iqp)u+2pt*+2qiu-~tm ?+t}+tui -ł-pu3-. 
znofzę to zrównanie z )  §. 2$, i otrzymuię w a r

tość wlpół-czynników . - A = s p z +q-', B—-iqp— 2nq\ 
C— $p-, D=2q-, E = — n, F = i ,  G = o ,  H =  1, l = p ,  
kładę te wartości za A , B, C, i t. d. W zrównanie

1 ( k - ; ,

Cifsols I lCjr 
w ła fn o ś c i .

:0 ( L " ) .



( R i otrzymuję promień ścifkania, «

<]s(p a + p 1l-i‘ q2+ 4 a'1) i  

ć p (2pq— 2 tiq)1— 4 q (3 p *+ q *)(2pq— ia(})— 2 a (3p *+ q 1)*  
czynię mianownika tego ułomku zero, to ieft p = o ,  
q = o ,  przez co zrównanie (L")  zamieni %  na - - 
— t3— fu2-HiM1= o  - - (N ) ,  termin drugiego w ym ia
ru aii1 tego zrównania ma dwóch mnożników ró
wnych, to ieft ( u ^ a ) ’1 skąd otrzymujemy t = iv ,  
u — — z ,  w łoży  w fzy  te wartości za t, u, w  (N ) ,  za
mieniamy ie' na —  iu3— it78a+ ass*=o - - ( N ’) .  gdzie 
podług wyłożonych przycz}m — tuz- zniknie, zoftawi- 
Wfzy iu3— cizi , czyli * - w 1= z V  tua, promień koła 

przyftaiąctfgo =  atu: więc linia k rzy w a  opifana 
zrównaniem (L )} ma kończyftość w  punkcie dwoi- 
ftym, gdzie koło przyftaiące zamienia fię na punkt, 
bo promień iego ieft niefkończenie mały. S tych 
włafności łatwo nam ieft widzieć, że ta linia krzyw d  

Kg* H‘  ma ryfunek taki, iaki nam pokazuie fig. j 7 , gdzie 
od punktu odbicia M  rofchodzą fię dwie odnogi nie- 
łkończone MS, MR, do których N O  ieft ledwo-niefty
czną proftą; co fię właśnie pokazuie s famego zró*

X’3 X
Wnania (L ), gdzie y 1= ------ , ys=t±xVr [ —-----],*

a— x  a— x
M będąc początkiem odcinków, ieżeli a— x ,  

y =  CO; ieżeli xt= o, y— o; na x  odiemne wfzyftkie' 
wartości y ftaią fię uroione, i linia k rzy w a  za punkt 
Af nić przechodzi: linia ta zważana iefzcze od da
wnych Geometrów, nazwana ieft Cifsois.

Linie krzyw e iakożkolwiek naturą między fobą 
siaukiVałcbl£r ^ ne potrafiliśmy między fobą równać i ftófować 
iroidiiiłu* za pomocą granic ilości Wzraftaiących i ubywaiących.

Z w iązk i  różne' ilości odmiennych w  zrównaniu, w y 
rażając zbiór cale innych włafności, oddzielały każdą 
linią krzyw ą od innych: tak dalece, że przeftawfzy 
na famem roftrząfaniu pierwiaftków zrównania, p o 
znanie linii krzywych wyżfzych porządków nad dru
gi, zoftałoby było zakryte przed rozumem nafzym

aż do
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aż do w iękfzey  dofkonałości Algebry; powtóre w fzy-  
ftkie różnice linii krzywych tego famego porządku 
nie (torfowane do ogólnieylzego początku, w ło ży łyb y  
b y ły  praw o na rozum nafz i pamięć, zatrzyma
nia fzczególnych charakterów i wlafności ka- 
żdey linii, aby ią rozeznać od innych: zrównania 
nakoniec iedney linii k rzyw ey  brać mogące' różno 
poftaci bez odmienienia iey natury, wyciagałaby za- 
w fz e  po nas tyle fzczególnego roftrząfania do w yd o 
bycia wlafności w  nich zawartych. Kiedy teorya gra
nic (kazuiąc nam nayogólnieyfze linii cechy, uwalnia 
nas od tych fzczególnych i zawikłanych doftrzeżen, i 
poddaie fpólne' włafności i podobieńftwa iednych do 
drugich ffużące za grunt do podziału nowego linii w  
każdym porządku na fwe rodzaie. Granice ilości 
odmiennych odciąwfzy wfzyftkie fzczególności ka
żdey linii k rzy w ey , odkryły nam przez dwojakiego 
rodzaiu ftyczne' to, co może bydź fpćlnego iedney 
linii z drugą, i to co ie iftotnie od fiebie oddzie
la; a zamieniając iedne zw iązki na drugie pro* 
ścieyfze, w  kombinacyach tych zamian teorya ta 
wytknęła nam nayodlegleyfze cechy zró-wnań. Ka
żde' bowiem zrównanie zamienić fię może na in
nych barzo wiele' przez nifzczenie niektórych w  fo
bie terminów; w  tych atoli zamianach zoftanie coś 
fpólnego lub iftotnie różniącego to zrównanie pd in
nych w  tym fpofobie uważanych, co nam odkry-. 
w a  piętno oddziału, lub podobieńftwa tego zró
wnania do drugich, a przez to i linii krzywych w  
nich zawartych. Korzyść iefzcze naycelnieyfza któ» 
ra nam s takich wypadła uwag, ieft porównanie linii 
krzyw ych z innemi prościeyfzemi. Oderwiymy na 
moment umyfl od Geometryi, i wynieśmy do powfze- 
chnićyfzych obrazów ten poczntek granic, a znay- 
dziemy w  nim cale nowe fpofobu Analitycznego 
prawidło.

Uważając dwie rżeczy wf^yftkiemi włafnościami 
od fiebie różne, a nie mogąc dla jakichkolwiek przy.

Iz " czyn
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W ykłada  fię 
drugi p oczą 
tek Anality
czny! który 
ieft wypad
kiem uwag te 
rai.nityfzego 
rozdziału.

czyn doftrzcc zw iązku między niemi, gubię W umy
śle wfzyftkie te różnice; a przez to zamieniam rzecz 
na inną cale różncy natury, i cale do fiebie niepodo
bną; to f; mo działanie w yk o n yw am  i w  drugiey rze
czy: a tak obie p rzetw o rzyw lzy  na nowe iftoty, ró
w n am  te że tak rzekę nowe ftworzenia umjflu s fo- 
bą, umiefzczaiąc w  iedney klafsie te, w  których coś 
fpólnego upatrzyłem, a oddzielaiąc od fiebie te w  
których mi fię pokazała różnica. N ow e te iftoty fą 
granicami rzeczy przetworzonych, do których one lię 
zbliżają tracąc s fwoich włafności, ale których doiiąc 
nie mogą chyba odmieniwfzy całkiem fwoię naturę. 
Wracam fię potem do pierwfzych obrazów, i ieżelim 
nic fpólnego nie widział w  tera czem fą, nauczyłem 
fię tey fpólności w  tein, na co fię mogą zamienić. I 
ten to fpofób myślenia ieft iak widzem y naydelika- 
tmeyfzą ucieczką porównywania, który iak fzezęśli- 
w ie Geometryi pcfłużył, nawet w  poznawaniu przy
padków natury, świadkiem ieft cała Fizyka matema
tyczna. Widzemy iuż, że pierwfzy początek anality
czny w  całem świetle od nas w  Algebrze wyftawio- 
ny, zależy na upatrywaniu zw iązku między rzecza
mi przez porównywanie tego, co ieft rzeczom p rz y  
fw e y  naturze zoftawionym fpólnego; drugi zaś na 
doftrzeganiu i porównywaniu tego, co im zoftanie 
fpólnego odmieniwfzy ich naturę. Tamten ieft fpo- 
fobem Matematyki poCzątkowey, ten zaś Matematyki 
w yżfzey . Cały ciąg prawd teraźnieyfzego rozdziału 
dał nam uczuć, iak ieft wielka rozległość tego ofta- 
tniego fpofobu, którego dokładnieyfze wyłożenie i 
rozebranie fkłada część barzo obfzerną Matematyki 
w y żfzey  nazwaną R a c h u n k i e m  D y f f e r e n c y a l n y m  i 
I n t e g r a l n y m . Włalności ftycznych iako były dla-nas 
p ierw fzem  źrzodłem s którego ten fpofób wypłynął, 
tak dały początek dopiero w zw iankow anem u ra
chunkowi. •  

Wfzyftkie włafności linii krzywych zawifle od fty
cznych i doftępne Algebrze zamknęliśmy w  tym ro~

zdzifcle:
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zdziale: zoftaie nam iefzcze roftrząfnąć w fzyftkie  
przecięcia zachodzące w  liniach krzywych iakiego
kolw iek porządku, co będzie przedmiotem Rozdzia
łu naftępuiącego.

ROZDZIAŁ CZWARTY.

Ro f tr z ąf a ią  s ię w f z y f t k i e  F R Z E c ią c r A  linii 
k r z y w y c h  od proftych lub innych k r z y w y c h :  

k t ó r e  p r o w a d z ą  nas do i n n e g o  i e f z c z e  fpo
fobu w y r a ż a n i a  linii iak ie go k o lw ie k  p o r z ą d 

ku,  i  do p oz nan ia  s k ł a d n i  zró wn ań .

5. XXIV,

L inia k r z y w a  przeciętą bydź może od proftey tak, 
iż płafzczyzna między obwodem linii krzyw ey 

położona rozdzieli fię na części równe' i podobne, i g niona do linii 
takowe przecięcie fiuży śrzednicom: albo też linia, k r iy w y c h  ia- 
profta prow adzona zewnątrz lub w ew nątrz linii kiegokolwjęk 

k rzy w ey  przecina ią tak, iż  s tego przecięcia nic 
więcey nie w ynika, prócz że linia profta ma ieden 
lub kilka punktów fpólnych z linią krzyw ą: i tako
w e  przecięcie ftużyło nam do wyrażania  linii krzy
wych przez zw iązek linii przecinaiącey z inną linią 
profta, któreśmy wfpół-ufzykowanemi n a z w a li . U w a
żaliśmy iuż w  liniach 2go porządku oba te gatunki 
przecięcia, które nam teraz roftrząfać należy w e 
wfzyftkich porządkach wyżfzych fpofobem cale ró
żnym. Tam bowiem zrównanie 2go ftopnia prow a
dziło nas przez uwagę iego włafności do włafności 
cięciw lub śrzednic; tu zaś od włafności nadanych 
śrzednicom lub iakimkolwiek liniom proftym przeci
nającym, przyiśdź nam potrzeba do zrównań ogólnych 
takowe włafności wyrażających; a w  tych dopiero do- 
ftrzegać któremu porządkowi linii te włafności flużą.
Spoiób ta k o w y  dociekania w yp ada  s fpofobu w i -  

l j  iania
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żania linii krzywych; chcemy bowiem poznać ich 
włafności, nie rozwięzuiąc ich zrównań. Zaczniy. 
my od śrzednic: poniew aż śrzednica dzielić powin
na linią krzyw ą na części równe i podobne', liczba 
takowych części z.awilła od liczby śrzednic, i tak na 

Fig. jg, fig. ieżeli linia krzyw d iednę ma tylko śrzednicę 
A B , połowa iey położona nad A B , bydż powinna 
równa i podobna drugiey połowie lężącey pod AB: 
maiąc zaś dwie śrzednice A B, CD  przecinaiące fię 
p ionowo w  punkcie S'\ linia krzyw a rościęta ieft na 
4  części P, Q, R, S> s których mogą bydż albo w f z y 
ftkie rpiędzy fobą podobne' i równe, albo dwie kto- 
rekolwiek, Żebyśmy każdą parę takowych części 
rozeznać mogli, nazywać będziemy części leżące z 
dwóch ftron S'C, albo S'D, czyli P, R, lub S, Q; czę
ściami przyległemi, w  których różnica zachodzi w y 
rażona przez znak dadatny lub odiemny odcinków 
5c; części leżące z dwócl? ftron J.inii S'B, Myli P, 
nazyw ać będziemy częściami pr$ęciw4 egłemit których 
cechą fą znaki dodatne' i odiemne przyftaw y, biorąc 
zawrze S' za początek odcinków; części nakoniep Je
żące między kątami wierzchotkowemi, iako to CS'A , 

czyli R, Q; lub dwie inne P, S nazyw ać bę
dziem y częściami na przemian przechu-ległemi, w  
których znaki obydwóch wfpół-ufzykpwanych zacho
dzą przeciwne.

, Kiedy linia k rzy w a  ma części przyległe, r.lbp czę-
itininieiriod *ci Przeciw-ległe między fobą równe, chcąc każdą s 
ka w imii krzy takowych części rozdzielić na cześęi znowu równe' 
wey, wyraio- tak, aby każda s takowych mnieyfzych części była 
neprztz iró. równą drugiey w  ftronie odpowiadąiącey r iw n e y ;  tako

w e  podziały albo niemogą bydż czynione w  dwóch 
razem ftronaefy przez iednę liąią prpftą, n.p, w  ftro- 
nach przeciw-ległych P, j2 > albp nawet mogąc tako
w e  różne' przedziały czynić, iakby fię zdawało nay- 
podohnićy w  ftrpnach przyległych P, R; Q , S, limś 
profta dzieląca takowe ftrony nie będzie koniecznie 
W JTamym śrzodku przecięta od drugiey AB; bo ieże-

11 n.p.
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11 n.p. ftrona P ieft rów na ftronie R, i znowu ftro- 
na Q  równa ftronie S, nie idzie zatem koniecznie, 
żeby ftrony P + R  były równe ftronóm Q+S-, ale tylko 
Wypada s tego koniecznie, że ftrony P + Q =  ftronom 
li-ł-5 , i że linia CD  ieft praw dziw ą śrzednicą linii 
krzyw ey: oddzieliwfzy przeto ftrony równe R, P, od  
innych równych jQ, S, przez linią A B t ta linia nie 
przetnie koniecznie śrzednicy CD  w  fwoim śrzodkut. 
Podobnie rozumuiąc na ftrony przeciw-ległe P,
R , S; znaydziem że kiedy P— Q ,  i znowu R ^ S j  nie 
idzie zatem że P+Q=R-+-S-, ale tylko s tego w y p a 
da, że P + R = Q + S ,  a przeto że w  tym razie AB  ieft 
śrzednicą linii krzyw ey; ale linia CD  nie koniecznie 
przetnie AB  w  famym śrzódku. Kiedy zaś linia 
k r z y w a  ma części na ‘przemian przechu-legie między 
fobą równe, to ieft P = S ; R = Q j  wypada stąd konie
cznie że nie tylko P + R -Q + S -,  ale iefzcze że P + Q  
z=R +S, więc część linii k rzy w e y  leżąca nad linią 
A B , ieft równa i podobna części leżącey pod A B ; i 
zn o w u  część leżąca z iedney ftrony CD  ieft równa i 
podobna części położoney z drugiey ftrony CD; a 
stąd wypada ie  linia AB  dzieląc na dwie p o łow y li
nią krzyw ą, i CD  dzieląc ią także na dwie po łow y, 
A B , CD  przecinaią lię w  famym śrzodku 5 '; linia 
przeto k rz y w a  maiąc ftrony na przemian - przeciw 
ległe rów nć, ma razem śrzodek S' w  którym fię iey 
śrzednice przecinaią i dzielą na dwie części równe': 
linie zaś k rzy w e maiące tylko ftrony przyległe', łub 
ftrony przeciw-ległe' fobie równe, maią tylko śrze- 
dnicę CD  w  pierwfzym,- śrzednicę zaś AB  w  drugim 
przypadku. Żebyśmy więc mogli z zrównania roze
znać kiedy linia k rzy w a  ma śrzodek, a kiedy md 
śrzednicę, potrzeba nam wyrazić  znamiona tąko- 
w ych włafności przez ogólne zrównania, a z nich 
dopiero będziemy w  ftanie fądzić o iefteftwie śrzod- 
ka lub śrzednicy linii krzywey.

Zeby w  linii k rzyw ey  ftrona P, była równa i po
dobna ftronie <2i potrzeba żeby przyftawy na ftronie 

14 P, były
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P, byty równe przyftawom leżącym na (Ironie £), to 
ieft w z ią w fz y  S' za początek odcinków, potrzeba 
aby w  zrównaniu na linią krzyw ą nic fię nie od
mieniło, kładąc w  niem — y na mieyfce +1/5 więc 
potrzeba żeby w  tem zrównaniu linia k rzy w a  była 
w yrażona przez x ,  i przez fame potęgi parzyfte ij, 
czyli aby to zrównanie powftało s funkcyi x , y 2-, 
zrównanie więc Z — o, na linią krzyw ą maiącą ftro- 
ny przeciw-ległe równe i podobne', a przeto śrze- 
dnicę A B , powinno bydź w zoru.

o— a+ bx+ cy2jrd xyz-ht’x 2+-fyą-i-gij6-h i t. d. 
takiemi fą wfzyftkie linie ig o  porządku, i s trzecie'- 
go Cifsois uważana od nas pod 23.

Zeby linia k rzyw a  miała ftrone P—  ftronie R, 
potrzeba aby w  iey zrównaniu nic fię nie odmieniło 
przenofząc wfpół-ufzykowane s (trony P na R, czyli 
kładąc — x  na mieyfce -+-x,- a przeto potrzeba aby w  
zrównaniu Z=ro, Z  było funkcyą y i famych potęg 
parzyftych x , czyli żeby było funkcyą y, x x .  Za- 
czem linia krzyw a będzie miała ftrony przyległe ró
w n e i podobne, a przez to śrzednicę C D , ieżeli bę
dzie wyrażona przez zrównanie wzoru;

o— n+byĄ-cx2+ d y x 2Ą-exĄ~‘rfy2x 2+ g x f‘+  i t .d .  
Strony na przemian przeciw-ległe będąc równć i 

podobne iako to R = Q , P = S ,  wyciągaią, aby zró
wnanie zoftało w  niczćm nieodmienne przenofząc 
wfpół-ufzykowane s ftrony R na ftrone £); aże w  
ftronie R znaki wfpół-ufzykowańych fą + y , — x-, w  
ftronie zaś Q , — y, -ł-x; więc w  zrównaniu Z = o  nie 
powinno fię nic odmienić, kładąc — y za +j/; + x  za 
— x , a przeto Z  powinno bydź funkcyą famych po
tęg parzyftych x ,  y, czyli Z  powinno bydź funkcyą 
x % i/2, a przeto zrównanie wzoru:

0 = a + b x 2+cy2+ d x 2y 2+ c x 4 + fy 4 + g x 2y4 -i- i t.d. (A ). 

gdyby iefzcze Z  było funkcyą famych potęg niepa- 
rzyftych x , y; odmie'niwlzy do teryjnieyfzego przy
padku 4 -x na — x, -f-y, na — y całe zrównanie byleby 
nie zamykało żadnego terminu (latecznego, z Z = o

z a m i e n i
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zamieni fię na — Z = o ,  co iak wiem y w fzyftko  iedno 
znaczy; więc iefzcze kiedy Z  będzie zamykało fame' 
potęgi lub mnogości nieparzyfte, x , y, bez żadnego 
terminu ftatecznego, to ieft kiedy będzie zrównanie' 
w z oru
o=cix-t-by+cz3+rtx1y + cx y 2+ fy 3-\-gx5+hyx*-t- i t. d. - - ( A ’).  
linia krzyw a takowem zrównaniem opifana ma 
ftrony na przemian przeciw-ległe równe i podobne, 
a  przeto śrzodek 5 '. Pierwfze zrównanie (A) na te
raz nieyfzą włafność, zamykaiąc potęgi pdrzyfte y, 
pokazuie iefzcze ftrony przeciw-ległe równe i śrze- 
rinicę AB  w  linii krzywey: to famo zamykaiąc w f z y 
ftkie potęgi parzyfte x ,  w y raża  ftrony przyległe P,
R , równe, i śrzednicę CD; więc zrównanie A  w y r a 
ża wfzyftkie cztery ftrony równe i podobne' w  linii 
k rz y w e y ,  na które ią rozdzielaią dwie śrzednice A B ,
CD , do fiebie pionowe. Skąd fię oczywiście wnofi, 
że fame tylko linie krzyw e porządków parzyftych 
mogą mieć cztery odnogi równe i podobne, i dwie 
śrzednice pionowe' przecinaiące fię w  śrzodku S'.
Zrównanie (A ')  w yraża  także śrzodek w  liniach 
krzyw ych, który może fię znaydować w  porządku 
parzyftym lub nieparzyftym; ale nie w y ra ż a  srze- 
dnic pionowych. Zatrzym aym y fię nad rozlegley- 
fze'm poznaniem włafności w  zrównaniu ( A ')  za
wartych, kiedy śrzednice przecinaiące fię w  śrzodku 
fą nachylone do fiebie kątem ukośnym.

leżeli linie profte AB, CD  na fig. ?p fą śrzednica- F‘g* 
mi linii krzyw ey; część leżąca nad CD ieft równa i 

podobna części leżącey pod CD, i znowu część le- ®*r*e<*n|’ “ c|* 
żąca pod AB  ieft równa i podobna części leżącey nad Vicxbic,C *** 
A B , i oprócz tego ftrony na przemian przeciw-ległe 
fą także równe' i podobne. N azw iym y część leżącą 
nad AB, P-, część pod AB, £); część między A S'C , 
niech będzie R, część między BS'D, S; ponieważ 
P = Q ;  R = S ; P— R = Q — 5 , a przeto P— i R = Q — iS, 
w z ią w fz y  więc kąt C5 '£ —  kątowi AS'C\ EF będzie 
także śrzednica przeciętą w  S' na dwie części równe;

I j  aże
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aże iefzcze P— j R ~ Q — }S, • - P— 4 Rr=zQ— 4.S - * i 

ogólnie P— nRc=:Q— nS, idzie zatem źe prowadząc li
nie profte przez śrzodek S' tak, aby czyniły między fobą 
kąty równe kątowi AS' C; trafiemy na linią A B , ieże
li ftófunek kąta A S 'C  do kąta proftego ieft wym ier
ny; i wfzyftkie te linie będą śrzednicami linii krzy- 
w c y :  podług więc wielkości kąta A S 'C  między d w o 
ma pierwfzemi śrzednicami, linia k rzy w a  maiąc ftro- 
ny na przemian przeciw-ległe równe, mieć może 
dwie, trzy, cztery, n śrzednic; to ieft, biorąc za
w fze ten kąt A S'C  iako maiący ftófunek wymierny 
do kątu proftego, im kąt ten ieft w iękfzy, tem 
mnieyfza liczba wypadnie śrzednic, im zaś kąt ten 
ieft mnieyfzy, więcey śrzednic ukośnych linia krzy
w a  zamyka: to ieft że liczba śrzednic w  linii krzy
w e y  ieft w  ftófunku fpacznym wielkości kąta mię
dzy dwiema pierwfzemi śrzednicami zawartego; ie
żeli więc kąt A S 'C  ieft niefkończenie mały, czyli 
kiedy linia CD  ieft równo-legła linii uiB, linia krzy
w a  ma niefkończoną liczbę śrzednic między lobą ró- 
wnó-odległycn, a przeto przyftawa przecina takową 
linią krzyw ą w  niefkończoney liczbie punktów, co 
nie może flużyć żadnym liniom Algebraicznym, ale 
tylko liniom krzyw ym  przeftępnym. Żadna więc li
nia krzyw a Algebraiczni nie może mieć dwóch śrze
dnic między fobą równo-ległych. Gdyby zaś ftófu- 
hek kąta A S'C  do kąta proftego był niewymierny, li
nia krzyw a miałaby niefkończoną liczbę śrzednic 
przecinaiących fię w  punkcie S'; co fluży kołu iak 
wiem y z Geom: począt;

To zaś ieft o tych śrzednicach uwagi godnego, że 
ponieważ z obydwóch ftron śrzednicy linia k rzy w a  

toe t mieć powinna równy kfztałt i ułożenie; ieżeli na fig: 
39 nad CD  linia k rzyw a  takiego ieft klztałtu iak i 
pod CD, i ieżeli pod CS' znayduie fię śrzednica AB  
maiąca z obydwóch ftron iednym kfztałcem ułożon-l 
linią krzyw ą; idzie zatem że przy EF taka ieft p<»* 
ftać linii k rzyw ey  iak przy A B, czyli ze ś r z e d n i c e  na

przemian
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p r z e m i a n  iakie fą AS', ES'-, potem CS' GS’ fą iedne
go gatunku, i zrównanie na linią krzyw ą powinno 
bydź takie biorąc EF za oś, iakiem ieft odnofząc 
wfpół-ufzykowane do osi AB: i znowu to zrównanie 
bydź powinno takie do GH, iakiem było do osi CD. 
■Własność ta śrzednic na przemian idących fluiyć nam 
może z.a grunt dochodzenia liczby śrzednic w  liniach 
krzyw ych iakiegokolwiek porządku. Zaifte, ieżeli 
A B, EF n.p. fą śrzednicami iednego g a t u n k u ,  naprzód 
zrównanie' bydź powinno nieodmienne wyrażatąc li
nią krzyw ą nad, i pod śrzednicą AB-, powtóre to 
zrównanie "iefzcze powinno zoftać to famo przeno- 
fząc ie z osi A S1 n a  oś ES': które to przypadki me 
mogą bydź znaczone tylko przez funkcyą kąta bra
nego naprzód z różney ftrony tey famey osi AS', a, 
przeto dodatnie lub odiemnie; powtore, przez fun- 
kcya kąta przenofzonego z osi AS' na oś ES .

Chcąc przeto wiedzieć kiedy linia krzyw a  ma pei 
w n ą liczbę śrzednic, potrzeba nam na każdą liczbę 
znaleśdź cechę wyrażoną przez zrównanie pewnego 
wzoru: ten zaś w zór  zoftać powinien nienuiuizony 
ftófuiąo go do funkcyi kątów dopiero opifanych. 
Weźmy fobie na to linią SM z śrzodka do obwodu li
nii krzyw ey  pociągnioną, przez którą znaczyć bę
dziemy różne położenie wfpół-ufzykowanych S 'P = x ,  
PAf=-«, wzgledem śrzednic iednego gatunku za po
m o c ą  kąta PS'M=<p: linia S 'M = z = 'S ( x * + i j* ) .  Przy

puśćmy naprzód ie  linia krzyw a ma tylko dwie 
śrzednice  A B, GH: ponieważ ułożenie linii k rzyw ey  
takie bydź powinno nad AS' iak i pod A S ‘ , i znowu 
to u ło ż e n ie  zoftać powinno takie przy 5 ‘B, iakie ieft 
przy  AB-, W*ęc zrównanie na linia krzyw ą maiącą 
dwie śrzGdnice bydź powinno takie, aby w niem 
S'M— % zoftało nieodmienne, biorąc kąt dodatny i 

odiemny, i oprocz tego kąt M S 'B ~ P — <p, ftU P w y 
raża pół-obwodu koła-,) więc Z t>ydź powinno fun- 
kęyą taką, któraby byta nieodmienna na kąty ę ,  —  <p>

— cp ;
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P— wi e my  z Rozd. 4. Algebry Części II. źe do

ftaw a ieft ta fama na kąt w zięty  dodatnie łub odie* 
mnie, w ftaw a  zaś na kąt dodatny, dodatna; na odie- 
mny ftaie fię odiemną: ale doftawa poiedyncza na kąt 
P— tpr= —  Dojł. ip, Doftawa zaś na kąt i ( P —

D ojł. 2 (p; aże znowu Dojł. 2ą = D o J ł .— 2 <p, więc D o 

ftaw a 2 <p ieft funkcyą taką, która na kąty <p, —  cjjj 

P— q>- zoftaie nieodmienną. Przeto żeby linia k rzy
w a  miała dwie śrzednice, powinno zrównanie Z = o ,  
bydź takie, aby Z  było funkcyą z  i Dojł. 2 (p: aże

z = V ( x 2+ y 2)  - - Dojł. WJł.<p= —, DoJł.2(p =
Z z

------ = -------------- , przeto na dwie śrzednice w  zró-
z 1 x 2+ y 2

wnaniu Z = o  linią k rzyw ą  wyrażaiącem, Z  bydź po* 
winno funkcyą x 2— y 2, x 2+ y 2, czyli funkcyą x 2, y 2, 
iakośmy iuż wynaleźli.

leżeli linia k rzy w a  ma trzy śrzednice A B , EF, !K'y 
poniew aż śrzednica 1S ‘ ieft tego famego gatunku co 
i A S', zrównanie linią tę krzyw ą wyrdżaiące bydź 
powinno nieodmienne, biorąc wfpół-ufzykowane z 
iedncy i drugiey ftrony lnii AS' i znowu przenofząc 
ie z śrzednicy AS' na śrzednice 1S'-, aże kąt który 

czynią między fobą te tzy śrzednice, ieft =  lP = ó o ° .

kąt zaś A S 'l = i .6 o ° = l P ,  kat MS'1= —  —  <p, więc

w  zrównaniu Z==o. wyrażaiącem linią k rzyw ą  s 
trzema śrzednicami, Z  bydz powinno funkcya nieod

mienną na kąty -t<P> *p— <p; co fluży tylko Do- 
ftawie i ą — DoJł.— j(p = D o / ł.(2 P — 30 ):  aże podług § 

S i .  z r ó w n a ń  ( k)  w  Algebrze, Dojł. 3 <p=.2. Dojł. ̂  Dojł.
X3—“'2TJ2X

2Q —DoJł.(p, = -----__-----, więc Z  powinno bydź fun

kcya x 2+ y 2, x 3~ z y 2x ,  ieżeli zrównanie Z ~ o  ma
w y r a ż a ć
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w v ia3ać linią krzyw ą  trzy śrzednice maiącą. To 
famo rozumowanie ciągnąc dpley, znaydziemyj że 
w  z r ó w n a n i u  Z = o  na linią krzyw ą maiącą cztery 
śrzednice, Z  bydź powinno funkcyą 2 czyli x 2+«/a, i 
D oftawy, i ogólnie: na linią krzyw ą maiącą n 

śrzednic, Z  bydź powinno funkcyą i Doft.Ji<p,

wiedząc z §. *4 - Algebry, że
n(n— i n (n — i)(n — 2 )(n— })

Doft i < p = x ”----- 1------ - x n~*y*+  ----

x n~‘iyĄ— : i t .  d.
I. Z 1 . 2 . 4 .

podobnym fpofobem wynaleśdź byśmy mogli zrówna
nia na linie krzyw e maiące części równej i podobne. fób 

Inne iefzcze włafności śrzednic doftrzeżone w  Ro- wynaydowa. 
zdziale II. a zręcznie rościągnione' do w yżfzych po- „ i iś rz e d n ic w  
rządków linii, flużyć by nam mogły do wynaydo- liniach k « y .  

wania cech pokazujących śrzednice w  jakichkolwiek w ych.  

liniach krzywych. Widzieliśmy n.p. w  §. 8- że śrze
dnice przedzielała cięciwy rowno-ległe na dwie czę
ści równe', czyli ogólniey; że przyftawa należąca do 
śrzednicy ieft równa fummie pierwiaftków przez 2 
rozdzieloney: Powiore że mnogość dwóch przyftaw  
do tego famego odcinku należących, ieft do mnogości 
dwóch przecięć linii k rz y w e y  od osi, w  ftofunku 
nieodmiennym, Te dwa początki rościągaiąc do 
w yżfzych  porządków linii, w yftaw m y fobie zrów na
nie iakiegokolwiek ftopnia, w  którem y ieft tylko 
wymiaru drugiego, wfzyftkie zaś potęgi x  temu fto- 
pniowi należyte, to ieft; y*— P y + Q = o ,  gdzie P, Q , 
fą funkcyami x ; linia takiem zrównaniem opifana 
dwa razy tylko przeciętą bydź może od przyftaw y 
PM, PN, na fig. 40: rozdzieliwfzy każdą z cięciw ró- 
wno-ległych MN  na dwie części równe przy O, O ,
O ", punkta te przedziału O, O ',  O", leżyć mogą na 
linii proftey lub krzyw ey: w  pierwfzym  przypadku 
wypadnie śrzednica na linią podaną takiego rodzaiu 
jak na linie krzyw e drugiego porządku; całe więc 
m  tanie zawiflo od wynalezienia czyli punkta 0 , 0 ' ,

O" należą



O" należą do linii proftey lub krzyw ey, a  cze'm nas 
nauczyć powinien wfpól-czynnik zgo terminu P: wie-

P
m y bowiem źe MP— P N = P , a przeto — P O =  —; ie-

2

żeli to oftatnie zrównanie ieft na linią proftą, linia 
k rz y w a  iakiegokolwiek porządku opifana zrówna
niem y2— P y + Q — o, będzie miała śrzednicę taką, ia- 
fcąśmy w  drugim porządku widzieli. Weźmy fobię 
n.p. zrównanie na linie ig o  porządku s §. IV uczy- 
n iw fzy  w  niem k = o ,  i u toźyw fzy  ie potem co do 
yy będzie

,  / u c *4-ftc -t-c  p x 3+ d x 2-t-bx+a 
«/*+--- :----7—  y  +  ------ :— ------- = 0 .

t X + J  lX + -J

, . n h x x+ e x + c g x 3-hdx2+ b x + a  
gd-zie P=?-------- ----- , £ —  2----------- ----- --------- , na-

1 X + f  2 X 4 - /

z w a w f z y  P0 = z ,  zrównanie na śrzednice będzie 
łl

i z = ------- 1----- : ieżeli licznik tego ułomku ieft zu-
ix + f

pełnie rozdzielny przez mianownika ix + fj  zrówna-, 
nie to wyrażać będzie linią proftą, i linia jg o  po
rządku będzie miała śrzednicę: ale kiedy h%2+ ex+ c, 
będzie rozdzielne przez '*+•/, uczyniw fzy  ix-f-/=o, 
\vypada koniecznie h x 1+ex+.c— o, czyli w ło ży w fz y

W to oftatnie zrównanie x —  —  wypadnie - ■.
i

h f1— ef i-hcP— o zrównanie w arun kow e, któremu trze
ba żeby fię ftało zadofyć, aby linia }go  porządku 
miała śrzednicę proftą; do tego zaś przydadź iefzcze 
należy k ~ o .  Jeżeli zaś /zx -̂t-?x-ł-.c, nie będzie ro
zdzielne' zupełnie przez ix + f,  punkta O, O' O" będą 
leżyć na linii k rzy w ey  2 go porządku opifaney zró
wnaniem x ( z iz — hx)+ -2fz— e x — c = o ;  aże termin 
nayw yżfzego wymiaru w  tem zrównaniu, zamyka 
dwa mnożniki rzetelne' nierówne'* punkta O, O', Q",
i t. d- leżą na Hyperboli.

Ile razy więc w  zrównaniu i/1— Py-\-Q=o, P = n + b x ,
linia
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linid krzywa m i  śrzednicę; takowa śrzednicą prze
dzielając wfzyftkie przyftaw y ma dwie części równe'* 
c z y n i  iefzcze P  iako fiimmę wfzyftkich pierwiaftków 
ilością ftateczną; skąd wypadaią dochodzenia linii 
krzyw ych, w  którychby fumma pierwiaftków, lub 
funkcyą iaka takowey lummy była ilością ftateczną.
T o ż  famo wynayduiąc na jQ, iako na mnogość w f z y 
ftkich pierwiaftków , przyfzlibyśmy do wielu prawd
O liniach krzyw ych na iakiekolwiek porządki.

§. x x v .  r
Powiedzieliśmy że w fzyftkie  włafności w  liniach Pr*ypłd)ti ft- 

krzyw ych  należą albo do ftycznych, albo do śrzednic ia ch o-  

albo do cięciw: i ta prawda doftrzeżona w  porządku 
drugim a upowfzechniona w  Rozdziale poprzedzaią- krzyw ych  od 
cym, i na początku teraźnieylzego, przywiodła nas proftych. 

na porządki niżfze' linii do rozlegleyfzych praw d, 
które od ftycznych i śrzednic zawifty. Nie zoftaie 
nam tylko roftrząfnąć ogólniey przecięcia linii krzy
w ych od cięciw, albo niczey włafności linii proftych 
maiących punkta iwoie' fpolne z linią krzywą. W  
czem rozróżnić nam potrzeba dwa przypadki. Pie'r- 
■lufzy: kiedy linia profta przecinaiąc krzyw ą odmie
nia 1’woie położenia i znaczy punkta linii krzywey* 
iaką była zawfze przyftawa odnofzona do pewnych 
odcinków: takowa lrhia profta nie ieft w yrażona 
ofobnem zrównaniem, ale tylko ieft funkcyą odmien
ną wchodzącą w  zrównanie. Drugi przypadek: kie
dy linia profta przeciąwfzy linią krzyw ą ma poło- 
żenić nieodmienne, i ieft wyrażona właściwem zró
wnaniem; i na ten czas punkt przecięcia będąc fpól- 
ny dwóm liniom wyraża fię przez dwa zrównania.

Z a trz ym a y m y  fię nad dwiema temi p rzy p a d k a m i s _
porządnie. Co do pierwfztgo: każda odmiana linii rSianjj ijn;i 
proftey przecinaiącey, idąca za odmianą pu n k tó w  li- kn.ywych 
nii k r z y w e y  Iłużyć może do wyrażenia przez zró- prxex rrown* 
w n an ie natury tey oftatniey linii. Przyftawy iakie- " ‘ ^‘t}os'ci*- 
śmy dotąd uważali odmieniały ty lko  fwoię wielkość ^  odmięnnc- 
aoU awlzy między fobą równo-ległe. W yftawmy „iii

fobie
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F,gt 4** fobie teraz inną odmianę na fig. 41. kiedy linia CM.
przecinaiac linią k rzyw ą  u Af, N, odmienia nie tylko 
fwoię wielkość, nie i położenie względem linii CP, 
cala takowa odmiana zawifła od odmiany kąta PCN, 
który fwoim  wzroftem lub ubywaniem oznacza pier
w iaftki rzetelne' lub uroione w  zrównaniu, daiąc p o 
łożenie linii C\f takie, iakie-'ieft potrzebne' żeby linia 
k rz y w a  była przeciętą albo chybioną od proftey: ie
żeli więc przecięcia CM, CN-, bydź mogą tem, czem 
były przyftawy równo-ległe, te przecięcia będąc ca ł
kiem zawifte od kąta PCN, uczą nas; że drugą ilością 
odmienną bydź powinien kąt PCN. O w óż now y 
fpofób wyrażania linii k rzyw ey  przez zrównanie, w  
którem kąt, i linia pod tym kątem prowadzona, fą 
ilościami odmiennemi. Trafiliśmy iuż na ten fpofób 
fzukaiąc zrównania biegunowego w  liniach 2go po
rządku pod § XII. i znow u W §. poprzedzaiącym 
wynayduiąc liczbę śrzednic.

Zrównanie któreby opifywało linią krzyw ą tym 
Zrównani* na fpofobem wypaśdź powinno s funkcyi ilości odmien- 
jinie k n y w c  ney Z— CM, i s funkcyi kąta p — PCN. Chcąc po- 
od* p,^fC'*C'  zna(  ̂ liczbę pie'rwiaftków rzetelnych w  zrównaniu, 

czyli liczbę przecięć linii k rzyw ey  od proftey, w ie
dzieć nam potrzeba iaka funkcyą kąta w yraża  dwa, 
trzy, cztery, n przecięć. Ale liczba przecięć iedna 
zależyć może od wielorakich wartości CAf, kiedy z  
dane' będzie przez zrównanie złożone z wielu pier
w ia ftk ów , czyli przez funkcyą wielo-kfztałtną z f  
druga liczba przecięć zawifnąć może od wielorakich 
wartości na funkcyą kąta p: potrzeba nam wfzyftkie 
te fzczególności iak naydokładniey poznać. Funkcye 
kąta nie mogą bydź tylko Wftawy, Doftawy, albo 
Styczne, Doftyczne, Sieczne, Dotieczne, które fą fun- 
kcyami Wftaw>i Doftaw. Zeby więc iedna funkcyą 
kąta wyrażała wiele przecięć, potrzeba żeby iedna 
n.p. Wftawa miała wiele kątów do których należy. 
Obracaiąc linią CN  około punktu C trafiemy prawda 
na wiele takich kątów przez dorzucanie p o w t a r z a n e



póf-obwodu koła P; ale tu nie idzie o wieloraką w a r 
tość odpowiadaiącą różnemu położeniu i różney w ie l
kości linii CN, ale o wartość odpowiadaiącą iedne'mu 
tylko na każdy raz położeniu. W tym przypadku w i 
dzemy że iedna ta fama w ftaw a ftuży kątowi PCN — p,
i kątowi D CR — i t1o°+ p, którego w fta w a  i doftawa 
ieft odiemną; wfzyftkie inne kąty maiące tę famę 
w ftaw ę i doftawę padną na te' fame' punkta linii 
krzyw ey, które należą do kątów p, iSo°+ p . Te  ie- 
fzcze dwa kąty mogą w yrażać dwie odnogi różne' 
należące do tey famey linii krzyw ey; albo mogą ry, 
fow ać dwie linie k rzy w e, teyże famey natury \ 
kfztałtu, s których iedna będzie położona na ftronie 
CP, druga na ftronie CD. Pierwfzy przypadek ma 
mieyfce, kiedy na w fta w y  lub doftawy flużące kąto
w i  p, wypadną wartości na CM, różne od w arto
ści odpowiadających kątowi i So°+p: drugi zaś przy
padek, kiedy na obydwa te kąty otrzymamy te fa
mę' wartości CM, s których iedne będą dodatne, a 
drugie' odiemne; co iefzcze zależy od różnego poło
żenia punktu C iako początku odcinków. leżeli ten 
punkt będzie zewnętrzny linii krzyw ey iak na fig.41, 
widzem y że to famo zrównanie w yrażać może linią 
k rz y w ą  leżącą na ftronie CP, albo na ftronie CD: ie
żeli zaś tćn punkt bedzie leżał wewnątrz; funkeye 
s ftrony CM, i s ftrony CR nie wypadną tc fame, 
chyba że linie RCM, PCD, fą dwie śrzednice, s któ
rych każda dzieli linią krzyw ą na części równe, po
dobni, i iednako około fiebie rofporzadzone: i w  
których punkt C ieft śrzodkiem. leżeli zaś punkt C 
leżyć będzie na punkcie linii krzyw ey, to przecięcie 
przy C będąc fpólne' wfzyftkim  kątom nie należy do 
rachunku przecięć odpowiadaiących różnym pierwia- 
ftkom zrównania, co także trzymać należy o prze
cięciach należących do dwóch tych famych linii krzj'- 
wych. Te uwagi daią nam poznać, że liczbę prze
cięć potrzeba nam wyciągać s funkcyi kilko-kfzt-ił- 
tnych 2j do których łączyć powinniśmy uwagę ką- 

K  tó vv
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tó w  p, iSo°+p: tak iako przecięcia linii krzyw ey od 
przyftaw  wyciągaliśmy s funkcyi y, biorąc na każdy 
pierwiaftek, x  dodatnie i odiemnie. leżeli linia k r z y 
w a  raz tylko bydź może przeciętą od linii proftey, 
potrzeba naprzód, aby z  było funkcyą iedho-kfztał- 
tną: powtóre żeby to z  było wyrażone przez fun
kcyą taką kąta, któraby d aw fzy  iedno przecięcie na 
kąt p, iuż innego nie wydała na ig o °+ p •, chyba że
by to drugie' przecięcie nie różniło fię od pierwfzego 
tylko famym znakiem i w prowadziło  ten fam znak 
w  z .  n.p. ieżeli s = P ,  gdzie P w yraża  pewną fun
kcyą kąta p; kładąc za p, iSo°+ p, z  ftanie fię =JQ; 
ieżeli Q = — P, i z  na i$o°+p  ieft odiemnem, będzie 
— z = — P, czyli 2 = P :  takowa więc wartość żadne
go nowego przecięcia nie w prow adza. Zeby zaś P 
miało wfpomnioną włafność, potrzeba aby było fun
kcyą nieparzyftą w fta w y  p, albo doftawy p: niech bę

dzie C M = z , CP— x , P M = y , będzie — —  WJł.p, — =
z  z

Dojł.p: ieżeli z — P, ieft zrównaniem na linią krzyw ą raz 
tylko przeciętą od proftey; P bydź powinno funkcyą

1/ X
nieparzyftą—, —, czyli funkcyą nieparzyftą x , y, z ,  

z  z
nie maincą żadnego wymiaru. Do tey kłafsy należą
linie krzywe' zamknięte w  zrównaniach.

au bx cz dz ciii bx  cz dz
Z-----------h --- 4-  —  ~f- — i - - —  4“ —  ■+- —  -+• -----

Z  Z X y Z Z X y
ey3 'fx 3  g z 3 fiu2x  . ,

+■—  +  -—  +  - -----h - i —  +  i t .  d.
Z 3 Z3 X 3 Z 3

.. Ciy bx c d . au bx c
czyli 1 =  — -ł------h — •+• — -ł-i t.d. 1 =  —  -+- —  -h —

z 2 z 2 x  y z 2 z 2 x
rf ey3 f x 3 g z 2 hu2x

—  + J—  +  2—  -+- - Ł _  +  i t, d.
y S 4 X3 z 4

wfzyftkie potęgi Z będąc parzyftemi w  t a k o w y c h  

zrównaniach, lianą fię funkeyami wymiernenu oc, yt
położy-
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p o ło ź y w f z y  2 I = x ł -ł-y2, oprócz  tego cały drugi c z ło 
nek tych oftatnich zró w n a ń  ieft w ym iaru  — () i ró
w n a  fię iedności, czyli  ogólniey m ó w ią c  ilości ftate- 
czney; w ięc  każde zrów nanie , w  którem funkcyą ję, 
y t w y m ia r u  — I, ró w n a  ieft ilości ftateczney, w y r a 
ż a  linią k r z y w ą  ra z  ty lko  przeciętą od linii proftey .  '
Niech będzie R funkcyą wymiaru w, S funkcyą w y 
miaru n -hl, a ilością ftateczną; wfzyftkie linie* krzy
we' raz przecięte od proftey zamknięte fą w  zrówna-

, ,  - R . S t , . t . .
mu ogolnem - - — — a, aze — =  —, gdzie — ieft le- 

S R a  a
fzcze ilością ftateczną, którą wyrazić możemy przez 

więc iefzcze zrównania w  których funkcyą x , y, 

wymiaru pierwfzego ieft równa ilości ftateczney, opi- 
fuin linią krzyw ą raz przeciętą od proftey. W fzy. 
ftkie takowe linie k rzy w e  w yrażaią fię zrównaniem 

S ■
ogólnem  - •> — — «  - - czyli  S = e iR, czyli  

R
a x rt~l~*̂ -bxny + cxr,~ Jy 1-hdx'n~*y3-}-exr,~3yĄ-b i t. d.
=  a  ( J x n+ B x n~ Iy-i-Cxn- 1y *+ D xn~3yi+. i t. d . )  (M ).

p o  tego w ię c  rodzaiu należy  naprzód linia profta, 
na którą n = o :  p o w tó r e  linie 2go p o rządku na któ
re n =  1: ale w  tych liniach punkt C na fig. 41 leżyć Fig. 41, 
muli na f a m e y  linii k r z y w e y ,  a przeto w  rachunek 
przecięcia nie w chodzi iako fpólny w fz y f tk im  ką
tom , Potrzecie linie 3go porządku gdzie n— 2: ale 
punkt C leżyć inufi na punkcie d w o iftym  i t.d. L i
nie w ię c  ?go porządku maiące ty lko  w  fw em  zró
w naniu  ieden p ierw iaftek  rzetelny, term iny zaś nay- 
w y ż f z e g o  w y m ia ru  w  x , y- oprócz tego linie jg o  
p o rzą d ku  dWa razy  przecinane od linii proftey, b y 
leby punkt C leżał na punkcie linii k r z y w e y ;  linie 
ie fzcze  k r z y w e  $go porządku maiące punkt d w o ifty ,  
b yleb y  w  tym  punkcie zn ayd o w a ło  fię C, uczynią 
zadofye zrów naniu  (M ) . Podobnym fpofbbem  rozu 
m o w a ć  można o liniach p o rząd kó w  w y ż fz y c h .

Wyftawmy fobie teraz że linia CM na fig, 41 prze- 
K * cina
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Z r ó w n a n i a  na 
linie krzy w e  
dwa razy prze 
cięte od pro- 
Itiy.

cina w e  dwóch punktach linią k rzyw ą, a przeto że 
ta linia k rzy w a  w y raż a  fig zrównaniem

z 2— P z + Q = o  - - z = | p + y ^(P ~ 4 ~ ), gdzie P, Q ,  fą
4

funkcyami kąta p. Zeby wprowadzonemu warun
kow i zadofyć fię ftało, potrzeba żeby każdy z dwóch 
pierwiaftków na z ,  iedno tylko przecięcie wydał, a 
przeto trzeba żeby kątowi i$o°+p  iuż żadna infza 
nie odpowiadała wartość na z: czego nie można ina- 
czey otrzymać tylko ieżeli P itrft funkcyą nieparzy- 

<2 zaś funkcyą parzyftą w fta w y  lub doftawy ką-
X  1/

ta p, czyli P funkcyą nieparzyftą —, —; O zaś fun-
z  z

kcyą parzyftą tychże ilości. Aże podane zrównanie

na linią k rzyw ą  w yrazić  fię może /—  — + — = 0 }
z  z  z

niech będzie R funkcyą Wymiaru n , S funkcyą w y-
P

miaru n + i ,  T  funkcyą w ym iaru n + 2; poniew aż —
z

$
ieft w ym iaru — i , w y ra z ić  ie możem y przez —, tak 

P S O
dalece że — =  — i —  poniew aż ieft wym iaru — z ,  

z  T  z 1

będzie i zrównanie ogólne na linie k r z y w i
z* T

\ S R  
d w a razy przecięte od próftey ieft - - j ------- y- - — o,

T  T
czyli T — S + R = o .  tu znowu należyć mogą linie 
krzywe' ze wfzyftkich porządków czyniąc « = o  na 
drugi, ł i = j  na trzeci, n = z  na czwarty porządek
i t. d. i biorąc za T  terminy wymiaru n +2 dodatnie, 
za  5 terminy wym iaru M-ł-i odiemnie, za R terminy 
Wymiaru n znow u dodatnie podług zrównania - ” 
T~~ S+ R =o, w  porządku więc trzecim termin zawi«-

raiący
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raiący ilości ftateczne' nie wniydzie, w  porządku 
4tym terminy wymiaru pierwfzego, ani termin ftate- 
cznyi w  porządku ytym terminy wymiaru 2go, igo  
ani termin ftateczny nie bgdą wchodzić w  oznaczenie 
takowych linii krzywych; co podobnie łatwo ieft ro- 
ściągnąć do porządków wyżfzych. Kondycyi wigc 
założoney uczynią zadofyć linie 2go porządku, w y-  
ftaw iw fzy  fobie iedno przecięcie w  odległości nie- 
fkończoney, kiedy w  Hyperboli linia profta przeci
nająca ftanie fig ledwo-nieftyczney, w  Paraboli zaś 
osi równo-ległą. Linie z jg o  porządku uczynią tak
że zadofyć, po łożyw fzy  punkt C  na punkcie linii 
krzywey* z 4go porządku linie mające punkt dwoi- 
fty, w  którym znaydować fię będzie C: zgoła linie 
s porządku n będą mogły uczynić zadofyć zrówna
niu T— S + R = o ,  ieżeli bgdą mieć punkt tyle-krotny, 
ile n— 2 zamyka iedności, i ieżeli w  takow ym  pun
kcie znaydować lię bgdzie C. Gdybyśmy iefzcze mie
li uwagę na pierwiaftki uroione zrównań, znaleźli
byśmy iefzcze w  w yżfzych porządkach wiele linii 
krzyw ych  nie maiących takiego punktu, iakiego w y 
ciągamy, a iednak zadofyć czyniących zrównaniu i 
warunkowi założonemu.

Nim poftąpiemy daley rozwiążm y tu fobie naftę- 
puiące' zadanie. Wynaleśdź zrównanie na wfzyftkie Linii ter*ywa 
linie krzywe', które tak fą przecięte w e dwóch miey- u 1 owa* 
fcach M, N , od linii proftey, iż cięciwa MN, czyli ró- 
znica dwóch przecięć C K — CM, ieft zaw fze ilością *
ftateczną. Ponieważ linie krzywe' dwa razy przecięte' 
od proftey, zawieraią lię wfzyftkie w  zrównaniu - -  
z 2— P z + O ^ o ,  s którego potem to ogólne powftało 
T — S + R = o , ieft więc C M + C N — P, CM .CN— Q , a że 
[C N —  C M ]* = (C N + C M )2— 4 C M .C K = P 2— 4Q , po

dług kondycyi więc zadania ieft CN— C M = V  (P 2— 4Q )= fl*  
gdzie a w yraża  ilość ftateczną • - P2— 4Q — a 2 - - 

chcąc tg kondycyą w  zrównaniu (ci) zawartą w p ro 
w adzić W  T — S + R = o ,  przypomni dymy fobie że 

JKj f
■%
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P S Q  R ~ S z  n  Rz* . . .  , r
— = — , —  =  —, czyli P =  -, 0 = -----, w ło z y w fz y
2 7  z 2 T  T  T
te wartości za P, Q, w  f*.), wypadnie

S2z 2 4«'21 ,  , . „  S2 a 2T  '
------ — ---------— a-, sknd « —  - -  — -------

T 2 T  , + T  «z *
w ło ż y w fz y  znow u tę wartość na ii w  zrównanie

S z  c i * T
T— S-bR— o, odmieni fie na T — S-f-—  — -----= o ,

4 T  4 Z1
czyli na - - z 2( i T — S )2— a2T 2 - - (/3 ).

( @) ieft zrównaniem na wfzyftkie linie krzyw e tę 

włafność maiace, że CN — CM— n, i dwa razy tylko 
przecięte od proftey: ponieważ T  ieft wymiarij n-bz,
S wymiaru n-bf, porządek czwarty ieft nayniżfzym 
porządkiem zawieraiącym linie ciągłe tą włafnością 
znakomite, W nim n 4- i = o ,  a przeto T  ieft w ym ia
ru igo, S ilością ftateczną: połóżmy T = x ,  S— ib , 
zrównanie ( fi) ,  bedzie 4go porządku:

a 2x 2= ( x i -by2) f z x — żb )2 - - (A ).
X

aże — =  Dojł.p, — =W Jł.p, będzie x = zD o J ł.p , y-=- 
z  z

zWJł.p, Przez użycie tych wartości na x ,  y-, (A )  fta- 
nie fię

a ‘1z 2Dofł.p'l= z ' l (izD o Jł.p — 2I))2, czyli

2 =  - - - -- -  ± a  - - - ( A ' ).
Doji.p

zrównanie ( A ')  złożemy naftępuiącym fpofobem ; 
fig .,41. w z ią w fz y  na fig. 42. liąią przecinaiącą CN, k t ó r e y  

dwa punkta Af, N , leżą na. linii krzyw ey, od C pro
wadzę CB czyniącą z CN  kąt B C Ń = p ,  potem pro
wadzę G il  pionową do CB, i nazyw am  C D = b ,

D A = tD B — n, będzie CL—  - , a ponieważ LMs=
Dojł.p. 

b h
I N — a, będzie C A f=  — -—  — a, CN— _____ ba,

Dąjł.p Dojł.p.
CN—
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CN — CM— 20, czyli równe ilości ftnteczney. Linia 
wiec k rzyw a  .maiąca dwie odnogi niefkończone XBZ,
X 'A Z ',  i ledw o-nieftycŁiną prolią GH, w yraża  (ię zró
wnaniem (A ') ,  albo (Aj-, D aw ni iefzcze Geometro
w ie  uważali włafności tey linii k rzy w ey , którą na
zw ali  L i n i ą  M u s z l o w ą  (Conchois) złożoną z dwóch 
części podobnych: odnogę XRZ  nazywali M u s z l o w ą  

z e w n ę t r z n ą  (Conchois exten or), odnogę zaś X 'A Z '
M u s z l o w ą  w e w n ę t r z n ą  (Conchois interior), iey bo* 
wiem  ryfunek podobny ieft do konchy. Chcąc od 
zrównania ( A ')  przyiśdź do (A ), biorę CB za oś, C 
za początek odcinków, od JN fpufzczam pionową 
NP, bfdzie CP=xr, PN— y, CD— b, a z warunku p y
tania N M = ci, tróykąty podobne CPN, NLF, daią mi 
naftępuiącą proporcyą:

CP:CN::NF:LN  - - czyli x:V r(x 2+ y 2)::x— b:\ar.2X— z b:a 
a x = ( 2 x — 2b)V  (x*+y ), a znióflfzy znak pitrwiaft-

cizx 1
k o w y ,  a2x 2= ( x 2+ y 2)(2 x — zb )2; y*—  ------ -----------x a,

J  J  ( 2 X — 2 b ) *

kiedy x — b, y = £ , i linia k rzy w a  zamienia fif na 
ledwo-nieftyczną.

leżeli linia k rzy w a  ma bydź trzy razy przeciętą Zrównanie na 
od proftey, powinna naprzód bydź wyrażona zró- triy rfle£‘ę- 
wnaniem z 3— P 'z 2+ Q 'z — R'=<r, ponieważ na ka- “j 
żdą wartość z ,  iedno tylko powinno wypadać prze- 
ciecie, a przeto kąt i$o°-ł-p powinien nie wydadź in
nego iak kąt p: dla ocalenia tego warunku, P' iako 
fumma^ R' iako mnogość wfzyftkich pierwiaftków 
bydź powinny funkeyami nieparzyftemi w'ftawy lub 
doftawy k^ta Q ' zaś iako mnogość z dwóch na- 

\ raz pierwiaftków , bydź powinno funkcyą parzy fta 
/  teyże w fta w y  lub doftawy kąta. Chcąc te kondycyc 

(  rościągnąć do iakichkolwiek porządków linii, zró
wnanie podane w yftaw iam  fobie pod w zorem  - -

P' Q ' R ' P' Q ‘
J------ •+■ —: —  —  — o, gdzie —  ieft wymiaru — ii  —

Z Z1 2 3 6 z  J

K.4 wymiaru
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Triecięctó l i .  
nii k r z y w e y  
o d  proflćy  ma 
iac dw a  zró*
wnania*

t f x  G e o m e t r y i  w y ź s z e y
J?'

w ym iaru -~ z:  —  w ym iaru — 3;  niech teraz T  b ę -
z }

d z ie  w y m ia r u  n -t- j;  5  w y m ia r u  h -k z , i i  w y m ia r u
P' S

n-t-z, nakoniec £) wymiaru w; będzie - - —  =  —,
z  T

Q ' R  R ' O  . , • , , ,
—  =  — =  _  i zrównanie podane zamienia fie
z 1 T  T  *
na to ogólne':

S R Q  „ n „
i —  — -t- — —  _  — o, czyli T — S+R—- Q = o .

T  T  T
linie więc s porządku $go mogą uczynić zadofyć temu 
zrównaniu, w z ią w fz y  punkt C zewnątrz linii k r z y 
w ey: linie z 4go porządku także, byleby punkt C leżał 
na linii krzywey: linie z porządku $-go maiące punkt 
dwoifty  uczynią także zadofyć, byleby w  tyin dwoi- 
ftym punkcie znaydowato fię C, i ogólnie linie po
rządku n, maiąc punkt mnogości n— i w  tym 
punkcie n— j  ofadziw fzy C. S tych uw ag  łatwo 
nam ieft terażnieyfzą teoryą rościągnąć do linii prze
ciętych cztery, pięć, n razy od linii proftey. Gdyby
śmy taki fpofób obrali byli do wyrażania natury li
nii k rzy w ey , widzemy oczywiście; że podział linii 
krzyw ych cale wypada różny od tego, któryśmy 
przyigli. Ł atw o  nam ieft atoli linią jakąkolwiek 
k rzyw ą  wyrażoną przez wfpół-ufzykowane' x , y, 
przywieśdż do wyrazu, gdzie funkcya kąta wchodzi 
za ilość odmienną. Te'n fpofób uważania i wyraża
nia linii krzyw ych wiele nam pofluży w  Mechanice
i Aftronomii.

§. XXVI.
Zoftal nam iefzcze ieden przypadek do roftrząfa- 

nia, kiedy linia profta przecinaiąc krzyw ą, ieft w y 
rażona fw em  wlaściwem zrównaniem: na ten czas 
mamy dwa zrównania, iedno na linią proftą ay-{- 
b x — c— o, drugie na linią k rzy w ą  A ym+ B ijrn~ lx-ł- 
Cy”'- * x 2+ D y m- 3x 3-+- i t."d. -+■ A ’ym~ l + B 'y m~’1x+- 
C ’ym-* X * +  i t.d. -t- A "yni~*+B"ym~3x +  i t. d. - '



-t- ct,y + 13 ^ + y — °- gdzie m ieft liczbą taką, do ja
kiego porządku należy linia k rzyw a. Chcąc w  tym 
przypadku roftrząfać przecięcia linii k rzy w e y  od pro- 
ftey, rzućmy okiem na fig.43. Każda s tych dwóch li
nii md fwoie wfpół-ufzykowane, które odnofząc do 
iedney teyże famey osi A S ,  w idzem y, źe w  punkcie 
przecięcia przyftawa linii proftey równą ieft przyfta- 
wie należącey do linii krzywey, czyli że P M ,  P ' M ' ,  

fą fpólne obydwóm liniom: więc w yciągnąw fzy w a r
tość na 11 z  zrównania na iednę s tych linii, i tę w a r
tość w ło ż y w fz y  w  zrównanie na drugą linią; 
otrzymamy zrównanie na famo x ,  które wyrażać 
będzie odcinki A P ,  A P '  znow u fpólne i należące do 
przyftaw  fpólnych P M ,  P ' M ' .  Liczba takowych od
cinków zależy od liczby pierwiaftków rzetelnych w  
zrównaniu na famo x ,  i ta liczba nauczy nas zaraz 
w  wielu punktach linia k rz y w a  ieft przeciętą od 
proftey. Zaifte zrównanie na linią proftą nie mogąc 
dadź żadnego przecięcia niepodobnego, w yraża  nam 
w fzyftkie  przyftawy rzetelne; te przyftaw y wpro- 
wadzaiąc w  zrównanie na linią krzyw ą nadaiemy 
pewne wartości y, które ieżeli fą zgodne z związkiem 
ilości w  zrównaniu zawartym, w ydadź powinny x  
rzetelne'; ieżeli zaś nie fą, x  wypaśdż powinno uro
ione, pokazuiąc że linia krzyw a nie ma żadnych 
wfpół-ufzykowanych fpólnych z linią proftą. Aże 
przez tę fztukę nic innego nie czyniemy, tylko za 
pomocą dwóch zrównań między dwiema ilościami 
odmiennemi x , y, wyrzucam y iednę, i przerabiamy 
dwa zrównania na iedno oznaczone, gdzie famo x ,  
albo famo y ieft funkcyą ilości ftatecznych i zna
nych; więc wyrzucać ilość odmienną za pomocą 
dwóch zrównań, czyli przerabiać dwa zrównania 
nieoznaczone na iedno oznaczone, ieft to fzukać 
przecięć dwóch linii tem i zrównaniami wyrażonych, 
odnofząc wfpół-ufzykowane obydwóch tych linii do 
iedney osi i do tegóż famego początku odcinków. 
Skad widzemy znaczenie eliminacyi wyłożoney w  §. 
2(5. Algebry ftófuiąc ią do Geometryi: powtóre: że to 

Kj- cośmy
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Pn e ci fc i ć  li
nii k r z y w y c h  
oi innych 
krzywych.

cośmy dopiero mówili o linii proftey i krzyw ey, ro- 
ściąga fię do iakichkolwiek dwóch linii krzywych.

Maiąc zrównania na dwie linie krzyw e A = o ,  

B = o ;  i przerobiwfzy ie przez wyrzucenie y, na zró
wnanie ozpaczone C = o ,  gdzie C ieft funkcyą x  i 
ilości ftatecznych; to oftatnie zrównanie albo będzie 
zamykać w fzyftkie  pierwiaftki rzetelne, albo rzetel
ne zmięfzane z uroionemi. leżeli C = o  zam yka 
w fzyftkie  pierwiaftki rzetelne; żeby każdy z nich 
w yrażał  przecięcie linii k rzy w e y  od drugiey, potrze
ba aby takiemu p ierw iaftkow i odpowiadała wartość 
na y rzetelna w  A - = o ,  i rów na wartośef-raetelney 
drugiego zrównania B = o ;  ponieważ w  tein f/rzecię- 
ciu przyftawy obydwóch linii krzyw ych fą równe. 
Aże bydź może, że wartość na x  rzetelna wyciągnio- 
na z C = o ,  uczyni y uroicnem w  A = o ,  albo w  
B = o j  oprócz tego może fię przytrafić, że x  rzetelne' 
Wypadaiące z C = o ,  nie w yda wartości na y ró
wnych w  obydwóch zrównaniach A = o ,  B = o ;  bo 
wierny s teoryi eliminacyi §§. p. 16. Algeb. że w  
oftatnie' zrównanie C = o  wkrada fię mnożnik zbytni 
nie należący ani do A=no, ani do B = o ;  więc pier
wiaftki nawet rzetelne zrównania C = o ,  nie zaw fze 
wyrażaią praw dziw e przecięcia dwóch linii k rzy
wych. Zeby fię o takowych przecięciach przekonać, 
potrzebaby każdey wartości na x ,  wydobytey  z  zró
wnania C = o  doświadczać, czyli ta nic uczyni y 
uroionem w  A = o ,  albo w  B = o ;  co tern ieft tru- 
dnieyfze' do wykonania, im zrównania A=:o, B=o-, 
fą w yżfzych  ftopni. Oprócz tego potrzeba nam bydź 
pewnemi, że każdy pierwiaftek rzetelny C = o ,  daie 
równe wartości na y w  obydwóch zrównaniach A = o t  

15= 0 .• tym trudnościom zaradza fię naftępuiącym fpo
fobem: ieżeli wyrzucaiąc y zA-=±o, B = o ,  trafiamy W 
tem działaniu na zrównanie zamykaiące- y w  pier  ̂
w fzy m  ftopniu w zoru y==X, gdzie X"ieft funkcyą x  
i ilości ftatecznych; takowe zrównanie' pokaZuie, że 
wartości rzetelne x  zrównania C = o  wyrażaią pra

w d ziw e
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wdziwe' przecięcia; n.p. gdybyśmy mieli dwa zró
wnania na linie krzywe' - - y *+ T )y x+ E = o , - - - - 
y 2+ b 'x y + G = o ,  wyrzucaiac y trafilibyśmy naprzód

- Q_£
na zrównanie ( n ) - - y — -------------• gdzie G, E, fą

x (  D— F)
funkcyami x-, tg dopiero wartość na y w ło ż y w fz y  
W  iedno z zrównań podanych, otrzymalibyśmy n o 
w e  zrównanie na famo x .  Zrównanie (a,) wypadło 

S kombinacyi dwóch podanych zrównań A = o , B— o, 
wiec mufi mieć w  fobie coś fpólnego obydwóm por 
dług §■ iG- Ałgeb. Ta Jpólna włafność ieft w  w a r 
tości na y, która nie może fig na żadne x  rzetelne' 
ftać uroioną; wiec zrównanie (&) uczy nas, że w f z y 

ftkie wartości na x  rzetelne, ieżeli daią y rzetelne' w  
zrównaniu A = o ,  dadza ie także w  zrównaniu B = o ,  
i że te wartości rzetelne i) w  obydwóch zrównaniach 
liedą równe; ponieważ zrównanie (# )  na każde x  
nie daie tylko iednę w a r t o ś ć  y, fpólną obydwóm 
zrównaniom A = o ,  B = o .  Skąd fig wnofi, że ile ra
zy  dwa zrównania podane' na linie krzyw e przypro
w a d z ą  nas do takiego, iakiem ieft (ot,) w  eliminacyi; 

wfzyftkie wartości rzetelne' na x  wyciagnione z C = o ,  
w yrażać  będą przecięcia linii krzywych. Ale zró
wnanie («,) byłoby nie wypadło, gdyby podane 
A = o ,  B— o, zamykały famę potęgi parzyfte y, to 
ieft: gdyby śrzednica linii krzywych była wziętą za 
oś; wigc chcąc bydź pew nym  że wfzyftkie wartości 
rzetelne' na x  zrównania C = o ,  wyrażaią przecięcie, 
śrzednica nie powinna bydź osią.’ Oprócz tego nie 
zapominaymy, że zrównanie ( x ) może bydź takie, iż 
przywiód/fzy ie do zero, będziemy ie mogli roze? 
brać na inne; prościeyfze, iako to (y— ax)(b-\-cx)(d— ex) 
gdzie y — (ix = o  da nam przecięcia: inne zaś t + c x = o  
d— e x = o ,  mogą ich nie dadź uczyniwfsy y uroionem 
W  f i— o, albo w  B = o ;  w  takow ym  przypadku po
trzeba nam wfzyftkie profte zrównania zamknięte 

K e  w  ( * )
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w  (et) poczynić zero, s każdego wydobytą wartość 
na x ,  kłaśdź w  iedno z zrównań podanych A = o ,  
B = o :  ieżeli y na taką wartość wypadnie uroionem, 
pokaże nam przecięcie niepodobne. Skąd znowu 
rodzi fię trudność naprzód w  rozbieraniu (# )  na 

fwoie mnożniki; powtóre w  doświadczaniu każdego 
s tych m nożników czyli mu fluży przecięcie podo
bne lub niepodobne!' Trudność ta upadłaby, gdyby 

( nie mogło fię na takie mnożniki rozbierać, to 
ieft, gdyby wyrażało iednę linią krzyw ą  ciągłą prze
ciętą raz tylko od przyftawy, nie zaś zbiór linii pro- 
ftych lub krzywych p rości eyfzych. Więc żeby elimi- 
nacya prow adzić nas .mogła do praw dziw ych prze
cięć linii krzyw ych, to ieft żeby zrównanie oznaczo
ne C = o ,  wypadaiące' z  dwóch nieoznaczonych A = o ,  
B= o ,  przez fwoie pierwiaftki rzetelne wyrażało  za- 
w fze  przyftaw y fpólne dwom liniom krzyw ym ; p o
trzeba aby iedno s tych nieoznaczonych zrównań na 
linią krzyw ą ciągłą n.p. A = o ,  było Wzoru P + Q y = o :  
gdzie P, Q ,  prócz ilości ftatecznych zamykaią x  W 
jakimkolwiek ftopniu, a przeto zrównanie P-)-Qij=o  
W yraża linią krzyw ą iakiegokolwiek porządku raz 
tylko przeciętą od przyftawy; drugie zaś zrównanie' 
B = o  zamykać może y w  jakim kolw iek wymiarze, 
a przeto w yrażać linią k rzyw ą ilekolwiek razy prze. 
cięta od przyftawy. Tym  fpofobem wydobyta war- 

— P .
tość z A = o  na — , i włożona w  B = o ,  zrodzi

zrównanie na famo X C = o ,  którego wfzyftkie pie'r- 
wiaftki rzetelne w yrażać będą praw dziw e przecięcia 
dwóch linii krzywych. Gdzie iefzcze mamy i  tę k o 

rzyść, ze zrównanie y— -----fluży nam do upe

wnienia fię, która wartość zrównania na x ,  do któ- 
rey  przyftaw y należy. Zaifte w y fta w m y  fobie że C = o  
ma dwa pierwiaftki rzetelne oznaczaiące na fig. 4 f- 
dwa przecięcia M, N ; każdy s takowych p i e r w i a f t k ó w

n.p.
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n .p .  x^=ci, nie w iem y iefzcze czyli iefl AP, czyli 
A Q ,  a P rzeto czyli należy do przecięcia iV, czyli do

maiąc zaś zrównanie y = .----- , i W nie każdą s

takow ych wartości na x  kładąc, otrzymamy na y 
pewney wielkości wartość; ieżeli to y = + P M ,  na 
x=ci\ należy do przecięcia M: ieżeli na x wypadną 
dwie wartości równe, z C— o; pokażą nam, że tam 
dwa punkta zefzły fie razem, czyli że ieft punkt

— P , .  , 
dwoifty, a zrównanie' i / =  pokaże nam mieyfce

tego dwoiftego punktu.
*Do wynalezienia przecięć linii krzyw ych iakiego- 

kolw iek  porządku nie zoftaie nam iuż tylko z dwóch 
z r ó w n a ń  podanych n.p. P + Q y = o , - - (A ) y m+ A y m~ l 
Bym~2 - - + V = o  - - (B ) . gdzie P, Q , A , B, C, i t.d. 
fą funkcyami x ,  i ilości ftatecznych; w y rzu ciw fzy  y 
za pomocą prawideł §. i<s. Algeb: wynaleśdź trzecie 
x n-hA‘x n- 1-hB'^cn ~2+ C 'x r,-3-h i t. d. + V '= o  - - (C )  
oznaczone; gdzie A ', B', C' , D' , i t. d. fą funkcyami 
ilości znanych i ftatecznych. To oftatnie zrównanie' 
rozw ią za w fcy ,  wypadnie nam tyle odcinków AP, 
AP', AP", i d. ile x ma wartości rzetelnych; te p o 
każą liczbę punktów, w  których linia k rzy w a  - - 
p+ Qyz=o, przecina drugą z/m-+Aym- 1+B y m~*-+- i t. d.. 
+ ĵ = o. Każdy więc pierwiaftek rzetelny zrówna
nia (C ) będzie dany przez linią proftą: i ieżeli dwie 
linie krzyw e  nie maią śrzednicy wziętey za oś, fto- 
pien zrównania (C)  będzie miał za wykładnika li
czbę powftaiącą z rozmnożenia w ykładn ików  nay- 
w yżfzych,zrów nania  (A), i (B ), ale iefzcze dodadź 
należy kondycyą, że (C) ieft ofwobodzone od mno
żn ików  obcych, któreby fię mogły przymięfzać w
działaniu.

§. XXVII.
Widzieliśmy dopiero, że z dwóch zrównań nieozna- 

iczonych na linie krzywe' wynaleśdź można trzecie
■ozna*
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riyeWr prie- oznaczona, którego pierwiaftki rzetelne wyraźaią od- 
ci{(? linii kn y  cinki prowadzone do przecięć linii krzywych. Więc 
tńanid składni ^aźdć zrównanie ) oznaczone n3cm-t-/)x’n_I+ rfx ,n_2 -t- 
irównźó. t x mmm3+  i t.d. - - + k — o - - (O ), w  którem a, b, c, 

d, i t. d. fą ilościami znanemi, uważać można iako 
powftaiące z dwóch nieoznaczonych przez w yrzuce
nie t/, i iako mieć mogące pierwiaftki rzetelne w y r a 
żone przez linie profte'. Wynaleśdź dwa nieozna
czone zrównania takie, z iakichby przez eliminacyą, 
w ypaśdź mogło (C ) ,  ieft to wynaleśdź dwie linie 
profte lub k rzy w e  przecinaiące fię, maiące oś fpólną 
ł początek odcinków, a oraz fpólne' odcinki należące' 
do przecięć* a przeto ieft to wynaleśdź pierwiaftki 
zrównania (C) przez linie. Spofób ten rozwiązania 
zrównań za pomocą linii proftych lub krzyw ych na
z y w a  fię S k ł a d n i ą  Z  r ó w n a  n ( C o n ftr u ft io  A e ą u a tio -  

Tium). Złożyć  bowiem zrównanie, znaczy w  Geo
metryi odrylować linią proftą lub krzyw ą, w  które'y 
2wiązek wfpół-ufzykowanych rodzi zrównanie' po
dane, i to znaczenie należy do zrównań nieoznaczo
nych: złożyć  zaś zrównanie oznaczone, ieft to odry- 
fow ać dwie linie przecinaiące' fię tyle razy, i w  taki 
fpofób, aby odcinki do przecięć należące wyrażały 
wfzyftkie pierwiaftki rzetelne' zrównania podanego. 
Co nam nie będzie trudno w ykonać i zrozumie'ć w  
przykładach. A naprzód każde zrównanie oznaczo
ne pierwfzego ftopnia Ax-— B— o, uważać fię może, 
jakoby powftalo z dwóch nieoznaczonych a y = c (x + a )  
( i ) .  - b y = d (b — x )  ■ - ( z ) ,  s których w yrzu c iw fzy  

(d ( \ dl)
11, wypadnie — 'Z—  . . ( , )  które ieft w z o m

bc+da
A x — B = o :  żeby wiec znaleśdź wartość na A w y raż o 
ną przez linie, potrzeba złożyć zrównania' ( i ) ,  ( z ) ,  
s których powftało (3 ). Aże zrównanie nieoznaczone' 
( l) ,  (2) każde z ofobna rozebrać fię może na cztery 
proporcyonalne terminy, które możemy dobrze wy- 
razić przez 4 linie proporcyonalne zawarte w  dwóch 

44. tróykątach podobnych* przeto n a z w a w fz y  na fig. 4 4 -
^ B = « ,
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A B — ci, A D = c , A P ~ x ,  P M = y , CA— b, A E = d ,  ma
m y naprzód AB:AD::BP:PM, czyli ci:c— a+ x:y . . i 
a y = c(a -i-x), więc zrównanie ( i)  ieft na linią BS; 
powtóre, CA:AE::CP:PM to ieft b:d— b— x:y ' ■ - - . 
by— d(b— x )  zrównanie na linią CE: przeto pierwia^ 
ftek zrównania (3) ieft AP, należący do przecięcia fpól- 
nego M obydwóch linii proftych. Wfzyftkie zatem 
zrównania oznaczone pierw fzego ftopnia złożyć fig 
mogą przez dwie linie profte.

Zrównanie nayoglnieyfze' ig o  ftopnia A x 1-ł-Bx+C=ct? 
ponieważ uważać fię może iako wypadłe z dwóch 
zrównań nieoznaczonych ay— c(a-\-x), y x+ a 'x y + b 'x i  
■+-d'x+£'y+f~o, s których drugie wyrażaiąc linią 
krzyw ą drugiego porządku, uczy nas; że do złożenia 
zrównań oznaczonych 2go ftopnia potrzeba użyć li* 
nii proftey, i linii któreykolwiek 2go porządku. Ia- 
kóż linia 2go porządku mogąc bydź przecięta w e 
dwóch mieyfcach od linii proftey, okazać powinna 
w  tych przecięciach dwa pierwiaftki zrównania po
danego A x 2-ł-Bx-i-C— o. Użyimy do tego koła iako 
linii k rzy w e y  nayłatwieyfzey do ryfunku, na którą 
zrównanie d2= ( x — — g ) 2-, z dwóch tych zró
wnań na linią proftą i na koło w yrzu ciw fzy  y, wy* 
padnie zrównanie oznaczone;

(a 2+c'1) x x-i-(2c:!a— 2j a 1— 2cicg)x+a’1f 1— ica 2g + a 2g x 
+ a xc2— o - - * (C "). 
porów n aw fzy  to zrównanie s podane'm co do wfpół- 
czynnikow A , B, C, i w p row adziw szy  iefzcze kon- 
dycye na oznaczenie innych ilości znanych w  zró- 
wnaniach na linią k rzyw ą  i na koło, czyli raczey na 
wyrażenie ci, c , j , g ,  d, przez A , B, C; przyidziemy 
do naznaczenia dwóch nayogólnieyfzych zrównań n i  
linią proftą 1 na koło, które uważać możemy iako 
mogące w ydadz s fiebie każde iakiekolwiek zrów na
nie 2go ftopnia oznaczone' A x ‘1-ł-Bx-ł-C=o: nie zo- 
ftaie nam więc tylko złożyć dwa zrównania - * • 

a y = c (a + x J, - - (Mj  . . d * = ( x — f)*-+-(y— g )*  * - ( $ )  

tego dokażemy na figurze 4^, n a zw a w fz y  ARz=a, Fi£, ąu

A B = c ,
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A B = c ,  A D — f ,  C D — g ,  C M -= d, AP— x ,  P M = ?/(t 
LM— y— ę-; L C = x — f ,  mamy naprzód AR:AB::RP'-PM 
ci:c— a + x:y  - - ay— c(a + x ) - - CM1— LyC2i-hLMz - - 
d z— ( x —f ) z+ ( y — g-,)2; zrównanie wigc ((i) ieft na 

koło promienia CM— ci, zrównanie' zaś (#,) na linią 

profta RM przecinaiącą koło w  dwóch mieyfcach N , 
M, przeto A Q , AP, fą prawdziwemi pierwiaftkami 
zrównania ( C ) .  Podobnym fpofobem złożyćby mo
żna zrównanie $go ftopnia za pomocą linii proftey 
z  linią krzywą jg o  porządku, którą profta w  trzech 
punktach przecina; zrównanie 4go ftopnia za po
mocą dwóch linii 2go porządku iakie fą nayprościey- 
fze' koło i Parabola, ktpre fię w  czterech punktach 
m o&3 przecinać: zgoła za pomocą dwóch linii krzy
w y ch  porządków, rn, n ,można złożyć zrównanie' fto
pnia j nn.

Spofób takow y rozw iązyw ania  zrównań za pom o
cą linii krzywych, użyty od Des-Carta był ledwo nie 
powfzechnym, póki Geometrowie nie rozfzerzyli g ra 
nic Algebry i nie wprowadzili użycia Tablic T r y g o 
nometrycznych. Za pomocą niego Des-Cartes ro 
zw iązał  zaraz wielkie ow o w  ftarożytności zadanie
o dwóch śrzednich proporcyonalnych liniach: i in- 

( nych wiele w  fwoiey Geometryi o naturze linii krzy
wych. Dawni Geometrowie nie mieli innego fpo- 
fobu uważania linii krzywych tylko przeż takowe' 
przecięcia, które w  niedoftatku rachunku Algebrai
cznego wyrażali przez fame proporeye barzo zawi- 
kłane; a chcąc przeniknąć w  zaw ikleyfze linii k rzy
w ych włafności, powynaydowali do tego linie k rzy
w e w yżfzych porządków: tak Nicomedcs wynalazł 
linią Mufzlową §. 2y: Diokles, Cifsoidę §. 2?. iako 
widzieć można Pappum. Colle. Math. Lib. III. Des- 
Cartes w ynalazłfzy fpofób wyrażania linii krzywych 
przez rachunek, wfzyftkie te dawnych zadania barzo 
fzczfśliwie rozwiązał. Pofzedł za nim Newton W 
fw oiey Arytmetyce pow fzechney, i wiele fkładni

zró-
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zrównań w  Des-Carcie uprościł, innych wiele p rz y 
dał. Nie można nie w yznać że fpofób rozw ięzyw a- 
nia zrównań przez linie krzywe' ieft barzo dow ci
pny, i wprawiaiący w  rozumowanie; ale do użycia 
cale trudny. Wyciąga bowiem praw dziwie g eom e
trycznego ryfunku linii krzyw ych, w  którym chybi- 
w f z y ,  bhjdzemy wiele w  wartościach famych pieY
w iaftków . Ryfować zaś linie krzyw e w yżfzych ofo- 
bliwie porządków geometrycznie przez punkta, ieft 
rzeczą niezmiernie żmudną i zawikłaną, iako każdy 
s pierwfzey uw agi może fię przekonać. Dla tey ci 
to przyczyny fkładnia zrównań przez linie krzyw e 
ieft cale zaniedbana w  dzifieyfzym Matematyki ftanie, 
którąśmy tu krotko w yłożyli ,  aby iefzcze zoftawić 
ślad pierwfzego Geometryi ftanu w  ftarożytności, i 
za czafów Des-Carta. Ktoby iednak dokładnieyfzey 
chciał w  tem wiadomości, odfyłamy go do dzieł D e s -  

C a r t a :  Marquis de 1’ H o p i t a l :  TraitĄ Anąlytique des 
Settions Coniques-Livre ix,x.

ROZDZIAŁ PIĄTY.

Zrównania między  t r z e m a  o d m ie n n e m i  i l o 

ś c ia m i  t łómaczą fię prz ez  P o w i e r z c h n i e  c j a ł ,  

i przez  linie profle lub k r zyw e  na p o w i e r z 
chniach leżąc e:  podaie fię fpofób wy rażan ia  
różnych powierzchni k r zyw ych ,  i linii na w i e 
lu ptafzczyznach zoftaiących.

§. XXVIII.

■ITTTzyftki^ włafności linii krzywych, które nas fcrówrania  nfe 
dotąd zaprzątały, wydobyte fa z uwagi nad zró-

• • ‘  > . V , w , d 7. y  t r z e m a  o d .
wnanrami nieoznaczonemi miedzy dwiema odmień- mięnnfmi ii0- 
nemi ilościami: skąd nam ieft łatwo uczuć, iak teo- Octami d ó m a .  

rya takowych zrównań ieft rozległa i obfita, gdzie ci» fij na linie 
L  rozum
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rozum ludzki zoftnwił nriyfzczęśliwfze pamiątki fwo* 
iey dzielności, i gdzie zawfze niewyczerpane zrzodlo 
nowych prawd znayduie. Pamiętajmy tylko, że* 
śmy dopiero ieden rodzay zrównań nieoznaczonych 
potrafili przetłumaczyć na linie, to ieft kiedy zró* 
wnanie dwie tylko odmienne ilości zamyka. Wfzak* 
że iednak zrównanie' Algebraiczne zawierać może « 
ilości odmie'nnych, » których chcąc na iednę mieć 
wartość oznaczoną i pewną, potrzeba nam wprowa* 
dzić n —  i warunków  dla nadania wartości ty Iuż nie
wiadomym; Coż więc znaczyć będą zrównania trzy 
odmienm: ilości zawieraiące naftępuiąc zaraz po tych, 
s którydi Teorya linii krzywych wypadła? Wyftaw- 
T>y fobie z nich iedno nayprościeyfze Ax~\-By+Cz-^ 

D = o :  W niem każda ilość odmienna ieft funkcyą 
'dwóch innych, więc naprzód chcąc takowe zrówna* 
•nic' przez linie wytłóm arzyć, potrzeba nam trzech 
wfpół-ufzykowanych: ka&dey s tycii wfpół-ufzykowa* 
nych oddzielić potrzeba dwie ftrony, iednę na war* 
‘ ości dodatne, na wartości odiemne drugą; a przeto 
*-ałe' mieyfce na któfemby leżała linia takowem zró* 
wnaniem opifana, rościąć na fześć części od fiebic  ̂
różnych i oddzielnych. Tego dokazać nie potrafię* 
m y na iedney płafzczyinie, bo tey wfzyftkie Wy* 
miary dwie wfpół-ufzykowane fwern położeniem za* 
brały; odcinki bowiem x  zabrały całą fzerokośćj 
przyftaw y y całą długość plafzczyzny na którey li* 
ni a k rzy w a  leżała: więc trzccia ilość odmienna ż  
mieć powinna w ym iar trzeci, czyli głębokość; a za* 
tem ogólnie mówiąc: zrównanie nieoznaczone mię* 
d z y  trzema odmiennymi, ilościami nie może wyrciżać 
ty lko  albo plafzczyznę odnofzoną do drugiey pła* 
fzczyzny, albo powierzchnią k rzy w ą  ciała, albo co, 
na iedno 'wyńdzie, linią krzyw ą leżącą na lóżliych 
płafzczyznach, do którey oznaczenia potrzebuiemy 
koniecznie dwóch płafzczyzn na wyftawienie trzech 
wfpół-ufzykowanych x , y, z: i s tey to podobno 
przyczyny takowe linie krzyw e  uważane od W- Ge*

'ometry
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ometry Clairaut (a) nazwane były D w o i s t e y  k r z y 
w i z n y  (Curvae dnplicis Curuaturae). YTyftawmy fo
bie ("fig- 4<*-) na ptafzczyznie gruntowey, którą za- F*6< 
w fze  będzie płafzczyzna papieru, dwie linie nieozna- 
czoney wielkości do liebie pionowe, RS na odcinki,
CD  na rachowanie przyftaw  j/; powtóre trzecią linią 
GH pionową do płafzczyzny papieru, i przechodzą
ca przez punkt A  wzięty za początek odcinków: ta 
linia fłużyć będzie do znaczenia przyftaw z ,  które 
nazywać będziemy Przyfiawami wyfokości: punkt '4 
w iec k rzyw ey  na różnych płafzczyznach leżą-
cćy, czyli powierzchnie ciał profte lub krzyw e od- 
nofić zaw fze będziemy do płafzczyzny grunty zą 
pomocą trzech wfpół-ufzykowanych AP, MP, MZ,
(fig. 47), s których każda będzie równo-ległą fw p y li
nii główney na fig. 4 6-, takowe linie główne RS, CD,
GH, nazywaią fię O s i a m i  (A xes). A  iako ftrona AS 
bedzie mieyfcem odcinków dodatnych, ftrona AR  od- 
iemnychj powtóre, ftrona A C  mieyfcem przyftaw do
datnych, AH  przyftaw  odiemnych; tak ftrona A G  
nad ptafzczyzną gruntu, będzie w yrażać przyftaw y 
wyfokosci dodatne, ftrona zaś AH  też przyftawy 
odicmne, Żebyśmy fię łatwiey znaleśdź mogli w  ta
kowych odmianach położenia, wygodniey mim ie- 
fzcze będzie wyftawić fobie trzy płafzczyzny do fie
bie pionowe, przecinające fię w  liniach głównych: to 
ieft płafzczyznę gruntu/ powtóre płafzczyznę przeci- 
naiaca grunt w  linii RS-, na koniec płafzczyznę prze
cina! ącą tenże grunt w  linii CD: obie te oftatnie pla- 
fzczyzny przecinać fię będą w  linii GH, a przeto bę
dą do liebie i do gruntu pionowe. Trzy  takowe 
p l a f z c z y z n y  przechodzące przez punkt A , a roseją- 
enione do odległości nieoznaczoney, rozetną całą peł
ność mieyfca na ośro przedziałów odppwiadaiących 
tyiuż położeniom wfpół-ufzy k o w a n y ch ; pierwfzy 
p r z e d z i a ł  CGS fłuży wfzyftkim  wfpói-ufzykpwanym 

d o d a t n y m ,  to ieft: n a - ł - x ,  -+-?/, +z-, drugi przedział 
U  CGR

( g )  T r a ię ć  des C o u r b e t  *  d o u b le  C o u t b u r ć .



CGR  ftuży na — x , + y, -Hz. trzeci przedziałDGS ieft 
na + x ,  — y, + z : cztuarly przedział RGD  ieft na 
— x ,  — y, + z : piały przedział SHC na -Hx, + y , — 2; 
fzó jiy  przedział CHR na — x,-ł-y, — z: ftodmy prze
dział SUD na 4-x, — y, — z: o/my przedział RUD  na 
— x ,  — y, — z: s tych przedziałów iedne z a m y k a ł  
dwie wfpół-ufzy kowane' s tcmiż fameini znakami, 
drugie iedne tylko wfpół-ufzy kowaną fpólną, co do 
znaku; trzecie nakoniec wfzyftkie trzy wfpół-ufzy- 
kowane co do znaków  różne. A  maiąc zrównanie 
na jakąkolwiek powierzchnią do trzech takowych 
płafzczyzn odnófzoną, łatwo nam ieft przez to famo 
rozumowanie, któregośmy w  §. 24 użyli, rossądzić 
czyli które przedziały fą między fobą równe i podo
bne: i tak n.p. ieżeli zrównanie zawierać będzie fa
me potęgi parzyfte z ,  powierzchnia leżąca nad pta- 
fzczyzną gruntową RCGS, będzie równa i podotMid 
powierzchni pod tym gruntem potożoney; i płufzcży- 
zna gruntowa będzie tem, czem były śrzednice w  li
niach krzyw ych; czyli będzie P ł a ś z c z y z m ą  Śr z o d k o -  

w a  (Plcinum liiamdralej: ieżeli zaś w  zrównaniu na 
powierzchnią, x  albo y będą fię znaydować w  famych 
wymiarach parzyftych; w  pierwfzym  razie płafzczy- 
2na CGDH, w  drugim zaś przypadku płafzczyzn^ 
5GRU  będzie płafzczyzną śrzodkową.

Wyrazić linią jakąkolwiek leżącą na .powierzchni 
ciała, przez zrównanie Algebraiczne; ieft to ogarnąć 
wfzyftkie odmiany punktu tę linią opifuiącego: tako
w e  odmiany względem  płafzczyzny gruntowćy po
każą nam przyftaw y wyfokości 2; odmiany w z g lę 
dem płafzczyzny SGRH pokażą nam wartości y, od
m iany nakoniec względem  płafzczyzny CGDH  od- 
kryią nam odcinki x: ikąd nam łatwo poznać, że od
miany iedney wfpół-ufzy kowaney fą zawifłe od dru
gich; a przeto że w  zrównaniu na powierzchnią, 
każda ilość odmienna ieft funkcya dwóch innych. 
T u  iuż łatwo poymiemy, że ieżeli powierzchnia cia
ła iakiego ieft opifana obwodem linii ciągłty proftey
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lub k rzy w e y ,  cała iey rozległość zawarta będzie w  
iednćm zrównaniu, i będzie P o w i e r z c h n i ą  c i ą g ł ą  

(Superficieś continua)-, ieżeli zaś opifana ieft tak, i i  
każda iey część wypadła z obrotu innego gatunku 
linii, będzie także każda tak o w a część należała do 
innego zrównania, flcąd powftaie P o w i e r z c h n i a  n i e - 

f o r e m n a  (Superficieś difcontinua), która do terażniey* 
fzych uw ag nie będzie należyć. W zrównaniu na 
powierzchnie ciągłe, z  bydź może funkcyą iedno- 
kfztałtną y, x-, a przeto na każdą wartość x ,y ,  iedna 
tylko będźłie odpowiadać przyftawa wylokosci, i ta
k o w e  powierzchnie będziemy znowu nazyw ać P i e r 

w s z e g o  p o r z ą d k u  (Superficieś primi ordmis): ieżeli 
zaś będzie funkcyą dwó-kfztaltną x , y, na każdą 
wartość x , y, dwie będą odpowiadać przyftaw y w y- 
fokości, i takowe powierzchnie będą D r u g i e g o  p o 

r z ą d k u  (Superficieś fecundi ordinis), co iefzcze ro- 
ściągnąwfzy do w yżfzych  w ym iarów  z ,  wynaydzie- 
tny dalfzy podział powierzchni tak, iak na linie 
krzyw e, gdzie należy nam oftrzec że w ym iary ilości 
odmiennych nie fą tak befpieczną cechą do rozezna
w ania  powierzchni, iak do linii krzywych: czego 
będziemy miec przykład na powierzchi w alca i 
oftrokrąga.

S tych pierwfzych obrazów, któreśmy fobie o zró
wnaniach nieoznaczonych między trzema ilościami 
odmiennemi w yftaw ili ,  dom}'ślemy fię łatw o, iż 
nam wypadaią dwoiakiego rodzaiu dociekania; to ielł 
fpofób wyrażenia zrównaniem powierzchni iakiego- 
k o lw ie k  ciała: i fpofób wyrażenia linii na powierz
chni ciała leżącey: przypatrzmy fię iak iedno s tych 
zagadnień ieft od drugiego zawifie.

Poznanie' powierzchni iakiego ciała nabyw a fię 
przez poznanie wiciu barzo punktów na tey powie
rzchni leżących, a przeto przez znalezienie prawa, 
podług którego te punkta fię odmieniaią. Do po
znania wielu na raz takowych punktów ieft iedyny 
fpofób poznać linie różne na takow ey powierzchni 

L j  leżącej
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Pifr 47*

Fig* 4<5,

leżące'; te linie uważać fię mogą iako ryfy zoftawio- 
ne od płafzczyzn przecinaiących ciało; a przeto po
znanie powierzchni, zawifto od poznania linii na niey 
Zoftaiących; poznanie zaś. takowych linii, nabywa fię 
przez  uwagę różnych przecięć takow ey powierzchni 
od plafzczyzn. Weźmy fobie za przykład kulę, 
przeciąwfzy ią w  iakiemkolwiek mieyfcu płafzcz.y- 
zną, linia krzyw a tem przecięciem na powierzchni 
odryta będzie kolo, więc na fig. 47. punkt Z  będzie 
leżał zawfze na kole; niech hędzje A P = x ,  P M = y , 
M Z = z ,  przez punkt Z  i przez śrzodek kuli, czyli 
przez punkta Z , A , P, przeciąwfzy kulę, mamy na
przód 4 M 2= *x1+y*-, A Z 2= A M x-hM Z *=  x*-hyi + z 2i 
ale AZ, ieft promień kuli; więc a 2= % 2--t-y2-ł-32 ieft 
zrównaniem na kulę. Chcąc teraz od zrównania na 
kulę przyiśdź do poznania linii wypadaiącey s prze
cięcia kuli przez ptafzczyznę gruntową; ta kondy- 
cya uczy nas, że z = o ,  a przeto zrównanie na Unią 
fzukaną ieft a 2— x 2+ y 2, ieżeli uczynię w  zrównaniu 
na kulę x = a ,  otrzymam ci2= iy 2-bz2 na linią s prze
cięcia kuli płafzczyzną SGRH: ieżeli zaś y ~ o ,  wypa-t 
dnie mi n1= x*4 -2 * ,  zrównanie na linią, którą pla* 

fzczyzna CGHD  f\vem przecięciem zoftawia.
Powierzchnie w ięc ciał uw ażać będziem y przez rót 

źne przecięcia tychże ciał od plafzczyzn, i przez li
nie takowem  przecięciem zrodzone. Poniew aż zaś 
przytrafić fię może, że linia k rzy w a  na powierzchni 
Softaiąc, leży na w ielu płafzczyznach, i w ypaśdź nie 
m oże s przecięcia cia{a iedną plafzczyzną; ale tylko 
s przecięcia powierzchni przez drugą powierzchnią; 
przeto rozdzielem y uwagę nalzę na dw a przypadki; 
w  pierw fzym  poznam y linie na powierzchniach ciął 
zoftaiące, które w ypaśdź mogą $ przecięcia ciała od 
płafzczy-^ny; powtóre uw ażać będziemy linie k rzy
w e  zoftaiące na powierzchni, ale razem znayduiące 
(ię na w ielu płafzczyznach,

§. XXIX.
Ponieważ zamierzyliśmy fobię uważać fame pa*

Wierzchnie
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Wierzchnie c:'ng'e, brvdą do uwagi nafz iy  naleźyć fn-
tne' ty  Hf o 'ciała O k r ą g ł e  t o c z o n e  ( Corpoia iornata), R ofln araij 'fi(
których powierzchnia wyrobiona ieft podług pewne'*
g o  p r a w a ,  c z y l i  r a c z e y  o p i f a m  lin ią  k r z y w ą  c ią g łą  ; iinic

przez fw ó y  obrot, iakiemi fą K u l a  ( G lo b u s ) ,  W a le c  »vypidai»cć *
( C y l in d r u s ) ,  i O s t r o k r ą g  ( C o n u s ) .  P r z e z  c ia ła  t:-- p n c c ifc iś  ich

k o w e  p r z e c h o d z ą c  p ł a f z c z y z n a  p r z e c in a ją c a *  z o fta -

W ia  r ó ż n i c o  g a tu n k u  lin ie  k r z y w e  p o d łu g  r ó ż n e g o

fw ego  położenia,
A  n a p r z ó d  o d n o fz ą ć  p u n k t a  p o w ie r z c h n i  ta k ie g o  

c i a ła  d o  tr z e c h  p ł a f z c z y z n  g łó w n y c h ,  w y f t a w m y  fo>- 

b ie  p o w ie r z c h n ią  p r z e c ię t ą  r ó w n o  le g le  p ła fz c z y z n ifc  

g r u n t o w e y  .SCT^D (fig .4 < jJ $  te m  p r z e c ię c ie m  z o f t a w i o 1- Fig. * *  

n e  lin ie  n a  p o w i e r z c h n i  b y d ź  m o g ą  r ó w n e ,  ta k  d a le c e  
ż e  d o  i a k i e y k o l w i e k  w y f o k o ś c i  p o d n ie f ie m y  p ł a f z c z y -  

z n ę  p r z e c in a ia c ą ;  l in ia  k r z y w a  b ę d z ie  ta  f a m a ,  a  

p r z e t o  w  t a k o w e y  p o w i e r z c h n i  l in ia  s p r z e c ię c ia  

r ó w n o l e g ł e g o  g r u n t o w i  z r o d z o n a ,  ie f t  n ie z a w if t a  o d  

p r z y f t a w  w y f o k o ś c i ,  i z r ó w n a n ie ' n a  t a k o w a  p o w i e r z 
c h n ią  n ie  p o w i n n o  z a m y k a ć  z ,  a le  b y d ź  p o w i n n o  
l a k i e m ,  ia k ie m  fi§  w y r a ż a  lin ia  k r z y w a  b ę d ą ca  -zasa

d ą  c ia ła .  W y f t a w m y  fo b ie  W a l e c  p r o s t y  ( 'C y iin - 

rlru s reE tus), k tó r e g o  Z a s a d ą  ( B a s is )  ie ft  K o ł o : a lb o  

W a l e c  p o c i ą g ł y  (Cylindruj fcalenus), g d z i e  E l l i p f a  

i e f t  z a fa d ą ,  p r z e c in a ią c  'c ia ło  ta k ie  p ł a f z c z y z n a  r ó 
w n o - l e g ł ą  z a fa d z ie ,  a  r a z e m  p i o n o w ą  d o  o s i w a l c a ,

■ wypadać b ę d ą  s t a k o w y c h  p r z e c ię ć  f a m e  k o ł a  m i ę 

d z y  f o b ą  r ó w n e  ń a  w a le c  p r o f t y ,  i z r ó w n a n ie  n a  per- 

w ie r z c h n ią  ta k ie g o  w a lc a  ie f t  a 1= x 7- + y 2: n a  w a łe ó  

■zaś p o c ią g ły  fa m e  b ę d ą  E l l i p f y  m ię d z y  f o b ą  r ó w n e ,  

p r z e t o  z r ó w n a n ie  g'ly'1+k'lx'3- = g :lk*, b ę d z ie  w y r a ż a ć  
p o w ie r z c h n ią  W a lc a  p o c ią g łe g o .  W ła f n o ś ć  ta  f lu ż y  
w f z y f t k i m  c ia ło m  W a l c z a s t y m  i  g r a n i a s t o - s ł u p o -  

W y m  (Corpora •Cylindrica, prifmatica), i z r ó w n a n ia  

H a p o w ie r z c h n ią  t a k o w y c h  c i a ł  n ie  z a m y k a ią  z ,  b o  

W  n ich  p r z e c ię c ia  r ó w n o l e g ł e  z a s a d z ie  r o d z ą  l i n k  

p r o f t e  lu b  k r z y w e  m ię d z y  f o b ą  r ó w n e .

Powtóre .p rz e c in a ią c  c ia ła  p ł a f z c z y z n ą  r ó w n o  le g ły  

-L 4  g r u n to w i*
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gruntowi, linie na powierzchni takowem  przecięciem 
zrodzone byrlź moga podobne §. VII. to ieft tego 
famego porządku i gatunku, ale mnieyfze lub wie- 
kfze, i na każde takowe' przecięcie 2: ftaie fię ilością 
ftateczną. W yftaw m y fobie oftrokrąg okrągły, któ

rego zafadą ieft koło ( Canus rettus), lub pociągły, 
którego zafadą ieft Ellipfa (Conus fcalenus); przeci
nając od wierzchołka plafzczyzną równo-ległą zasa
dzie taki oftrokrąg, ryfować fię będą na powierzchni 
takowem  przecieciem fame koła na oftro-krągu okrą
głym; fame zaś Ellipfy na oftro-krągu pociągłym: te zaś 
koła i Ellipfy nie będą równe, ale będąc rofnąć p o
dług odległości płafzczyzny przecinaiącey, i ich ob
w o d y  będą proporcyonalne wyfokości = n ,  tak dalece 
że linia przez punkta te proporcyonalne prowadzona 
ieft profta; ciała takowe nazywaią fię O s t r o - k r a g o -  
w e ,  albo ogólniey O s t r o - g r a n i a s t e  ( Corpora coni- 
ca, pyramłdalici); przeto zrównanie na te ciała bydź 
powinno takie, iż na przecięcie' Ich ptafzczyzną 
przez punkta te  p r o p o r c y o n a ln e ,  r o z e b r a ć  fię pow in
no na zrównania wyrażaiące linie profte. T ak o w ą 
zaś włafność maią w fzyftkie  Z r ó w n a n i a  i e d n o - r o -  

d n e  (j£qucitionrs hom ogeneie), czyli zawieraiące w e 
wfzyftkich terminach równe w ym iary  ilości odmien
nych, x ,  y, z ;  tak dalece, że fumma wym iaru w  ie- 
dnym terminie, ieft równa fummie w ym iaró w  termi
nu innego któregokolwiek.

A  naprzód mieliśmy iu i  przykład pod §. 22. że 
zrównania iedno-rodne między ilościami odmiennemi 
jakiem ieft n. p. A x m~nyn-+-Bx'l"-~PyP-ł- i t. d. = 0 ,  
rozbierać fię mogą na zrównania proftć igo  ftopnia. 
Żebyśm y fię zaś o tern barziey przekonali w  tera- 
źnieyfzych zrównaniach, w y fta w m y  fobie zrównanie 
iedno-rodne z ni= a z m~“~PxnyP , którego wfzyftkie' 
terminy ponieważ tę famę potęgę ilości odmiennych 
razem wziętych zamykaią, dofyć nam na iednym 
przeftać. Teraz przypuśćmy na fig.47. że plafzczy- 
zna przecinaiąca przechodząc przez punkt A  ieft pio

nową /



nową do płafzczyzny grantu A P M ,  która przecina w  
linii A M . , n azw aw fzy  A P = x ,  P M = y ,  M Z = z  ponie
w a ż  kąt P A M  płafzczyzny przecinaiącey z linią A P ,  

ieft nam znany; będzie nam także znany ftófunek 
A M : A P ,  i A M : M P ,  a przeto będzie y = l i x ,  gdzie h  

ieft funkcyą tego kąta: w ło ż y w fz y  więc w  zrów n a
nie' iednorodne za y  wartość h x ,  będzie - - 
z m = a z m ~ n ~ * - h i , x n + i ? ,  zrównanie takiego w zoru  iak 
A x 1" ~ ' n y r , - h B x m ~ i , y P  i t. d. = o .  więc każda po
wierzchnia wyrażona zrównaniem iednorodnem mię
dzy trzema odmiennemi ilościami x ,  y ,  z ,  przecięta 
płafzczyzną pionową na grunt, i przechodzącą przez 
śrzodek A ,  wyda linią proftą. lakoż przeciąwfzy 
oltrokrąg iakikolw iek pionowo na grunt tak, aby 
płafzczyzna przecinaiąoa przefzła przez oś oftrokrą- 
ga; linie s tego przecięcia zrodzone będą profte' 
przecinaiące fię w  wierzchołku. Co fluży także w fzy-  
Itkim ciałom graniafto-flupowym, w  których zró
wnaniu iedna z ilości odmiennych ftaie fię albo zero, 
albo ilością ftateczną, podług położenia płafzczyzny 
przecinaiącey względem płafzczyzn głównych: a prze
to zrównanie na ciało graniafto-ftupowe w  tem prze
cięciu będzie tylko iednę ilość odmienną zamykać, 
którego pierwiaftki wyrażaią linie profte miedzy 
fobą równo ległe, S tych uw ag  łatwo nam będzie 
wynaleśdź zrównanie nu powierzchnią oltro-krąga iar 
kiegokolwiek. Niech będzie na fig. 4 7 - oltro krąg 
pociągły A D K E L ,  którego zafadą ieft Ellipfa w y raż o 
na zrównaniem g *y *+ k ’ix '>= k*g ~ , odniólłfzy iego 
powierzchnią do trzech płafzczyzn głównych przez 
wfpół-nfzykowane A P = ^ x ,  P Q = y ,  Q M = z ,  tak aby 
płafzczyzna gruntowa była równo-ległą zafadzie 
D K E L ,  i A P  równo-legła osi w iękfzey  D E - ,  U L  ró- 
wno-legła PQ , wyfokość równo-legła osi oftro- 
kraga C A y  ponieważ przecięcia równo-ległe płafzczy- 
znie grnntowey rodzą Ellipfy podobne, których śrze
dnice D E = g ,  K L = k ,  będą miały ftófunek ftateczny do 
wyfokości S i  to ieft g = m z ,  ~ k — n z - ,  w ło ż y w fz y  te 

Ly wartości
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wartości w  zrównanie na Ellipfę; otrzymamy - - 
m*y1+ n 2x'2= m zn i z'1. zrównanie na powierzchnią 
fzukaną. W oftro-krągu proftym czyli okrijgtym, po
nieważ obydwie' śrzednice fą równe; mamy m— n , a 
przeto zrównanie y1+ x 2= m 2z 1 na powierzchnią 
oftro-krąga proftego. 

l nie krt wi Zoftaie nam teraz po przecięciach równo ległych i 
s priccijcia pionowych na grunt przez śrzodek A , roftrząlnąć in- 

Iculi wypada- ne przecięcia iakiekolwiek trzech tych ciał, i wyna- 
i*cc. leśdź linie krzyw e, które fię ftąd na powierzchni ro

dzą. Całe to działanie zawifto od przeniefienia 
wfpół-ufzykowanych s płafzczyzny gruntu na pła- 
fzczyznę przecinającą, i od wyrażenia iedney przez 
funkeye dwóch drugich, tak aby zrównanie między 
trzema odmiennemi ilościami na powierzchnią, prze
robić na zrównanie do dwóch wfpół-ufzykowanych 
na linią k rzy w ą  przecięciem zrodzoną. Zaczniymy 
od kuli, na którą zrównanie a - = x 2-hy--H2ł , między 

fig. trzema wfpół-ufzykowanem i na fig. 49. A P = x ,
Q P = y , Q M = z ,  Poprowadźm y płafzczyznę prze
cinającą przez powierzchnią kuli tak, aby przecięła 
płafzczyznę gruntową w  linii TL, uczyniw lzy z ofią 
A R  kąt TSR— ASL— p. Na linią TL przecięcia, fpuść- 
m y z £), M, dwie pionowe' Q T , A1T; będzie więc kąt 
Q T M = q  w yrażał 'pochyłość płafzczyzny przecinaią- 
cey do płafzczyzny gruntowey. Od początku odcin
k ó w  A  fpuśćmy na linią przecięcia pionową AL: 
chcąc w yrazić  linią k rzyw ą tem przecięciem na po
wierzchni kuli zoftawiona, potrzeba mi zrównanie' 
między x , y, z ,  przerobić na inne między S T = t,  i 
TM— u. N azw iym y AS, ni; będzie AL— m WJl.p, 
LS=m .D oJł.p, od T  na oś przefzłą AS fpufzczam 
pionowa TR =t.W Jł.p, SR— t,DoJł.p; a ponieważ kąt 
Q T S -= qo°, kąt PQ T— T S R = p ; Q M = u .W ]i.ą , Q T =  
u.Dą/ł.q-, FR=u.D ofł.q.W Jł.p  , PQ — T R = u.D oJł.q . 
Dojł.p: a zatem x = A P = A S + S R — PR, y— T R + PQ —  
TR, czyli - - - x — m + ł.D o Jłp — u.DoJł.q.Wjł.p; - - - 
y=t.W ji.p+u.DoJł.q.Dq/ł.p-, Z— QM=u.WJł.q-, w ł o ż y

w f z y
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w f z y  te wartości W zrównanie na kule a z= x ‘1+y'1+ z '1\ 
otrzymamy inne między f, u, na kolo leżące na pła- 
fzczyznie przecinaiącey. Żebyśmy to zrównanie u- 
czynili p r o ś c i e y f z e m ,  w y fta w m y  fobie że kąt T S R = ęo °  
czyli że płafzczyzna przecinaiąca pada pionowo do 
osi AS\ bedzie więc W Jł.p= x, D oJł.p= o, a przeto 
x = m — u.Doft.ą, i/= f;  z= u.W Jł.q , w ło ż y w fz y  te 
wartości w  zrównanie na kulę, zamien emy ie na 

a2= m2— imu.Dojł.q-i-u2 Dojł.q2+ t  2+ u 2iyjł.q‘1 
c z y l i  na a2= m 2— zm u.Dofi.ąA-P+u1 - - p o ło ż y w fz y  
u — m .D oJł.q=s, • - u '— zm D ą fl.q = s1— m 2DoJł.qz, 
j — D cjł.q2= iy jł .q *, wypadnie 

t *-ł-s2= a 2— m-WJł.qz.
Zrównanie na koło, którego promień =\S~(a2— m^Wjł.tj2) ,  
wfzyftkie więc przecięcia kuli płalzczyzną wydaią 
koło.

Te fame wartości nowych wfpół-ufzykowanych Przecięcia wal  

flużyć nam będą do innych ciał. Mamy naprzód zró- ca i linie ft»d 

wnanie' na walec profty az= x z+ y 2: w yfta w m y fo- IC0 lonc* . 
bie ż e  ten tak ie f t  przecięty od płafzczyzny, i ż  TS 
pada pionowo na AR , a przeto p = ę o ° ,  mamy w ięc  
x = m — u. Dojł.q, y = t ; w ło ż y w fz y  te wartości w  zró
wnanie' az= x z+ y z przerobiemy ie na 
a 2= ( r n — u.DoJł.q)2+ t2, czyli

fI= a 2— mz+im u.D oJł.q— uzDoJł.q2 - - (a.) 
zrównanie ( x )  ieft na Ellipfę podług cechy wyłożo- * 

ney w  §. XIII* chcąc tę Ellipfę łepiey poznać od
nieśmy wfpół-ufzykowane do śrzodka, po łożyw fzy

m / . , „ .
ii— sĄ -—___ > zrównanie fię zamieni na

DoJł.q
i*= ci*— s2DoJł.q2 . . - (fi)

EIlipTa więc s tego przecięcia zrodzona, leży na pła- 
fzczyznie przecinaiącey, maiąca fwóy śrzodek na osi 
w alca; oś mnieyfza tey Ellipfy ieft t= ci, równa pro
mieniowi koła gruntowego; oś zaś w iękfza  ieft ró-

u-na — -— ponieważ n <  — — , im D oftawa q ieft 
DoJł.q *  -  DoJł.q

L c  ilością
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ilością rftni^yfzą, to ieft, im pochyłość płafzczyzny 
przecinaiącey do płafzczyzny gruntowey, ieft mniey- 
fza, tem oś w rękfza wypada dłużfza; a przeto i 
Ellipfa: co nam daie widzieć, żc przecięcie walca 
proftego płalzczyzną nachyloną do gruntu, z a w fze  
rodzi Ellipfę: im kąt q ieft Więkfey, tem ta Ellipla 
5eft dłużfza* kiedy q = ę o ° •, oś ta ftaie fię niefkończo- 
ną, bo D o fl.q = o j  czyli oś ta ftaie fig linią rów no
ległą osi walca, a przeto przecięcie pionowe na grunt 
w alca  rodzi linie profte między fobą równo-ległe: im 
zaś q ftaie fię mnieyfzem, tem oś wigkfza Elłipfy 
zbliża fig do równości Zosia mnieyfzą; i kiedy q— o, 
D o J ł.q = i,  a zrównani-e (fa) ftaie fig zrównaniem na 

koło, więc wfzyftkie' przecięcia walca równo-ległe 
gruntowi w ydaią koło.

Przyftófuymy te fame' rozumowania do walca po
dłużnego, którego zafada it;ft Ellipfa. Zrównanie na 
taki Walec ieft g ay z+k^x3-=k'lg 3--, kładąc x = m — U 
'DoJł.q, y— tj przerobiemy ie na 

k z
—  [ j 2— H iz ~h2m u D n J i . q — u 1 D o f t , q 2^ -  - ( y ) *

(  y )  ieft znowu zrównaniem na Ellipfę: niech będzie
771 f . t

--------- •, ta wartość w łożona w M ,  zamieni zró-
DoJłĄ

wnanie na

i* ~ z L -(g 1— s 2Doj}.q'‘.) » '  ( ^ K  
g z

oś mnieylza tey EHipfy uczyniw fzy s = o ,  wypadd 
t= k ,  to ieft ta fama co i EHipfy gruntowey,- oś zaś

W ifkfza  kiedy i— o, w y p a d a — 2— 7 aże - >
D ojł.i]

— —— >̂S> 'A'̂ ęc EHipfa s  tego przecięcia pochyłego
-’DoJł -el ,
'do gruntu ieft dtużfza iak zafada. 'Nazwiymy tę oś 
mnieyfzą Ellipfy s przecięcia w ypadłey, daną przez %

n azw iym y
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nSfcw iym y ią  m ó w ię  ę ;  oś w ig k fz ą  daną p rzez  s,
Ic ?

nazwiym y tJ/, mamy <£.(£, =  — czyl i  cp^:k.g=;

i .  Aże i — t=  Sieczna.q. §. n .  Algebry,
Do/?.g’ ‘ Boft.ą
przeto mamy w  oftatniey proporcyi tę barzo piękną 
praw dę zamkniętą,, że przeciąwfzy walec podłużny 
, , płalzczyzną pochylą do gruntu, otrzymujemy s tego 
, , przecięcia Ellipfg, w  którey mnogość dwóch -osi ma 
,,fig do mnogości osi zafady, iako lię ma Sieczna po
c h y ło ś c i  płafzczyzny do w fta w y  proftey.,,

Zoftaia nam iefzcze do roftrząfania różne przecie* Przecięcia  

r i a  oftro-kraga: żebyśmy te rzecz nayogólniey ogar- ^fokraga.i h' 
neli,  w eźm y do tego eftro-krąg podłużny, z niego ’(" ' d "yptf*. 
bowiem -łatwo nam będzie przyiśdź do oftro-krąga jłCj, 
proftego czyli okrągłego. Wynaleźliśmy prawda na 
powierzchnią oftro-krąga zrównanie m 2n * z*= m *y 1-¥jn2x 2. 
p o n i e w a ż  ndm iuż wchodzi m W  x , y, na przecięcia} 
w y r a ź m y  raczey tg powierzchnią zrównaniem - - - 
g -k 1z * = g 1y*'+-k2x 11. W yftaw iw fzy  fobie że zafada 
oftro-krąga leży na płafzczyznie gruntowey A P Q  
fig. 4S>- którey śrzednice fą g, k. Przeciąwfzy ten ^  
oftro-krąg płafzczyzną tak, iak nam fig. 4p. pokaźn
ie ,  kładąc x= m -+ t.D ofł p— u .D o f ł .ą .W J ł.p - - - 
■y=t.fVji-p+n.DoJł.q.t)qfl.p. z= 'u .W jł.q;  zrównanie 
g ik * z 3=Zg*y*+lil{x a’ na oftro-krąg podłużmy, wy- 
(padnie-.

g*k*.Wft.qHi* —  2 g z .Wfi.p. Doft.q,DoJł.p.łu
—  g2.D oJł.q*.D ojł.p\ua 4- 2k*.m.WJł.p.Dąfl.q.DoJł4>.it*
■~—k2. Dofi.ą2. 

Ą-zk'1nit)oJl.qWj\.p.ii-—2k*'mDofł.‘pt

— s \W /ł.p \i*  -^ k*yn* = 0  - - - (A ") .
— k2t)6jł.p2.t2\

N a 'Oftro-krąg za ś  p rofty  gdzie g — k, g^z^— y^+ic* 
zam ieni fig zrów n an ie  na



g \ W fl.ą \ u *  —  2 (1— m)WJt.p.Doft.q.Do/t.p.ta— **
•—DoJł.qz.uz

-t- xmDoJł.q.WJi.p,u— m ł= o  - (B ").
—  zmDoJł.p.t

to zrównanie wyraża linie krzyw e drugiego porząd
ku tak, iak i (A ”): dla tego żebyśmy na wypadki 
trafili prościeyfze, obieramy fobie do roftrząfania zró
wnani^ (B "), a przeto odcinki różne oftro-krąga pro- 
ftego. A naprzód przetniymy oftro-krąg profty tak, 
aby płafzczyzna przecinaiąca była profto-padła do 
gruntu, będzie wiec M T Q = q = ę o ° , )VJł.q— i, DoJł.q 
= 0 .  w p ro w a d z iw fz y  ten warunek w  zrównanie 
(B "),  zamieniemy ie na

g'xu'l= ł 2-hzmDq/ł.p.ł-i-m2 - - (£ ")•  
podług prawideł podanych w  §. XIII. i innych w  
Rozdziale III. §. XIX. rozfądzić nam łatw o, że zró
wnanie ( C")  ieft na Hyperbolę, którey ledwo-niefty- 
czne profte zamykaią fię w  zrównaniach - - - 
g u + t+ m D o fl.p = o , - - - gu— t— m D oJł.p=o. Zn ay
dziem y tę famę linią krzyw ą na przecięcie pionowe 
do gruntu oftro-krąga podłużnego, w p ro w a d ziw fz y  
w  (A ")  kondycyą, że JVJl.q— i, D uJł.q=o. przeto 
oftro-krąg iakikolwiek przecięty pionowo do grun
tu i zafady fw oiey, wydaie Hyperbolę.

Niech teraz płafzczyzna przecinaiąca padnie po
chyło na grunt tak aby iey przecięcie TL było pio- 

Fig. 49. now e do osi AR  na fig. 49. będzie więc T S R = p = ę o ° ,  
)yj}.p— i,  Do/J.p=o, w p ro w adziw fzy  te warunki w  
zrównanie (R ")  zamieniemy ie na

i*=z(g*WJł.q'1‘— DoJł.q'l ) i i2+im D oJł.q.u— m 1 - - (D")

gdyby przecięcie albo pochyłość płafzczyzny przeci- 
naiącey, do gruntowey była taka, iż g 2IVJł.q-— Dofł.q'i ,

czyli L  = .  Sły.q. linia k rzy w a  s takiego przęcięcia 
g  , , 

zrodzona byłaby Parabola opifani zrównaniem - - - 
t 2= 2m D oJł.q .u— m*

ieżeli
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ieżeli zaś g*WJł.q2— DoJł.ą2 nie będzie zero, żebyśmy
dokładniey tę linią przecięciem zrodzoną poznali,
odnieśmy wfpół-ufzykowane do śrzodka p o ło ży w fzy

m.Dojł.i7 . , . .
« = j — ----------------- -——— , zrównanie ( C  )  zamieni

^ W J U f - D o J ł . c f

/Tę na

gdzie widzem}' oczywiście, że ieżeli g 2Wył.q2>D oJł.q*t 
linia k rzy w a  odryta plafzczyzną przecinającą będzie 
{lyperbolaj ieżeli zaś - - - g * W J ł . q * < . D o J ł . q ' 1 ,  linia

k rz y w a  będzie Ellipfa: na Ellipfę więc Shj.q< n a
S

Hyperbole S t y . q > — ,  na Parabole zaś S ł y . q —  po-
. . , S

niewaz g  wyraża promień koła gruntowego niech
będzie g — i: wypada na Parabolę S t y . q — i = S ł y . 4f ° .  

Na Ellipfę S t y . q < ^ S t y . 4 f ° .  na Hyperbolę S t y  , q ^ > S t y .4 
W yftaw m y lobie na fig. yo. przecięcie' oftro-krąga 
przez wierzchołek D  i śrzodek C  proftopadle na 
grunt* wypadnie tróykąt D A B  równo-ramienny, linie 
D B ,  D A ,  będą bokami oftro-krąga, C A  promień k o 
ła gruntowego, D C  osią oftrokrąga; p op row ad ziw fzy  
linią proftą E C  s śrzodka tak, aby był k ą t  A C E — 4 f° i  
będzie E C  równo-legła D B ,  więc kiedy płafzczyzna 
przecinając oftro-krąg będzie równo-ległą do iego 
boku D B ,  linia krzyw a s tego przecięcia zrodzona 
będzie P a r a b o l a ; kiedy zaś ta płafzczyzna padnie na 
grunt pod kątem mnieyfzym od 45’°, iakim ieft n. p. 
L C A - ,  to ieft kiedy przeciągniona za linią C L  co raz 
barziey od B D  oddalać fię będzie ku ftronie D ,  linia 
k rz y w a  ftąd zrodzona będzie E l l i p J a - .  kiedy nakoniec 
płafzczyzna przecinająca padifzły pod kątem wię- 
kfzym  od 4 S° na grunt, w  przeciągnieniu fchodzić fię 
będzie z bokiem ku ftronie B D ,  a oddalać fię coraz 
barziey od tegóż boku ku ftronie D B, linia k rzyw a

s takiego
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W y r i i a i *  fię 
p r z e z  zró w n a  
ni* p o w i e r z ,  
chnie c ia ł  po* 
wltaiaęe z  o -  
brotu fam ych  
linii l i r z y .  
w y c h  Igo p o .  
XX»dkuf>

Fifr fi.

s takiego przecięcia zrodzona będzie Hypnbola. 
Przecięcie w ięc oftro-krąga wydaie wfzyftkie i;n;ć 
k rzy w e porządku, które ftąd wzięty imię O d 

c i n k ó w  o s t r o - k r a g o w y c h  ( Se Sion es Conicae.)
"  §. XXX.

Wfzyftkie' powierzchnie ciał dotąd od nas uważam 
ne, będąc, wyrażone zrównaniem zawieraiącem trzy 
wfpół-ufzykowane x , y, z ,  w  drugim ftopniu, fą po
wierzchniami żgo  porządku; te przecięte płafzczyzną 
nie w ydały linii krzywych wyźfzego porządku nad 
ten, do którego fame należą: nie mogą bowiem ta
kowe powierzchnie powitać tytko z obrotu linii zgo  
Dprządku. I tak powierzchnia kuli po.wftąię z obro-  ̂
tu obwodu koła około fw ey  śrzednicy: walec z obro
tu linii próftey leżącey na obwodzie koła lub Ellipfy; 
i profto-padłey do płafzczyzny gruntu. Oftrokrąg s 
podobnego obrotu linii próftey przecinaiącey wyfo- 
kość oftro-krąga w  iego wierzchołku, a zatem nachy-* 
łoney do ptaizczyzny gruntu pod tym famym ką
tem. Wrzyftkie' te powierzchnie 2go porządku w y 
razić możemy zrównaniem agotui/m Z'L̂ =x*+yz , 
gdzie Z 1 ieft ilością ftateczną na ciała, grańiafto-ftupo-’ 
w e ,  których boki fą fobie równo-iegłe': ieft zaś Z *  
funkcyą wyfokości z  na ciała oftro-graniafte'. Zeby-. 
śmy nic nie opuścili co do wiadomości innych ie
fzcze powierzchni zgo  porządku należy, rodzących fię 
z  obrotu famych linii krzywych -Sgo porządku, tak 
iak kula rodzi fię s famego obrotu koła; pomyślmy, 
i e  na fig. g. Tabl: II. linią k rzyw a  R'IiM  ieft zgo 
porządku, którą oś R'S  dzieii na dwie części równe' 
i podobne: obrociwfzy takową linią około fw ey  
śrzednicy R'S, obwód iey opifze powierzchnią k rzy
wą: iakże takową powierzchnią w yrażem y zrówna
niem? łatwo każdy poymuie, że natura takow ey po
wierzchni zależy od oznaczenia funkcyi ndleżytćy £, 
Na ten koniec odnieśmy tę powierzchnią do trzech 
ptatzezyzn głównych wyrażonych na fig. j i .  przeź; 
trzy wfpół-ufzykowane pionowe RF— x , P Q ~ y  f

Q M— Z,
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QM^=z, przez punkt Af, i początek odcinków R 
fpuśćmy płafzczyznę przecinaiącą, pionowo do pła
fzczyzny gruntowey RQP, tak, że linia R Q  będzie 
linią przecięcia; ta płafzczyzna odetnie linia k rzy w a  
takiey natury, z iak iey  obrotu powitała powierzchnia, 
j ta linia krzyw a będzie cała leżyć na płafzczyznie 
przecinaiącey, którey zrównanie w yrazi fię przez 
dwie wfpół-ufzykowane' R Q , QM. D aym y ie  ta p o 
wierzchnia powftała z obrotu Ellipfy; więc punkt Af 
leży na Ellipfie, na którą mamy na końcu §. XIII.

zrównanie (A ')  R Q ? - J z —  ~ z 2: gdzie /  znaczy
g

linią równania całą, g- oś w igkfzą Ellipfy> będzie

w ięc funkcyą Z ,  f z —  '-Z 2 na teraźnieyfzy przypa
ść

dek; aże R 0 2= x 2+ y 2l przeto

f z — Ł z 2= x 2+ y 2 - * - - (Al').
g

ieft zrównaniem na powierzchnią opifaną przez obrot 
F.llipfy około fw oiey  śrzednicy, czyli na powierzchnią 
Sferoiciy.

Gdyby linia opifuiącd powierzchnią była Parabola; 
punkt Af na fig. y i . będzie punktem należącym do Fig, j-i. 
Paraboli, gdzie g = C O i  w p ro w a d z iw fz y  tę kondycyą 
w  zrównanie (A f) ,  wypadnie zrównanie na po
wierzchnią Paraboliczną;

/ z = x 2-t-i/2 - - - (Af'), 
gdyby zaś powierzchnia k rzyw a opifana była obro
tem ' H y p e r b o l i )  gdzie oś w iękfza  ieft zewnętrzna l i 

nii krzyw ey, w p ro w a d z iw fz y  — g , za g  w  (Af’ ) j  
otrzymamy zrównanie na powierzchnią Hyperbo- 
liczną;

f z + L z * = x 2+ y *  . - (M"'). 
g

Spofób ten wyrażania linii krzyw ych  rodzących fię 
s przecięcia powierzchni k r z y w e y  p(nfzczy?ną, nie 
może ftużyć tylko kiedy linia k rzy w a  tak leży na 

M f o -
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Spofób prie- powierzchni, że ią całą płafzczyzna przecinaiąca' za-
nofzenia  linii iąć może: to iefl, kiedy ią za pomocą przecięcia z
k r z y w y c h  * niezliczonych płafzczyzn możemy przenieść na ie-

czyznnaiedńj : p!e k,iedy  1,niti krzyw a tak leży na po
wierzchni, iż iey płafzczyzna przecinaiąca nie może 
zagarnąć, fpofób dopiero w yłożon y nie może fłużyć. 
Linii bowiem k rzyw ey  nie można poznać tylko 
przez zrównanie między dwiema odmiennemi ilościa
mi, do którego nam łatwo było przyiśdź rachuiąc li
nią krzyw ą całą położoną na płafzczyznie przecina- 
iącey, gdzie trzy wfpół-uizykowane x , y, z ,  do po
wierzchni, potrafiliśmy za pomocą Trygonometryi 
w yrazić  przez dwie ł, u, do linii krzyw ey. Zafta- 
nów m y fiy z uwagą nad tą nową trudnością. Nie 
możemy poznać linii k r z y w e y  tylko przez zrówna
nie między dwiema wfpół-ufżykowanemi; więc na'm 
koniecznie potrzeba linią k rzyw ą  przenieść z niezli
czonych płafzczyzn na iednę, i zrównanie na po
wierzchnią między x , y, z ,  przerobić na inne między 
dwiema tylko odmiennemi ilościami. A  przeto trze
ba nam koniecznie mieć dwa zrównania na pow ierz
chnią, za pomocą których w yrzuciw fzy  iednę odmien
ną n.p. Z, wypadnie zrównanie miedzy x ,  y, na li
nia k rzyw ą. Tu u w ażm y naprzód, że dwa te zró
wnania bydź powinny różne, więc każde wyrażać 
będzie inną powierzchnią; z nich nie możomy w y 
rzucać żadney ilości odmienney, ieżeli iey wartość 
nie będzie fpólnii obydwom powierzchniom, a prze
to ieżeli wfpół-ufzykowane iedney powierzchni nie 
będą do tey famey osi, i do tego famego początku 
odciuków odnofzone co i drugie; i ieżeli punkta ie
dney powierzchni nie znidą lię s punktami drugiey, 
w  linii k rz y w e y  lzukaney: to ieft, takiey linii krzy
w e y  nie możemy poznać, tylko przez przecięcie po
wierzchni od drugiey powierzchni takie, aby po
wierzchnia przecinaiąca przefzla przez wfzyftkie 
punkta linii lzukaney. lako więc linie krzyw e leżą
ce na iedney płafzczyznie, poznaiemy za pomocą

prze-
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przecięcia powierzchni płafzczyzną; tak linie krzywe' 
leżące na różnych płafzczyznach poznać możemy 
przez przecięcie' powierzchni drugą powierzchnia. 
To zaś powtórne poznawanie dzieie fię przez F.limi- 
nacyą; gdzie znowu widzemy podobieńftwo teraźniey- 
fzego fpofobu s tym, któregośmy użyli na fkładnią 
zrównań pod §§. XVI. XVII. Przypomniymy fobie 
tamto działanie, abyśmy lepicy zrozumieli terażniey- 
fze. Od dwóch zrównań wyrażaiących dwie linie 
odnofzone do tey famey osi i do tego famego po
czątku odcinków na punkta N ,M , (fig. 4.5-.) pr/.yfzli. 
śmy do zrównania na punkta P• więc tem 
wyrzucaniem iedney ilości odmienney, punkt Ń prze
nieśliśmy na punkt Q , punkt zaś M, na punkt P, 
przez pionowe \ rQ , MP, to ieft punkta z iedney li
nii przenieśliśmy na drugą; podobnie i teraz maiąc 
dwa zrównania między A P = x ,  P Q = y , QM— z ,  
( % .  y i) ,  na dwie powierzchnie przecinaiące fię, i te 
przerabiaiąc na iedno między y, x ; punkt .\J przez 
pionową przenofzemy na punkt Q , i całą linią krzy
w a RMN, przenofzemy tym famym fpofobem na 
S O T ,  czyli na płafzczyznę B A D; linia S Q T  n azyw a  
fię R z u t e m  , albo P r z e n i e s i e n i e m  linii RM N, 
( Projetlto curvetr)-} a iako pod §. XVI. poznaliśmy 
oczywiście że nie zaw fze  pierwiaftki rzetelne' w  zró
wnaniu oznaczone'm pokazuią przecięcia, tak i tu 
trzeba nam pamiętać, że lubo zrównanie na rzut 
linii będzie mieć wartości rzetelne, i w yrażać 
praw dziwe linii krzyw ey  przeniesienie; nie zaw fze  
iednak z rzetelności rzutu należy wnofić o rze
telności linii na powierzchni ciała zoftaiącćy: bo 
do tego jelzczc należy fię przekonać, żc pionowe' 
przenofzące linią s powierzchni na płafzczyznę, fą 
także rzetelne; do czego pomóc nam powinny w f z y 
ftkie rozumowania pod §. XVI. wyłożone. Pamie- 
taymy iefzcze i o tem, że odnofząc powierzchnią do 
trzech płafzczyzn głównych, możemy na którakol
w iek  z nich cifnąć linią k rzyw ą, co zawifio od ilości 
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odmienney którą wyrzucamy. leżeli z  dwóch zró 
wnali wyrzucamy z ,  otrzymując inne między x ,  y; ci- 
fkamy na ten czas linią krzyw ą na płafzczyznę BsiD: 
kiedy zaś wyrzucam y y, zoftawuiąc z , x ,  cifkamy ią 
na płafzczyznę C A D : nakoniec cifkamy linią k rzy w ą  
s powierzchni na płafzczyznę CAB, wyrzucaiąc x .  
A  iako na ciikanie linii krzyw ych na płafzczyznę 
potrzebujemy dwóch zrównań do powierzchni; tak 
też chcąc z  rzutu poznać linią krzyw ą na po
wierzchni leżącą, ieden rzut nigdy nam nie 
w yftarczy, ale ich trzeba koniecznie dwa: co o czy 
wiście wypada sfam ćy natury powierzchni, na którą 
potrzcbuiemy zrównania między trzema odmiennemi 
ilościami. Weźmy za przykład kulę przeciętą od 
płafzczyzny pochyłey do gru n tu , i fzukaymy 
rzutu linii k rzyw ey  tem przecięciem zrodzoney. 
Mamy dwa zrównania na powierzchnią kuli - - 
x ł -H/a-ł-Zł = f l 2,* i na powierzchnią płafką A x + B y  -ł- 
C z = D \  w y rzu ciw D y  z ,  otrzymamy zrównanie na 
rzut koła.

D l — D 2n2— iD B y — 2A D x + ( A 2+ C 2) x 1+ ( B 1+ C 2) ij* 
+ 2  Bxz/=o.
które wyraża Ellipfę. Każde' więc koło nachylone do 
iakiey płafzczyzny, i ciśnione na nię, wydaic Elliple; 
tak inko każda linia k rzy w a  rzucona przez pionowe 
na tę famę płafzczyznę gdzie leży, daie linią profta, 
czyli linia profta ielt zaw fze rzutem linii krzy
w e y ,  na tey famey ptafzczyznie leżącey.

Sztuka ta przenofzenia linii, z iedney płafzczyzny 
Tłómjeiy fi* na drugą przez linie p io n o w e, będąc pra- 
uiycie ciska, wem dla oka nafzego w  wiedzeniu ciał odległych, 
nii ciai i linii zrodziła naukę ofobną nazwaną Perfpel}tyiva, która 

t hm* w "tuce 'e^ 8runtcm ryfunku i malarftwa. Oko nafzd nie 
t) f u n k ó w , widzi ciał tylko przez linie profte, przez które św ia

tło fie rofchodzi; nie mogąc fądzić z oka o odległo
ści rzeczy, w iem y tylko że ciało fprawuiące w  nas 
czucie, znayduie lię na linii proftey od fiebie do oka 
prowadzoney, ale nie wiemy na którym punkcie tey

l i m i
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linii leży: jeżeli to ciało ieft niezmiernie od nas od
dalone, i m a cząftki iedne mniey, drugie więcey od 
nas odległć; wfzyftkie' te różnice odległości przed 
okiem nafzym nikną, tak dalece że ie wfzyftkie do 
iedney odległości odnofzemy: i tak ciała Niebielkie, 
iako to n.p. Xiężyc lub Słońce będąc okrągłe, i kuli- 
fte, widzem y płafkiej bo wfzyftkie punkta ich p o
wierzchni wypukłey, odnofzemy przez linie piono
w e  do płafzczyzny przez śrzodek ciała przechodzą- 
cey i pionowey na linią od śrzodka ciała do oka na- 
fze'go prowadzoną. Spofób wyrażenia ciała tak, iak 
by lię oku nafzemu pakazało, gdyby to s pewney ia- 
ltiey odległości na nie patrzało, wypada s teoryi do- 
pie'ro wyłożoney: i tak koło lub iakakolwiek linia 
k r z y w a  oddalona od nas, ale położona na tey fa* 
mey płafzczyznie z  okiem, i do niego obwodem 
obrócona, widziana będzie iak linia profta; bo wfzy* 
ftkie punkta iey obwodu oko odnofić będzie do linii 
proftey prow adzonćy przez śrzodek linii k rzyw ey , 
tak iak koło ukośnie od oka w  wielkiey odległości 
widziani/, zamieni fię w  Ellipfę. S tego praw a fztu- 
ka ryfunku ciał różnych za leży  na tem; iż obiera fie 
naprzód pewne położenie i mieyfce dla oka: między 
niem i ciałem kładzie fię płafzczyzna przeźroczyfta, 
c z y l i  Tablica; linie od ciała do oka prowadzone prze
chodzą przez tę płafzczyzne, i gdzie każda Tablicę 
przecina, tam ieft mieyfce punktu, s którego linia 
wychodzi. Weźmy fobie za przykład fpofób ryfo- 
wania Mapp, czyli kart Geograficznych, gdzie ieft 
cała kula lub część powierzchni ziemi odmalowana. 
Te karty różne' mieć mogą poftaci podług różnego 
położenia oka względem kuli ziemfkićy. leżeli oko 
położemy w  śrzódku ziemi, Tablica bedzie dotykać 
fię kuli, na którey fię każdy punkt koła odmaluie 
tam, gdzie, fię kończy ftyczna iego łuku; ftyczne ro- 
fnąc znacznie, rościągną powierzchnią pół-kuli do od
ległości nielkończoney; i dla tego na takich kartach 
nie maluią lię więkfże' części powierzchni od 4 j° .

Mj Aże



A ż e  oko znayduiąc fię w  śrzodku, znayduie fię ra
zem na płafzczyznach wfzyftkich południków i kół 
więkfzych; tc koła ryfuią fię iak linie profte. T a 
kow e położenie oka daie fię w  kartach kuli niebie- 
fkiey. Poiutóre oko położyć możemy w  biegunie ku
li; Tablica na ten czas będzie w  famym śrzedniku, 
na którą cifka fię cała powierzchnia pół kuli leżąca 
na ftronie drugiego bieguna. Ponieważ w  biegunach 
znowu fię wfzyftkie Południki przecinaią, oko znay
duie fię na wfzyftkich tych płafzczyznach, przeto po
łudniki na takowych kartach wyrażaią fię przez linie 
profte, koła zaś równoległe zoftaw fzy  przy fwoiey 
figurze rofną od bieguna tak, iako ftyczne łuków  za- 
bieraiących połowę fze'rokości geograficzney. Cifka- 
n:e' takowe powierzchni kuli nazyw a fię B i e g u n o - 

w e m  (ProjePEio polaris), tak iak pierwfze nazywa fię 
S r z o d k o w e m  (Projecllo centrałisj. Użycie cifkania 
biegunowego ma mieyfce w  ryfowaniu pół-kuli zicm- 
fkiey lub niebiefkiey. Nakoniec położyć możemy 
oko na famey powierzchni kuli, Tablicę zaś na Ho- 
rizoncie mieyfca przechodzącym przez śrzodek kuli. 
K oło  to równo-ległe' gdzie fię oko znayduie, w yraża  
fię zawfze przez linią proftą; czego mamy przykład 
w  dzifieyfzych kartach ziemfkich, kiedy połowę kuli 
na płafzczyznę południka cifkiimy, p o lożyw fzy  oko 
\v famym śrzedniku. Dawni Geografowie ryfuiąc 
nawet kray iaki, obierali śrzednik na położenie oka;
1 dla tego ich karty w yrażały  mieyfca ziemi nadto 
ukośno i od podobieńftwa dalekie. W dzifieyfzych 
kartach chcąc ryfować kray iaki, bierze fię mieyfce 
między dwiema południkami i dwiema równo-ległe- 
mi kołami zawarte, gdzie fię kray ten zamykaj z 
śrzodka tego kraiu prpwadzi fię linia profta przez 
śrzodek kuli aż na ftronę przeciwległą, gdzio fię oko 
znayduie patrzące na kray przez Tablice umiefzczo- 
nn w  śrzodku kuli, i proftopadłą do linii proftey do
piero oprfaney; południk tego mieyfca śrzedniego na 
przeciw ko któremu oko leży, będ:jc na iedney pła-

f z c z y  zn k-

1 8 2 G e o m e t r y i  w y ż s z e y



fzcfcyznie z  ok ińn, zamienia fię na linią profią, inne' 
zaś południki wypadając z przecięcia ukośnego kuli. 
fą porcyami Elhpfy: bo ogólnie mowiac: wfzyftkie 
południk, zboczne dla oka, kiedy fig to inayduie na 
pow ierzchni kuli, zamićniaia fie w  Ellipfy, podług 
teoryi w y ż e y  w yłoźon ey. Gdyby ta nauka rafow a
nia kart, me była nad to rościagła i obca dla celu, 
ktorysm y lobie założyli; weśzlibyśmy w e wfzyftkie' 
iey  fzczegolnosci; ale ponieważ nam wypadnie w  
częściach Fizyczno-Matematycznych pokazać użycie 
tych ogólnych początków rachunku, któreśmy w  tem 
dziele rzucili, znaydziemy tam przyzwoitfze mieyfcć 
dla materyi teraz wfpomnioney.

ROZDZIAŁ SZÓSTY.

0  włafnościach linii krzywych P r z e s t ę p n y c h

1 ich  zn a k o m itfzy c h  gatunkach.

§. XXXI.

T .!n.,e krzywe będąc całkiem zawiffe od funkcyi w  
ich zrównania wchodzących, mieć powinny na- 

przed ten fam podział, który fluźy funkeyom, i ta
kie włafności, lakich w  zrównaniach ich, funkeye w y 
ciągała. We wfzyftkich dotąd uwagach nafzych fa
me zrównania i funkeye Algebraiczne były zrzodłem 
wyłożonych włafności na linie krzywe; gdzie fama 
natura R o z c i ą g ł o ś c i  (Extet,fio) położyła granice ba
daniom nafzym; ponieważ ftanąć mufieliśmy na zró- 
wnan.ach nieoznaczonych między trzema odmienne- 
mi ilościami, dla tego, że każda z nich potrzebuiac 
innego wymiaru, nie m am y w  naturze więcev w y 
miarów nad trzy, które wfpół-ufzykowane zabrały. 
Zoftaie nam iefzcze poznać linie krzyw e wyrażone 
zrównaniem w  które funkeye przeftepne wchodzą. 
D w a fą rodzaie funkcyi przeftępnych, któreśmy w  

M4 dru-
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drugiey części w yłożyli ,  to ieft Logarytmy i Łuki 
kół. Każdy z nich ma tę ogólną cechę, że do ro 
związania zrównania takową funkcyą zawieraiącego, 
potrzebuiemy działań cale różnych od działań alge
braicznych; że wartości czyli pierwiaftki takowych 
zrównań zawiffy iftotnie od fzeregów niefkończonych 
których zrównaniem algebraicznem ogarnąć nie p o 
dobna. Ten oftatni charakter ieft iftotnieyfzy od 
p ićrw fzego, bo do funkcyi algebraicznych możemy 
działań, użyć przeftępnych, które cale natury funkcyi 
nie zamienią. W fzakże Teorya granic w  Rozd. III. 
w yłożon a, ieft działaniem przeftępnym; która przecie 
ani zrównań ani linii krzyw ych  tam wyłożonych nie 
uczyniła przeftępnemi: i cała Matematyka w y ż fz a  u- 
żyw aiąc takowych działań na funkeye nawet A lge
braiczne, wcięła  imie Geometryi przeftępney, lubo 
funkeye takowemi działaniami w  fw ey naturze zo- 
ftawia nienarufzone co do teraźnieyfzego podziała.

Wfzyftkie funkeye maiące albo ilość odmienną, al
bo niewymierną rzetelną za  wykładnika, zawifty od 
L og arytm ó w ; tak, iak funkeye z wykładnikami uro- 
ionemi zawifly od łuków  koła: p icrw fze w yrażaią 
fig zrównaniem y = c ix albo ogólniey i j= A a X:f-y dru
gie zrównaniem y = Ł J f rJ\.x  albo y = Ł .D o J ł.x ,  albo 
yr=L.W Jl.lrx ,  gdzie Ł  znaczy tuk koła, /. logarytm, 
podług §§. 48. y i ,  Alg. Mogą iefzcze znaydować 
fię zrównanid inne' przeftępne, których przez Algebrę 
nie bylibyśmy w  ftanie poznać, i dla tego ie do inney 
nauki odkładamy. U w a żm y naprzód iakie whi- 
fności mieć powinna linia k rzy w a  w yrażona zró
wnaniem y = a x . Nadaiąc ciągle x  wartości doda
tne, y rośnie, i nigdy nie przeftaie bydź dodatnem i 
rzetelnem; kładąc znow u za x ,  w fzyftk ie  wartości 
odiemne calkie, y coraz barziey ubywa, ale nie prze
ftaie bydź iefzcze rzetelnem i odmienne'm, to ieft:

x = o ,  7, 2 , j ,  4> r ,  -  - - m  - - • -

na y = i ,  a, a3, n4, n*, - - - a ,n - - •
—  h
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w iec linia k rzy w a  wyrażona zrównaniem y ~ c ix z 
iedney ftrony początku odcinków A  na fig. y?, po
winna rofnnć w  przyftawach bez końca,- z drugiey 
ftrony powinna bez końca ubywać; a przeto oś, Q C , 
ieft iey ledwo-nieftyczną. Cała zaś ta linia le iyć  
bedzie nad osią, gdzie mieyfce przyftaw dodatpych 
przypada. Kiedy x  równie rośnie lub ubywa, przy- 
ftaw y fobie przyległe maią ten fam nieodmienny 
ftófunek, i kiedy odcinki wzraftaią lub ubywają 
przez poftęp Arytmetyczny, przyftawy rofną lub 
ubywaią przez paftęp Geometryczny: a przeto od-= 
cinki fą logarytmami przyftaw , każda przyftawa 
ieft śrzednią proporcyonalną między dwiema odcin
kami iey przyległemi, i równo od picy odległymi. 
Linia k rzy w a  na fig. y?. tćm ieft naprzód znako-i 
mita, że maiąc iedne ledwo-nieftycznn, ma tylko ie- 
dnę niefifończonk odnogę: kiedy w  liniach Algebrai
cznych każda ledwo-nieftyczna miała dwie odnogi 
bez' kpńca fi? ciągnące. Tu widzem y oczywiście, że 
na przyftawę zero, odpowiada odcinek niefkończony 
odiemnyi tak iak na przyftawę niefkończoną doda- 
tną, odcinek niefkończony dodatny; i z  iedney ftrony 
linia k rzy w ? zbliżą fię do oft, z  drugiey ftrony od 
niey fię bez końca oddala. Aże podług wyłożonych 
dopiero włafności AP— log.PM— lo g .(i.P ^ t)— lo g .i +  
log.PM: dowiedliśmy zaś pod §. yy. Algeb. że ie
dność ma niefl;qńczoną liczbę lo^arytmów, s których 
tylko ieden o Ieft rzetelny, a wfzyftkie uraianĄ 
więc kążdemu odcinkowi bed?ie odpowiad.ić nic- 
/kończona liczha przyftaw, s których iedna ieft tytko 
rzetelna, a wfzyftkie inne uroione; tp ieft, linia krzy
w a  pic będzie tylko w  iednern mieyfcu od przyfta
w y  przeciętą, leżeli iednak za X brać będziemy u- 

lqmki Z mianownikami parzyfterm n.p. będzie 
My y = v /‘ « 3i



y = V znak pierw iaftkow y niaiąc koniecznię dwa 
znaki ±  do fiebie przywiązane, pokazuie ielteftwo 
przyftaw  w  linii k rzy w e y  pod osią PQ , te atoli 
dwoifte przyftawy nie wypadaiąc na każdą wartość 
X, nie uczynią pod PQ  odnogi ciągłey, ale tylko zo- 
ftawią punkta oderwane pod osią. Będzie więc li
nia k rzyw a  miała znaczną liczbę punktów pod CQ  
od fiebie cale oddzielnych i oderwanych, które' ża
dnego luku ciągłego linii k rzyw ey  nie złożą: co ieft 
zn ow u fzczególnieyfzą włafnością, iakieyśmy w  ża* 
dney linii Algebraiczney nie doftrzegli.

Chcąc prowadzić ftyczna do iakiegokolwiek pun
ktu M tey linii krzyw ey, potrzeba nam znaleśdź 
podftyczną PT, użyimy do tego fpofobu podanego w  
§. XXI: w  zrównanie naprzód na linią k rzyw ą  y = a x 
czyli lo g .jf= x .lo g .a , połóżmy p  za x ,  q za y; o trzy
m amy l.q = p .lo g .n :  powtóre x — p + ł, tf=q-hu-, w y 
padnie l .( q + u ) = ( p + łj l .a  - - l.(q + u ) — l .q = (p + t) l.a

• 1Ą,

— p .l.a , czyli l . ( ------ )  =  ł.l.a-, — = a * .  A że  do-
*7 q

wiedliśmy w  Algebrze pod §, 49, w  zrównaniu (A )t

że a *= i+ kł-\--------+-----------Hi t.d. w ięc  — +
1.2  I .2 .]  q

k2t1 k3ł3
+  i t. d. - - .  u ) .

1. 2 1.2 .1
odrzuciwfzy w fzyftkie  potęgi w y żfze  t, i porówna- 

w f z y  (y},) 2 ( \ )  w § . X X I ł  mamy A —k, B = — L ,

| ^
P T = — —  =  — > aże — w  §, 4$>, Alg. ieft liczbą na-

A  K K
zw aną zamiennikiem, flużącą do przerobienia loga- 
rytm ow iednego układu na drugi; więc w  linii k rzy
w e y  terażnieyfzey, którą nazywaią L o g a r y t m i c z n ą  

(Curva LogarUhmica) Podftyczną ieft linią nieod
mienną, równą właśnie tey liczbie, od którey każdy 
układ Logarytm ów  zależy, I tak podftyczną w  Lo-

garytniach
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garytmach Briggiufza ieft o, 4342944$ 19 i t.d. w  Lo- 
garytmach zaś hyperbolicznych taż podftyczna rów n a 
ieft iedności. I tac to ieft naygłównieyfza włafność 
linii Logarytmiczney: że w  niey podftyczna będąc 
nieodmienną, ieft razem L in i ą  r ó w n a n ia  ( P e r a m e te r )  
iednego układu Logarytmów z drugim.

§. XXXII.
Drugi rodzay linii krzywych przeftępnych zawift . . . .  

od łuków koła: na który obierzmy fobie za przykład p,'"^ knt7w* 
zrównanie nay prości eyfze y = m Ł . W f t . x ,  gdzie przy- wisłe foJ 
ftawa ieft proporcyonalna łukowi maiącemu WJł.xy ków kola. 
aże w iem y z §. 5-2. Algebry, że WJl.x m a niefkoń
czoną liczbę łuków  do których należy, będzie także 
y  miało nielkonczoną liczbę wartości, i linia krzy
w a  takiem zrównaniem opifana będzie w  niefkoń- 
czoney liczbie punktów przeciętą od linii proftey.
Niech będzie u naymnieyfzy tak o w y  łuk, którego 
w fta w a  x , P niech wyraża pół-obwodu koła; w iem y 
z §. 5*2■ Algebry że do w fta w y  x  należą łuki,

U ,  P — u, 2 P-4-W, 3P — u ,  4P + U ,  j-p— u  - - - 
— P—  u, — zP + u, — ; P ~ U) _ 4P-ł-M) +  i t. d- - - -

21IP+1I, ( z n + i) P — u 
— 2nP+u  — ( in -h i)P — u
Przypatrzmy fię fkładni takiego zrównania, s którego 
mamy proporcyą; 1 :m— f.,WJł.x:y, to ieft odryfowa- 
w f z y  koło na fig. ^4. którego promień A li—  1, i Fig, 5-4, 
w z ia w fz y  AP— x , będzie EF— Ł.WJ}.x, będzie r.m—
EF:PM, ale oprócz tego będą proporeye r.m— P—
EF.PM' - - 1:m =  2P+EF:PM" i t .d .  to famo w y p a 
dnie nam na przeciwney ftronie śrzednicy BC, i linia 
k rzy w a  opifana zrównaniem y — m .Ł.W fł.x  rościg- 
gnie fię w  niefkonczoną odległość z obydwóch ftron 
śrzednicy BC, i przyftawa y mieć' będzie wartości 
bez końca: każda więc linia profta równo-legła linii 
B C , będzie śrzednie.\ linii krzyw ey; co ieft włafno- 
ścią fzczególnie liniom krzyw ym  przeftępnym ftużą- 
cą. T o  cośmy dopiero widzieli na linią k rzyw ą

zam-
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zamkniętą w  zrównaniu y = in .Ł  WJł.ic, fluży na li* 
nią k rzy w ą  y = m .Ł .D o J ł.x , y = m .Ł .S ty .x , y = m .Ł .  

Siec.x i t.d. położy w fz y  bowiem x = \ P — z , będzie WJł.x 
~ T )oJi.z, y = m .Ł .D o Jł.z , które iefl: tego famego wzoru 
co y = m .Ł .W J].x . Wfzyftkie zaś inne' linie Trygono1 
metryczne fą funkcyami Wftaw i D oftaw .

D o trgo rodzaiu należą linie k rzyw e, które na* 
zw an o  K o ł o w e  (Cycloides, Trochoidcs), i linie S l i m a * 

k o w e  (Spirales): pierwfze maią fw oić nazwifko od 
koła będąc opifane od punktu na iego obwodzie po
łożonego: drugie' od fw ey  figury podobney do (koru- 
py ślimaka. Włafności takowych linii krzyw ych fą 
barzo rozległego w  Mechanice użycia, do których 
w yłożenia potrzebuiemy w y żfzey  teoryi nad tę, któ* 
rą nam Algebra tłómaczy. Oprócz tego rozmaite ga
tunki tych linii krzywych wypadaią z różnego pra- 
Wa biegu, które punktowi opiluiącemu nadaiemy, a 
przeto podpadać iefzcze nie mogą w  tem dziele na- 
Izym uwagom. Żebyśmy fobie iednak potrafili wy- 
ftawić obraz takowego rodzaiu linii namie'nie'my 
przynaymniey o nich, ile nam teraźnieyfze pozw olą  

Fig# początki. W yftawm y fobie na fig. yy. że koło CA1B
toczy fię po linii proftey BP', w  tym obrocie punkt 
A  śrzednicy przedłużoney, kiedy ta z-oftanie nieod- 
mienną, opifze linią krzyw ą A F A ', którą nazwano 
K o ł o w ą  (Cyclols), iak aż będzie natura tey linii? 
Widziemy oczywiście że obwód koła tocząc fię po 
linii proftey i)P' rozwinie fię na nię, czyli obwód 
koła będzie równy całey linii proftey prowadzoney 
od B aż do tego punktu, gdzie po obrocie fliończo* 
łiym  punkt B powtórnie padnie na BP', i każdy łuk 
koła  rów ny będzie tcy części, po którey fię przeto
czył. leżeli wiec łuk B'G  przetoczył fię przez linią 
•BG. n azw aw lzy  łuk B'G ,  będzie z — BG, aże ten

luk ieft miarą kąta B'S'G , więc kąt B 'S 'G =  —; gdzi<:
n

'h w yraża  promień S 'G = S B , przeto kąt G S 'A ’-= i$ °':‘
a

•a'
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a

_ * •  nazw iym y S 'A 'z= S A = b , będzie A'Q=zb.W Ił. Z , 
a a

S '0 ~  — b.Do/ł. —, A P = x ,  PA— u, m im y  y — z+ btyJł/L '
, *■ a  a>

s<z=b— b.Do/ł. c z y l i  b ,D o J ł~ = b — x ,  potrzeba nam 
a a

za  pomocą oftatniego zrównania w yrazić  z  przez x ,
z  x

abyśmy y wyrazili  przez x: D o jł .— —  t— — - -w ie c

_  2 \ f ( l b x ~ x * )  , T rirn ' S ( lb x — x *) 
Wjł. — ------------------ -— 1 a przeto z — a.Ł.W Jł-------- --------- ,

2
w ło ż y w f z y  te' wartości w  zrównanie ip = z 4rb.Wjł. 
otrzymamy na linią kołową: a

( ib x —-x*)+a.Ł.W Jł. — — — * ’  (* ) •

albo rachuiąc odcinki od śrzodka S, i biorąc f=/>— X, 
i*— t1^ i b x — x \

y = V ( b ‘l— t* )+ a .Ł .D o J \ i-  - - - r/3).
o

ponieważ Dojł. i-  ma niefkończoną liczbę łuków ; y

ma nieikończoną liczbę wartości, które fobie łatwo 
wyobrażem y, uwazaiąc linią proftn BP' pociągnioną 
w  odległość niefkńńczoną, i po niey toczące fię bez 
końca koło CMS, które opifze fw ym  obrotem nie- 
fkończorią liczbę Cykloid fobie przyległych, zamknię
tą w  zrównaniu (@). leżeli położemy b = a ,  iuż nie 

punkt A , ale punkt C  będzie punktem opifuiącym, 
fknd w ypadnie linia ko łow a  krótfza. Różne gatun
k i  tey linii k rzyw ey  wyniknąć mogą z różnęy wiel
kości linii SA, albo z  różnego obrotu koła CMR, 
które fig nazyw a K o ł łm  rod zącym  (Circuhis gene*
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rator), tocząc n.p. koło po obw odzie innego koła, 
albo po odnodze inney iakiey linii k rzyw ey, otrzy
m am y różne figury linii k rzy w ey  ftąd zrodzoney, 
których uw aga, że ieft nadto zaw ikłan a dla rachun
ku algebraicznego, odkładam y ią do Mechaniki, gdzie 
nam fię pokaże użycie iey w  zegarach. Przyftąpm y 
iuż do uw ażania drugiego rodzaiu linii przeftępnych 
zaw ifłych od łu k ó w  koła.

Fig, f6. Na fig. j-6. pom yślm y fobie, że punkt B prom ie
nia SB obraca fię około śrzodka S biegiem iednoftay- 
nym , i opifuie obwód koła BA N B , kiedy zaś pro
mień SB zaczyna taki obrot, w yftaw m y fobie, że w  
tym  famym czafie punkt ruchomy z śrzodka S bieży 
po promieniu SB, s taką famą chyżością, z  iaką fię 
prom ień opifuiący obwód koła obraca; i kiedy punkt 
B opifze obw ód koła, punkt w ychodzący z śrzodka 
S przeydzie przez prom ień cały SB, w  tym dwoia- 
kim  biegu punkt w ychodzący z śrzodka opifze linią 
krzyw ą  SAfB, którą nazwano Ś l i m a k o w ą  A r c h i m e - 

d e s a  (Spiralis Arclumedea), dla tego, że ią Archime- 
der-^naprzód w  ofobney xiążce uw ażał. Ponieważ 
w  tym famym czafie punkt śrzodkow y obieży pro
m ień, kiedy punkt B obieży obwód koła; przypuść
my- że punkt śrzodkow y przebiegł linią SM, kiedy 
punkt B opifał łuk BAN, n azw aw fzy  S M = z , S B = a , 
luk B A N — s, obwód cały koła = P 'n ;  będzie - - 
a :z— P’a:s, czyli s— P 'z ,  zrównanie- na linią ślim a
k ow ą. W niem z = S M ,  ieft funkcyą luku s, czyli 
kąta tym łukiem zaw artego; aże bydź może nielkoń- 
czona liczba kątów odpowiadaiacych temu farriemu 
położeniu linii SM względem  A B ; z  ma niefkończo- 
ną liczbę w artości, i linia ślim akow a ma niefkoń- 
czoną liczbę zakrętów  i w iró w , w  których fię ro- 
ściąga z obydwóch ftron śrzodka bez końca. W pro
w adzając różne ftófunki miedzy chyżością punktu 
bieżącego po promieniu, i chyżością punktu idącego 
po obwodzie koła, wypadną różne w z o ry  zrównań 
Wyrażaiące- różne gatunki linii ślim akow ych, które

będziemy
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będziem y dopiero w  ftanie w  w yżfzych  Matematyki 
częściach uw ażać. Tu łatw o mim poznać przyczynę 
dla czego linie k rzy w e przeftępne nazw ano mecha- 
nicznemi: wyciągaią fię bowiem  ich włafności s praw  
biegu punktowi opifuiącemu nadanych, które raczey 
do Mechaniki niż do Geometryi należa.

Uczyńm y fobie teraz obraz ogólny cafey nauki z 
łańcucha prawd w  tein dziele przebieżonych. U wa- , Kr5t!ti wr- 
żaiąc fpofób poznaw ania um yflowi nafzemu zofta- ^  całfS? . 
w io n y , i ten do natury ilo ś c i' ftófuinc, trafiliśmy na g0 fij oWaT- 
ięzyk profty i ogolny do w yrażania różnych ftanów S 'bry wyęi*.
i zw ią zk ó w  ilości. A że te zw ią z k i wypadaią s pe- £*• 
wnych ftófunków rzeczy, które rozum  doftrzega; 
w eśzhśm y w  poznanie ogólne zagadnień, które fie 
mogą uwadze nalzey nadarzyć, i w  poznanie potrzeb 
rozumu dt) rozw iązania takow ych zagadnień; a zno- 
fząc pie/wfze z drugi u mi, odkryliśm y naygłowniey- 
fzy  podział ziowndn na oznaczone1, i nieoznaczone’. 
W idzieliśmy, że pierw fze fą wyftarczaiące do odkry
cia praw dy, byleby znalcśdź praw idła na oddzielenie' 
rzeczy nieznaney zaw ikłan ey m iędzy znane, s które- 
mi fię w  zrównaniu w iąże; fzukaliśm y takow ych 
praw ideł, łącząc razem  uw agę różnych w y razó w  ilo
ści, czyli funkcyi wchodzących w  takow e zrównania
i onym różne nadaiących nazw iika. I to było rze 
czą pierw fzego Tom u,

Zrów nania nieoznaczone' w yrażaląc w artości w ie
lu nieznanych od fiebie fpólnie zaw iflych, poddały 
n a m  fpofób poznaw ania odmian iednych ilości przez 
odmianę drugich, i zrodziły całą Geometryą linii 
krzyw ych. Biorąc iednę s takowych odmiennych ilo
ści za głów ną, przyw odziliśm y zrównania niby do 
rodzaiu oznaczonych, gdzie nam łatw o było ogólne' 
praw idła w  pierw fzym  Tom ie w yłożone ftófow ac 
do zrow nan teraim eyfzych, i z  nich w yciągać linii 
k rzyw ych  włafności i podziały. Uważaiąc w fzy ftk ie  
odmiany zachodzić mogące w  ilościach, doftrzegli- 
śm y, i e  te odmiany kończyć fię mogą, albo też erą-
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gnać bezprzeftannie: ten oftatni rodzay odmiany 
ilcazał nam pewne granice, do których fię ilości 
wzraftaiąc lub ubywaiąc zbliiaią, a w  niektórych 
przykładach linii krzyw ych  naprowadził nas na pier
w fz e  początki całey Matematyki w yżfzey .  R a c h u n e k  

w ięc  A l g e b r a i c z n y  iejł ięzyk rozumowań o różnych 
Jłanach, zw iązkach, i odmianach jk o  liczonych, ilo
ści. Potrzeba nam iefzcze innego ięzyka do w yra
żania rozumowań na odmiany ilości, w  fwoich gra
nicach: i takii-m ieft Rachunek Dyfferencyalny i In
tegralny, do któregośmy iuż krok w  tym Tom*o 
uczynili.

K o n i e c  D r u g i ę g o  T o m u ,,

» p *  O e o m e t r y i  W Y Ż S Z E *

B I B L I O T E K A  

P O U T E C H ' ;ł'I W A R S Z A W S K IE J

*1.1

. .

W a r * Z O

WYPIS



W Y P I S

Materyi w drugim Tomie zaw artych.

R O Z D Z I A Ł  T.

ilości i funkcye w  zrównanie iakiegokolwiek ftopnia 
wchodzące wyrażaią fię przez linie geomctrzyc^n ': 
z różnych odmian tym ilościom lub funkcyom m n 
danych, tłumaczą f ię  odmiany, które odpoWiadaią 
liniom.

§. i. WJłęp z  Algebry do Geometryi. na karcie i .  
Znaczenia Algebraiczne wykładaią fię w Lini
ach Geometrycznych, kar ’" 3. 
Podział Linii krzywych wiiciaęnionii s podzia
łu zrównań. - . . ' . . - ’ 7.

§. 2. Włafności linii krzywych ivyciągnione z  na
tury zrów nań. g,

§. ?. Podług odmian wfpół-ufzykowanych wykła
dają fic Jpofoby odmienienia zrównania. - 1 4 ,  

Z  odmianą, osi iak fię  powinno odmienić zró 
wnanie? - - - - - - - 1 6 .  
Przychodzi f ę  do zrównania ogarniaiacego 
wfzyftkie odmiany. . - 1 - ly .

§. 4 .  T łamaczy ftc iflntny charakter zrów nań, i 
z  niego wyciąga Jię ogólny podział linii krzywych. 20.

§. s . Przefłrogj na zrównania złożone. • 23.
§. 6. Wykładaią fię włafności ogólne linii każde

go porządku. . . . 2 4 ,

§ . 7 - 0  podobieńfłwie linii krzywych. - - - 27.

R O Z D Z IA Ł  II.

Z  uw ag ogólnych nad zrównaniem 2go ftopnia tłó- 
maczą fię włafności linii krzywych 2go porządku; 
wycisgaią fię potem s fzczcgólnych kondycyi gatun
ki tychże linii.

Włafności cięciw. - - i ę .
Pierwfzd lułafność linii 2go porządku. - 31. 
Drugd włafność linii z go porządku. - 32,

N § . » ,

;



§ .  ę. Włafności Ś r z e d n i c  i zrównania na ich
oznaczenie. • - • - ^4.
Pierwfza wldjnośó śrzednic. . . .

§. 10. Wynayduie fię  związek między śrzednica- 
mi iakiemikołwiek. - - - 
Druga i trzecia lułdfność śrzednic. - - 44. 
Czwarta i piata włdfnośc śrzednic. - - 45-. 

§. 11. Włafności S t y c z n y c h ;  fpofób ich prowa
dzenia. . . . .  45. 

§. 11. D a lf  ze włafności śrzednic równaiąc ie ze  
Jłycznemi. . . .  48. 
W tajności O g n i s k  . i zo g n ijk  ivycliodzących. jw. 
Zrównanie biegunowe na lujzyfikte linie ig o  
porządku. - - - 52. 

$. 13. Gatunki linii krzywych 2go porządku. - y j .  
E l l i p s a  i  iey włafności. - - - - S4- 
Zrównanie biegunowe na Ellipfę. - - 60. 

§. 14. P a r a b o l a  i iey włafności. - - 61. 61. 63.
Zrównanie biegunowe na Parabolę. - 63.

§.  i f .  H i p e r b o l a  i iey włafności. - 64.  67.
Zrównanie biegunowe na lłyperbolc. " - 68. 

§.  16.  Hyperbola między L e d w o - n u s t y c z n e m i  i
iey włafności. - - 6S■ 73.
Zbiór nauki w całym Rozdziale: s którego wy
pada rozłożenie pozolłahich uw aę o liniach
krzywych. - - - 73.

R O Z D Z I A Ł  I II .

Ilości odmienne zrównania nieoznaczonego ' odnofzą 
fie do oftatnich granic fwego wzroftu  lub ubyw a
nia: s- pierwfzych granic tłómaczy lię fpofób po
znawania odnóg nielkończonych i równania i^dnych 
linii krzy w y ch  z drugiemij i z drugich granic w y 
ciągają fię włafności odnóg fk'o liczonych, i fpofób 
równania wfzyftkich linii krzywych s kołem.

§. 17. Z  uwagi nad ledwo-niefłycznemi wypada 
Teoryd granic: wytyka fię  niedokładne tey Teo
ryi ttómaczenie. - .  7 j.. 
Początki Teoryi granic. . . - 7 o. S >•
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i,?. Stófuią fię te początki do linii krzywych. $ i .  
Kiedy termin ndyw yżfzego wymiaru zawiera 
iednego mnożnika rzetelnego inka wypada le
dwo-niefłyrzna profta lub krzywd? - - $4. 

ii). Ledtuo-niejłyczne na dwa mnożniki rzetel
ne w terminie ndyw yżfzego wymiaru - ęo. 
Ułatuńaią fię trudności zachodzące w tym ra
chunku. -  - - 94.

§. 20. Ledwo-nięfłyczne'.na trzy mnożniki rzetelne, ęg.
Uwaga ogólna nad ledwo-nieftycznemi, - - 10j .  

§. 21. O granicach ilości ubywaiiirych i włdfno- 
ściach linii krzywych, które o d *tych granic za- 
liiifiy. - -1 106.

§. 22. Wynaydiią f ą  pod-fiyczne w liniach krzy
wych iakiegokolwiek porźądku. - - n o .  
Spofób rozeznawania punktów dwoi/łych i t. d. 
w liniach krzywych. - - n i .
Ogólne zrównania na linie takowe punkta ma- 
iące. - - - 1 ie .

§. 23. Równaiij fię  linie krzywe s kołem. - 117. 
Tłómaczy fię  P r o m i e ń  ś c i s k a n i a . - - / 1 $. 
Wynayduie fię podpionowd w Uniach krzywych. 1 ię .
Zrównanie na promień ścifkanid. - - 122. 
Rozeznanie położenia linii krzywey względem  
fłyczney. - - - 123.
Podział Unii krzywych na odnogi różnych p o
rządków i cechy każdey z  ofobna, - 124. 
Tłómaczy fię punkt przegięcia, odbicia w lini
ach krzywych. . . tam że. 
Stófuią Ju’ początki całego rozdziału do pozna- ■* 
niń Cyfsoidy, . . - 129. 
Z b ijr krótki nauki w całym rozdziale, gdzie 

fię  tłómaczy drugi początek fpofobu analityczne’- 
go ftużący tu Matematyce w yżfzey. - i 3 2.

R O Z D Z IA Ł  IV.

O przecięciach linii krzyw ych  od profłych lub in
nych krzywych; i włafnościach od tych przecięć 
zawiftych.

§•



§. 24■ Wl ufność śrzednic rosciągniona do linii 
krzywych iakiegokolwiek porządku. - 1$}. 
Cechy na rozeznanie śrzodka w linii krzywey. 1 1T- 
O śrzednicach ukośnych i ich liczbie. - 137. 
Inny fpofób wynaydowanid śrzednic w Uniach 
krzywych. - - - 14 J*

§. 2 f . SpoJób wyrażania linii krzywych p rzez  
zrównanie biorąc kał za  ilość odmienną. 143.
Kiedy linid k rzy w d r a z przecięła od profł/y.- 144- 
Kiedy dwa. razy iefi przecięta od proftey. 14$- 
Przykład na linii Mu s z l o w e y  ('Conchois,), kto- 
rey fię natura tłumaczy. - - - 1 4 )• 
Kiedy linia krzywa trzy razy ieft przecięta od 
profity. - - - 15 1 ■

§. 26. Przecięcia linii krzywey od proftey rnaiące 
dwa zrównania. - * i ? 1 -
Przecięcie linii krzywey od inney krzywey. 1 f 4 - 

§ . 27, Użycie przeciec linii krzywych do pozna
nia fkladni zrów nań• . . .  - i f$.  
Uwagi nad fkladnią zrównań. - - 160.

R O Z D Z I A Ł  V.

Tłómaczą fię powierzchnie cial przez zrównania nie
oznaczone między trzema odmiennemi ilościami.

§, 1$. Wijrdżaią fię  geometrycznie zrównania 
między trze/ma ilościami odmiennemi. - 161. 
Odnofi fię  punkt powierzchni do -trzech pła
fzc z y z n  głównych. - - - - 1(śi. 
Wyrażenie zrównaniem powierzchni ciała, za- 
wifło od wyrażenia, linii na tey powierzchni le
żących, i przechunie. - - - 

§ . ię .  O powierzchniach ciał okrągłych, i Uniach
• krzywych, które fię rodzą przecinaiąc te po
wierzchnie płafzczyzną. - - • » 161. 
Włafności przecięć w ciałach ofłr o -grani afty ch. 16$. 
fm ie krzyw i s prź?cięcid kuli wypddaiące. 770. 
Przecięcie walca' i linie fłą d  zrodzone. 171• 
Przeciecie Oftro-krrjga ( Conus) ,  i linie s tego
przecięcia zrodzone. - - ,7^'

p n ie



Linii 2go porządku iak ivypadaią s przecięcia 
oftro-krąga? - - - 

g. 30. Zrównania na powierzchnie ciał powjlaią- 
ce z  obrotu linii krzywych zgo porządku. 176. 
O cijkaniu linii krzywych s powierzchni krzy
wey na płajzczyznę. . . . .  l 7 gt 
Użycie tego fpojóbu w fztuce ryfunków. j$o.

■KOZDZIĄŁ VI.

W lafności linii krzyw ych  P r z e s t ę p n y c h  i i ch  zna- 
kom itfze gatunki.

11 .  Ogólny obraz linii krzywych przejłę- 
pnych. _ - -
Podział linii przejłcpnych. -
Linie krzywe zawijłe od Logarytmów. - i$f .

§ . g2.  Linie krzywa zawijłe od luków koła. 187.
Włdfnosci linii krzywey ko łow ey ( Ćyclois). igg. 
Linie Ślim akow e (Spirales), i ich zrównania, ty o.
Krołki wykład całego dzieła. - - iy 1.
Co iejł Rachunek Algebraiczny? - - jg z .
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