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PERSPEKTYW A RZUTOW A
JAKO W YNIK

RZUTÓW PROSTOKĄTNYCH
PŁASGZYZNY UKOŚNIE WZGLĘDEM SIEBIE POŁOŻONE.

P R Z E Z

J Í a r o l a  R a s z k o w s k i e g o

Profesora Akadem ii Technicznej we Lwowie

(Przedstawiono na posiedzenia Towarzystwa d. 2 października 1873 r.).

W yci§g z Pamiętników Towarzystwa Nauk Ścisłych, tom Y , rok 1874.

Z długoletniej praktyki nauczycielskiej przekonałem się, że dział Geometryi Wykreślnej, który tu opracowałem 
zdaje się najbardziej, uczącemu się tych ćwiczeń, przyczyniać do przejrzenia przestrzeni i jej utworów; gdyż wykre
ślenia metodą « perspektywy rzutowej » wykonane, daję obrazy tych utworów w przestrzeni w formie dla oka daleko 
zrozumialszćj i do natury podobniejszćj, aniżeli rzuty prostokątne.

Iionstrukcye, oparte na podstawach matematycznych tak samo jak konstrukeye rzutów prostokątnych, nie tylko 
że nie są trudniejsze ani zawilsze, lecz owszem, przy wynajdywaniu przecięć, przenikać, cieniów i t. p., są one 
bardzo często łatwiejsze i prostsze.

Chcąc więc z jednej strony przyczynić się do rozpowszechnienia tej metody, dla technika lak ważnej, umiejętnie 
interesującej i mało znanej, a z drugiej, przyczynić się do wzbogacenia literatury naszej ojczystej, która, jakkol
wiek szczyci się dziełami znakomitemi z Geometryi Wykreślnej, w tym kierunku jednak nic nie posiada, skreśliłem 
ten Kurs Perspektywy rzutowej, ułożywszy systematycznie, za pomocą tej metody, rozwiązanie zagadnień z pola 
Geometryi Wykreślnej.

W przypuszczeniu, że czytelnik przynajmnićj w ogólnych zarysach jest obeznany z metodą rzutów prostokątnych 
(orthogonalnych), jak niemniśj z Planimetryą i Stereometryą, udowadniam tylko to, czego natura rzeczy koniecznie 
wymaga, zostawiając dowodzenie innych twierdzeń czytelnikowi. To pozwoliło mi ograniczyć się na malej liczbie 
stronic, na których zebrałem dość obfity materyał.

Do użycia nazwy perspektywa rzutowa skłoniło mnie : 1« to, iż obrazy ciał wykonane za pomocą tej metody 
wiele podobieństwa mają do obrazów perspektywicznych, a 2°, że ta metoda rzeczywiście zasadza się na rzutach 
prostokątnych. Co do innych wyrazów, jak tło, podstaiea i t. p., użyłem ich dlatego, że lepszych i prostszych wyna
leźć nie byłem w stanie.

ART. i.
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W STĘP
O

Zadaniem Geometryi Wykreślnej jest rysunkowe oznaczenie utworów znajdujących się w prze
strzeni o tyle dokładne, by samo wykreślenie pozwoliło kształty ich odgadnąć, a niezawiłekonstruk- 
cye rysunkowe zrobiły możliwem wyszukanie rzeczywistych rozmiarów tych utworów.

Temu zadaniu czynimy zadosyć, kreśląc zarysy utworów znajdujących się w  przestrzeni, których 
ostateczną granicą jest punkt. Ostatecznym więc zadaniem naszem będzie oznaczenie położenia 
punktu.

Położenie zaś punktu da się tylko wtedy oznaczyć, gdy znane jest miejsce, jakie on w przestrzeni 
zajmuje względem innych przedmiotów, których położenie jest znane.

Za przedmioty, względem których położenie danego punktu oznaczamy, służą nam trzy płasczy- 
zny /jod pewnymi kątami ku sobie nachylone, z których jedna jest zarazem płasczyzną rysunku.

Układ takich trzech płasczyzn zowiemy układem płasczyzn rzutów, gdyż spodki prostopadłych, wy
prowadzonych z danego punktu na te trzy płasczyzny zowiemy rzutami tegoż punktu.

Długości tych prostopadłych zawarte między punktem i każdym z jego rzutów dają odległości 
punktu od płasczyzn rzutów.

Proste podług których przecinają się płasczyzny rzutów zowiemy osiami.

§  'I

Przyjmujemy następujący układ płasczyzn rzutów : ku pionowej płasczyznie T  (lig. 1), zwanej tło, 
nachyloną jest pod kątem ą> płasczyzna rzutów P, podstawową zwana; pod kątem prostym do łych 
dwóch płasczyzn ustawiamy trzecią płasczyznę K, tak zwaną krzyżową. T ło z podstawą daje oś X, llo 

z krzyżową daje oś Z, a podstawa z krzyżową daje oś Y .

Obróciwszy cały układ tych płasczyzn tak około osi Z, iżby K stanowiła płasczyznę rysunkową, 
układ płasczyzn rzutów i osi okaże się z lig. 2, gdzie oś Z jest zarazem Iłem T, oś Y  podstawą i’ , a 
wreszcie punkt a,, osią X ; kąt ¡p zawarty między osiami Z i Y  jest rzeczywistćm nachyleniem tła do 
podstawy.

Przyjąwszy laki układ płasczyzn rzutów, oznaczamy miejsce punktu A (fig. 1) znajdującego się 
w przestrzeni, prowadząc przezeń A a prostopadle do T, Aa' prostopadle do P, i A  a" prostopadle do 
K, aż do spotkania się każdej z tych prostopadłych z odpowiednią płasczyzną rzutów. Kreśląc, nad to
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z punktu (i prostą a a prostapadłą do T, otrzymujemy na lic T punkt a jako rzut Iłowy, czyli per
spektywę rzutową rzutu podstawowego danego punktu A ; na podstawie P  punkt a jako jego rzut pod
stawowy;  na płasczyznie krzyżowćj K, punkt a" jako rzut krzyżowy;  a wreszcie na tle punkt a jako 
■perspektywę rzutu podstawowego.

Przesunięta przez A a i A «"  płasczyzna A aa.a"; będzie prostopadłą do T i K, zalém będzie ona prosto
padłą do osi Z; przyczém Aa będzie równoległą do a"a. ; —  Aa lub a"a. da nam odległość punktu A 
od tła — podobnież Aa” będzie równoległą do aa-, i każda z nich da nam odległość punktu A od płas- 

czyzny krzyżowćj K.

Przesunięta przez A a i Aa" płasczyzna A a’aua jest prostopadłą do podstawy i do płasczyzny krzy
żowćj, zatćm jest ona prostopadłą do osi A’ ; a Aa' równoległa do a"ay da nam odległość punktu A 
od podstawy, aoy równoległa do Aa" da odległość punktu A od płasczyzny krzyżowćj.

Przesunięta przez Aa i Aa' płasczyzna Adaxa będzie prostopadłą do tła i do podstawy, zatćm będzie 
ona prostopadłą do osi X, a równoległą do K. Oor równoległa do o,,d da nam, jako równoległa do 
Aa", odległość punktu A od płasczyzny krzyżowćj; 0 au równoległa do axa daje odległość rzutu pod
stawowego od osi X. Płasczyzna Aa'axa prostopadła do osi X ma swój ślad tłowy(przecięcie się 
z tłem) w aax prostopadły do X ; zatćm punkt a musi leżeć na prostopadłej poprowadzonej z punktu a 
na oś X, ponieważ a jest śladem Iłowym prostej a'a równoległej do Aa leżącej na tej płasczyznie Aa'axa.

Z powyższego dowodzenia wyprowadzić możemy prawo następujące: perspektywa (*) a i  perspek
tywa «  rzutu podstawowego a punktu A danego w przestrzeni, leżą zaiosze na jednej i tej samej prostopadłej 
do os iX .

Dla ułatwienia czytelnikowi dodamy tutaj, iż w całym ciągu niniejszej pracy używać będziemy za
wsze do oznaczenia punktu znajdującego się w  przestrzeni, głosek wielkich abecadła łacińskiego, 
do oznaczenia zaś rzutu tłowego czyli perspektywy tegoż punktu, tychże samych głosek małego abeca
dła; rzuty podstawowy i krzyżowy oznaczą się temiż samemi głoskami małemi z dodaniem jednćj, lub 
odpowiednio do potrzeby, dwóch kresek u góry; wreszcie perspektywę rzutu podstawowego oznaczać 
będziemy odpowiedniemi głoskami abecadła greckiego. Otóż, np. dla punktu M w przestrzeni, będzie 
oznaczać :

m jego perspektywę, 

ni » rzut podstawowy,

n i » ;> krzyżowy, a

u perspektywę jego rzutu podstawowego.

Głoską co raz na zawsze oznaczać będziemy kąt nachylenia płasczyzny podstawowej do tla.

Zadaniem więc naszćm będzie : z perspektyw i z perspektyw rzutów podstawowych wyznaczyć 
stosunki, jakie zachodzić mogą w położeniu punktów, linij i t. d. znajdujących się w przestrzeni. Ku 
temu zaś niezbędny jest dowód, że położenia perspektywy i perspektywy rzutu podstawowego 
względem osi, wystarczą do oznaczenia miejsca, jakie punkt, oznaczony przez dwa rzuty, zajmuje 
w przestrzeni względem płasczyzn rzu tów ,— jeżeli przytćm kąt f  jest nam znany.

(*) Rozumie się samo przez się, że tu zawsze mowa o perspektywach rzutowych.
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§ 2

Przyjąwszy a,, na osi X w odległości 0ax równej odległości danego punktu A (fig. 2) od płasczyzny 
krzyżowej, niech będą a i a dane. W iem y że punkt A  leży na prostopadłej wyprowadzonej z perspek
tywy a na tło, jako tćż na prostej poprowadzonej z rzutu podstawowego a, prostopadle do podstawy. 
Przesunąwszy w myśli płasczyznę krzyżowy ku stronie lewej tak, iżby oś Z przypadła na aa, możemy 
zrobić kład jej około tejże prostej a a. W  len sposób otrzymamy prosty oT Y  nachyloną pod kątem ? do 
aax : prosta ta będzie kładem śladu podstawowego przesuniętej płasczyzny krzyżowćj. Na lej prostej 
asY leżeć będzie kład a" rzutu podstawowego, który otrzymamy, kreśląc aa" prostopadle do aax aż do 
przecięcia się z axY. Kreśląc an prostopadle do aax i a"m prostopadle do axY , otrzymamy dwie wspo
mniane prostopadłe do płasczyzn rzutów (w kładzie), a w punkcie a ' jako w przecięciu się ich, kład 
żądanego punktu. Długość aa" da nam odległość punktu A od tła, a długość a" a” odległość jego od 
podstawy. W idzimy zatem, że z danych a i a i kąta <p, odległości od trzech płasczyzn rzutów punktu 
w  przestrzeni leżącego (a zatćm jego miejsce) dają się oznaczyć z całą ścisłością.

Idąc drogą wprost przeciwną poprzedzającej, i biorąc pod uwagę wszystko, cośmy dopiero powie
dzieli, przekonamy się, iż będziemy mogli z taką samą łatwością wynaleźć a i a punktu A, jeżeli tylko 
dane będą : jego odległość l od płasczyzny krzyżowćj (na lewo), jego wzniesienie w (nad podstawą) i 
jego odległość g od tła (przed tłem) jako tćż kąt tp.

Kreśląc (fig. 3) poziomą OX jako oś X, obieramy na niej O za początek układu płasczyzn rzutów. 
Odcinamy Oax= l  na lewo od O i kreślimy axZ prostopadle do OX. Przez punkt ax kreślimy axY  pod 
kątem 90° —  <p do osi X. Kreśląc następnie mn równolegle do axY  w odstępie równym w, i pq równo
legle do axZ w odstępie g , otrzymamy w przecięciu a" tych dwóch prostych kład danego punktu. 
Kreśląc a"a prostopadle do axZ, otrzymamy w  punkcie a perspektywę, kreśląc zaś «"a" prostopadle 
do ax Y , otrzymamy a" kład rzutu podstawowego, z którego a "a równoległa do X, w przecięciu się 
z a/Z w punkcie a da nam perspektywę rzutu podstawowego żądanego punktu A.

Początkujący powinien wszystkie przypadki położenia punktu w  stosunku do płasczyzn rzutów 
(przypadków tych jest ośm) sam narysować, gdyż to stanowi podstawę wszelkiego rysunku perspek- 
tywy rzutowej i daje niezbędnie potrzebną ku temu wprawę.

Z powyższój praktyki rysunkowej okaże się, że jeżeli punkt A w przestrzeni leży za tłem i nad 
podstawą, je g o «  i a będą leżały nad osiąX ; jeżeli zaś punkt A leży przed tłem i pod podstawą, jego 
•a i a leżeć będą poniżej osi X. W  każdćm innem położeniu punktu A w przestrzeni względem tła 
i podstawy, nie można z góry powiedzieć czy jego a i a leżą nad, czy tćż pod osiąX.

Jeżeli punkt A (fig. 4) leży na tle, natenczas : on sam, jego perspektywa a i kład jego (biorąc aax pro
stopadłą do X za oś obrotową) przypadają w tym samym punkcie a. Chcąc wynaleźć perspektywę a 
jego rzutu podstawowego, rysujemy axY  pod kątem cp do aax i wyprowadzamy na nią prostopadłą aa", 
a' będzie kładem rzutu podstawowego, a kreśląc aa" równolegle do X, otrzymamy perspektywę rzutu 

podstawowego na prostopadłej uax do osi X.

Jeżeli punkt A leży na podstawie, natenczas jego perspektywa a i perspektywa a jego rzutu podsta
wowego będą tym samym punktem. Chcąc wynaleźć oddalenie punktu A od osi X i od tła, kreślimy 
(fig. 5) aax prostopadle do X, i axY  pod kątem cp do tejże prostopadłćj ; a przecinając tę ostatnią pro
ste linią aa" równoległą do X, otrzymamy w punkcie a kład punktu danego. Długość <tax będzie w tym 
przypadku oddaleniem punktu A od osi X, a długość a"a oddaleniem danego punktu od tła.
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Z figury 3, okazuje się, że :

axa. =  axa." cosip ;

axa —-  w sino — a^acoss =  »s in  tp —  (g — w cos cp)eotgcp, 

a a  =  ? c s in !p .

Dana w przestrzeni linia prosta /, ma na płasczyznach rzuty proste, a zatem : tak jćj perspek
tywa /jako tćż jćj rzut podstawowy /'i perspektywa a jćj rzutu podstawowego, będę również proste.

Do oznaczenia miejsca i kierunku danćj prostśj, dostatecznym jest oznaczyć miejsce dwóch jćj 
punktów. Obierając więc na danćj prostćj L  dwapunkta A  i B, szukamy ich perspektywy a i b, również 
perspektywy a i p ich rzutów podstawowych, i otrzymamy (fig. 6) / (łyczyc punkt a z punktem b) i ap 
jako perspektywę rzutu podstawowego danej prostćj. Chcyc wynaleźć jakikolwiek punkt Mtój prostej, 
obieramy jego perspektywę m na /, a pionowo pod nim na X perspektywę u jego rzutu podstawowego.

Wynaleźć kierunek 11 X danej prostej L, która jest równoległą do tła a nachyloną do podstawy.

Perspektywa l może mieć kierunek dowolny (fig .7), ponieważ zaś L ma być równoległy do tła, więc 
odległość każdego z jej punktów od tła będzie taż sama. Obierzmy na / dowolne dwa punk ta 
a i b, i szukajmy (podług fig. 2) odpowiednich im a i fi, jednakże tak, ażeby punkta dane przez a, a, i 
b, p miały od tła ten sam odstęp. Dlatego kreślimy aa" równolegle do bb" i dajemy im długość równy 
oddaleniu danćj prostćj L od tła, proste te będy równoległe do osi X, otrzymujemy zatem w  a" i 
b" kłady dwóch punktów około prostych aax i bbx prostopadłych do osi X. Ghcyc wynaleźć a i p, 
kreślimy pod kytem (90° —  j )  do osi X dwie równoległe axa" i bxp" i prowadzimy na nie prostopadłe 
a"a" i hi'p". Punkta a" i p" sy kładami rzutów podstawowych. Kreślye zatem równolegle do X a"a i p"p, 
aż do przecięcia się z pionami aax i bbx, otrzymamy a i p, które połyczonc z soby dajy X jako perspek
tywę rzutu podstawowego żydanćj prostćj.

Gdy zaś prosta jest dany przez / i X, a chcemy znaleźć, czy ona jest równoległy do tła, musimy po
stępować odwrotny drogy, t. j. wynalazłszy (podług fig. 2)  a" i b" jako kłady którychkolwiek dwóch 
punktów danćj prostej, porównywamy aa" i bb" (odległości tych dwóch punktów od tła) między soby. 
Jeżeli te dwie odległości sy sobie równe, w takim razie będzie to dowodem, że prosta L  dana przez 
/ i X jest równoległy do tła, gdyby przeciwnie te dwie odległości nie były równe, natenczas prosta L nie 
byłaby równoległy do tła.

Dana prosta L  jest równoległą do podstawy i  dowolnie nachyloną do tła (fig. 8) ;  jakie położenie będą 

miały l  i  a?

Jeśli prosta Ł jest równoległy do podstawy, to jćj rzut podstawowy i  jest równoległy do L. Te dwie 
proste równoległe L i V  rzucone na tło, dadzy rzuty również między soby równoległe. Rzut tłowy 
prostej L jest jćj perspektywy /; rzut zaś tłowy prostćj l  jest perspektywy X rzutu podstawowego 
danej prostćj L. W idzimy zatśm, że jeżeli dana prosta jest równoległy do podstawy, w takim razie 
jej perspektywa / jest równoległy do perspektywy X jćj rzutu podstawowego.

Dana prosta L  (fig. 9) jest równoległą do osiX.

Łatwo zrozumieć, że natenczas / będzie równoległy do X i równoległy do X.
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Prosta L {fig. 10) jest prostopadłą do tła.

W  tym przypadku wszystkie jej punktu rzucają się na tło w  jeden punkt. Perspektywa/będzie 
więc punktem. Ponieważ zaś perspektywy rzutów podstawowych wszystkich punktów danej prostej 
muszą leżeć pionowo pod ich perspektywami, te ostatnie zaś przypadają w  jednym punkcie, zatćm X bę
dzie linią pionową, prostopadłą do osi X.

Prosta L  {fig. 1 1 ) jest prostopadłą do podstawy.

Jeśli prosta L jest prostopadłą do podstawy, natenczas jćj rzut podstawowy /'jest punktem, a 
zatćm i perspektywa X tego rzutu jest także punkiem. Perspektywa zaś / musi być prostą, prosto
padłą do osi X, ponieważ perspektywa każdego punktu danćj prostej znajduje swe miejsce pionowo 
nad X.

Prosta L jest prostopadłą do osiX {fig. 12).

W  tym przypadku prosta L jost zarazem równoległą do płasczyzny krzyżowej; zatćm wszystkie jej 
punkta mają równą od tćj płasczyzny odległość; zkąd wynika, że tak perspektywa / jako lóż i perspek
tywa X jćj rzutu podstawowego, są prostopadłe do osi X  i jedna jest przedłużeniem drugiej.

Prosta L  leży na tle.

Ta prosta L jest zarazem swą perspektywą/. Chcąc wynaleźć perspektywę Xjćj rzutu podstawo
wego, obierzemy na / dwa dowolne punkta a i b (wedle fig. 4) i wyznaczymy odpowiednie a i p.

Prosta leży na podstawie.

Ta prosta jest zarazem swoim rzutem podstawowym. Perspektywa / zatem i perspektywa X rzutu 
podstawowego wypadną w tćm samem miejscu.

Łatwo zrozumieć że / i X prostej L leżącćj na płasczyznie krzyżowej, leżą na osi Z.

II ynałeić prawdziwą długość i  nachylenie ku osi X prostej L leżącej na podstawie i  danej przez X, której 
długość równa się ap {fig. 13 ).

Około prostej aax prostopadłćj do X szukamy (podług fig. 5) kładu a" i takim samym sposobem 
około pbx prostopadłćj do X, kładu p''. Długości ax a" i ó^p" dają oddalenie punktów A i B o d  osi 
X. Te oddalenia, kładąc podstawę około osi X na tło, będą do osi X prostopadłe; otrzymamy zatem 
punkta a ,b  w tymże kładzie, odcinając axd —  axa" i bj> —  bx p". Połączenie tych dwóch punktów jest 
właśnie długością i kierunkiem linii AB, którćj perspektywa ap była już daną.

Uwaga I. —  Prosta AB leżąca na podstawie i równoległa do osi X, będzie miała perspektywę ap 
równoległą do X tak długą jak AB.

Uwaga ll. —  Prosta AB prostopadła do osi X i leżąca na podstawie będzie miała prespektywę ap 
pi ostopadłą do X. Chcąc wynaleźć długość ap odpowiednią prawdziwćj długości odcinka AB, prze
suwamy przez «p płasczyznę krzyżową i robimy jćj kład. W  tym celu przedłużamy kierunek ap 
(fig. 14) do punktu ax na osi X, kreślimy przez ax prostą y pod kątem y, i odcinamy na tejże a”p" 
równe długości danćj AB. z  punktów a" i p" poprowadzone równoległe do osi X, dadzą nam -t i p. 
«P będzie w perspektywie długością danego odcinku AB.

Przystąpić teraz możemy do rozwiązywania zadań, które w przyszłości będą nam użyteczne I lak 
(fig. 15); . . .
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Wykreślić prespektywe kwadratu leżącego na podstawie, gdy dane są w perspektywie kierunek i  długość 
«¡3 jednego boku.

Robimy (podług fig. 13) około osi X kład ab' danego boku a,8, kreśląc be prostopadle do ab' od
cinamy b 'c '= a 'b '.  Wracając z kładu do pierwotnego położenia płasczyzny podstawowej, mogli
byśmy wynaleźć perspektywo fły drugiego boku kwadratu (jak to widzimy z figury). Możemy postąpić 
jeszcze w  sposób następujący : przedłużmy cb' aż do punktu m na osi X ; przy powrocie z kładu do 
pierwotnego położenia podstawy, punkt m nie zmienia swego położenia, zaś punkt b ma swój rzut 
w p ; więc m¡3 jest kierunkiem perspektywy drugiego boku kwadratu.

Koniec y otrzymamy prowadząc cy prostopadle do X, aż do przecięcia się w y z przedłużeniem mH. 
Kreśląc yo równolegle do a8 i %$ równolegle do fly, otrzymamy w punkcie 8 perspektywę czwartego 
wierzchołka kwadratu.

Wykreślić perspektywę sześcioboku foremnego, leżącego na podstawie, jeżeli daną jest perspektywa a8 
{fig. 16) jednego boku.

Robimy około osi X (podług fig. 13) kład ab' danego boku a8, i na tćmże kładzie a'6'jako na pod
stawie kreślimy sześciobok foremny a bed ek  . Przedłużamy k'd aż do punktu m na osi X , łączymy 
m z a, i szukamy w przedłużeniu tego my. punktu k, który otrzymamy prowadząc k'k prostopadle do 
osi X. Przedłużamy dc' aż do n na osi X, i kreślimy «8 równolegle do ak. Proste prostopadłe z punk
tów c i d', do osi X poprowadzone, dają w przecięciu się z nS perspektywy y i 3— ke równoległe do py 
i ie równoległe do pa, dadzą nam wreszcie perspektywę ostatnich boków szukanego sześcioboku.

Z wykreślenia tego widocznem jest, że tak kład k'c jak i perspektywa ky przekątnej sześcioboku 

przecinają się w punkcie p na osi X.

Wykreślić perspektywę koła leżącego na podstawie, jeżeli są dane: promień r  i perspektywa iv środka O.

Perspektywa tego koła, jako leżącego na płasczyznie do tła pod kątem <f naehylonćj, będzie elipsą 
dla wykreślenia której dostatecznem jest wyszukanie jej osi głównych.

Weźmy dwie średnice tego koła, jednę równoległą a drugą prostopadłą do osi X. Perspektywa ap 
pierwszej z tych średnic, przechodząc przez w będzie równoległą do osi X, a długość jej będzie równa 
dr. Wystawmy sobie dalej drugą średnicę prostopadłą do X, obróconą około pionu w  punkcie O wy
stawionego tak daleko, iż stanie się ona równoległą do tła; wówczas perspektywa jej y"3" będzie na
chyloną do osi X pod kątem (90° — ?), a długość jej będzie równa 2r . Średnica ta do pierwotnego 
swego kierunku sprowadzona będzie miała perspektywę yJ prostopadłą do X, przechodzącą przez w. 
Końce jej y i S otrzymamy kreśląc y"y równolegle do 3"3 i równolegle do X.

§ 4
PŁASCZYZNA.

Każda płasczyzna E nachylona do płasczyzn rzutów, w dostatecznćm przedłużeniu przetnie tak 
tło jako Lćż i podstawę, i na każdćj z tych dwóch płasczyzn pozostawi ślady. Dla oznaczenia śladu 
Iłowego przyjmujemy głoskę którą nazwaliśmy płasczyznę, dodającjśj znaczek t; tak np. ślad tłowy 
płasczyzny E oznaczy się przez E(. Dla innćj płasczyzny F byłby więc ślad tłowy F ( i t. d. 
Ślad podstawowy będziemy oznaczać głoską mianującą płasczyznę z dodatkiem znaczku p ; a zatem



oznaczać nam będzie ślad podstawowy płasczyzny E, a F„ tenże ślad płasczyzny F i t. d. P e i- 

spektywę nareszcie śladu podstawowego, oznaczać będziemy używając głoski mianującej płasczyznę 
ze znakiem u, tak, że Er lub Fr będą oznaczać perspektywy śladów podstawowych płasczyzn L lun 
p Dla oznaczenia położenia płasczyzny E dostatecznem jest użycie dwóch jej śladów, t. j. : śladu jej 
tłowego E, i perspektywy Er jej śladu podstawkowego E,,; gdyż jeżeli mamy Er , jedno tylko Ep temu 
odpowiada. Dlatego tćż najczęściej będziemy oznaczać płasczyzny przez ślady tłowe i prospekty w\ 

ich śladów podstawowych.

Jeżeli pewna płasczyzna E przecina tło i podstawę, to przetnie zarazem i oś X. Ż tego punktu 
przecięcia się płasczyzny z osią X wychodzi ślad lłow'y E, i ślad podstawowy E;„ a zatem i perspek
tywa tego ostatniego śladu, t. j. Er . A więc płaszczyznę pod względem jćj położenia tak oznaczać 

możemy jak wskazuje figura 18.

Każda płasczyzna zmieniając swe położenie sprowadzi zarazem i odmienne położenie swych śladów 
względem osi X ; żądaniem wdęc naszćm obecnie będzie wynaleźć położenia śladu tłowego i perspek

tywy śladu podstawowego, przy danem położeniu płasczyzny względem płasczyzn rzutów.

Płasczyzna E nachylona dowolnie do tła i do podstawy.

Taka płasczyzna przetnie oś X, a z punktu przecięcia wychodzić będą obicdwic perspektywy jćj śla

dów dowolnie ku osi X nachylonych (fig. 18).

Płasczyzna E równoległa do podstawy (fig. 19).

Taka płasczyzna nie może mieć śladu podstawowego, a zatćm nie będziemy mogli wykreślić per
spektywy tegoż śladu. Ta płasczyzna nie przetnie również osi X , zatćm ślad jej E, będzie równoległym 

do osi X.

Płasczyzna E równoległa do tła (fig. 20).

W  tym przypadku z powodów podobnych jak w przypadku poprzedzającym, będziemy mieli tylko 
Er równoległe do osi X.

Płasczyzna E równoległa do osi X, a dowolnie nachylona kupłasczyznom rzutów (fig. 21).

Taka płasczyzna nie przecina osi X, ślad więc jej tłowy E ( równie jak i ślad podstawowy E;,, a za
tem i perspektywa jego Er będą do osi X równoległe.

Płasczyzna E jest prostopadłą do tła (rzucająca na tło) a nachyloną dowolnie do podstawy (fig. 22).

Oś X w tym przypadku zostanie przeciętą, a Ef otrzyma dowolny kierunek. Dla wynalezienia kie- 
runlcu Er zważyć musimy, że ślad jćj podstawowy E„ leży w  płasczyznie E, a zatem rzut jego tłowy 
czyli jego perspektywa Er leżeć będzie w  śladzie tłowym tej rzucającćj E,, t. j. w E<.

Płasczyzna E jest prostopadła do podstawy (rzucajaca na padstawe) a do tła dowolnie nachyloną 
(fig. 23).

I tu oś X zostanie przeciętą, a Er otrzyma kierunek dowolny. Chcąc wynaleźć E, przyjmujemy 
w Er punkt a i zastosujemy (fig. 4) by otrzymać odpowiedni jemu punkt na tle. Prosta a,a (w kła
dzie a a) jest prostopadłą do podstawy a punkt a jest jćj śladem Iłowym. Każda, przez tę prostopadłą 
przesunięta płasczyzna, będzie prostopadłą do podstawy, a jćj ślad tłowy E, przechodzić będzie przez 
len ślad a. Łącząc więc punkt przecięcia się Er z osią X z punktem a, otrzymamy ślad szukany E,.-

ART. ] .  2

PERSPEKTYWA RZCTOWA JAKO W YNIK RZUTÓW PROSTOKĄTNYCH.
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Płasczyzna E jest prostopadłą do osi X czyli równoległą do krzyżowej (fig. 24).

Natenczas tak E, jako też E~ będą prostopadłe do osi X.

Dla początkującego korzystnóm będzie, jeżeli w każdym z danych przypadków położenia prostej lub 
płasezyzny, znajdzie ich rzut i odpowiedni temu rzutowi ślad krzyżowy w kładzie około dowolnej osi Z.

§  5

Podawszy sposoby oznaczenia położenia punktu, prostej i płasezyzny, jakiekolwiek byłoby ono 
w  przestrzeni i względem płasczyzn rzutów, przejdziemy teraz do niektórych zagadnień, tyczących 
sio punktu, prostćj i płasezyzny, jako też wzajemnych ich do siebie stosunków.

Dane są dwa punki a A  i B przez (aa) i  wynaleźć odległość tych dwóch punktów (fig. 25).

Podług lig. 2 wyszukane a" dla punktu a i h" dla punktu b, dadzą nam długości aa" i bb" przedsta
wiające odległości punktów A i B od tła, które to odległości w przestrzeni prostopadłe są do tła, a 

zatem prostopadłe i do ab.

Kreśląc dwie proste aA i óB prostopadle do o.b i robiąc ak =  aa', tak jak óB =  bb", otrzymamy 
w  A i B kłady punktów danych około perspektywy ab. Długość prostej AB daje nam szukane 

odległości tych dwóch punktów.

Dana jest prosta L  i  punkt je j  A przez (aa); od punktu A  na tej prostej oznaczyć w danej odległości d 
punkt B przez ó[3 (fig. 26).

Przyjmujemy na danej prostej jakikolwiek punkt (mu) i tak dla niego, jako też i dla danego punktu 
(aa) szukamy w  sposób wyżej wskazany kładów M i A. Odcinając A B =  d otrzymamy wkładzie punkt 
żądany B. Wracając z kładu do pierwotnego położenia, dostatecznćm jest poprowadzić Bb prostopa
dle do am a otrzymamy w  b perspektywę żądanego punktu B. Pionowo pod b na X znajdujemy li, 
jako perspektywę jego rzutu podstawowego.

Dana jest prosta Ł przez (/X) ;  wynaleźć ślad tło wg lt i  perspektywę U śladu podstawowego tej prostej 
(fig. 27).

Ślad podstawowy należy tak do prostej L jako też i do jć j rzutu podstawowego lK jako jego per
spektywa, musi się znajdować tak na perspektywie /, jako tćż i na perspektywie rzutu podstawowego, 
t. j. na X, musi więc leżeć w przecięciu się l  i X. Chcąc wynaleźć ślad Iłowy lt, przesuńmy przez L 
płasczyznę rzucającą na podstawę, dla którćj perspektywą śladu podstawowego E„ będzie X, i dla któ
rej według (lig. 18) znajdziemy ślad tłowy E,. Ślad szukany /, bodzie leżał w przęcięciu się perspek
tyw y l z śladem E,.

Prosta L dana jest przez l  i X, wyszukać kąty, które ta prosta tworzy z tłem i  z podstawą (fig. 28).

Szukamy najpierw perspektywy śladu podstawowego fi iia przecięciu się / i X ; następnie śladu 
tłowego a (według fig. 22). Pod kątem nachylenia prostej danśj ku jakiejś płasczyznie, rozumiemy 
zawsze taki kąt, jaki tworzy taż prosta z swym rzutem na daną płasczyznę. Kąt len ma swój w ierz
chołek w śladzie prostej na tćj płasozyznie, i jest kątem trójkąta prostokątnego, którego jednym bo
kiem kąta prostego jest rzut danej prostćj, drugim zaś oddalenie dowolnego punktu tejże prostej od 

płasezyzny; a przociwprostokątna, długością odcinka danej prostćj, licząc od śladu aż do tego przy
jętego punktu. Wielkość tego kąta wynajdziemy, robiąc około rzutu kład tego trójkąta.
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Chcąc wiec wynaleźć w naszym przypadku kąt nachylenia prostej do Lla, zrobimy kład śladu pod
stawowego około perspektywy (jako rzutu Lłowego). W tym celu kreślimy [ibx prostopadle do X ; pod 
kwitem <? do tćjże pionowej prosty ć,p" aż do przecięcia się jej z prostą pp" równoległy do X ; zkad 
otrzymamy kład śladu podstawowego. Długość pp" daje nam oddalenie tego śladu o I tła.

Kreśląc pB prostopadle do pa i odcinając pB =  pp”, mamy w punkcie B kład śladu podstawowego 
około pa. Punkt a podczas wykonywania kładu, nic zmienia swego położenia, a połączony z punktem 
B, daje «Ii równe długości L. Kat t zatem, zawarty między L i  l  i mający wierzchołek w punkcie u, 
jest kątem szukanym, Chcąc teraz wynaleźć kąt nachylenia danćj prostej do podstawy, obrućmy około 
osi X rzut podstawowy, którego perspektywą jest X. W  tym celu zauważmy, że przecięcie się m prze
dłużenia X z osią X podczas obrotu nie zmienia swego położenia. Nakreślmy bxb  prostopadle do X ; 
odctnijmy na lej prostopadłej bxb'— hxp" odległość śladu podstawowego od osi X ; w punkcie b  otrzy
mamy kład tegoż śladu około osi X. b połączony z punktem m daje kierunek kładu rzutu podstawo
wego, a nań, prostopadle do osi, z punktu a odcięta cześć ba daje prawdziwą długość rzutu podsta
wowego odcinku danej prostój, zawartego między tłem a podstawą.Poprowadźmy «'A  prostopadle do 
ba i przetnijmy te prostą kołem wykreślonem ze środka b promieniem U A równym L, otrzymamy 
kąt p zawarty między /' a L z wierzchołkiem w b jako kąt nachylenia danej prostej do podstawy (*)•

Dana jest perspektywa ab odcinka prostej L, licząc długość od {aa) jako śladu je j tlowego, i  nachylenie 
je j  do tła równe kątowi t ;  wynaleźć X tej prostej [fig. 29).

Kreśląc z a pod danym kątem t prostą l aż do przecięcia się z /di prostopadłą do ab, otrzymamy 
oB równe długości danej L i óB =  odległości punktu B od tła. Obrócenie 6B w kierunku poziomym da 
n am // jako kład punktu li około bbx prostopadł ą do osi. Kreśląc przez bx pod kątem (!)() — o) do 
osi X prostą b ji" , i prowadząc na nią z punktu b" prostopadłą b je", otrzymamy kład rzutu podstawo
wego punktu B. //'S równoległa do X daje nam w punkcie przecięcia się _tej równoległej z pionem 
bbx, t. j. w p, perspektywę rzutu podstawowego punktu B, tak że łącząc p z punktem a otrzymamy 
szukane X.

Dane są: perspektywa «p rzutu podstawowego części prostej pA, licząc długość tejże prostej od śladu pod
stawowego b ; i kąt p , nachylenia tej części lin ii ku podstawie. Znaleźć odpowiedne l {fig. 30).

Szukając (podług fig. 23) długości rzutu podstawowego /’, wykreślmy prosię b \  nachyloną d o/ ’ 
pod kątem równym kątowi p aż do przecięcia się jej z prostą a’A  prostopadłą do a b ; otrzymamy 
b A = h ,  a a A =od ległości punktu A od podstawy. Chcąc znaleźć a perspektywę punktu A, popro
wadźmy a A  prostopadłą do a "ax, weźmy a ’ A" —  a A i nakreślmy A "a równoległą do X aż do prze
cięcia się jej z pionową axa. Łącząc pa otrzymamy szukane l (**).

Zanim przystąpimy do rozwiązywania dalszych zagadnień, znajdźmy najmniejszość i największość 
summy kątów, które dana prosta tworzy z płasczyznami rzutów.

(*) W podobny sposób postąpimy chcąc wynaleźć kąty nachylenia prostej ku plasczy/.nom rzutów, jeżeli danym 
jest jaki jej odcinek, z tą tylko różnicą, że w tym przypadku szukać będziemy jedynie kładów tego odcinka o k o ło  

perspektywy danej prostej lub około osi X ; długość l znajdziemy za pomocą L i kąta t, długość X za pomocą L i kąta 
p. Całe przeprowadzenie i stosowne ułożenie komhinacyj zostawiamy czytelnikowi.

(**) Rzecz jasna, że w dwóch ostatnich zagadnieniach, moglibyśmy jeszcze, znaleźć X lub /, kreśląc jużto kątijużto 
kąt p w położeniach odwrotnych.
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Przy rozwiązywaniu sposobem rysunkowym podobnych zadań i przy danych stosownych kombi- 
nacyach z L, X, kątem t, kątem p i /, zwrócić należy na to uwagę, że w tych przypadkach :

1. Jeżeli prosta L  leży w przestrzeni lub na której bądź z płasczyzn rzutów równolegle do osi X 
summa dwóch kątów : kąta t i kąta p będzie =  O.

2. Jeżeli proste są równoległe do jednej z płasczyzn rzutów, to wówczas tworzą one z tą płasczy- 
z n ą k ą t = 0°; z drugą zaś płasczyzną tworzą one kąty zawarte między 0° a <p; więc summa katów 
nachylenia wynosi jako najmniejszość O", a jako największość »/’.

3. Jeżeli prostaL prostopadła do tła T (tig.31) daje rzut krzyżowy, natenczas summa kątów t -t- p 
równa się 180°— o ; a kąt p =  90° —  ?.

A. Jeżeli prosta L prostopadła do podstawy (fig. 32) daje rzut krzyżowy, natenczas summa kątów 
t -t- p —  i 80 —  -p j a kąt t 90" — <p.

5. W  przypadku, gdy prosta L jest nachyloną do tła pod stałym kątem równym kątowi t, przyjmu
jemy (fig. 33 w rzucie krzyżowym) na podstawie punkt 6, z którego wyprowadzamy takie proste jak 
L i L'. Najmniejszość summy kątów t i p zachodzi, gdy prosta leży na podstawie, i summa kątów t -h/t 
równa kątowi f  (albowiem wtedy p = 0 ) .  Największość zaś tej summy kątów zachodzi wtedy, gdy laka 
prosta leży na płasczyznie prostopadłej do osi X i t +  p równać się będzie 180 — ©.

(i. Jeżeli prosta L  jest nachyloną pod stałym kątem p  do podstawy, przyjmujemy (lig. ‘¿/ia w rzucie 
krzyżowym) ha tle punkt n, z którego prowadzimy proste I, i L ' pod kątem p do podstawy. Najmniej
szość summy kątów t i p wypadnie wtedy, gdy prosta leżeć będzie na tle, i summa kątów t -+-p bodzie 
równa p (gdyż kąt i =  0) ;  największość zaś tej summy kątów będzie wtedy gdy taż prosta leży na 
płasczyznie prostopadłej do osi X , albowiem l -+-p będzie równe 180" — o.

Widzimy więc, że bezwzględna najmniejszość summy kątów nachylenia =  0 ; bezwzględna zaś 
największość tej summy =  180°— y.

Mając dwa stożki (fig. 346) o wspólnym wierzchołku i o równej długości krawędzi, których 
podstawy A i ił są kołami, spostrzegamy, że powierzchnie tych stożków przenikają się podług kra
wędzi sa i s/j. Punkta a i h tych, obydwom stożkom wspólnych krawędzi, leżą na prostej mn jako linii 
przecięcia się ich płasczyzn. Do wynalezienia punktów a i b będzie zatem doslatecznem gdy dane 
zostanie jedno koło, np. A i miejsce prostej mn. Tych kilka uwag wystarczy, by rozwiązać za
danie następujące (fig. 35) :

Przez dany punkt A w przestrzeni prprowadzić prostą, lctóraby była nachyloną do tła pod kotem równym 
kątowi t, a do podstawy pod kątem równym kątowi p.

W  celu otrzymania mniej zawiłego rysunku, weźmy rzut krzyżowy a" punktu danego (na) oddziel
nie. W  rzucie krzyżowym, jak wiemy, oś Z przedstawia tło, oś Y  podstawę, a punkt O przedstawia 

oś X.

Poprowadźmy przez punkt a" nachylone pod kątem = t  do osi Z, dwie proste ab i a"b’, to nam da 
kontury stożka, którego wierzchołkiem będzie a", podstawa jego jest kołem mającym za średnicę bb' i 
spoczywającóm na tle (Z), wszystkie krawędzie tego stożka z tłem tworzą kąt =  t.

Kreśląc zaś z punktu d' dwie proste a"c i dc, których nachylenia do osi Y  są równe kątowi p, otrzy
mamy kontur drugiego stożka o tym samym wierzchołku, którego podstawą jest koło, na podstawie
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mające średnicę równą ccx, a wszystkie krawędzie tworzę z podstawę kęty =  p. Proste a"b— ab' daję 
długość krawędzi pierwszego stożka proste zaś a"c =  a'ct długość krawędzi drugiego stożka.

Przedłużajęc a 'c  tak by a"c =  a b  i przesuwajęc Y ' równolegle do pierwotnego położenia dopóty 
dopóki nie zajmie położenia Y ' równoległego do Y  przeckodzęc przez punkt c', otrzymamy stożek, 
którego podstawę będzie koło o średnicy =  c'c'„ spoczywajęce na płasczyznie Y , z nachyleniem kra
wędzi do tej płasczyzny pod kętcm równym p i którego długości krawędzi a d  będę równe długościom 
krawędzi stożka pierwszego. Płasczyzny Z i Y', na których się znajduję podstawy tych stożków, prze- 
cinaję się podług prostej O' równoległćj do O. Clicęc w ięc rozwięzać powyższe zadanie zastosujmy 
uwagi dotyczęce (fig. 34) i rzutu krzyżowego. Wracamy do perspektywy. Nakreślmy zatem z punktu 
a, jako środka, koło K średnicy równćj bb', otrzymamy perspektywę podstawy pierwszego stożka; 
dalej nakreślmy 0'X' równolegle do OX; 0 'X 'jes t perspektywę przecięcia się płasczyzn podstawo
wych dwóch uważanych stożków. Punk ta m, n w których się koło K przecina z prostę O X', będę punk
tami krawędzi wspólnych obydwom stożkom (odpowiadajęce punktom a i b fig. 34). Połęczenia punk
tów m in  z punktem a, dadzą nam perspektywy ¿j i a połęczenia md i nd perspektywy rzutów 
podstawowych, tych dwóch, obydwom stożkom wspólnych krawędzi, a zatćmdwie proste, z których 
każda tworzy z tłem kęt równy /, a z podstawę kęt =  p. A le teraz podstawowę płasczyznę rzutów 
jest Y'. Chcęc więc rozwięzać nasze zadanie ze względu na danę płasczyznę Y  , przesuńmy przez dane 
a proste : Xr równoległą do md i równoległą do nd.

§ «
Chcąc na płasczyznie E, danej przez jej ślady Et i Er , znaleźć punkt dS, wykreślmy najprzód na 

tej płasczyznie jakąkolwiek prostę /X i na tej prostej weźmy punkt dS. Jeżeli prosta / leży na płasczy
znie E, natenczas ślad tłowy lt tej prostój będzie leżał na śladzie tłowym E, płasczyzny, a perspek
tywa śladu podstawowego 4  prostój, na perspektywie śladu podstawowego Er płasczyzny.

Niech będzie (fig. 36) płasczyzna E dana przez E, i E* ; weźmy na Ej punkt lt a na st punkt 4  ■ 
Łącząc te dwa punkta otrzymamy perspektywę / prostej leżącej na płasczyznie E. Znajdźmy obecnie 
(fig. 4) perspektywę j  rzutu podstawowego punktu /,; połączmy ten punkt 4 z punktem 4  a otrzy
mamy X jako perspektywę rzutu podstawowego prostój / leżęcój na płasczyznie E. Punkt jakikolwiek, 
którego perspektywa d leży na /, a pionowo pod nim §, będzie punktem prostój /, a zatóm także punk
tem płasczyzny E.

Płasczyznę E (fig. 37) możemy sobie wystawić jako utworzoną w  ten sposób, iż E, posuwa się ró
wnolegle do siebie wzdłuż śladu podstawowego E;;.

Chcąc więc wynaleźć jakiekolwiek położenie L lak posuwającego się śladu E(, uważmy l równo
ległą do E, jako perspektywę żądanego położenia. Perspektywa 4  śladu podstawowego tejże prostej 
hędzie leżeć na E* .

Przyjąwszy na E, punkt a i szukając perspektywy a jego rzutu podstawowego, otrzymamy przez po
łączenie tego a z punktem w  którym E, przecina oś X, E[i jako perspektywę rzutu podstawowego śladu 
E(. Ponieważ L ma być równoległą do E, więc jego X będzie równoległą do Ep. Chcęc więc to X otrzy
mać, dostatecznem jest nakreślić przez punkt 4  równoległą do Ej .

Perspektywę Ep rzutu podstawowego śladu li, raz na zawsze nazywać będziemy Unią konstrukcyjną.

Chcąc więc wynaleźć punkt do danój płasczyzny E (fig. 37), nakreślmy l równolegle do E,, a
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z punktu L  leżącego na K, poprowadźmy X równolegle do linii konstrukcyjnej E(5; każdy punkt któ
rego d leży na /, a pionowo pod nim S na X, będzie punktem płasczyzny E.

Uwaga. — Jak widzimy E„ przechodzi przez punkt, w którym się l i X (równoległa do E[ł) przecinają. 

Jakże da się utworzyć płasczyzna w ten sposób, że ślad jćj podstawowy, równolegle do siebie, po
suwa się wzdłuż śladu Iłowego ?

Na danej więc płasczyznie E f Er {fig. 38) chcemy wyznaczyć punkt. Dla wyznaczenia tego puntu 
obieramy na E( punkt l, jako ślad Iłowy prostej równoległej do śladu podstawowego płasczyzny, 
t. j. ślad tworzącćj płasczyznę.

Oczywiście perspektywa l  tćjże tworzącej będzie równoległą do perspektywy śladu podstawowego 
płasczyzny, l. j. do Er . Chcąc wynaleźć X tej prostej, szukamy (wedle fig. 4) perspektywy ór punktu l, 
(na Ep) i kreślimy przez ten punkt lK prostą X równoległą do E* . Każdy punkt którego perspektywa!/ 
będzie leżeć na /, a pionowo pod nim 3 na X jako punkt tworzącej, będzie punktem płasczyzny E.

§  7

Z prostych nieleżących na płasczyznie, a zatćm takich, któreby z płasczyzna tworzyły pewien kąl, 

są dla nas ważne te, które są prostopadłe do danej płasczyzny.

Niech będzie P (fig. 39) płasczyzną podstawową, z którą przecina się płasczyzna E podług śladu 
podstawowego Er . Dana jest przytem prosta L  prostopadła do E. Przesuwając przez tę prostą L  
płasczyznę M prostopadłą do podstawowćj P, otrzymamy jej ślad X, a zarazem rzut podstawowy tćjże 
prostćj L . Gdy M przechodzi przez L, wiemy że ona będzie prostopadłą do E (ponieważ L  jest prosto
padłą do E). Płasczyzna M jest zatćm prostopadłą tak do płasczyzny E, jako tćż i do podstawy P, 
zatćm M musi być prostopadłą do E„ Jako do prostćj wspólnego przecięcia się tych dwóch płasczyzn 
INI i P. Czyli odwrotnie E* musi być prostopadłą do M. E* będzie zatćm prostopadłą do każdej prostej 
na płaszczyźnie M leżącej, więc Er będzie prostopadłą do X. Czyli streścić się to da słowami w sposób 
następujący :

Jeżeli prosta jest prostopadli} do płasczyzny, to rzut podstawowy X tej prostej jest prostopadły do śladu 
podstawowego Er płasczyzny.

Z tych samych powodów twierdzić możemy, że :

Jeżeli prosta jest prostopadłą do płasczyzny, to rzut Iłowy tej prostej czyli perspektywa l jest prostopadłą 
do śladu tlowego E, płasczyzny.

W  ogólności przyjąć możemy że : jeśli rzuty danej prostćj są prostopadło do śladów odpowiednich 
danćj płasczyzny, to prosta jest prostopadłą do płasczyzny i odw rotn ie..

Niech więc będzie dana w  perspektywie płasczyzna E przez swe ślady E, i Er (fig. JO) i nanićj (we
dług fig. 37) punkt dS; to punkcie tym chcemy poprowadzić pt ostopadłą do tej płasczyzny. Według 
poprzedzającego, otrzymamy perspektywę tej prostej kreśląc z punktu d prostą l  prostopadłą do E,. 
Chcąc wynaleźć X tej prostopadłćj, obieramy sobie na Er jakikolwiek punkt y i robimy jego kład m 
około osi X. Połączenie tego punktu m z punktem przecięcia się Er z osią X daje nam kład E,, śladu 
podstawowego. Kreślimy dalćj m n  prostopadłą do E;); wracając z kładu napowrót do pierwotnego 
położenia E r , prosta ny da nam kieunek perspektywy takićj prostćj, która jest prostopadłą do śladu 
podstawowego danej płasczyzny. Kreśląc więc przez punkt 3 prostą X równoległą do ny, otrzymamy 
w X perspektywę rzutu podstawowego szukanej prostopadłej.

2 '
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Odwrotnie, niech będzie daną prosta IX i  punkt do [f ig . 41). Chcemy przez ten punkt przesunąć płasczyzne li 
prostopadłą do tej prostej.

Kierunek śladu tłowego będzie prostopadłym do l. Kreśląc w  którćmkolwiek miejscu et prosto
padle do l, szukamy według fig. 37 efs (jak to widać z rysunku). Ponieważ punkt do ma być punkiem 
szukanćj płasczyzny, w ięc kreślę dy równolegle do et i Są. równolegle do ep, a przecięcie się tych 
dwóch linij da mi punkt, przez który przechodzić musi E* (zob. uwagę przy figurze 37). Dla wy
nalezienia kierunku E* szukamy kładu /', robiąc około osi X kład punktu e. Kreśląc K' prostopa
dle do V przez e , otrzymamy w kładzie kierunek śladu podstawowego płasczyzny prostopadłej do 
danej prostój. Powrót z kładu do pierwotnego położenia K, da nam ten kierunek dla żądanego. E * .

Rysujemy więc z punktu y prostą e* równoległą do K, aż do przecięcia się jćj z osią X, a ztąd pro
wadzimy E { równoległą do e, czyli prostopadłą do l. Przez E* i E*oznaczona płasczyzna E będzie płas- 
czyzną żądaną prostopapłą do danćj prostój l, X przechodzącą przez punkt d5.

Chcąc wyrysować prostą IX równoległą do danój płasczyzny E,E„ (fig. 42), kreślimy na tej pła- 
sczyznie prostą my, przyjmując na niej (według fig. 37) dwa punkta «a i ¿3. Prosta której / jest równo
ległe do m, a), i równoległe do p będzie równoległą do danej płasczyzny.

Odwrotnie, niech będzie dana prosta IX, chcemy przez punkt dS przesunąć płasczyznę równoległą 
do danój prostój.

Kreśląc (fig. 43) m równolegle do / przez punkt d, a przez punkt S, p równolegle do X, szukamy (we- 
dług fig. 27) punktów m, i jako śladów tój równoległej my.

Każda płasczyzna którój Et lub F< przechodzi przez mt, a którój E* lub F* przechodzi przez w. bę
dzie równoległą do danćj prostój IX.

PERSPEKTYWA RZUTOWA JAKO W YNIK  RZUTÓW PROSTOKĄTNYCH. C i

§  8

Są dane : płasczyzna EdA i  płasczyzna l^F- , znaleźć przecięcie się tych dicóch płasczyzn [fig. 44) 
(wspólną krawędź).

W  miejscu gdzie się przecinają dwa ślady tłowe tych płasczyzn, t. j. E ( i F fjest jeden punkt 
wspólny obydwom płasczyznom. W  przecięciu zaś E* i F* , t. j. w  punkcie p jest perspektywa dru
giego, obydwom płasczyznom wspólnego punktu. Połączenie więc D tych dwóch punktów« i y daje 
nam perspektywę linii przecięcia się tych dwóch płasczyzn E i F.

Chcąc wynaleźć perspektywę rzutu podstawowego tej krawędzi, wynajdziemy (według fig. 4) per
spektywę a punktu a, a połączywszy to a z punktem p, otrzymamy szukane A  tejże krawędzi.

^  idzimy zatem, ze chcąc loynalezć perspektywę krawędzi (przecięcia się) dwóch płasczyzn, łączymy punkta 
g)-etięcia się śladów tłowych z punktem przecięcia się perspektyw dwóch śladów podstawowych. Wynale
zienie perspektywy rzutu podstawowego tój krawędzi nie podlega żadnćj trudności.

Jeżeli jedna z danych płasczyzn Ft (fig. 45) jest równoległą do podstawy, natenczas otrzymamy per
spektywę krawędzi D, kreśląc z punktu a]równoległą do E* (ponieważ punkt p na E* leży w odległości 
nieskończenie wielkiej). Dla znalezienia a punktu a (jak to z wykreślenia widać) wykreślmy A  równo- 
' egle do E- ; A  będzie właśnie perspektywą rzutu podstawowego krawędzi D.

•Ieżeli jedna z płasczyzn F (fig. 46) jest równoległą do tła, otrzymamy perspektywę krawędzi D



kreśląc z punktu u. równoległą do E( (ponieważ punkt a na Ef leży w  odległości nieskończenie wiel- 
kićj). Perspektywa A  rzutu podstawowego tej krawędzi będzie równoległą do E(3.

Jeżeli dane płasczyzny są położone w ten sposób, że E, jest równoległą do F, (flg. 47), natenczas 
perspektywa D będzie równoległą do E< i F< (punkt bowiem a leży w odległości nieskończenie w iel
kiej) i wyjdzie z punktu g.. Chcąc znaleźć A , poprowadźmy z punktu ¡a równoległą do Fp, otrzymana 
perspektywa A  będzie właśnie perspektywą rzutu podstawowego krawędzi szukanej.

Jeżeli dane płasczyzny są położone w ten sposób że E„ jest równoległą do F* (fig. -48), natenczas, 
perspektywa krawędzi D, będzie równoległą do eT i wyjdzie z punktu a (albowiem punkt ¡a leży w od-' 
lcgłości nieskończenie w ie lk ić j); A  tej krawędzi równoległćj do E „ , znajdziemy szukając perspektywy 

«  punktu a.

Chcąc znaleźć krawędź D (fig. 49) dwóch płasczyzn, których E( jest równoległy do Er i równo
legły do Fir przesuńmy przez oś Z płasczyznę krzyżową i zróbmy kład około tćjże osi Z, otrzymamy 
ślady krzyżowe E* i F*, przecinające się w  punkcie c". Szukając perspektywy c i perspektywy 
y rzutu podstawowego tegoż punktu c", i prowadząc przez punkt c, D równolegle do E, i przez 
punkt y, A  równologle do E„, otrzymamy krawędź dwóch danych płasczyzn PA . Zdarzyć się 
może, iż E, i F, lub 1A i F* (jakkolwiek nierównoległe) nie przecinają się w  granicach papieru rysun
kowego; w  takich razach używamy płasczyzn pomocniczych.

Na fig. 50 mamy dane dwie płasczyzny w takiem położeniu, że ich ślady E, i F, , chociaż nie są 
względem siebie równoległe, przecinają się jednakże poza granicami papieru. Perspektywa D kra
wędzi przechodzić będzie przez punkt a, a perspektywa A  rzutu podstawowego tejże krawędzi przez 
punkt a. Ażeby znaleźć kierunki tych D i A, przyjmijmy płasczyznę pomocniczą M równoległą do 
tła, a zatem taką, ażeby ślad JE był równoległy do osi X. Ta płasczyzna M przetnie płasczyznę E 
podług prostćj, której perspektywa ad będzie równoległą do śladu Et, a płasczyznę F podług pro
stej, której perspektywa ad  będzie równoległą do F,. Dwie ostatnie proste leżące na płasczyznie 
M, spotykają się w punkcie d wspólnym dwóm danym płasczyznom E i F; łącząc więc punkt a 
z punktem d, otrzymamy perspektywę D krawędzi danych płasczyzn. Chcąc, wyszukać A, uważmy 
płasczyznę M jako nasze tło nowe i jak przy dawnym tle dla punktu a znaleźliśmy a, tak samo 
znajdziemy 8 dla punktu d (względem nowego tła). Połączenie punktów a i 8 daje nam perspektywę 

A  rzutu podstawowego krawędzi dwóch danych płasczyzn E i F.

Figura 51 przedstawia nam dwie płasczyzny E i F, których ślady Iłowe E, i F, nie przecinają się 
w granicach papieru, podobnie do poprzedzających, chociaż ślady te nie są względem siebie równo
ległymi. Postępując w tym przypadku z pomocniczą płasczyzną M, równoległą do tła, w sposób zu
pełnie podobny temu, któregośmy użyli poprzednio przy fig. 50, otrzymamy punkta d i 3, z których 
pierwszy połączony z punktem ¡a daje perspektywę D, a drugi połączony z punktem g perspektywę 
A  rzutu podstawowego krawędzi danych dwóch płasczyzn.

Jeżeli dane płasczyzny są tak względem siebie położone, że ani ślady ich E* i F - , ani też ślady ich 
18, i Fi nie przecinają się w  granicach papieru (fig. 52), natenczas obieramy dwie płasczyzny pomoc
nicze M i N równoległe do tła, a postępując z każdą z nich jak w poprzednich przypadkach, otrzy
mamy punkta d i dit które w połączeniu dają perspetkywę D, i punkta 8 i 8, dające w połą

czeniu pespektywę A  rzutu podstawowego krawędzi dwóch danych płasczyzn.

Przypadek zasługujący na bliższy rozbiór jest następujący (fig. 53) : ślady E,, zr. i F(, F- danych 
płasczyzn zchodzą się w jednym i tymże samym punkcie osi. Chcąc w tym przypadku wynaleźć

d() PAM IĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. ---- TOM V.
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krawędź dwóch płasczyzn E i F, przyjmujemy płasczyznę pomocniczy M równoległy do tła. Clicyc 
znaleźć przecięcie się danych płasczyzn z ty płasczyzny pomocniczy, kreślimy z punktu m (przecię
cia sic M« z E* ) md równolegle do E(, a z punktu n (przecięcia się M* z F* ), nd równolegle do F<.

'J'c dwie prosie leżyce na płasczyznie M, przecinajy się z sobą w punkcie, którego perspektywy jest 
punkt d. Szukajyc dla lego punktu d (względem M- jako nowćj osi) punktu 8, i łyczyc c i d, otrzy
mamy perspektywę D, łyczyc zaś c ■/. 8 otrzymamy A  jako perspektywę rzutu podstawowego krawędzi 
szukanćj danych dwóch płasczyzn.

§ 9
Rozbierzemy obecnie niektóre warunki, w których będziemy mogli oznaczać każdy płasczyznę 

przez jej ślad Iłowy Et i przez perspektywę jej śladu podstawowego E„ .

1 . Dudę proste L i  M przecinające się są dane (przez />, i  m d); znaleźć płasczyznę E przechodzącą pr%ez
te proste:

%
Znajdziemy (jak na fig. 27) l, i l. prostej L, podobnież znajdziemy mt i nu. prostej M. Łyczyc pun- 

kta lt i mt liniy prosty otrzymamy ślad E« szukanćj płasczyzny; a łyczyc podobnież /* i mK liniy pro
sty, otrzymamy drugi ślad E„ tejże płasczyzny.

2. Gdy dane dwie proste L i M sy równoległe, postępujemy zupełnie tak samo jak w przypadku 
poprzednim.

3. Trzy punkta a, a, b, (3, c, y są dane. Chcemy przez te punkta poprowadzić płasczyznę E.

Łyczymy punkt np. A  z punktami B i G i przesuwamy (jak w przypadku ł )  przez te dwie proste 
przccinajyce się w  punkcie A  płasczyznę E, która będzie właśnie płasczyzny szukany.

4. Dane są : prosta L  przez ( l , X) i punkt A (a,a.);  na zewnątrz tej prostej lezący ; chcemy znaleźć plas- 
czyznę przechodzącą przez L i  A.

Obieramyna prostej L dowolny punkt M (mą.), łyczymy ten punkt M z danym punktem A ; a następ
nie przesuwamy przez prosty dany L i proste nowo nakreślony płasczyznę E, która jest właśnie płas
czyzny szukany.

5. Jest dana prosta L i kierunek drugiej prostej M. Znaleźć płasczyznę E, przechodzącą przez prostą L 
i równoległą do M.

Obieramy sobie na prostćj L punkt C i kreślimy przez ten punkt G prosty N równoległy do M.

Płasczyzna przesunięta przez proste L  i N (jak w przypadku 1) będzie płasczyzny szukany E.

*’ • Dany jest punkt A  i kierunki dwóch prostych L i  M , znaleźć płasczyznę E przechodząca przez punkt 
A i równoległą do tych kierunków.

Kreślimy przez dany punkt A  proste, L ’ równoległy do L i M' równoległy do M i przesuwamy (jak 
w przypadku 1 ) przez L ' i M' płasczyznę E która jest płasczyzny szukany.

Pracujycy na tern polu znajdzie bezwytpienia wiele innych warunków, dla których można oznaczyć 
miejsce i położenie płasczyzn.

Zwracamy tylko na to uwagę, że płasczyzny równoległe majy ślady tłowre i perspektywy śladów 
podstawowych równoległe. Co się łatwo da wytłomaczyć i uzasadnić.

ART. I. 3

niO. b ć >0
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§  10

Chcąc wynaleźć punkt przecięcia się płasczyzny E i linii prostej L, szukamy najpierw /, i /„ tejże 
prostej, następnie przez te prostę prowadzimy jakakolwiek płasczyznę M (taką, którćj M, przejdzie 
przez lt a M„ przez 4  ) i wynajdujemy przecJęcie się płasczyzny danéj E z tę płaszczyznę M. Punkt 
w którym linia przecięcia się dwóch płasczyzn spotka prostę L, będzie właśnie punkiem przecię
cia się prostéj L z płasczyznę E.

Niech będą dane (fig . 54) : Ef i  E* dla płasczyzny E i  1,1 dla prostej L. Szukamy (podług fig. 27) 
l t i 4  i przesuwamy przez l, prostę M, równoległę do X , a przez 4  prostę M- równoległę do X. Łą
cząc punkt a (przecięcia się E, i M,) z punktem y (przecięcia się E„ i M, ) otrzymujemy prostę D, 
jako perspektywę krawędzi płasczyzn M i E. Ta prosta U spotyka l w punkcie d, którego perspe
ktywa o rzutu podstawowego leży na X. Punkt d,o jest szukanym punktem przecięcia się prostej L 
z płasczyznę E.

Takę płasczyznę pomocniczę M może być płasczyzna rzucajęca prostę L na podstawę. I tak :

Niech będzie (fuj. 55) dana płasczyzna E, E„ i  prosta 1,1.

Podług fig. 23 robimy kład płasczyzny rzucajęcćj h ,l. Łęczęc punkt a z punktem a otrzymamy (we
dług fig. 4 i )  perspektywę D, krawędzi płasczyzny E z płasczyznę rzucajęcę. Punkt w którym kra
wędź D przecina /, będzie perspektywę, a pionowo pod d na X punkt S będzie perspektywę rzutu 
podstawowego szukanego punktu przecięcia się danej prostej z daną płasczyznę.

Zdarza się często, że nie możemy dla danej prostej wynaleźć 4 i 4 w granicach rysunku, ani leż w y
naleźć punktu a (z fig. poprzedzajęcćj), wtedy postępujemy w sposób następujęcy :

Na prostej /,X obieramy sobie dwa dowolne punkta a,a i b,6 (fig- 36).

Z tych punktów prowadzimy prostopadłe (według fig. 40) p i p na daną płasczyznę. Szukamy per
spektywy g i h punktów przecięcia się tych prostopadłych z daną płasczyznę (podług fig. 54 lub 55) 
i łęczymy te dwa punkta g i h prosię D. (Ta prosta D jest perspektywę rzutu ortogonalnego danej 
prostéj na daną płasczyznę). Perspektywę d otrzymamy w punkcie przecięcia się prostych D i l. 
na X, pod d pionowo znajdziemy punkt S, który jest perspektywę rzutu podstawowego szukanego 
przecięcia się danéj prostéj z danę płasczyznę.

Uwaga.— Nie zawsze z obranych punktów a i b prowadzi się prostopadłe na płasczyznę E; niekiedy 
dogodniej jest prowadzić te proste pod innym kątem, aniżeli pod kątem prostym, byleby przecięcia 
się tych prostych z danę płasczyznę były łatwe do wynalezienia. W  każdym jednak razie, obie proste 

z punktow a i b kreślone powinny być równoległe do siebie.

Jeżeli płasczyzna dana jest nie przez perspektywę swoich śladów lecz przez dwie proste równoległe 
lub przecinające się, a mamy znaleźć przecięcie się trzeciej prostej z takę płasczyznę, to postępu

jem y w sposób następujęcy :

Niech będą dane (fig. 57) dicie równoległe f  X i  m,p, tworzące płasczyznę i trzecia prosta s,a. Chcemy 

znaleźć przecięcie się tej trzeciej prostej z płasczyzna utworzona przez dwie pierwsze.

Wyobraźmy sobie płasczyzny rzucające (na podstawę) prostych /,X i ser, te płasczyzny będę miały 
krawędź a,a prostopadłą do osi X ; podobnież b,[i będzie krawędzią płasczyzn rzucających (na pod
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stawę) prosie m,g. i s,a. Punktu a,a i b,(i będę. punktami przecięcia się prostych ¿,X i m,p. z płas- 
czyzną rzucającą linię prostą s,u. A żalem ab, a [i, będzie krawędzią dla płasczyzny dwóch danych 
prostych i płasczyzny rzucającćj trzecią prostę. Punkt d, w którym s przecina ab będzie perspek
tywą, a pionowo pod nim leżący punkt í  na a(8 perspektywą rzutu podstawowego szukanego punktu 
przecięcia się' prostej s,a, z płasczyzną utworzoną przez dwie proste 1,1 i m,u.

Zagadnienia powyżćj podane mają najobszerniejsze zastosowanie przy wynajdywaniu przenikania 
się ciał i przy konslrukcyi cieniów.

§ U
Mając daną płasczyznę E( E„ (lig. 58) i punkt na niéj np. a,a (podług fig. 37). Chcermj zrobić 

ldad tego punktu na tło, około śladu tłowego Et. Chcąc zrobić ktad tego punktu około Ęf, musimy 
go obracać około E, ; zatem punkt a,a zakreśli w przestrzeni łuk koła, którego płasczyzna będzie 
prostopadłą do E( . Ślad więc tćj płasczyzny koła będzie «A  prostopadły do E, a punkt przecięcia się 
tćj prostopadłćj z E,, t. j. punkt o będzie środkiem obrotu.

Chcąc znaleźć miejsce tego kładu, oznaczmy (podług lig. 2) przez aa" odległość danego punktu od 
tła. Otrzymamy zatem w przestrzeni trójkąt prostokątny, którego jednym bokiem jest o,a, drugim bo
kiem oddalenie punktu a, a od tła równe aa, a przeciwprostokątnią połączenie danego punktu w prze
strzeni z punktem o. Kreśląc linię aa'prostopadłą do oa, odcinając na tej prostopadłćj o d —  aa" i 
łącząc a z punktem o, otrzymamy ten trójkąt prostokątny w kładzie, około prostej oba. oa daje nam 
odległość danego punktu A od śladu E(. Podczas ruchu o którym mowa punkt a,a dany w przestrzeni 
opisze koło promienia oa, którego kład będzie k. Przecięcie się tego koła z przedłużeniem ou daje 
nam A jako miejsce szukanego kładu punktu danego na płaśczyznie około E,.

Mamg daną płasczyzną EtE* i  na nićj diva punkta a,a i ó,B {fig. 59), które w połączeniu dają ab, a]'i, 
jako bok kwadratu, który na tćj płaśczyznie wykreślić chcemy. Przedłużenie perspektywy ab daje ślad 
Iłowy m, a jako perspektywę śladu podstawowego tego boku kwadratu X. Chcąc wykreślić ów .kwa
drat, zróbmy (według fig. 58) kład A punktu aa. około E, ; łącząc A z punktem m otrzymamy kierunek, 
a kreśląc ¿dl prostopadle do E¿ aż do przecięcia się z tym kierunkiem, otrzymamy w Ali kład boku 
kwadratu. Kreśląc nC prostopadle do A li, i czyniąc AG =  AB, mamy w kładzie drugi bok kwadratu. 
Wracając z kładu płasczyzny E do pierwotnego jej kierunku, dosyć jest połączyć punkt n z punk
tem a i tę łączącą przeciąć prostą Cc prostopadłą do Et a ac da nam perspektywę drugiego boku 
kwadratu. Kreśląc cd równolegle do ab, i bd równolegle do ac uzupełnimy perspektywę żądanego 
kwadratu. Przedłużając bok cd aż do E- , otrzymamy punkt u. z którego poprowadzona uó, ró
wnoległa do pa, da nam kierunek perspektywy rzutu podstawowego boku cd, a długość jćj otrzyma- 
my kreśląc cy równolegle do d$ i prostopadle do osi X.

W  podobny sposób możemy wykreślić na danej płaśczyznie każdą inną figurę prostolinijną, jak to 
okazuje fig. G0) która przedstawia perspektywę i perspektywę rzutu podstawowego sześcioboku lo- 
remnego na płaśczyznie E^E*, dla któréj dany był jeden bok ab, aji.

Mamy {fty. (ii) daną płasczyznę EtE* , i na niej punkt o,w, jako środek koła, które chcemy na tćj płas- 
czyzme z tego punktu o, w jako środka wykreślić,

W  tćm kole możemy przypuścić dwie średnice, z których jedna jest równoległą a druga prostopadłą 
do E( . Perspektywa pierwszej z tych średnic ab równoległa do Et będzie miała rzeczywistą długość
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L2r. Perspektywę jej rzutu podstawowego otrzymamy przedłużając ba aż do g w E, i łącząc -a z tv, a 
długość je j a fi otrzymamy kreśląc na równolegle do ¿fi a prostopadle do osi X.

Chcąc wynaleźć drugą średnicę prostopadłą do E,, robimy około E, kład O punktu o (podług fig. 38). 
7. tego kładu O jako środka kreślimy koło ABCD średnicy równej 2r  i przyjmujemy .średnicę CD 
za prostopadłą do Ig. Wracając z kładu do pierwotnego położenia płasczyzny E dosyć jest obrócić 
punkt C około śladu E,.

W lym  celu robimy mc = m C  i prowadzimy cc  równolegle do Et. Punkt c będzie perspektywa 
jednego końca średnicy prostopadłej do E,, robiąc od =  oc otrzymamy punkt«?, który będzie per
spektywą drugiego końca tejże średnicy. Perspektywę yi rzutu podstawowego lej średnicy otrzy
mamy podług fig. 37, albowiem dwa punkta cy i d i muszą być punktami płasczyzny. ab i cd dają 
nam dwie osie elipsy, która jest perspektywą koła szukanego; afi i y3 są średnicami sprzężonemi 
elipsy, która jest perspektywą rzutu podstawowego tegoż koła.

§  1 2

Z figury 38 łatwo można spostrzedz że kąt doa =  t jest kątem nachylenia płasczyzny E do tła. ■

Pana jest płasczyzna E/En {fig. 62), znaleźć je j  kąt nachylenia do podstawy.

Przyjmujemy na danej płasczyznie (podług fig. 37) punkt aa i prowadzimy z a prostopadłą ocg do 
Ek . Ta prostopadła ag będzie jednem ramieniem szukanego kąta, a drugie ramię znajdziemy łącząc 
punkt g z punktem«. Chcąc wykreślić prostopadły ag i znaleźć kąt nachylenia w rzeczywistej w iel
kości robimy kład E'p i kład « ' punktu a. Prosta am  prostopadła do Ep daje nam w kładzie jedno 
ramię szukanego kąta, które w perspektywie przedstawia prosta ga . Znajdźmy teraz wysokość 
punktu aa, t. j. a a ; nakreślmy więc a \  prostopadle do a'rn. i odetnijmy a A  = zd a ' i połączmy punkt 
A z punktem ni, kąt// otrzymany daje rzeczywistą wielkość kąta nachylenia płasczyzny E do pod
stawy.

Dane są siad Er (/?</. 63) i kąt p nachylenia płasczyzny do podstawy, wynaleźć ślad E, tejże płasczyzny.

Obieramy na śladzie E* punkt g i szukamy kładu jego ni, otrzymamy zatóm E'p. Prosta dn pro
stopadła do Ep, przesunięta przez punkt m daje w kładzie jedno ramię kąta (w perspektywie ga). 
Kreślimy teraz kąt a m A równy kątowi// i z dowolnie obranego punktu a na ramieniu dn kreślimy 
a A prostopadle do an. A a daje nam wysokość dla punktu a,a (który podług fig. 2 wynajdujemy) 
znajdującego się na płaszczyźnie. Kreślimy następnie tworzącą l  równoległą dc> X i równoległą do 
Ec i szukamy (podług fig. 27) l, tejże tworzącćj. Łącząc punkt, w którym E* przecina oś X z punktem

otrzymamy szukane Ef.

Dane są E(,E? {fig. 64) i  kąt p nachylenia płasczyzny E do podstawy, wynaleźć E- .

Obieramy na E( punkt a, którego perspektywą rzutu podstawowego będzie %, a prawdziwą wyso
kością prosta aa". Punkt a może być uważany jako wierzchołek stożka kołowego, którego tworzące 
mają być nachylone do podstawy pod danym kątem //; a każda płasczyzna styczna do tego stożka 
będzie miała takie same nachylenie //. Chcąc wynaleźć promień koła podstawowego dla tego stożka, 
kreślimy ag' lak, ażeby kąt a ja x był równy kątowi p .

Prosta g a" będzie właśnie promieniem r  tego koła.
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Robiąc kład a' punktu a, zakreślamy z punktu a'jako środka, koło promienia r  a z punktu n, w któ
rym Et przecina oś X, kreślimy do lego koła dwie styczne E'/j i E',/>. Punkta c i d styczności sprowa
dzając do pierwotnego położenia podstawy, otrzymamy perspektywy y i 3, które połączone z punktem 

n dadzą w  końcu E* i E'* .

Dane są E,,E? {fig■ 65) i kąt t nachylenia płasczyzny E do tła, wynaleźć E* .

Obrawszy dowolny punkt a, kreślimy ad prostopadle do E,, i opisujemy kąt ad A równy kątowi t.

Prosta aA równoległa do E{ daje (podług lig. 58) oddalenie punktu a danój płasczyzny od tła. llzul 
krzyżowy a punktu a, otrzymamy kreśląc aa' równolegle do X i robiąc aa" =  aA. Chcąc dla tego 
punktu a wynaleźć a, kreślimy aax prostopadle do X, i pod kątem <p prostą Y , następnie prowadzimy 
a a  prostopadle do Y , a w końcu a"a równolegle do X. Kreśląc następnie au. równolegle do E* i «¡z 
równolegle do E?, otrzymamy punkt y., który połączony z punktem n daje szukane Er .

Dane są {fuj. 66) Er , punkt a,a i  kąt t ; wynaleźć E,.

Punkt a,a będziemy uważali jako wierzchołek stożka, którego tworzące mają być nachylone do 
tła pod kątem t , a którego wysokością będzie odległość punktu aa od tła. Każda płasczyzna styczna 
do tego stożka będzie nachyloną d o iła  pod kątem t. Szukamy więc et" tego punktu (podług lig -2). 
Kreślimy a m  prostopadle do aa , a z punktu a prowadzimy prostą am pod kątem t do tej prosto- 
padłćj. Długość a"m będzie promieniem r  koła służącego za podstawę stożka i leżącego na tle. Kreś
limy w ięc z punktu a jako środka tym promieniem r  koło, a z punktu n prowadzimy dwie styczne 
E(i E'( a otrzymamy szukane ślady tłowe płasczyzn wziętych pod uwagę.

§ 13

Dla ćwiczeń podajemy niektóre zagadnienia :

1 . Wynaleźć odległość danego punktu A od danej płasczyzny E.

2 . Wynaleźć punkt A w ‘ pewnej odległości od punktu danego C na danój płasczyznie E.

3. Dane są : płasczyzna E i punkt A  leżący na zewnątrz; wynaleźć na tej płasczyznie punkt odle
gły od punktu A o pewną długość. (Rozwiązanie tego zagadnienia sprowadza się do wykreślenia koła 
o pewnym promieniu na płasczyznie E.)

4. Dane są trzy punkta A, B i C, wynaleźć punkt czwarty D, któryby od trzech danych punktów 
był jednakowo oddalony. (Jeslto prosta, prostopadła do płasczyzny koła przechodzącego przez te 
trzy punkta, ze środka jego wyprowadzona).

5- Jest dany punkt A  i prosta L ; wynaleźć na tej prostćj punkta leżące w  pownćj oznaczonćj 
odległości od punktu A.

6. Dane są dwie proste L i M, nierównoległe i nieprzecinające się; znaleźć najkrótszą odległość 
w  naturalnej wielkości tych prostych od siebie. (Przesuwamy przez M płasczyznę e równoległą do L ; 
szukamy rzutu Le prostćj Lna  tę płasczyznę. W przecięciu się Al z Le prowadzimy prostą N prosto
padle do e aż do spotkania się z prostą L.)

i • Dane są : dwie proste L i Al, nierównoległe i nieprzecinające się, płasczyzna F, i pewna długość 

D. Chcemy wstawić tę długość D między L i Al równolegle do F.
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(Przesuwamy przez M plasczyznę E równoległy do L ;  obrawszy na L  jakikolwiek punk A, przesu
wamy przezeń plasczyznę /’ równoległą do F i szukamy krawędzi K płasczyzn E i f. ¡\Ja krawędzi K 
znajdujemy dwa punkta C i C' odległe od punktu A na długość D ; z tych punktów C i C' kreślimy 
dwie proste R S równolegle do L, które przetnę prostą M w  punktach D i D'. W  tych ostatnich punk
tach poprowadzimy dwie proste P  i Q tak, że P  będzie równoległe do AG, a Q równoległe do AC ).

8. Dane są dwie płasozyzny E i F ; wynaleźć ich wzajemne nachylenie.

(Szukamy krawędzi D dwóch danych płasczyzn i przesuwamy plasczyznę M prostopadle do D. 
Krawędzie K i K tej płasczyzny M z  plasczyznami E i F dadzą ramiona kąta nachylenia, którego 
prawdziwą wielkość otrzymamy robiąc kład wierzchołka jego około M<).

§ u
Pod jakim kątem y jest nachyloną podstawa do tło , jeżeli mamy daną oś X (lig. 07) i  wiemy że kąt man 

jest perspektywą kąta prostego leżącego na podstawie ?

Robiąc kład lego kąta około osi X, wiemy, że kład a wierzchołka a leżeć będzie na aa' prosto
padłej do X.

Kreślimy więc półkole K na średnicy mn. Przecięcie się tego kola z prostopadłą do osi X da nam 
a' jako kład wierzchołka kąta prostego man. Chcąc więc wynaleźć kąt cp, kreślimy «a" równolegle do 
X, a ze środka ax promieniem równym axat koło K' aż do punktu a". Prosta a"ax da nam ramię kąta 

a axa" =<p.

W  jakim kierunku marny kreślić oś X, jeżeli jest dany kąt y i wiemy, że (fig. G8) kąt s jest per

spektywą kąta prostego, leżącego na podstawie?

Dla rozwiązania tego zagadnienia obieramy sobie punkt o wewnątrz ramion danego kąta. Przez 
punkt o kreślimy w  kierunku dowolnym oś X, i względnie nićj robimy kład wierzchołka s. Oś X, 
przetnie ramiona kąta danego w  punktach i Na prostćj mtnv jako średnicy, kreślimy koło 
przecinające linię pionu ss, w punkcie k,. Następnie prowadzimy przez len sam punkt o inną oś X2. 
Względnie tćj nowćj osi robimy kład st wierzchołka s. Oś X, przecina ramiona danego kąta w punk
tach mj i n,. Na >n2i n2, jako średnicy, kreślimy półkole przecinające ss, w punkcie kt. W ten  sam spo
sób postępując z osiami dowolnie obranemi X3, X4, . . .  otrzymamy s3s4. • • i ^  ki . . . Krzywa łącząca 
punkta s0, s,, s„ s3. .. przecina krzywą łączącą punkta kv kt, k 3,h \ .. .  w  punktach a i b. Łącząc 
punkta a i b z punkiem s otrzymamy kierunki do których proste X i X', prostopadle przez punkt o 

poprowadzone, dadzą właśnie szukane osie.

§

Chcemy wykreślić (fig . G9) perspektywę kostki stojącej na podstawie tak aby szerokość jednej z bocznych 
ścian miała się do szerokości drugiej (mierząc te szerokości w kierunku równoległym do osi X ) i  do piono
wego odstępu punktów a i y (jako wierzchołków kątów przeciwległych podstawy) jak  m : n : p.

W tym celu odcinamy abx= m ,  adx =  n, następnie kreślimy M  =  n prostopadle do X  i dxd = » «  
także "prostopadle do X. Kąt ¿W ’ będzie kątem prostym a ab' =  ad'. Możemy więc wykreślić kwadrat 
ab'c'd\ który będzie kładem kwadratu służącego za podstawę kostki którój perspektywy szukamy. 
Z punktu cx promieniem cxc nakreślmy łuk koła cko i poprowadźmy kl =  p prostopadle do X ; lo



równolegle do X przecina koło w punkcie o, który połączony z punktem cx daje prosię nachyloną do 
linii pionu pod kątem cp. Przedłużając lo, otrzymamy perspektywę y. Pod tym kątem <p obracając tak 
samo punka U i d otrzymamy perspektywy p i 3 tak, źe równoległobok afiyo, będzie perspektywą pod
stawy kostki w żądanćm położeniu. Chcąc górną podstawę tejże kostki wynaleźć, kreślimy 07 pro
stopadle do ocx i robimy oq równćm bokowi kwadratu ab'. Z punktu q kreślimy qc równolegle do 
X aż do przecięcia się z yc prostopadłą do X. Dalej kreśląc cb równolegle do yp, ba równolegle do pa, 
ad równolegle do « i i  .dc równolegle do Sq, otrzymamy abcd, perspektywę górnćj podstawy.

Jeżeli liczby (albo odcinki prostych) m, n, p są nierówne, otrzymamy kostkę w  trójwymiarowem 
wykreśleniu (trymetryczny). Moos w  swojej Krystalografii użył stosunku m : n : p  =  3 : 2 : 1 .

Jeżeli zaś m = n  a p odmienne, natenczas otrzymamy kostkę w dwuwymiarowćm wykreśleniu 
(bimetryczny).

Gdy m = n = p ,  natenczas będziemy mieli kostkę w wykreśleniu jednowymiarowćm (isome- 
tryczny).

Wykreślenie któregośmy użyli, daje możność obliczania matematycznego tak długości jako też 
nachylenia ku osi X perspektyw krawędzi kostki, wyrażonych przez ilości dane m, n i p.

§ ui
Mamy {fig. 10) wyrysować graniastosłup prosty, którego podstawą jest sześciobok foremny spoczywający 

na płasczyznie E, Er .

Według figury 60 kreślimy na tćj płasczyznie perspektywę abedek i perspektywę rzutu podstawo
wego «3 f t i  sześcioboku foremnego. Krawędzie ścian bocznych aaubb i.. .  w perspektywie stoją pro
stopadle do Ej i będą między sobą równśj długości. Chcąc wynaleźć perspektywę rzutów podstawowych 
««ipp ,... musimy (według fig. 15) wynaleźć kierunek X tak, ażeby kład jego 1 był prostopadły do Ep 
śladu podstawowego płasczyzny E.

Jeżeli podstawa graniastosłupa prostego leży na płasczyznie podstawowej rzutów, w takim razie 
jako perspektywa podstawy graniastosłupa afiySsx (fig. 71) jest zarazem perspektywą rzutu podstawo
wego całego graniastosłupa. Dla znalezienia perspektywy apy... należy zastosować figurę IG.

Podobnie postępujemy (fig. 72) chcąc znaleźć perspektywę abedefi perspektywę rzutu podstawo
wego apoyseper ostrosłupa prostego, którego podstawa leży na płasczyznie E,E^. Zauważymy tylko, 
że oś ostrosłupa os,on7 powinna być prostopadłą do płasczyzny E. Zastosujemy w ięc co do tćj osi 
figurę 10.

l'iguia 75 pizedstaw ia nam perspektywę aj}y8ex$ i perspektywę apySs*« rzutu podstawowego ostro- 
słupa prostego, którego podstawa leży na płasczyznie podstawowej rzutów.

sP°s°bem postępując, jesteśmy w stanie wykreślić kontury wszelkich brył ograniczonych 
płusc z\ znami,w perspektywie rzutowej, czego przykłady mamy na figurach 74 i 75.

§ 17

Hane są : graniastosłup leżący na płasczyznie E,EK i plasczyzna M,M« (fig. 76). Chcemy znaleźć perspek- 
tlJWę linii przecięcia się tego graniastosłupa z daną plasczyzna.

PERSPEKTYWA RZUTOWA JAKO W YNIK RZUTÓW PROSTOKĄTNYCH.
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Możemy to uskutecznić w sposób dwojaki: A ) Szukając (według fig. 54 lub 5G) perspektywy przecię
cia się każdśj krawędzi graniastosłupa z daną płasczyznę M i łącząc te punkta w porządku odpowie
dnim liniami prostem i; albo B) szukając przecięcia się płasczyzny E i jednśj tylko krawędzi eei z dana 
płasczyznę M, t. j. punktu E a następnie (podług fig. 44) szukając perspektywy HH krawędzi dwóch 
płasczyzn E i M. Przedłużając ac aż do punktu m na krawędzi l i  i łącząc punkt m z punktem E, otrzy

mamy ET jako perspektywę przecięcia się ściany aeetau z płasczyznę M. Przedłużając następnie ed aż 
do punktu nna krawędzi Ii i łącząc punkt E z punktem n otrzymamy perspektywę ED, przecięcia sic 
ściany eddiel z daną płasczyznę M. Przedłużywszy cd aż do punktu o na krawędzi H, i połęczywszy 
punkt o z punktem D, otrzymamy perspektywę DM przecięcia się ściany cd.dc z danę płasczyznę m . 
W  końcu przedłużmy bc aż do punktup na krawędzi H, połęczmy p z otrzymanym poprzednio punk
tem M, a otrzymane_ MS będzie perspektywa przecięcia się ściany bcclbi z płasczyznę M. Połęczenie 
punktów 1’ i S daje perspektywę przecięcia się drugićj podstawy graniastosłupa z danę płasczyznę M.

Daną jest (fig. 77) perspektywa apyoss ostrosłupa znajdującego się na płasczyznie podstawowej rzutów i 
płasczyzna M,M-; wynaleźć perspektywę przecięcia się tego ostrosłupa z daną płasczyznę M.

Szukamy w sposób znany perspektywy A przecięcia się krawędzi as z danę płasczyznę. Przedłużamy
aż do m na M* i łęczymy punkt m z punktem A ; prosta BA przedstawia perspektywę przecięcia się 

ściany aps z płasczyznę M. Następnie przedłużywszy yp aż do nna M *, otrzymamy łęczęc punkt n 
z punktem B poprzednio otrzymanym, perspckLywę BC przecięcia się ściany !3ys z danę płasczyznę M. 
W  ten sposób postępujęc dalej, jak to widzimy z wykreślenia, otrzymamy szukaną perspektywę 
ABCDE.

Chcąc wynaleźć perspektywę przecięcia się linii prostej Is ze ścianami graniastosłupa lub ostrosłupa, 
najlepiej będzie używać sposobu podanego na figurze 57.

Figury 78 i 79 podaję zastosowanie powyższego sposobu.

Figura 80 przedstawia perspektywę przecięcia się łączenia drzewa leżącego na podstawie z płas- 
czyznę M, prostopadłą do podstawy którćj perspektywę śladu podstawowego jest M *. To przecięcie 
jak widzimy z wykreślenia, otrzymaliśmy szukając przecięcia się szczególnych krawędzi ciała z płas
czyznę M.

§  18

CIENIE RZUCONE NA PŁASCZYZNY DANE.

Z punktu świecącego S wychodzę promienie światła w  kształcie ostrokręgu, cała więc płasczyzna 
M (lig. 81), z wyjątkiem jednego punktu D, który leży na promieniu SD, przechodzącym przez punkt 
a nieprzezroczysty, materyalny, jest oświeconą.

Promienie światła wychodzące z punktu świecęgo S w kierunku Sa; natrafiając na ten punkt 
materyalny a zatrzymuję się, a zatem wszystkie punkta płasczyzny M, z wyjątkiem punktu D, będę 
oś.wietlone hez przeszkody. Ten punkt D zowiemy cieniem rzuconym punktu a na płasczyznę M.

Chcąc więc znaleźć cień jakiegokolwiek punktu a na danę płasczyznę, prowadzimy z punktu świe
cącego przez punkt a promień światła i szukamy przecięcia się tego promienia z danę płasczyznę. 
Jeżeli punkt świecący S leży bardzo blizko płasczyzny, natenczas oświetlenie takie nazywamy : 
oświetleniem centralnćm.



Jeżeli zaś punkt świecący leży w odległości nieskończenie wielkiej od płasczyzny lub przynajmniej 
bardzo od niej daleko; przypuścić możemy, że wszystkie promienie na te płasczyznę padające są do 
siebie równoległe.

Przy ccntralnem oświetleniu, siła oświetlenia każdego punktu płasczyzny będzie zawisłą, od 
oddalenia tego punktu od punktu S, i od kierunku pod jakim promień światła pada na ten punkt 
płasczyzny.

Znajdzie się więc na płasczyznie taki punkt, na który promień światła pada pod kątem prostym. Ten 
punkt jako najbliższy punktu S, będzie najsilniej oświetlony. Jeżeli z tego punktu jako środka nakre
ślimy okrąg koła na danćj płasczyznie jakimkolwiek promieniem, punkta leżące na okręgu koła będą 
jednakowo oświetlone, albowiem dla wszystkich punktów tego okręgu koła oddalenie od S jako tśż 
i nachylenie promieni światła ku płasczyznie jest tdż same. Taką linie łączącą punkta jednakowo 
oświetlone zowicmy linią równej siły światła

Punkta leżące na okręgach kół o których mówimy, są tem słabićj oświetlone im promienie słu
żące do ich zakreślenia są większe.

Jeżeli promienie światła są równoległe, siła oświetlenia zależy jedynie od kąta pod którym pro
mienie światła padają na płasczyznę.

W  zastosowaniach używamy prawie zawsze tego ostatniego rodzaju oświetlenia.

Niech będzie więc [fig. 82) dany punkt aa. i  kierunek światła Sil. Chcemy znaleźć perspektywę cierna 
rzuconego z tego punktu na podstawę.

Dla dowiedzenia tego przesuńmy przez dany punkt prostą s<r, i szukajmy perspektywy przecięcia się 

prostej z podstawą. Punk la będzie perspektywą żądanego cienia.

Niech będzie dana prosta ab«p i  kierunek światła S i  [fig. 83); wynaleźć perspektywę cienia tej pro
stej na podstawę.

Z punktów aa i bp nakreślmy proste równolegle do kierunku światła, otrzymamy perspektywę a i b 
śladów podstawowych tych dwóch równoległych. Prosta łącząca punkta a i & będzie perspektywą 
szukanego cienia.

Jeżeli dana prosta ab równoległa do a,8 (fig. 84) jest równoległą do płasczyzny podstawowćj, to 
perspektywa ab jej cienia na podstawę będzie równoległą do ab i równoległą do ap, co widzimy 
z wykreślenia. Gdy zaś prosta ab, «¡5 (fig. 85) jest prostopadłą do podstawy, to perspektywa ab 
jćj cienia na podstawę ma kierunek równoległy do i .  Chcąc wynaleźć cień danej prostej na jakąś- 
kolwiek płasczyznę, obieramy dwa punkta tej prostój, przesuwamy przez nie promień światła, szu- 
kamy przecięcia się tych promieni z płasczyznę i łączymy tak otrzymane punkta przecięcia linią 
prostą.

ISwch będzie dana płasczyzna E,E- (fig. 80) prosta ab, ap, i  kierunek światła S2.

Przesuwamy przez punkta aa, bp promienie światła su; ab będzie perspektywą cienia t*'j prostej na 
podstawę. Lecz będzie widoczną tylko jej część attt.

Szukamy następnie (podług fig. 37), perspektywy b' przecięcia się promienia światła su przesunię
t o 0 przez punkt ¿,8 danćj prostej z daną płasczyznę, i łączymy punkt l> z punktem m ; b'm będzie per
spektywą cienia danćj prostój na płasczyznę E.

ART. 1. Ą

PERSPEKTYWA RZUTOWA JAKO W YNIK RZUTÓW PROSTOKĄTNYCH. "i;>
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Niech będzie dana płasczyzna nie przez swe ślady lecz przez dwie proste róicnoległe abufi, i cd-f [fig. 87), 
niech będzie nadto prosta mna» i  kierunek światła S2. Znaleźć perspektywę cienia rzuconego przez prostą 

mną» na tę płasczyznę.

Szukajmy perspektywy cieniu trzech prostych, na podstawę ab, Cb i ltttt, które przecinają się 
w punkatch t  i t. Z tych punktów r i t poprowadźmy proste f/‘, U  równolegle do S i połączmy r 
z punktem t. Prosta rt będzie perspektywą szukanego cienia.

§  1 »

Zasadzając się na wzorach podanych fig. : 70, 71, 72, 73, 74, 73, 78, 70, służących do wynajdywa
nia cieni, możemy użyć dwóch sposobów do znalezienia perspektywy linij przenikania sic ciał, 
to jest : linij w  których ściany jednego ciała przecinają ściany drugiego ciała. Rozwiniemy to dwa 
sposoby na dwóch następujących przykładach :

1 . —  Mamy jeden graniastosiup sześcioboczny (fig. 88), którego podstawa abedef leży na płasczyznie pod
stawowej rzutów; i drugi, którego podstawa 1 ,2,3,4, leży na płasczyznie E/Er prostopadłćj do podstawy. 
Znaleźć linię przenikania się tych dwóch graniastosłupów.

Ażeby rozwiązać to zagadnienie używamy płasezyzn równoległych do krawędzi obu graniastosłu- 
pów. Szukamy kierunku wzajemnego przecięcia sic tych płasezyzn z płasczyznami podstawowemi 
obu graniastosłupów7 i przez szczególne krawędzie jednego i drugiego graniastosłupa przesuwamy 
płasczyzny. Każda pomocnicza płasczyzna przesunięta przez krawędź jednego graniastosłupa, prze
tnie drugi graniastosiup podług prostej równoległej do jego krawędzi, a punkt w którym ta równole
gła spotka krawędź, przez którą płasczyzna pomocnicza przesuniętą została, tam będzie przeniknienie 

sic tćj krawędzi ze ścianą drugiego graniastosłupa,

W  naszych graniaslosłupacli płasczyzny pomocnicze przetną płasczyznę podstawy graniastosłupa 
pionowego podług prostych równoległych do perspektyw rzutów podstawowych krawędzi grania
stosłupa poziomego; płasczyznę zaś E podług linii pionowych. Przesuńmy więc przez a płas
czyznę pomocniczą, perspektywa jćj śladu podstawowego będzie aa', a perspektywa! przecięcia się 
jej z płasczyzną E będzie pion « i i  ". Graniastosłup poziomy będzie więc przecięty tą płasczyzną podług 
prostćj, której perspektywa jest a"A. Krawędź u wnika więc w ścianę graniastosłupa poziomego 
w  punkcie, którego perspektywą jest punkt A  na płasczyznie 1,4. W  ten sam sposób postępując 
z krawędzią b, otrzymamy punkt B jako perspektywę punktu wnikania krawędzi b w ścianę 4, 3. 

Kreśląc Ib', następnie b b" a nakoniec 6 B.

Ponieważ punkt A leży na ścianie 1,4; a pnnkt B na ścianie 4,3, nic możemy więc ich z sobą po
łączyć, albowiem krawędź 4 (wspólna tym ścianom) przeszkadza temu. Ażeby zatem połączenie to 
stało się możliwem, przesuwamy płasczyznę pomocniczą przez krawędź 4 kreśląc linie 4,4 m, 4'w i 
m m , dotąd dopóki nic będziemy mogli połączyć punktu A z m, a punktu m z B ; linie A m  im  B 

dadzą właśnie część linii przenikania się graniastosłupów.

Postępując w  podobny sposób od krawędzi do krawędzi otrzymamy perspektywę całej linii pize- 

niknienia, przedstawionćj na figurze.

II. —  Zastosowanie figury 37.

Niech będzie dany ostrosłup sześcioboczny abedefs {fig. 89) którego podstawa leży na podstawie rzutów, ‘
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poziomy graniastosłup 1 ,2,3,\, leżący na płasczyznie E* Er prostopadłej do podstawy, wynaleźć linie przeni
kania się tych dwóch ciał.

Płasczyzna rzucająca krawędź bs na podstawę, przecina ścianę graniastoslupa 1,2 podług prostéj, 
którćj perspektywa jest e"d". Punkt B w którym się bs i e"d" przecinają, jest perspektywą punktu wni
kania krawędzi bs w ścianę 1 ,2 .

Przejdźmy do innej krawędzi cs. Płasczyzna rzucająca tę krawędź na podstawę przecina ścianę 2,3 
podług prostéj, ktôréj perspektywą jest f " c ” . W  przecięciu się tćjże prostej z krawędzią cs, to jest 
w  punkcie G znajduje się perspektywa wnikania krawędzi cs w ścianę 2, 3.

Punktów B i C nie możemy bezpośrednio połączyć, bo każdy z nich leży na innej ścianie. Szu
kamy więc wniknięcia wspôlnéj krawędzi dwóch tych ścian w  ścianę bcs. Płasczyzna rzucająca kra
wędź 2 przecina ścianę ostrosłupa podług prostéj, której perspektywą jest ig ",

Punkt m , w którym ta perspektywa ig" przecina się z krawędzią, jest perspektywą punktu wni- 

knienia krawędzi 2 w  ścianę bcs, i. t. d,

§ 20

POWIERZCHNIE KRZYW E I CIAŁA OGRANICZONE TA KI EM IŻ POWIERZCHNIAMI.

Jak przy graniastosłupach i ostrosłupach tak tćżj i przy walcach i stożkach, weźmiemy pod 
uwagę tylko te z nich, których osie są prostopadłe do płasczyzn podstawowych, t. j. walce 
i stożki proste. Rysując w perspektywie rzutowej walce lub stożki, kreślimy tylko linie podstawowe 
i najskrajniejsze krawędzie w perspektywie, czyli Lak zwane kontury, a w pewnych tylko razach, 
najczęściej z potrzeb konstrukcyjnych wynikłych, zmuszeni jesteśmy kreślić inne jeszcze krawędzie.

Zamierzamy wyrysować walec, mający za podstawę kolo na płasczyznie E jE* któiego środkiem jes 
o,w {fig. 90).

Rysujemy w ięc kolo K ,k w sposób podany na łig. 61 w  perspektywie i w perspektywie rzutu 
podstawowego. Kreślimy oś walca oomw’ prostopadle do płasczyzny E w, i elipsy K7Ć jako perspe
ktywę i perspektywę rzutu podstawowego drugiśj podstawy walca. Te elipsy O 'b ę d ą  przystające 
do elips K i li, a poprowadziwszy równolegle do osi walca dwie styczne do obydwóch elips KK i 
l;l i , otrzymamy perspektywę konturów walca, jako tćż i kontury perspektywy rzutu jego podsta-
WOWGgQ.

Chcąc na powierzchni tego walca wynaleźć punkt, którego perspektywa np. rzutu podstawowego 
jest [z, kreślimy przez punkt u. równoległą do ww która przetnie elipsę k w punktach w', których 
perspektywy leżą na elipsie K w  punktach w i ń.

tych punktów prowadząc nm równoległą do nm ' i równoległą do od, otrzymamy perspektywę 
takich dwóch krawędzi walca, których perspektywą rzutów podstawowych była prosta ¡av. Pionowo 
więc nad ¡a, na tych krawędziach znajdować się będą perspektywy m i m', a zatem leżą one na 

powierzchni walca.
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§ 21

Dany jest walec W  i  płasczyzna E, znaleźć perspektywę linii przecięcia się walca z płasczyzną

Dla rozwiązania tego zagadnienia szukamy przecięcia się krawędzi walca z daną płasczyzną i łą
czymy tak znalezione punkta linią krzywą ciągłą. Jeżeli walec ma za podstawę koło (a zatćm eli
psę; w  perspektywie), dostatecznem będzie obrać cztery krawędzie wychodzące z punktów końcowych 
dwóch osi lub dwóch średnic sprzężonych tejże elipsy.

Dany jest walec kołowy prosty i  płaszczyzna E/E* [fig. 01). Znałeżć przecięcie się tego walca z daną 
płasczyzną.

Obierzmy na elipsie podstawowej walca cztery punkta a, fi, y, 8 (końce osi tej elipsy) i szu
kajmy przecięcia się krawędzi walca wychodzących z tych czterech punktów z daną płasczyzną. 
Poprowadźmy więc przez punkt a w dowolnym kierunku prostą c„ i przyjmijmy ją za perspektywę 
śladu podstawowego płasczyzny rzucającej krawędź aa na podstawę (a zatem do podstawy prostopa
dłej), podług fig. 23 znajdziemy ślady tej płasczyzny. Ta płasczyzna pomocnicza przecina daną 
płasczyzną podług prostej, której perspektywą jest prosta o',u.«. W  punkcie przecięcia się prostej 
z perspektywą krawędzi, znajdzie się perspektywa punktu w  którym krawędź walca przecina daną 
płasczyzną E.

Dla krawędzi M  obierzmy za płasczyzną rzucającą, płasczyzną /'równoległą do e, nakreślmy zatem 
/„ równoległą do er. , a z punktu w którym lic i fK przecinają się poprowadźmy u d równoległą do ¡za; 
ponieważ nadto c jest równoległą do /, a zatem perspektywy przecięć tych dwóch płasczyzn z daną 
płasczyzną E będą równoległe. W ten sposób otrzymamy punkt d, jako perspektywę przecięcia 
się krawędzi dS z płasczyzną E. W  podobny sposób możemy otrzymać punkta b i c jako perspek
tywy przecięcia się następnych dwóch krawędzi walca z daną płasczyzną.

Przez te punkta a, b, c, i d które są końcami dwóch osi sprzężonych elipsy, możemy nakreślić 

szukaną elipsę.

Jeżeli dany jest walec i  prosta IX (fig. 92) znajdziemy wniknienie tej prostej w powierzchnię walca spo
sobem następującym :

Obieramy na danej prostej punkt s<x, i kreślimy przezeń prostą p,K, równoległą do krawędzi walca. 
Szukamy następnie perspektywy m przecięcia się prostej IX i perspektywy n przecięcia się prostćj p,-* 
z daną płasczyzną E (podstawową walca). Prosta mn jako krawędź płasczyzny E i (mns) przecina 
elipsę w  dwóch punktach a i b\ a zatem płasczyzna {mns) przecina walec podług dwóch krawędzi, 
których perspektywy przecinając l, dadzą perspektywy d i d’ punktów wnikania danćj prostej w po

wierzchnię walca.

§ 22

Jeżeli mamy jakąkolwiek powierzchnię krzywą (fig. 93) i na niej punkta, możemy przez len punkt 
a przesunąć dw.e płasczyzny, z których jedna przetnie daną powierzchnię krzywą podług lnm krzy

wćj man, a druga podług krzywej m,a«, przecinających się w punkcie a.

Przez punkt a do krzywćj mna możemy zawsze poprowadzić styczną T,, do krzywćj mtan,
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w tymże samym punkcie a styczny T 2. Płasczyzna przesunięta przez te dwie styczne, będzie płas

czyzny styczny do powierzchni krzywej w punkcie a.

Zadaniem naszćm jest wynajdywanie na danych powierzniach takich linii krzywych, klóre sy 

najłatwiejsze do wykreślenia na tychże powierzchniach.

Tak np. jeżeli mamy powierzchnie krzywe, które powstały z poruszania się prostćj, jak walce, 
stożki, powierzchnie wichrowate i l. p., powinniśmy obierać proste tworzyce za krzywe, które jak się 
wyżej rzekło, sy nam potrzebne do oznaczenia płasczyzny styeznéj. Naturalnie że jeżeli jedna z tych, 
na powierzchni wykreślić się majycych krzywych, jest prosty, tedy będzie ona zarazem przedstawiać 
odpowiedniy stycznę.

Stosujyc to do płasczyzn stycznych i do walców, będziemy mogli rozwiyzać następujące za

gadnienie :

Dany jest walec W  (10 perspektywie) i  na powierzchni jego punkt a (fig. 94), chcemy w tym punkcie po
prowadzić płasczyzna styczną do powierzchni tego walca.

Przez punkt a nakreślmy krawędź walcowy którćj perspektywy jest prosta na równoległa do oo. 
Następnie wykreślmy przecięcie tego walca płasczyzny przechodzycy przez punkt a, t. j. elipsę li 
przystajycy do elipsy podstawowej k walca, i do tójże elipsy k' poprowadźmy stycznę t. Płasczyzna 
przesunięta przez krawędź na i stycznę t będzie płasczyzny styczny szukany; a krawędź na będzie 
krawędziy, podług którćj ta płasczyzna dotyka walca. Zważywszy że elipsa k' przystaje do eli
psy k, styczna T  w punkcie n  do elipsy k poprowadzona jest równoległy do t, wnosić możemy 
że kreślyc przez na i F płasczyzny, płasczyzna ta będzie właśnie płasczyzny styczny. Ponieważ 
zaś stycznę do elipsy nie tak łatwo wyrysować można, zrobimy w ięc kład K koła podstawowego walca, 
i kład u punktu n (podług fig. 61) i wykreślimy w  tym punkcie g stycznę Z do koła, aż do przecię
cia się w punkcie m z E ( .

Punkt m połyczony z punktem n daje perspektywę żydanćj stycznej T.

Dany jest walec W  i  punkt a* (fig. 93), przesunąć przez ten punkt płasczyznę styczną do walca.

Prowadzyc z punktu a styczne an i am, a z punktów m i n krawędzie nn i mm otrzymamy te wła
śnie krawędzie, w których szukane płasczyzny styczne dotykajy powierzchni walca. Chcyc punkt n i 
m dokładnie oznaczyć, robimy kładu' punktu a i kład koła K (którego perspektywy jest elipsa k).

Kreślyc styczne d ń  i ani obracamy punkta zetknięcia się na powrót w dawne położenia a otrzy
mamy punk ta n i m .

Chcemy wykreślić walec, któryby leżał jedną zc swoich krawędzi na płusczyznie podstawowej rzutów.

Płasczyzna podstawowa tego walca EfE* (fig. 96) będzie prostopadły do płasczyzny podstawowej 
rzutów. Obieramy więc na tej płasczyznie punkt om za środek a długość om za perspektywę promie
nia koła. Itobiyc om' = om, otrzymamy zlyd dany perspektywę Ićj średnicy koła, która jest prosto
padły do podstawy. Druga średnica cd prostopadła do wyżej wykreślonej, będzie w perspektywie 
równoległy do E„. .

Chcyc wynaleźć jej długość w perspektywie, szukamy rzeczywistej długości m"o"  promienia om ; 
następnie robimy kład punktu w czyli kład E/ śladu podstawowego około osi X i odcinamy 
oc =  o 'd ~ 0"m". Punkta c i d  rzucone pionowo odetny perspektywę c i  tej drugiej średnicy. Pęrspek-
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tywy oko' i cd dają paro osi sprzężonych elipsy podstawowej perspektywy walca. Krawędzie konturu 
walca będą styczno do tej elipsy i prostopadłe do K t.

Niech będzie dani/ punkt .aa przez który chcemy przesunąć płasczyzny styczne do tego walca

Przez punkt aa poprowadźmy proste /X równoległy do krawędzi walca i szukajmy perspektywy a, 
przecięcia się jej z płasczyzny E. Z tego punktu ae poprowadzone styczne stykajy się z elipsy 
w punktach w i n ;  a zatćm mm i nn body perspektywami tych krawędzi, w których płasczyzny d0- 
tykajy walca.

Daną jest perspektywa walca wystawionego na plasczyznie podstawowej rzutów i  kierunek prostej sa. 
Chcemy poprowadzić płasczyzny styczne do tego walca i  równoległe do sa (fig . 97).

Na danćj prostćj obierzemy dowolnie punkt om, prosta om będzie prostopadły do podstawy a za
tćm równoległy do krawędzi walca. Płasczyzna trójkyta stw, której perspektywa śladu podstawowego 
e* jest w u, będzie także równoległy do krawędzi walca. Posuwając jy tak, ażeby E* stała się równo
legły do E'- i równoległy do a i zetknęło się z elipsy c/.Syo w punktach m i w, otrzymamy perspektywy 
krawędzi mm i nri, w których płasczyzny styczne równoległe do sa dotykają walca.

Gdyby kierunek sa był kierunkiem światła; część powierzchni walca nSmmadn' byłaby oświe
tlony, druga zaś jćj część w  cieniu własnym; a krawędzie mm i nn' byłyby krawędziami odgrani- 
czajycemi cień od światła. Chcyc wynaleźć perspektywę cienia rzuconego na podstawę, szukamy per
spektywy cieni ał>cb punktów abcd górnćj podstawy i kreślimy elipsę abcb- Kontury tego cienia 
będy proste, styczne do dwóch elips a[3yi i adcb, i równoległe do a. Pomijamy dalsze zagadnie
nia dotyczyce warunków w jakich płasczyzny styczne mogy być prowadzone do powierzchni walco
wych, oznaczymy tylko warunki w  których można wykreślić płasczyzny styczny wspólny do dwóch 

walców.

Obydwa walce mają swe podstawy k i  k' na jednej plasczyznie.

Kreślimy na tćj plasczyznie styczne wspólne do k i k' i wystawiamy w punktach zetknięcia się 
tych stycznych z k i le tworzyce każdego z walców. Jeżeli te tworzące sy równoległe, zlewające się 
z sobą lub tćż przecinają się, natenczas mogy istnieć wspólne płasczyzny, w przeciw nym zaś razie, 
nie ma płasczyzn stycznych wspólnych dwom walcom. Chcyc wykreślić walec W któryby się 
stykał z danym walcem W , wzdłuż jcdnćj tworzycćj tego ostatniego, doslatecznćm jest narysować 
na plasczyznie podstawowej danego walca, linię krzywy stykający się z linią podstawowy danego 
walca i uważać tę krzywy za linię podstawowy szukanego walca.

Tworzyce walca W muszy być równoległe do tworzących danego walca i płasczyzny styczne do 
tych dwóch walców sy wspólne. Niech będzie walec wyrysowany w perspektywie (lig. 98) różniący 
sic od poprzedzających tylko tom, że jest próżny, nie ma podstaw i części powierzchni z przodu, 

t. j. że część audi jest wyjęty.

Przy kierunku światła sa otrzymamy cienie w sposób następujący :

Podług figury poprzedzajycśj, otrzymamy cień rzucony na podstawę i tworzące odgraniczające cień 
i światło mm i nn. Przesuwając płasczyzny rzucający światło przez prostą aa, otrzymamy aax na 
perspektywę przecięcia się tćj płasczyzny z powierzchnią walca. Koniec a tej prostopadłćj do osi X, 
otrzymamy prowadząc aa równolegle do s, tak żeby punkt a był perspektywą cienia punktu a na 
wnętrze walca. Postępując w  ten sposób z dowolnie obranymi tworzycemi b $ ,cy ,... otrzymamy 
[,( . .. na perspektywy cieniów rzuconych, punktów b c .. . na wnętrze walca.
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Na płasczyznie E;Er (fig. 99) kreślimy perspektywę K I;, kola i z jego środka ow proste os, <’><j 
prostopadle do płasczyzny E. Obrawszy dowolnie na tej prostopadłćj punkt sa, kreślimy z punktu 
s i <s styczne do elipsy K, a z punktu a styczne do elips. Otrzymamy tym sposobem perspektywy 
i perspektywę rzutu podstawowego (w konturach) stożka prostego kołowego, spoczywającego 
swą podstawą na płasczyznie E. Chcąc oznaczyć, że punkt, którego dana jest perspektywa a, jest 
punktem powierzchni stożka, kreślimy perspektywę sam tworzącćj stożka, przechodzącej przez a. 
Rzucamy punkt m na elipsę k w ¡z, a łącząc ten punkt z punktem a otrzymujemy w u* perspek
tywę rzutu podstawowego tejże krawędzi, w którśj się pionowo pod a znajdować musi perspektywa 
«  rzutu podstawowego punktu a.

§ u
Dany jest stożek kołowy prosty leżący na podstawie rzutów i  płasczyzna E,Eff [fig. 100), chcemy zna

leźć perspekty wę linii przecięcia się stożka z daną płasczyzna.

Poprowadźmy przez oś stożka płasczyzny F fFr prostopadłą do płasczyzny E (a zatem płasczy- 
znę rzucającą taką, iżby F„ w perspektywie prostopadłe było do Er ). Te dwie płasczyzny li i P przeci
nają się podług prostśj, której perspektywą jest mn. Płasczyzna zaś F przecina stożek podług tworzą
cych których perspektywy są ys i Ss. Część ab linii przecięcia się dwóch plasczyzn, zawarta między 
temi dwiema tworzącemi, daje perspektywę wielki ćj osi elipsy, podług której stożek przecięcina się 
z płaszczyzną E ; a punkt o środek linii ab, będzie środkiem tćjże elipsy. Perspektywa cd małej 
osi tej elipsy będzie równoległą do Er , Aby wynaleźć długość dc, łączymy punkt s z punktem o 
i przedłużamy linię os aż do punktu Ę leżącego na Fr . Przez ; kreślimy ę/j równoległą do Er , a 
następnie tworzące £s, -/¡s. Te dwie tworzące odelną cd w rzeczywistej długości. Proste ab i cd dają 
średnice sprzężone elipsy.

Wiemy że przecięcie powierzchni stożka kołowego płasczyzną równoległą do osi stożka daje hi
perbolę, dla którśj otrzymamy blizko-styczne na konturze tego stożka, orthogonalnie rzuconego 
na płasczyznę sieczną.

Niech będzie dany stożek u[iySs (fig . 101) i  płasczyzna E< równoległa do Er równoległa do X, i równo
legła do osi stożka, jak  to widzimy na rzucie krzyżowym gdzie E/, jest równoległą do o"s". Znaleźć prze
cięcie się tego stożka z daną płaszczyzną. Punkta b i  c w których elipsa aopy przecina się z Er , będą per
spektywami punktów hiperboli.

Chcąc wynaleźć perspektywę a wierzchołka hiperboli, szukamy za pomocą rzutu krzyżowego prze 
cięcia się płasczyzny z tworzącą której perspektywą jest os. Rzucając orthogonalnie punkta a i [i na 
Er w  a, i p, (tak jak za pomocą rzutu krzyżowego), wierzchołek stożka na płasczyznę E, co nam da 
w  perspektywie punkt o; otrzymamy proste o*,, i op, na perspektywy blizkostyeznych, za pomocą 
których możemy wykreślić perspektywę bac hiperboli szukanej.

Niech będzie dana (fig. 102) perspektywa stożka kołowego prostego i  płasczyzna E, równoległa do Er ró- 
icnoległa do X, równoległa do tworzącej której perspektywą jest sy (co wskazuje rzut krzyżowy, ponieważ 
E k jest równoległą do y"s" ) ; chcemy znaleźć perspektywę par oboli, podług której płasczyzna E przecina 
dany stożek.
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Dla rozwiązania tego zadania szukamy (za pomocy rzutu krzyżowego) perspektywy o przecięcia sic 
płasczyzny E z tworząc?, której perspektywą jest sS. Ton punkt o będzie perspektywą wierz
chołka, a punkta a i b (w  których E* przecina elipsę atyp) końcami jednej cięciwy paraboli. Te 
trzy punkta wystarczają do wykreślenia szukanej paraboli dob.

§  25

Są dane: stożek leżący na podstawie i prota 11 [fig. 103), znaleźć perspektywy przecięcia się tej prostej 
z powierzchnią stożka.

Obierzmy na danej prostej dowolny punkt mą i połączmy m z s a u. z a. Przez dwie proste U  i pit, 
przesuńmy płasczyznę, która przetnie powierzchnię stożka podług dwóch tworzących. Chcąc wy
naleźć te ostatnie, przedłużmy płasczyznę aż do przecięcia się z płasczyzną podstawową. W  na
szym więc przypadku znajdziemy Ir. i pr.■ i łącząc te dwa punkta otrzymamy E- płasczyzny, który to 
E* przetnie elipsę w punktach cc i 3. Perspektywami więc tworzących podług których płasczyzna 
dana przecina powierzchnię stożka, będą proste as i fis; a zatem punkta d i d, będą perspektywami 
punktów w których prosta IX wnika w powierzchnię stożka.

Płasczyzna E,E^ [fig. 10 1 ) jest płasczyzną podstawową stożka kołowego prostego, na którego powierzchni 
mamy dany punkt aa; wynaleźć płasczyznę styczną przechodzącą przez punkt aa i tworzącą podług której 
ta płasczyzna styczna dotyka stożka.

Łącząc wierzchołek stożka z danym punktem, otrzymamy żądaną tworzącą Kk. Ta tworząca przecina 
linię podstawową stożka w  punkcie mą. Jeżeli wykreślimy w tym punkcie styczną tr do tej linii 
podstawowej, to płasczyzna przesunięta przez Kk i tr będzie płasczyzną styczną szukaną.

Fig . 103 przedstawia perspektywę stożka kołowego prostego opierającego się wierzchołkiem o podstawę 
rzutów, i którego podstawa jest równoległą do podstawy rzutów. Dany jest nadto punkt «a ; chcemy przez 
ten punkt poprowadzić płasczyzny styczne do powierzchni tego stożka.

Łącząc wierzchołek stożka z danym punktem; otrzymamy prostą 11. Kreśląc /, równolegle do 
>, przez środek podstawy, otrzymamy w punkcie l,i perspektywę przecięcia się prostej D  z płas
czyzną podstawową, z którego to punktu możemy poprowadzić dwie styczne ldm i km do elipsy. 
Punkta m i n połączone z punktem s dadzą nam perspektywy tych krawędzi, w których szukane 
płasczyzny przez 11 poprowadzone dotykają powierzchni stożka.

Gdyby punkt dany aa był punktem świecącym, proste ms i ns byłyby perspektywami tworzą
cych odgraniczających cień własny od światła na powierzchni stożka; a perspektywa musiałaby 
być tak wycieniowaną jak to wskazuje wykreślenie.

Mamy daną perspektywę stożka kołowego prostego, którego podstawa leży na podstawie rzutów i kierunek 
prostej SN (fig. 100), poprowadzić płasczyzny styczne do stożka równolegle do danej prostej■

Nakreślmy si równolegle do S i a 5 równolegle do N, a otrzymawszy w punkcie i  perspektywę śladu 
podstawowego lej równoległej; poprowadźmy przez ten punkt dwie proste E* i F* styczne do elipsy
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w punktach a i b. Proste sa i sb będę perspektywami krawędzi, w których płasczyzny styczne (o per
spektywach śladów podstawowych E* i F* ) przylegają do stożka.

Gdyby kierunek S2 był kierunkiem padającego światła stożek musiałby być tak wycieniowanym 
jak to wskazuje wykreślenie. Chcąc dokładnie wynaleźć punkta a i b. robimy kład koła i kład fit 
punktu fi, z którego to pnnktu fi, prowadzimy styczne E'y> i F'p, które wyznaczą punkta a i U kłady 

punktów a i b.

Mamypłasczyznę E^E* {fuj. 107) prostopadła do podstawy rzutów za podstawą stoika kołoweyo prostc-yo 
abcds «pyoa-, chcemy znaleźć cień własny, rzucony przez tenże stożek na podstawę przy danym kierunku, 

światła S -.

Z punktów au, bii, cy, d i także z sa, nakreślmy promienie równoległe do kierunku światła. Per
spektywy śladów podstawowych tych promieni, t. j. <t, b, c, b i 5 będą perspektywami cieniów rzu
conych tych punktów. Kreśląc więc elipsę abcb, a do niej z punktu fi dwie styczne fig. i fiv, otrzymamy 
(rzucając punkta p. i / w kierunku S na elipsę abed) na elipsie dwa punkta m i n, które połączone 
z punktem s dają perspektywy rns i ns krawędzi odgraniczających na powierzchni stożka jego 

własny cień od światła.

Dany jest stożek kołowy prosty, leżący na podstawie, którego część przednia asb {fig. 108) jest wyrzu
coną ;  wynaleźć cień rzucony.

Szukamy cienia fi wierzchołka s na podstawę, i kreślimy styczne do elipsy wfi i nfi; również 
prostą afi. Część ao tej ostatniej jest cienieni krawędzi as na podstawę. Prosta os jest zaś cie
niem rzuconym krawędzi as na wnętrze stożka.

Dane są: stożek kołowy prosty stojący na podstawie afłySs, prosta xy i kierunek światła S -  {fig. 10!)); 
znaleźć perspektywę cienia rzuconego przez tę prostą na powierzchnię stoika.

Szukamy (jak na lig. 106) perspektywy cienia rzuconego przez stożek na podstawę i perspek
tyw y krawędzi odgraniczających światło od cienia własnego, t. j. ¡as i vs. Szukamy również per
spektywy t)£ cienia rzuconego przez daną prostą na podstawę. Z punktów n, <l, b i m w których 
cień prostej danej przecina cienie krawędzi ¡a s , as, Ss i vs, prowadzimy w kierunku równoległym do 
S proste przecinające te krawędzie w punktach n, a, d i m. Te punkta połączone dają część elipsy 
nadm, jako perspektywę cienia danej prostćj na powierzchnię stożka.

§ 27

Wynajdując perspektywę linij, podług których stożki lub walec przecinają się lub przenikają, po
stępuje się zupełnie tak samo jak przy wyszukiwaniu przenikania się ostrosłupów i graniastosłupów.

FlS- MO daje przenikanie się dwóch walców,

* 1 1 1  » » » stożków,

Fig. M2 stożka i walca.

§ 28

Jeżeli jakakolwiek krzywa obraca się około prostej, to tworzy ona powierzchnię, która nazywamy 
powierzchnią obrotową albo rotacyjną.
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Prosta około której krzywa się obraca zowie się osin powierzchni obrotoicej. Każdy punkt danśj 
krzywćj opisuje podczas obrotu koło, którego środek znajduje się na osi, a którego płasczyzna jest 
prostopadłą do osi. Takie koła zowiemy równoleżnikami; największy z tych równoleżników ma miano 
równika. Przesunąwszy przez oś płasczyznę otrzymamy linię przecięcia się tej płasczyzny z po
wierzchnią obrotową, linię tę nazywamy południkiem.

Chcąc więc wyrysować w perspektywie rzutowćj powierzchnię obrotową, kreślimy dostateczną 
liczbę równoleżników, tak w perspektywie jako tćż w perspektywie ich rzutów podstawowych i 
łączymy perspektywy tych równoleżników linią krzywą ciągłą, dotykającą wszystkich perspektyw 
równoleżników, co nam daje kontur powierzchni obrotowej.

Obieramy więc ow (w rzucie krzyżowym N o "  prostopadle do Y , fig. 413) prostopadłą do pod
stawy w punkcie o, i w rzucie krzyżowym linię krzywą k" jako rzut krzyżowy tej krzywćj, która obra
cając się około osi ma utworzyć powierzchnię obrotową. Obierając na w"o" punkta 4 ", 2 ", 3", 4"..., 
kreślimy z tych punktów linie prostopadłe do N o " aż do k". Każda z tych linii pionowych daje nam 
promień odpowiedniego równoleżnika. Kreślimy zatóm perspektywy każdego z tych równoleżników, 
i perspektywy ich rzutów podstawowych a otrzymamy elipsy 4, 4 "; 2,2 '; 3,3’ ; 4,4'; i 5. Obwodząc 
wszystkie elipsy należycie krzywą ciągłą, otrzymamy kontur perspektywy powierzchni obrotowej.

Przyjmując płasczyznę przesuniętą przez oś której E* ma dowolny kierunek, otrzymamy w  punktach

(PjP )(t ,t ')(^,^) • • • przecięcia się równoleżników z tą płasczyzną ; a łącząc ab*fi. . .  otrzymamy 
perspektywę południka.

Chcąc na powierzchni obrotowćj oznaczyć perspektywę danego punktu, wykreślimy perspektywę 

równoleżnika i na tej perspektywie oznaczymy punkt szukany.

Niech będzie iv rzucie krzyżowym (fig. 114) dana oś to o psostopadła do 1 i  elipsa k”, tworząca eli
psoidę obrotową; zarazem jest dana płasczyzna E< E- przesunięta przez środek o elipsoidy. Chcemy 
znaleźć perspektywę lin ii przecięcia się powierzchni obrotoicej z daną płasczyzna.

Kreślimy (tak jak na fig. 413) perspektywy kilku równoleżników, perspektywy ich rzutów podsta
wowych i kontur powierzchni. Płasczyzna E przetnie tę powierzchnię podług elipsy, którćj per

spektywę mamy wykreślić.

Dla wykreślenia lej perspektywy poprowadzimy przez oś płasczyznę F (Fr którćj F„ jest prostopa
dłe do E 'p. Wykreślmy perspektywę m południka leżącego na płasczyznie F (zgodnie z lig. 143) i per
spektywę linii przecięcia się płasczyzn E i F. Część ab tćj linii wspólnego przecięcia leżąca na per
spektywie południka, daje nam perspektywę wielkiój osi szukanej elipsy. Czyniąc a 0 = 6 0 ,  rysu
jemy perspektywę r  równoleżnika przechodzącego przez punkt O a w tej elipsie cięciwę cd 
równoległą do E it. Prosta cd będzie perspektywą małej osi żądanej elipsy; ab i cd będą średnicami 
sprzężonemi elipsy dającej perspektywę tej elipsy; podług której płasczyzna E przecięta jest powierz

chnią obrotową.

§ 29

Dana jest w konturach powierzchnia obrotowa przez perspektywy równoleżników i  przez pet spektyu y 

rzutów podstawowych r„ p,; r, ps,; i\ p3 tych równoleżników i  prosta /X {fig. 445); mamy znaleźć peispek 

ty we punktów, w których ta prosta przenika daną powierzchnię obrotową.

Przesuwamy w myśli płasczyznę przez prostą /X rzucającą na podstawę, dla której więc zbędzie
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perspektywy śladu jój podstawowego. Ta płaszczyzna przecina równoleżniki w punktach których 
perspektywy sy m, n, o, p, q i s. Linię krzywy łyczycy te punkta przecina l w punktach a i b. rie  

punkta zatćm będy perspektywami szukanych punktów przenikania.

§ 30

Daną jest perspektywa powierzchni obrotowej (samo przez 'się rozumie się, że perspektywa kuli, t. j .  rzut 
orthogonalny kuli jest kołem) i  na niej punkt aa (fig. 1 1 0 ) chcemy poprowadzić płasczyznę styczną, przez 
ten punkt przechodzącą.

Skoro dany być ma perspektywa punktu powierzchni obrotowćj, musimy mieć równoleżnik r ,p 
i południk m,g, przecinajyce się w punkcie a,a. Kreślimy styczny do równoleżnika Tr, Tp, w danym 
punkcie, równie jak styczny Tm, Tp. do południka w tym samym punkcie. Płasczyzna przez te dwie 
styczne przesunięta będzie żydany płasczyzna styczny.

Dana jest poioierzchnia obrotowa tak w perspekty wie jako też to rzucie krzyżowym, punkt aa, i  jego rzut 
krzyżowy a" (fig. 117). Chcemy przez ten punkt poprowadzić płasczyzny styczne do powierzchni obrotowej-

Obieramy sobie którykolwiek równoleżnik rt, r\ . Styczna t'\s"i\v punkcie t '  do krzyżowej danćj 
poprowadzona, przetnie oś powierzchni w  punkcie s„ s”,. Ta prosta utworzy stożek obwiedni danćj 
powierzchni.

Tak jy obracać będziemy, ażeby punkt s stale miejsce swe zatrzymał, a prosta zawsze dotykała ró
wnoleżnika. Łyczyc następnie punkt s, (perspektywę wierzchołka stożkowego) z punktem danym a, 
otrzymamy w punkcie d perspektywę przecięcia się tćj prostej s,a z płasczyzny E( równoleżnika r, 
(za pomocy rzutu krzyżowego d j .  Z lego punktu d poprowadźmy do elipsy r, dwie styczne, otrzy
mamy punkta m, i n„ w  których płasczyzny przesunięte przez a,a, dotykać będy powierzchni obroto
wćj. W  ten sposób poslępujyc z różnymi równoleżnikami, otrzymamy szereg punktów takich jak m, 
które dajy łyczyc je ze soby, krzywę M jako perspektywę linii zetknięcia się wszystkich przez punkt 
a,a, dajycych się poprowadzić płasczyzn stycznych do powierzchni obrotowćj.

Gdyby punkt aa, był punktem świecycym, natenczas krzywa M byłaby perspektywy linii odgrani- 
czajycćj cień własny od świałła na danćj powierzchni obrotowej.

Dane są: perspektywa, rzut krzyżowy (fig . 118) powierzchni obrotowej, nadto kierunek promienia S -, 
światła ; znaleźć perspektywę linii odgraniczającej cień własny od światła na danej powierzchni.

W  tym przypadku obieramy sobie różne równoleżniki np. rt, r  \ ; w punkcie t \, prowadzimy sty
czny t" , s'\ do konturu krzyżowego aż do przecięcia się tćj stycznej z osiy u "o'', w  ten sposób otrzy
mamy perspektywę s, wierzchołka stożka stycznego do danej powierzchni podług równoleżnika ?y 
Prowadzyc S, równolegle do S i <7, równolegle do 2, otrzymamy punkt tu perspektywę przecięcia się 
promienia przechodzycego przez wierzchołek stożka z płasczyzny podstawowy stożka. Z punktu t, 
poprowadzone styczne do elipsy r l dajy na perspektywy tych punktów punkta w, i n„ w których 
płaszczyzny równoległe do promienia światła dotykajy powierzchni obrotowej podług równole
żnika r,. W  ten sposób postępujemy z każdym innym równoleżnikiem (jak to wskazuje wykreślenie 
tyczyce się równoleżnika r t). Na równiku r  otrzymamy podobne punkta m i n prowadzyce do r  
dwie styczne równoległe do 2  (albowiem dla równika powierzchnię obwiednią jest walec prostopa- 
d*y fio podstawy). Punkta tak wyszukane i w należytym porządku z soby połączone wydadzą nam 
szukany linię M.
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Chcąc znaleźć perspektywę cienia powierzchni obrotowej, rzuconego nu podstawę, szukamy perspektywy 
cienia rzuconego przez linię M.

Jeżeli dana jest perspektywa kuli {fig. 119) i  kierunek śiuiatla, S2, otrzymamy perspektywę linii odgra
niczającej cień własny od światła na powierzchni kuli. Kreśląc przez środek kuli 0,<o, płasczyzne EiErr 
prostopadłą do kierunku światła (podług fig. 114) kreśląc elipsę M przedstawiającą perspektywę linii, 
podług której płasczyzna ta przecina kulę. Szukamy cienia rzuconego a, I', C, i» przez punkta a, b,c ,d,  
a w ten sposób otrzymana elipsa m będzie właśnie perspektywą cienia rzuconego przez daną kulę 
na podstawę.

Niech będzie dana kula leżąca na podstawie, którego środkiem w perspcktyuie jest punkt 0 [fig. 120) 
i perspektywa E koła równoległego do podstawy nakreślonego ze środka kuli na wysokości punktu 0.

.leżeli tę kulę tak będziemy poruszać że jćj środek będzie się posuwał po kole E, to powierzchnie 
wszystkich tych położeń kuli będziemy mogli obwieść wspólną powierzchnią, którą nazywamy po
wierzchnią pierścieniowatą lub pierścieniem. Taki pierścień dotyka kuli w  każdem położeniu wzdłuż 
jednego z południków, a mianowicie wzdłuż tego równoleżnika, którego płasczyzna przechodzi przez 
środek 0 koła E i przez środek odpowiedniego położenia tćj kuli.

Chcemy znaleść cień własny pierścienia przy danym kierunku S2 światła. Dla znalezienia tego cienia 
nakreślmy na kuli środkowej perspektywę m jćj własnego cienia i cień a rzucony na podstawę. 
Prócz tego wykreśliwszy na tćj kuli perspektywę r  równika, na którym obieramy dowolnie punkta 
u, p . .. przez które przechodzą perspektywy południków m, m3. .. W idzimy iż południk m, przecina 
granicę światła w  punkcie a, południk w punkcie b . . .  Postępując tak dalej w kierunku pro
mienia oa, natrafimy na punkt o,, leżący na elipsie E. Możemy więc kulę środkową (nie zmieniając 
jćj położenia względem światła) przesunąć tak, ażeby środek przypadł w punkcie o ,; w tern położe
niu pierścień dotknie kulę wzdłuż południku wit.

Kreślimy więc z punktu a, (dla którego oia ,= o a )  południk aicl =  mi i odcinamy na nim a1a , =  aa. 
Punkt a, będzie perspektywą punktu cienia własnego na pierścieniu. Idąc następnie w  kierunku oii 
trafiamy na punkt oa elipsy E, robiąc 0 2p2= o p ,  kreślimy południk p2Cs =  m, i a odcinając na nim 
[itbt =  pć, otrzymamy w punkcie b, perspektywę punktu własnego cienia na pierścieniu. Tak wyszu
kane punkta jak av bł i l. d. dadzą w połączeniu na perspektywę linii odgraniczającśj światło od 
cienia własnego na pierścieniu, krzywą M.

Łącząc s z s, (perspektywy rzutów podstawowych środków kul o i o,) prostą, która przecina 
cieii rzucony m kuli danej w punkcie ni( ; robiąc sg —  sm, otrzymamy w  punkcie y, perspektywę 
punktu cienia rzuconego przez pierścień na podstawę. Tak samo otrzymamy podobny punkt rzuco
nego cienia w g „ łącząc s z tu, i odcinając is52= sm a. Łącząc te punkta, otrzymamy krzywą 9)] na per
spektywę granicy cienia rzuconego przez pierścień na podstawę.

Dane są : perspektywa powierzchni obrotowej {fig. 121), kierunek światła S -  ipunkt a,a; chcemy znalezć 
perspektywę cienia, który ten punkt a,a rzuca na daną powierzchnię.

32
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Przesuwamy przez dany punkt płasczyznę r z u c a ją  światło na podstawę, kreślimy z punktu a pro
sty. X równoległy do 2, ta prosta przedstawi perspektywę śladu podstawowego płasczyzny. Nadto X 
przecina perspektywy p2, p3, p, rzutów podstawowych równolożników rv  r3, r  w punktach u. i v, które 
to punkta rzucone na perspektywy równoleżników w kierunku prostopadłym do osi X daję « „  
Punkta powyższe połyczone z soby dajy krzywę w,« 2 n3 na perspektywę linii przecięcia się powierz
chni obrotowej z płasczyzny rzucajycy. Kreslyc zatem z punktu a prosię l równoległy do S, która tę 
krzywę przecina w punkcie a, otrzymamy punkt a na perspektywę cienia rzuconego na powierz
chnię obrotowy przez dany punkt a,a.

§ 33

Chcąc wynaleźć perspektywę cienia rzuconego przez daną proste 1,1 na daną powierzchnię obrotową, mo
żemy postąpić w dwojaki sposób, jako to :

t ) albo obierajyc na danej prostej dowolnie punkta a,a, b,(i . . .  szukajyc (podług fig. 421) perspek
tywy a, 6 . . .  cieniów tych punktów na dany powierzchnię ; albo tóż :

2) przesuwajyc przez dany prosty równolegle do światła płasczyznę P i szukajyc perspektywy 
przecięcia się tój płasczyzny z dany powierzchnię obrotowy (podług fig. 114).

Używajye pierwszego sposobu, otrzymamy na figurze 122 perspektywę własnego cienia m, i cie
nia rzuconego abb' s konturów ćwiartki kuli na jej wnętrze.

§ 34

POWIERZCHNIE SKOŚNE (W ICHROW ATE).

Powiemy tu tylko o niektórych z tych powierzchni. Nawiasowo czynimy uwagę, że każdy powierz
chnię wichrowaty tworzy linia prosta, chociaż i linie krzywe tworzyć je mogy.

Niech będzie (fig. 433) dana perspektywa .1? jakiejkolwiek krzywej leżącej na podstawie, i  prosta 1,1. 
Aby utworzyć powierzchnię skośną, trzeba żeby inna prosta poruszała się w każdem położeniu dotykając tak 
krzywej St j a k i  prostej 1,1, zostając zawsze równoległą do danej płasczyzny E,Eff .

Nakreślmy płasczyznę E'( EV równolegle do E^E,* tak, ażeby E,„ było styczne do krzywćj K w punk
cie mc, szukajmy następnie perspektywy </„ przecięcia sic danej prostćj I I  z ty płasczyzny E „ a prosta 

przedstawi nam pierwsze położenie tworzycćj w danych warunkach. Następnie nakreślmy płas
czyznę E2(E2„ równoległy do e,er. , którćj E8* przecina krzywę K w punktach mt i m\ ; i szukajmy 
perspektywy d, przecięcia się prostćj Ta z ty płasczyzny E8, proste m ,/l, i m'2</2 dadzy nam per
spektywy dwóch następnych tworzycych. W  ten sposób postępujyc możemy wynaleźć nieskończony 
liczbę takich tworzycych, które razem dajy powierzchnię skośny, zwany konoidą. Chcyc znaleźć 
punkt powierzchni takiej konoidy, obierzemy go na którejkolwiek z wykreślonych albo dopiero 
wykreślić się majycych tworzycych.

Jedny z ważnych dla nas konoid jest powierzchnia śruby płaskiej, która powstaje, ruchem prostej 
posuwajycej się po osi walca i po linii śrubowćj (zostajycej na powierzchni tegoż walca [kołowego 
i prostego] wykreślonej) równolegle do płasczyzny jego podstawy.
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Chcąc wynaleźć szczególne położenia tworzącej w perspektywie, nakreślmy za pomocą kładu koła 
perspektywę walca (lig. 124) i jego krawędzi 0, I, II, III, IV ,.,. rozłożonych regularnie na po
wierzchni; odetnijmy na krawędzi I część i i', na krawędzi II część 22', dwa razy tak wielka i t. d., na 
każdćj następnćj krawędzi część o jedną cząstkę większą, a łącząc te punkta otrzymamy perspektywę 
0, 1 ,2 ', 3', 4 ,5  . . .  linii śrubowćj. Ten sam odcinek kładąc na osi w punkta 0, i ” , 2", 3", 4" g" j 

łącząc punkta 00, 1 1 , 2 2 , 3 3 , 4 4 ' , . . .  otrzymamy tworzące powierzchni śrubowćj w  perspektywie

Chcąc wynaleźć cień punktu a linii śrubowej na powierzchnie śrubową, przesuńmy przez a płasczyznę. 
rzucającą światło, dla którćj np. E'p jest kładem śladu podstawowego przecinającego kłady tworzą
cych w  punktach m ,n  r  s . Te punkta sprowadzone na perspektywy odpowiednich tworzących, 
dają nam w połączeniu linię mnrs która jest perspektywą przecięcia powierzchni śrubowćj z tą 
płasczyzną. a<\ równoległa do S daje w miejscu a cień na powierzchnię śrubową.

Figura 123 daje nam perspektywę śruby płaskićj wycieniowanćj.

Kreśląc jak przed tćm lak i w lym  przypadku na walcu perspektywę linii śrubowćj 0,1,3,4... (lig. 126) 
a od jakiegokolwiek punktu o na osi odcinki 01 =  12 =  23 =  34... podobne tym któreśmy obrali 
do kreślenia linii śrubowćj; proste M , 22, 33, 44... dadzą nam perspektywy szczególnych tworzących 
powierzchni śruby ostrej. Wszystkie tworzące czynią z osią walca jednakowe kąty. Z punktów linii 
śrubowćj możemy kłaść proste na dół po osi walca pod tym samym kątem, a otrzymamy drugą po
wierzchnię śrubową. Te dwie powierzchnie przetną się podług linii śrubowćj, i utworzą śrubę ostrą, 
którćj perspetywa przedstawioną jest na figurze 127.

§ 35

Jeżeli przetniemy parę prostych nierównoległych i nieprzecinających się szeregiem płasczyzn do 
siebie równoległych, i połączymy na każdćj takićj płasczyznie punkta przecięcia się danych prostych, 

otrzymamy szereg prostych, tworzących krawędzie powierzchni paraboloidy hiperbolicznej czyli tak 
zwanej powierzchni siodełkowej.

Jeżeli zaś prosta tak się porusza, że w każdćm położeniu dotyka się trzech prostych nierównoległych 
i nieprzecinających się, to utworzy powierzchnię skośną zwaną hiperboloidą eliptyczną. Przy pe
wnych warunkach może się utworzyć hiperboloidą obrotowa.

Każda płasczyzna przesunięta przez tworzącą powierzchni skośnej jest płasczyzną styczną.

Chcąc wynaleźć punkt ściślejszego a raczćj właściwego zetknięcia się, szukamy przecięcia się 
wszystkich innych tworzących z tą płasczyzną i łączymy je linią krzywą. Gdzie ta krzywa przetnie 
krawędź, przez którą płasczyzna przesuniętą została, tam będzie się znajdować szukany punkt ści
ślejszego zetknięcia się.

f f D .
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