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W IELO BO K I FOREMNE, I M IA R A  KOLA.

O P I S A N I E .

A  V i e lo b o k ,  który  jest razem równokątnym i ró

wnobocznym, nazywa się wielobokiemforemnym.
W ie lo b o k i  foremne są o wszelkiey liczbie Lo

ków. Troykąt rów noboczny, jest wielobokiem. 
foremnym o trzech bokach; kwadrat, jesl Avielo- 
bokiem foremnym o czterech bokach.

PODANIE PIERW SZE.

T W I E R D Z  B S I Ę .

Dwa wieloboki forem ne o jedney liczbie 

boków, są figuram i podobnemi.

Niech hędfj naprzykład dwa sześciokąty fore
mne A B C D E F ,  a b e d e f (fig. i); summa kątów 
w  jedney i drugiey figurze jest ta/, sama, i ró-
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w  u a się ośmiu kątom prostym (28,1); leat A  jest 
szóstą częścią tey summy, tak jak i kąt «; a za
tem kąty A  i a są równe sobie, i toz samo jest 
z kątami J3 i b, z kątami C i c, i t. cl..

N ad io ,  ponieważ z natury wieloboków fore
mnych, boki A B ,  BC, CD i t. d., są równe sobie, 
oraz są równe sobie boki ab, bc, cd, i t. d.; prze
to między niemi te proporcye zacliodzą: A B : 
ab : : iiC: bc :: CD: cd  i t. d.; .więc figury, o któ
rych mó.wimy, mają kąty równe i boki odpo- 
wiedae proporcyonalne, a żalem są podobne [o- 
pis. 2 xię. 5).

1 l rłiiosck. Obwody dwóch, w ieloboków  fo
remnych o jednakiey liczl)ie boków , mają się do 
siebie, jak ich boki odpowiedne, a powierzch
nie zamknięte niemi, jak kwadraty z tychże bo- 
ków (27,3).

Uwaga. K ą t  wieloboku foremnego tak się 0- 
znacza przez liczbę jego boków, jak kąt w ie lo 
boku równokątnego (20,1).

Przestrogą, liczby nawiasami objęte oznaczają po
dania do których się odwołuje. Jedna liczba w na
wiasach, znaczy podanie ley xiegi która się traktu
je : gdy zaś są dwie liczby komą oddzielone, tedy 
pierwsza oznacza podanie, a druga xięgę.
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P O D A N I E  II.

X W 1 E tt4X) Z E  N I E.

Każdy wiclobok forem ny mole bydż wpi

sany tv kolo, i nie ta opisany.

]Niech będzie A B C D E  i t. d. (fig. 2), wielobok 
foremny: wyobraźm y sobie poprowadzony okrąg 
koła przez trzy punkla A ,B ,C j  niech O, będzie 
środkiem jego , a OP prostopadła spuszczona 
na środek boku B C; daymy A O , i OD.

Czworoboki 01? C D . O P B A , przystać mo
gą do siebie: jakoż bok OP jest wspólny, kąt 
O P G = O P B ,  jako proste; w ięc bok i ;C położy 
się na bok sobie równy P B 1, i punkt C, padnie na 
B; nadto z natury wieloboku, kąt P C D  =  P B A , 
azatem CD weźmie kierunek B A ; aźe C D = B A ,  
"w ięc punkt D padnie na A ,  i dwa czworobo
k i  całkiem do siebie przystaną. Odległość •więc 
OD jest równa A O ; a następnie okrąg koła 
przechodzącego przez trzy punkla A ,  B, C, przey- 
dzie także przez punkt D. Podobnie rozumu 
jąc dowiedziemy, że okrąg koła przechodzącego 
przez trzy w ierzchołki B, C. D; przej dzie tak
że przez w ierzchołek następny E, i tak daley. 
Tenże sam Avięc okrąg k o ła ,  który przechodzi 
przez trzy punkla A . B. C, przeydzie przez w szy
stkie w ierzchołki kątów w ie lo b o k u , a zatem 
wielobok będzie wpisany w  ten okrąg.
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Powtóre. "Wszystkie Loki A B ,  B C, CD, i t. d. 
dla tego okręgu, są cięciwami równemi; a zatem 
są równie oddalone od środka (8,2); jeżeli w ięc  
z punktu O, jako środka, promieniem OP, za
kreśli się okrąg koła, ten dotknie bok B C , jako i 
wszystkie inne boki wicloboku w icli środkach, a- 
zalem okrąg ten wpisany będzie w  wielobok, czyli 
"wielobok opisany będzie na okręgu kola.

Uwaga I .  P un ki O , środek wspólny koła 
wpisanego i opisanego , może bydź uważany ja
ko środek wieloboku, i dla tey to przyczyny, kąt 
A O B ,  u tworzony przez dwa promienie, do koń- 
ców  jednego boku A B ,  poprowadzone, nazwa

no katem w środku.
Ponieważ wszystkie c ięc iw y A B ,  B C  i t. d- są 

równe ; przeto "wszystkie kąty w  środku są ró 
wne sobie; a zaiem wartość każdego z nieb w y-  
naydzie się, dzieląc cztery kąty  proste przez l i 
czbę boków •wielokąta.’

Uwaga I I .  A b y  w  dany okrąg koła w p i
sać wielobok foremny, o pewney liczbie boków, 
dosyć jest podzielić okrąg na tyle części r ó w 
nych, ile wielobok ma boków; takoz,ponieważ lu 
ki  są równe, cięciw y A B , BC, CD i 1. d. (fig. 4 ) bę
dą równe , azalem troykąty A B O , BO C, COD, 
i l. d-jako równokątne, będą także równe, więc 
wszyskie kąty A B C ,  B CD , C D E  i t. d. będą ró
wne; a zatem figura A B C D E ,  będzie wielobo- 

kicm foremnym.
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P O D A N I E  III .  

z a g a d n i e n i e .

T V  dany okrąg koła wpisać kwadrat.

Poprowadźmy dwie średnice A C, BD, (fig. 5), 
przecinające się z soLą pod kalem prostym; po
łączmy końce A , B, C, D , a figura A B C D , Lu
dzie kwadratem wpisanym; jakoż, ponieważ ką 
ty  A O B ,B O C  i t. d. są ró w n e , c ię c iw y  A B .
B C , i t .  d. są także równe.

Uwaga. Ponieważ tróykąt B O C  , jest pro- •  
stokątny i równoramienny , przeto będzie (n,5)

B C  : BO :: V  : i, azatem, bok kwadratu wpisa
nego ma się do prom ienia, ja k  pierw iastek kwa
dratowy * 2, do jedności.

P O D A N I E  I V .

Z A G A D N I E N I E .

TT' dany okrąg koła wpisać sześciobok 

foremny, i iroykąt równoboczny.

P rzy p u ść m y , ze zagadnienie jest rozwiązane,
i niecli A B  (fig. 4) będzie jednym bokiem sze- 
scioboku wpisanego ; jeżeli poprowadzimy pro
mienie A O , O B ,  powiadam: ze troykąt A O B, 
będzie równobocznym.

Jakoż, kąt A O B , jest szóstą częścią czterech 
kątów prostych; -wziąwszy w ięc  kąt prosty za
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jedność, mieć będziemy A O B = s  =  §: dwa inne 
kąty A B O , 15 A. O , tegoż troykąta , wazą razem
2 — i  czyli aże są równe, przelo każdy z nich 
—  », więc troykąt A B O ,  jest równoboczny; aza
tem bok sześciokąta wpisanego jest ró w n y  pro

mieniowi.
Z  lego wypada, ze chcąc wpisać sześciobok fo

remny w  dany okrąg koła, polrzeba promień sześć 
razy odciąć na leni okręgu , co przywiedzie do 
tego samego punktu, skąd zaczęliśmy odcinać.

G dy sześciobok A B C D E F , jesl wpisany, je
żeli się połączą w ierzchołki kątów naprzemian, 
utw orzy  się troykąt równoboczny A C E .

Uwagą, f i g u r a  A B G O , jest rówrfoległobo- 
kiem, nawet jest kwadratem ukośnym, bo A B  =  
B C  =  CO =  AO ; azatem ( i4,3), summa kw ad ra

tów  z przekątnych to jest A C J +  BO , jest ró
w na summie kw adratów  z b o k ó w , którą tu jest

4 A i i '  czyli 4 B O ";  gdy odjedney i drugiey od

ciągniemy BO , zostanie A C  = 5  B O 2, azatem  

A C “ :B 0 2: : 5 : i, czyli A C  : BO : : i , a za
tem , bok troykąta równobocznego wpisanego 
w kolo, ma się do prom ienia  , ja k  pierw iastek  
kwadratowy z 5, do jedności.
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P O D A N I E  V .

Z A G A D N I E N I E .

77̂  koło dane wpisać dziesięcioboh f o 

remny i potym  pięcioboh ipiętnastoboh-

Dzieli się promień A O , (fig. 5 ) na średni i 
skrayny stosunek w  punkcie M, (zagad. 4 x ię .  5), 
bierze się cięciwa A B ,  równa większemu ncin- 
kow i OM; a A B ,  będzie bokiem dziesięcioboku 
foremnego, który  dziesięć razy przenieść potrze
ba na okrąg koła. . j

Jakoż, day my M B: z wykreślenia mamy AO: 
O M : :  O M : A M ;  c z y l i ,  ze A B  =  O M ,  mamy 
A O  : A B :  : A B  : A M ; a zatem,'Iroykąty A B Ó , 
A M B  , mają kąt wspólny A  , zaw arły  między 
bokami proporcyonalnem i; w ięc  są podobne 
(20,3); troykąt O A B , jest równoramienny, więc 
takim jest i troykąt A M B ,  i A B  =  BM ': aze 
A B  =  OM, wdęc także . M B  =  OM; azatem troy
kąt B M O , jest równoramienny.

K ą t  A M B , zewrnętrzny względem troykąta 
równoramiennego B M O ,  jest ró w n y  dwa razy 
wziętemu kątow i wnętrznemu O ( 1 9 , 1 )  ; aże kąt 
A M B  =  M A B , azatem troykąt O A B , jest takim, 
ze każdy z kątów, na podstawie O A B. czyli O B A , 
jest rów n y dwa razy wziętemu kątowi w  w ie rz 
chołku O, trzy więc kąty  troykąta, wazą pięć 
razy w zięty  kąt O: azatem kąt O, jest piątą czę
ścią dwóch kątówr prostych, czyli dziesiątą częścią
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czterech kątów prostych: łu k  w ięc A B ,  jest dzie
siątą częścią okręgu koła, a cięciwa A B ,  jest 
Lokiem dziesięciohoku foremnego.

TVniosek I .  Jeżeli się połączą po dwa w ie r z 
chołki kątów dziesięciohoku foremnego , utw o
rzy się pięcioliok foremny A C E G I .

JVniosek U .  Gdy A B ,  jest Lokiem pięciobo- 
ku, a A L  Lokiem sześcioboku, wówczas łu k  B L  
Lędzie względem okręgu koła l —  ,’c czyli r'r ; 
azatem cięciwa B L ,  Lędzie bokiem piętnasto- 
Loku, czyli wieloboku foremnego o piętnastu Lo
kach. W id z im y  razem, ze łuk  C L , jest trzecią 
częścią CB.

Uwaga. Gdy wielobok foremny jest wpisa
n y , jeżeli się podzielą łu k i  podparte przez je
go Loki, na dwie równe części, i gdy się dadzą 
cięciw'y podpierające te połow y łu k ó w , cięciw y 
te utworzą nowy wieloLok foremny o podwóyney 
liczhie hoków. W id z im y  przeto, ze kwadrat u- 
ł y t y  bydź może do wpisania koleją w ieloboków 
foremnych o 8, 16, 32 i t. d. bokach. Podobnie sze- 
iciobok służy do wpisania wieloboków fore
mnych o 12,24,48  i t. d., bokach: dziesięciohok, do 
wpisania wieloboków o 20, 4o, 80 i t.d., bokach: 
piętnastobok do wpisania wieloboku o 3o, 6q, 
120j i t.d., bokach.
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P O D A N I E  V I .

Z A G A D N I E N I E .

M ając dany wici obok foremny wpisany 

A 15C.D i t. d. (fig. 6), opisać tenzc okrąg ko

ła wielobokiem podobnym.

Przez punkt T , środek łuku  A B ,  day m y sty
czną, G H ,  która będzie równoległą, do A B ,
(10,2), tożsamo uczyńmy w  środku każdego in
nego luku  BC, CD  i  t. d.; te styczne przez swe 
przecięcia się utworzą wielobok foremny, opisa
ny frH T K , i t. d.} podobny w ielobokow i w p isa

nemu.
Ł atw o jest naprzód widzieć , ze trzy punkta

0,B,H, są w  linii prosteyj gdyż troykąty  pro
stokątne O T H , OJIN, mają przeciwprostokątną 
wspólną O li ,  i bok O T  — ON, a zatem są one 
równe (18,1.), kąt w ięc  T O H  =  H O N ,  a nastę
pnie linija O H  przechodzi przez punkt B ; śro
dek łuku  TIN : dla teyze samey przyczyny punkt
1, znayduje się na przedłużeniu OC; i t. d.. Ponie
waż zaś G i l ,  jest równoległa do A B ,  a III ,d o  
B C, kąt G U I = A B C  (26 1), także H I K = B C D ,  
i t. d.; przeto kąty wiełoboku opisanego, są ró 
wne kątójn wiełoboku wpisanego. Nadto, z p rzy 
czyny tychże równoległych, mamy GII : A B  : : 
O l i :  O B ,  i I I I :  B C : :  O H :  OB, a zatem G H  : 
A B  :: H I : B C. A że  A B  =  B C, w ię c  G H  =  1II.
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Dla podobney przyczyny H I = = I K ,  i t. d.; t o k i  
w ięc  wieloboku opisanego, są równo sol>ie, a za
tem ten wielobok jest foremny i podoimy wielo
b o jo w i  wpisanemu.

Wniosek I. Wzajemnie, gdyby b ył  dany w ie 
lobok opisany GH-IK. i t. d. , i gdyby potrzeba 
b y ł o ,  za pomocą jego narysować wielobok w p i
sany A I 5C i t. d .,  w id zim y, i z dosyć byłoby 
do w ierzchołków G.H.I. i t. d. wieloboku dam - 
go poprowadzić łinije OG, O H ,  i t. d. , które 
spotkają okrąg kola w  punktach .A,B,C, i t. 
d.; połączylibyśmy potem te punkta cięciwami 
A B ,  BC, i t. d. , a te u tw orzyłyby wielobok w p i
sany. Moglibyśmy także w  tymże przypadku 
Wprost połączyć z sobą wszystkie punkta dot
knięcia T ,N .P ,  i  t, d., cięciwami TN, NP, i t. d., 
które utworzyłyby równie wielobok wpisany 
podobny opisanemu.

W tliosek I I .  Azalem , można opisać na kole 
danćm wszystkie wieloboki foremne, które ty l
ko wpisa-ć umiemy w koło, i wzajemnie.

P O D A N I E  V I I .

T WI E R DZ E NI E .

Powierzchnia wielobohu foremnego jest  

równa jego obwodowi- rozmnożonemu przez 

połowę promienia koła wpisanego.

Niecli będzie naprzykład wielobok foremny
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G H I K  i t. d. (fig. 6); Iroykąl G O H , ma ?,a mia
rę GJIX| O T ; troykąt O H I ma za miarę 
H I  X I ON ; aze ON =  O T ,  -więc dwa troykąty  
złączone razem mają za miarę (GH +  HI) X |  OT. 
Ciągnąc tym sposobem wynaydowanie miary in
nych tro ykątó w , znaydziemy źe summa wszyst- 
kicli Iroykąlów, czyli wielobok cały, ma za mia
rę summę podstaw GJ1 , J11, 1K ,  i t. d., czyli ob
wód wieloboku, rozmnozony przez  ̂O T  , poło
wę promienia koła w pisanego.

L waga, Promień O T  koła wpisanego jest 
to prostopadła spuszczona ze środka na je
den z boków wieloboku ; nazywają czasami ją 
apoterną (Papatherue) wieloboku.

P O D A N I E  VIII.

T WI E R D Z E N I E .

Obwody wieloboków foremnych ojedney  

liczbie boków ma ją  się do siebie ja k  pro

mienie kół opisanych, lub tez jak promienie 

kół wpisanych ', a zaś powierzchnie ich, jak  

kwadraty z tychże promieni.

Niech będzie A B  (fig. 7) bok wieloboku o ja
kim jest mowa, O jego środek, a zatem O A , pro
mień koła opisanego, a OD prostopadła do A B  
promień koła wpisanego; niech będzie podo
bnie , ab bok innego wieloboku podobnego 
plw w szem u, o jego środek, o«, i od, promienie
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kó ł opisanego i wpisanego. Obwody dwóch 
w ieloboków  mają się do siebie , jak boki A B  
i ab , aźe k ą ly  A  i a są równe, jako każdy 
z nich jest połową kąta w ie lo b o k u , i toż samo 
jest 'z  kątami B  i i ;  w ięc troykąty  A B O  , a lo , 
są podobne, oraz tróykąty prostokątne A D O , 
ado ; a zatem, A B  : ab :: A O  : ao ■: DO : do , ob
wody w ięc  wieloboków mają się do siebie , jak 
promienie A O  , a o , kół opisanych, i także jak 
promienie k ó ł  wpisanych.

Powierzchnie tychże wieloboków mają się do 
siebie, jak kwadraty z boków odpowiednych 
A B ,  a b ; a żalem mają się także do siebie jak 
kw adraty z promieni A O , a o , kół opisanych, 
albo jak dwa kw adraty  z promieni OD, od, kó ł 
wpisanych.

P O D A N I E  I X .

P O B A N 1 I  p r z y b r a n i :.

7P~szelka linija krzywa albo wieloboje, 

obewiujący od jednego do drugiego końca, 

liniją wypukłą A M D , jest dluzszy od linii 

objętey A M B  (fig. 8).

Powiedzieliśmy już b y l i , ze przez liniją w y 
pukłą  rozumieć będziemy liniją krzyw ą albo w ie 
lobok , albo w  części krzyw ą a w części w ie lo
bok, taką liniją, którą linija prosta niemoze prze
ciąć w ięcey jak w  dwóch punktach. G dyby linija



A M B , miała części wskakujące, czyli zakrzyw ie
nia , niebyłaby w y p u k łą ;  gdyż łatw o jest w i 
dzieć, ze linija prosta mogłaby ją w w ięcey niż 
w  dwóch punktach przeciąć. Ł uk i koła rzeczyw i
ście są w ypukłe; lecz podanie leraznieysze ścią
ga się do ja k ie jk o lw ie k  lin ii  dopełniającej' tego 
warunku.

To założywszy, uważam, iż gdyby linija A M B  
nie była  mnieyszą od wszystkich tych, które ją 
obeymują', tedy pomiędzy temi ostalnieirii b y 
łaby  linija krótsza od wszystkich in n y c h ,  i tri 
b yłaby  mnieyszą od A M B  albo przynaymniey 
jey równą. Iśiech będzie A C D E B  tą liniją o- 
heymującą; między dwiema linijami poprowadź
my w jakim kolw iek mieyscu liniją prostą I’ Q, 
któraby zgoła nie spotykała linii A M B ,  albo ty l
ko jey dotykała. L in ia  prosta PQ jest krótszą 
od PCD EQ ; a zatem gdy za część P C D E Q  pod
stawi się linija prosta P O , będzie linija obey- 
mująca A P Q B  krótsza od A P D Q B . A  z e z za
łożenia ta ostatnia powinna bydź krótką od wszy- 
kich. więc to przypuszczenie ostaćby się nie mo
gło; a zatem wszystkie linije obeymujące, są dłuższe 
od objęley A M B .

Uwaga. Podobnym zupełnie sposobem dowie
dlibyśmy, że linija w yp u kła  i zachodząca na sie
bie A M B  (fig. y). jest krótszą od wszelkiey linii 
któraby ją zewsząd obejm owała; bądź to linia o- 
beymująca F 11G dotyka A M B  w  iednym lub 
w ięcey p un ktach, bądź to ze ją5tylko obeymują 
bez dotknięcia.

X 1 Ę G A IV. l 5
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P O D A N I E  X .

P O D A N I E  P R Z Y B R A N E .

M a ją c  dan e dw a o k ręg i w sp ó ł środ kow e, 

można, zaw sze w w iększy  w p isa ć  w ielobok  

f  oretn n y , któregoby b oki n ieś p o ty k a ły  m n iey -  
szego  , i  ta k że  o p isa ć  m ożn a na. m n ie j szym  

okręgu  w ielobok fo r e m n y  , któreg ob y  boki 

n ie sp o ty k a ły  w iększeg o; ta k  iz  w obudw óch  

ty c h  p r z y p a d k a c h , b o k i w ieloboku  o p isa n e

g o  i  w pisanego, b ęd ą  za m k n ię te  m ię d zy  d w o

m a  o k ręg a m i k ó ł.

Niech będą C A . CB (fig. 10) promienie dwóch 
okręg o w  danych; Przez punkt A  poprowadź
m y styczną D C  , kończącą się na większym o- 
kręgu w  D i C: wpiszm y w  większy okrąg ko
ła jeden z  wieloLoków foremnych, co zrobić mo
żna za po mocą poprzedzających zagadnień ; po
dzielmy potem lu ki  podparte przez boki na dwie 
części r ó w n e ,  i poprowadźmy c ię c iw y  do tych 
półow  luku; tyra w ięc sposobem mieć będziemy 
w ieiobok opodw óyney liczbie b o k ó w;  ciągniy- 
iny ten podział luku  na potowy •póly, az nie p rzyy- 
dziemy do luku  mnieyszego od D B E . Niech tym 
lukiem  będzie M B N  (klórego środek przypuść
my źe jest w  B): jasno jest, ze cięciwa MN, bę
dzie bardziey oddalony od środka liii  DE, i źe



ay i cl obok foremny, którego M N  jest bokiem, nie 
może spotkać okręgu, którego promień jest C A.

P rzy  tnkićtn założeniu poprowadźmy C M ,  i 
C ’N ,  które spotkają styczną DE w  1’ i Q; PQ 
bodzie bokiem wieloboku opisanego, na małym 
okręgu k o ła ,  podobnego wielobokowi pisane
mu w  w ielk i , którego bokiem jest MN. Ja
sno w ięc jest, żerwielohok opisany, mający y,a bok 
PQ , nie może spotkać wielkiego okręgu koła, 
bo CP jest mnieysze od CM.

A  zatem przez podobne wykreślenie można na
kreślić  wielobok foremny wpisany w  w ielki okrąg 
kida i wielobok podobny opisać na nmieyszym, 
a le  wieloboki mieć będą swe boki zawarte mi ■- 
dzy dwoma okręgami kół.

Uwaga. G dy dane są dwa w yc in k i  spót- 
środkowe P C G , 1CII , można podobnie wpisać 

w  więltśzy część wieloftohu forem nego, albo op i
sać na nmieyszym część wieloboku podobnego; 
tak, ze obwody tych dwóch wieloboków zawar
te będą miedzy dwoma okręgami kół:, dosyć jest 
dzielić luk F 15G koleją na 2,4.8, 16 i t.d. czę
ści równo, aż nieprzyydzie się do części mniey- 
szey od D B E.

Tu  nazywamy część wielobofcu forem nego, f i 
gurę zakończoną szeregiem cięciw równych w p i 
sanych w  Juk I G, od jednego do drugiego jego 
końca. Ta część ma własności główne wielobo
ków foremnych, ma ona kąty równe i boki równe, 
i razem może byclź wpisaną i opisaną na kole; 
jednak nie jesL ona częścią właściwie zwanego

2*
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wieloboku foremnego, tylko wtenczas? gdy lu k  
podparty przez jeden z boków jego, jest w ielo
krotną częścią całego okręgu.

P  O D A N I E  XI .

T WI E R D Z E N I E .

Okręgi dwóch kół mają się do siebie jak: 

promienie-, a powierzchnie ich ja k  kwadraty 

z promieni. «

Oznaczmy dla skrócenia przez okr. C A . okrąg 
kola mający za promień C A  (fig. 11): powiadam, 
£e mieć będziemy okr. C A  : ukr. Oli : : C A  : OB.

Bo gdyby to podanie nic zachodziło , tedyby 
C A  miało się do OB jak okr. C A  do czwartego 
terminu większego lub mnieyszego od okr. OB: 
przypuśćmy, ze jest irtnieyszy i niech będzie, je
żeli to bydź może, C A  : OB : : okr. C A  : okr. OD.

piszmy w  okrąg koła, którego promień jest 
OB, wielobok foremny E F G K L E ,  tak, iżby boki 
zgoła nie spotykały okręgu kola, którego pro
mień jest OD (10); wpiszm y także wielobok po- 
dobny M N P T S M  w  okrąg koła, kLórego promień 
jest C A .

Ponieważ te wieloboki są podobne, przeto ob
w ody ich  M N PSM , E F G K E ,  mają się do siebie 
jak promienie C A , OB kół opisanych (8); i mieć 
będziemy M N P S M  : E F G K E  :: C A  : OB. Aże 
z założenia C A  : OB :: okr. C A  : okr. OD; azatem



M N PSM  : E F G K E  :: okr. C A  : okr. OD. Ta pro- 
porcya jest niepodobna: bo obwód M N P S M  jest 
mnieyszy od okr. C A  (9); a przeciwnie E F G K E  
jest większy od okr. OD : więc niepodobieństwem 
jest, aby C A  miało się do O B ,  j;ik okr. C A  
do okręgu mnieyszego, niż jest okr. OB; czyli 
mówiąc w  wyrazach ogólnieyszych,. niepodo
bieństwem jest, aby promień miał się do pro
mienia, jak okrąg koła, nakreślony pierwszym 
promieniem , do okręgu koła mnieyszego od 0- 
kręgu nakreślonego drugim promieniem.

Stąd wnosimy takżer iz bydź nie może C A  do 
OB, jak okr. CA. do okręgu większego od okr. OB; 
bo gdyby to było, mielibyśmy,, przewracając sto
sunki, OB do C A  jak okrąg koła większy od 
okr. OB, do okr. C A  ; albo co toż samo jest, jak 
okr. OB do okręgu mnieyszego od okr. C A ; aza
tem promień miałby się do promienia, jak okrąg 
koła nakreślony pierwszym promieniem do o- 
kręgu koła mnieyszego od okręgu nakreślonego 
drugim promieniem : co dowiedliśmy ze jest nie
podobieństwem.

Ponieważ czwarty termin proporcyi CA : OB :: 
okr. C A  : X ,  nio może bydź ani mnieyszy, ani w ięk- 
szy od okr. OB, a zatem bydź musi rów ny okr. OB; 
przeto okręgi kół mają się do siebie jak ich 
promienie.

Zupełnie podobne rozumowanie i wykreślenie, 
posłużą do dowiedzenia, że powierzchnie kół ma
ją się do siebie jak kwadraty z ich promieni.

Nie będziemy wchodzili w in n e  szczeguły te-
2*#
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go podania, ho jest ono Lylko wnioskiem nastę
pnego.

7r niosek. Luki podobne A B ,  DE (fig. 12), ma
ją się do siebie jak ich promienie A C , DO, a w y 
cinki podobne A C B , DDE, mają się do siebie jak 
kw adraty z tychże promieni.

Jakoż, ponieważ inki  są podobne, kąt C jest 
równy kątowi O (opis. 5 xiijg..5); aze kąt C ma 
się do.'czterech kątów prostych jak łuk  A B  do 
całego koła nakreślonego,promieniem A C  (7,2,); 
a kąt O, ma się do czterech kątów prostych, jak 
łu k  D E do okręgu nakreślonego promieniem 
OD; a zatem te luki A B , DE, mają się do siebie 
jak okręgi kó ł których  one są częścią: ze zaś 
te ok ręgi mają się jak promienie A C . DO, przeto 
iulc A B :  lu Ł  D E  :: A C  : DO.

Dla teyże saniey przyczyny w ycin k i A C B ,  
JX)E, mają się do siebie jak całe koła, te zaś jak 
kwadraty z promieni ; azatem wy ci. A C B  : 

wy ci. D O E :: A C  : DO ,

P O D A N I E  X I I .

T WI E R D Z E N I E .

P  o wierzchnia hola jest równą mnogości 

z okręgu jeg o , przez połowę promienia.

Oznaczamy przez pow. CA, powierzchnią ko
ła, k t ó r e g o  p r o m i e ń  je s t  CA, (fig. i 3) ; powia
d a m  ż e  mieć będziemy pow. C A = i  C A  X okr. CA.



Bo, gdyby i  C A  Xok/\ CA , n ie b y ła  powierz- 
nią koła, którego promieniem jest C A , tedy ta 
ilość byłaby miarą koła większego lub mniey- 
szego ; przypuśćmy naprzód ze jest miarą koła 
większego, i nieci) będzie, jeżeli to bydź może, 
■| C A X  iokr. C A  =.pou\  CB.

K o ło ,  którego promieniem jest C A ,  opiszmy 
wielobokiem foremnym DEFG i t. d . , którego- 
}>y boki nie spotykały okręgu koła, mającego za 
promień G B (10); powierzchnia tego wieloboku 
równać się będzie jego obwodowi DE-j-£E-j-  
F G  +  i t.d., mnożonemu przez J C A , (7); aże ob
wód w ieloboku jest większy od okręgu koła w p i
sanego , bo ten oheymuje go ze wszystkich stron, 
azatem powierznia wieloboku DEFG i t. d., jest 
większą od i  A C X okr. A C  , która to ilość przez 
założenie, jest miarą koła promienia CB; w ielobok 
więc b y łb y  większy od koła; aze przeciwnie jest 
on mnieyszy, bo w nim jest zawarty, przeto nie
podobieństwem jest, żeby £ CAXoAv. C A , była 
większa odporv. CA; czyli inaczey mówiąc,niepodo
bieństwem jest, aby okrąg kola, mnożony przez po
łowę jego promienia, b y ł  miarą koła większego.

Powiadam po wtóre: ze taz sama mnogość, nie
moce hydź miarą koła mnieyszego. A b y  zaś nie- 
odmieniać f ig u r y ,  przypuśćm y, źe idzie rzecz 
o koło , którego promieniem jest CB ; dowieść 
w ięc potrzeba, źe > CB X  okr. CB, nie może bydź 
miarą koła mnieyszego-, naprzykład k o ła ,  któ
rego promień jesl CA: jakoż niech będzie, jeżeli 
to bydź może, ] CJBXo/v. C B=poep. C A .

X 1 Ę G Ą IV. 1 9
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Gdy zrobimy to samo wykreślenie co i wy- 

żey, powierzchnia wiełoboku D E F G  i l. d., mieć 
będzie za miarę ( D E - f -E F - j- I  G - f - i  t .  d.).-X ■$-CA; 
aże obwód D E -f- E F  - f - F G +  i t. d., jest nmicy- 
szy odoA r.C B , obeymującego wielobok ze w szy
stkich stron , a zatem powierzchnia wiełoboku 
jest mnieysza od * C AX o/v. GB, a tym bardziey 
mnieysza od j  C B .X'oA'r. CB;, la ostatnia ilość 
p r z e z  założenie jest miarą koła, którego promień 
jest C A , wielobok więc byłby  mnieyszy od ko
ła wpisanego, co jest niedorzecznością;, przeto 
niepodobieństwem jest, aby mnogość z okręgu ko
ła przez połowę prom ienia , była  miarą koła 
mnieyszftgo-

Azatem , nakoniec okrąg koła , mnożony przez 
połowę jego promienia,, jest miarą tegoż koła.

fVniosek I .  Powierzchnia w ycin ka  równa się 
łuko w i tegoż wycinka, mnożonemu przez połowę 

promienia.

Bo, w ycinek ACB (fig. i 4) , tak się ma do 
całego k o ł a , jak łu k  AMB do całego okręgu 
koła ABD (17, 2.); albo jak AMB X } AC do 
A B D X i  AC. A źe koło całe = A B D x  J AC; prze
to w ycinek  ACB, ma za miarę AM Bx ; A C .

fVniosek IT . N azwiym y * ,  okrąg k o l a , 
którego średnicą jest jedność; ponieważ okręgi kół 
mają się do siebie jak ich promienie lub j aki c h 
średnice, przeto ułożyć możemy tę proporcyą: śre
dnica 1 ,  do okręgu sr, jak średnica 2CA do o- 
k r ę g u  promienia CA; ( f i g .  n ) t a k  iz mieć będzie-
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my i : tr:: aCA: okr. CA; azalem okr. CA =  2srX CA. 
Pomnożywszy obie strony ley równości-przez

i  CA j mieć będziemy £ C A X okr. CA =  srXCA , 

czyli pou>. CA =  ar. CA ; azalem : pow ierzchnia , 
kołu je s t równa mnogości z kwadratu jego p ro 
mienia p rzez  liczbę stałą  sr, wyrażającą o- 
krąg kola. którego średnicą je s t  /, czy li wyra
żającą stosunek okręgu kola do średnicy.

Podobnym sposobem po wierzchnia k o ła ,  ma

jącego za promień O B ,  bodzie równa x X O B ' j  

aże t  X CA" : w X UJ5 :: C A  : Oli ; azatem p o 
w ierzchnie kół mają się do siebie ja k  kwadra
ty z ich promieni: co się godzi z poprzedzającym 
twierdzeniem.

Uwaga. Powiedzieliśmy już byli, że kwadra
tura  koła, zależy na wynalezieniu kwadratu ró
wnego co do powierzchni kołu, którego promień 
jesl znany; teraz zaś dow iedliśm y, że koło jest 
równoważne prostokątowi wystawionemu na o- 
kręgu k o ła ,  a mającemu za wysokość połowę 
promienia ; ten zaś prostokąt zamienia się na 
kwadrat, biorąc średnią proporcyonalną między 
dwoma jego wym iaram i (pod. 6 xię.g. 3); aza
lem, podanie tyczące się kwadrowania koła, przy
wodzi się do znalezienia okręgu jego. gdy znany 
jest promień ; na to zaś potrzeba poznać stosu
nek okręgu koła do promienia albo do średnicy.

Dotychczas len stosunek oznaczano tylko spo
sobem przybliżonym; lecz to przebliżenie tak po
ślinione było d aleko, że wiadomość nawet do-
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kładnego stosunku, nieprzyniosłaby zgoła 'a iick- 
szey rzetelnie korzyści, nad wiadomość stosunku 
przybliżonego. To zagadnienie, które lak wielu 
zatrudniało Geometrów, wtenczas, gdy sposoby 
przybliżenia b y ły  nrniey znane, dzisiay policzo
ne jest tlo rzędu zagadnień próżnych i jałowych, 
któremi tyl ko zatrudniają się ci, którzy zr.ledwci 
pierwsze mają wiadomości Geometryi.

yjrchimcd.cs dowiódł, ze stosunek okręgu ko
ła do średnicy, zawarty jest między i 5 Jj; 
a t a k  3 j  ceyli V  jest wartością już bardzo przy
bliżoną do liczby, którąśmy przez w mianowali. 
To pierwsze przebliżenie jest częstego użycia 
dla swojey prostości. M cciu sz  na lęż sa'inę licz
bę znalazł wartość 154 5 daleko hardzi ey przy
bliżoną. W re szc ie  wartość s- rozwiniona aż 
do pewnego porządku ułam ków dziesiętnych, 
znaleziona była przez innych llaełi mistrzów 
3, i 4 i 5926555897932 i t .d .;i  mieli nawet cierpli
wość przedłużyć te dziesiętne aż do stodwódzie- 
stego siódmego, owszem nawet aż do sto czterdzie
stego rzędu liczb dziesiętnych: Oczywiście, lakie 
przybliżenie w yró w n y w a  rzeczy w istey wariośli, 
in ieznam y lepieyr pierwiastków potęg niedokła
dnych.

W  następnych podaniach w yło żym y  dwa 
nayprostsze początkowe sposoby na otrzymanie 
tych przybliżeń
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P O D A N I E  X I I I .

Z A G A D N I Ę C I  K.

filując dane powierzchnie wielobohu fo 

remnego wpisanego ,i wielobohu podobne

go opisanego,. znaleśę powierzchnie wielo- 

boków forem nych wpisanego i opisanego o 

podwóyney liczbie boków.

Niech będzie A B  (fig. i 5) ,  Lok w ifloboku  
dnnego wpisanego; E F  równolegle do A B ,  bok 
wieloboku podobnego odpisanego) C środek kola: 
gdy damy cięciwę A M , i styczne A P ,  BQ, cię
ci. a A M  będ/.ie bokiem wieloboku wpisanego
o podwóyney liczbie boków, a zaś PQ. p o d w ó j
ne względem PM , będzie bokiem wieloboku po
dobnego opisanego (6). Ponieważ toż samo w y 
kreślenie zachodzić będzie we wszystkich katach 
rów n ych  kątowi A C M , przeto dosyć jest roz
w ażyć sam tylko kąt A C M ,  a troykąly w  nim 
zawarte, będą się m iały tlo siebie, jak wiclobo- 
ki całkie. Niecli l)ę(!s'ie A  powierzchnią wielobo- 
ku wpisanego, którego bokiem jest A B ; B. po- 
w ierzchnią wieloboku podobnego opisanego; A '  
powierzchnią wieloboku , którego A M  , jest bo
kiem; B', powierzchnią wieloboku podobnego o- 
pisanego: A  i B  są znane, chodzi nam teraz o 
wynalezienie A '  i B'.

i* T ro y k ą ly  A CD , A C M , których wierzchołek
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wspólny jest w  A ,  mają się do siebie jak ich pod
stawy CD, C M  , aźe le troykąty mają się także 
do siebie jak wieloboki A  i A '  k lórycli  są czę
ściami , azatem A  : A ' : : CD : CM. Troykąty  
C A M , CM E, k tórych  wierzchołek wspóJny jest 
M, mają się do siebie jak ich podstawy C A , CE; 
tez same zaś troykąty mają się do siebie jak 
wieloboki A ' i 13 , których są częściami; azatem 
A ' : B  :: C A  : CE- A£e z przyczyny równoległo
ści liniy A D , M E  , mamy CD : C M  :: C A  : CE; 
azatem A  : A ' :: A ' : B; w ięc wielobok A ' jeden 
z szukanych, jest średnio proporcyonalnym między 
dwoma wielobokami znanemi A  i B; a następnie 

A '  =  l/A X B .
2° Z  p rzyczyn y wspólney wysokości CM. troy

kąt C P M  ma się do troykąta C PE , jak P M  do 
P E ;  aźe linija CP dzieli kąt M C E  na dwie 
równe części, przeto mamy (17. 5), P M  :P E  : : C M  : 
C E  ::  CD : C A > : A  : A ' ;  azatem C P M  : C P E  :: 
A  : A ' , a następnie C P M  : C P M - (-C P E  czyli 
C M E  : : A :  A  +  A'. A l e  C M P A  czyli 2 CMI* i 
C M E , mają się do siebie jak wieloboki B' i B, 
któ rych  są częścią; azatem B ' : B  :: 2 A  : A  + A '  
Juz zadeterminowaliśmy A ' ,  ton ow e podanie

zadeterminuje B ’ , i będzie B ' _  ~ *̂  ; za

pomocą w ięc wieloboków A  i B  łatw o jest zna- 
leść wieloboki A ' i B ',  które mają dwa razy 
w ięcey  boków.
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P O D A N I E  X I V .

Z A G A D N I E N I E .

Zncileść stosunek przybliżony okręgu koła 

do średnicy.

Niecli będzie promień koła =  i. bok kw adra

tu wpisanego będzie V 2 (3), bok zaś kwadratu 
opisanego będzie ró w n y  średnicy 2; powierzch
nia w ięc  kwadratu wpisanego = 2 ,  a powierzch
nia kwadratu opisanego—  4 . Jeżeli teraz p o 
łożym y A  =  2. 15== 4 , znaydzicmy przez poprze

dzające zagadnienie ośmiobok wpisany A ' =  V o
16

=  2,8284271, a ośmiobok opisany B' = -------— =
2 + v  8

5,5 157085. Mając tym  sposobem znane ośmio- 
boki w pisany i opisany , znajdziemy za pomocą 
nich wieloboki o podw óyney liczbie boków; na
leży znowu załozyć A = 2 , 8284271, B  =  3,3 107085, 

a mieć będziemy A ' =  i/aTxB =  5,o6 i 46y4 , a

=5,1825979 -; Tc  potym wieloboki

36 hokowe , posłużą do poznania wieloboków o 
52 bokach, i lak daley pociągniem y, az póki 
rachunek nie przestanie dawać różnicy, między 
wielobokami wpisanym i opisany 111, przynaymniey 
w  porządku licz]) dziesiętnych n a  jakim przesta
jemy, a który  w  tym przykładzie je:*’ siódmy, 
(jdy  przyydziemy do lego punktu, wniesiemy, że

5
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kolo jest równe ostatniemu w ypadkowi, gdy/, ko
ło zawsze jest zawarte między wielobokiem w p i
sanym i opisanym; azatem, jeżeli te wieloboki 
nie różnią się zgoła od siebie, az do pewnego rzędu 
liczb dziesiętnych, tedy i koło, aż do tegoż rzędu 

liczb nie będzie się różniło.
Podajemy tu rachunek tych  wie! obok ów, po- 

siuiiony tak daleko, iż nieróżnią się zgoła w  siód
mym rzędzie dziesiętnych.

Liczba Loków. Wieloboki wpisane. JJ iclolol i opisane.

4  ......................... 2 , 0000000 .........................  4 .0 0 0 0 0 0 0
8 ................... 2,8284271..................... 3j3 i 3yo85

1 6 ................... 3.0614674..................... 3,1825979
5 2 ...................3. i 2 i 445 i ..................... 3,>517249

64  . . . . . .  . 3,1365485 .................... 3. i 44 i !84
1 2 8 ...................3, i 4o33n ......................3,v422236
256 ................... 0 ,14 12 7 7 2 ..................... 3,i4i7Óo4
5 i 2 ................... 3, i4 i 5 i 38 . . . . . . .  3, i 4 i 632 i

i o 2 ' t ................... 3 ,14 15 7 2 9 ......................3, i 4 i 6o25
ao4 8 ................... 3,14:15877 .....................  3 ,i4 i59 5i
4 0 9 6 ................... 3, i4 i 5g i 4 . . . . . . .  3,i4i5933
8 1 9 2 ................... 3. i 4|i5g 2 3 ..................... 3. i 4 i 5928

i 6384 ...................  3, i 4 i 5g 2 5 ....................3,i4i5g27
5 2 7 6 8 ................... 3 , i 4 i 5 g 2 6 ..................... 3,i4i5g26.

Zkąd wnosimy,że powierzchnia koła = 3. i4 15ę 26. 
M ogłaby w ątpliwość zachodzić w  ostalniey licz
bie dziesiętney, z przyczyny części zaniedbanych; 
lecz tu rachunek robiony b y ł  jedną liczbą w ię-  
cey  dziesiętnych; aLo dla tego, aby bydź pewnym

*
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o wypadku , teraz znalezionym, az do ostatniey 
liczby  dziesiętney.

Ponieważ powierzchnia kola jest równa pól- 
okręgowi kola mnożonemu przez promień; gdy 
■zaś promień jesi 1; pól okręgu koła jest 5.) 4 i 6926; 
albo rac.zey gdy średnica jest j, okrąg kola jest 
5.1416926; przeto stosunek okręgu koła do śre
dnicy oznaczony w y ż e y  przez s r = 5,1416926.

‘ P O D A K I E  X V .

T W I E R D Z E N I E  r R Z T B R A J T E .

Troykąt C A B  (fig. 16.), jest równoważny 

iróykątowi równoramiennemu D C E ,  ma

jącem u tenże sam kąt C , i którego bok 

C E  równy bokowi C D , je st średnio-pro- 

porcyonalny między C A  i C B . Nadto, 

jeżeli kąt C A B  jest p ro sty , prostopadła  

C F ,  spuszczona na podstawę tróykąta ró

wnoramiennego , będzie średnio -  propor- 

cyonalna między bokiem C A  i pół summą 

boków C A ,  C B.

Jakoż i ° ,  z przyczyny kąta wspólnego C ,

P rzesfroga.Podania,gwiazdeczka naznaczone,w pier- 
wszem wykładzie tey nauki, bez przerwania ciągu 
opuszczone bydź mogą: po przcyściu jednak wszyst
kich xifig, w czasie powtarzania wyłożone bydź maja.
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troykąt A B C  ma się do troykąla równoramien

nego D C E , jak A C x C B : D G x C E  cz\li DG3
(24, 3); te w ięc t r ó jk ą ty  będą równoważne, je

żeli D C  =  A C x G B ,  czyli jeżeli DC, jest śre
dnio - proporpyonalnym między A G  i GB.

2° Ponieważ prostopadła C G F , dzieli kąt 
A C B ,  na dwie części równe, przeto mamy (17, 5), 
A G  : G B  : : AG : GB. skąd składając otrzymamy, 
A G  : A G - f  G B czyli A B  ::  A G  : A C  +  C B  ; a ze 
A G  ma się do A B  , jak troykąt A G G  do Iroy- 
kąta A C B ,  czyli 2CDF, nadto jeżeli kąt A  jest 
p r o sty ;  tedy troykąty  prostokątne A C G ,  C D F  

będą podobne i dadzą A C G  : C D F  : : A C  '• CF"V 
przeto

A G “ : 2 C F 3 : : A C : A C  +  CB.

Pomnożywszy drugi stosunek przez A C , po
przedniki staną się równe, a następnie mieć bę

dziemy 2CF* —  A C X ( A G -J - C B ) ; czyli C F ‘ r=
. „  /A C  +  CB\ , .

A G X ( ----- - ----  J; azalem 2° jeżeli kąt A  jest

prosty , tedy prostopadła C F  jest średnią pro- 
porcyonalną między bokiem A C  i pół summą bo
ków  AG, GB.
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‘ P O D A N I E  X Y I .

Z A & A 11 N 1 E  N 1 E.

Zn:ile.śó koło tak mało się różniące ocl 

wieloboku danego foremnego, ile sami tyl

ko zechcemy.

Niech będzie naprzykład dany (fig. 17) kw a
drat BMJNP ; ze środka jego C ,  spuśćmy pro
stopadły C A  na ])ok M B, i daymy CB.

K o lo  zakreślone promieniem CA, będzie -wpi
sane w  kwadrat, a kolo zakreślone promieniem 
C B  opisane będzie na tymże kw a d ra cie ; pier
wsze jest mnieysze, a drugie większe od k w a 
dratu: chodzi nam teraz o ścieśnienie tych granic.

W e ź m y  CD i CE, równe każda w  szczególno
ści średnicy proporcj onalnej między C A  i CB, 
i poprowadźmy ED. Troykat równoramienny 
CDE będzie równoważny troykąlowi C A B  (5}i)j 
toż samo zróbmy z każdym z ośmiu trój kątów 
składających kwadrat; tym sposobem utw orzy
my ośmiobok foremny równoważny kwadrato
w i  B M K P . K o lo  zakreślone promieniem CE,

średnim proporcjonalnym między C A  i — — •

będzie wpisane w  ośmiobok, a koło zakreślone 
promieniem CD, będzie na nim opisane. A t a k  
pierwsze będzie mnieysze, a drugie większe od 
kwadratu danego. Jeżeli podobnym sposobem
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zamienimy troykąt prostokątny CD F na troy- 
kąt równoramienny jemu rów n ow ażn y, utwo
rzymy przez to wielobok forejnny o szesnastu 
bokach, równoważny kwadratowi danemu- K o 
ło wpisane w ten wielobok, będzie mnieysze od 
kw adratu, a opisane na tym wieloboku, będzie 
większe od kwadratu.

woźna tym sposobem ciągnąć daley dopóty, 
aź póki stosunek między promieniem koła w p i
sanego i promieniem koła opisanego, nie będzie 
się tak mało różnił od równości, ile sami ze- 
choemy. A  wówczas oba te koła uważane bydź 
mogą, jako równoważne kw adratow i podanemu.

I ivaga. Szukanie koleynych promieni do te
go się sprowadza. Niech a będzie promieniem 
koła wpisanego w  jeden z wieloboków znale
zionych; b.t promieniem koła opisanego na tym- 
łe  w ie ! 'b o k u :  niecił podobnie będą a i b' pro
mienie tyczące się wieloboku następnego, mają
cego dwa razy większą liczbę boków. Podług 
tego, cośmy dow iedli,  b jest średnio - propor- 
cyonalnem między a 1 b , a zaś a! jest srednio-

* 1  .C l  —I— b . r . ,
proporcyonalnem między a 1 — -— ; Lak iż imec

będziemy V =  VaX  b. a zaś a =  '  M a

jąc w ięc znane promienie a i b wieloboku, ła 
two y.naydziemy promienie a i b wieloboku 
następnego: i lak daley pociągniemy, az póki ro> 
nica między promieniami stanie się niewidoczną, 
a w ówczas, którykolw iek z tych promieni, bę-
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dzle promieniem koła równoważnego kwadrato
wi, albo wielobokowi podanemu.

Ten sposób łatwo użyty bydź może w  lini- 
jach, gdyż zasadza sio on na wynaydowaniu śre- 
dnich proporcyonalnycb koleynycli między lini- 
jami znanemi; lecz nie równie lepiey się używa 
w  liczbach , i jest jeden ze sposobow naydogod- 
nieyszych , jakie geometrya początkowa podać 
nam mo/.e. do prędkiego wynalezienia stosunku 
przybliżonego okręgu koła do średnicy. Niech 
będzie bok kwadratu = 2 ;  pierwszy promień 
wpisany C A  będzie 1, a pierwszy promień opi

sany C B  będzie czyli i ,4 i 42 i 36. Uczyni
wszy więc a =  1, b =  i,4 j ‘±2 i 5 6 , znaydziemy 
b'—  1,1892071, a u’ —  1,0986841. Te liczby po
służą do wyrachowania następnych promieni po
dług tegoż prawa.

Przytaczamy 1u wypadek rachunku -wykona
nego aż do 7 luj) 8 cyfer  przez zw yczajne  ta
blicy logarytmowe.

Promienie koi opisanych- Promienie liół wpisanych.

i . 4 s4 2 i3 6  . . . .
1,1892071 . . . .
i . i 43o5oo . . . .
i . i 3 a o i 4 g  . . . .
1.1292862 . . . .
1.1286063 . . . .

Ponieważ pierwsza połowa cyfer je«t taż sa

ma w o b u d u ó c h  stronach, przeto zamiast śre-
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dnieli geometrycznych, można brać średnie ary
tmetyczne , które się tylko w ostatnich znakach 
dziesiętnych różnić będą. Tymsposohem działa-
nie znacznie się skraca , i w ypadki są:

i , 1 28 4 36 o .................

I , i 285g34  . u . . . . , . 1 , 1 2 8 3 7 2 1

1 , 1 2 8 0 8 2 7  .................

1 , 1 2 8 3 8 0 1 .................

1 , 1 2 8 3 7 9 4 ................. . . . 1 , 1 2 8 5 7 9 1

3 , 1 2 8 0 7 9 2  ................. . . . 1 , 1 2 8 5 7 9 2 .

Azatem 1.1283792 jest prawie promieniem kola, 
równego co do powierzchni kwadratowi, które
go bok jest 2. Stąd łatw o jest znaleść stosunek 
okręgu koła do średnicy, gdyż mamy dowiedzio
no , że powierzchnia koła jest równa kw adra
towi z jego promienia, mnożonemu przez liczbę 
sr; gdy więc podzielimy powierzchnią 4 , przez 
kwadrat z liczby 1,1285792, mieć będziemy w ar
tość w , która z tego rachunku wypadnie taką 
3,1416926. . . .  ; jest to liczba taż sama jakąśmy in
nym sposobem otrzymali.

* D O D A T E K  DO K S I Ę G I  I V .

O P I S A N I E .

I. Nazywamy naywiększośó (maximum), ilość 
największą między wszystkiemi tegoż gatunku 
ilościami; n a j m niejszość  zaś (minimum), nay- 

mnieyszą.



X 1 I  6 A IV. 53
I  tak średnica koła.jest naywiokszość czyli m a

xim um , między wszystkiemi linijami łączącemi 
tlwa punkta okręgu kola; a prostopadła jest nay- 
mnieyszość c/.yii minimum  między ■wszystkiemi 
linijami prostemi z jednego punktu danego po- 
prowadzonemi do linii prostey daney.

II .  Na żywa mi figurami równo - obwoilowemi 
czyli i&operymetricznemi (isopćrimetres), te, któ
re mają obwody równe.

* P O D A N I E  P I E R W S Z E .

T W I E R D Z E N I E .

M iędzy wszystkiemi troykątami jedney  

podstawy i jednego obwodu, troykąt m ax i

mum jest ten, w którym dwa boki niedeler- 

minowane są równe.

N iech będzie A C = C B ,  A M + M B r = A C  +  C B  
(fig. 18); powiadam, źe troykąt równoramienny 
A C i3 jest większy jak troykąt A M B ,  mającego tęz 
samę podstawę i tenże sam obwód co i troy- 
kąt A C B .

Z  punktu C, jako środka promieniem C A = C B ,  
zakreślmy okrąg koła , k tóry  spotka C A  prze
dłużone w  D; daymy DB; kąt D B A  wpisany 
w  półkole , będzie prosty ( i 5, 2). Przedłuzm y 
prostopadłą D B  ku N, zróbmy 1\1N =  M B , id a y -  
m y  AN .

Nakonicc z punktów M  i C , spuśćmy M P  
i  CG, prostopadle do DN. Ponieważ CB =  GD,
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a M N  =  M B ,  przeto A C - ( - C B = A D ,  A M - f  
M B  =  A M + M N .  Aźe A C  +  C B = : A M  +  M B 3 
azatem AJJ =  A M - f M N ;  więc A D >  A N : jeżeli zaś 
pocliyla  A D  jest większa oil pochyłey  AN, 
ledy pierwsza musi byilź bardzicy oddaloną od 
prostopadłey A B ; azateni D 13> B N ; azatem B G  
połow a BD (12, 1) , będzie większa od B P  p o 
ł o w y  BN. Lecz troykąty A B C , A B M , mające 
tęż samę podstawę A B ,  mają się do siebie jak 
ich  wysokości B G , BP; w ięc  ponieważ B G > B P ,  
przeto troykąt równoramienny A B C .  jest w ię k 
szy od troykąta nierównoramiennego A B M  ley- 
i e  podstawy i tegoż obwodu.

♦ P O D A N I E  II.

t w i e r d z e n i e ^

M iędzy wielobokami równoobwodowemi o 

jednakiej/ liczbie boków, wielobok maximum 

ma boki równe.

Jakoż niecli będzie A B C D E F , (fig. 19), w ie-  
lobok m axim um ', jeżeli bok B C  nic jest rów ny 
bokowi CD, zróbmy na podstawie BD , troykąt 
rówńoram ienny B O D  równoobwodowy z troy- 
kąlem B C D . Troykąt B O D  będzie większy od 
B C D  (pod. 1); a następnie w ielobok A B O D E F  
będzie większy od A B C D E F ,  azatem ten osta
tni nie będzie m axim um  między temi wszyst- 
k icm i wielobokami, klóre mają tenźc sani ob-
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wód , i tęź samę liczl>ę boków , co się sprzeci- 
■uia założeniu. W ię c  bydź powinno B C  =  CD; 
przez podobne rozumowanie mieć będziemy 
CD =  DE, D E = E F  i t. d.; azatem wszystkie bo
k i  wieloboku maximum, są równe sobie,

* P O D A N I E  III .

i w i i n n i E s n .  -v

Z e wszystkich troykątów utworzonych 

z dwóch boków danych , czyniących między 

sobą jakikolwik kąt dowolny , maximum jest  

ten , w którym dwa boki dane czynią kąt 

prosty.

Niech będą (lwa troykąty  B A C , B A D  (fig. 20), 
mające bok A B  wspólny, a bok A C  =  AD ; jeżeli 
kąt B A C  jest prosty, powiadam że troykąt B A C  
będzie większy od troykąta B A D , mającego kąt 
w  A  ostry albo rozwarty.

Jakoż, ponieważ podstawa A B  jest wspólna, 
przeto dwa troykąty B A C , B A D  , mają się d# 
siebie jak ich wyśokości A C , D E; a/e prosto
padła D E  jest krótszą od pochyłey A D  albo jey 
rów n ey AC, azatem troykąt B A D  jest mnieyszy 
od BAC.
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* l ' O D A N I E  I Y .

T W I E R D Z E N I E .

Z e wszystkich wieloboków utworzonych z 

boków danych, a ostatniego tylko dowolnie 

branego, wielobok m axim um  Jest ta k i , ze 

wszystkie jego kąty wpisane bydź mogą 

w pół okrąg koła , w którym bok nieznany 

jest średnicą.

N i e c l i  b ę d z i e  A B C D E F  ( f i g .  21), w i e l o b o k  n a y -  

W ' i ę k s z y ,  z A v i e l o b o k o w  u t w o r z o n y c h  z b o k o w  

d a n y c h  A B , B C, CD, DE, E F  i  b o k u  o s t a l n i e g o  

A F , d o w o l n i e  w z i ę t e g o .  P o p r o w a d ź m y  p r z e k ą 

t n e  A D , D F. Jeżeli k ą t  A D F  n i e  je s t  p r o s t y ?  

m o ż n a  z a c h o w  u ją c  c z ę ś c i  A B C D ,D E F ,  l a k i e r n i  

j a k i e m i  są , p o w i ę k s z y ć  t r o y k ą t  A D F ,  a n a s t ę 

p n i e  c a ł y  w i e l o b o k ,  c z y n i ą c  k ą t  A D F  p r o s t y m ,  

s t o s o w n i e  d o  p o d a n i a  p o p r z e d z a j ą c e g o ;  lecz t e n  

w i e l o b o k  n i e  m o ż e  b y d ź  p o w i ę k s z o n y ,  g d y ż  

z a k ł a d a m y ,  że  p r z y s z e d ł  d o  s w o j e g o  m axim um ; 

a z a t e m  k ą t  A D F j e s t  k ą t e m  p r o s t y m .  Tożsa
m o  jesL z k ą t a m i  A B F .  A C F ,  A E F ;  a z a t e m  w s z y s t 

k i e  k ą t y  A, B, C ,D , E, F , w j e l o b o k u  maximum, 
są  w p i s a n e  w  p ó ł o k r ą g  k o ł a  , w  k t ó r e m  b o k  

n i e o z n a c z o n y  A l '  je s t  ś r e d n i c ą  je g o .

Uwaga. To podanie nastręcza nam pytanie, 
to jest : azali jest wiele sposobów utworzenia 
w ieloboku z boków danych, i jednego nieznane-



go, któryb y  b y ł  średnicą półokręgu  koła, w któ
re inne boki są wpisane. Psim rozwiążemy to 
pytanie , uważać potrzeba , ze gdy jedna cięci
wa A B  (fig- 22), podpiera luki zakreślone rói- 
nemi promieniami A C, A D , kąt w środku, w spar
ty  na tey cięciwie, będzie nayinnieyszy w  kole. 
którego promień jest nay większy; tak A C B  < 
A D B . Jakoż kąt A D O  =  A C D  +  C A D  (27,1); 
azatem A C D < A D O ;  a podwajając obie strony, 
mieć będziemy A C B < A D B .

* P O D A N I E  Y.

T WI E R DZ E NI E .

Jeden jest tylko sposob utworzenia wie- 

loboliu AŁ5C D E F  (fig. 21), z boków danych

i ostatniego nieznanego, będącego średnicą 

pół okręgu kola, w które inne boki są wpi

sane.

Przypuśćmy bowiem ze znalezliśmy kolo, za- 
dosyć czy-niące temu pytaniu: jeżeli weźmiemy 
kolo większe, cięciw y A B. BC, CD, i t. d. odpo
wiedzą ’kątom w  środku mnieysV.ym. Summa 
łycb  kątów w środku, będzie mnieys/.ą od dwócii 
kątów' prostych ; azatem końce boków danych 
nie padną juz na końce średnicy. Nieprzyżwo- 
ilość przeciwna zaydzie, gdy weźmiemy koło 
mnieyssse; azatem wielobok, o jrtkim jest mowfi. 
tylko w jedno koło wpisany bydź może.

4
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Uwaga. Dowolnie,odmieniać można porządek 
boków A li .  KG, CD, i t. d., a średnica kola opi
sującego zawsze Ładzie taż sama tak jak i powierz
chnia w ieloboku: ho jakikolwiek będzie porzą
dek b.oków A B ,  BC, i-t. d., dosyć jest, aby icli 
siitnfna składała półokrąg koła, a wielobok sa- 
wszb mieć bęęlzie t.ęz sapię pow ierzchnią  gd y ł  
ta, równ* półokręgowi kotu. irmicy ucinkanii 
A B j B C ,  i t. d . , k tórych  summa zawsze jesl la£ 
sama.

* P O J A N I E  V I .

X. y i

Z e wszystkich wieioboków utworzonych 

z bqków danych, naywieKsiy Szyli maximum 

jeśA\ ten, który wpisany bydi >może w kolo

' jSTierh 1,'vdzie A B C O n r c i  '(fig.''’2^  w f  
bok wpisany, i abcdcfg wielohok niedający się 
wpisać , utworzone z.^oków równych, ta k , ; 2e
iCB,== i t^k, po.^ia,4aui, - le ^ e lp b p k
w m sany j f | t>Avi<jks/.y. ;od 'dry gięgo. , , | ,

.. :iv0i'[nIc,ć. E:U> pupf.n^ad^ny A Ą I , ] ^ ;
.=fAP > w.yąl»\\*ny tg p y ^ t  «£/«;== A B 1YI,

i poprowadźmy em. . ,
j^a mocy podania IV, wielobok E F G A M  jest 

w ^ S z y  od wieloboku e/gam ; .przynaymijiey 
gd ^ te n .o .s la t^  uięmo*e .bydź podobnie wpiąa- 
fry w pólokr;łg. kola , którcgyhy, bok pm  byt
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średnicą : W takim prżyjia&kri, na mocy poda*- 
ilia V , dwa wielo-fooki b y łyby  równe. D lapo- 
dobney przyczyny w ielobok E D C B M  jest w ięk
szy od wieloboku edcbuĄ ,w' -̂jayvszy tenże przy
padek równości : bo jeden jesi wpisany w koło, 
a drugi przęz założenie nie daje się wpisać. Aza* 
tem cały  w ielobok E F G A M B C D E  jest większy 
Ódftfgamlnsde'}• ■gdy to- niesą całka wioie"równe 
sobie: lecz lakierni nie są. bo jeden jest-wpisany, 
w  k o lo , . a drugi pr.zc.z założenie nie daje się, wpi-ę 
sać, azalem w ielobok wpisany jest większy. Odr 
ciągną" szy od obudwóch tych wieloboków Iroy- 
ką ly  równe A  i ij’» T, a i m ; pozostanie wielobok 
wpisany AB-CDi'/i'C- większy od wieloboku nic- 
dającego się wpisać abedo/g. '

Uwaga. Podobnie się dowiedzie jak w7 poda
niu v, ze jeiltic tylko koło l ubydź  może, a na
stępnie , ze jeden tylko wielobok jest m a x i
mum, który zadosyć czyni pytaniu, i len w ielo
bok będzie jeszcze tcyze samey powierzchni, ja
kim kolwiek bądź sposobem-* odmieni ;si(i; porządek 
boków. < ! . I-i ,

‘ P O D A N I E  Y I I .

T W I E R D Z E  K I  E,

W ielobok forem ny jest największy c z y  U 

maximum, między wszysłkiemi wielobokami 

równoobwodowemi o równey liczbie boków.

Jakoż podług podania ii, wielobok maximum
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ma wszystkie boki równe, a podług podania po
przedzającego , taki wielobok daje się wpisać 
>v koło, azalem jest 011 foremny.

Dwa kąty w środku, mierzone lukami 

dwóch różnych kół , mają się do siebie jak  

łuki między niemi zawarte, dzielone przez 

ich promienie.

To jest. ze kąt C (fig. 24), ma się do kąta O. 
, A B  . . DE

iak stosunek — 7- do stosunku 
’  A L  DO

Promieniem OF, równym A C , nakreślmy łu k
F G , zawarty między ramionami przedłuzone-
nii OD, OF. Z przyczyny promieni równych
A C , OF , mieć będziemy: C : 0 : : A B : F G  (17)

‘ P O D A N I E  Y I I I .

Z A D A N I E  P R Z Y B R A N E .

A C  F u
Lnych F G , DE, mamy ^n), F G  : DE :: F O  : DO;

i mamy następnie C : O



X  1 J i G  A XV.

* P O D A N I E  I X .

1  W  1 E 11 I) Z E N 1 E»

Z  dw óch w ieloboków  fo r e m n y c h  rów no-  

obw odow ych , ten  je s t  n a yw iększy  k tó r y  m a  

?tay w iększą  liczb ę  boków .

Niech będzie DE (fig. 25), połową boku jedne.- 
go z wieloboków, O jego środek, OE cipotk e
rnel czyli prostopadła spuszczona ze środka w ie 
loboku na bok je g o : niech A B  będzie połowy 
boku drugiego wieloboku, którego środkiem jest 
C, a zaś C B  apolhemą. Przypuszczamy, źe śro
dki O i C położone są w  jakieykolwiek odle
głości OC, a zaś apothemy  OE, C B  są w  k ie
runku OC; a tak D O E  i A C B , będą połow y ką
tów w  środku w ie lo b o kó w ; a ponieważ te kąty 
nie są równe, przeto lin i je C A, OD, przedłuzone 
spotkają się z sobą w punkcie F; z lego punktu 
spuśćmy na OC prostopadłą E G ;  z punktów 
O i C , jako środków zakreślmy lu k i  G l ,  G H  
kończące się na bokach OF, CF.

To założywszy, mieć będziemy, przez poprze-
, • , n  p G I  G H  .

dzająoe podanie przybrane, O ; C :: , aźe

D E, ma się do pierwszego obwodu wieloboku, 
jak kąt O, do czterech kątów prostych , i A B  
do obwodu drugiego wieloboku , jak kąt C do 
czterech kątów prostych; azatem, ponieważ oJ»-

4**
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wody w ieloboków są r ó w n e ,  D E : A B : : O : C

czyli  D E : A B  :: Pomnożywszy p o 

przedniki przez OG a następniki przez CG, mieć 
będziemy D EX  O G : A B  X CG : : G I : GH. Tróy- 
kąty  podobne ODE, O F G  dają O E :O G  : :D E : EG; 
skąd wypada D E x O G  =  O E x F G ; podobnie 
mieć będziemy A B X C G  =  C B X F G ; azatein 
O E x F G  : C B x F G  : : G I : G i l , czyli OE : CB :: 
G I : G H , J eżeli w ięc  pokażemy że lu k  G I  jesl 
w iększy  od 1'uku GH, stąd wypadnie, ze apotlie- 
ma OE jest większa od apoLiiemy CB.

Z drugicy strony boku C F  zróbmy figurę 
C K x  całkiem równą figurze C G a r, tak, zo 
C K = C G ,  kąt H C K = H C G ,  i lu k  K.cc =  aG ; 
linija krzy w a  Iv .t G  obeymie lu k  IvIIG, i bę
dzie większa od tego łu k u  (9); azatem Ga?, po
łow a linii krzywey, jest większa od G II  połow y 
tego ł u k u ; a tym  bardziey G I  jest większe 
od G i l .

Z  tego wypada, że apothema OE, jest w ięk
sza od CB : aże dwa wieloboki, jednego obwo
du mają się do siebie jak ich apothemy (7), aza
tem wielobok mający D E  za połowę swego bo
ku, jest w iększy  od wieloboku mającego A B  za 
połowę boku. Pierwszy wielobok ma więcey bo
ków, gdyż kąt jego w  środku jest mnieyszy; aza- 
tć;n z dwóch wicloboków równoobwodów ych, 
ten jesl większy k ló ry  ma więkązą liczbę boków.
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* P O D A N I E  X .

T W I E R D Z E N I E .

K o lo  je s l  w iększe od  w szelkieg o  w ielo b o 

ku rów no-obw odow cgo.

Dowiedliśmy juz, ze ze wszystkich wieloboków 
równoobwodowych o jcdnakicy liczbie boków, 
wielobok foremny jest nnywiekszy; przeto cho
dzi nam tylko a porównanie koła z jakimkolwiek 
wielobokiem foremnym równoobwodowym.

Niecli będzie A l  (fig. 26). połowy boku tego 
Avieloboku, którego C niech będzie środkiem. 
Niech będzie w  kole równoobwodowym kąt 
D O E  =  A C I ,  a następnie lu k  D E  ró w n y  poło
w ic  boku A l .  V, ielobok P  ma się do koła G. 
jak troykąt A C I  do w ycinka ODE; a tak mieć 
będziemy,^P : C :: ’ A I x C I : j D E x O E  :: C I : OE. 
Niech będzie poprowadzona do punktu E, sty
czna E G , która spotka OD przedłużone w  punk
cie G, a troykąty podobne A C I ,  G O E  dadzą pro
p o rcją ,  C I : O E : : A I  czyli D E : G E ; azotem 
1* : C : : D E  : G E czyli jak D E X  i  OE, co jest mia
rą w ycinka  D O E ,  do G E X ^ O E ,  co jest miarą 
troykąta G O E  ; aże w yc in ek  iest w iększy od 
troykąta, przeto P  jest większe od C , azatem 
kolo jest większo od wszelkiego wieloboku ró- 
wnoobwodowego.
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X  I Ę G A Y.

P L  VSZCZTZJNY I  K Ą T Y  B R Y Ł O W E

O P I S A N I E .

I. Linija prosta jest prostopadłą do p ła szczy - 
rzny, gdy jest prostopadłą do wszystkich liniy pro
si ych, przechodzących przez jey spodek na pła- 
szczyznie (pod. 4); wzajemnie.płaszczyzna jest p r o 

stopadłą do linii.
Spodek prostopadłey jest to punkt, w którym 

ta linija spotyka płaszczyznę.
II .  Linija prosta jest równoległą płaszczyznie, 

gdy przedłużone obie naydaley, nie mogą się z so
bą spotkać. W zajem n ie, płaszczyzna jest r ó w 
noległą do linii.

I I I . Dwie płaszczyzny  są równoległa sobie, gdy 
będąc przedłużone naydaley, nie mogą się z. sobą 
spotkać.

I V .  Dowiedziemy (pod. 3 ), ze wspólne przycię
cie się dwóch płaszczyzn, z sobą się spotykają
cych, jest linija prosta; kąt w ięc, czyli wzajemna 
pochyłość dwóch p ła szczyzn , jest ilością mniey 
lub bardziey wielką, na którą się one oddalają: 
ta ilość mierzy się (pod. 7) kątem, jaki czynią 
z sobą dwie prostopadłe, poprowadzone na kaz- 
dey z tych  płaszczyzn, do jednego punktu przecię
cia się wspólnego.



Ten kąt moze bydź oslry, prosty lub ron- 

warty.
V. Jezeiijest prosty, d w iep fa s  luyzny sąpro- 

stopadłe  ilo siebie.
V I .  K ątem  bryłowym, nazywamy przestrzeń 

kątową , zawartą między kilku płaszczyznami, 
w  jednym punkcie się łączącemi.

I  tak: kąt b ry ło w y  S (fig. 45) jest utworzo
n y przez połączenie się płaszczyzn A SI3, B SC, 
CSB, DSA.

Do utworzenia kąta bryłowego naymniey trzech 
płaszczyzn potrzeba.

P O D A N IE  P I E R W S Z E .  

t w i e r d z e n i e .

L in ija  p r o sta  n ie m oze bydź w c z ę ś c i na  

p ła sz c z y z n ie , a w częśc i za  p ła sz c z y z n ą .

Gdyz podług opisania płaszczyzny, skoro linija 
prosta ma dwa punkta wspólne z płaszczyzną, 
tedy lezy ona całkiem na tey płaszczyznie.

Uwaga. Chcąc poznać czy powierzchnia jest 
płaską , potrzeba w rozmaitych kierunkach tey 
powierzchni, przy kładać liniją prostą, i uważać, 
czyli ta w  całey jey rozciągłości dotyka.

X I  Ę G Ą  V. 4 5
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- x o  i  d i t l  / Ji vVKi ę t ' >10  a  i ' u i  iy>j. j ' o ' i

P O D A N I  E  II.

T W I E R D Z E N I E .
..  ' i -  (• o  >.

Ż)wie lin i je  p r.óśle  p r z e c in a ją ce  śię\ są  

na je d n c y  p ła s z c z / z n ie  i d ete r m in u ją  'jey, 

p o ło ż e n ie .

Niecli będą A B , A C .  (fig. 27) dwie linije pro
ste przecinające się w  A .  YV yobrazić* sobie mo
żemy płaszczyznę,' przećhodżącą przez liniją pro
stą A B ;  jeżeli polem obracać będziemy tę p ła 
szczyznę około A B  aź nie naydzie na punki C; 
wówczas linija A C ,  mająca dwa swoje punkt a 
A ,  C, na ley płaszczyźnie, całkiem na niey zn a j
dować się będzie : położenie więc tey płaszczy
zny jest determinowane przez ten jeden w a 
runek. iz płaszczyzna ta zawiera dwie linije pro
sie A B , AC.

’ ’Y f ju o s e k " I ’ Troykąt A B C  czyli trzypunk- 
ta A .B,C nie w linii prostej7, determinują poło
żenie płaszczyzny.

fVniosek l i -  A  zatem także, dwie linije ró
wnolegle A B ,  CD (fig. 28) determinują położe
nie p łaszczyzny; bo gdy poprowadzimy liniją 
przecinającą E F , tedy płaszczyzna dwóch liniy 
proitych A E , A F ,  będzie płaszczyzną liniy ró
wnoległych A B ,  CD.



r  O D  A N I E  III.
:■ . ,l  , ' . ; x i ! '  /  ' . i - i  H f !  • i  •

T W I E R U Z E N I E. ; -

J e ż e li  dw ie p ła s z c z y z n y  p r z e c in a ją  się  

z  sobą, spoina ich  p r z e c ię c ie  się będzi^ lin iją  

p ro stą .

J jo g d y b y  w  liczbie. p u n k tó w , w sp ó ln yc h 'tym  

pTpszczyziiom, znalazły ,  się trzy  takie, które  nie 

są w  l in i i  prośley, tedy (lwie .płaszczyzny o k tó 

r y c h  m ó w im y  , jako przechodząe.e, k&Żdfti pJ?M  
te trzy  p unkla , u c z y n i ły b y  jednę i leż sarnę p ła 

szczyznę (aj;, co jest'Jirzeeiwiiem iZaifózeniu.

P O D A N I  E I V.  : '

•• o:Ci; M v; v n J ^ i W ,  W

..Jebali, l in i ja 'ę r o ś t a  ;Ą|P 'je s t  p r o 

stopadłą. do dw óch in n y ch  F i l ,  | C *  krzyku-? 

ją c y c h  s ię  u  j e y  sp od ka . nc< p ła szc zy zn ie  

M N  , ted y  ta  l in ija  A IV; b ę d zie-  p ro sio p a d t ą 

tło’ jta td e y  lin ii  1 H i, p o p r o lv a d zo n e y p r z e z  

spodeU tin  tey%& pU tiśicżyznie ; '  a  ż ;;łćm  

b ęd zie  ona p r o sto p a d łą  do p ła szczy  zhy'^1^  ■

Przez punkt Q. wzięty dowolnie na PQ, day- 
m y liniją prostą* BO, 'w  ką î'6 i$P-G; tak,!ali>y!by- 
ło BQ =  QG (pod. 5 xię. 3); popro\ia<Sźmy AB: 
AQ, AG^uj :j *1 u. t  iOS'iTl .W vW uv *'

x  i s  (A j 0 fty



Ponieważ podstawa B C  podzielona jest na dwie 
równe części w  punkcie Q, przeto trójkąt B PC  
da ( i4.3)

F c J +  B P  ’ =  2 PQ ’  +  2 (Jca.

Troykąt B A C  podobnie daje

A C ’ + A B 1 =  2 AQ* -J- 2 Q C':

odciągnąwszy pierwszą równość od drugiey, i b - 
ważając źe troykąty A P C , A P B , oba prostokątne 

w P ,  dają A C * — C P a— A P a, i A B a—  P B a==AP*5 
mieć będziemy

A P a +  A P ’ =  2 A Q a —  2 py*.

Biorąc więc połowę z obudwóch stron, mieć bę

dziemy A P 1 =  m T —  PQ a, czyli A y ł= A P “ +  PQ*; 
azaletn troykąt A P Q  jest prostokątny w P  ( i5.3); 
więc A P  jest prostopadłą do PQ.

Uwaga. Siad w id z im y ,  że nie tylko linija 
prosta może bydź prostopadłą do wszystkich tych, 
które przechodzą przez jey spodek na płaszczy
źnie, lecz że to zachodzi zawsze, ile razy ta linija 
jęst prostopadłą do dwóch liniy prostych, popro
wadzonych na płaszczyznie; i to właśnie dowodzi 
pewności opisania I.

W niosek I .  Prostopadła A P  jest krótszą od 
każdey linii pochyłey AQ; azalem ta prostopadła 
mierzy prawdziwą odległość punktu A ,  od pła
szczyzny PQ,

W niosek I I .  Przez punkt P  dany na pła-

48 GEOMETRTl
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szczyznie , jedna tylko prostopadła do płaszczy
zny poprowadzona bydź może : bo gd yby  mo
żna było wynieść dwie prostopadłe z jednego 
punktu P, tedy, gdy poprowadzimy, podług tycb 
dwóch prostopadłych, płaszczyznę, którey prze
cięciem z płaszczyzną M N  niech będzie PQ; w ó w 
czas dwie te prostopadłe , o których mówimy, 
b y ły b y  prostopadłe do linii PQ, w  tymże samym 
punkcie i na teyźc samey płaszczyznie: co jest nie
podobieństwem.

R ów nie niepodobieństwem jest,  spuścić z je
dnego punktu, danego za płaszczyzną, dwie pro
stopadłe na tęż płaszczyznę; gdyż niech będą A P , 
AQ, te dwie prostopadłe; wówczas tróykąt A P Q  
miałby dwa kąty proste, APQ, A Q P, co jest nie
podobieństwem.

P O D A N I E  Y .

T W I E R D Z E N I E .

L in ije  p o c h y łe , ró w n ie o d d a lo n e o d  p ro 

stopadłe]r, są  rów ne sobie; a z dw óch lin iy  p o 

c h y ły c h , n ie rów nie o d d a lo n y ch  o d p r o s to -  

p a d łe y , ta  je s t  d łu ż s z ą , k tó ra  w ięcey  od  n iey  

j e s t  od d a lo n ą .

Bo kąty  A P B ,  A P C , A P D  (fig. 3o) są proste; 
jeżeli w ięc założymy, ze odległości PB, TC , PD są 
równe sobie, tedy troykąly  A P B ,  A P C , A P D  
mieć będą kąt r ó w n y ,  zawarty między bokami

5



rów nem i; azatem te troykąty będą równe sobie; 
przeciwprostokątne w ię c ,  czyli linije pochyłe 
A l i ,  A C , AD, będą równe między sobą. Podobnie, 
jeżeli odległość P E  jest większa od P D  czyli jey 
równey PB, tedy oczywiście pochyła A E , będzie 
większą od A B , czyli jey równey AD .

IVniosek. W szystkie linije pochyłe równe
A B ,  AC, A D  i t. d. padają na okrąg koła BCD, 
zakreślonego ze spodka prostopadłey P, "Jako śro
dka; azatem mając dany punkt A  za płaszczy
zną , a chcąc znaleść na ley płaszczyźnie punkt 
P ,  gdzieby padła prostopadła spuszczona z A ,  
potrzeba na tey płaszczyznie naznaczyć trzy pun- 
kta B, C, D, róu nie oddalone od A , i szukać po
tem środka kola, któreby przez te punkla prze
chodziło, a tym środkiem będzie punkt szuka
ny P.

Uwaga. K-ąt A B P  , nazywa się nachyleniem  
linii p o c h y łe j  A B  do p ła szczyzn y  MN. W id z i 
my, że to nachylenie jest równe dla wszystkich 
liniy p o c h y ły c h ,  A B ,  A C, A D  i t. d. które są 
równie od prostopadłej' oddalone; gdyż wszyst
kie troykąty A B P , A C P , A D P  i t. d. są równe 
między sobą.

5o GEOMI i TDTl
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T W I E R D Z E  N I  15..

N ic c li  b ę d iie  A P  p r o s to p a d ła  do p ł a 

szczy zn y  M N  (lig. 3 i) i  B C  l in ija  na te y  

p ła s z c z y z n ie  p o ło ż o n a ; je ż e l i  ze  sp o d k u  P  

te y  p r o s to p a d łe y  sp u ścim y  P D  p r o sto p a 

d łą  n a  B C , i p o p ro w a d zim y  AD'; p o w ia 

dam  ze  A D  będzie p r o s to p a d łą  do  BC.

W e ź m y  D B = D C  i poprowadźmy P B ,P C ,  A B ,
A C . Ponieważ DB =  DC, pochyła P B = P C ;  a 
względem prostopadłey A P , ponieważ P B  =  PC, 
pochyła A.B =  A C  (5), linija w ięc A D  ma dwa 
swoje punkla A  i D równie oddalone od koń
ców  B i C, azatem A D  jest prostopadły w  śro
dku linii BC.

TVniosek. T u  razem widzimy, ze BC jet- pro
stopadły do płaszczyzny API), ponieważ B C  jest 
razem prostopadły do dwóch liniy prostych AD, 
PD.

Uwaga. D w ie linije A E , BC, stawiy p rzy 
kład dwóch liniy prostych, które się zgoła z so- 
by nie spotykają, gdyz te linije nie znaydujy się 
na jedney płaszczyznie. Naykrótsza odległość 
tych liniy jest prostopadła PD, która razem jest 
prostopadły do linii A P  i do linii PC; odległość 
PD  jest naykrótsza między temi dwiema linija- 
mi; bo gdy połączymy dwa inne punkta, jak na-



przykład A  i B, będzie A B > A D ,  A D > P D ;  aza
tem tern bardziey A B > P D .

Lubo dwie linije A E ,  CB, nie są na jedney pła- 
szczyznie, czynią jednak z sobą kąt prosty; gdy* 
A D  i równoległa przez jeden z jey punktów po
prowadzona do linii B C , czynią miedzy sobą 
kąt prosty. Podobnie linije A B  i PD, wystawu- 
jące dwie jakiekolwiek linije proste, nie leżące 
na jedney płaszczyznie, uważają si ę,  żc czynią 
z sobą tenże sam kąt , jakiby uczyniła A B  ró
w noległa do P D , poprowadzona przez jeden 
z punktów linii A B .

P O D A N I E  V I I .

T W I E R D Z E N I E .

J e ż e li  l in ija  A P  je s t  p r o s to p a d łą  do p ła 

szczy zn y  M N  (fig. 5 z), w szelk a  lin ija  D E  

r ó w n o leg ła  do  A P  , b ęd zie  p r o sto p a d łą  do  

te y - e  p ła s z c z y z n y .

W  kierunku liniy równoległych A P , D E  po
prowadźmy płaszczyznę, którey przecięciem się 
z płaszczyzną MN. będzie PD : na płaszczyznie 
M N  poprowadźmy B C  prostopadłą do PD  , i 
daymy A D .

Podług wniosku poprzedzającego twierdzenia, 
B C  jest prostopadłą do płaszczyzny A P D E , aza
tem kąt B D E  jest prosty; lecz kąt E D P  jest 
także prosty, bo A P  jest prostopadła do PD i źe 
D E  jest równoległa do A P ; azatem linija DE
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jest prostopadła do dwóch liniy prostych PD 
i  D E  : azatem jest ona prostopadły do ich p ła
szczyzny MN.

W niosek I .  W zajemnie, jeżeli dwie linije 
proste A P , DE, są prostopadłe do jedney pła
szczyzny MJN , takie linije będą równoległa so
bie; bo gdyby nie b y ły  równoległemi, tedy, po
prowadzona przez punkt D 'lin ija  równoległa do 
A P ,  byłaby prostopadłą do płaszczyzny MN; aza
tem z jednego punktu D, możnaby było w y 
nieść dwie prostopadłe do jedtiey płaszczyzny; 
co jest niepodobieństwem (4).

W niosek I I .  D w ie linije A  i B  równoległe 
trzeciey C, są równoległe sobie; bo gdy w yo b ra
zimy płaszczyznę prostopadłą do linii G, linije 
A  i B  równoległe do tey prosfcopadtey, będą 
prostopadłe do teyze płaszczyzny; azatem, przee 
wniosek poprzedzający, są równoległe sobie.

Rozum iem y, ze trzy linije nie są na jedney 
płaszczyznie, inaczey bowiem to podanie byłoby 
juz znane (a5, i).

P O D A N I E  Y I I I .

T WI E R D Z E N I E .

J e ż e li  l in i ja  A B  (fig. 5 5 ) j e s t  rów noległą, 

do lin i i  p r o sie y  CD, p o p r o w a d z o n e j n a  p ła 
szczy  zn ie  M N  ; ta  lin i ja  b ęd zie  ró w n o leg łą  

do te y  p ła szczy zn y .

Bo, gdyby linija A B ,  będąca na płaszczyznie
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A B  CD, spotkała płaszczyznę M N, to spotkanie 
przypadłoby w  jakim kolwiek punkcie linii CD, 
przecięcia wspólnego dwóch płaszczyzn; a/.e A B  
jlie inożc spotkać CD, ho do niey jest równoległą; 
przeto nie może spotkać i płaszczyzny MN: aza- 
tem jest równoległą do płaszczyzny (opis. 2).

P O D A N I E  I X .

T W I E R D Z E N I E .

D w  e -płaszczyzny  M N  i  P O  (fig. 3 4 ) p r o 

sto p a d le  do je d n e y  lin i i  p r o s t e j  A B ,  są  ró 

w noległe sobie.

Bo gdyby* się z sobą gdziekolwiek spotkały, 
i  niech będzie O jednym z ich punktów wspól
nych ; day my OA, OB; linija A B ,  prostopadła 
do płaszczyzny M N ,  jest prostopadłą do linii 
prostey OA, na teyze płaszczyznie przez jey spo
dek poprowadzoney; dla teyze samey przyczyny 
A B  jest prostopadłą do BO ; azatem O A  i OB 
b yłyby  dwie prostopadłe, z jednego punkt O 
spuszczone naliniją  prostą; co jest niepodobień
stwem, przeto płaszczyzny M N, PQ nie mogąc się 
z sobą spotkać, są równoległe sobie.
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P O D A N I E  X .

T W I E R D Z E N I E .

P r z e c ię c iu  E F ,  G il ,  dw óch p ła szc zy zn  r ó 

w n o leg ły ch  M N ,P Q ,  p r z e z  trzec ią  p ła s z c z y 

zn ę  F G , są  ró w n o leg łe  (fig. 5 5 ).

Bo gdy linije E F ,  GH, lezące na jedney p ła
szczyzn i e , nic są równoległe, icily przedłużone 
zbiegą się z sobą; azatem i płaszczyzny M N  i PQ, 
na których one się znaydnją, zbiegłyby się Lakze, 
a więc nic b y ły b y  równoległe.

P O D A N I E  X I .

T W I E R D Z E N I E .

L in i ja  A B  (Fig. 3 4 ) p r o s to p a d ła  do p ła 

szczy zn y  M N , je s t  p r o s to p a d łą  do p ła s z c z y 

zn y  P Q  rów n oleg łey  M N .

Pociągnijm y dowolnie 1 In i ją BO na płaszczy
źnie PQ ; przez A B  i B C  poprowadźmy pła
szczyznę A B C ,  klórey  przecięciem się z pła
szczyzną M N niech będzie A D  : to przecięcie
A D , będzie równoległe do BC, ( j o ); nze linija 
A B ,  prostopadła do płaszczy zny MN, jest prosto
padłą do linii AD; azatem A B  będzie prostopa
dłą <lo jey równoległey B C ; a ponieważ linija 
A B  jest prostopadłą do kazdey linii B C , prze- 
chodzącey przez jey spodek na płaszczynie PQ,

x  i  ę  g A v .  55



56 G E O M E T R Y !

stąd przeto idzie, iz la linija jest prostopadłą do
płaszczyzny PQ.

P O D A N I E  X I I .

T W  1 E R D Z E N 1 E.

, L in i je  ró w n o leg le  E G ,  F i l  (fig. 3 5 ) z a ję 

te m ięd zy  dw iem a p ła szc zy zn a m i rów no- 

le g łe m i  M N , P  O, są  rów ne sobie.

Przez linije równoległe E G , F H  przeprowadź
my płaszczyznę E G H F , która spotka płaszczy
zny równoległe podług kierunków E F  i GH. 
Przecięcia E F ,  G H  są równoległe solne (10), oraz 
takicmi są linije E G , F H , azatem figura E G H F  
jest równoległobokiein; a więc E G  =  F i l .

W niosek. Z tego wypada , ze dwie płaszczy
zny rów noległe, są wszędzie równo od siebie od
dalone; bo jeżeli E G  i F H , są prostopadła do 
dwóch płaszczyzn MN, PQ, tedy są one równo
ległe sobie (7); azatein są równe.

P O D A N I E  X I I I .

T W I E R D Z E N I E .

J e ż e li  dwa k ą ty  C A E ,  D B F  (fig. 3 6 ) n ie -  

le z ą c e  n a  je d n e y  p ła s z c z y z n ie  , m a ją  swe 

ram ion a rów n oleg łe  , i  sk ierow a n e w je d n g  

stro n ę , k ą ty  ta k ie  są  rów ne a  ich  p ła s z c z y 

zn y  ró w n o leg łe .

W e ź m y  A C = ] 3D? A E = B F ,  i poprowadźmy



C E, DF, A B , CD, E F .  Ponieważ A C  jest równe, 
i  równolegle do B D , przeto figura A B D C  jest 
równoległobokiem (i,3); azatem CD jest równe 
i  równolegle do A B .  Dla teyźe samey przyczy
ny E F ,  jest równe i równoległe do A B  ; więc 
także CD  jest równe i równolegle do E F; aza- 
teni figura C E F D  jest równoległobokiem; prze
to bok CE jest równy i równoległy DF; więc 
tróykąty  C A E ,D B F ,  są równoboczne z sobą. aza
tem k i t  C A E ^ D B F .  :

P o wtóre. Powiadam, źe płaszczyzna A C E  jest 
równoległą płaszczy/nie B D F  ; bo przypuśćmy 
źe płaszczyzna równoległa do B D F , poprowadzo
na przez punkt A ,  spotyka linije CD i E F  w i n 
nych  punktach, niź są C i E, naprzykład w pun
ktach G i H; wówczas podług podania xu ;  trzy 
linije A B , GD, F H , będą równe; a/.e trzy linije
A B ,  CD, E F  juz są równ.e, wrięc byłoby CD — GD 
i  F i t  =  E F  ; co jest niedorzecznością; azulem 
płaszczyzna A C E  jest równoległą do płaszczy
zny BD F.

yy 'niosek. Jeżeli dwie płaszczyzny równoległe 
M N, PQ , są przecięte przez dwie inne p ła
szczyzny C A B D , E A B F ,  kąty C A E , D B F , utwo
rzone przez przecięcia płaszczyn równoległych, 
będą równe; bo przecięcie A C  jest równoległe 
do BD (10), A E  równoległe do B F ; azatem kąt 
C A E  =  DBF.

X  1 Ą G A y .  67



P O D A N I E  X I V .

t w i e r d z e n i e ..

J e ż e li  tr zy  lin ije  p r o s te  A B ,  CD , E F  (fig. 36 ) 

n ie le z ą ce  n a  je d n e y  p ła s z c z y z n ie , są  rów ne  

i  ró w n o leg łe  sobie, te d y  tr o y k ą ty  A C E . B D F  

utw orzon e z je d n e y  i drug iey  stro n y , łą c z ą 

ce k o ń ce ty c h  lin iy  p ro sty ch  , b ęd ą  rów ne, 

a ich  p ła s z c z y z n y  b ęd ą  rów n oleg łe  sobie.

Jakoż, ponieważ A B  jest równa i równoległa 
CD, figara A B D C  jest równoległobokiem; aza- 
tem bok A C  jest rów ny iró w n o le g ły  BD. Dla 
podohney przyczyny boki A E  i BF są równe 
i ró w n o le g łe ; oraz taldemi są boki CE i DF: 
dwa więc tróykąly A C E ,  B D F  są równe. Nad
to podobnie się dowodzi, jak w podaniu poprze
dzającym , ze płaszczyzny tych tróykatów są 
równoległe.

P O D A N I E  X V .

T W  1 E R  I) Z E N I K.

D w ie  lin ije  p r o s te , za w a rte  m ięd zy  tr ze 

m a p ła szc zy zn a m i ró w n o leg łern i, p r z e c ię te  

są na c z ę ś c i p ro /jorcy on a ln e.

Przypuśćmy ze linija A B  (fig. 3-7) spotyka p ła
szczyzny równoległe M N ,P Q , R S ,  w  punktach
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A . E , B ,  i y.e linija CD , spotyka leź same p ła
szczyzny av punktach C jF ,D :  powiadam, ze mieć 
będziemy A E  : E B  :: CE : ED.

Poprowadźmy A D , która spotka płaszczyznę 
PQ w  punkcie G : i daymy A C ,  E G, G E, BD: 
przecięcia E G , BD, płaszczyzn równoległych PQ, 
BS, przez płaszczyznę A B D , są równoległe (10): 
azatem : E B  : : A G  : GD : podobnie przecięcia
A C , GF,jako.równoległe, <1 ajfj A G  : GD ;: C F  :.FD: - 
z nrzvczvnv więc wspólnego stosunku A G  : GD, 
będzie A E : E B :: CF : F D .

' * P O D A N I E .  XVX .
" ‘ ‘ : i ■ ); ijs j,;; Ji „X  k t Hi} A  '! t»i C ; i fJ

T W I E R D Z E N I E .

A 7iech  b ęd zie  A B C D  (fig, 5 8 ), ja k ik o lw ie k  

czw orobok,nie le z ą c y  nu je d n e y  p ła szc zy zn ie ; 

j e ż e l i  b oki p rze c iw le g łe  p r z e tn ą  się p r o p o r 

c jo n a ln ie  p r z e z  divie lin ije  p r o ste  E F ,  GH, 

ta k ,ze  je s t  A E  : E B  t : D F  ; FC; i BG: G C  =  AH: 

H D ; p o w ia d a m , ze lin ije  p ro ste  F,F, G i l ,p r z e 

tn ą  się  z sobą w p u k cie  M tak^ z e  będ zie  

H M  : M G  : :  A E  : E B ;  i E M  : M F : : A H  : HD.

Poprowadźmy prze?. A D , jakąkolwiek p ła
szczyznę A&HeD, tak jednak, żeby nie przecho
dziła przez G il :  przez punkta E, B, C, F ,  day
my do G H  równoległe Ee, B b, Cc, F/; która 
spotkają tę płaszczyznę w  punktach e, b .c ,f .  
Z przyczyny równoległości liniy B6, G H ,Cc. ( i 5,3)



mieć będziemy AH : H e : i B G :: G C  :i A H  : H D  f 
azateni (20.5) tróykąty AHA, D H e , są'podobne. 
M ieć potem będziemy A e  : eA : ■. A E  : E B : i D /: 

f c  : : D F : FC; azatem A e rebz : I)/ :fc\  aIbo skła
dając, będzie A e  : \)f\ : Ab  : De. Aźe z p rzyczy
ny podobieństwa tróykąlów A H i ,  DHe, mamy 
A b  : Dc :: A H  : H D  ; azatem A e  : D / : : A H  : HD: 
nadto, ponieważ z przyczyny podobieństwa tych- 
ie  tróykąlów AHA i D H e ,  kąt H A p  =  HD/; 
przeto Iróykąty A l l e ,  D H /  są podobne (20,5); 
azatem kąt A H e = D H / l  Z teęo naprzód w y p a 
da, £e eH /, jest liniją prostą; azatem że trzy ró 
wnoległe Ee, GH, F y  leżą na jedney płaszczyznie, 
która zawierać będzie linije E F ,  GH: więc te 
lini/e p rzecin a ć się muszą w punkcie  M. Po- 
wtóre, z przyczyny równoległości lin i y  Ee, M H , 
Fy, mieć będziemy EM  :M F  :: eH  : J iy : :A H :H D .

Przez podobne wykreślenie, odniesione do bo
k u  A B ,  dowiedziemy, źe H M  : M G  : : A E  : E B .

P O D A N I E  X V I I .

T W  1 E R D Z E N I E .

K ą t  za w a rty  m ię d zy  p ła s z c z y z n a m i  [M AN: 

M A P  (fig. 5 9) m o że b yd ż m ie r z o n y , s to so 

w n ie  do o p isa n ia , k ą te m  N A P ,  ja k i  czy n ią  

z  sobą  d w ie  p r o sto p a d łe  A S ,  A P  p o p ro w a 

dzone na k a żd ey  z  ty c li p ła szc zy zn , do p r z e 

c ię c ia  w spólnego  AM.

Dla przekonani*  aig o rzetelności t e y  m ia ry ,
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dowieśdź potrzeba i fl. ze jest ona stałą, czyli źe 
liędzie tąz samą w każdym punkcie wspólnego 
przecięcia, skąd się wyprowadzają dwie prosto
padłe.

Jakoż, jeżeli weźmiemy inny punkt M, i gdy 
poprowadzimy M C  na płaszczyznie MN, i M B  
na płaszczyznie. M P , prostopadłe do wspólnego 
przecięcia A M ;  ledy. powieważ M B  i A P  s>i 
prostopadłe do jedney linii A M , przeto są ró w 
noległe sobie. Dla teyźe samey przyczyny M C  
jesl równoległe do AN : więc kal B M C = P A N  
(15): azalem obojętną jest rzeczą, prowadzić pro
stopadłe do punkt u M  łub do A ,  kąl między nie
mi zawarły  zawsze będzie len sam.

2- Dowieśdź' potrzeba, że gdy kąt dwóch p ła 
szczyzn powiększy sżę lub zmnieyszy w pe
wnym stosunku, tedy i kąt P A N , powiększy się 
lub zirmieyszy w tymże stosunku.

Na płaszczyznie P A N , zpunktu  A  promieniem 
dowolnym, zakreślmy luk ISllP : ze środka M, 
promieniem równyir^, zakreślmy łu k  C EB ; po
prowadźmy dowolnie AD. Ponieważ dwie pła
szczyzny P A N , B M C  są prostopadłe do jedney 
linii M A , przeto są równoległe sobie (9): prze
cięcia więc AD, M E ,  łych  dv\óch płaszczyzn 
przez trzecią A M D  są równoległe; azalem kąt 
B M E  będzie rów ny P A D  ( i 5).

N azw iym y na moment węgieł, kąt utworzony 
przez.dwie płaszczyzny MP,MN. Teraz, gdyby kąt 
D A P  b y ł  rów ny kątowi D A N , tedy oczywiście 
w ęgieł D A M P , byłby  równy w ęgłow i D A M N ;

6
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gdyz podstawa I ’A D  położyłaby się zupełnie na 
sobie równą DAJN, wysokość A M  zawsze byłaby 
taż sama: więe te dwa w ę g ły  zupełnieby do siebie 
przystały. W id zim y nawet, iż gdyby kąt DAL* 
zawierał się dokładnie pewną liczbą.razy w  ką
cie P A N , tedy i w ęgieł  D A M P  tyleżby śię ra
zy  zawierał w  węgle P A M N . Aźe ze stosunku 
liczby całey wnosimy o stosunku jakim kolwiek, 
jak tego w  zupełnie podobnem zdarzeniu dowie
dliśmy (17 ,2); azalem jakikolw iek będzie stosu
nek kąta D A P  do kąta P A N ; w ęgieł D A M P , bę
dzie w  tymże stosunku z w ęglem P A M N  : aza
lem kąt N A P  może l.ydź wzięty za miarę w ę 
gła P A M N ,  czyli kąta , jaki ez)nią dwie p ła
szczyzny M A P , M A N .

Uwaga. Toż samo jest z kątami przez dw'e 
płaszczyzny utworzonemi , co i z kątami utwo- 
rzonemi przez dwie linije proste. Azalem, gdy 
dwie płaszczyzny wzajemnie się krzyżują, kąty 
w  w ierzchołku  są ró w n e ,  a kąty przyległe ra
zem w zięte ważą dwa kąty proste; azalem jeżeli 
jedna płaszczyzna jest prostopadłą do drugiey, 
tedy ta wzajemnie jest prostopadłą do pierwszey. 
Podobnie w spotkaniu dwóch płaszczyzn równo
ległych  przez trzecią płaszczyznę , zachodzą też 
same równości i też same własności, co iw ,  spo- 
skaniu dwóch liniy rów n oległych  przez trzecią.
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F O D  A  N I E  X V I I I .

T W I E R D Z E N I E .

G d y  l in i ja  A P  j e s t  p r o sto p a d ła  do p ł a 

s zczy zn y  M N  , w szelk a  p ła s z c z y z n a  A  P B  

p row a d zon a  p r z e z  tę  p r o sto p a d łą  A P .  b ęd zie  

p r o s to p a d łą  do p ła s z c z y z n y  M N  (fig. 4 o),

INiech będ/.ie J3C przecięcie płaszczyzn A li,  
MN: jeżeli na płaszczyznio MN, poprowadzi się 
D E  prostopadła do BP; linija A P , jako prosto
padła do płaszczyzny M N  , jest prostopadłą do 
kazdey z dwóch lin iy  B O ,D E :  aze kąt APD , 
utworzony przez linije P A ,  P D  prostopadłe i!o 
wspólnego przecięcia B P  , mierzy kąt dwócli 
płaszczyzn A B ,  MŃ; przełb, ponieważ ten kąt 
jest prosty , lwie płaszczyzny są do siebie pro
stopadłe (opis. 5).

Uwaga. G dy trzy linije proste A P , BP, DI*, 
są do siebie prostopadłe, każda z tych lin iy  jest: 
prostopadłą do płaszczyzny dwócli in n y c h , a 
trzy' płaszczyzny są wzajemnie prostopadłe il6- 
siebie,

t
6 *'
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P O D A N I E  X I X .

T W I E R D H N I K *

J e ż e li  p ła s z c z y z n a  A B  je s t  p r o sto p a d łą  

do p ła s z c z y z n y  IV1N, i g d y  na p ła s z c z y z n ie  

p ier w sze y  A B ,  p o p ro w a d zi się  P A  p r o s to 

p a d ła  do w sp óln eg o  p r z e c ię c ia  PB; p o w ia 

dam , ze  P A  b ęd zie  p r o s to p a d ła  do p ła s z c z y 

zn y  M N  (fig. 4 o).

Jakoż gdy na płaszczyznie MIS poprowadzi 
się PD  prostopadła do P B , kąt A P D  będzie 
p ro sty; gd\ ż płaszczyzny sy prostopadłe do sie
bie; -w ięc linija A P .  jest prostopadły do dwóch 
l in iy  P B, PD, zatem sy one prostopadłe do ich 
płaszczyzny MN. t

W niosek. Jeżeli płaszczyzna A B ,  jest prosto
padła do płaszczyzny M N ,  i gdy z punktu P 
wspólnego ich przecięcia, wyniesie się prosto
padła do płaszczyzny MN, powiadam, ze la pro
stopadła będzie na płaszczyznie A B  ; bo gdyby 
ona n ie b y ła  na niey , moglibyśmy poprowadzić 
na płaszczyznie A B  prostopadły A P  do wspól
nego przecięcia B P ,  która byłaby  razem pro
stopadły do płaszczyzny M N  : azatem w  jednym 
punkcie b y ły b y  dwie prostopadłe do płaszczyzny 

M N; co jest niepodobieństwem (4).



P O D A N I E  X X .

X ' l  Ę S  A V»

T WI E R D Z E N I E .

J e ż e li  dw ie p ła s z c z y z n y  A B ,  A D  (fig. 4 o), 

są  p r o sto p a d łe  do tr ze c ie y  M N  , ted y  i 

w sp óln e ich  p r z e c ię c ie  A P ,  p r o sto p a d le  b ę 

d zie  do te y  tr ze c iey  p ła sz c z y z n y .

Ho gdy z punktu P  wyniesiemy prostopadli 
do płaszczyzny MN, ta prostopadła znaydować 
się musi razem, tak na płaszczyznie A B  jako 
i nn płaszczyznie A D  (wnio. 39); azatem jest 
ona wspólnym icli przycięciem A P .

P O D A  N I  E  X X I .

T W I E R D Z E N I E .

J e ż e li  k ą t  b ry łow y  utw orzon y je s t  p r z e z  

tr zy  k ą ty  p ła s k ie  , su m m a  ja k ic h k o lw ie k  

dw óch z  ty c h  k ą tó w  b ęd zie  w ięk szą  o d  k ą 

ta  trzecieg o.

Należy nam dowieść tylko to podanie, griy ki)t 
płaski, który  z su;,iiną d\vóc.h innych porówny
wamy, jest większy od każdego 7. ty ch  ostatnich. 
Niech w ięc  będzie knt b ry ło w y  S (fig. 4 i) u- 
tworzony przez trzy kąty  płaskie A S B ,  ASG. i ■ 
BSC; i przypuśćmy źc kąt ASJ3, jest naywięk**

6**



6 6  G E O H E X K T l

szy ze trzech kątów, powiadani ze mieć będziemy 
A S B < A S C  +  BSC.

Na plaszczyznie A S B  zróbmy kąt D SB =  BSC; 
poprowadźmy dowolnie liniją prostą A D B , a 
w ziąwszy SC =  SD, daymy A C , BC.

D w a boki BS, SD , są równe dwóm bokom 
BS, SC; kąt BSD  =  B SC; azalem dwa troyką- 
ty  BSD, BSC są równe, więc B D = B C .  M am y 
zaś A B < A C  -j-BC; odciągnąwszy z jedney stro
ny B D  a z drugiey strony B C  równe BD , o- 
trzymamy A D < A C .  Dwa boki A S, SD są r ó 
wne dwóm bokóm A S , S C , trzeci A D  jest 
mnieyszy od trzeciego A C  ; azatem (10, i) kat 
A S D < A S C .  Dodając B S D  =  BSC, mieć będzie
my A S D  +  B SD  c z j ł i  A S B < A S C - j- B S C .

P O D A N I E  X X I I .

T WI E R D Z E N I E .

S u m m a  k a tó w  p ła s k ic h , s k ła d a ją c y c h  k ą t  

b r y ł o w y j e s t  zaw sze m n ie js z a  o d  cz te r e c h  

kątóvv p ro sty ch .

Przelniym y kąt b r y ło w y  S (fig. 4 a) jakąkol

w iek p]'a« '̂.'zyzną A B C D E ,  z punktu O wzięte
go na tey płaszczyznie poprowadźmy do wszyst
kich  kątów' liniie O A , OB, OC, OD, OE.

Summa kątów tróykątów A S B ,  B S C  i t. d. u- 
tworzonycli przy w ierzchołku S, równa jest sum
mie kątów podobneyze liczby tró jkątów  A O B ?



B O C  i t. d. utworzonych przy  w ierzchołku O. 
L ecz  w  punkcie B, kąty A B O , OBC, wzięte ra
zem czynią kąt A B C  mnieyszy od summy ką
tów A B S ,  SB C (21); podobnie w  punkcie C, 
mamy B C O  -f- O C D < B C S - j-  SCD, toż samo jest, 
ze wszystkiemi kątami wiełoboku A B G D E . Z le
go -wypada, ze av troykątach których  w ierzchoł
kiem  jest O ,  summa kątów na podstawie jest 
mnieysza od summy kątów na podstawcie w  tróy- 
kątack, których wierzchołkiem  jest S; azalem 
summa kątów utworzonych przy punkcie O jest 
większa od summy kątów przy punkcie S. Aze 
summa kątów przy punkcie O jest równa czte
rem kątóm prostym (5, 1); azatem summa kątów 
płaskich składających kąt b r y ło w y  S, jest mniey
sza od czterech kątów prostych.

Uwaga. W  tern dowodzeniu przypuszczamy 
że kąt b r y ło w y  jest w y p u k ły ,  czyli ze płaszczy
zna jedney ściany przedłużona nigdy przeciąć 
nie może kąta bryłowego ; w  przeciwnym  razie 
summa kątów płaskich mętniałaby granic, i mo
głaby bydź jakąkolwiek wielkością.

X 1 E G A V. 6 7
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P O D A K U  X X I I L

T W I E R D Z E N I U .

J e ż e li  dw a k ą ty  b ry łow e z ło z o n e  są  

ze  tr ze c h  k ą tó w  p ła s k ic h  rów n ych  , k a żd y  

k a żd em u  , ted y  p ła s z c z y z n y  n a  k tó r y ch  le 

z ą  te  k ą ty  ró w n e , b ędą  rów nie do siebie n a 

c h y lo n a

Niech będziekąt A S C  = D T F ,  kąt A S B  =  D T E , 
i kąt B S C = E T F  (fig. 45); powiadam, źe dwrie 
płaszczyzny A SC , A S B  takie mieć będą nachyle
nie do siebie, jakie mają i płaszczyzny D T F ,  D T E .

"Weźmy dowolnie S B ,  i poprowadźmy BO 
prostopadłą do płaszczyzny A S C ; z punktu O, 
gdzie ta prostopadła spotyka płaszczyznę, po
prowadźm y OA, OC, prostopadłe do SA, S C ,  i 
daymy A B ,  BC; w eźm y potem T E  =  SB; po
prowadźmy EP prostopadłą do płaszczyzny D T F ; 
z punktu P. poprowadźmy P D ,  P F  prostopadłe 
do T D  T F :  nakoniec daymy DE, E F.

Tróykąt S A B  jest prostokątny w A ,  a tróy
kąt D T E  prostokątny w  D (6), a ponieważ kąt 
A S B  =  D T £ ,  przeto także kąt S B A = X E B .  Nad
to S B = T E  ; w ięc  tróykąt S A B  jest rów ny 
tróykątowi T D E  (5. i ) ; azatem S A  =  TD, a 
A B  =  DE. Podobnym sposobem dowiedzie się 
źe SC^jW.'F, a B C  =  E F. Czworobok S A O C  
jest równy czworobokowi T D J P ,  bo gdy poło-



zymy kąt A S C  na jemu rów n y D T F .  tedy z przy
czyny SA — T D . a SC =  T i ' ,  punkt A  padnie na 
1), a punkt C na F, a w tymże czasie A O , pro
stopadła do SA, padnie na D P  prostopadłą do 
D T , i podobnie OC padnie na OF; azatem punkt
O padtiie na punkt P, i będzie- AO — DP. Aze 
tróykąty  A O B , D P E  są prostokątne w  O i P, 
przeeiwprostokątna A B = D E  i bok AO =  DP; 
przeto te tró ykątysą  równe (18, 1); azatem kąt 
O A B = P D E .  K ą t  O A B  jest nachyleniem dwóch 
płaszczyzn A S B , ASC; kąt P D E  jest nachyleniem 
dwóch płaszczyzn D T E . D T F  5 azatem te dwa 
nachylenia są równe sobie.

Uważać tu jednak należy źe kąt A , tróykata 
prostokątnego O A B , nie jest w łaściw ie nachyle
niem dwóch płaszczyzn A S B , A S C , tylko w  ten- 
czas, gdy prostopadła BO pada, względem SA. 
z teyze samey strony, co i SC ; jeżeli ta prosto
padła pada z drugiey strony, wówczas kąt dwóch 
płaszczyzn b y łb y  rozwarty, a przyłączony do ką
ta A  tróykąta O A B , uczyniłby dwa kąty proste. 
Lecz  w  tymże samym p rzy p a d k u , kąt dwóch 
płaszczyzn TD E , T D F  , b y łb y  także rozwarty, 
a przyłączony do kąta D, tróykąta D PE, uczy
niłby  dwra kąty proste : azatem, ponieważ kąt A  
zawsze byłb y  rów n y kątowi D, wnieślibyśmy 
także,  że nachylenie dwóch płaszczyzn A S B , 
A S C  jest: równe nachyleniu dwóch płaszczyzn 
T D E ,  TD F.

Uwaga. G dy dwa kąty bry ło w e są złożone 
z trzecli kątów  płaskicli, rów n ych  każdy każde
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mu i gdy razem k ą t y równe czyli o tip o więdnę 
sa jednakim  sposobem rozłożone  w dwóch ka
tach b r y ło w y c h ; wówczas te kąty są równe 
sobie , i przyłożone do siebie przysłaną. Jakoż 
widzieliśmy już, .ze czworobok SA.QC może bydź  
położony na jemu rów n y T D P F ; a t ak  kładąc, 
SA  na TD , SC padnie na T F  a punkt O i.a 
punkt P. Lecz z przyczyny równości tróyką- 
tów  AOB, DPE, OB, prostopadła do płaszczyzny 
A S C , jest równa P E , prostopadłey do płaszczy
zny T D F  : nadlo tu prostopadłe są skierow ane 
w jednę stronę; azatem punkt B  padnie na E, 
linija SB na liniją T E , i dwa kąty bryłow e zu
pełnie do siebie przystaną.

To jednak przystawanie wtenczas zachodzi, gdy 
zakładamy, że kąty płaskie równe są rozłożone 
jednakim  sposobem w  obudwóch kątach b ry ło 
w y c h  ; bo gdyby, kąty płaskie równe rozłożone  
byty w w slecznj ni porządku, albo co na jedno w y 
chodzi, gdyby prostopadłe O B ,P E ,  zamiast kie
rowania się w  tęz samę stronę względem pła
szczyzn A SC, D T F  , b y ły  skierowane w stronę 
p r z e c iw n ą , wówczas niepodobne byłoby p rzy 
stawanie do siebie dwóch kąt ów bryłow ych; lo 
jednak niebyłoby mniey p r a w d z iw y m , podług 
twierdzenia,, gdyby płaszczyzny na których  są 
kąty  równe , b y ły  równie nachylone do siebie, 
tak , źe dwa kąty bryłow e b y ły b y  równe, we 
w szystkich  sw ych  częściach składających, niec
ni ogać jednak do siebie-;przystać. Ten rodzay ró 
wności, .który  nie jest bezw zglę d n y , czyli p rzy 
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stawanie,zasługuje na rozróżnienie przez szczegól
ne nazwanie , my lo nazywać będziemy równo
ścią p rzez  t.ytneirją.

I  tak dwa kąty bryłow e, o k tórych  jesl mowa, 
utworzone przez trzy kąty płaskie równe każdy 
każdemu, lecz rozłożone w porządku wstecznym, 
nazywać się będą , hutami ruwnemi jirz-ez sym e- 
tryą, czyli krócey, fiatami sym etryczne mi.

Ta sąma uwaga stosuje się do kątów  b ry ło 
w ych , utworzonych z w ięcey niz trzech kątów 
p ła sk ich ;  i tak jeden kąt b ry ło w y  utworzony 
przez kąt y płaskie A ,  B, C. D, I:', , i kąt drugi 
b ry ło w y  utworzony przez, te same kąty  w po
rządku wstecznym A , E, I), C, B, mogą bydź ta
ki e ,  ze płaszczyzny na których znajdują się te 
kąty równe , są równie nachylone do siebie ; te 
kąty bryłow e, które będą równe, chociaż p rzy 
stawanie ich jest niepodobne, nazywają się kąta
mi bryiow cm i ró<vnemi p rzez symet ryą  , czyli 
kątam i brylowem i sym etrycznem u

W  I igurach płaskich, Właściwie m ówiąc, zgo

ła niema równości przez syinetryą, i Wszystkie 
te równości,którebyśm y tak nazywać chcieli, by
łyb y  równościami bezwzględncmi albo p rzy 
stawaniem: przyczyną tego jest, źe można prze
w rócić  łignrę płaską, i bez. różnicy wziąć górę 
za spód. Całkiem  inaczey się dzieje w bryłach, 
gdzie trzeci w ym iar może bydź w zięty w  dwóch 
kierunkach różnych-

• x  1 T  G A V. 7 1



P O D A N I E  X X I V .

Z A G A D N I E N I E .

M a ją c  clane tr zy  k ą ty  p ła s k ie  s k ła d a ją 

ce  k ą t  b ry ło w y , w y n a le ź ć , p rze z  w y k r e ś le 

n ie p ła s k ie , Aąź j a k i  dw ie z ty ch  p ła s z c z y z n  

c zy n ią  z sobą.

Niecli będzie S (fig. 44) dany kąt bryłow y 
-w którym znane są trzy kąty płaskie A S B . A  SC, 
B S C ;  szukaymy kąta jaki czynią' z sobą dwie 
z tych płaszczyli, naprzykład płaszczyzny A SB,
AŚC.

W yo b ra źm y  żc zrobiliśmy to samo wykreślenie 
co w podaniu poprzecb.ająeóm; kąt O A B  będzie 
kątem szukanym, Chodzi " i ę c  t\lko o znale
zienie tegoż samego kąta, przez wykreślenie pła
skie, czyli kreślone na jedney płaszczyznie.

Na ten koniec zróbmy na jedney płaszczyznie 
kąty  B 'SA . A S C , B"SC, równe kątóin B S A ,A S C ,  
BSC, w  figurze bryło>\ ey: weźmy B'S i B "S ró
wne w  szczególności BS figury bryłow ey. 7, pun
któw  B' i B" spuśćmy B'A i B"C prostopadłe 
na S A  i SC, które się zbiega z sobą w punkcie O. 
Z  punktu A, jako środka, promieniem A B ' za
kreślmy półokręgu koła B'&E; z punktu O wyr- 
nieśmy Ob prostopadłą do B'E , która spotka o- 
krąg  koła w b\ daymy A b\ a kąt E Ab hędzie 
nachyleniem szukanem dwóch płaszczyzn ASC, 
A S B , kąta bryłowego.

7 2  G E O M E T R Y I



Cała rzecz się sprowadza do pokazania, ze tróy- 
kąt A O b 1'igury płaskiey, jest równy tróyką- 
to w i A O B  f ig u ry  b ry ło w e j.  Dwa tróykąl y 
B ’SA, B SA , prostokątne są w  A ,  kąty w S są 
równe , azatem kąty  B' i B  są równe. Aże 
przeciwprostokąlna SB' jest równa przeciwpro- 
stokątney SB, przeto te tróykąty są]ró\vne, aza
tem bok S A  figury  płaskiey jest równy SA figury  
bryłowrey, i także AB', czyli jemu równy AA, 
w  figurze płaskiey, jest równy A B  w figurze bry- 
łowey;podobnie się dowiedzie ze bok SC jest równy 
w  jedney i drugiey figurze; skąd wypada, źe czwo
robok SA O C w obu tycli figurach jest równy, a- 
zatem że AO  figury  płaskiey jest rów n y A O  f i 
gury bryłowey; więc w  obu tych figurach tróyką- 
ty prostokątne A O ó,A O B , mają przeciwprostoką- 
tuą równą i bok jeden równy; więc są rów ne sobie, 
azatem kąt EAZ>, znaleziony przez wykreślenie pła
skie, jest równy nachyleniu, dwóch płaszczyzn 
SA B, S A C  w  kącie bryłow ym .

Gdy punkt O pada między A  i B ’ w figurze 
płaskiey. kąt EA£ staje się rozwartym, i mierzy 
zawsze prawdziwe nachylenie dwóch płaszczyzn, 
i dla tego to oznaczyliśmy przez EA& a nie przez 
OAZ> nachylenie żądane , w celu ażeby toż sa
mo rozwiązanie służyło wszystkim bez wyjątku 
przypadkom.

Uwaga. Można zadać sobie pytanie, azali bio
rąc dowolnie trzy  kąty płaskie, można utworzyć 
z nich kąt bryłow y.

Na sam przód potrzeba ieb y  summa trzech ką
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tów danych była mnieysza od czterech kątów 
prostych , bo bez tego nie może bydź utworzony 
kąt bryłow y (22)4 nadto, gdy weźmiemy dwa 
k ą ty  dowolnie B 'S A , A S C ,  potrzeba ażeby trze
ci CSB" b y ł  takiey w ie lkości,  iżby prostopadła 
€ B '  na bok SC spuszczona, spotykała średnicę B'E 
między jey koileaini B' i E. Granicami więc 
wielkości kąta CSB ” są to granice, które dozwa
lają spuścić prostopadłą B 'C  do punkt ów B'  
i E.  Z  tych punkt ów spuśćmy na CS prostopa
dłe B I  i E K , które spotkają okrąg k o ł a ,  na
kreślony promieniem SB', w punktach I  i K ,  
a granicami kala CSB" będą C S I i C S K .

W tróykącie równoramiennym LVSI, ponieważ 
linija CS przedłużona, prostopadłą jest do pod
stawy BT, mamy kąt C S I =  C S B ' =  A S C -j-  ASB'. 
A  w  tróykącie równoramiennym E S K . , ponie
waż linija SC jest prostopadłą do SIC, mamy 
kąt C S K - k CSE.  Nadto z przyczyny równości 
iroykąlów  A S E ,  A S B ',  kąt A S E  =  ASB'j  azatem 
C S E  czyli C S K  =  A S C  —  ASB'.

Z tego wypada, że zagadnienie będzie podobne 
tyle  razy, ile razy trzeci kąt CSB" będzie mnicy- 
*zy od summy dwóch innych ASC, ASB', a ięk- 
szy od ich różniej'. Jest to warunek zgadzający 
się z podaniem x x i  ; gdyż na mocy tego poda
nia potrzeba żeby było C S B "< A S C -f-A S B ';  nad
to potrzeba. żeby było A S C  < C S B '4 - A S B ' czyli 
CSB" > A S C  — ASB'.
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P O D A N I E  X X V .

Z A G A D N I E N I E .

M a ją c  d a n e  dwa z  tr ze c h  k ą tó w  p ła s k ic h ,. 

sk ła d a ją cy ch  k ą t b ry łow y , oraz k ą t n a ch y 

le n i t ty ch  dw óch p ła szczy zn , z n a le ś ć  tr z e 

c i k ą t  p ła s k i.

Niech będą A S C , A S B ' (fig. 44) dwa kąty p ła
skie dane, i przypuśćmy na moment, ze CSB", 
jest trzecim kątem szukanym. G d y  więc zro
bimy wykreślenie to samo, co w  poprzedzającem 
zagadnieniu, kąt, zawarty między płaszczyznami 
dwóch pierwszych, będzie EA&. Jako w ięc de
terminuje się. kąt E A i ,  za pomocą CSB", gdy dwa 
inne są dane , tak podobnie zadeterminować 
można CSB', zapomocą EAZ>; co rozwiąże zaga
dnienie podane.

W zią w szy  dowolnie SB', spuśćmy na S A  p ro
stopadłą nieograniczoną B E ;  zróbmy kąt E A b 
rów ny kątowi dwóch płaszczyzn danych. Z  pun
ktu b, gdzie bok A b  spotyka okrąg koła, nakre
ślony z» środka A  promieniem A B', 6puśćmy 
na A E  prostopadłą Z>0 ; z punktu O spuśćmy na 
SC prostopadłą nieograniczoną OCB", którą tak 
oznaczmy w  B", zęby było SB" =  SB'. K ą t  CSB'1 
będzie trzecim kątem płaskim szukanym.

Bo gdy utworzymy kąt b ry ło w y  z trzech k ą 
tów płaskich B  SA , A SC, CSB'' nachylenie pła-



szczyzn, gdzie są kąty  dane ASB'. A SC , będzie ró- 
w ne kątowi danemu EA&.

Uwaga. Jeżeli kąt b ry ło w y  jest czworościenny, 
czyli złożony z czterech kątów płaskich A S B , USC, 
CSD, D S A  (fig. i 5); tedy wiadomość tych ostatnich 
kątów nie jest dostateczna do oznaczenia wzaje
mnych do siebie nachyleń płaszczyzn, na których 
kąty  płaskie lezą: gdyż z tychże samych kątów 
płaskich, nieskończoną liczbę kątów bryłow ych  
utworzyć można- L ecz  jeżeli przyda jeden 
warunek, naprzykład, jeżeli będzie dane nachy
lenie dwóch płaszczyzn A S B , BSC, wówczas kat 
b r y ło w y  całkiem jest oznaczony, i można znaleść 
nachylenie dwóch jakichkolwiek jego płaszczyzn. 
Jakoż -wyobraźmy kąt b ry ło w y  troyścienny, u- 
tworzony przez kąty płaskie A S B , B SC , ASC; 
dw a pierwsze kąty  są dane, oraz dane jest nachy
lenie ich  płaszczyzn;można więc zadeterminować,. 
przez rozwiązane teraz zagadnienie , kąt trzeci 
A S C .  Jeżeli teraz zważymy kąt b ry ło w y  tro y 
ścienny, ut worzony przez kąty płaskie A SC, A S D ? 
DSC , te trzy kąty  są znane; a lak kąt b r y ło w y  
całkiem  jest determinowany. Ponieważ kąt b r y 
ło w y  czworościenny jest utworzony przez połą
czenie się dwóch kątów trójściennych, o których 
teraz mówiliśmy, azatem, ponieważ te kąty czą
stkowe są znane i determinowane , kąt całko
w it y  podobnie znany i determinowany będzie.

K ą t  dwóch płaszczyzn A S D , DSC, wprost się 
w ynaydzie za pomocą drugiego kąta bryłowego 
cząstkowego. Ca się tyczy kąla dwóch płaszczyzn
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B SC , CSD, potrzeba w kącie b ryłow ym  cząstko-- 
w ym  szukać kąta czwartego, zawartego między 
dwiema płaszczyznami A SC, D SC, a w  drugim, - 
kąta zawartego między dwiema płaszczyznami 
A SC, B SC ; summa tych dwóch kątów będzie 
kątem zawartym między płaszczyznami BSC, 
DSC.

Podobnym sposobem się znaydzie.źe dla zadeter- 
minowania kąta bryłowego pięciościennego, po
trzeba oprócz pięciu kątów płaskich, składają
cych kąt bryłow y, znać jeszcze dwa wzajemne na
chylenia ich płaszczyzn , a zaś trzeba znać ich 
t rzy,  w  kącie bryłow ym  sześciościennym, i tak

X  I E G A V  i rj y '
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X  I Ę G A VI.

W I E L O Ś C I A N Y .

O P I S A N I E .

I.  Nazywamy bryła w ielościenną , albo kró- 
ciey wielościancm, każdą bryłę zakończoną p ła 
szczyznami czyli ścianami płaskiemi. (Te p ła
szczyzny zakończone są koniecznie linijami pro- 
stemi). Nazywamy wszczególności czworościa
nem, bryłę  mającą cztery ściany; sześciościanem  
b ry łę  zakończoną sześciu ścianami: ośrniościanem, 
zakończoną ośmiu ścianami: dwunastościanem, za
kończoną dwónaslu ścianami: dwudziestościunem, 
zakończoną dwudziestu ścianami, i tak daley.

Czworościan jesl nayprostszy z wielościanów; 
gdyż do utworzenia kąta bryłowego naymniey 
trzy płaszczyzny są potrzebne: i te płaszczyzny 
zastawią mieysce próżne, które żeby było zam
knięte, przynaymniey jedney jeszcze płaszczyzny 
potrzebuje.

U . W spólne przecięcie się dwóch ścian przy
legły eh w wielościanie, nazywa się bokiem  albo 
krawędzią w icdościanu.

111. IT iclościunem forem nym  nazywa sięvten, 
w  którym wszystkie ściany są wielobokami fo
remnymi r ównemi ,  i którego wszystkie kąty 
br ył owe są równe sobie. ł y c h  wielościanów jest 
pięc (p.:lrz dodatek do xiąg  vi, i vjj).



I V .  Graniastosłup, jesito liryła zawarta Avie- 
lu ścianami równoległobocznemi, zakończona z je
dney i drugiey strony płaszczyznami wieloho- 
czneini równemi i równoległymi sobie.

Dla wykreślenia tey bryły, niech będzie dany 
A B C  DE (fig. 48) jakikolw iek wielohok: jeżeli 
na jak ie jk o lw ie k  płaszczyznie równoległey do 
A B C , poprowadzą się linije F G , GH, H I, i t. d. 
równe i równoległe bokom A B ,  BC, CD, i t. d. 
które utworzą wielobok F G H I K ,  równy w ie- 
lohokowi A B C D E : jeżeli potem połączą się w ierz
chołki kątów jedney płaszczyzny z w ierzchołka- 
mi odpowiednich kątów drugiey płaszczyzny, 
linijami proslemi A F ,  B G , G H  , i t. d. ściany 
A B G F ,  B C H G  i t . d.  będą równoległobokami, a 
bryła A B C D E F G H I K ,  tym sposobem utworzona, 
będzie graniaslosłupem.

V .  'W ieloboki równe i równoległe A B C D E , 
F G H IK . nazywają się podstawami graniaśto- 
słupu: inne płaszczyzny równoległoboczne wzię
te razem , stanowią powierzchnią boczną czyli 
wypukłą graniastosłupa. L in ije  równe A F ,  BG, 
C II  i t . d . ,  nazywają się krawędziami graniasto- 
słupa.

V I. fVysokosc graniastosłupa, jestto odległość 
dw óch jego podstaw, czyli prostopadła spuszczo
na z punktu podstawy górney na podstawę dolna.

V I I  Graniastosłup  jest prosty, gdy krawędzie 
jego A F ,  B G , i t . d .  są prostopadłe do płaszczyzn 
podstaw : a wówczas każda krawędź jest równa 
wysokości graniastosłupa. W  każdym innym
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przypadku, graniastosłup jestp ocliy iy , i  wysokość 
jego jesl mnieysża od krawędzi.

V I II .  Graniastosłup  jest tróykąiny, czworo- 
kąlny , pięciokątny. sześciokątny t. d., podług te
go, jak podstawa jego jest troykątem, czworobo
kiem , pięciobokie.m, sześciobokiem i t. d.

I X .  Graniastosłup mającj- za podstawę równo- 
ległobok, wszystkie swe ściany ma równoległo- 
boczne, i nazywa się równokgłośgi&nęm  (fig. 49).

Równoległościąn  jest prostokątnym.gdy wszyst
kie ściany jego są prostokątami.

X .  Z  pomiędzy równoległościanów prostoką
tnych rozróżniamy sześcia n , czyli sześciościan 
foremny.zamknięty sześciu kwadratami równemi.

X I .  Ostrosłup  czyli piram ida  jestto bryła  u- 
tworzona z wielu  płaszczyzn trój kątnych, w y 
chodzących z jednego punktu S, a kończących się 
na rozmaitych hokach jedney płaszczjrzny wielo- 
boczney A B C D E  (fig. 4 s).

W ie lo b o k  A B C D E  nazywa się podstawą ostro
słupa, punkt S wierzchołkiem  , a zbiór trój ką
tów A S B ,  B S C  i t. d. składa pow ierzchnią wy~ 
p u h lą  czyli boczną ostrosłupa.

X I I .  W ysokością  graniastosłupa jest prosto
padła spuszczona z w ierzchołka na płaszcyznę 
podstawy^, przcdłuźoney, jeżelihy tego potrzeba 
było.

X I I I .  Ostrosłup jest trójką tn y , czworokątny 
i t. d. podług tego, jak podstawą jego jest t r ó j 
kąt, czworobok i t. d.

X I V .  Ostrosłup jest fo rem n y , gd y  podstawa

8 o -  G E  O M E T R T l



jest wielobokiem forem nym , i razom gdy p ro 
stopadła spuszczona z wierzchołka na płaszczy
znę podstaw y, przechodzi przez środek pod
stawy: ta linija nazywa się wówczas osią ostro
słupa.

X V .  Przekątna  wielościanu, jestto linija pro
sta, łącząca wierzchołki dwóch kątów b ryło w ych  
nieprzyległych.

X V I .  Nazywać będziemy ivielościci7iam i sy- 
m ełrycznem i, dwa wielościany mające wspólną 
podstawę, i podobnie zbudowane jeden nad, dru
gi pod płaszczyzną podstawy, z tym jednak W’ a -  

runkiem , £e w ierzchołki kątów b ry ło w y ch  od
powiednich , położone są w  równych odległo
ściach od płaszczyzny podstawy, na jedney linii 
prostey prostopadłey do teyże płaszczyzny.

Naprzykład, jeżeli S T  (fig. 61) jest prostopa
dłą do płaszczyzny A B C ,  i gdy w  punkcie O, 
gdzie la prostopadła spotyka tę płaszczyznę, jest 
ona podzieloną na dwie równe części; dw a ostro
słupy SA B C , T A B C ,  mające wspólną podstawę 
A B C , są wielościananii symetrycznemi.

X V I I .  D wa ostrosłupy trój kątne są podobne, 
gdy mają dwie ściany podobne każda każdej', 
podobnie położone i równie do siebie nachylone.

I  tak, gdy założymy, żc kąty A B C  =  D EF; 
B A C = E D F ,  A B S  =  D ET, B A S  =  E D T , i gdy 
nadto nachylenie płaszczyzn A B S , A B C  (fig. 64), 
jest równe nachyleniom im odpow iednych p ła 
szczyzn D T E , D E F  j ostrosłupy S A B C . T U B E  
będą podobne.
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X V I I I .  Gdy utworzymy troykąt i. w ierzchoł
ków  trzech kąlów wziętych na jedney ścianie, 
albo podstawie wielościanu, możemy -wyobrazić 
£e w ierzchołki różnych kątów b ry ło w y ch  wie- 
b ścianu. położone za płaszczyzną tcy podstawy; są 
w ierzchołkam i tyluź ostrosłupów troykąlnyeh, 
mających za podstawę wspólną troykąt wzmianko
wany, i każdy z tych ostrosłupów zadeterminu- 
je położenie każdego kąta bryłowego wielościa
nu. względem podstawy. To gdy założymy.

D w a wielościany są podobne , gdy mają pod
stawy podobne, wierzchołki kątów b ryło w ych  
odpowiednych za temi podstawami są determino
wane przez ostrosłupy tr.oykątne podobne każdy 
każdemu.

X I X .  Nazywać będziemy wierzchołkam i w ie- 
lościanu, punkta położone w wierzchołku roz
maitych kątów bryłow ych.

KB. Wszystkie wielościany które rozwa5.aniy,są wie- 
lościanami o katach wyskakujących, czyli wie- 
lościnnami wypukłend. Nazywać będziemy tak 
wielościany, których powierzchnia nie więcey 
jak tylko w dwóch punktach przez linija pro
stą spotkana by li może. W  tym rodzaju wie- 
lościanów, płaszczyzna przedłużona jedney ścia
ny, nie może przecinać bryły; niepodobieństwem 
więc jest, r.bv wielościan , był w części nad 
płaszczyzną jedaey ściany , a w części pod tą 
płaszczyzną: jest on całkiem z jedney strony tey 
płaszczyzny.
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P O D A N I E  P I E R W S Z E .  

t w i e r d z e n i e .

D w a  w ielo śc ia n y  n ie  mogą. m ie ć  tez  s a 

m e w ierzch o łk i i je d n a k ą  ich  liczb ę , bez p r z y  - 

sta n ia  do siebie.

Jakoż przypuśćmy źe mamy w ysław iony je
den z wielościanów ; jeżeli chcemy wyst awi ć  dru
gi. k tóryb y  miał te£ same wierzchołki i o takiey- 
&e liczbie, potrzeba ażeby nie wszystkie p ła
szczyzny jego przechodziły przez tez same punk- 
ta jak w  pierwszym wielośoianie; bo inaczey nie- 
różniłyby się niczem od siebie; lecz widocznie, iź 
wówczas niektóro z nowych płaszczyzn przecię- 
ł y b y  pierwszy wielościan.; b y łyby  w ierzchołki 
nad temi płaszczyznami, i wierzchołki pod tenii 
płaszczyznami; co niemoze się godzić z wielośeia- 
nem w ypukłym ; a zatem jeżeli dwa wielościany 
mają też same w ierzchołki i jednaką ich liczbę, 
tedy te wielościany muszą koniecznie do siebie 
przystać.

Uwaga. Mając dane , co do położenia swego 
punkla A ,  B, C, K  i t. d. , mające służyć za 
w ierzchołki wielościanowi, łatwo jest nakreślić 
sam wielościan.

Obierzmy naprzód t r z y  punkt a bliskie sieb:e 
D, E, II  (Fig. 46), tak: ażeby płaszczyzna D E H  
przechodziła, jeżeli t o  -bydź, przez n o A v e  punk-
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ta K ,  C, zostawuj je wszystkie inne z jedney stro
ny, to jest nad albo pod płaszczyzny; płaszczyzna 
D E 1I  czyli D EIIK .C  tyrin sposobem zadetermi- 
nowana, będzie jedną ściany bryły .  Przez jeden 
z jeyb o kó w  E H  poprowadźmy płaszczyznę, i tak 
jyobracaym y, az nie napotka nowego w ierzchoł
ka F ,  albo kilka  ich  razem F, I; mieć będzie
m y drugy ścianę F E H  czyli F E H I  ; ciągnąc 
daleyr tym sposobem prowadzenie płaszczyzn 
przez boki znalezione aź póki b ry ła  zupełnie 
ze wszystkich stron nie będzie zakończona, otrzy
mamy bryłę, która będzie wielośeianem żąda
nym; gdyż nic mogą bydź dwie, któreby miały 
tez same wierzchołki.

P O D A N I E  II.

T W 1 E R B Z E N  1 1 .

dw óch w ielo śc ia n a ch  sy m e try czn y ch , 

ścia n y  odp ow ied n e są  rów ne k a żd a  kazdey  

a n a ch y len ie  ś c ia n  p r z y le g ły c h  w je d n e y  

z  ty ch  b r y ł, je s t  rów ne n a ch y len iu  ścia n  o d - 

p o w ied n y ch  w dn>gi»y.

Niech będzie A B C D E  (Fig. £7) podstawą wspól
ny dwócli wielościanów: niech M i N będy w ierz
chołkami dwóch jakichkolwiek kątów b ry ło 
w y c h  jednego z wielościanów; a M 1 i IS' odpo
wiedne w ierzchołki drugiego wieiośeinnu. P o 
trzeba. podług opisania, aby linije proste MJ\1,



NN' b y ły  prostopadłe do płaszczyzny A B C , i 
podzielone na dwie równe części w  punktach vi 
i  n, w  których tę płaszczyznę spotykają. To za
łożywszy powiadam, ze odległość M N  jest równa 

odległości M 'N’.
Jakoż gdy obrócimy trapez m M U n  około mn 

tak aby płaszczyzna jego położyła się na pła- 
szczyznie wM Nn; tedy z przyczyny kątów pro
stych w  m i 72, hole wjM' padnie na bok soliie 
rów ny niM, a zaś 7zN' na w N ; azatem te dwra 
trapezy przystaną do siehie, i mieć będziemy
M N  = M 'N '.

Niecli będzie P trzecim wierzchołkiem wie- 
lościanu górn ego, a zaś P' jemu odpowiednym 
w dolnym; podobnie mieć będziemy M P = M P ' ,  
a N P = N P ' ;  azatem trójką t M N P , łączący j a 
kiekolwiek trzy  wierzchołki wielościcmu górnego, 
je s t równy trójkątow i M N P ',  łączącem u trzy  
wierzchołki odpowiedne w dolnym wielościanic.

Z pomiędzy tych tróykąlów  , jeżeli zważymy 
te t yl ko,  które utworzone są na powierzchni 
wielościanu , wnieść już możemy że pow ierzch
nie dwóch wielościanówr, złożone są z jednakiey 
liczby tróykąlów równych każdy każdemu.

Powiadam teraz , jeżeli troykąty znaydują się 
na jedney płasłezyznie powierzchni i składają je
dnę i lęż samę ścianę wieloboczną, tedy troyką
ty  odpowiedne, będą na teyźe płaszczyznie na 
drugiey powierzchni, i utworzą ścianę wielobo
czną równą.

Jakoi niech będą M PN, NFQ dwa troykąty
8
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przylegle, które załóżmy, iź leź;} na jedney pła- 
szczyznie, i niech będą M'P'N', N'P'Q' troykąty 
ini odpowiedne: mamy kąt M N P := M 'N 'P '; kąt 
P N Q = P 'N 'Q ',  a gdy poprowadzimy MQ i M'Q', 
troykąt MNQ będzie równy troykątowi M ’N'Q', 
a lak mieć będziemy kąt M N Q = M'N'Q' ;  aźe 
M PNQ jest jedną płaszczyzną, przeto kąt MNQ =  
M N P -f-P N Q ; azatem mieć także będziemy 
M 'N 'Q '= M 'N 'P ' +  P'N'Q'. AŻe gdyby trzy p ła
szczyzny M'N'P', P'N'Q', M'N'Q', nie zbiegły się 
z sobą w  jednę, utworzyłyby kąt bryłow y, i mie
libyśmy (2o,5), kąt M'N'Q’ <M'N'P' +  P'N'Q’; prze
to, ponieważ ten warunek nieznchodzi, dwa Iroy- 
kąty  M'N'P', P ’N'Q' lezą na jedney płaszczyźnie.

Zostaje nam do pokazania, źe nachylenie ja
k ichkolw iek dwóch ścian przyległych w  jednym 
z wielościanów , jest równe nachyleniu dwóch 
ścian odpowierlnych w  drugim wielościanie.

Niech będą M PN , NPQ dwa troykąty utwo
rzone na krawędzi wspólney NP, na płaszczyz
nach dwóch ścian przyległych: niech będą M 'P ’N' 
N'P’Q’ im odpowiedne troykąty; w  punkcie N 
wyobrazić moźem kąt b ryłow y  utworzony przez 
trzy kąty  płaskie MNQ, M NP, PNQ, a w  pun k
cie N’ kąt bryłow y, utworzony przez Irzy kąty 
M'N'Q', M'N’P', P ’N'Q’; aźc juz pokazaliśmy le  te 
kąty płaskie są równe każdy każdemu, azatem. 
nachylenie dwóch płaszczyzn M N P, PNQ jest ró - 
yyiie nachyleniu im odpowiadających płaszczyzn 
M'N'P', P'N'Q' (22, 5).

W  wielościanach więc symetrycznych,ściany są

8 6  G E O M E T R I I ,



r ó w n e  każda kazdey, a plaszc7.y7.ny dwóch ścian 
jakichkolwiek przyległych w  jedney bryle, mają 
t eż same nachylenie, co płaszczyzny dwóch ścian 
odpowiednych w drugiey bryle.

Uwaga. Tu  postrzegamy, ze kąty bryłowe j e 
dnego wielościanu, są sym etryczne z kątami bry- 
łowem i drugiego wielościanu; ho gdy kąt b ry ło 
w y  N, utworzony jest przez płaszczyzny MNP, 
PMQ, QlSIk i t. d. tedy jemu odpowiedny W, 
jest utworzony przez płaszczyzny M'N'P',P'N'Q', 
Q N 11' i t. d.. T e  ostatnie płaszczyzny zdają się 
bydź rozłożone w  tymże samym porządku co i 
pierwsze; ale ponieważ dwa kąty hryłowe są w  po- 
położeniu względem siebie odwróconem, przeto 
rzeczywisty układ płaszczyzn składających kąt 
h ry ło w y  N', jest odwrotny względem układu pła
szczyzn zachodzącego w kącie odpowiednym N. 
Nachylenia płaszczyzn następnie po sobie idących 
są równe w  jednym i drugim k ą c ie . bryłowym, 
azatem te kąty hryłowe są symetryczne względem 
siebie [patrz, uwaga pod. x x m  xię. v) Ta u- 
waga pokazuje, iż wszelki wielością n, jed en  tyl
ko mieć nioSe wielościan sobie sym etryczny. Bo 
gdybyśmy wystawili na inney podstawie now y 
wielościan symetryczny z wielościanem danym, 
tedyby kąty bryłowe tego wielościanu b yły  za
wsze symetryczne z kątami wielościanu podane
go; azatem b yłyby  równe kątom wielościan?- sy
metrycznego wystawionego na pierw'szey pod
stawie. Nadto, ściany odpowiedne b yłyby  za
wsze równe, przeto te dwa wielościany symetry-

8*

X  1 Ę  G A  vr. 07



8 8  • G S  O M E T R I I .

C7, n e ,  w y s t a w i o n e  n a  j e d n e y  p o d s t a w i e  all>o n a  

i n n e y ,  m i a ł y b y  ś c i a n y  r ó w n e  i  k ą l y  b r y ł o w e  r ó 

w n e  , a z a t e m  p r z y ł o ż o n e  d o  s ie b ie  p r z y s t a ł y b y ,

i  u t w o r z y ł y b y  j e d e n  i  t e n ż e  s a m  w i e l o ś c i a n .

P O D A N I E  III.

T W I E R D Z E N I E .

D w a  g ra n ia sto  s łu p y  są  rów ne, g d y  m a 

j ą  k ą t bryłow y zaw arty  m ięd zy  tr zem a  p ła 

szczy zn a m i , rów nem i ka żd a  k a zd ey  , i p o 

dobnie u m ieszczo n em i.

Niech, będzie podstawa A B C D E , równa pod
stawie nbcde (ł'ig. 48) ;  równoległobok A B G F  
rów n y równołegłobokowi a h g j , i równoległo
bok B G H G  rów n y równołegłobokowi bchg\ po
wiadam że graniastosłup A B C I  będzie rów n y 
graniastosłupowi alei.

Jakoż, gdy podstawę A B C D E  położymy na pod
stawie jey równey abede, le dwie podstawy przy
staną do siebie: aże tr z y ’’kąty płaskie, składające 
kąt b ry ło w y  B, są równe trzem kąlom płaskim 
składającym kąt b ryłow y b. każdy każdemu, tojest 
A B C  =  c£c, A B G  =  ubg, i G BC  =  g-£e; nadto te 
kąty są podobnie umieszczone; przeto kąty b ry ło 
we ’3 i b są równe; a następnie bok B G  padnie na 
jemu równy bg. W id z im y  także, iż z przyczyny 
równołegłoboków równych A B G F ,  ętbgf, bok 
G F  padnie na bok jemu równy g f ,  i podobnie



G H  na gh ; azatem podstawa górna F G H IK . 
zbieźy się całkiem z podstawy sobie równą fghifr, 
i  dwie b ry ły  zleją się w  jednę , gdyż mieć będ^ 
też same wierzchołki (i).

JVniosek. Dwa gruiuastosłupy proste, mają
ce podstawy i  wysokości równe są równe sobie-. 
Bo ie  bok A B  jest równy a b , i wysokość BG 
równa bg, prostokąt A B G F  będzie równy pro
stokątowi abgf-, toż samo jest z prostokątami 
BGH G, bghc-, przeto trzy płaszczyzny składające 
kąt b ry ło w y  B  , są równe trzem płaszczyznom 
*kładającj'm kąt bryłow y b. Azatem dwa ta
kie graniastosłupy są równe.

P O D A N I E  I V .

T W 1 K R D Z E N 1 I .

T V  k a żd ym  rów noległo  ścia n ie, p ła s z c z y -  

zn y  p rzeciw leg łe  są  rów ne i  ró w n o leg łe  

sobie.

Podług opisania tego gatunku bryły ,  podstawy 
A B C D , E F G H  (lig. 49) są równoległobokami ró- 
wnemi, a ich boki są równoległe; zostaje więc do 
dowiedzenia, ze tożsamo zachodzi i w dwóch ścia
nach przeciwległych, jak naprzykład w  ścianach 
A E H D , B F G C . Bok A D  jest równy i równole
g ły  bokowi BC, bo figura A B C D  jest równole- 
głobokiem; itla podobney przyczyuy bok A E  jest 
rów n y równoległy bokowi B F , azatem kąt D A K

8**'
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jesl równy kątowi C B F  ( i 3, 5) ,  a płaszczyzna 
D A E  jest równoległa płaszczyznie CBF; a prze
to także równoległobok D A E 1I jest równy ró- 
wnol' t łobokow i C B F G  : dowiedzie się podo
bnym sposobem, ze równoległoboki sobie prze
ciwległe A B F E jD C G H  są równe i równolegle.

TVnioseli. Ponieważ równoległościan jest b ry
łą zamkniętą sześciu płaszczyznami, z których 
sobie przeciwległe są równe i równoległe, prze
to jakakolwiek i jey przeciwległa mogą bydź 
wzięte za podstawy równoległością nu.

Uwaga. Mając dane trzy linije proste A B , 
A E ,  A D , przez jeden punkt A  przechodzące, 
i  czyniące z sobą kąty dane, można na tych trzech 
linijacli wystawić równoległościan. Natenkoniec 
poprowadzić trzeba przez koniec lcazdey linii 
prostey , płaszczyznę równoległą do płaszczyzny 
dwóch innych: to jest przez punkt B  płaszczyznę 
równoległą do D A E , a przez punkt D płaszczy
znę równoległą do B A E , a zaś przez punkt E 
płaszczyznę równoległą do B AD . Wzajemne 
spotkania się tych  płaszczyzn utworzą równole
głościan żądany.

qO G B O M E T R Y 1.
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P O D A N I E  Y .

T W I E R D Z E N I E .

T V  k a żd y m  rów n oległo  śc ia n ie  k ą ty  bry

łow e p rzeciw leg łe  są  sy m etry czn e z sobą; 

a p r ze k ą tn e , p rze z  w ierzch o łk i ty ch  kątów  

p o p ro w a d zo n e , p r z e c in a ją  s ię  w za jem n ie na  

dw ie rów ne części.

Porównaymy,.napi'zykład, kąt b ryłow y  A, 1 je
mu przeciwległym  G (fig. 4g): kąt E A B  równy 
kątowi E F B  jest także równy kątowi JIGC; 
k^l D A E  =  D H E  =  C G F j a kąt D A B  =  D C B = ; 
H G F ; azatem trzy kąty płaskie, składające kąt 
b ry ło w y  A ,  są równe każdy każdemu trzem 
kątom składającym kąt b ry ło w y  G: nadto, łatwo 
jest widzieć ze ich rozkład jest różny w  obu- 
Jwóch tych kątach bryłowych: azalćm i a dwa 
kąty bryłow e A  i G są symetryczne względem 
siebie (23, 5).

Powlóre, wyobraźmy dwie przekątne EC, A G , 
obie poprowadzone z w ierzchołków przeciwle
głych: ponieważ A E  jest równa i równoległa 
CG, przeto figura A E G C  jest równoległobokiem; 
azatćm przekątne EC, A G  przetną się wzajemnie 
na dwie części równe. Podobnym sposobem do
wiedzie się, ze przekątna EG i druga D F  przetną 
się także na dwie części równe; azatem 2£ czte
ry  przekątne wzajemnie się przetną na dwie czę-



*ci równe w  jednym punkcie, który uwalać mo
żna, jako środek równoległościanu.

g 2  G E O M  E T R Y  I.

P O D A N I E  VI .

T W 1 E R D Z K H I K . .

P ła s z c z y z n a  B D 1IF (fig. 5 o) p r z e c h o d z ą 

ca  p r z e z  dw ie k ra w ęd zie  p r z e c iw le g łe  i ró 

w n oleg łe  sobie  B F , DII, d z ie li  rów n oleglo-  

ic ia n  A G  na dw a g ra n ia sto  s łu p y  t r ó jk ą 

tn e  A B D H E F ,  G I1F B C D  sy m etry czn e w zglę

d em  siebie.

Naprzód, te dwie b ry ły  są graniastosłupami; 
gdy i  troykąty A B D , E F l ł ,  jako mające swe bo
k i  równe i równoległe, są równe sobie; a zaś 
■w niey ściany boczne A B F E , A D H E , B D H F  są 
równoległobokami; azatem bryła  A B D H E F  jest 
graniastosłupem. Tożsamo jest i z bryłą  G H F B C D . 
Powiadam teraz źe te dwa graniastosłupy są w zglę
dem siebie symetryczne.

Na podstawie A B D , wystawm y graniastosłup 
A B D E 'F 'H ' , symetryczny * graniastosłupem 
A B D E F H . Podług podania n, płaszczyzna A B  F E  
jest równa A B F E ,  a płaszczyzna A D H E '  jest ró
wna AD H E: lecz gdy porównamy graniastosłup 
G H F B C D  /. graniastosłupem A B D I l 'E  F', podsta
wa G H F  jest równa A BD ; równoległobok GIIDC, 
który jest równy A B F E ,  jest także równy A B I  E
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a równoległoLok G F B C , który jest równy A D H E , 
jest także równy ADIi'E ': azalem trzy płaszczy- 
zny, składające kąt b ry ło w y  G w  graniastosłupie 
G H F B G D , są równe trzem płaszczyznom, składają
cym kąt b ryłow y A  w  graniastosłupie A B D I I E F ' ,  
każda każdey: nadto, te płaszczyzny są podobnie 
rozłożone, azalem te dwa graniaslosłupy są równe 
(3) i mogą do siebie przystać. Aże jeden z nich 
ABD H 'E 'F ' jest sy^metryrczny z graniastosłupem 
A B D H E F ,  przeto drugi G H F B C D , jest takie sy
metryczny z A B D H E F .

P O D A N I E  V I I .

P O D A N I E  P R Z Y B R A N E .

TW  ka żd ym  g ra n ia  sio  s łu p ie  A B C I  (fig. 5 i) 

p r z e c ię c ia  NOLJQ R , S T V X Y  zrobion e p r ze z  

p ła szc zy zn y  ró w n o leg łe , są w ie lo b o k a m i ró 

w n a n i.

Jakoż, boki NO, S T  są równoległe, jako prze
cięcia dwóch płaszczyzn równoległych przez 
trzecią płaszczyznę A B G F :  też same boki NO, 
S T  są zawarte między linijami sobie równole- 
głemi NS, OT, klóre są krawędziami graniasto- 
słupa; azalem NO jest równe ST. Dla podo- 
bney przyczyny boki OP, PQ, QII i t. d., prze
cięcia NOPQR , są równe odpowiednie bokom 
T V ,  V X ,  X Y  i t. d., przecięcia S T V X Y .  Nadto, 
ponieważ boki równe razem są i równoległe, prze-
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to kąty NOP, OPQ, i t. d. pierwszego przecięcia, 
*ą równe odpowiednie kątom ST V, T V X ,  i t. d. 
drugiego przecięcia. Azatem dwa przecięcia 
NOPQ R, S T Y X Y  są wielobokami równemi.

W niosek. W szelk ie  przecięcie w  graniaslo- 
iłupie, równoległe podstawie , jest równe teyźe 
podstawie.

P O D A N I E  V I I I .

T W I E R D Z E N I E .

D w a  graniasto  s łu p y  tr ó y k ą tn e  sym etry

czn e  A B D H E F ,  IjC D F G II (fig. 5 2) na k tó re  się  

ro zk ła d a  rów n oleg ło  ścia n  A G ,  są  rów n o

w a żn e sobie.

Przez w ierzchołki B  i F  poprowadźmy pro
stopadle do boku B F ,  płaszczyzny 3 a d c,T ehg, 
które spotykają w  jedney stronie w  a, d, c, 
w  drugiey w  c, h. g , trzy inne krawędzie A E, 
D H , C G  tegoż równoległościanu: przecięcia B adc, 
Fe/ig będą równoległobokami równemi. Prze
cięcia te są równe , gdyż zrobione są przez p ła 
szczyzny prostopadłe do jedney linii prostey, a- 
następnie równoległe są sobie (7) : są one ró
wnoległobokami , g d y l  dwa przeciwległe boki 
jednego przecięcia aB, dc, są przecięciami dwóch 
płaszczyzn równych A B F E ,  D C G H , przez tęi 
płaszczyznę.

Dla podobney przyczyny, figura B«t'F, jest ró-



wnoległohokiem, tak jak i wszystkie inne ściany 
boczne B F gc, chdg: adhe , b ry ły  liadcFehg) 
azatem la b ry ła  jest graniastosłupem (opis 4), i 
ten graniasto 'up jest prosty, gdyż krawędź B F  
jest prostopadła do płaszczyzny podstawy.

To założywszy, jeżeli płaszczyzną B F H D  po
dzielimy graniastosłup prosty B h na dwa grania- 
stosłupy troykątne proste aBdeF/i BdcF/ig-} po
wiadam źe graniastosłup troykątny p ochyły  
A B D E F H , będzie równoważny graniastosłupowi 
tróykątnemu prostemu ABdeF/i.

Jakoż, ponieważ te dwa graniastosłupy mają 
jedne część wspólną ABD/ieF, przeto dosyć jest 
dowieśdź źe pozostałe części, lojest b ry ły  BaADrf, 
FeEll/ i  są równoważne sobie.

Ponieważ £przyczyny równoległoboków A B F E ,  
«BFr>, boki A E ,  ue jako rów nc bokowi B F  so
bie rówrnoległemu, są równe sobie; przeto od
ciągając od nich część wspólną A e  , zostanie 
A a  =  Ee. Podobnie się dowiedzie że D d = Y Ih .

Dla wykonania teraz przystawania dwóch brył 
BaADrf, FbEHA, poło/.my podstawę F eh na jey 
rówuey B a d : wówczas punkt c padnie na a, 
a punkt li na d: boki eE, //H padną na sobie 
równe aA , d D, bo one są prostopadłe do teyże 
płaszczyzny Bad. D w ie więc bry ły ,  o których 
mówimy, zupełnie zeydą się z sobą; azatem gra
niastosłup pochyły  B A D F E H  jest równoważny 
graniastosłupowi prostemu BadFeh.

Podobnym sposobem się dowiedzie że grania- 
slosłup pochyły  B D C F H G  jest równoważny
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graniastosłupowi prostemu IBdćFhg. Lecz dwa 
graniastosłupy proste HadFeJi, TłdcFhg są równe 
między sobą, gdyż mają tęż samę wysokość B F  a 
podstawy ich BwJjBcfc są połowami tegoż samego 
równoległohoku (3). Azatem dwa graniastosłu
p y  troykątne B A D F E II ,  B D C F I I G  równoważ
ne graniastosłupom r ó w n y m , są równoważne 
sobie.

T-VmoseJi. K a żd y  graniastosłup troykątny 
A B D H E F , jest połową równoległościanu A G , 
wystawionego * tegoż samego kąta bryłowego 
A ,  i z tychże samych krawędzi A B , AD, A E.

P O D A N I E  IX .

T W I E R D Z E N I E .

J e ż e li  dwci ró w n o leg ło  Ściany  A G , A L  (fig. 

53 ), m a ją  w sp óln ą  p odsta w ę  A B C D , a p o d 

staw y ich  g ó rn e  E F G H ,  1K L M  , le z ą  na  

je d n e y  p ła s z c z y  zn ie, z a w a rte  m ięd zy  tem iz  

lin ija m i rów n oleg łem i E K ,  IIL ,  ta k ie  dwa  

ró w n o leg ło  ścia n y  są rów now ażne sobie.

Tu  zachodzić mogą trzy przypadki: albo E l  
jest większe od E F  , albo mnieysze, albo nako- 
niec E l  równe EF: lecz dowodzenie zawsze bę
dzie toż samo: i powiadam naprzód, ze graniasto
słup troykątny A E ID II M  jest równy graniaslo- 
słupowi troykątnemu B F K .C G L .

Jakoż, ponieważ A E  jest równoległa do B F



a H E  do G F ; kąt A L I = B F K ,  H E I  =  GFK. 
a H E A  =  G FIj.  Z  tych sześciu k ą tó w ,  trzy 
pierwsze składają kąt b ry ło w y  E, a trzy dru
gie składają kąt b ry ło w y  F ; azalem, ponieważ 
kąty płaskie są równe każdy każdemu i podobnie 
rozłożone, kąty bry ło w e E  i F  są równe. Jeżeli 
teraz położymy graniastosłup A E M  na gronia- 
utosłupie B F L .  a naprzód podstawę AEJL na pod- 
stawie B FIv, le dwie podstawy, jako równe, przy 
staną do siebie; a ponieważ kąt b ry ło w y  E  jest 
równy kątowi bryłowemu F, przeto bok E H  pa
dnie na LeK sobie równy FG . Niepotrzeha już wię- 
cey dowodzie, że dwa groniastosłupy zeydą się z so
bą w  całey swey rozciągłości; bo podstawa A E l  i 
krawędź E l i  determinujągrajiiasloslup A E M , tak 
jak podstawa B F K  i krawędź F G  determinują 
graniastosłup B F L  (5): azatem tegramastosłupy 
są równe.

Lecz  gdy od b r y ły  A L  odetniemy graniasto
słup A E M , zostanie równoległościan A I L :  a gdy 
od teyżo b ry ły  A L  odelniemy graniastosłup 
B F L ,  zostanie równoległościan A E G : azatem dwa 
równoległo ściany A 1L , A E G  są równoważna sobie.

P O D A N I E  X .

T W  I E R J> Z K M 1 K.

D w a  rów n oleg ło  ścia n y  jc d n a k ie y  p o d sta 

wy i je d n e y  w y so k o śc i są  ró w n o w a in e sobie.

Niech będzie A B C D  (fig. 54) podstawa wspólna

9
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dwóm rówrioległościanom A G , A L  : ponieważ le 
równoległościany są jedney wysokości,przteto pod- 
łtaw y  ich górne E F G H , I K L M  będą na jedney 
płaszczyznie. Nadto, krawędzie E F  i A B  są równe 
i równoległe, toż samo i krawędzie 1K ,  A B ; aza
tem E F  jest równa i równoległa krawędzi IK.: dla 
podbbney przyczyny, G F  jest równa i równole
gła L R .  Przedłużmy krawędzie E F ,  I1G, oraz 
krawędzie L l v  i I M ,  tak aby te przedłużenia, 
przez wzajemne swe przecięcia się, u tw orzyły  
równoległobok NOPQ. Ten równoległobok o- 
czywiście jest równy każdey z podstaw E F G H , 
J K Ł M .  Jeżeli w ięc wyobrazimy sobie trzeci 
równoległościan na podstawie dolney A B C D , a 
mający za podstawę górną równoległobok NOPQ; 
len trzeci równoległościan będzie równoważny 
równoległościanowi A G  (9): bo mają tęż sarnę pod- 
*tawę dolną, a zaś górne leżą na jedney płaszczyznie, 
między linijami równo!egłemi GQ, FN. Dla teyże 
przyczyny ten trzeci równoległościan jest równo
ważny' równoległościanowi AL: azatem dwa ró
wnoległościany A G , A L ,  mające tę£ snmę pod- 
Jtawę i wysokość, są równoważne między sobą.

(j8  t l i O H K T R T l
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P O D A N I E  XI .

T W I E R D Z E N I E .

K a żd y  rów n oleg ło  ś c ia n  m oże b y d ź z a 

m ien io n y  na ró w n o leg ło  ścia n  p r o sto k ą tn y  

rów now ażny  , m a ją c y  tę§  sarnę w y so k o ść  i  

pocls/awę rów now ażną.

Niech będzie A G  (fig. 54) równoległościan da
ny : z punktów A , B, C, D, poprowadźmy A l ,  
B K ,  C L , DM, prostopadłe do płaszczyzny podsta
w y; tym sposobem utworzym y równoległościan 
A L ,  równoważny równotegłościanowi A G ,  a 
w  którym ściany boczne A K ,  B L  i l. cl. będą pro
stokątami. Jeżeli więc podstawa A B C D  jest prosto
kątem,równoległościan A L  będzie prostokątnym, 
równoważny równolcgłościanowi podanemu A G . 
Lecz jeżeli A B C D  nie jest prostokątem (fig. 55), 
poprowadźmy AOy B N  prostopadłe do Cl): a po
tem O Q i N P  prostopadle do podstaw y; a lak 
mieć będziemy bryłę  A B N O I K P Q ,  która będzie 
rówuoległoicianem prostokątnym. Jakoż z w y k r e 
ślenia, podstawa A B N O  i jey przeciwległa 1K P Q , 
są prostokątami; ściany jey boczne są także pro
stokątami, bo krawędzie A l ,  GQ i t. d. są prosto
padle do płaszczyzny podstaw y; azatem b ryła  
AL* jest równolearłościanem prostokątnym. A/.e 
tc dwa równoległościany A P ,  A L .  uważać się. 
mogą jako mające jcdnę podstawę A B K I ,  i tęż

9*
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.'•anię wysokość A O  ; azatem są sobie równo- 
■waSne; azatem równoległościan A G  zamieniony 
naprzód na równoległościan sobie równoważny 
A.L (lig. 54) ,  został znowu zamieniony na ró- 
•wnoległościan prostokątny A P  (fig. 55) sobie ró- 
•w no ważny, maj;jey (ęz samę wysokość A l  i pod
stawę A B N O  równoważną podstawie A BG D -

P O D A N I E  X I I .

T W I E R D Z  U K I E .

JJiva rów n oleg ło  ścia n y  p r o sto k ą tn e  A G ,  

A L  (lig- 5 6 ) , m a ją c e  lę z  sa m ę p o d s ta w ę  

A I 5C D , m a ją  się  do siebie j a k  ich  w y so k o 

ś c i  A E ,  A  Y.

Przypuśćmy naprzód, ze wysokości A E , A Y  
mają się do siebie jak dwie liczby całkie , na- 
p r z y k ła d , jak i 5 do 8. Podzielmy A E  na i 5 
części r ó w n y n h , jakicli A l  zawiera 8 ;  i przez 
punk ta podziałow x ,y ,  z i ud. poprowadźmy pła
szczyzny równoległe podstawie. Te  płaszczyzny 
podzielą b ryłę  A G  na i 5 równolegtościanow czą
s tk o w y ch ,  rów n ych  między sobą, jako mające 
podstawy i wysokości r ó w  ne:podstawy równe, po
nieważ każde przecięcie zrobione w  gra- 
niastosłupie równolegle do jego podstawy A B C D , 
jest równe podstawce (7): wysokosci równe, bo te 
wyso.kości sąsamemi podziałami A x , x y , x z  i t. d. 
Ponieważ z tych i 5 równoległościauow rów nych,



osm iesl zawartych w bryle A L :  azatem hr yin. 
AG. tak się ma do b r y ły  A L  , jak i 5 do 8: 
czyli w ogólności, jak wysokość A l i  do w ysoko

ści A L
Powtóre, jeżeli stosunek A E  do A l  nie mo

że się w yrazić  w  liczbach, powiadam iż nie mniey 
będzie bryt. A G  : brył. A L  :: A E  : A l .  Bo jeżeli 
ta proporeya niema m ieysca , załóżmy tedy i i  
jest brył. A G  : brył. A L  :: A E  : AO. Podzielmy 
A E  na części równe, z którychby każda była  
mnieysza od Ol: jeden przynaymniey punk po
działu m przypadnie między O i I. Niech, 
będzie P. równoległościan, który ma za podsta
wę A B  CD, a za wysokość Am . Ponieważ w y
sokości A E ,  A m  majijfcię do siebie jak dwie li
czby całkie, przeto będzie bryt. A G  : P : : A E: Am. 
.Lecz zzałożenia mamy bryt. A G :  bryt. A l .  : : 
A E  : AO; stąd wypada brył. A L  : P  :: A O  : A w. • 
A  że A O  jest większe od A/w, przeto. aby pro
poreya była prawdziwa, potrzeba żeby bryła A L 
była  większa od P. Przeciwnie zaś, jest ona 
mnieysza : azatem niepodobieństwem jest aby 
czwarty w yraz propprcyi brjt.A .G : bryt. A L : :  
AK : x ,  był linija' -większa od A L  Przez podo
bne rozumowanie dow iedzie się, ze'czwarły \\v- 
raz nie -może 'bydź mnieyszy od A l:  azatem ró
wny bydź musi A t: dwa więc równoległości j>»y 
prostokątne jednakiey podstawy maj;j się ilo siebie- 
jak. ich wysokości.

I  I  I  G A  YT.  U W
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P O D A N I E  X I I I .

T W IE R D Z E N IE .

D iv a  rów n oleg ło  ścia n y  p r o sto k ą tn e  A G , 

A K  (fig. 57), m a ją ce  je d n ę  w y so k o ść  A E ,  

m a ją  się  do siebie ja k  ich  p odstaw y  A B C D , 

A M N O .

Postawiwszy ol>ok siebie dw'ie bryły ,  jak f i 
gura wystawia, przedłużmy płaszczyznę O N K L  
aż do spotkania się z płaszczyzny D CG H , podług 
linii PQ: mieć będziemy tizeci równoległościan 
AQ, który  porównać inoźna z każdym z rówiio- 
ległościanow A G . A lv .  D w i e b r y ły  A G ,  A.Q, 
mające jednę podstawę A E I1D , mają się do sie
bie jak ich  wysokości AO, A B .  Podobnie dwie 
b ry ły  A Q ; A K ,  mające wspólną podstawę A  O L E , 
mają się do siebie jak ich wysokości A D , AM . 
A  tak mieć będziemy te dwie proporeye

bryt. A G  : brył. A Q  :: A B : AO,

brył. A Q  : brył. A K  : : A D  : A M ;

mnożąc tc dwie proporeye wporządku swoim, 
i opuszczając w  w y p a d k u , wspólny mnożnik 
brył. AQ, otrzymamy

brył. A G  : brył. A K  : : A B X  A D  : A O x A M .

Aźe A B x A D  wyraża podstawę A B C D ,  a zaś 
A O x A M  w yraża podstawę AM N O ; azatóm dwa
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równoległpściany prostokątne równey wysokości 
mają sio do siebie jak icJi wysokości.

r  O D A  N I  E XIV.

T W I E R D Z E N I E .

D w a  ja kieko lw iek , rów n oległo  ścia n y  p r o 

s to k ą tn e , m a ją  się do siebie j a k  m n o g o ści 

z ich  p o d sta w  p r z e z  ich  w ysokości: c z y li  jak. 

m n o g o ści z  ich  trzech  w ym iarów .

Bo umieściwszy dwie b r y ły  A G ,  A Z  (fig. 57) 
tak , aby ich powierzchnie miały kąt wspólny 
B A E , gdy przedłużymy płaszczyzny potrzebne do 
utworzenia trzeciego równoległościanu A K  je
dney wysokości z równoległościanem A G : mieć 
będziemy na mocy poprzedzającego twierdzenia

brył. A G  : brył. A K  : : A B C D  : AM N O .

A/.e dwa równoległościany A K ,  AZ, mające tę£ 
sarnę podstawę A M N O , mają się do siebie jak ich 
wysokości A E , A X ;  przeto będzie

brył. A K  : brył. A Z  : : A E  : A X .

Mnożąc przez się w  swoim porządku te dwie 
proporeye , i opuszczając w wypadku mnożnik 
wspólny brył. A K , otrzymamy

brył. A G  : brył. A Z  :: A B C D X  AE : AMNO XAX.

W  nńeyscu podstaw A B C D  i AM N O , położyć m o 
żn a  A B x A D  i A O x A M j  przez co o t r z y m a m y
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brył. A G : brył. A Z : : A B x A 'D x A E :: A O x A M x A 'X .

Azalem dwa jakiekolwiek równoległościany pro
stokątne mają się do siebie i l. d..

Uwaga. Stąd wypada, i/, za miarę równoległo
ścią nu prostokątnego, wziąć można mnogość jego 
podstawy przez wysokość,, czyj i mnogość z trzech 

'^jfvo wymiarów. 1 na tymlo własjiic początku, o- 
pieramy. obrachunek wszystkich brył innych.

Dla wyrozumienia tey miary, przypomnieć so
bie należy, co rozumiemy przez mnogość dwóch 
lub więcey l i n i y : mnogoJe liczb wyrażających 
»e linijc i tc liczby, zawisłe są od jedności ii- 
nijowćy, którą wziąć można od upodobania. Mjno- 
ąość więc trzech wymiarów równoległościanu , 
jest liczbą samą przez się nic nięznaczącą. a k to 
ra inną liydż mogła, gdybyśmy inną. wzięli je
dność linijową, Lecz gdy się pomnożą przez się 
podobnie trzy  wymiary innego rów noległościa
nu, obliczone w teyże jedności linijowey; dwie 
mnogości mieć się będą do siebie jak bryły, i da
dzą w yobrażenie o ich wielkości w zględnej.

W ie lk o ść  b r y ły ,  jey objętość czyli jćy roz
ciągłość, stanowią to co nazywamy brylowało- 
tc ią : i wyraz bryłowatośr używa się sz.ctfegól- 
niey do oznaczcnia-miary takiey bryły; i tak mó
wi się- że bryłowatość równolcgłościanu pro.slo- 
kutnc^.0 jest równa mnogości z jego podstawy 
przez jogo wysokość,czyli równa mnogości z trżecli 

jego rozmiarów.
T r z y  rozmiary sześcianu, ponieważ aią równe



sobie przeto jeżali bok jest i ,  bryło watośo jego 
będzie i X  i X i czyli  i; jeżeli bok jest 2, bryło- 
watośc jego będzie 2 X 2 X 2  czyli  8: jeżeli bok 
jest 5, bryłowatośe jego będzie 5 x 3 x 5  czyli  27; 
i tuk dalcy. A  tak gdy krawędzie sześcianów s$ 
jak l iczb y  j , 2 ,5 ,  i t. d.; same sześciany czyli  
ich bryłowatości są jak liczby 1, 8, 27, i t. d. 
Ztądto pochodzi, iż w  Arytm etyce sześcianem  
jakiey l ic z b y ,  nazywają mnogość wypadającą 
z trzech mnożników, równych ley liczbie.

Gdybyśmy zadali sobie zrobić sześcian podwóy- 
ny względem sześcianu danego, potrzeba b yło
b y ,  żeby bok sześcianu szukanego miał się do 
boku sześcianu danego, jak pierwiastek sześcien
ny z 2 do jedności. Bardzo łatw o znaleźć mo
żna, przez wykreślenie geometryczne, p ierw ia
stek kwadratowy z 2; lecz nie można znaleźć 

pierwiastku sześciennego, a przynaymniey przez 
proste działania Gcometryi początkowey, które 
zawisły od użycia samych tylko liniy prostych, 
których znane są dwapunkta, i koła, których środ
ki i promienia są determinowane.

Z  przyczyny tey trudności, zagadnienie o po
dwojeniu sześcianu  było sławnein u starożytnych 
geometrów, tak jak zagadnienie podziału kąta. 
na trzy  równo części, które prawie jest tegoż 
samego porządku. Lecz od dawna już znano roz
wiązania, którym te gatunki zadań są podległe, 
a które, chociaż mniey proste, jak w ykreślenia 
Geomctryi początkowey, nie są jednak ani inniey 
dokładno, ani inniey ścisłe.

X  1 JJ & A T l .  l o 5
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P O D A N I E  X Y .

T W I E R D Z E N I E .

B r y ło w a lo ś ć  ró w n o leg ło ścia n u . a w og ól

n o ści  , b r y ło w a lo ść  ja k ie g o k o lw ie k  g r a n ia 

s t o  słu p a , je s t  rów na m n og ości z  je g o  p o d 

sta w y  p r z e z  w y so k o ść .

Jakoż, i °  w szelki równo!egłościan jest równo
ważny równoległo ścianowi prostokątnemu, mają
cemu leź sarnę wysokość i podstawę równowa
żną (11). Bryłowalość zaś tej- ostatniey b ry ły  
jest równa mnogości z podstawy przez wyso
kość : azatem bryłowalość pierwszsy b ry ły  jest 
podobnie równa mnogości z podstawy przez w y 
sokość.

2°. W s z e lk i  graniastosłup troykątny, jest po
łow ą równoległościanu jedney z nim wysokości, 
a dwa razy większey podstawy (8). Ze zaś bry- 
łowatość ostatniey b ry ły  jest równa podstawie 
mnozoney przez jćy w yso k o ść ; azatem bryło- 
watośo pierwszey b ry ły ,  to jest graniastosłupa, 
jest równa mnogości z jego podstawy, połowy 
podstawy równoległościanu, mnoźoney przez je
go wysokość.

5 ° .  W s z e l k i  g r a m a s t o s ł u p  m o ż e  b y d ź  p o d z i e 

l o n y  n a  t y l e  g r a n i a s t o s ł u p ó w  t r o y k ą t n y c h  m a -  

j ą c y c l i  j e d n ę  w y s o k o ś ć ,  i l e  u t w o r z y ć  m o ż n a  t r o y -  

k ą t ó w  w  w i e l o b o k u  s ł u ż ą c y m  m u  z a  p o d s t a w ę .



L ecz  bryłowatość każdego graniastosłupa troy- 
kątn ego, jest równa jego podstawie mnoźoney 
przez jego wysokość; a ponieważ wysokość jest 
jedna dla wszystkich graniastosłupów , przeto 
summa wszystkich graniastosłupów cząstkowych, 
będzie równa summie wszystkich troykątów słu
żących im za podstawy, mnoźoney przez, w yso
kość im wspólną. Azatem bryłowatość w szelkie
go wielokątnego graniastosłupa, jest równa mno
gości z jego podstawy przez jogo wysokość.

JVniosek. Gdy porównamy dwa graniastosłu- 
py mające jednę wysokość ; mnogości podstaw 
przez wysokości mieć sic będą do siebie jak pod
stawy ; a zatem dwa grajiiaslosłupy je d n e j wy
sokości, mają się do siebie ja k  ich podstawy: dla 
podobnćy przyczyny, dwa graniastosłupy jednych  
podstaw mają się do siebie ja k  ich wysokości.

1* O D A  N I  JE X V I .

T W I E R D Z E N I E .

G d y  o stro słu p  S A B C D E  (fig. 58 ) p r z e c ię 

ty  b id z ie  p ła s z c z y z n ą  abd ró w n o leg łą  da 

jeg o  p o d sta w y ;

i° .  K ra w ęd zie  S A ,  S B ,  S C , . . ,  . i w y so h o ić  

SO  , b ęd ą  p o d z ie lo n e  p r o p o r cy o n u ln ic  w a, 

b, c , . . .  i  o;

»°. P r z e c ię c ie  abede b ęd zie  w ielobohicm  

p od ob n y m  p o d sta w ie  A B C D E .

Jakol i ° ,  poniewal płaszczyzny A B C , a lt  są

X  1 1! S  A  VI .  1 0 7



równoległe, przecięcia ich A li ,  ab przez trzecią 
•SAB są równoległe (10, 5); a zatem troykąty SA B , 
Sab są podobne, i mamy tę proporcyą SA  : S a ::  
SB : Sb: podobnie miec będziemy S B :S A :: S C :S ^  
i tak dałey. W szy stk ie  więc krawędzie SA, 
SB, SC i t. d . , przecięte są proporcjonalnie 
•w a, b, c, i t .  d. W ysokość  SU jest także prze
cięte w punkcie o w takieyże proporcyi: gdyż 
B O  i bo są równoległe ; a zatem będzie OS : 
So : :  SB : Sb.

2°. Bok ab jest równoległy do A B , bc do BC 
a CD do cd  i t. d., kąt a £ e = A B C , kąt bed— TiC.D, 
i tak daley. Nadto, z podobieństwa troykątów 
SA B, Sab inamy A B  : ab ::  SB : Sb ; a z przy
czyny podobnych troykątów  SBC , Sbc mamy 
SB : S b :: B C  :bc; podobnie mieć będziemy B C  : b c: : 
CD  : cd-, i tak dalcy. W ie lo b o ki w ięc A B C D E , 
abede mają kąty równe każdy każdemu i boki 
odpowiedna proporcyonalne; azatem są podobne.

W ,nosek. Niech będą S A B C D E , SX .YZ  dwa 
ostrosłupy, których wierzchołek jest wspólny, i 
jedney są wysokości, czyli których podstawy 
położone na jedney płaszczyźnie : gdy się te o- 
Htrosłupy przetną płaszczyzną równoległą do pła- 
szczyzny podstaw, wypadną ztąd przecięcia abede, 
xy z;  powiadam, &e przecięciu  abede, xyz m ieć się 
będą do siebie ja k  podstawy A B C D E ,  X Y Z .

Jakoż ponieważ wieloboki A B C D E ,  abede 
podobne, przeto powierzchnie ich mają się do 
siebie jak kwadraty z boków odpowiednyeh A B , 
fb\ *ic  A B  :a £ ::S A :  Sa; przeto A B C D E ; abede::

l o 8  O S O M I  T B T 1



S A ‘ : S a “. Dla podobney przyczyny X Y Z : . r j s : :  

S X ‘ :S x ,a. Lecz  źe nbcxyz jest jedną płaszczy
zny, przeto mamy także S A :S « ::S X :S a - ;  a za- 
tćm A B O D E : abode:: X Y Z : xyz. Przecięcia w ięt  
abode, xy z  majy się do siebie jak podstawy 
A B G D E , X Y Z .  A  zatem jeżeli podstawy A B C D E , 
X Y Z  sy równoważne, przecięcia zrobione w ró
wnych wysokościach, sy także równoważne.

P O D A N I E  X V II .

T W I E R D Z E N I E .

D w a o stro słu p y  tr o y h ą tn e , m a ją ce  pod - 

nławy rów now ażne a w ysokości równe, są  

sobie rów now ażne.

]Nieoh będy SABG, sabc (fis;. 59) dwa ostro
słupy wysokości jedney A T  i o podstawach tró j
kątnych A B C , abc, równoważnych, a które przy
puszczamy, iż leży na jedney płaszczyznie. Je
żeli te ostrosłupy nie sy równoważne, niech bę
dzie sabc nayninicyszy, a A x  niech będzie w y
sokością graniaslosłupa, któryby wystawiony na 
podstawie A B C , byrł  równy ich różnicy.

Podzielmy wysoknśó wspólny A T ,  na części 
*obie równe, mnieysze od Aa?, i niech będzie 
A jedny z tych części. P rzez  punkta podziału 
wysokości,  poprowadźmy płaszczyzny równo
ległe do płaszczyzn podstaw: przecięcia uczynio
ne przez każdy z tych płaszczyzn w  dwóch ostro-

10
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słupach będą równoważne (i 6 wnio.), jak naprzy- 
kład D E F  i def, GUI i ghi, i t. J. T o z r o b iw -  
szy, na troykątach A B C , D E F ,  GJII i t. d. w zię
tych za podstawy, w ystaw m y graniastosłupy ze
wnętrzne , któreby miały za krawędzie części 
A D , DG, G K , i t .  d. boku SA; podobnie n a tro y 
kątach d ef, ghi, kim, i t. d-, wziętych za podsta- 
w y, wystawmy w  drugim ostrosłupie, graniasto
słupy w n ętan e , któreby miały za krawędzie 
odpowiadające części boku sa. W szystkie  te 
graniastosłupy cząstkowe mieć będą wysokości 
wspólną hć.

Summa graniastosłupów zewnętrznych ostro
słupa SABC, jest większa od tego ostrosłupa; sum
ma graniastosłupów wnętrznych ostro.słupa sabc, 
jest mnieyszą od tego ostrosłupa. D latycb  dwóch 
więc przyczyn, różnica między dwiema summa- 
mi graniastosłupów , powinna bydź większą od 
różnicy między dwoma ostrosłupami.

Aże idąc od podstaw A B C  , a b c , drugi gra- 
niastosłup zewnętrzny D E F G  jest równoważny 
pierwszemu graniastosłupowi wnętrznemu defa; 
bo ich podstawy D E F , d e f , są równoważne, a 
mają wspólną wysokość Jc; dla teyze samey przy
czyny, są równoważne trzeci graniastosłup ze
wnętrzny GM IK i drugi wnętrzny ghid%, czwar
ty  zewnętrzny i trzeci wnętrzuy, i t. d., aż do o- 
statniego, jednych i drugich graniastosłupów. 
Azatem wszystkie graniastosłupy zewnętrzne o- 
strosłupa S A B C  , wyjąwszy pierwszy A BC D , 
mają sobie równoważne graniastosłupy wnę-
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trzne ostrosłupa sabc. Azatem graniastosłup 
A B C D  jest różnicą między summą graniastosłu- 
pów zewnętrznych ostrosłupa S A B C  i summą 
graniastosłupów wnętrznycb ostrosłupa sabc: aże 
ta różnica tych dwóch sumni, jest większą od 
różnicy dwóch ostrosłupów, a zatem potrzeba 
byłoby, aby graniastosłup A B C D  b y ł  większy od 
graniastosłupa A B C X  ; lecz przeciwnie jest on 
m nieyszj,  ponieważ mają jednę podstawę A B C  
a wysokość lc pierwszego, jest mnieysza od w y 
sokości A x  drugiego graniastosłupa. P rzy p u 
szczenie więc, od któregośmy do tego wypadku 
przyszli, nie może mieć mieysca, a zatem dwa 
ostrosłupy S A B C , sabc podstaw równoważnych 
i wysokości równych, są równoważne sobie.

P O D A N I E  X V I I I .

T W I E R D Z E N I E .

s z e lk i o stro słu p  tr ó jk ą tn y  je s t  tr ze c ią  

c z ę ś c ią  g ra n ia sto słu p a  troy k ą tn eg o, m a ją 

cego tęS sarnę p o d sta w ę i t ę z s a m ę  w ysokość.

Niech będzie S A B C  (fig. 60), ostrosłup troy- 
Kątny, a zaś A B C D E S , graniastosłup trójkątny 
jedney podstawy i wysokości z ostrosłupem; po
wiadam , że ostrosłup jest trzecią częścią teso 
graniastosłupa.

Odetniymy od graniastosłupa ostrosłup SA BC  
zostanie bryła S A C D E , którą uważać można ja
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ko ostrosłup czworokątny, którego wierzchołek 
jest w  S, a podstawą jest równoległobok A C D E . 
Poprowadźmy przekątną CE, i daymy płaszczy
znę SCE; która podzieli ostrosłup czworokątny 
na dwa ostrosłupy troykąlne S A C E , SD CE. T e  
dwa ostrosłupy za wysokość wspólną mają pro
stopadłą spuszczoną z wierzchołka S na płaszczy
znę A C D E ; mają zaś podstawy równe, bo troy- 
kąty A C E ,  D G E  są dwiema połowami jednego 
równoległoboku: a zatem dwa ostrosłupy S A C E , 
S D C E  są równoważne sobie: lecz ostrosłup SD CE  
i ostrosłup S A B C , mają podstawy równe A B C , 
D ES, mają także równą wysokość, bo jest ona 
odległością płaszczyzn równoległych A B C , DES: 
dwa więc ostrosłupy SA B C , S D C E  są równo
w ażne; aże dowiedliśmy, że ostrosłup SD CE  
jest równoważny ostrosłupowi S A C E  ; a zatem 
trzy ostrosłupy S A B C , SD CE , S A C E , składają
ce graniastosłup A B D , są równoważne sobie. A  za
tem ostrosłup S A B C  jest trzecią częścią grania- 
stosłupa A B D  , mającego tęż samę podstawę i 

wysokość.
Tl niosek- Bryłow ątość ostrosłupa troykątne- 

p:o, równa jest trzeciey części mnogości z pod
stawy przez jego wysokość.
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P O D A N I E  X I X .

T W  I E *  D Z E N I E.

T F s z e lk i o stro słu p  S A B C B E  (fig. 58 ), m a  

za  m ia rę  tr ze c ią  c z ę ś ć  m n og ości z  jeg o  p o d 

staw y  A B C D E  p r z e z  je g o  w y so k o ść  A O .

J a k o ż ,  gdy przeprowadzimy płaszczyzny SE B, 
S E C , przez przekątne E B ,  E C ,  podzielimy przez 
to ostrosłup w ie lo to czn y  S A B C D E , na w iele  
ostrosłupów troykątnych, mających jednę wyso
kość SO. A  źe na mocy poprzedzającego tw ier
dzenia , każdy z tych ostrosłupów mierzy się 
mnogością kaźdey z podstaw A B E ,  B C E , GDE, 
przez trzecią część jego wysokości SO; azatem 
summa ostrosłupów troykątnych, c zy l i  ostrosłup 
wicloboczny S A B C D E  , mieć będzie za miarę 
summę troykątpw A B E ,B C E ,  GDE, składających 
podstawę wicloboczną A B C  DE, mnożoną przez

SO; a zatćm w szelki ostrosłup, ma za miarę trze
cią  część mnogości z jego podstawy przez jego 

wysokość.
W niosek I .  W szelk i  ostrosłup jest trzecią 

częścią graniastołupa , mającego tęz sarnę pod
stawę i wysokość.

//'niosek I I .  D w a ostrosłupy jedney wysoko
ści, mają się do siebie jak ich  podstawy , a dwa 
ostrosłupy jedney podstawy mają się do siehie 
jak ich  wysokości..



I l 4  G E O M E T R Y l

Uwaga. Obrachować można bryłowatolć  k a 
żdego c it ła  wielościennego , rozkładając je na 
ostrosłupy, i ten rozkład w ielu  sposobami w y 
konać się może; nayprostszy jest ten, prowadzić 
płaszczyzny podziałowe przez wierzchołek je
dnego kąta bryłowego, a wówczas mieć będzie
m y tyle ostrosłupów cząstkowych, ile jest ścian 
w  wielościanie , wyjąwszy ściany składające kąt 
b ry ło w y  , skąd płaszczyzny podziałowe prow a
dziliśmy..

P O D A N I E  X X .

T W IE R D Z E N IE .

D w a  w ielo  śc ia n y  sy m etry czn e  są  rów n o

w ażne m ię d zy  sobą c z y li  rów ne co  do b ry-  

ło w a tości.

Jakoż i 2 dwa ostrosłupy tróykijtne sym etry
czne, jakiemi są S A B C , T A B C  (fig. 6j), mają, za 
miarę wspólną, mnogość a podstawy A B C  prze* 
trzecią część wysokości SD lub TO ; ana
tem te ostrosłupy są równoważne między sobą. 
2a Jeżeli jakim kolwiek sposobem podzielimy 
jeden z wielościanów symetrycznych na ostrosłu
p y  troykąlne, można będzie podzielić podobnie 
inny wielościan na ostrosłupy troykąlne syme
tryczn a; aźe ostrosłupy troykąlne symetryczne, 
są równoważne każdy każdemu; azatem i całko
w ite  wielościany będą równoważne między soh >̂ 
czyli równe co do bryłowalości.



Uwaga. To podanie zdawałoby się wprost w y 
padać z podania ir, gdzie pokazano, że w  dwóch 
wielościanach symetrycznych , wszystkie czyści, 
składające jednę bryłę, są równe częściom skła
dającym drugą b ryłę  : lecz nie mniey potrzeba 
b yłoby  lego dowieśdź sposobem ścisłym.

P O D A N I E  X X I .

T W 1 B R S Z K H I E .

G d y  o str o s łu p  p r ze tn ie m y  p ła s z c z y z n ą  

ró w n o leg łą  do je g o  p o d sta w y , k lo c , c z y li  o- 

s tr o s łu p  ś c ię ty  p o z o sta ły  p o  o d ję c iu  m a łe 

go o stro słu p a  , j e s t  rów ny sum jtu e tr ze ch  

o stro słu p ó w , m a ją cy ch  za  w y so h o ść  w sp óln ą  

w y so k o ść  k lo ca  , a za  p o d sta w y , p odsta w ę  

d o ln ą  k o lc a , je g o  p o d sta w ę g ó rn ą  i  śred n ią  

p r o p o r cy o n a ln ą  m ięd zy  te m i dw iem a p o d 

s ta w a m i.

Niecli będzie ostrosłup A B C D E  (fig. 62) prze
cięty płaszczyzną abd równoległą do pod stawy; 
niech będzie T E G H  ostrosłup troykątny, któ
rych  podstawa i wysokość są równe albo 1 ówno- 
wazne podstawie i w ysokości ostrosłupa S A B C B E . 
Można założyć że dwie podstawy lezą na jedney 
płaszczyznie: a wówczas płaszczyzna abd  przedłu
żona, zadetenninujo, w ostrosłupie troykątnym, 
przecięcie Jgh, położone w  teyże odległości nad 
płaszczyzną wspólną podstaw: skąd znowu wy-*
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pada, że przecięcie fg h  ma się do przecięcia abd, 
jak podstawa F G H  do podstawy A B D  (16). A  po
nieważ podstawy są równoważne, przeto lakierni 
są i przecięcia. Ostrosłupy więc Sabcde, T fgh  są 
równo ważne, gdyż ma ją jednę wysokość i podstawy 
równoważne. Dla. teyźesamey przyczyny ostrosłu
p y  S A B C D E j l T  G H  są równoważne: azatem kloce 
A bD dab, F GltbjCg są równoważne , a następnie 
dosyć będzie dowieśdź podania, wysłowionego 
tylko na przypadek kloca ostrosłupa troyką- 

Łuęgo.- - : ■
JSiecJi bę;lz'ie F.GIIA/g-• (Fig. 65) kloc ostrosłu

pa troykąi^ego o podstawach równoległych. 
Przez trzy punkta F ,  g-,H , poprowadźmy pła
szczyznę F g T I , odcinającą od kloca ostrosłup 
troykąt ii y  gFGTI. ’ T  'o stro s łup  ma za podsla- 
Wę , podstawę dolną F G H  kloca, ma także za 
wysokość, wysokość kloca; .bo wierzchołek g, jest 

-na płaszezyznie podstawy górney fg h .
Po odcięciu tego ostrosłupa, zostanie ostrosłup 

czworokątny g f/ illF  , którego wn-rzchołek g, 
jest na postawie j.hH F. Przez ; \ pv i>kla f . g ,  i i ,  
poprowadźmy płaszczyznę J g ± i , Która pt dzieli 
ostrosłup czworokątny n a d a w a  ostrosłupy troy- 

kątne g F f l l ,  g fh l l .  Ten ostatni ma za podstawę 
g jh  podstawę górną kloca, a za wysokość, w yso 
kość tegoż kloca; gdyż wierzchołek jego II,  należy 
do podstawy dolriey: a lak mamy już dwa z trzech 
ostrosłupów mających składać kloc.

Zostaje do rozważenia trzeci ostrosłup glFjII: 
jeżeli poprowadzimy g lv  równoległą do / F  , i
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gdy wyobrazim y nowy ostrosłup / F H K ,  które
go wierzchołkiem jest K ,  a podstawą F/II; te 
dwa ostrosłupy mieć będą tęz sarnę podstawę 
F / H ,  mieć także będą tęz sarnę wysokość, 
gdyż wierzchołki i R  położone są na linii 
£-K. równoległcy do / F ,  a następnie równoległey 
do płaszczyzny podstawy : azatem te ostrosłupy 
są równoważne. Lecz ostrosłup / F K .H  może byda 
uważany jako mający swóy wierzchołek w f\  
a lak mieć on będzie tęz sarnę wysokość co kloc: 
co się tycze jego podstawy F K H , powiadam 
r.e ta jest średnią proporcyonalną między podsta
wami F G H , fg h . Jakoż troykąty  F H K ,  fg h , 
mają jeden kąt równy F = / ,  i bok równy 
F K = / g -  ; azatem będzie (24, 3) F H K  : f g h :. 
F H  : f/i. M amy także F H G  : F 1I K  ::  F G  : F K  
czyli J g . Lecz troykąty podobne F G H ,/ g 7* da
ją F G  : f g : :  F H  : f h  ; azatem F G H  : F H K  :: 
F H K  : f g h  ; a tak podstawa F H K  jest średnią 
proporcyonalnąmiędzy dv\ iemapodstawami F G H , 
f g h ; azatem kloc ostrosłupowy troykątny opod- 
stawacli równoległych, równy jest trzem ostro
słupom, mającym za wysokość wspólną, wysokość 
kloca, a których podstawami są, podstawa dolna 
kloca, jego podstawa górna i średnia p ro po rcjo 
nalna między leini dwiema podstawami.
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P O D A N I E  X X II . 

t w i e r d z e n i e .

G d y  g ra n ia sto słu p  tr ó jk ą tn y  , któreg o  

A B C  (fig. bo) je s t  p o d sta iv q ,p r ze tn ie m y  p ła 

szczy zn ą  D E S  n a ch y lo n ą  do te y  p o d sta iv y , 

b r y ła  A B C D E S  w y p a d a ją c a  z  tego p r z e 

cięc ia , b ęd zie  rów na su m m ie tr z e c h  o stro 

słupów >, k tó r y c h  w ierzch o łk a m i są  D , E ,  S, 

a  p o d sta w ą  w sp óln ą  A B C .

Przez trzy punkta S, A ,  C, poprowadźmy pła
szczyznę SAG, która od graniastosłupa ściętego 
A B C D E S  , odetnie ostrosłup troykątny SABC: 
ten ostrosłup ma za podstawę A B C  a za w ie rz
chołek punkt S.

P o  odjęciu tego ostrosłupa, zostanie ostrosłup 
czworokątny S A C D E , którego S jest w ierzch o ł
kiem a A C D E  podstawą. P rzez  trzy punkla 
S, E , C, poprowadźmy jeszcze płaszczyznę SEC, 
która podzieli ostrosłup czworokątny na dwa 
ostrosłupy troykątne S A C E , SCDE.

Ostrosłup S A C E , mający za podstawę tróykąt 
A E G  a za wierzchołek punkt S, jest równowa
żny ostrosłupowi E A B C , mającemu za podstawę 
A E  C a za wierzchołek punkt B.

Ponieważ te dwa ostrosłupy mają tęź sarnę 
podstawę, przeto mają tęź samę wysokość; bo 
linija B S ; jako równoległa do każdey z lin ir



A K , CD, jest równoległa do ich płaszczyzny A CE; 
a zatem ostrosłup S A C E  jest równoważny ostro
słupowi E A B C , który uważany bydź może, jako 
mający za podstawę A B C  , a za wierzchołek 
punkt E.

Trzeci ostrosłup SC D E  może bydź naprzód 
zamieniony na A S C D , gdyż te dwa ostrosłupy 
mają tęż sarnę podstawę SGD ; mają także one 
tęż samę wysokość, bo A E  jest równoległa do 
płaszczyzny SGD; a zatem ostrosłup SC D E  jest 
równoważny ostrosłupowi A SCD . Polem, ostro
słup A S C D  może bydź zamieniony na A B C D , 
gdyż te dwa ostrosłupy mają podstawę w spól
ną AGD; są one także i jedney wysokości, bo 
ieli wierzchołki S i B , leżą na linii równole
głe y  do płaszczyzny podstawy.

A zatem ostrosłup S C D E  równoważny ostro
słupowi A S C D  , jest także równoważny ostro
słupowi A BC D ; ten zaś ostatni może bydź uwa
żany jako mający za podstawę A B C  a za w ierz
chołek punkt D.

A  zatem nakoniec, graniastosłup ścięty czyli 
k locow y A BG D ES, jest równy summie trzech 
ostrosłupów, mających za podstawę wspólną ABG 
a za wierzchołki sobie odpowiedne punkta D, 
E , S.

JJniosek. Jeżeli krawędzie A E , BS, CD *ą 
prostopadłe do płaszczyzny podstawy, będą one 
razem wysokościami trzech ostrosłupów składa
jących graniastosłup ściętyj tak, że hryłowalośc 

graniastnsłupa ściętego wyrazi się zawsze przęs
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{ A B  C X A E  +  i  ABC, X BS +  ■ A B C  X CD; ilość, 
która się  przywodzi do jA B C x ( A E - f- B S - f- C D ) .

P O D A N I E  X X III .

T W I E R D Z E N I E .

I V  clw óch ostrosłu p a ch  tr ó jk ą tn y c h  p o d o 

bnych,  ścia n y  odpow iedne są  p o d o b n e  sobie, 

a k ą ty  bryłow e odpow iedne są  równe.

, Podług opisania, dwa ostrosłupy troykątne 
S A B C , T D E F  (lig, 64) są podobne, jeżeli dwa 
troykąty SAB, A B C , są podobne dwóm troyką- 
lom T D E ,  D Ę F  i podobnie umieszczone, to jest 
jeżeli kąt A B S  =  D E T  , B A S  == E D T  , ABC.—  

, B A C  =  E B F  , i gdy nadto, nachylenie 
płaszczyzn S A B  i A B C , jest równe nachyleniu 
płaszczyzn T D E  i D E F : to założywszy, powia
dam, że te ostrosłupy mają wszystkie ściany po
dobne każda każdey, i kąty bryłowe odpowie
dne są równe.

W e źm y  B^J —  ED , B 1I = E F ,  B I = E T .  i popro
wadźmy GH, 0 1 , III. Ostrosłup T D E F  jest ró
wny ostrosłupowi IGBH: bo wzięliśmy boki GB, 
BH równe bokom D E , E F ,  i kąt GBII, z założe
nia jest równy kątowi D EF: troykąt więc GBII 
jest. równy troykątowi D EF: azatem dla zdzia
łania, przystawania dwóch ostrosłopów, można na
przód podstawę D E F  połpżyc' na joy równdy GBH; 
potem, ponieważ płaszczyzna D T E , tyło jest na-



chylona do płaszczyzny D E F , ile płaszczyzna 
S A B  do płaszczyzny ABC:, przeto oczywiście 
płaszczyzna B E T  padnie nieoznaczonym spo- 
sohein na płaszczyznę ARS. A  ze z założenia 
kąt D E T  =  GBT, w ięc E T  padnie na sobie ró
wne BI; a ponieważ cztery punkta D, E, F , T ,  
padaj;} na cztery G, B, II, I ,  przeto (i) ostro
słup T D E F  przystanie do ostrosłupa 1GBII.

Ponieważ z przyczyny troykątów równych 
D E F ,  G B il ,  kąt B G H  =  E D F — B A G ; więc GII 
jest równoległe do A C . Dla podobney przy
czyny G I  jest równoległe do A S; a zatem pła
szczyzna IG 1I jest równoległa do S A C ( i 3,5). 7<t,ąd 
wypada; ze troykąt IG 1I albo jemu rów n y T D F ,  
jest podobny S A C  ( i 5), i że troykąt. IB H  albo 
jemu-równy T E F ,  jest podobny S B C :  a zatem 
dwa ostrosłupy troykątne podobne S A B C , T D E F  
mają cztery  ściany podobne każda każdey: nad
to, mają one kąty bryłow e odpowiedne równe.

Gdyż umieściliśmy już kąt b ry ło w y  E  na je
mu odpowiedny B  , i toż samo zrobić można 
z dwóma drugiemi kątami bryłowomi odpówie- 
dnemi; lecz w;prost widzimy, żc dwa kąty b ry
łow e odpowiedne są równe; naprzykład, kąty 
T  i S, gdyż one są utworzone przez trzy  kąty 
płaskie równe każdy każdemu i podobnie umie
szczone.

A  zatem dwa ostrosłupy troykątne podobne, 
mają ściany odpowiedne podobne i kąty b r y 
ło w e odpowiedne równe.

J’Vniosek I. T ro y k ą ty  podobne w  dwóch o-
11
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strosłupacli ,  dnją proporcyą A B : D E : : B C : E F : :  
A C : D F :: A S  : D T  :: S B : T E :: SC  : T F  ; a zatem 
iv ostrosłupach trójkątnych podobnych, boki od- 
powiedne są proporcjonalne.

II. Poniew aż ■ kąty bryłow e odpowiedne są 
równe, przeto nachylenie jakichkolwiek dwóch 
ścian ostrosłupa jest równe nachyleniu dwóch 
ścian odpowiednych ostrosłupa podobnego.

i i i .  G d y ostrosłup troykąlny S A B C , przetnie 
się płaszczyzną GIH, równoległą tlo jedney ze 
ścian S A C , ostrosłup cząstkowy i iGIII, będzie 
podoimy ostrosłupowi całemu B A S C  : bo troy- 
kąly  B G I,  I i O l i  są podobne troykątom B A S, 
B A G  każdy każdemu, i podobnie są umieszczo
ne: nachylenie ich płaszczyzn jest toż samo w  o- 
budwóch; a zatem dwa ostrosłupy są podobne.

IV .  W  ogólności , gdy jakikolwiek ostrosłup  
S A B C  D E  (lig. 58) przetn ie  się p łaszczyzną  abede 
rownoległą do podstaw y , ostrosłup cząstkowy 
Snbcde podobny bodzie ostrosłupowi całkiem u  
S A B C D E . Jakoż, podstawy A B C D E ,  abede są 
podobne, a gdy poprowadzimy A C ,  ac, dow ie
dliśmy teraz, że ostrosłup troykątny S A B C  jest 
podobny ostrosłupowi Sabc: a zatem punkt S tak 
jest determinowany względem podstawy A B C , 
jak punkt S determinowany jest względem pod
stawy abc (opis. 18): a zatem dwa ostrosłupy 
S A B C D E , Snbcde są podobne.

Uwaga. Zamiast pięciu r!atek potrzebnych, 
podług opisania, do podobieństwa dwóch ostro
słupów troykątnych , można za nie podstawie
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pięć innych, stosownie clo rozmaitych kombina- 
cyy; a z tego tyleż wypadłoby twierdzeń, z po
między których to tylko rozróżnić możemy: Diva, 
ostrosłupy tró jką tn e  są podobne, gdy mają k ra - 
IV ■ęd zia odpawiedne p ro p o rc j onalna•

Jakoż, jeżeli mamy proporcyc (fig. 64) A B :  D E : :  
B G : E F :: A C  : D F  :: A S : D T :: SB : T E :: SC : T F ,  co 
zawiera piec w arunków ,tedy tróykąty A B S , A B C  
będą podobne troykątom D E T , D E F  i podobnie 
umieszczone. JMie<5 będziemy także troykąt SBC 
podobny troykąlowi T E F  ; a zatem trzy kąty 
płaskie składające kąt b ry ło w y  B, będą równe 
kątom płaskim, składającym kąt b ry ło w y  E, każ
dy każdemu; skąd wypada, że nachylenie pła
szczyzn SAB, A B C  jesl równe nachyleniu sobie 
odpowiednych płaszczyzn T D E , '  D E F j  azatem, 
że dwa ostrosłupy są podobne.

P O D A N I E  X X I V .

T W  I E R DZ E M I E .

D w a  w ie lo śc ia n y  p o d o b n e, m a ją  ścia n y  

odp ow ied n e p o d o b n e , i k ą ty  b r y ło w e  o d p o - 

w ied n e rów ne.

Niech będzie A B O D E  (fig.. 65) podstawa wio-
1 ościam i: niech M  i N będą wierzchołkami 
dwócli kałów bryłow ych  za tą podstawą, deter
minowane przez ostrosłupy troykątne M A B C , 
N A B C  , których podstawą wspólną jest A B C :

i i *



niech będą w  drugim ostrosłupie, abcćLe podsta
wą, m i n  w ierzchołki,  odpowiedne w ierzchoł
kom M  i N , determinowane przez ostrosłupy 
mabc, nabc podobne ostrosłupom M A B C ,  N A B C ; 
powiadam naprzód, że odległości MN., rnn, s;j 
proporeyonalne bokom odpowiednym A K , ab.

Jakoż, ostrosłupy M A B C , mabc, ponieważ są 
podobne , przeto nachylenie płaszczyzn M A C , 
B A G  , jest równe nachyleniu płaszczyzn mac, 
buc. P o d o b n ie , ponieważ ostrosłupy N A B C ,  
nabc są podobne, nachylenie płaszczyzn N A C , 
B A C ,  jest równe nachyleniu . płaszczyzn nac, 
bac. Jeżeli  w ięc odeymiemy pierwsze nachy
lenia od ostatnich, zostanie nachylenie płaszczyzn 
N A C , M A C ,  równe nachyleniu płaszczyzn nac, 
inne. Lcez z p rzyczyn y  podobieństwa tychże 
ostrosłupów, troykąt M A G  jest podobny rnaa, 
a troykąt N AC jest podobny nac: a  zatem dwa 
ostrosłupy troykątne M N Ą C , mnąc mają ściany 
każda każdey podobne , podobnie umieszczone 
i  równie nachylone do siebie; a zate'm te ostro
słupy są podobne (21); krawędzie więc ich od
powiedne dają proporeyą M N  : rnn : : A M  : am. 
Nadto, A M  : am'.". A B  : ab) a zatem M N 
A B  : ab.

Niecli będą P i  p ,  dwa inne wierzchołki od
powiedne tychże wiclościanów, a podobnie mieć 
będziemy P N :ju« i:  A B  : ab , P M  : p w , : A B  : ab. 
W i ę c  M N : 7nn : :P N  :p n : :P M  :pm. A  zatem troy- 
hiit P N M , łączący jakiekolwiek trzy  wier&cliothi 
wielościanu, je s t  podobny troykąlowi pmu ią-

1 2 4  G E O M E T R Y  1.



X  1 Ę G A V l ,  

czącamu trzy  w ierzchołki odpowiedne drugiego 
wielościanu.

Niecli będą jeszcze O i q dwa W'ierzchotki od
powiedne; a tróykąt P O N  bodzie j>odobny troy- 
kątowi pqn. Powiadam nadto, źe nachylenie 
płaszczyzn P Q N , P M N  jest równe nachyleniu 
płaszczyzn p q n , pm n.

Bo gdy poprowadzimy 0 3 1 , i cpn , mieć b ę
dziemy zawsze tróykąt Q N M , podobnytroykąto- 
w i  qnm, a następnie kąt (ON M  rów  11 y kątów y qnm. 
Zw ażm y w  N, kąt bryłow y  utworzony przez trzy 
kąty płaskie QNM , Q N P , PNr*I ; a W 11 . kąt 
b ry ło w y  utworzony przez trzy kąly płaskie qnm, 
qup , pm rr, ponieważ te kąty każdy każdemu są 
równe, przeto stąd idzie, iż kąty bryłowe są ró
wne. A  zatem nachylenie dwóch płaszczyzn 
P N O , P N 1VI jest równe nachyleniu im odpowie- 
dnycli płaszczyzn pnq , p in u :  azatem  jeżeliby 
dwa troykąty P N O , P N M  b y ły  na jedney pła
szczy z nie, w  którym to przypadku mielibyśmy 
kąt O N M = Q N P  +  P N M  , mielibyśmy , także 
q u m ~ q n p  Ą-p/im , i dwa troykąty qnp , pm n  
b y ły b y  także na jedney płaszczyznie.

To wszystko cośmy teraz dowiedli ma miey- 
see, jakiekolwiek będą kąty M, N, I3, Q poró
wnywane z so))ie odpowiednemi //;, n, p . >j.

Przypuśćmy te ra z , że powierzchnia jednego 
z wielościanów jest podzielona na troykąty A B C ,  

A  CD, M N P , N P Q  i t. d.; widzimy, iż pow ierz
chnia drugiego wielościanu zawierać będzie ró
wną liczbę troykątów abc, cęd, m np . npq i t .  cL.



podobnych i podobnie umieszczonych: a jeżeli 
kilka troykątów, jak M P N  , N P Q , i t. d. należą 
do jedney ściany i są na jedney płaszczyznie, 
tedy im odpowiedne m pn , iipq, i Ł. d. będa tak
że. na jedney. płaszczyznie. A  zatem wszelka ścia
na wieloboczna w wielościanie, odpowiadać bę
dzie ścianie wieloboczney podobney w  drugim 
wielościanie; więc dwa wielościany będą zam
knięte jednaką liczbą płaszczyzn podobnych i 
podobnie umieszczonych. Powiadam nadto, że 
ka ły  bryłow e odpowiedne będą równe.

Jakoż, jeżeli kąt b ry ło w y  N, naprzykład, jest 
utworzony z kątów płaskich Q N P , P N M , M N K , 
O N R , kąt b ry ło w y  odpowiedny n , utworzony 
będzie przez kąty płaskie qnp, pnm , mnr, (jur, 
A  żc te kąty płaskie , każdy każdemu są ró
wne , a nachylenie dwóch płaszczyzn p rzy le
głych, jest równe nachyleniu sobie odpowiednych 
płaszczyzn; więc dwa kąty bryłowe są równe, 
jakżeby mogły przystać do siebie.

A  zatem nakoniec, dw a wielościany podobne, 
mają ściany odpowiedne podobne, a kąty odpo
wiedne równe.

W niosek. '/, poprzedzającego dowodzenia w y
pada , żc gdy z czterech wierzchołków wielo- 
ścianu, utworzymy ostrosłup troykątny , i gdy 
utw orzymy drugi z czterech wierzchołków  odpo
wiednych wielościanu podobnego; te dw a ostro
słupy będą podobne; bo mieć będą boki odpo
wiedne proporcjonalne (21 uwag.).

W id zim y razem , że dwie odpowiedne prze
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kątne (17,2), naprzykład A N , an , mają się do 
siebie, jak dwie odpowiednc krawędzie A B , ab.

X  1 F( 6  A  V I .  1 3 7

P O D A N I E  X X V .

T W I E R D Z E N I A .

D w a  w ielościa n y  p o d o b n e, m ogą się  p o 

d z ie lić  na je d n a k ą  liczbę, ostro słu p ó w  t r ó j 

k ą tn y c h , p o d o b n y ch  ka żd y  ka żd em u, i  p o d o 

bnie u m ieszczo n y ch .

W ie m y  już bowiem, źe powierzchnia dwóch 
wielościanów może sio podzielić na jednaką l i 
czbę troykątów, podobnych każdy każdemu i 
podobnie umieszczonych. Zw ażm y wszystkie 
troykąty jednego wielościanu, oprócz troykątów 
składających kąt b ry ło w y  A ,  jako podstawy ty- 
111 /. ostrosłupów troykątnych, których wierz
chołkiem jesL A: te ostrosłupy razem Wzięte zło
żą wielośeian. Podzielm y podobnie drugi wie- 
lościan na ostrosłupy, któreby miały za wierz
chołek wspólny, wierzchołek kąta a odpowiedne- 
go kątowi A. Oczywiście ostrosłup łączący czte
ry  wierzchołki wielościanu, będzie podobny o- 
sti'Osłu|)Owi łączącemu cztery wierzchołki odpo- 
wiedne drugiego wielościanu. A  zatem dwra w ie
lościany podobne i t. d.
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P O D A N I E  X X Y l ,

T WI E R D Z E N I E .

D iva  o str o słu p y  p o d o b n e m a ją  się  do sie~ 

bic ja k  sze śc ia n y  z  boków  odpow iednycli.

Ponieważ dwa ostrosłupy są_ podobne, p rze '  
to mnłeyezy może bydź umieszczony w  w ię
kszym tak, aby miały kąt wspólny S (fig. 58). 
W ó  wczas podstawy A B C D E , abcde, będą równo
ległe; bo źe ściany odpowiedne są podobne (aa), 
kąt Sab jest równy kątowi S A 1? , oraz kąt Sbc 
równy SBC; a zatem płaszczyzna abc jest równo
legła płaszczyznie- A B C  ( i3,5). Niech teraz SO 
będzie prostopadłą spuszczoną z wierzchołka S 
na płaszczyznę A B C , i niech o będzie punktem 
w  którym ta prostopadła spotyka płaszczyznę 
abcj mieć będziemy; podług tego co się juz do
wiodło (15), SO : S u:: S A : Sa :; A B  : ab - a następnie

| SO : J S o :: A B  : ab.

L ecz  podstawy A B C D E , abcde, jako figury po

dobne, dają

A B C D E  -.abcde'.'. A B  '.ab .

Mnożąc terminy odpowiedhe tych dwóch pro- 
poreyy przez się, otrzymamy proporcyą

A B C D E  X £ SO : abcde X  ̂S o :: A B  : ab j 

a ze A B C D E X f S O  jesl bryłowatością ostrosłu-
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pa SABGDE (1 8 ), a zaś- abcdeX \So  jest hryło- 
watości,-} ostrosłupa Sabcdr; a zatem (lwa ostro
słupy niaj.-j się do-siebie, jak sześciany z ich 
krawędzi odpowiednyeh.

P  O D A N I E  X X V I I .

T  W 1 H D Z I S  I E .

D w a  w ielo śc ia n y  p o d o b n e  v ia ją  się  do  

sieb ie  ja k  sześc ia n y  z  ic h  k ra w ęd zi o d p o -  

w icd n y ch .

Jakoż dwa wielościany podobne niog;j bydś 
podzielone na jednakfj liczbę ostrosłupów troyką- 
Inycli, podobnych każdy każdemu (20). L ecz  dwa 
ostrosłupy podobne APNM '. apnm  (fig-. 60), jnajsj 
się do siebie, jak sześciany z boków odpowie- 
clnych A M , am, albo jak sześciany z boków od- 
powiednych A B , ab. Tenże sam stosunek zay- 
dzie między innemi jakiemikolwiek. ostrosłupa
mi odpowiednemi; a zate.m summa wszystkich 0- 

•st.rosłupów, które składają wielościan, czyli  sam 
wielościan, ma się do drugiego wielościanu, jak 
sześcian z jakiegokolwiek boku pierwszego wie- 
lośeianu, do sześcianu z boku odpowieduego w ie- 
lościanu drugiego. .

U w a g a  o g o l n a .

Można wystawie w  terminach algebraicznych, 
to jest sposobem najzwię-zleyszym, powtórzenie
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głównieyszych podań tey x ią ż k i , zamykającey 
bryło  wat ości wielościanów.

iNiecIi B  wyraża podstawę graniastosłupa, II 
jego wysokość: hryłowatośc Łraniastosłupa, bę
dzie B XH czyli HU.

ftiecli  15 wyraża podstawę ostrosłupa , a zaś
II jego wysokość: bryło >vatość ostrosłupa będzie 
B x  ’ II, czyli  H X ^ )5, czyli *BII.

Niech będzie II wysokość kloca ostrosłupo
wego o podstawach równoległych: niech A  i B 

wyrażają podstawy jego: / A l i  będzie średnią 
proporcyonalną między podstawami: a bryłowa- 

tością kloca będzie | l I X ( A - f - B +  /A B ).
Niech B  wyraża podstawę kloca graniastosłu

pa troykątnego, II, IT, 1T ,  wysokości trzech je 
go wierzchołków górnych : bryłowatością' gra
niastosłupa ściętego, będzie | B x (H -j-I l '+ H ").

Niech nakoniec P  i p,  wyrażają bryłowatóści 
dwóch wielościanów podobnych, A  i a dwa bo
ki albo dwie przekątno "odpowiedne tych wie- 
lościanów: będzie P  : p :: A 5 : a 5.

k o n i e c .


