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Le rapprochement de la geometrie et de 1’algebre, rćpand 

ty\|i5>uveaii jour sur ces deux sciences: les operations mtellec- 

,v ’ługlles dc 1’analyse, rendues sensibles par les images de 

la geometrie , sont plus faciles a saisir, plus interessantes 

a suivre. Cette correspondance fait 1’un des plus grands 

cliarines attaches aux speculations niathematiques; et quand 

1’observation realise ces images et transforme les resultats 

riatheinatiques en lois de la nature ; quand ces l o i s , en 

ambrassatit l ’univers , devoilent a nos yeux ses etats passes 

et a v e n ir ; alors la vue de ce sublime spectacle nous fait 

eprouver le plus noble des plaisirs reserves a la nature 

huinaine.

L a  P la ce , dans les leęons de 1’Ecole normale.
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PRZEMOWA.

PJ- lETiwiASTKi nauki którą zowiemy Geomctryią , z E gi
ptu i z kraiow wschodnych wnieśli do Grecyi Tales z M i- 
Iclu ( i )  i Pitagoras z Samos (2) : poźnieysi uczeni G r e 
cy doskonalili ią i rozszerzali , Euklides Aleksandryyski 
pierwszy napisał iey wykład systematyczny , Archymedes 
(3) poczynił w niey wiele vynalazkow a Apollonius z l ‘er~ 
gamu (l̂ \ icst autorem traktatu sekcyy konicznycli k tó
rych odkrycie winniśmy Platonowi (5) i uczniom iego 
szkol v.

Diofantes z Aleksandryi, zyiący w czwartym po Chrystu
sie wieku^ pierwszy zalozył zasady Algebry : w następnych 
wiekach uprawiali Arabowie tę naukę, w i 5ym wniósł ią 
do Europy K am il Leonard Toskariczyk , a w i 5ym Vie te z 
Fontenay (6) nadał iey postać ogólną. Także w  i 5ym wie
ku żyli twórcy Trygonoinetrvi Purbach z Austryi i Jan 
M iller Regiomontanus z Frankonii. Te są znacznięyszć 
epoki czasu w którym umysł łildzki od nayprostszych wia- 
(t^iuosci wznosił się do coraz więcey zlozonych czyli po
stępował sposobem syntetycznym.

Z tak przygotowanego przez wiele wieków i geniuszów 
stanowiska mógł człowiek przeyrzeć przestrzeń nauk mate
matycznych iaka za nim była i iaka przed nim być  mo
gła. To stanowisko pierwszy zaiąl Rene Descartes (7), któ
r y  uogólnioną przez Vietę swego poprzednika algebrę przy 
stosował do geometryi liniy krzywych i utworzył dzisiey-

(1) Urodzony r. 6/|0 przed Chfv (2) ur. r: 5^0 pr. Ch. 
O )  ur. w Syrakuzach r. 287. pr. Ch. (4) Ur. r. i 5o pr- Cli. 
(->) ur. r. /|38 pr. Ch. ( 5) ur; r. i5/|0.
(?) ur. r. i 5f)6 3 i .  Marca w Haie en Touraine.
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sza analizę geometryczną: mówię do geomctryi liniy krzy
wych, ponieważ przystosowanie algebry do pcczątkowey ge
omctryi iest daleko dawnieysze i należy do analizy staro
żytnych.

Pierwszy Descartes pomyślil i nauczył iż z równań o- 
gólnych drugiego, trzeciego i czwartego stopnia z dwiema 
ilościami zmienneini, można wyprowad/ić liniie krzywe fo
remne. Z liniy tym sposobem odkrytych nayważnieyszemi 
są te, które można wykreślić i poznać za pomocą ogólne
go równania stopnia drugiego z dw'iema ilościami zmien- 
nemi, i które liniiami drugiego rzędu zowiemy. Poźuieysi 
analiści dochodzili postaci i liczby powierzchni foremnych 
za pomocą równań stopnia drugiego, trzeciego i czwartego 
z trzema ilościami zmiennemi. Z tych powierzchni , także 
nayważnieyszemi są te, które można wyprowadzić z rów na
nia stopnia drugiego i które zowiemy powierzchniami dru
giego rzędu. Obecny traktat obeymuie Geometryią anali
tyczną liniy i powierzchni drugiego rzędu: rozumiemy zaś 
przez geometryią, badania ściągaiące się do odkrycia wła
sności iakie mieć może rozciągłość uważana pod względem 
na iey postać i wymiary.

Od epoki wynalezienia rachunku analitycznego, to iest 
różniczkowego i integralnego zmienili geometrowie podany 
przez Descartes’a podział liniy krzywych. Leibnitz ( i )  ob- 
ią ł  ie wszystkie w  geometryi i iedne nazwał algebratcznc- 
mi, drugie przcstąprieini. Pierwszemi są te których natu
rę wyraża równanie algebraiczne skończone , drugiemi te 
których równanie składa się z nieskończoney liczby w y ra 
zów, ieżeli nie iest różniczkowem. Jakoż równanie złożo
ne z nieskończoney liczby wyrazów zawieraiących rosnące 
bez końca potęgi ilości zinienney iest rzędu który przew yż
sza czyli przestępuie wszelki rząd skończony.

Jakożkolwiek iest ważne i geuiuszu pełne dzieło Descar
tes’a , mała iednak liczba osób mogła ie rozumieć i w a 
żnością itgo treści przeniknąć się : z resztą byłoby to oso
bliwe zdarzenie aby ludzie , dawny do którego przywykli 
rozumowania sposób rzucali od razu i zamieniali za nowy. 
Przviaciel tego geometry, Flcrimoncl tle Bcaunc (2) , pier
wszy upowszechniał i uprawiał iego naukę. Po Beaunie 
Hollendrom i Flainandczykom w inna Geometryią Kartezy- 
iariska swóy wzrost i w ydoskonalenie: i tak , Franciszek

(1) ur. w Lipsku r. 1646. (a) ur. w Blois^r. 1G01.



Sehooten ob-iaśnił Ią uczonym kommentarzem , Christian 
Huygens iest autorem liniy rozwiniętych, (devcloppecs) , Jan 
cle Witt, minister rzeczypospolitey hollenderskiey i Gerard 
Kinckhuyseri są autorami traktatów sekcyy konicznych : w 
ogólności Ilollandyia w I7ym wieku wyda ta naywięcey ana- 
listow i gcometro-sv, i pod tym względem słynęła u przodków 
naszych, iakto widać 7. dziet matematycznych Stanisława Sol 
skiego w  owym wieku zyiąeego.

W  roku i y o 5 wyszła na w idok , a w iatach 17?^ i 1753 
była przedrukowaną książka , Application de i ’ algebrę ii la 
Geometrie par Guin.ee , zawieraiąca teoryią łinjy krzywycli 
algebraicznych i wy kreślenia ich równań więcey rozwinię* 
tą niź w Traite analytique des Sections coniques, Paris 1707, 
VHopital’a. Także w r. 1707 wyszła na widok w Londynie 
Arithmetica universalis seu de resolutione et compositione 
inatlie/natica obeymuiąca algebrę i iey przystosowania do 
zadań geometrycznych. To ważne dzieło Newtona wytło- 
maczył na ięzyk francuski Noel Beaudeux i powiększył ie 
przydatkami i ob-iaśnieniami, w r. 1802.

Są znowu autorowie z i8go wieku którzy sposobom sta
rożytnych pisali dzieła matematyczne. I t a k  Piobert Simpson 
Anglik Professor z Glasgowa , iest autorem traktatu sekcyy 
konicznych z r. 1735 tym sposobem napisanego; w dziełach 
swoich , które wyszły r. 1787 po iego śmierci , dopełnił 
Simpson prac Euklidesa i Apolloniusa. Hutton Professor 
artylleryi w Woolwich iest autorem dzieła Elements of Co
mes Sections w tymże stylu, iasno i dokładnie napisanego.

Z drugiey strony miał ciągle Descartes stronnikow swoiey 
analizy. I tak w r. 170G wyszło w Londynie z pod pióra 
J-Newtona , Enumeratio linearurn tertii ordinis. Opisuie tu 
autor postać liniy 3go rzędu i dzieli ie na 72 klass. E u 
ler napisał obszerny traktat liniy rzędów wyższych w dzie
le  Jntroductio in analysan injinitimorum, Lausannce 1747, w 
Morem wynalazł wiele rzeczy i te z dawnieyszemi uporzą
dkował. Tegoż rodzaiu traktat, z dokładności i z-iasności za
letę maiący wydal Kramer pod tytułem Introduction a 
I analyse des hgnes courbes , Geneve, 1750. Podobne zalety 
ma dzieło Mahlaurina Szkota De linearurn geornetricarum 
proprietatibus principalibus traetatus. Ten znakomity geo
metra odkrył wiele własności liniy trzeciego i czwartego 
rzędu. B esout, członek Akademii francuskiey , w swoim 
Cours tie Mathematiques, który około r. 17SS zaczął wycho
dzić na widok, ob-iąl także Application de 1’algebre ii Uarith- 
metique et a la ii iomctric. W tym traktacie rozwięzuie !>•-
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sout za pomocą algebry niektóre zadania geometryczne a da
iry wykłada sckcyie koniczne algebraicznie lecz nie anali
tycznie.

Według rozmaitego sposobu uważania, rozmaicie porząd
kowali analiśei liniie rzędów wyższych nad drugi. I lak , 
Newton naliczył 72 gatunków liniy 3go r z ę d u , Euler 16 
klass a Kramer 4 które podzielił na 14 rodzaiow. Co do 
liniy /(go rzędu, Euler dzieli ie na l/jG klass mogących 
mieć wiele podpodzialow , Kramer zaś na 9 klass których 
podziały oznaczyć iest prawie niepodobieństwem. M on iu- 
cla w swoiey historvi Matematyki pisze o nieiakim księdzu 
Jlragelogne który wiele prac podeyinował około teoryi l i 
niy czwartego rzędu i próby badan swoicli zostawił w 
zbiorze pamiętników Akademii francuskiey. Według księ
dza Uragelogne wypadłoby liniy czwartego rzędu około 1G00. 
Z resztą badania tego rodzaiu nie są ani polrzebne ani p o
żyteczne , bo w każdym razie m o żn a , według danego ró
wnania linii rzędu czwartego, doyść postaci i własności l i 
nii szukaney.

Powiedzieliśmy że za pomocą równań slopni wyższych 
nad pierwszy z trzema ilościami zmiennemi można odkryć 
postać i własności powierzchni foremnych. Pierwszy ze zna- 
m c h  Geometrow który ich dochodził tym sposobem , iest 
według Montncli , 1‘ ilot, którego rosprawa w  tym zamiarze 
napisana znayduie się w pismach akademii francuskiej z r. 
1733, i Herman którego takieyże treści rosprawa znayduie 
się w pismach akademii Petersburskiey z roku 1782 i 1733. 
Euler w spomnionern w y ie y  dziele z r. 1748 ob-iąl także w y
kład analityczny powierzchni drugiego rzędu.

Pomimo badań i prac analitycznych Descartes’a, Newtona, 
Eulera, Kramera i wielu innych geometrow, dzieła elemen
tarne i8go wieku niżey stały niż postępy oświecenia a 
autórowie elementarni nie ob ięli iescze ducha analizy nowo- 
czesney chociaż swoie dowodzenia opierali na algebrze. Od 
tego zarzutu dzieło polskie także z i8go wieku Rachunku 
Algebraicznego Teoryia przystosowana ilo liniy krzywych, w 
Ktahowie 1783, Jana Sniaclec/aego , nie tylko wolne , ale 
nawet tak zupełnie w duchu analizy nowoczcsney napisane 
iest, iż pod tym względem przewyższa pożnieyszc tego ro 
dzaiu niektóre dzieła np. Essai dc Geometrie analilyque Bio
ta, z roku i 8 j 3 klorcgo plan nie iest zupełnie analityczny. 
Uiot bowiem, naprzód z przecięć ostrokręgu wywodzi lini
ie drugiego rzędu, potem opisuie ich własności a nareszcie 
pod niewłaściwym dyskussyy tytułem wywodzi te liniie z
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równania stopnia drugiego z dwiema ilościami zmienneroi i 
kończy rzecz na tem od czego zacząć ią byt powinien. Za
letami i dokładnością dzieła Jana Śniadeckiego tyle prze- 
ięci iesteśiny ze ie man>y za wyższe nad ówczesny stan 
nauk matematycznych : ze iednak lo szacowne dzieło nie 
dose w Polsce upowszechnione i użyte zostało, pochodzi z 
tey przyczyny sczególnie, że w ciągu /jo lat od iego na świat 
wyyścia, nie zaiąl się autor, iego nowein wydaniem powię- 
kszonem w-iednycli względach a skroconem w drugich i 
więcey zblizonein do prostoty i obecnego stanu uinieiętno- 
ści.. Dzieło to, tem iest w Polsce dla matematyki czem 
Kopczyńskiego dla oyczystey mowy : obadwa doznały tego 
losu źe, w samem z-iawieniu się oznaczone cechą doskona
łości, więcey przez swych twórców, mimo postępow oświe
cenia, nie były  tkniętemi.

Epokę wielkiego postępu, który nauki matematyczne w in
ne są analizie nowoczesney , stanowi rewolucyia francuska 
a w sczególności zatozenie w r. iy g 5 szkoły politecliniczney 
w Paryżu. Nic dziwnego ze ta epoka az po wielu wiekach 
nastąpiła. ’ ’Jeżeli bowiem, są słowa Laplace1 a ( i)  wznosimy 
się do prawd powszechnych , to tylko p A ez  porównanie 
wypadków sczególnych, które trzeba długo i pod rozliczne- 
lni postaciami rozwazać aby pochwycić to co maią spól- 
nego i odkryć w nich zródlo tych wielkich teoryy które 
zmiemaią stan umieiętności i sprawiaią epokę w-ich li i — 
storyi Francuzi tedy od spomnioney epoki wydoskonalili 
analizę nowoczesną i przy iey wpływie uczynili w mate
matyce postępy które im zapewniły w tym względzie pier
wszeństwo między innemi ludami. To pierwszeństwo win- 
ni są geometrom Lagrange , Mo/ige, Laplace i innym któ- 
izy  byli Professorami łub uczniami szkoły Politecliniczney.

t0S° instytutu wyszły zgodne ze wzrostem nauk mate
matycznych dzieła elementarne analizy nowoczesney i w 
sczeąolności geometryi analityczney. Gabriel Monge iedcn 
z zatozycielow i pierwszych Professorow tey szkoły , wydal 
w  arkuszach r. 1795 dla iey użytku analizę przystosowa
ną do geometryi. Z tych arkuszow pierwsze , zawierały 
rozwiązanie zadań tyczących się linii prostey i płasczyzny. 

' * roku i 801, Monge i Hachette wydali rosprawę o p ow ie*

v.i) Lecons de Mathematiques donnees ii 1’Ecole normale 
1795. Cahier VII. ct VIII page 97 du Journal dc 1’Ecolc 

■* o jytechnique.



rzchniach drugiego rzędu ( i )  które podzielili na dwie Has
sy; icdne maiące środek i tych iest trzy, drugie nie maią- 
ce s’rodka i tych iest dwie. W tymże roku wyszło dziełko 
Essai sur la ligne droite et les courbes du second ilegre par 
Lefrancais. W  roku i 8o 5 wydal .115. Biot, Triite ana/yliqua 
des courbes et des surfaces du second ordre. Antoni Charles 
Poullet delisla iest autorem dzieła Application cle Valgebrę a la 
Geometrie z r. 1809, a Jan Ludwik Jioucharlat wydancy po- 
wtóre w r. 1810, Theorie des courbes et des surfaces du sc- 
cond ordre, w którey wyiaśnil i sprościl niektóre materyie. 
T e  i inne traktaty Geornetryi analityczney doskonaliły się 
przez odnawianie wydań i przez ciągle prace szkoły Po- 
litechniczney, iak to widzieć można w piśmie peryiodycznem 
Correspondance de I’Ecolepolytechnique wydawanem, od cza
sów założenia tey szkoły, przez Profesora Haehette. P ie r 
wszy llacłiette dowiódł, ze równanie powierzchni rzędu dru
giego może być przywiedzione do navproslszey postaci zlo- 
zoncy z czterech wyrazów (patrz § 258 w  obecnem dzie
le). Bourdon Professor Liceum Karola W . r. 1811, dowiódł 
ze 9 niewiadomych ilości które wchodzą w tyleż równań 
służących do wyznaczenia głównych osi powierzchni, są 
rzeczywistemi, a Biot wyiaśnil tę materyią. Jestto naywaz- 
nieysze twierdzenie w  teoryi powierzchni ago rzędu bo na 
niein polega wyznaczenie klass, liczby i postaci powierzchni 
tego rodzaiu. Jan Joachim L ivct (2) odkrył kilka ważnych 
własności powierzchni 2go rzędu i wyiaśnil formuły śeią- 
gaiące się do przemiany układu spólrzędnych trzech w y 
miarów (3). Boucharlat prościey iescze wyłożył tę ostatną 
materyią ( § 78 i 82. tego dzieła). Przylozyli się iescze- 
swemi rosprawami do wzrostu Geornetryi analityczney P a 

Tl

(1) 11 Cah. du J. de l ’Ecole Polyteohnique.
(2,J Jan Joachyin Livct urodzony w M orlaix, Deparlam : 

Fmistere , był uczniem szkoły Połitechniczney od r. 1802 
a szkoły dróg i moitow od r. i 8o5. W roku i8ofi został 
Repetytorem szkoły Połitechniczney a w r. 1808 , przeniósł 
się do Warszawy, gdzie był Prolessorem w szkole Arlylle- 
ryi i Jnzenieryi az do r. 1812 swego zawezesnego zgonu. 
Znakomite tałenia tego geometry znała Francyia i nowa 
iego oyczvzna Polska, a w sczególności znali iego uczniowie 
Polacy, dziś posiadaiący znakomite stopnie. Oddawał Livet 
pochwały tym uczniom w swoiey korespondencyi z Paryżem 
(Ob. cor. de l’E. P. Tom II. p. 120).

(3) Obacz Corr. de l ’ Ec. Pol. Tom I. p. 28, i Cali X III .  
du Journal de l ’Ec. Pol. page 270.



w el i Jakob bracia B in e t, tudziez Poisson i Dupin. Byly  
Professor S. Pol: Pawel Binet, znany w Paryzu z rzadkich ta
lentów i z biegłości w  analizie, nie ogłaszał drukiem swych 
odkryć analitycznych lecz tylko udzielał ie znaiomyrn. W tym 
względzie spoininaią go z chwalą w swych dziełach, Lacroix, 
Biot, Francceur. Ja w sczególności miałem porę, mieszkaiąc 
w Paryzu, poznania talentów tego analisty. Jego przychylno
ści i pomysłom winienem , sposób ogólny assymptot który 
opisałem w § i o 3 i io/|, tudzicz stycznych w § a3 i —  235 i 
tworzenia równań liniy lub powierzchni według naznaczonych 
Warunków.

Taki iest rys historyczny umieiętności, którey obecny trar 
ktat -wypracowałem , i takie są źródła w których czerpałem. 
Zdanie o zaletach mey pracy w porównaniu z-innemi, zosta
wiam publiczności. Powiem tylko iz usiłowałem tak się tłoma- 
czyć aby ci którzy znaią zasady geomctryi i ogólney algebry, 
mogli mnie bez trudności rozumieć. Nie ob-iąlem trygonome- 
tryi prostokreslney i nie poszedłem w tym razie za przykładem 
Develeiu ( i ) ,  Poullet delisle i  lieynaud 2̂) bo trvgonometryia 
lubo potrzcbuie pomocy algebry, nie iest częścią lecz tylko na
rzędziem analizy nowoczesney.

Ponieważ spoinnione wyzey dzieło Biota, Essai tle Geometrie 
analytique, dla wielu zalet swoich naywięcey używane iest 
w  kraiu naszym i nadto przetlotnaczone na polski ięzyk przez 
Antoniego Wyrwicza w "Wilnie r. zblizylem się do u-
kladu tego autora , z resztą różnią się znacznie te dwa u- 
ldady z przyczyn których dotknęliśmy wyzey. Nadto traktat 
móy obszernieyszy iest od traktatu Biota. Dla osób które 
poznaią obadwa, ośmielam się przytoczyć następuiące w y 
łazy  z przemowy Biota. » Je nj’estimerai heureux si ce 
» ]«tit ouvrage, apres avoir ete utile aux eleves, donnę nais- 
« sance a quelqu’autre plus parfait , auquel je serais le pre- 
» mier a applaudir.”

Co do skróceń i nazwisk, namienię ze luku lub kąta x  
wstawę oznaczam przez wst x ,  wstawę dopełnienia czyli do
stawę przez thvs x ,  styczną przez stycz x . Systeme des coordon- 
nces nazywam ultudem spótrzęrlnych , abscisse_odciątą, or
do wice— rz ąd,ną, directrissc_Mero 11 n icą, di a m etres conjugues—
średnicami sprzężonemi; te dwa ostatne nazwania są Jana 
Śniadeckiego. Parametru, asymptoty, nie nazywałem według

T i l

( 0  Application de 1’ Algebro a la Geometrie par Develey 
Lausanne 1816. (2) Traite de 1’application de 1’Algebre a la 
Geometrie, par Reynaud. Paris 1819.



5ŚS' . >tegoż autom, wiarą równania, ledwonieslyczną, bo te nazwa, 
nia nie są od ogółu przyięte. Zamiast stówa biegun używam 
p oi, 1)0 to równie za polskie iak tamto można uważać (i) .  
Surface gauclie nazywam z Hrcczjną tłomaczem Geometry! 
rysunkowey Potiera i z Professorein Uniw. Krakowskiego 
Sapalskim powierzchnią wichrowatą, zważaiąc na tę okoli
czność ze tein samem słowem nazywa lud polski tarcicę w y 
krzywioną czyli spaczoną (2), a w  francuskim ięzyku nazy
wano zrazu, iak się doczyluicmy w M ontucli, powierzchnie o 
których mówimy, biaises, to iest wichrowatemi. Skośnemi z 
resztą, iak ie nazywa Professor Garbiński w swoiey rospra- 
wic (3), moznaby nazywać powierzchnie i takie iak ostrokrę- 
gowe proste które iednak nie są temi które Francuzi zowią 
gaudies.

Trzymałem się podziału okręgu na /joo stopni, a tego na 100 
minut, idąc za francuskimi autorami dziet matematycznych 
które zdobią wiek X I X  i koniec X V 111.

Ułożyłem obecny traktat w roku szkolnym 18 7 — mego 
Professorstwa przy szkole Woiewódzkiey Krakowskiey w Kiel
cach, a to w skutku oświadczonego życzenia przez Kornmissyią 
Rząthmą Wyznań Keligiynych i Oświecenia Publicznego. 
Przesiany sobie manuskrypt zwróciła mi Kommissyia Rządo
wa i reskryptem swoim z d. 18 Kwietnia 1822 Piro Ł* za-

'« S3!
clięcila do ogłoszenia go drukiem dla użytku kraiu.

Zachęcony od moiey zwierzchności, i sparty uwagami sza
nownych Professorow Ks. A. Dąbrowskiego, Ks. R. Skolimo
wskiego i K a . Gar Lińskiego , tudzież sczególną pomocą 
dawnieyszycli kollegow moicli Antoniego IFoelkiego Profes: 
S  Woiew. w Lublinie, Ks. Kolumbana Zagera i Albina P in
ia  PPr. S. Woiew. w Płocku; wydałem pracę moię na widok, 
przez chęć stania się choć w maley cząstce pożytecznym kra- 
iowi.

VIII

(1) Obacz. w Pamiętniku Warszawskim z mies. Listopada r. 
1822. stron. 25j).

(2) Obacz w słowniku Lindego,
( ’i )  Ty tut tey pożyteezney i uczącey rosprawy iest; W y 

kład syntetyczny własności powierzchni skośnych z-ich przy
stosowaniem do konstrukcvi machin , sklepień kamiennych 
i t. p. przez Kaielana Garbińskiego, w Warszawie 1822.
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GEGMETRYIA.
A NA L I T Y C Z NA .

i . VJ c z ą c  się zasad Geometryi, postępowaliśmy o<1 
rzeczy znanych do nieznanych i za pomocy wiado
mości nayprostszych nabywaliśmy stopniami coraz 
więcey złożonych, czyli uczyliśmy się sposobem syn
tetycznym. U żyw am y tego sposobu, gdy chcem y 
siebie lub drugich przekonać o prawdach które się 
opieraią na inney pierwiastkowey (principium) lub 
skądinąd poznaney : tu każdą następną prawdę po- 
znaiemy za pomocą poprzedzaiącey a w końcu znay- 
duiemy tę którey szukaliśmy. Tym lo sposobem utwo
rzyli starożytni naukę Geometryi.

2. Jnakszy iest uczenia się Geometryi sposób ana
lityczny. Poweźmiemy wyobrażenie o tym sposobie 
z dwóch następuiąeych przykładów.

tt) Niechbysmy twierdzili iż, dany maiąc ieden pro
stokąta bok G'C (fig. i )  który nazwiemy b i kwadrat, 
którego bok AD nazwiemy a ,  można znaleźć drugi 
bok prostokąta taki, i ż różnica między prostokątem 
z tych dwóch bokow' i kwadratem danym będzie ró
wną kwadratowi ze znalezionego boku prostokąta.

Oznaczywszy przez x  bok szukany , twierdzenie 
które utrzymuiemy wyrazimy równaniem drugiego 
stopnia

bx —  a* =  x*
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a rozwiązawszy ie względem niewiadomey ilości x , 
otrzymamy

x  =  \  b ±1 V'i-b  *—  a *a 4
Ten wypadek oznacza naprzód iż x  ma dwie różne 

wartości a zatem dwoiako można sprawdzić zało/one 
twierdzenie: powtóre iż to twierdzenie wtenczas ty l
ko iest prawdziwe gdy a *< ^ b *,  to iest gdy kw a
drat dany mnieyszy iest od kwadratu z połowy bo
ku danego Z>, lub gdy mu iest równy tak iż a * = ^ b * ;  
fałszywe zaś w przeciwnym razie , to iest gdy a >  

b, w którym ilość V* ±b*— a* byłaby uroioną.

Aby wykreślić znalezioną wartość -jb ±  ^ \  b*— a* 
dla x  zatrzymuigc znak + ,  wyrysujemy kąt prosty 
dab, weźmiemy ad  =  a, promieniem d b = .\ b  z pun
ktu d  iako ze środka odetniemy punkt b na drugiem 

ramieniu kąta i będzie ab ■=. V± b* — « ’ » nakoniec 
promieniem bd  z punktu b iako środka zakreślimy 
półkole cd c  i będzie x = . a c  czyli =  cb +  ba =  \b 

+  y/~b* —  a ’-. W ed łu g  tego wypadku równanie za
łożone bx  —  a2 =  x * zamieni się na c c  X  ac— ad* 
=  czyli dc* —  ctd2- =  ac* które iak widzimy iest 
prawdziwe. Zatrzymując zaś znak —  w wartości dla 
x, wypadnie X =  cb  —  ab czyli x  =  ca  , a równa
nie założone zamieni się na c d * —  ad* —  ac* któ
re, iak widzimy, iest prawdziwe.

U). Na drugi przykład bierzemy następuiące za
danie. Wdany tróykąt B A C  wpisać prostokąt równy 
kwadratowi danemu m*. (fig. a).

Niech wpisanym prostokątem będzie D F G E , któ 
rego iedna rozciągłość F G  = x  równoodległą iest od 
podstawy B C , druga F D  którą nazwiemy /  równo
odległą iest od AH wysokości tróykąta: trzeba w y
znaczyć dwie niewiadome x, J  w miarach ilości wia
domych, to iest, podstawy b =  BC wysokością = A H  
i kwadratu m*. W  tym zamiarze utworzymy naprzód
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w edług  aałożenia, równanie x y = m *  powtóre pro- 
porcyią HC: F G  =  A H : A l, czyli b : x  =  a: a—-y, 
skąd nx =  ba —  by czyli ax  -4- by =  ba, po czem 
rozwiążemy dwa równania

ax  +  by =  ba i x y =  m’ 
Rozmnożywszy strony drugiego przez a b , otrzy

mamy równanie ax. by —  ab. m1 które daie iloczyn 
dwóch ilości ax  i by, summę zas tych samych ilo
ści daie równanie pierwsze, a zatem te dwie ilości , 
iak -wiemy z Algebry można uważać za pierwiastki 
równania stopnia drugiego

z* —  ab. z +  ab/n* =  o

tak iż  z =  a x , z  =  by czyli x ~ ~ ^ , y  —  ~

aże

ab
U 4

Więc X =  -  ±  V  :-----------
a  4  a

Mai

r =  -  —
4 b

my więc iuż wartości żądane dla .r, y: co się 
tyczy znaków, z tych nie można brać samych do- 
datnych ani samych odiemnych, w pierwszym howiein 
lazie wykreślony prostokąt byłby większy niż w dru- 
S'm, co być nie może dla tego źe ma być równy 
naznaczonemu kwadratowi mx : trzeba przeto wziąć 
w pierwszym wypadku znnk H- , w drugim zaś — , luli 
w pierwszym —  a w drugim +  , a tak  mieć będziemy 
dwa rozwiązania. Z resztą otrzymane wypadki uczą
nas iż

,o K„ - • o bm* . b * . ani’  <7* ..
1 bye me m o ż e ------> -r~  ani — .—  > —  czy li,

« 4 £ 4
skróciwszy w obudwócli razach, nie może być m*
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ab . . .  c ' ,  ,
— , co znaczy iż me może wartość danego prosto

kąta być większą od połowy -  x  powierzchni

tróykąta danego ieżell w ten tróykąt ma być wpisa
ny prostokąt.

cib
2° Gdy m '=  —ą , prostokąt dany iest największy 

iaki można wpisać w  tróykąt, wymiary zaś tego pro

stokąta są x  —  Wpiszemy ten naywiększy

prostokąt, poprowadziwszy przez środek O boku AB 
liniią OK. równoodległą od podstawy BG, a z punktów
0  i K. w których ta limia przecina dwa boki tróyką
ta spuściwszy na BG prostopadłe O L ,  K.L', bidzie bo- 
wiem RH —  -j-. AM i O K  =  * BG.

3° G d y / / j* < ^ ^ , wartości dla x , y  będą rzeczy

wiste a rozwiązanie będzie dwoiakie. Dla wykreślenia 

wartości y, wykreślimy tyko ---- (na co spo

sób wkrótce poznamy' a znalazłszy wartość liniyną 
pierwiastku tę przeniesiemy od R do 1 według zna
ku +  wchodzącego w wartość y, lub od R do S we
dług znaku — , i otrzymamy w pierwszym razie pro
stokąt D F G E , w drugim D 'F 'G E ' wpisany w tróykąt
1 równv kwadratowi ///*.

4° Gdyliy trzeba było wpisać kwadrat im* w tróy
kąt dany; dostateczne byłoby równanie a.T-\-bj'=ctb, 
to bowiem , dla lego ze a = y ,  zamieniłoby się na

x{a+ b)— ab skąd x  —  — co znaczy iż bok kw a

dratu mogąiego być wpisanym wtró\kąt iest limią 
czwartą proporcyionalną do siinimy dwóch wymiarów, 
do lednego wymiaru i do drugiego wymiaru tróykąta.
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3 Sposób iakim rozwiązaliśmy le dwa przykłady , 
iest analityczny. C h cą c  u/yć togo sposobu w Ge- 
oinetryi, przypuscząmy naprzód iź założone twierdze
nie iest prawdziwe , lub ze naznaczone zadanie iest 
rozwiązane: z takiego przypusczenia wyprowadzamy 
wnioski iedne po drugich pótv póki nie doydziemy 
do wypadku prawdziwego lub fałszywego gdy się tru
dnimy twierdzeniem; gdy zaś trudnimy się zadaniem, 
do wypadku z którego pomiarkuiemy czy można roz
wiązać zadanie, czy nie. Aby teraz porównać dwa 
sposoby syntetyczny i analityczny, powiemy iż w pier
wszym zgromadzamy i wiążemy z sobą kilka prawd 
a z-icb powiązania i zebrania wywodzimy nową , za
wsze pewną; w drugim rozbieramy czyli rozwięzuie- 
iny podanie iescze niepewne na części które wszystkie 
są prawdziwe ieśli podanie iest prawdziwe, lub też 
są fałszywe (cz\li iakiey prawdzie przeciwne) ieśli po 
danie iest fałszywe; w pierwszym nareszcie postępujemy 
od rzeczy wiadomych do niewiadomych, w drugim od 
niewiadomych do wiadomych.

4- Starożytni Geometrowie są twórcami takowey 
matematyczney analizy: nazwano ią przeto analizą 
starożytną rozróżniając od analizy nowoczesney, którą 
lnżey poznamy. Wynalazek sposobu analitycznego 
winniśmy Platonowi i Uczniom lego Liceum. Nie
kiedy Euklides ( i )  i Archymed.es a często Apollo
nius, Pappus i wielu innych sławnych w starożytno
ści Geometrow używali tego sposobu. Aże Algebra 
w tak uogólnioney iak dziś postaci (i nawet zdaie się 
w żad ney) nie była znaną starożytnym, więc ich ana
liza do Geometryi wprowadzona nie była tak snadną, ia - 
sną i w swem rozgałęzieniu płodną, iak kiedy iey nadano

('i) Pierwszy z powyzszych dwóch przykładów naślado^ 
wanienj iest przykładu Euklidesa. Propos. 37. et 28. Liby
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pcstae dzisiejsza. Algebra, lubo się z-iawiła w  pią
tym poi Chrystusie wieku; w szesnastym dopiero za
częła być poznawaną w takim ink dziś uogólnieniu i 

składzie, do takiego zaś uogólnienia i dalszego wzro
stu tey nauki pierwszy krok uczynił Geometra fran
cuski Fiele. I’o tey dopiero epoce można było wpro
wadzić algebrę do analizy geometryczney staroży
tnych; gdy zaś to uczyniono, zaczęto nazywać przy
stosowaniem algebry do Geometry i,  to co należało 
nazywać analizą starożytnych, Tey analizie poświę
cimy kilka kart , tu zaś zastanowimy się iescze ia- 
kim sposobem, syntetycznym czy analitycznym, nau
czyliśmy się Algebry.

5. Działamy w duchu analizy gdy, znalazłszy pra
wdę iaką powszednią , otrzymmemy za iey pomocą 
wypadki sczegółowe i rozdrobnione, Ta prawda po
wszechna raz pochwycona i w całey ohszerności ro
zebrana stać się może podstawą całey budowy nauki 
nayohszcrnieyszey , a do wzniesienia tey budowy nie 
potrzeba wieków bo tu zawsze znaydą się gotowe u- 
mysłowe materyiały. Stądto pochodzi że analiza no
woczesna , w-iednym niespełna wieku z-iawiła się , 
wzrosła i wydoskonaloną została. Przeciwnie, Geo- 
metryia elementarna, dla tego że ią syntetycznie two- 
rzyć musiano, wzrastała wiekami. Takiego samego lo
su doznała Algebra ho i ta nauka ze sczególow po
częła się i w zrosła , bo tu także od rzeczy poznanych 
i prostszych postępowano do nieznanych i coraz wię- 
cey złożonych, bo nareszcie układ Algebry nie iest 
poiedynezym gmachem na iedney podstawie wzniesio
nym, a zatem w ogóle sposób uczenia się tey umieję
tności iest syntetyczny. W edług danego w 3 . w y 
obrażenia sposobu analitycznego, pomiarkuiemy iż 
A l g e b r a  w niektórych swoich częściach i w niektórych 
przykładach, wykłada się sposobem analitycznym, lecz 
co do swego ogółu iest syntezą.
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6. Oznaczywszy literami, iak w przykładach §  2, 
ilości geometryczne wchodzące w zadanie; w końcu 
otrzymuiemy formuły algebraiczne które trzeba 
wykreślić geometrycznie. 1 tak wykreśliliśmy ilość 

^  ~b%— a * bo od razu mogliśmy byli postrzedz iż ta 
wyraża bok tróykąta prostokątnego którego przeciw- 
prostokatna =  \b a bok drugi =  a. Postrzegliśmy tak-

■c , ,  ab
ze iż otrzymana wartość — wyraża czwartą pro-

porcyionalną liniią do tych trzech a + b :  a— b : , a 
zatem wykreślenie tego wypadku mo/.na z łatwością 
wykonać. Przypadki takowycli wykreśleń ilości alge
braicznych, w których litery oznaczają liniie, są nastę
pujące

i°  f-Fykreślenie ilości spółmiernych. Jlości alge
braiczne spółmierne oznaczają albo liniie albo powie
rzchnie albo bryły, czyli są ilościami iednego lub dwóch 
lub trzech wymiarów. I tak wyrażenia 

ab abc abcd
j / y '  • • •

oznaczaią każde w sczególności, liniią prostą. Pier

wsze a iest prostem nazwiskiem linii prostey, drugie

--- oznacza czwartą proporcyionalną do liniy c, b i a:

abc ab c 
wyrażenie c zy l i—  x  — oznacza także czwartą pro-

•ab t
porcyionalną do liniy e, c i - j  z  których ostatna wy-

. . abcd
kreśliłaby się naprzód oddzielnie, nareszcie —

eJS
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c z y l i — TT x  —  oznacza czwartą proporcyionalną Jo

. abc
limy g, d i — .

abc a bed abode 
W yraie.ua „ i ,  - p - , . .  .

oznaczaią powierzchnie, kaźcie bowiem za pomocy 
czwartych proporcvionalnych można przywieść do 
navprostszego wyrażenia ab. I tak 
abc ab ab

~  i "  gdzie P = - j
abed ab cd ab cd
— - x - = P Q ,  gdzie P =  - , Q = j

etc. etc.
Wyrażenie nayprostsze ilości trzech wymiarów iest 

oznaczać ono może bryłowatośe równoległościa- 
mi prostokątnego którego trzy krawędzie są a, b, c: do 
tey nayprostszey postaci będzie można przywieść u- 
łomki

abed abede 
------- , ------ 77 , etc.

e . J s
w których liczba liter licznika przechodzi trzema li
czbę liter mianownika.

a ab abc 
Ułomki — , ~def’> * ’ ’ W liczniki których wcho

dzi tyle liter ile w mianowniki, oznaczaią liczby wy
padające z podzielenia linii przez linną , lub powierz
chni przez powierzchnią etc.

7. Aby wykreślić ilość spółmierną z kilku części 
złożoną np.

a bc+ d ef+ ą eh  a bc+ def+ g eh  
....... . czyi 1 —■ ' —

p h +  p r + p s  p (q+r-\-s)
naznaczymy summę liniy q +  /• +  s —  k, 1 wykreślimy
według wskazanego sposobu ilość



abc d e f ghl

pk  4  pk +  pk  ’ 
otrzymany wypadek będzie wartością liniyną danego 
Wyrażenia.

Aby wykreślić ilość
abc +  d e f +  ghl

•' pni -+- qn +  rs 
którey mianownik nie może być od razu rozebrany na 
dwa czynniki, naznaczymy qn — p x , r s = p y  a zna
lazłszy każdą czwartą proporcyionalną x , j  do trzecli 
wiadomych liniy, przywiedziemy daną ilość do takiey 
postaci iak w poprzedzaiącym przykładzie.

abcd +  efgh i 
A by  wykreślić wyrażenie ' m'n"'+  qrs " >

naznaczymy qi'= m x  i znaydziemy czwartą proporcy
ionalną do trzech danych liniy m , q , r : mianownik 
zamieni się naprzód na m{jip-\-xs). Naznaczym y da- 
ley xs— ny i  znaydziemy czwartą proporcyionalną do 
trzech wiadomych liniy n, X, s:  mianownik zamieni 
się na m n [p+ y)  czyli mnk (wziąwszy p  +  y  =  k), a

« • i • i abcd efgh
dane wyrażenie przybierze postać ~ymf  +  ~,unf  w

którey można ie wykreślić.
W  ogólności można wykreślić każde wyrażenie u -  

łomkowe które da się rozebrać na ułomki cząstkowe 
iednąż liczbę wymiarów oznaczające. Nie m ogliby-

. abed+dbe abcd 
sroy np wykreślić wyrażania — — 77"“ “  czy ^ ----- 7-— “

dbe .
-1— — ■ ponieważ pierwszy z tych ułomkow wyraża po- 

/ &
wierzchnią, drugi liniią prostą.

8. a 0 Wykreślenie ilości niespółmiernych. Za po
mocą własności kwadratu z przeciwprostokątncy mo
żna wykreślić ilości

STAROŻYTNA. g
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l/ a '- + b z, V c '— b", \Zp*— : rs, v 'a ’ +cib;

Z ty c l i  pierwsza i druga żadney nie sprawi trudno
ści. Co do trzef’ iey, naznaczymy naprzód i r s = x 7-
i znaydziemy średną geometrycznie proporcyjonalną x  

między “ir  i s, a potem wykreślimy \/p*— x z. Co do 
czwartey naznaczymy także ab =  x '>- i takimże sposo

bem znalazłszy wartość dla x, wykreślimy i/ a ’ -t-x*, 

albo, nadawszy czwartey ilości postać i/ a  [a +  b),
z kołem 

średnicy 
a.

Wyrażenie \/ab oznacza średną geometrycznie pro- 
porcyionalną między dwiema ilościami a i b. Gdy więc 
te litery oznaczać będą dwie dane liniie , wykreślimy

ilość i/a b  wiadomym z Geometryi elementarney sp o 
sobem. A by takimże sposobem wykreślić ilość

\/abcd— g h ef  
przywiedziemy ią naprzód do nayprostszey postaci

\/ab. W  tym zamiarze, naznaczmy b a = a x ,  g k = a y , 
e f= -  az , i wykreślmy czwarte proporcyionalne x ,  j ,  
z: dane wyrażenie zamieni się na

l/ a * x d — a ' j z  czyli a \/xd  —  j z  
naznaczmy daley yz = x u  i wykreślmy czwartą pro- 

porcyionalną u: otrzymamy a \ / x ( d —  u) , po czem 
pozostanie wykreślić średną geometryczną międfcy dwie
ma liniiami x  i d — u.

Takąż samą postać nadamy w y r a ż e n i u y / ! ! ^ — gd,
c

b*
naznaczywszy naprzód —  =  p , gd =  ax\  a ta b ę

dzie \/a(p  — a:), po czein pozostanie wykreślić śrc» 
dną geometryczną między liniiami a i p __x.

widzimy iż ta ilose oznacza linuą styczną 
którego średnica =  b\ przedłużenie zaś tey 
aż do przecięcia ze styczną za kołem iest =
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9. W y ra że n ie  x ■=. \/a  oznaczaiące pierwiastek kwa

d ra tow y  wyciągnięty z linii prostey a, wykreślimy na

stępującym  sposobem : (fig. 3).

naprzód. Niech a będzie liniią A C  mnieyszą od 
linii A 15 uważaney za iednośe. Zakreślmy półkole na 
AB inko na średnicy 1 z punktu C  wyprowadźmy 
prostopadłą C D  która w punkcie 1) przetnie się 
z okręgiem: liniia A D  będzie pierwiastkiem kwa

dratowym linii AC; gdyż A D  =  l/A C . Ali czyli (d late

go że AC =  <7, AI> —  1) A D  =  i/u- W idzim y ze 
znaleziony pierwiastek AD większy iest od linii AC uwa
żaney za kwadrat i za ułomek. Taż sama okoliczność 
zachodzi z liczb;tmi: i tak pierwiastek, -j ułomku -  u -  
ważanego za kwadrat większy iest od swego kwa
dratu.

Można daley wykreślić pierwiastek Ąr. ° , 8b° , iGs° 
stopnia linii a. I tak, zakreśliwszy promieniem A l)  z 
punktu A łuk D C ' a z punktu C' wyprowadziwszy 
prostopadłą C D ',  będzie AD' pierwiastkiem [\Z° sto

pnia linii AC. Jest bowiem A D  =  i/ A C '  =z  i / A D

— \ / l / «  ~  \/a  , znaydziemy iescze A D '' =  ^/a, 
f 6

A D  " = i / « ,  oic.
powtóre. Gdy przeciwnie dana linia a 1 , w y

kreślimy iey pierwiastek następującym sposobem:

M am y naprzód a = -----, skąd 1/ a  — ---------, co zna-

f - T  v / -

czy iż wykreślenie pierwiastku kwadratowego z linii 
a większey od iedności polega na wykreśleniu pier- 

,1 .. r
w i a s t k u l i n i i  —  mnieyszcy od iedności,  a za-



tem na rozwiązaniu poprzedzającego przypadku. N a 
reszcie według formuł

A i 8, i
l/ a — — ,------- ’  V a =  — etc

I S  I. ANALIZA

V -  < / La V a

wykreślimy pierwiastki Ąo°, 8s° stopnia linii daney a 
uwaźaney za większy od iedności.

Niechby na przykład trzeba było wykreślić \ /  ̂ 1 Ł‘;
d + e

b + c  ..
ułomek oznacza tu linii.-j mnieyszą lub większą

od iedności, według togo czy b +  c d  +  e , lub 
b +  c~̂ > d  +  e, a zatem trzeba będzie wykreślić pier-

, b +  c
•wiastek kwadratowy linii —  stosownie do iednego

z tych dwóch przypadków, zadaniem ogólnem obiętych.
10. Poznaliśmy iuż w  §  2. sposób Avykreslenia 

dwóch pierwiastków równania stopnia d ru giego , gdy 
postać równania iest x r —  b x — a* (fig. 1). Jna- 
ksze będzie wykreślenie pierwiastków równania 
x z =  —  ax  +  « ’•, i tem się wkrótce (11)  zatrudnimy,

teraz zaś wykreślimy wyrażenie x = ćz*+  \/a3— ab-\-c*.
W  tym zamiarze porównaymy liniie x, a, b, c z pe

wną długością k uważaną za iedność liniyną, i wyra-
x  a b c 

ź m y i e t a k  —  , —  , —  ■> ~ : dane wyrażenie przey-

dzie na
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widzimy dopiero ze y  oznacza trzecią ciągło-pro-

porcyionalną d  do k i a ,  trzy zaś ilości znakiem 
pierwiastku obięte oznaczaią trzy prostokąty , które 
zamieniwszy na kwadraty ; ostatne wyrażenie przey- 
dzie na

x  —  d  +  i/e* —  / 2 +  c l 
które podług wskazanych sposobow wykreślimy-

i i - Tak przysposobieni przystępuiemy do rozwiąza- 
zania następuiących zadań-

Zadanie i- Podzielić liniią a —  AB na dwie nie
równe części tak, aby większa, którą nazwiemy x, b y 
ła średną geometryczną między daną liniią a i częścią 
innieyszą a —  x  (lig- 4)-

W edług  zadania mamy proporcyią a : x  ==x: a— x

skąd x z = —  a x  +  i x  —  —  ±  \Z\a*-\-al . 
A by wykreślić tę wartość x  , wyrysuiemy kąt A B C  
którego iedno ramie A B  =  a, drugie BG =  \a  i bę

dzie A C  —  \Z\a* +  a7 , a zatem .-r =  A C —  B C  
=  A D = A E ,  a —  x  =  AB —  A E =  EB.

Uskuteczniliśmy to wykreślenie, zatrzymując znak 
wchodzący w ogólną wartość dla x. Zatrzymuiąc zaś

z n a k — , w a rto ś ć — ~ci— |/^ <(! - f  a* dla x  będzie 
=  —  AD'- Przeniesiemy tę odiemną wartość AD' 
na przedłużenie linii AB od A  do E' w  kierunku 
przeciwnym kierunkowi linii AE, tak iak znak tey l i
nii iest przeciwnym znakowi linii AE'- Mówię te
raz że i ten drugi wypadek iest rozwiązaniem zadania- 
Jakoż z wiadomey proporcyi

A D  : AB =3 AB : A D  
wywiedziemy tę: A D ' +  AB : A D ' = A B + A D  : AB 
czyli E B :  E'A =  E'A : AB
którą porównawszy z proporcyią przez pierwsze roz
wiązanie otrzymaną
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E B :  EA, =  E A :  AB 
widzimy iż równie punkt E  iak punkt E  czyni za- 
dosyć warunkowi zadania: Wypadek ten, któryśmy 
winni analizie, uczy nas iz właściwe i dokładne w y
słowienie zadania powinno było być następuiące: zna
leźć na kierunku daney linii AB punkt którego odle
głość od końca A tey linii byłaby Jurną średną geo
metryczni} miedzy daną i odległością tegoż punktu 
szukanego od drugiego końca B linii daney.

ia- Zadanie 2. Przecirjwszy dwa boki B D ,  D E  
(fig. 5) tróykąta B E D  przez liniią A F  równoodległą 
od trzeciego BE, znaleźć powinowactwo części odcię
tych BA, AD, EF, FD.

Tróykąt uważany BDE iest prostokątny przy E. 
Spuśćmy z punktu A  liniią AC prostopadłą do B ii: ta bę
dzie równoodległą i równą linii FE. Naznaczmy

A B ć = c ,  A D  =  c\ X?E  czyli A C  = b ,  F D =  b, 
B C  = ;  a, AF —  d .
W  tróykącie B C A  , iest c '  —  +  b 1 ( i )

A FD , c *  =  d* +  b * (2)
B ED , ( c - \ - ć y = ( a + d y  + (6 + b ')  *(3J 

wyrugowawszy z tych trzech równań ilości a , d  wy
padnie równanie z czterema ilościami b , I>, c , c . 
W  tym zamiarze rozwiniemy równanie (3j i otrzy

mamy
c 2 +  c * +  2 c ć = a  * +  d  * +  b * +  b  ’• +  l a d -t- 2 bb  

czyli, na mocy równań ( 1) i (2),
'c c — ad  +  bb\ skąd a ’ d ’= ( c ć — b b y  

a£e równania (1)  i (2) daią a ’ « '2= ( c ’ — b x) [c "— b*J 
więc (cc—  b b y - ( c ’—  b ')  (ć*— b’*)
czyli c*b* —  2 ccbb’ +  c ’ b2 =  o
czyli (c b —  c b y  =  o, cb — cb  —  o
skąd cb‘= c b , i c: c —  b: b
to iest A B :  A D  =  F E : I D
takie i e s t ,  wiadome skądinąd, powinowactwo części 

odcięty cb AU, AD, EF, FD-



•Łatwo teraz można okazać iż takież samo powino
wactwo maić} części HG, Tli), BA, AD dwóch boków 
trójkąta nie prostokątnego G D B  odcięte przez liniią 
HA równoodległą od trzeciego boku. W  trójkącie 
bo wiem prostokątnym

G D E ; G H  : H D = E F : FD 
B D E ; BA : A D — E F : FD 

więc GH : HI) —  BA : AD
i 3. Zadanie 3. Znaleźć wyrażenie linii A D  (fig-6) 

poprowadzoney od wierzchołka A trójkąta do pun
ktu któregokolwiek D  boku przeciwnego BC , maiąc 
wiadomo; odcinki DB, D C tego boku i wszystkie trzy 
boki tróykąta-

TNiech będą wiadome ilości B C = ć 7, AC=Z>, A R— c 
BD =  .r, C D = / ,  niewiadoma AD  =  x: spuśćmy od 
wierzchołka A prostopadłą AE na BC. W  trójkącie 

AD B; c ’ = x * + s * +  2 j x  D E  ( i)
A D C ; b , = x ’ Ą -ś*—  is  x DE 

Skąd c ”— —  — y * + a t J + J ’) D E

STA RO ŻY TN A . i5

D E
c — b 2— s* +•<■’'

2 ( j + y )
Wstawiwszy tę wartość D E w równanie ( i )  otrzyma- 
iny

sb*-\- sc  * +  ss'(s+ s)
x 2 , = -------------- ---------------- -

s
Gdyby było s= s ',  to iest, gdyby liniia AD dzieliła 

hok BC na dwie równe części w punkcie D, mieliby
śmy

b ' + c ‘ — 2 s* 
x *— ------- --------- - skąd b * - h c = ‘2X,’ +  2sx.

G dyby nadto b jło  b =  c, to iest gdyby trójkąt A BC 
hył równoramienny, mielibyśmy

b z: = x T + s*
to iest, liniia A D  byłaby w tym razie prostopadła do 
BC*
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i 4- Zadanie [\. Znaleźć wyrażenie linii A D  dzielą- 
cey na dwie równe części kąt BAC , maiąc wiadome 
wszystkie trzy boki tróykąta BAG (fig. 6).

Oznaczywszy ilości w to zadanie wchodzące temiź 
literami co w poprzedzaiącem zadaniu, będą do ro z
wiązania potrzebne trzy następujące równania 

cs= bs', s + s '~ a y x 7 + s s = b c  
z których pierwsze i ostatne wyrażaią wiadome z ge- 
omelryi elementarney twierdzenia. Znalazłszy za po
mocą dwóch pierwszych, wartości odemkow

ac ab
s —  7----- ’ s—  ■—

e b  +  c b +  c
i wstawiwszy ie w trzecie, otrzymamy

x ' = i c { ' - i £ ś r )

czyli +

czyli * < =

ac ab
skąd c + - — —  : x = x : b — 7 ——

4 b +  c b +  c

czyli c  -f- s : x = x :  b— s
to iest: liniia , dzieląca kąt tróykąta zawarty między 
bokami c,  b na dwie równe części, iest średną geome
tryczną między summą boku iednego i odcinka przy
ległego a różnicą boku drugiego i odcinka przyle
głego.

i 5. Zadanie 5. Przez punkt D  (fig. 7 . )  dany 
wśród kąta A  poprowadzić liniią BDG tak aby tróy- 
kąt B A C  był równy kwadratowi danemu w 1.

Nazwiymy z ,  y , niewiedome boki AB, A C  troy- 
kąta BAC: przez punkt D  poprowadźmy liniie, D E  
równoodległą od A C  i D F  równoodległą od AB: 
niech będą wiadome liuiie A E  =  a, D E  =  b: trze



ba znaleźć wartości bokow x ,  y  za pomoc,'} wiado- 
domych ilośi 1 a , b , ni% i kąta A ,  to ie*t trzeba 
utworzyć dwa równania z tenii dwiema niewiado- 
weini. Ponieważ wysokością tróykąta A B C  iest

. . wst A
y.wst A ,  więc icgo powierzchnia iest x y • — ~— a za

tem w edług zadania iest
xy.wst A _ %

(;)
Aby utworzyć drugie równanie, ułożymy propor-
cyią
l i i i : E D  = F D :  FC czyli x  — a : b = a  : y —  b,

im *
skąd bx +  ay —  x y  czyli bx +  a y —  (2)

Aby rozwiązać dwa równania ( 1 )  i (2  , rozmnoży 
strony pierwszego przez ab i wyrażę ie tak

:2ab.n1*
bx.ay= --------- 77— ■

w.f/A
to zaś porównawszy z równaniem (2) widzę iż dwie 
niewiadome b x , ay są pierwiastkami równania sto
pnia drugiego

2mx la b  ma
z 1 — --------— z  +  ---------77—  =  o

WSt. A WStA.
tak iż z  —  Dx, z  =  ay:

STAROŻYTNA; 17

„ w* / W 4 2 abm*
a/.e 2 —  ----------  ± \ / ----

v  wsiwstb. V ffj/ ’ A (pwA

z  m* ±  m v'm * —  2«Z>h\jyA
więc o; =  —r~ — -------------- ---------------------------

b b. wst A

z  /«’  ±  |/m ! — lab.wstky  — --------

Pozostaie teraz wykreślić znalezione wartości dla 
a w wykreśleniu trzeba (dla toy satney co w przy-

3
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kładzie §  2. przyczyny) wziąć znak -+- w wartości 
x  1 znak — w wartości y ,  lub znak —  w pierwszym 
razie a znak +  w drugim.
Gdyby dany kwadrat m* był  mnieyszy od aab.wsth 
to lest od podwóynego równoległoboku AEDF;\vartości 
x , y  byłyby uroione czyli nie inożnaby zadania ro
związać.

Naymnieysza wartość iaką mieć może kwadrat m* 
iest uab.wstA i boki tróykąta szukanego będą w 
tym razie 2a , 2 b powierzchnia zaś aab.wsl\: to 
iest, naymnieyszy kw adrat równy iest podwóynernu 
równoległobokowi A E D F , boki zaś tróykąta równego 
temu kwadratowi co do powierzchni są AB =  a A F ,  
A C  = :  2 A F , bok nareszcie B C  będzie w tym razie 
podzielony na dwie równe części w punkcie D .

Gdy o.ab.wslS. , wartości dla x ,  y  będą
rzeczywiste i dodatne: wyznaczywszy punkta G, G' 
za pomocą dwóch wartości dla x , poprowadzimy li- 
niie G H ,  G I F  i otrzymamy dwa tróykąty G A H , 
G A H ’ z których każdy równy będzie kwadratowi mz.

16. Zadanie 6- Znaleźć powierzchnią tróykąta 
niaiąc wiadome wszystkie trzy boki. (iig. 8.)

T rzy  wiadome boki są AB =  c, BC = a , A C  = b .  
Spuściwszy od wierzchołka B prostopadłą BD  na 
Lok A C  uważany za podstawę, powierzchnia tróyką
ta będzie.

A C  b
------BD  c z y l i -------BD

2 J 2

aże B D  =  v/ c z — A D %  czyli, dla tego że 
b -f- c* —  a z

\ZĄb* c * — (b* +  c * —  a ’ )*

więc powierzchnia A B C  — a ’ ) z



czyli ±

czJli i  1/  ( [b + cY — a^j (a*— (b— c*)j

czyli |  1/ ^ (Z )+ c+ a)(Z )+ c— a ) ( a + £ — £ + c ) j

Naznaczywszy o .p = n + b + c ,będzie ip — i a = b + c — a , 
ip — 7 .c = a + b — c, o.p— 2b = a — b-\-c, 

Wyrażenie zaś powierzchni tróykąta ,

1/ p  ( p — n) [p — bj (p— c)

Gdyby było b— c , tróykąt byłby równoramienny a 
iego powierzchnia byłaby (p— b) y/p ^ — a j

Gdyby było b = c — a troykąt byłby równoboczny 

a iego powierzchnia byłaby ( p — a )  v/ p \ p  —  a)

\ ~j. Zadanie 7. Przez liniią E F  równoodległą od 
AR podzielić dany tróykąt A CB na dwa odcinki AEFB, 
E C F  ktorebv się miały iak dwie dane hniie LI, 
IG  czyli m i n. (fig. 9.)

Niech będzie podstawa wiadoma A B = r a ,  a wyso
kość C H — b, tróykąta ACB: podstawa szukana E F — s ,  
a wysokość C G  =  x  trójkąta E CF. Z proporcyi 
AB : EF — CH : C G  czyli a : z  =  b: x  wywiedzie
my równanie

ax  =  bz (\)

Z  proporcyi AEFB: E C F  =  m: n czyli

a + z  . z x  ,
— — (0— x ) : - ^ - ~  m: n wywiedziemy równanie

11 (a + z ) (b— x) —  mz'x (2) 
Wyrugowawszy z  z równań (1) 1 (1) otrzymamy

*  =  ± \ / H L
m-Ą-n 

Aby wykreślić tę wartość, znaydziemy naprzód trze^

STAROŻYTNA.
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cią ciągło-proporcyionalną do m + n  i b czyli do L G  i
b *

G M  (= 11C) i tą niecli będzie G K  = --------: po-
'  '  c * tn+ n  1

wtóre średną między n i --------czyli IG i GK. któ-
1  ‘  J  m + n  J

rą niech będzie G C  =  .r. Przez wzgląd na podwóy- 
ną wartość dla x ,  przeniesiemy G C  na przedłużenie 
wysokości HG od G do g  i na tę> wysokość od C do 
G ,  dokończymy w>kreślenia według wyznaczonych 
punktów G i g  i otrzymamy dwa rozwiązania z któ
rych iedno z dwoyga użyłem będzie według danego 
stosunku m : n ,  któiy może być iakikolwiek.

Gdy m = n , wartość dla x  wypadnie \ / " Ź l  którą

■wykreśliwszy, podzielimy tróykąt na dwie równe czę
ści przez liniią równoodległą od iednego z bokow.

18. Zadanie. S. Przez punkt O danv za okrę
giem poprowadzić liniią przecinającą koło lak aby 
cześć ( fig. i o . ) GD tey linii zawarta w kole miała 
długość naznaczoną.

Niech będzie C D  =  c, OC =  x  : poprowadziwszy 
dowolnie limią O B = a  i nazwawszy b iey część O A 
za kołem, ułożymy proporeyią

a : C+X—X : b . skąd x* Ą-cx— ab,

i x = — \c  ±  i /  ~ c* +  ab.
Aby wykreślić pierwszą wartość x ,  mamy naprzód 

a b =  O E%  wyprowadziwszy więc z punktu dotknięcia 
E  prostopadłą E F  = ^ c ,  będzie

O F = i / *c *+ a b , O F— E F = i /\c*-\-ab—  ~c 
Promieniem U K = O F — E F z punktu O przecinam 

okrąg dany w punkcie C, przez punkta O i C pro
wadzę limią OD: tey część C D  zawarta w kole ró
wną będzie naznaczoney linii.

Aby wykreślić drugą wartość x , przeniesiemy sum*
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mę liniy OF i E F  na przedłużenie linii O C  od 0  do

C  i będzie O C' —  —  ~c —  \/^c*+ab  : weźmiemy 
O B = « ,  ()A ’= b  a przez punkta A' G 15' zakreśliwszy 
okrąg, cięciwa G D  będzie równą daney linii.

19. Zadanie. 9. Podzielić powierzchnią D E B L  
zawartą między ćwierciami dwóch okręgów społśrod- 
kowych 1 ich promieniami na dwie równe części przez 
trzeci łuk także spółsrodkowy. (fig. ■ 1.1

Niech AT będzie promieniem szukanego łuku: ma 
być według założenia

D A L  —  Z \ T  —  Z  AT —  EAR 
czyli, naznaczywszy A L — a ,  A B = = 3, A T = . r ,

j  a 9%  ---- \ X ’lZ —  \  X*TZ  ----\  b 9TT

,a ’ +  b \
czyli a*— x , ~ x i -— b % skąd X—  ±  y ------------

Aby wykreślić wartość znalezioną dla x , popro

wadzimy liniią D B  =  i/(a* + b*)  i na niey iako na 
średnicy zakreślimy półkole BDG: od punktu G  wzię
tego w środku tego półkola poprowadzimy do które
gokolwiek końca średnicy liniią G D , a ta będzie pro
mieniem kola szukanego. Jest bowiem

D G  =  i/ D B * — BG * = V “ —
U.

Promieniem więc A T = D G  z punktu A zakreśliwszy 
łuk Z l ’, ten podzieli powierzchnią E 1)LB na dwie 
równe części.

II. A N A L IZ A  N O W O C Z E SN A .

20. D o powzięcia wyobrażenia o duchu analizy 
nowoczesney posłuży nam rozwiązanie następujące
go zadania.

Znaleźć dla niewiadomej x  wchodzącej w wyrażenie
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. / I X *  -t- s.z it
~~xF~\— 7—  wartość taką, która sama, ze wszystkich

wartości iakie niewiadoma x  mieć może, nadałaby nav- 
większą wartość liczebną danemu wyrażeniu.

Naznaczaiąc dla x  wszelkie wartości liczebne po
czynając od naymnieyszych np od iednoJci, a postę
pując do co raz większych i te wstawiając koieyno 
za x  wdane wyrażenie, postrzeżemy iż wartość w y
rażenia będzie z razu rosła a potem malała mimo co 
raz większych wartości branych dla x. Stąd wnie
siemy i/, między owemi wartościami dla x  znaydu- 
ie się taka która nadaie wartość naywiększą wyraże
niu. Aby znaleźć takową wartość dla x , oznaczmy 
przez y różne wartości wyrażenia odpowiadaiące ró
żnym wartościom x  i załóżmy równanie

. /o.x’  +  3.t; ax* +  3x

— T T ' alb“ *" = * '+ f
dla oznaczenia iż wartość y  zawisła od warsości x , 
sama zaś ilość x  nie zawisła od żadney inney: oko
liczność którą wyrażają w ogólności równaniem

r —/*,
oznaczaiąccm że y iest funkcyią x ,  to iest że wartość 
ilości y  zawisła od sczególney wartości wziętey dla x.

Związek zachodzący między ilościami y , x  można 
wystawić za pomocą układu dwóch liniy O X , O Y  
(fig. 12) przecinających się pod kątem prostym w pun- 
kcić C), biorąc na pierwszey OX. długości C)A , O C , 
OA', etc wyrażaiące wartości dla x, na drugięy zaś O Y  
wartości odpowiadaiące dla y  to iest OB', OB, etc. 
równe względnie liniiom AM', CM. Tę okoliczność, 
że  wartości dla y  zrazu rosną a potem maleią, w y 
razić możemy na figurze liniią k rzyw ą M M M  łą
czącą końce liniy AM', C M , AM " oznaczających war
tości dla y.

Za pomocą takiego wykreślenia postrzeżemy, iż, do-
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póki y  mieć nie będzie naywiększey wartości, dopóty 
linii y = z  AM' —  A JM' odpowiadać będą dwie różne 
wartości x, to iest OA i OA': gdy zaś y  otrzyma 
naywiększą wartość C M  w ów czas x  mieć będzie po
jedynczą O C , czyli dwie z razu nierówne wartości OA, 
OA', przeydą , że tak pow iem , na dwie równe O C , 
OC. Stąd wniesiemy że, nadawszy ostatnemu rów n a
niu postać

=  a X* +  3x  (a) 
trzeba znaleźć dla niewiadoniey y  w to równanie 
wchodzące)' wartość taką przez którą dwie wartości 
a; stałyby się równemi. Ułożywszy więc względem x  
równanie (aj w sposób następuiący 

(y*— 2 Ir*  —  3x-hĄ y2=  o (b) 
to musi mieć dwa pierwiastki równe: warunkiem zaś 
tey okoliczności iest, iak wiemy z algebry, aby poly- 
nomy,

( y *—  a^x*— 3. r + / j / \  i 2(y*— 2).r—  3 
miały spólny dzielnik. Odbywszy działanie dla zna
lezienia spólnego dzielnika, doydziemy do reszty dru-

giey !\yz—  ̂  ̂ ^ ' ,x ‘] * zrównawszy zero, założymy

warunek aby rzeczone polynomy miały spólny dziel
nik. Z tego równania warunkowego wypadnie

. sM  y = — i i / — i;
dwie uroione wartości y  znaczą iż liniią krzywa M M M " 
iest zamkniętą, czyli że przeszedłszy pewną granicę 
nie znajdziemy iu i  żadnych wartości tli a y  odpowia
dających wartościom dla x : weźmiemy yvięc tylko 
dw ie pierwsze wartości y, z którychiednę, np + ~ ,  wsta
wiwszy w równanie (b) otrzymamy x — 6: liczba więc 
(3, wstawiona za x  w dane wyrażenie, nadaniu n a j 
większą wartość =  •§-.

2 i .  Dwie okoliczności posłużyły nam do rozwiąza
nia tego zadania. 1'ierwsza żeśmy uważali ilości x , y' 
za zmienne czyli mogące mieć nieograniczoną liczby



wartości, druga żeśmy te wartości, oznaczone łiniia- 
ini prosterni, odcinali, poczynaiąc zawsze od iednegoz 
punktu O ,  na dwóch liniiach O X ,  O Y  przecinają
cych się pod kątem prostym w punkcie O, tak i/, wzią
wszy na O X  pewną długość liniyną dla x  odcięliśmy 
na O X  odpowiadającą wartość dla y wyznaczoną za

/ o .x * +  3x  
pomocą równania y = y

Takowy postępowania sposób nale/.y do analizy 
ilowcczesney. Główną cechą i podstawą tey analizy 
iest zmienność ilości. Z takiegoio powszechnego sta
nowiska, zaczęto w ostatnych czasach, według myśli 
rzuconych przez Lelbnica i Newtona, uważać naukę 
matematyki , przechodzono od rzec/,y nayogolniey- 
szych do sczegółow stopniami drobmeyszyeh, odkry
wano tym sposobem prawdy nieznane zrazu i nare
szcie utworzono naypięknieysze teoryie tak czystey 
iak przystosowaney matematyki.

Analiza starożytna w daleko ściśleyszych uogólnie
nia granicach, niż nowoczesna, była zamkniętą, i dla 
tego tyle płodną w odkrycia i rozgałęzienia ile t a o - '  
statna, być nie mogła.

2 2. 1) wie główne części: Geometryia analityczna 
i rachunek analityczny, który się dzieli na różni
czkowy i integralny, skhadaią czystą matematykę ilo
ści zmiennych czyli analizę nowoczesną.

23. W  analizie dwóch wymiarów wykonywaią się wy
kreślenia za pomocą układu dwóch liniy prostych 
O X , O Y  (fig. 13) przecinaiących się pod kątem iakim- 
kolwiek a naydogodniey prostym; w analizie zaś trzech 
wymiarów wykonywaią się wykreślenia za pomocą u- 
kładu trzech liniy O X ,  O Y , O Z  (fig. i \) przecina
jących się w iednym punkcie, także naydogodniey pod 
kątem prostym. W  tym ostatnym razie można, dla 
snadnieyszego poięcia rzeczy, uważać dwie limie O X ,

a 4  II- ANALIZA
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O Y  za horyzontalne, trzecią zaś O Z  za pionowy , ka
żde zaś po dwie brane za położone na płasezyzme , 
tak iż phisczvzna X O Y  iest horyzontalny, płasczyzny 
zaś X O Z , Y O Z  sy pionowe.

24 Za pomoc.) takowego układu liniy prostych mo
żna wyznacz)ć położenie punktu uważanego na pła- 
Sezvzuie 1 uł> w przestrzeni. I tak, wyznaczymy po
łożenie puuktu M (fig. i 3 ) na płasczyznie X O Y  za 
pomocy dwóch liniy OP, PM z których pierwsza wzię
ta na ()X  nazywa się odeięlty, druga, równoodległa od 
O Y ,  nazywa się rzędną punktu M. Wyznaczymy po
łożenie punktu W (fig. i 4) danego w przestrzeni za 
pomocą trzech limy MP, Po, Pb, z których pierwsza 
równoodległy iest od O Z druga od O Y  trzecia od 
O X . W każdym z tych dwóch przypadków, liniie ta
kie iak O P ,  PM  w i m, M P ,  Pa ,  Pb w aSlm razie, 
za pomoc,3 których wyznaczamy położenie punktu 
odnoszonego do układu liniy nieograniczonych O X ,  
O Y  w pierwszym razie, lub O X , O Y ,  O Z  w drugim; 
n a z y w a j  się społrzędnemi, lunie zaś nieograniczone 
O X , O Y , lub O X , O Y , O Z na których , poczynając 
zawsze od iednegoż puuktu O, odcinaiy się spółrzę- 
d n e ; nazywaiy się osiami spótrzędnych Liniy. Punkt
O  w którym się przecinam trzy osi, nazywać będzie
m y zaczęciem  układu osi.

§  a 5. Uwaźaiyc limie O X , O Y  za osi (fig. i 3) li
niy spółrzędnych dodatnyeh, będ,] O X ' , O Y ' osiami 
liniv spółrzędnych odiemnych: iako bowiem kierunek 
osi O X ' iest przeciwny kierunkowi osi O X ,  tak zna
ki limy odciętych na O X  muszy być przeciwne zna
kom odciętych na O X . Wziąwszy O Y  za oś rzę
dnych dodatnyeh, będzie , dla podobney przyczyny , 
O Y' osiy rzędnych odiemnych. Więc 
spółrzędne punktu M, sy x  ■= +  OP, y  =  +  PM  

M', x  —  —  OP', y  =  -f- Vni 
M ”, x  =  +  OP, r  =  —  PM'

4



M'", x  —  —  OP', 7  =  —  PM"' 
spółrzędne punktu P, są x  —  +  O P ,  y  =  o 

P , , x  =  —  O 'P ,  j  —  o 
Q , x  == o, j r  —  +  O Q  
Q', #  —  o, /  =  —  OQ' 
O , x —  o, y  =  o

Takaż sama okoliczność zachodzi'ze  znakami spól- 
rzędnych punktu danego w przestrzeni, zwłaszcza (fig. 
j 4) co się tyczy osi O X ,  O Y  uważanych za hory
zontalne. Co się zaś tyczy osi O Z  uważaney za pio
nową wszelkie rzędne, brane według tey osi nad pła- 
sczyzną horyzontalną X Y ,  będą dodatnemi, a zatem 
wszelkie rzędne brane według teyże osi O Z pod pla- 
sczyzną horyzontalną XY , będą odiemnemi. Skoro 
zatem %a dane trzy spółrzędne punktu w przestrzeni 
odnoszonego do takowego układu trzech o s i , będzie 
można wyznaczyć położenie tego punktu.

26. Można także wyznaczyć • długość linii prostey 
daney na plasczyznie lub w przestrzeni w funkcyi wia
domych spółrzednych iey końcow. Itak ,,  niech x, y  
(fig. 13) będą spółrzędnemi punktu C, x  y  punktu 
M , dłu gość linii zawartey między temi punktami u- 
ważaney na phisezyznie i za przekątną prostokąta, bę

dzie i / CS* +  M S2 ________

czyli i/(JT —  7  '  +  —  x ) *
długość zas linii O C  przechodzącey przez zaczęcie ,

będzie

i/Y* +  *  *
27. Aby znaleźć długość linii prostcy MM' daney 

w przestrzeni, zważymy naprzód iż tę liniią , którey 
iednego końca M  (fig. i 4) spółrzędne wiadome są x, 
y, z , drugiego M' są x  y  z ';  można uważać za 
przekątną równoległościanu prostokątnego wystawio
nego na trzech krawędziach x  —  x , y— y  z — z ,  a

a 6  II. ANALIZA.
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zatem według wiadomego ze Stereometryi twierdzenia 
długość tey linii będzie

\/[x — ~x/  H- ()-— / / '  +  — z'Y
Można iescze następującym sposobem znaleźć ostatną 

formułę.(f. r 5) Przez liniią daną M M ' poprowadźmy pla- 
sczyznę prostopadłą do X Y  i zawarty między dwiema 
liniiami M 'm '= z’, M m '= z  prostopadłemi d o X Y .  Siad 
nim płasczyzny M M'm'tn na X Y ,  iest według poprze

dzającego §  —  \/(x— x 'y  +  i y —  y Y'. Przez punkt 
M' na płaszczyznie M m poprowadzimy liniią INI P ró
wnoodległą od nim, tróykąt M'PM będzie prostokątny

przy P, więc M M ' = i / M ' P *  +  MP* a ze M P = M / w —  
Pm— z — z' więc

M M ' = i / ( x — x ) T -ł- ( j  —  (z— z')* 
Gdy dana linia OM  przechodzi przez zaczęcie spół- 
rzędnycli (fig. i/j) wartość tey linii uwazaney za prze
kątną równolegiościanu prostokątnego wystawionego 
na trzech krawędziach z , które są spółrzędneini
punktu M, będzie

l/x*-t-y*~i- z*
28. Płasczyzna M M m  , według którey zrzucili

śmy liniią M M  na X Y  nazywa się zrzucaiącą (plan 
projettant), płasczyzna zaś X Y  na którąśmy zrzucili 
ową liniią nazywa się płasczyzną rzutów (plan de 
projection)- Liniia nim nazywa się rzutem (projection) 
linii M M ,  punkt ni rzutem punktu M'. Linia OP 
(fig. i 3j  iest rzutem linii OM , linia Pd  rzutem linii 
M C  na oś OX.

29. Z  tego co się dotąd wyłożyło, wniesiemy ż e ,  
gdybyśmy mieli dane, czyto przez równanie czy przez 
proporcyią, powinowactwospólrzędnych limy punktów 
uważanych i°  na plasqzyznie i°  w przestrzeni; mogli
byśmy, nadaiąc w pierwszym razie różne wartości dla 
iedney ze spółrzędcych a wyznaczane drugą za pomo-
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oąt danpgo powinowactwa, Iul> nadniąc w drugim ra
zie różne wartości <!la dwóch spółrzędnych a wyzna
czan e  trzecia za pomocą danego powinowactwa; mo
glibyśmy, mówię, wyznaczyć ciąg nieprzerwany tych 
punktów których mieyscem geometrvcznetn byłaby w 
pierwszym razie albo linua prosta albo krzywa, w dru
gim zaś powierzchnia. Z ł y c h  względów podzielony 
iest. obecny traktat Geomelryi analityczney na trzy 
następuiące części: pierwsza o l i n i i  p i e r w s z e g o  
r z ę d u  czyli o l i n i i  p r o s t e v ,  dtuga o l i n i i a c h  
d r u g i e g o  r z ę d u ,  trzecia o p o w i e r z c h n i a c h  d r u 
g i e g o  r z ę d u .
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CZEŚĆ PIERWSZA
<L/

O LINII P IER W SZEG O  RZĘDU CZYLI O LINII P R O S T E Y .

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

O linii prostej uważanej na /rfasczyznie.

% 3o. N i e c h  będzie równanie pierwszego stopnia 
A j r + B x = C ~ o  ( i ) 

z dwiema niewyznaezonemi ilościami y , x • Hadaiąc 
dla x  różne wartości a wyznaczając y  za pomocą da
nego równania w którem A, B, C  oznaczają ilości sta
łe  wiadome; daley, wartości dla x  uważane za liniie 
proste odcinając na osi O X  y (fig, 16) wartości zaś 
znalezione dla y  odcinaiąc na osi O Y  i przez pun- 
kta a, b, c ... dy e,J'.. . tym sposobem wyznaczone po
prowadziwszy liniie ag, bh, ci..,, dg , eh , J i , . .. ró
wnoodległe względnie od osi O Y , O X  do przecięcia 
spólnego w punktach g, h, i ; znaleźć iaka liniia bę
dzie mieyscem geometrycznem punktów g , h, i tym 
sposobem wyznaczonych.

Aby to zadanie rozwiązać wywiedźmy z równania 
(1)  wartość dla y , która iest

B C

=  x  ~~X

B C
czyli, naznaczywszy —  — = a t— — ~ ~ b } 

y —  a x -\ b .
1



Naznaczmy dopiero x = o ,  skąd wypadnie y = b  i tę 
ilość stałą b odetniymy na O Y  od O do k. Popro
wadziwszy przez punkt k liniią ku równoodległy od 
O X  i nadawszy ostatneinu równaniu postać

y — b
------- =  a

x
widzimy iż stosunki kl: Ig, km: itih, kn: ni są równe 
każdy w sczegójności ilości stałey a, a tem samem ró
wne między sobą, skąd wniesiemy ze tróykąty k lg , 
W ,  kni... są podobne, a zatem że punkta k, g, h, i 
są w linii prostey. Równanie więc 

y = a x +  b,
za pomocą którego wyznaczyliśmy punkta k, g, h, iest 
równaniem linii prostey.

3 1. G dyby punkt A' był zaczęciem osi spółrzędnycli, 
ilość b byłaby =  o , liniia ki przechodziłaby przez 
zaczęcie spółrzędnycli a iey równanie byłoby )-=ax.

32. Aby wyznaczyć ilość stałą a wchodzącą w ró 
wnanie linii prostey, ułożymy za pomocą któregokol
wiek tróykąta np, klg proporcyią

kl: Ig—  i : stycz■ gkl, czyli x.y—  i : stycz. gkl. 
T

skąd s t jc z .g k l  =  — , aze według poprzedzają-
CC

T
cego §  iest a —  ~

CL

więc a =  stycz-gkl
to iest, ilość a oznacza styczną trygonometryczną ka
ta który liniia dana przez równanie czyni z osią O X .

33. Sposób geometryczny znalezienia równania li
nii prostey przechodzącey przez zaczęcie osi., iest na
stępujący.

Wszelkie punkta linii prostey OM (fig ] 3) odnoszone 
do dwóch osi spółrzędnycli maią tę własność iż  stosu
nek spółrzędnycli każdego punktu tey linii, równy iest

3o O linii prostey



stosunkowi któregokolwiek innego punktu, to iest, ma 
się

OP: P M = O P ' :  P M ' = 0 </: dC 
aże wartość któregokolwiek z tych stosunkow iest

=  i: stycz. M O P  czyli, dla skrócenia, = j : a 
tak iż x  : j  =  i : a , 
więc y = a x
iest równaniem linii prostey przechodzącey przez za
częcie osi. Gdyby kąt M O P  był —  5.0° styczna iego 
byłaby lednością równanie linii O M  iest w tym razie

y=zx.
Równanie linii O iń iest także

j — ax,
lecz styczna a kąta ni0 X iest w tym razie odiem ną, 
odcięta x  punktu któregokolwiek tey linii iest także 
odiemną, a zatem iloczyn ax  iest dodatny.

Równanie linii O M "  iest 
jr — — a xx

w tym razie, a oznacza styczną kąta M'"OX' doda- 
t n ą , x  odciętą odiemną , więc iloczyn ax  iest odie- 
mny.

Równanie linii O M ' iest
j  =  ~ a x ,

w tym razie a oznacza styczną kąta M 'O X  odiemną, x  
odciętą dodatną, więc iloczyn ax  iest odiemny.

34- W każdym z  czterech ostatnych przypadków 
powiększywszy ax  ilością stałą b otrzymamy równanie

(fig- 17)* . . .
y = a x + b  liniy AR i AR' 
y = — ax— b liniy A'R " i A'B"

W  ogólności równanie linii prostey , nie zwa/.aiąc na 
znaki iest y=ax-\-b.

35. Dotąd odnosiliśmy liniią prostą do układu osi 
spółrzędnych prostokątnych, i w tein założeniu wy
znaczyliśmy wartość dla a. T ę ż  samą postać zacho
wa równanie ogólne linii prostey odnoszoney do ukła-

uważamy na piasczyznle. 3i



chi osi spółrzędnych nieprostokątnych , wartość zaś. 
ilości a znaydzieiny w tym razie następuiącym sposo

bem.
Nazwiymy 6 k.jt osi Y O X ,  a kąt M OP, skąd M O Y  

= £ — a i ułóżmy proporcyią (fig. iB)
O F : FM czyli x : y — wsl(&— a): wsta.. 

Otrzymamy równanie linii prostey O M
WSl'J.

J  =  — T c — T '  x  J wstyo— a)
któremu nadawszy postać prostszą y ~ a x ,  widzimy

iż
w stv.

a

3 2 O  linii prosley

wst{& —  a)
taka iest w tym razie wartość, którą mieliśmy znaleźć, 
ilości a.

Iiozumuiąc iak w §  a 3 przekonamy się iż równa

nie
wsta.

linii O M  lub OM' iest y  =  — —z-------r* xJ wst{& —  a)
wsio.

OM'" . OM" . r  = — ---- -p-------r- *J wst(& — a)
36. Równanie zaś linii nie przecliodzącey przez za

częcie spółrzędnych nieprostokątnych (fig. 19) podo
bnie iak w §  3/|, w  sczególności zaś

. wsta. T
linii A M  1 AM' iest, y  —  ----- -z-------~ .x+ o

J  w s t{ & ----«)

. WSloC ,
A'M i A M" . y  — --------- 2 v  x — b

J  WSl(b  —  a )

3 .̂ Odnosząc więc do jakiegokolwiek układu osi 
spółrzędnych liniią prostą, iey ogólne równanie będzie 
w każdym razie

A j> -+ B ^ r+ C = o  
w które nie wchodzą ani iloczyny ani potęgi ilości 
zmiennych x, y . Z tego względu wszelkie równanie



które można przywieść do tey postaci, nazywa się w 
rachunku analitycznym równaniem liniynem ( i) .

38. Wyznaczymy położenie linii prostey na pła- 
sczyźnie za pomocy równania y  =  a x -\-b  gdy dane 
M ą  wartości dla ilości a, b, wchodzących w  to ró
wnanie, lub warunki na ich wyznaczenie. Stosownie 
do tych przypadków, i uzywaiąc układu osi prosto
kątnych iako naydogodnieyszego, zatrudnimy się na- 
stępuiącemi zadaniami.

39. Zadanie. Znaleźć równanie linii prostey prze- 
cbodzącey przez dwa punkta których spółrzędne są 
dane.

Oznaczmy przez x", y” i przez x\ Y  spófrzędne 
wiadome dwóch punktów linii, którey równanie ogól
ne iest

y= ax-\-b  (1)
Ponieważ liniią przechodzić ma przez punkt pier
wszy (x ", y") (2 )« w '^c iey rówrnanie sprawdzi się 
gdy w nie wstawimy x" za x, i / '  za y, i zamieni 
się na

y"— a x "+ b  (2). 
taż sama okoliczność zachodzi względem punktu dru«» 
giego (x ' y), więc

y '= a x '+ b .  (3)
Odciągnąwszy stronami to równanie od poprzedzają
cego, będzie

, y  —  y 
y"— Y— a(x"— x') skąd a = ~ ,  7-:

OC ' co

Mamy tedy wartość dla a którą wstawić trzeba w ró
wnanie (1), czyli mamy wiadome położenie linii :

uwaianey na płasczyŁrile} 33

( i)  T o nazwanie nie iest naystosownieysze, bo w analizie
*He tylko prosta lecz i wszelka krzywa foremna liniią ozna
k a  się równaniem.

['*■) Wyrażenie punlt (,r", y ”) oznacza toz samo co punkt 
którego dwie 6pólrzędnc x” i y‘\

5



ż e  zaś trzeba iescze z tegoż równania wyrugować Z>, 
odciągniemy stronami równanie ( i )  od row: (2), skąd 
wypadnie y"— y = a (x ''— x ) czyli

S - r =  ( ^ — •r ) :

takie iest równanie linii przechodzącey przez dwa 
punkta.

Rozbierzmy teraz wartość styczney kąta pod iakim
liniia dana przecina oś O X , to iest, wartość

»/ / 
r  — j

a — — ----------7—
x  —  x

1° W ziąwszy w tey wartości y"= zy', wypadnie 
a— o. Pierwsze z tych ostatnych równań oznacza iż  
liniia dana iest równoodległą od osi O X , drugie iż  
się z nią nigdy nie przetnie.

20 Wziąwszy x" =  x ' wypadnie a = ^ ’ pierwsze 
z tych równań oznacza iż liniia dana równoodległą 
iest od osi O Y ,  drugie iż iest prostopadłą do osi O X . 
3° Wziąwszy y "= y \ x " = x ',  wypadnie a =  ~ co zną- 
czy  iż liniia przechodzi przez ieden tylko punkt i że 
mieć może niezliczone położenia względem osi O X .

Można iescze sposobem geometrycznym znaleźć ró
wnanie linii prostey przechodzącey przez ieden punkt 
lub dwa punkta (fig. 20).

i °  A b y  znaleźć równanie liniii AB przechodzącey 
przez punkt A  którego spółrzędne są O C = x ',  A C  = y ,  
obierzmy na tey linii punkt M  i oznaczmy iego spół- 
rzędne O E , E M  przez x ,  y ,  przez a styczną kąta 
B A G  który AB czyni z osią O X . W  tróykącie A FM  
mamy

A F : F M =  1 : a, czyli x  — x ' : /  —  y  = i ; a,
skąd 

y — y  == ct(x —  x )  
równanie linii przechodzącey przez punkt dany.

* Ą

34 O linii prostej



a° Oznaczmy przez x" y" spółrzędne wiadomo 
punktu innego B linii AB. W  trójkącie  A G B  ma- 
n»y proporcyią

A G  : G B  =  i : a  czyli x " — ' x  : y " —  y  —  i : a ,

sM  a  = 4 = 4 : '
* x ' —  x
Wstawiwszy tę wartość w równanie poprzedzaiące- 

go przypadku , wypadnie równanie linii przechodzą
c y  przez dwa punkta

■ f  —  r  , 
r — r =  —  _ i ~  ( *  —  x )

4o. Zadanie. Znaleźć warunek równoodległości 
dwóch liniy.

Niech będzie równanie linii 
iedney y= ax-\-b
drugiey y = a 'x + b '
aby te dwie liniie były równoodległe, muszą czynić 
ieden/.e kąt z osią Q X  czyli musi być a = a \  przez 
co równanie równoodległey zamieni się na

y = a x + b '
4 i- Zadanie. Znaleźć kąt dwóch liniy których równa

nia a w sczególności styczne trygonometryczne kątów, 
pod iakiemi się przecinaią zo s ią  Ó X  są dane (fig. 21).

Niech będą AB, A C  dwie dane liniie przecinaiące 
się w punkcie A :  niech y ,  x ,  oznaczaią spółrzędne 
lego punktu spólnego obudwom liniiom, a ich równa- 
n'«'> y=ax-+-b, y — a!x-\-b'..
Nazwiyiny a' kąt BA# który AB czyni z osią O X ,  a 
kąt C A #  który A C  czyni z tąż osią: kąt szukany BAC 
będzie a!— a. Jest zaś podług wiadomey formuły

stycz. a!— stycz a j  >
stycz (a — a) = :  ------------------;------------ ,

v '  1 -f- stycz « stycz a

Czyli nazwawszy V  kąt cl —  « ',  i wstawiwszy a’ za 
si/cz  a, a za stycz a,
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a — a
slrcz V :—

J i -f-a a
jo  Gdyby te dwie liniie były równoodległe , byłaby
stycz V  =  o, a zatem d  =■ a iest warunkiem ró-
wnoodległości dwóch liniy.
2° Gdyby się przecinały pod kątem prostym, byłaby 
styczY =  ~ , więc i +  ad =  o iest warunkiem aby 
dwie liniie były do siebie prostopadłe. Jeśli iedna z 
dwóch ilości a, d , na przykład pierwsza iest wiadomą, 
znajdziemy drugą

i
Cl '__

a
Odiemna wartość styczney a oznacza iż gdy iedna z 
liniy przecinających się pod kątem prostym czyni z 
osią O X  kąt ostry, druga czyni kąt roztwarty.
3° Znalazłszy styczną kąta V  znaydziemy iego wsta- 
wę i dostawę. Jest bowiem

a) da sY siecz y  i/( i +st) cz*V)

Ą (i -i-aa)’
i Ą-ad

l/ | ( i  +  tta’y  +  ( a'— a y j

aże ( i+ a d y + (a ' —  a)* =  i + a z -f-a'* +  a*d% 
( i + a 1) ( i

i + a d
T i«° o V ( l  +



Mo/,na i geometrycznie znaleźć warunek aby dwie 
liniie przecinały się pod kątem prostym CAB. (fig. aa.)

Ńiecli będzie y — a 'x + b  równanie linii A B ,
y = a x  +  b .........................A C

a ’ ie s t= j/ / - c z A B X ,  a = slyczkC ft: aźcstyczhMX. = —

styczkV,C czyli = —  dostyACB  =  -

ł  . , __ 1

a ' VÎ ° U a
\

4a. Zadanie. W yznaczyć punkt spólnego przecię
t a  dwóch liniy których dane są równania 

y  =  ax +  b , y  =  a x  +  b' 
czyli w których ilości a , b, a', b  są wiadome.

Ponieważ punkt przecięcia ma się znaydować na 
każdey linii, w ię c  spółrzędne x , y ,  tego punktu 
sprawdzą dwa ostatne równania, i znaydziemy spół
rzędne punkta przecięcia

b’ —  b ab’— ab
x  ~  ---------—5 V — ----------

a —  a J a— a

43. Zadanie. Spuścić, od punklu danego na pła
sczyźnie, prostopadłą na limią prostą, i znaleźć war
tość części prostopadłey zawartą między punktem 
danym i hniią.

Wiech będzie równanie linii daney C D  (fig. a 3.) 
y — ax +  b (1) 

niech będą x ,  y  spółrzędne punktu danego około 
tey linii,  równanie prostopadłey, maiącey się prze
ciąć z  daną w pewnym punkcie, będzie 

y  =  a' x  +  b  
maiącey zaś przechodzić przez punkt dany, będzie 

y  =  a! x'  +  b  
Odciągnąwszy stronami to ostatne od poprzedzaiącego, 
O p ad n ie  równanie prostopadłey

y  —  y  =z ci —  x') (a)
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które wyraża te dwie okoliczności, źe prostopadła prze
chodzi przez punkt dany i że przecina liniią daną: aby 
zaś była prostopadłą do daney, którey równanie iest

( i )  musi być ( 4 1) d ~ — ----- J więc nareszcie ró-
CL

wnanie szukane prostopadłey

iest jr  —  f  =  —  (x  —  x )  (3)

Spófrzędne punktu przecięcia linii daney z prosto
pad łą ,  oznaczywszy przez x"7 y", równania ( i )  i (3 ) 
przeydą w tym razie na

f  —  a x ’ +  b , f  —  /  =  —  —  (x"— x )

A by z tych ostatnych równań wyprowadzić wartość 
dla x", y", daymy pierwszemu postać taką

y"— y  =  a (x"— x )  +  ax'+  b — • y
i  rozwiążmy ie z drugiem względem x "—  x  i y "—  y', 
znaydziemy

38 O linii pros ley

Nazwawszy D  część prostopadłey zawartą między 
punktem danym i iev przecięciem z  liniią daną, 
hędzie

D  =  ±  y '(x "— x r)*-\-(y"— y ')z 
czyli, wstawiwszy wartości z a / — x ,  y '— y ,

a x '+ b — r'
D ------ t- ----- :------ -L

l / ( i  + f l ! )
Aby wiedzieć w-iakim razie weźmie się ieden z dwóch 

znaków wartości D, uważymy naprzód, iż
O P =  x\  PM  = y ,  PN  =  ax'-i- b 

ieżeli więc P M  >  P N ,  to iest y  ax' +  b; dany 
punkt M  z którego mieliśmy spuścić prostopadłą na 
C D ,  hędzie między liniią i osią O Y ,  więc a x '+ b — y ' 
iest wjtym  razie ilością odiem ną, a tcm samem trze

+ b ~ y )

i -t-a* ' y — y -
ax Ą- b — y

I + a z



ba wziąć znak —  dla wartości D  czyli M K , aby ta 
była bezwzględnie dodatną, w tym więc razie iest 

a x + b — - /
M K =  —  — — — TT \/yl a )

Jeśli przeciwnie punkt M' z którego spuścić marny 
prostopadłą na C D , iest dany między liniią i osią O X ; 
będzie

P M ' < P N  czyli /  <  a x + b  
więc a x + b — y iest ilością dodatną, a tem samem trze
ba wziąć znak +  dla wartości D  czyli M'K', i w tym 
razie

ax’+ b — r
M ' K '  =  +

l / ( i  + a  )

44 . Przystosuiemy formuły i rzecz §  43. do na
stępującego przykładu.

Znaleźć wyrażenie summy prostopadłych spusczo- 
nych od punktu C  wziętego wśród obwodu na trzy 
boki tróykąta O AB. (fig. 240

A by to zagadnienie, ile mo/.na naydogodniey roz
wiązać, daymy podstawie OB tróykąta, którą nazwie
my b, położenie na osi O X  a iey koniec O weźmy 

zaczęcie osi.
Niech będzie boku O A ,  przechodzącego przez za

częcie, równanie

y  —  a x ,  

równanie zaś boku A B ,

y  =  a x  +  b’.

Aby znaleźć wartość ilości b\ uważam iż liniia 
AB przechodzi przez punkt B którego spółrzędne s$ 
x  :==z b, y  =  o , że zatem iey równanie zamieni się 
'v tym razie na o =  ab  4- b' skąd b’ = —  ab\ tę war
tość b' wstawiwszy w równanie linii AB, wypadnie 

y =  a' (x  —  b)

uwalanej' na p-lasczyźnie. 3g



i °  Wartość części C F  prostopadłey spusczoney 
z punktu C  na bok O A  którego równanie jr —  a x , 
będzie (podług 43),  nazwawszy x  y  spółrzędne pun
ktu C  ;

ax' —  r '
C F _  ±  ------------- i —

7
Aby wiedzieć który z dwóch znaków służy tey war

tości , uważam ze, gdy w równanie y  =  ax  linii O A  
wstawię x  za x , będę miał y — DN =  ax\ aże C D  
czyli jy '<^DN czyli y'<^ax\ więc ax'— y  iest ilością 
dodatną , a przeto w powyższey wartości C F  trzeba 
wziąć znak -+-, i

ax' —  V

C F =  +  ✓ ( , + « • )
•x° W artość części C l i  prostopadłey spusczoney 

od punktu C na bok AB którego równaniey = a { x  — b) 
iest

C E  -  +
L ---------! / ( . + « ■ )

Aby wiedzieć który z dwóch znaków służy tey war
tości uważam ż e , gdy w równanie linii AB wstawię 
x' za x ,  wartość wypadająca dla y  będzie DIN' =  
a'(x— b): a/,e D C < DN' czy 1 i j ' < a!{x— b), więc licznik 
wartości C E  iest dodatny, przeto 

a '(x— b)— y

CE =  +  - W T ? t

Postrzegłszy iż  OB O D  czyli b ^>x', że zatem 
x ’ —  b iest ilością odiemną, możnaby wnieść iż li
cznik a'[x'— b)— y ’ iest odiemny: lecz z drugiey stro
ny postrzeżemy iż d  iako styczna kąta roztwartego 
iest odiemną; a więc iloczyn d { x — b) iest dodatny.

3° Wartość nareszcie prostopadłey C D  spuszczo- 
ncy od C  na bok trzeci OB iest 

C D  =  x

/jo O linii prostey



Dodawszy trzy znalezione wartości prostopadłych, 

Wypadnie
ax'— y  a!(x— b)— y  ‘

c d + c f + c e — y +  - ^ 7 ^  +  V ( . + "

G dyby tróykąt b y ł  równoboczny mielibyśmy a' —  
—  a , i w  tym razie

ab— iY
C D + C F + C E = y +

Że  ta wartość iest ilością stałą bez względu na 
położenie punktu G i równą wysokości tróykąta , 
dowiedziemy następującym sposobem.

Prostopadła A P  spusczona od wierzchołka A na 
podstawę tróykąta dzieli tę podstawę na dwie równe

b
części, odcięta punktu A  iest więc x  == —p  wsta

wiwszy tę wartość x  w równanie y  —  ax  linii OA,

ab
otrzymamy wartość wysokości AP =  1 •

br a*b* 
aże —  OA* =  OP* +  PA* =  - y  +  —

l
skąd i  =  ——  4- —r~ czyli 4 = l + a *

4  4
nareszcie a =  i/ 3

b v '  3 . ,  N 
Więc A P  =  — 7 — ( i)

Wstawiwszy znalezioną wartość a w ostatne wy
rażenie summy prostopadłych , wypadnie

by/Z
C D + - C F +  C E = ------- (2)

2 v '

a zatem według równań (1) i (1)  , iest 
C D + C F + C E =  AP

G

uwaianey na piasczyznle. 4*

/



O linii prostej

to iest: w tróykącie równobocznym spuściwszy, od pun
ktu wewnątrz tróykąta od upodobania wziętego, pro
stopadłe na trzy boki tróykąta , summa tych prosto
padłych iest ilością stałą i równą wysokości tróykąta.

45. Zadanie. Maiąc dane boki równoodległe (fig. 
25.) A C ,  BD trapezu A B D C  i stosunek odcinków 
A E , E B  boku AB zrobionych przez liniią E F  ró
wnoodległą od dwóch danych bokow , znaleźć wy
rażenie analityczne linii EF.

Niech będzie A C  =  b, BD =  b', a stosunek od- 
cinkow A E  i EB =  m : m', nazwiymy x  liniią szu
kaną E F , przez punkt E  pociągniymy liniią GH  ró
wnoodległą od D C  do zeyścia się z przedłużoną AG 
w punkcie G  i u łóżm y proporcyią 

A E  : EB  —  A G  : BH czyli m : m' =  x — b : U— x , 
mb +  mb'

X m +  iri ' ^
b + b '

gdy ni = .  m\ będzie x  —  ———

wypadek w iad om y z zasad G eo m etry i:
,  ,  . b + i b ’ ’ 

gdy m =  2 iri, będzie x  g— •

Wystawmy sobie że liniią AB obraca się około 
punktu A i dąży do wzięcia położenia linii A G ; 
czyli, co na iedno w ychodzi, że  kąt B A C  staie się 
coraz roztwartszym. W  tym razie punkta F  i D zbli
żać się będą do C ,  a gdy A B  weźmie położenie li
nii A G ,  liniie F E ,  DB wezmą położenie liniy C E ,  
C B ,  (fig. 26.) i  według formuły ( A )  mieć będzie
my równanie

1ń . C A  +  rn. CB
C E =  ----------------- 7------

m +  m
czyli naznaczywszy C E  =  x , C A  =  b , C B  =  B

mb  +  mb~  . ...... ----
m +  m'



wypadek w którym stosunek m: m iest =  A E  : EB 
i° W edług formuły (A.)  będzie można znaleźć 

spółrzędne punktu N (fig. 27.) w którym liniia MM' 
podzielona iest na dwa odcinki w stosunku danym 
m : rri a którey końców rzędne są y  i y  f odcięte 

x ' , x".
T u  bowiem rzędna N Q  punktu N  odpowiada linii 

EF na fig. 25, M P  odpowiada A G , M P' odpowiada 
BD, nareszcie MM' odpowiada A B  więc 

iri. M P + m ,M 'P '
N Q = --------- — --------- -m +  m

rny' +  my'
czvli y —  --------- :-------J m +  m
a° A by znaleźć odcięt.-j O Q  tegoż punktu N , użyie-
my formuły (B). Tu mamy naprzód PQ: Q P' —  rn:m,
Więc podobnie iak 11a Jig. 26, iest

m'. O P  +  vi. OP'
O Q  =  ------------------;------

m +  m
m'x -+- mx"

czvli x  =  -------------------:-----
J m +  m

Gdy m -m '  to iest gdy punkt N  iest w środku linii
MM', spółrzędne środka tey linii będą

y  -ł- r"  x '+ x "  r _ — -----  x .

uważanej na plasczyznie. /|3

2 2
to iest, rzędna środka linii równą iest połowie sum
my rzędnych, a odcięta tegoż punktu równa iest po
łowie summy odciętych, dwóch końcow leyże linii.

46. Za pomocą formuł §  l\5. dowiedziemy nastę- 
puiące twierdzenia :
10 Trzy liniie , prowadzone od wierzcholkow tróyką- 
ta do środkow bokow przeciwnych , przecinają się 
■ty-iednym/.e punkcie.

Niech będzie O M P  tróykąt dany, (fig. 28) weźmy 
leden z-iego wierzcholkow O za zaczęcie spólrzędnych,



a  oś 0 X  na boku OP: oznaczywszy przez x" odcię
tą punktu P, przez x y  spółrzędne punktu M; spół
rzędne środkow trzech bokow będą

punktu B

44 O linii prostey

x
D . . o, —

2

C

. . . . . . .  y
równanie więc linii O C  iest y = ~ --------—  • x  (39)

30 — CO

. . : : . . . BP . y  =  ■— 7— ----- — (x— x")
x  —  i x  v '

M D
2 y  i x ' \

y  —  — ;-------—  [x— —  I
/ i x  — x  \ a /

Aby znaleźć odciętą punktu przecięcia spólnego dwóch
pierwszych liniy O C , BP wyruguiemy y  z-ich dwóch
równań, i znaydziemy

x  +  x" r
x  — ----- -̂----, skąd y =   ̂ .

Znaydziemy też same wartości spólrzędnych punktu
przecięcia spólnego liniy O C , M D , wyrugowawszy y
zrównania jS° i 3s°, skąd wniesiemy że trzylin iie
O C , BP, M D  przecinaią się w-iednymże punkcie A

t r x '+ x "  y
którego spółrzędne są x  = . — ^— ,y = -^ -.  ażeodcię-

x ' +  x"
ta punktu C  ie s t ------------, więc odcięta punktu A

iest =  -I* odciętey podwóyney punktu C, czyli od- 
ciętey punktu C, więc punkt A znayduie się na -f- linii 
O C  poczynaiąc od punktu O ,  lub na j  teyźe linii 
poczynaiąc od C.



podobnie linii M P ,  y  =  —r- — - ( # — #") l(-^)

2° Wyprowadziwszy ze środkow bokow tróykąta pro
stopadłe, te się przetną w-iednymże punkcie A. (fig. 

?9 '*D awszy położenie tróykątowi i oznaczywszy społ- 
rz?dne iego wierzchołków iak w poprzedzającym ra
zie, będziemy mieli równanie linii O M  przechodzącey 
przez punkt O, którego spółrzędne są y —  o, X— 0,
i przez punkt M  którego spółrzędne są , x , j ,

OM , j  —  x
CC

' /
Y_

x — x'
• . . . . O P  y =  o

równanie więc linii AB przechodzącey przez punkt 
B którego spółrzędne podaliśmy w poprzedzającym przy
padku i prostopadłey do OM, będzie (43)

y x  I x' 
A B ,  v —  — = — -Ą x   

J a y \ 2

y  x"— x'( x '+ x " \
podobnie linii A C ,  r  —  ----- =  ------;— \x-------------J

' 2 y  \ 2 /

x"
AD , . .  x  ==■ —

2

Wstawiwszy tę wartość x  w równania liniy AB, AC , 
otrzymamy rzędne punktów w których dwie liniie 
AH, A C  przecinaią się z liniią A D , aże w tym razie 
każde z dwóch powyższych równań daie iednęż war
tość

J  x x " — X*

y  ~  2 ay
Uniesiemy źe liniie AB, A C  przecinaią się z liniią. A D  
W-iednymże punkcie którego spółrzędne są

y%’ Z

uważanej na płasczyżnle. 45

y  x x  —  x  • . x

2 2



3° Spuściwszy od w ierzchołków  na boki tróykąta, pro
stopadłe, te się przetną w-iednymźe punkcie.

Równania bowiem tych prostopadłych spusezonych 
na liniie O M , M P, O P dane przez trzy powyższe r ó 
wnania (A) (fig. 28) są (43)

X ' r "\
r = — y  * )

oc" —  oc
ty ------------ - X  *

J
x  ■=. X

a ż e ,  wstawiwszy wartość x  wziętą z ostatnego ró
wnania we dwa poprzedzaiące, otrzymamy też same 
wartości dla y;  więc trzy prostopadłe spusczone od 
wierzchołków tróykąta na boki przeciwne, przecina
ją się w-iednymże punkcie którego spółrzędne są

. x ’( x " —  x )  
x  1 ------------------

J
4° Trzy  punkta, wyznaczone w  trzech poprzedza

jących przypadkach, znayduią się na iedneyże linii 
prostey.

Poprowadziwszy bowiem liniią prostą przez punkt 
w pierwszym przypadku w yzn aczo n y , którego spół
rzędne są

J  X  +  oc

T T '  1 3
i przez punkt w 2Slm wyznaczony którego spółrzę

dne saw / f O >9 //
y  X X  —  a? * . x

2 ny 2 ’
styczna kąta który ta liniią uczyni z osią O X , będzie

(a 9)

46 O linii prostey



uw alanej na płasczyźnie. 47

y y OCX
y * — ?>x'(x’r— x') . 

x + x " _  x '  ’ 02)111 J (x "— 2.x)

3 2
Gdy znowu poprowadzimy liniią przez punkta pier
wszego i trzeciego przypadku, znaydziemy takież sa- 
t t o  wyrażenie styczney kąta który ta liniia uczyni z  
°sią OX: skąd wniesiemy że trzy punkta wyznaczo
ne w trzech sczególnych przypadkach , znayduią się 
na iedneyże linii prostey.

47. Zadanie. Dane maiąc spółrzędne w ierzch o ł
ków tróykąta, znaleźć iego powierzchnią, (fig. 3o). 
W eźm y wierzchołek tróykąta za zaczęcie osi spółrzę- 
dnych; i spuśćmy z tego punktu prostopadłą na pod
stawę C B  tróykata: powierzchnia szukana iest 

O D  x  BC

2
Aby znaleźć wartości analityczne liniy O D  i B C  , 
oznaczmy przez x , y  spółrzędne punktu B, przez x  

spółrzędne punktu C ;  równanie linii B C  przecho- 
dzącey przez te dwa punkta iest (3g)

, y — y ,  ,s 
r — y  (x ~ x )|V "’U/

Cz)’li, dodawszy y ’ po obudwóch stronach i przywiódł
b y  do naykrótszego wyrażenia,

n r  ' U " t
t  — y  y x  — y  x

y •—  ~i ~%x —ł— n f
J X  ----X  X  ----X

Porównawszy to równanie z równaniem ogólnem linii 
Prostey y = a x  +  0, i  uważyw szy iz długość prosto- 
Padłey spusczoney na tę liniią od punktu zaczęcia

k i ' £ 
torego spółrzędne są x = o ,  y =  o, iest —  +  — + a ^

( ^ ) j  znaydziemy długość prostopadłey O D  gdy wsta-



i U n fy x  — y  x
wimy w to ostatne w yrażenie,------- ------ ;-----  za b 7

'i > 
y  — y

~~T,----- -7— za a, 1 wypadnie
X  m X

( II II I
y x  — y x

48 O linii prostcy

O D  —
v ( { x '— x 'y  +  ij"  —  y'Y^

mamy daley

B C = z  1/  ( ( x '— x ) z +  f y —y  ) *)  
więc powierzchnia tróykata O B C  iest 

OD. BC y 'x '— f x

1  1

Gdybyśmy byli dali położenie tróykątowi takie , aby 
punkt C znaydował się na osi O X ,  byłoby r '  —  o a

y x '
powierzchnia troykąta wypadłaby ---------

D O D A T E K  D O  RO Z DZ IA ŁU  PO PRZED ZA JĄCEGO

O przemianie układu osi spółrzędnych, dwóch 
wymiarów.

48 . Rozwiązaliśmy zadania rozdziału poprzedzaią- 
cego odnosząc punkta i liniią prostą do układu pro
stokątnego spółrzędnych , iako naydogodnieyszego. 
L e cz  w dalszey analizie, iakoto w teoryi liniy i po
wierzchni krzywych, zachodzi nieiedno zadanie któ
rego rozwiązanie wymaga innego niż prostokątny u- 
kładu i innego, niż było z razu, zaczęcia osi. W  takiin 
razie trzeba mieć wartości spółrzędnych pierwiastko
wych wJunkcyi spótrzęd/iych branych w nowym 
układzie. Zatrudnimy się rozwiązaniem tego za
dania.



O przem. spółrzęd. 4 9

^9. Z  układu Y O X  (fig. 3 i) przejdziemy do inne
go, którego osi s.} równoodległe o:l pierwiastkowych 
O X , O Y  a tylko inne mai$ zaczęcie, następui;joyna 

sposobem.
O, ie s t  zaczęciem pierwiastkowego układu w którym 

brane spóhv.ędiie oznaczy my przez x', y\ O', O ", O ", 
O"", s,-j zaczęcia nowych układów: z tych w którym
kolwiek brane spółrzęd ne oznaczy my p r z e z e ,  ^ .-N a
znaczmy odległości nowych zaczęó od pierwiastko
wego, 6 t ł = r t ,  O b ~ — a, OC— b O c— — b- O b ie 
rzmy punkt M i znaydźmy iego spólrzędne O f',  PM  
w funkcyi spółrzędnycli innego układu.
10 W  układzie którego zaczęcie O ,  iest 

O P — O B + B P  czyli x — ci-\-x' 
PM=P/>-ł-/?M . . J = b + f  

2° W  układzie którego zaczęcie O ', iest
O P = — O c + O ' / ) '  x = . — a + x ’
P ; \ l = — p'V+p'M. . y = — bĄ j  

3° W  układzie którego zaczęcie O ",  iest
OP=^=— O  C + O  "p . x — — aĄ-x,
PM —  I}p  +  pM  . X =  b + y  

4° W  układzie którego zaczęcie O ", lest 
O P =  Q "’e + 0  '"p . x — a + x '
P M = —-p'P-ł- p'M. . y =  — b Ą-y 

fo rm u ły  te o zn a c za j  że, aby przeyśc z lednego u- 
kladu spółrzędnycli do innego równoodległego, trze
ba powiększyć lub zmmeyszyó nowe spólrzędne ilo
ściami względnemi a, b wjrazai.jcemi spólrzędne ie- 
diicgo z nowych zaczęć odnoszone do pierwiastkowe
go, a wypadki będ$wartościami dawnych spółrzędnych 
w funkcyi nowych. Widzimy nadto , iź ilości a , by 
S,1 dodatne, odiemne lub mieszane według tego czy  
ftowe zaczęcie wzięte iest w kącie osi pierwiastkowych 
dodatnych, odiemnychlub mieszanych.

Przeydziemy z układu Y O X  do innego Y 'O X ',

7



maiącego spólne z pierwszem zaczęcie O  lecz inny 
kierunek osi, następującym sposobem, (fig. 3a).

Naznaczmy spółrzędne punktu M wzięte w pier
wszym układzie, P M = / ,  spółrzędne tegoż 
punktu wzięte w nowym, O P = . r '  P M — ?"'. Popro
wadziwszy przez punkt l* liniie P ' Q , P'N równoo
dległe względnie od osi O X , 0 \ ,  będzie 
i °  PM czyli j = M Q + 1NP', O P  czyli a:— P Q + O N .  
Naznaczmy kąt Y O X = S ,  X O X = a ,  Y O X  = :  a'. W  
tróykącie M P'Q , na znalezienie M Q  , ułożymy pro- 
porcyią

M P : M Q  —  wvfMQP': wsi M P 'Q , czyli 
^•':MQz=ws&i wsid 

Y . wsi a' 
skąd M Q  =  — — ę,

Znaydziemy tymże sposobem w tróykącie OP'N
X .WStCL

M F  = ----------~z— •WStb
"Wtróykącie M P'Q ułożymy proporcyią

MP': F Q = m v / M Q P ’: wsiM (==wslYOY') 
czyli y:  P Q — wsl& : wsl(£— cc')

i Y.WSlfS---x)
skąd ^

Znaydziemy tymże sposobem w tróykącie O P 'N
x'.wslfS— a)

O N = ------- £------ '
WSlo

■wartości więc dla y, x  są
y'.wstd+x'.wsla

* =  wsi e — ’ f A) ,
y. wsl[ 6— a.')+x. wst( §— a)

x  —  ---------------------- — -------------------wsi £
a to gdy osi każdego ze dwóch układów spólne ma* 
i<3 zaczęcie, i przecinaia się pod kątem nieprostym, 
iak Y O X ,  Y 'O X ' (fig. 3a).

5o O przemianie



a3 Gdy kąt g = i o o ° ,  lo iest gdy układ pierwiastkowy 
os* iest prostokątny, nowy zaś iest nieproslokątny, bę
dzie

WWg^r i ,wst( 6— a.’)=(f-stY  OY — wst{ i oo0 — a!)— dwsa! 
Wsi($— a.)=:u’st Y O K '= n\y^  I oo— a) =  dwsa.
1 formuły (\ j  zamienią się na

jr=zjr'.wstai-ł-.x'.wsta  ̂x — y'.dwsoL+x’.dwsa.. 
takie są wartości spółrzędnych dawnych prostoką
tnych w funkcyi spółrzędnych nowych meprostoką- 
tnyoh, gdy obadwa układy spólne inaią zaczęcie.
3° Gdy kąt Y 'Q X ' iest prostym , kąt g iakimkolwiek 
kyle nieprostym, będzie a— a = : io o ° ,  a = i o o + a  
'Vlęc w slx=w st{ io o D +  d)— dwsa. 

wsl( g— a',— (t’sl(g—  ioo° — a)
= w st  —  J i o o °  — ( g — a  • J =  — dws(g— a )

1 formuły (A) zamienią się na
y.dwsct +  x'.\vslu.

 ̂ wst&
— y'.du’s{ g —  ’st(%—  a)

x ~  ~w7i i  ’

takie są wartości spółrzędnych dawnych nieprostoką- 
tnych w funkcyi spółrzędnych nowych prostokątnych, 
8dy obadwa układy maią spólne zaczęcie.
4° G dy kąt Y O X = = Y  O X ' czyli g = a —  a 
skąd g— .— a będzie

y.wst a' +  x'.WSlx

 ̂ wst g
—  y'.wrl( g —  a> +  x'wst( g —  a)

ar — ------------ :-------------------------------- .
t  , . ' ' WSlZ
akie są wartości spółrzędnych dawnych nieprostoką- 
n)ch w funkcyi spółrzędnych nowych nieprostoką-
• , 1 » o(ly kąt pierwszych równy iest kątowi dru- 

fo a zaczęcie obudwom spólne.
Gdy nareszcie każdy z k^tów X O Y , X 'O Y' iest pro 

y> będzie

• jtpółrz ędnych. Si
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g = r i o o ° , a '— a = i o o ° ,  skąd a =  ioo° +  a, a zatem 
w sl&=  i , wsld— w st'too° +  a =dwsoc 
wst (g—  a)=w st( ioo° —  i oo°— a ) = —  wst a 
Wsl{S— Xj— ivst( ioo° — ct)— dwsa. 
i formuły (A) zamienia się na

y = y ’.dwsa.-\-x .u's/u, x = — y'.wsta.-\-x.dwsa.: 
takie są wartości spółrzędnych dawnych prostokątnych 
w funkcji spółrzędnych nowych także prostokątnych, 
gdy oliadwa układy inaią spólm* zac/ęcie.

5 i. Przejdziemy z p kład u y O x  <lo innego (lig 3-i) 
Y O X '  gdy ohadwa maią różne zaczęcia i różne kie
runki osi, dodawszy z-dośoi « ,  b, z których pierwsza 
:—  O d, d ru ga= C M , pierwszą do wartości x  drugą do 
wartości y  w każdym z pięciu przypadków §  5o, i o- 
trzymamy następuiące formuły 

y.WStoi +  x' wsi a

*° * = b +  ' -------- ( i« g
r.w stiS —  a') -+- x.wst (g —  a)

t « + - ------------- J5 S ----------- 1-------- 1
2 o y  —  b +  y.w sla' 4 -  x.w sla., 

x  •=■ a 4- y.dwsa! 4 - x.dwsa. 
y.dwsa. +  x  .wsta.

3° ^ -------- ’
— y .d w sfi—  a'! +  x'.wsl(S —  a)

it= a + -----------------------------------------

y.wstdL +  x ‘.wsta.

40 r = b + ------------^ 7Ts—

— )'.wsl(S—  a’) 4 -  x .wst'S—  a)

-------------------
5° y— b+y.dwsu. +  x.wsla. , 

x — a— y'.wsta. 4- x.dwsx.

5a. Zastanowiwszy się nad postacią dwóch ogól
nych formuł (A) to iest
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r  .w sta + x .wslx.
Y = ----------------------i

wst£
y jr s l %— a')-]-x'.<rst{6— a) 

x  =  -------------------------- -----------
wsl&

Wyczytamy w nich następuiąee prawidło na przemia
nę spółrzędnycli :
i°  licznik wartości y  składa się z rżędney y  rozmno- 
żoney przez wslawę kąta który czyni z osią O K , wtę- 
Cey odciętą x  rozmnożoną przez w stawę kąta który 
czyni z taż osią; mianownikiem zaś tey wartości iest 
"Wstawa kąta który czynią dawne spółrzędne.

2° licznik wartości x  składa się z rzędney y , roz- 
mnożoney przez wstawę kąta który czyni z o s ią O Y ,  
(1’ięcey odciętą x  rozmnożoną przez wstawę kąta któ
ry czyni z tąź osią O Y ,  mianownikiem zaś iest wstawa 
kąta który czynią dawne spółrzędne.

Prawidło to będzie ogól nem gdy raz na zawsze bę
dziemy uważali za dodatne , kąty takie iak a ;O X  , 
(fig. 33) położone z-iedney strony osi O X , a za odie- 
Wue kąty takie iak X O X  położone z drugiey strony 
osi OX; tudzie/, za dodatne, kąty takie iak Y O Y  po
łożone z-iedney strony osi O Y  a za odiem ne, lą ty  
takie iak j^ O Y , położone zd ru giey  strony osi OY.

W eźm y, na pierwszy przykład, osi O X , O Y  (fig. 
33) za pierwiastkowe, a OX', O Y' za nowe; a będzie 
odiennie i znaydziemy

y  .wslai — x-wsi OL 

^  wseG
y.w s/(S—  a’) +  x .  WSl(& +  a)

W eźm y, na drugi przykład, osi O X , O Y  (fig. 34) 
2a pierwiastkowe, O X ',O Y  za nowe. b ę d z i e X O X = — «, 
Y O K — a Y O X z = g ,  Y O Y =  —  (€— «'), i wypadnie 
W edług ogólnego prawidła i zasady tyczącey się zna
ków



y\wst(Z—  a.)— x'.wsla.
y  — ---------------------------------- \-------------------------------- *wsl(a— a.)

— y'.WSl(S— a!) +  x'.wsla!

54 O przemianie

X
wsi (a— a.)

W eźm y, na trzeci p rzykła d , osi 0 X , O Y  (fig.
35) za pierwiastkowe , OX' , O Y ' za nowe ; bedzie 
X ' O X = - « ;  X O Y =  a X ' O Y ' = : a " i  wypadnie

y'.wsl(a! +  a") — x'.wsla!

wst(a.— a!)
r.w st («. +  a") +  x ’.wsla. 

ft ---  ------------ ------- 1________
wsl( a — «)

W eźm y, na czwarty przykład. osi 0 X  , O Y  (fig.
36) za pierwiastkowe, OX', O Y ' za nowe, naznaczmy 
X O Y  = 6 ,  X 'O Y '— § Y O Y =  a: wypadnie

y'.w sl(a+ 6) +  x'.wst( 4oo° —  6—  a —  g')
y  =  --------- :-----------------------------------------------------------— L

wstS
y'.WSt( a +  6) —  x'.wsl(& +  a +  6'

<<•’.« <s
y.wstct +  x'.wst ( * + £ ' )

Owo z g o ła , trzymaiąc się powszedniego prawidła, 
potrafimy w każdym razie wyrazić spółrzędne pier
wiastkowe w funkcyi spółrzędnych nowych. Prawidło 
to, i warunek zwiększania lub zmnieyszania ilością 
stałą wartości dla .r, j  gdy zaczęcia dwóch układów 
są różne, stanie za to wszystko cośmy dotąd o .prze
mianie spółrzędnych powiedzieli.

53 . W ed łu g  tego prawidła rozwiążemy zadanie: 
znaleźć wartości spółrzędnych nowego w funkcyi 
spółrzędnych dawnego układu, które, iak widzimy , 
odwrotne iest względem zadania §  43 .

Gdyby z formuł (A) (5o) trzeba było wyciągnąć 
wartości dla x , y  w funkcyi x , y; musielibyśmy roz



wiązać te dwa równania względem niewiadomych y\
X : lecz też same wartości daleko snadniey znaydzie- 
niy za pomocą ogólnego prawidła. W  tym razie, uwa
ża iąc osi OX', O Y ',  ('fig. 3a) za daw ne, O X ,  O Y  za 
nowe, znaydziemy

y.wst (S— a)— x  wsta 

^ wst(ci— a); (A')

— y.wst (S — a )  +  x.wsta!rjQ — ■ - ■ ■■ ■ . . .  i. ... i—
wsl( a'— a)

u° W ziąwszy 6 = 1 0 0 ’’ , będzie wst{&— a)=dwsa
wstljo— a)=dw sa  i dwie formuły (A )  zamienią się

na
y.dws a— x.wsta _ — y.dwst.a +  x.wsta.’fy —— ■ ■ — ■ ■ ■ ..... ---  gę'— -------------------—------- .

. J mt'\ai— a) ’ wst(ai— a)
3° Wziąwszy Y 'O X ' czyli a— a = i o o ° ,  skąd 
« = i o o ° + a ,  będzie

wst[a! —  a) —  I ; wst{£ —  a') wstfó —  ioo —  a) 
=  —  wst[ i oo° —  (6 —  a) =  —  dws{fj —  a): wsta! 
= ( ł '^ (  i o o + a ) = ^ t ’ja; i formuły (A j  zamienią się na 

y'=y.WSt(S —  a) —  X.wsta., 
x' =  y.dws(& —  a ) +  x.dws a 

4° Gdy kąty dwóch układów są ró w n e , nie będąc 
prostemi, wypadnie

y.wstfó— a')]— x.wsta., y.wsta +  xwsta'
ty ■ ■ ■— ■ 1 ■ ■ ----- ■ nę’ , ■ —

wslfj wst£
5° G d y obadwa układy są prostokątne , to iest gdy 
& = i o o ° ,  a— a = i o o ° ,  wypadnie

y — y.dwsa — x.wsta , x ' —  y.wsta +  x.dws a
54. Gdy nakoniec dwa układy maią różne zaczę

cia i różne kierunki o s i ; z których Y  O X ' uważać 
będziemy za dany, yO'x za now y, trzeba w poprze
dzające formuły wstawić y-\-b za y\ x + a z a  x. I tak 
formuły ( A )  przeydą na

spafrzędnych. 55



(■y+b)wst( g— a)— (x+a)wfta. 
y — •----------------------------- :------------ »
J WSt\  a — a j

—  (y +  b) wst[& —  a') +  (',£ +  a)WStet 
CC •---— — ” l —

\VSl{v.---CC]
formuły 5° na

j  rr= ( y  +  b')dwsv. —  [x  +  d)»'st«., 
x  =  ( j  -+- b ,wsie/. +  (x +  a)dwso. 

znaki ilości a, b mogą się zmieniać stosownie do po
łożenia zaczęcia osi iak na fig  3 i .

R O Z D Z I A Ł  D R U G I

O linii prostej uważanej w przestrzeni.

55. Widzieliśmy (a/j) spółrzędne punktu wzięte
go w przestrzeni, na przykład punktu Al , (fig. 14) 
są trzy prostopadłe MP, M Q, spusczone na trzy pła- 
sczyzny względne X Y ,  Z Y ,  X Z  przecinające się pod 
kątem prostym : gdy więc trzy spółrzędne M P, M Q , 
M R , czyli z, y, x  maią wartości stale; to iest, gdy 

z — c, y = b , x = a  
będzie można za pomocą tych trzech spółrzędnych 
danych , czyli za pomocą trzech równań, wyznaczyć 
położenie punktu w przestrzeni.

Poprowadziwszy przez prostopadłe M P  ('’fig. i 4) 
płasczyznę nieograniczoną M R«P równoodległą od 
płasczyzny Z Y ; każdy punkt tey płasczyzny będzie 
równooddalony od płasczyzny Z Y ,  czyli, odcięte wszy
stkich takich punktów według osi O X  będą równe , 
czyli każdego punktu odcięta

X —  a
to równanie, samo w sobie wzięte, iest równaniem pła
sczyzny M R oP .
Podobnie

y — b
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iest równaniem płasczyzny równoodległey od X Z ;
z — c

iest równaniem piasczyzny równoodległey od X Y :  trzy 
zatem razem wzięte ostatne równania należą do trzech 
razem płasczyzn, a przeto do punktu wszystkim trzem 
piasezyznom spólnego, i przeto są równaniami pun
ktu położonego w przestrzeni.

Gdy punkt M przeydzie w zaczęcie osi, trzy iego 
spółrzędne M P, M Q , M R  staną się zerem, w tym więc 
razie mamy równania

z — o, 7 = 0 ,  x = o ,  
z których pierwsze iest równaniem piasczyzny Y X  
drugie pł. X Z ,  trzecie pł. X Y ,  a zatem wszystkie trzy 
razem są równaniami punktu spólnego tym trzem pła- 
sczyznoni to iest zaczęcia osi.

56. W eźm y na linii MM', poło/.oney w przestrze
ni (fig. i 5) i odnoszoney do trzech płasczyzn spóf- 
rzędnych prostokątnych, nieograniczoną liczbę pun
któw i od każdego spuśćmy prostopadłą na płasczy- 
znę X Y : wszystkie te prostopadłe będą się znaydo- 
wały na iedneyże płasczyznie prostopadłey do Y X , 
ponieważ po dwie brane którekolwiek są prostopadle 
do płasczyzny Y X ,  a więc iak wiemy z zasad Stcreo- 
nietryi są równoodległe i tem samem znayduią się 
na płasczyznie. Stąd wypada że liniia mm, według 
k t ó r e y  rzuty wszelkich punktów linii MM' padły na 
płasczyznę X Y , iest prostą (§ 28).

57. Oznaczywszy przez Z kąt OM/n (fig. ?>rf) k t ó 
ry czyni liniia O M = D  z rzędną M m==z czyli z osią 
OZ, będzie w tróykąeie 0 //zM prostokątnym przy m,

/>łM=OM x  dwsOMm, czyli z=X5.dwsZ, 
Oznaczywszy przez X  kąt który liniia O M  czyni z  
rzędną O P = j ;  czyli z osią 0 X; przez Y  kąt który taż 
liniia czyni z rzędną niP=jr czyli zo s ią  Q Y ,  będzie 

y=Y).dwsY, x — D,dwsX.

iiwałaney w przestrzeni.

8



wstawiwszy te wartości x , y , s' w wartość (§  27)
D =  \/[x* + 7 *  + z ! ) wypadnie

D  2 — D 2 (dws2 Z + dws * Y  +  (w 2 X) 
skąd wniesiemy iż

dws ’ 7j+ d w s*Y + d i vs2 X =  1 
to iest: summa kwadratów z dostaw kątów, które liniia 
OM  w przestrzeni położona i przechodząca przez za
częcie czyni z trzema osiami, równa iest iedności.

58. Znaydziemy równanie linii A M , (fig. 38) po
ło  ź one y w przestrzeni, następującym sposobem.

Liniią AM  uważać możemy za przecięcie dwóch pła- 
sczyzn: iedney AM M ' prostopadIey do płasczyzny X Z  
tak , i/, poprowadziwszy liniią M M ' równoodległą od 
Ax, płasczyzna AM M ' będzie zrzucającą a liniia ,rM' 
rzutem linii daney na płasczyznę Z X ;  drugiej AMM'' 
prostopadłey do płasczyzny Z Y ,  tak iż, poprowadzi
wszy liniią MM" równoodległą od Ay , płasczyzna 
AM M " będzie zrzucającą a liniia jrM" rzutem daney 
na płasczyznę Y Z .  Równania dwóch płasczyzn zrzu 
cających, czyli, co iest toż samo, rzutów a?M' j>M", 
będą równaniami daney linii A M  odnoszoney do pła
sczyzn spółrzędnych: aze równanie linii xM! położo- 
ney na płasczyznie Z X  iest, uważaiąc O X  za oś rzę
dnych, O Z  za oś odciętych,

x = a z + «
równanie zaś linii ^M" polożoney na płasczyznie Z Y  
iest, uważaiąc O Y  za oś rzędnych, O Z  za oś odcię
tych,

y=.bz+ę>
a w tych a = O x , a = stycz:z'xM', g =  0 / ,  b =  stycz 
z"yM" więc dwa równania razem wzięte 

x = a z + yr=zbz-\r& (A) 
są równaniami linii A M  połozoney w przestrzeni.

G dyby liniia A M  była równoodległą od O Z ,  iey rzu
ty  xW , / M "  byłyby także równoodległe od O Z (we
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dług §  27 fig i4 )  fi kąty z 'x M', z " j M" i ich styczne 
a , />, znikłyby: wziąwszy więc a = o , b = o w rów. (A), 
równania linii prostopadłey do płasczyzny. X Y  czy
li równoodległey od osi O Z  będą 

x~ a., 7 — 6.
Gdyby liniia A M  przechodziła przez zaczęcie o s i , 

nie wziąwszy położenia osi O Z ;  odległości O j  =  s, 
Oj- —  g znikłyby: wziąwszy więc a = o ,  6 —  o w rów: 
(A) równania linii daney w przestrzeni i przechodzą- 
cey przez zaczęcie spółrzędnych będą 

x=zaz, y = b z .
W yciągnąwszy dla z  z równań (AJ wartości 

X —  a j r — g
Z =  ------- > z  =  --- 7--->a b

każda z nich oznaczać będzie tęż samą rzędną 2 pe
wnego punktu: zrównawszy ie więc wypadnie 

b t a.b\
y =  +  — j 

równanie, ze spółrzędnemij*, o:, linii daney a radziey 
iey rzutu na płasczyznę X Y .  Z  trzech równań,

7 ^ f a^\x = a z + a . ,r = b z + 6 ,  r = -----x  + 1 g --------
J ' a \ a j

<lwa którekolwiek są dostateczne do wyznaczenia po
łożenia linii w przestrzeni, a każde iest wypadko- 
Wem dwóch innych.

5Q. Gdy ilości a, b, a, g wchodzące w równania 
linii prostey

X =  az +  a , jr  =  bz +  a 
są wiadome, i«dna tylko z-ilości X, y , z, na p rzy 
kład z  będzie niewyznaczona: biorąc więc ró/.ne 
wartości dla z  , wyznaczymy w każdym razie dwie

- nine spółrzędne a tein samem nieograniczoną liczbę 
punktów linii daney w przestrzeni. Okoliczność lę

uważanej w przestrzeni. 5g
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można w yłożyć geometrycznie przez następujące wy
kreślenie. (fig. 89.)

Za pomocą dwóch danych równań wykreślimy dwa 
rzuty A M , A'M' na płasczyzny X Z ,  YZ. Ponieważ 
z  iest niewiadomą, wiedzieć nie można iak daleko 
liniie A M ,  A'M' iedna od A ku M druga od A' ku 
M ' rozciągać się będą- w eźm y więc dowolnie z =  
O R  i wykonayiny wykreślenie na trzech plasczyznach 
spółrzędnycli tak iak ie figura wystawia: punkta M, M', 
M " będą oznaczały trzy rzuty punktu linii daney na 
owe płasczyzny, czyli M O ,  M"P będą szukanemi 
spółrzędnemi x, i y .

60. Powiedzieliśmy (58) iż liniia AM  (fig. 38) u- 
ważać można za przecięcie dwóch płasczyzn A MM', 
A M M " ,  iedney prostopadłey d o Z X ,  drugiey do Z Y . 
W ystawm y teraz sobie w mieyscu płasczyzn AMM', 
AM M '' dwie powierzchnie k rzy w e , na przykład dwie 
powierzchnie walcowe: w tym razie , w mieysce linii 
prostey j»M' weydzic pewna liniia krzyw a, iako ślad 
powierzchni walcowey na płasczyźriie X Z ;  podobnie 
w  mieysce linii prostey rM " weydzie pewna liniia 
k r z y w a , iako ślad powierzchni walcowey na plasezy- 
źnie Y Z .  Niechby nad to dane były równania dwóch 
śladów powierzchni krzywych na plasczyznach X Z , 
Y Z :  te dwa równania byłyby równaniami linii krzy- 
wey, w edług którey przetną się dwie powierzchnie. 
T u  więc, tak iak w poprzedzającym §  naznaczywszy 
wartość iakąkolwiek dla rzędney z , znaydziemy war
tości rzędnych x , y  punktu położonego na linii krzy- 
w e y ,  wyznaczywszy zaś tym sposobem iak naywię- 
cey punktów, wyznaczymy tem samem położenie li 
liii krzywey. Liniia takowa nazywa się linii'} po
dwójnej' hrzywości (courbe a double courbure j dla 
tego że dwie powierzchnie krzywe składają się na iey 
utworzenie i że  ta przeto łą c z y  w sobie dwie różne 
krzywości.



6 r.  Gdy ilości a , b , a ,  g wchodzące w równania 
linii pVostev, lub warunki na ich wyznaczenie są da- 
11e, można wyznaczyć położenie linii w przestrzeni : 
Stosownie do tych okoliczności i u/.ywaiąc układu 
°si prostokątnego zatrudnimy się następuiącemi za
daniami.

Ga. Zadanie. Znaleźć równania linii prostey prze- 
chodzącey przez dwa punkta w przestrzeni których 
spółrzędne są dane.

Niech będą x ,  y z \  x",y '\  z" spółrzedne dwóch 
punktów, i równania ogplne linii

x= za z+ a , y = b z + G  ( i )
Ponieważ la liniią ma przechodzić przez dwa nazna
czone punkta; równania ( i )  sprawdzą się gdy w nie 
za x  , y ,  z , wstawimy spółrzędne dane dwóch pun
któw, to iest, będzie

x '= a z '+ a )  u ™ x'=taz"+cć\ ,, .
, , a dla iS° „ j „ , ,>dla 25° punktu:

y=zbz-\-ę,\ y  = b z  -f-gj 1

te cztery równania są dostateczne do wyznaczenia 
czterych niewiadomych ilości a , b, a, g. Odciągną
wszy naprzód stronami pierwsze od trzeciego, drugie 
od czwartego równania, znaydziemy wartości

x " — x  y" —  </
« =  — 7 — 7 “ ’ b=Z* --- Xj ---  A

i te wstawimy w rów: ( i) .  Aby daley pozbyć się ilo
ści niewiadomych a, g, odciągniemy stronami r ó w : ( i )  
od równań odpowiadających pierwszemu punktowi, a 
'v otrzymane

x — x = a ( z — z), y — y = b [ z — z) 
Wstawiwszy wartości a , i b\ wypadną

x" —  x  , • v ^ ---  ---------------- \Z —  z)

uwaianey w przestrzeni. 6 1



równania linii prostey daney w przestrzeni i prze- 
chodzącey przez dwa punkta których spólrzędne 
są x", y" iednego, i x\ j '  drugiego.

63 . Zadanie. Znaleźć warunki równoodległości 
dwóch liniy danych w przestrzeni przez równania

x = a z + a )  x = a 'z  +  cL I ..
/ . « 1 y  a - . „  i 2Cy *ln uy = b z  +  g] y = .b z  +  g j

ponieważ te równania należy rzeczywiście do rzutów li
niy (58), więc rzuty tak iak dane linie, będą równoodle
głe od siebie, a zatem warunki równoodlegiości są (/jo) 

a = a \  b— b' 
przez które zamienią się równania drugiey linii na 

x = a z  +  a!, y — b z + S '
■w tych, a’ g' zostaią niewyznaczonemi ilościami, ponie
waż nieograniczona iest liczba liniy równoodległych 
od dwóch pierwszych.

64- Zadanie. Znaleźć kąt dwóch liniy prostych 
danych w przestrzeni przez równania

x = a z + *  x = a 'z + » !  j .
y — b z +  gj jr= b z-ł~ € )

w których ilości a, b, a b' są wiadome.
Dwie dane liniie mogą się przecinać w przestrze

n i , lub, nic przecinając s ię ,  >>yć do siebie pod pe
wnym kątem pochylone: w każdym razie wyrysuiemy 
kąt ich pochyłości poprowadziwszy, przez zaczęcie O, 
liniie O M , O M ' (fig. 4°-  ̂ °d danych równoodległe: 
kąt V dwóch liniy O M , OM' będzie szukanym. O -  
bierzmy na tych liniiach punkta M, M' i oznaczmy 
przez /•, /•' ich odległości od zaczęcia O, a przez D odle
głość MM' samych punktów. W  tróykącie M O M ' 
mamy według wiadomego z Geometry i twierdzenia

r ’ — D 2
dws V  —  --------- ;-----

2 rr
W  to wyrażenie trzeba za r, D  wstawić ich war
tości w fuukcyi wiadomych ilości a, b, a' b . Mamy
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zaś, nazwawszy x ,  / ,  z  spółrzędne punktu M ;  x ,  
j \  z' spółrzędne punktu M ,

r7= x 7+ j 7+ z  , r'7= = x-hy '’ -+-z'a,

D 2 = ( # — #')2+ ( r — y ) * + ( " — z ) * 
czyU D * = r z+ r ' 2— 2( x x '+ y y + z z )

x x + y y + z z

więc Y  = ^ ( x ’- + ^ T z ~ T ^ + / 2 +  *'*)
czyli, na mocy równań,

X==it z ) linii OM , X = ^ Z',\ linii OM' 
y = b z \  ’ y — b z \

i + a d + b b ' 
du s~\ -\-a7-\-b*) i/(  i + a '7+ b 7)

Znalazłszy dostawę kąta Y  w funkcyi wiadomych ilo
ści znaydziemy i styczną tego kąta, iest bowiem 

l/ (  i —  dws7 Y )

6'r “ v = ------- --------------
czyli

y / { ( i * + a , + ^ ‘ )(:i * + a f* + 3'»)— ( i+ a r a f + M * / }  

j -Ą-aaĄ-bł)
czyli, wykonawszy skazane mnożenie i zwazaiąc że 
«7— ia d Ą -a 7= { a — d y  , — -ibb'7 + b '* = (b — b’) x 
a ' b 7— icidbU -\-d7 b * = {ab '— «'£) *

1/} (a — a')7 +  (b— b'Y + (a b '— ab) 7 J

J'-K - V  = ----------------- , W + M ' ----------------
l ° Wziąwszy kąt Y  za prosty będzie sty czV = ±  a
zatem

i Ą -a d+ bU — o 
iest równaniem warunkowem aby dw ie liniie w p rze
strzeni przecinały się pod kątem prostym. 
a° W ziąwszy kąt V — o, w którym to razie dwie li- 
llllc są równoodległe , wypadnie 
. (a— d ) 7-\-(b— b')7-\-(ab'— a b)7— o. 
e c z , aby summa trzech kwadratów była rów n ą o, 

każdy kwadrat w sczególności musi być =  o, będą
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tedy równania warunkowe równoodległości dwóch Ii- 
niy w przestrzeni

a = a ', b = U , a b '= d b : 
z tych trzecie, iako wynikające z dwóch pierwszych, 
nie stanowi osobnego warunku.
3° Gdyby dwie liniie O M , OM' znaydowały się na 
płasczyznie X Z  byłoby b = o ,  £ ' ~ o ,  a styczna kąta 
tych limy byłaby, iak (4 i) ,

a —  ci 
styczV =  ■

4° Nazwiymy X , Y , Z , kąty które liniia O M  czyni 
z trzema względnie osiami O X , O Y ,  O Z, a X', Y ', Z', 
kąty które liniia OM ' c z y n iz t e m iż  osiami: i szukay- 
my wartości dostaw tych kątów w funkcyi ilości a, b 
d, b' wiadomych i wchodzących w równania liniy.

W edług tego cośmy widzieli w §  67 a co i na fig. 
4o. wystawić sobie można, mamy

x  y  zdws'Ł= — i dwsY =  — , dwsh =  —  
r r r

dws~X!=—n dwsY' =  , dwsX =  — 
r r r

czyli, wstawiwszy za x, y, x ' j  wartości wzięte z ró
wnań liniy OM , OM',

a '+ t - ) ,  d" ’sY=  V ( l + a > ^ F ) '

‘‘ " ‘ Z  =  ■ ^ - + T - + r j

dwś%- v / f i + n ' + i - ) ’ i a ‘ \ b ' )

d m Z  =
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5° Można iescze wyrazić wartość dostawy kąta V  
w funkcyi kątów X , Y ,  Z, X', Y ',  Z .  W  tym za
miarze użyiemy znalezionego wyżey równania 

x x  -+- r r  +  z z ’
dwsV =  ----------^ ----------

rr
które, wstawiwszy w nie za x , x\ y , y ,  z , z ' wartości 
wzięte z równań (A), zamieni się na

ć/u 'j V=c/< v j  X . t/iv.rX'+ dw ś\. dwśY +dwsZ.dws'£ 
Gdyby kąt Y  był prosty, mielibyśmy

divsX. dwslL'+dwsY. dwsY'+dwsZ. divs7̂ = o  
6° Ponieważ kąt Z który liuiia OM  czyni z osią O Z  
iest dopełnieniem kąta P który taż liniia O M  czyn i
2 płasczyzną X Y ,  więc

dwsrL =  wsi1? 
i

d” Z= ^ ( ,+ a -  + * • )  ' ,UiC ‘

«\y*P v/(i +  a* +  b’ ) 

podobnie kąt Y  który liniia O M  czyni z osią O Y  
'est dopełnieniem kąta Q  który taż liniia czyni
2 płasczyzną X Z: więc

« ' " Q = V (I + a . + j . j

nr>reszrie wstawa kąta R  który liniia O M  czyni z pła
sczyzną Z Y , iest 

a
«>^R = ------------------ —

65. Zadanie. Znaleźć warunki i punkt spólnego 
Przecięcia dwóch liniiy prostych położonych w prze
strzeni.

Niech będą dane dwóch liniy równania 
x = a z+ a .)  .z— a'z  +  a'j 
J — bz+& ) ' y — .b z Ą-&) 

v których ilości a, a, b, 6, a ,  a' £' są w iad om e:
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niech będą x  f  z' spółrzędne szukane punktu prze
cięcia: aby te liniie przecięły się, musi być

x '= a ź-\-a , r + b z + k ,  x '= d z '+ c t  f = b ' z ' + g': 
Cztery te równania są dostateczne do wyznaczenia 
trzech niewiadomych x  y  z .  Jest naprzód 

az z  -t- a, bz -\-&=b'z' -\-G>
a'— a g — g

a zatem
(a — a') ( £ _ £ ')  —  (a—a')(g— g') 

iest równaniem warunkowem aby się dwie liniie prze
cięły. Znaydziemy daley

« a '— a a  , v5g'— £’g

66 O linii prostey

gdyby było a = d , b = b ' wartości x  , y ', z! byłyby 
nieskończonemi, a liniie założone równoodległemi 
(iak w 63)

Ponieważ każde z równań
(a — a )  (g— g')— {b— U) (a— a'), 

i +  a d  -f- bb' = o  (64- i°) 
z których pierwsze wyraża warunek spólnego prze
cięcia dwóch liniy, drugie prostopadłości; iest samo 
przez się prawdziwe; wniesiemy iż dwie liniie w prze
strzeni mogą być prostopadłe do siebie choć się nie 
przecinaią: a zatem aby dwie liniie przecięły się w prze
strzeni pod kątem prostym, dwa owe równania razem 
i w-iednymże czasie muszą się sprawdzić.

66. Tego samego sposobu użylibyśmy na wyzna
czenie punktów i warunku przecięcia spólnego dwóch 
liniy krzywych danych przez równania. Aże limie 
krzywe mogą się przeciąć w kilku punktach, zastanó
wmy się czyby z danych równań limy krzywych nie 
można znaleźć liczby ich spólnych przecięć w prze- 
strzeni.

Założywszy iż  równania liniy krzywych są
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* = 7 * | i e y  x==(f [z j 2giey 
y = Ą  z ) 2 j

równania warunkowe przecięć będą 
<pz=yz, b z= ty z  (a)

Jeżeli w równania (a) nie wchodzą wyrażenia pierwia
stków potęg, przeniesiemy wszystkie wyrazy każdego 
r°wnania na i e d n ą  stronę, a ieżeli pierwsze strony tych 
r°wnari mieć będą spólny dzielnik, wniesiemy iż  li-  
nue krzywe przecinają się.

Niechby na przykład dane były równania

x = z 3(z— I ) + z  
y = z  {z— 1 )+ z*  +  1 
x = z h\z— i ) + r  
y — z*(z— i) +  a

1 ey linii krzywey

j2gicy

A-by odkryć czy te dwie liniie przecinaią się, założymy
z*(z  —  I ) + Z ==;-Z4( z ---1 ) +  I ,
z \ z — 1 ) + 5* +  I = Z 1(s—0  +  2 

przeniesiemy wyrazy na iedną stronę, i otrzymamy ró
wnania

2 ł ( z ---1)--- Z 4(Z---1 ) = 0 ,
Z 4 (Z----1) —  Z (Z-----1 ) + 2 ! -----1 = 0 .

Tych pierwsze strony maią spólny dzielnik z — r, 
czj'li z =  i iest ich pierwiastkiem: znaydziemy daley 

A tak liniie krzywe przecinaią się w-iednym 
Punkcie, którego trzy spółrzędne są z = 1, x = i , y — i.

W  ogólności: i° ieżeli równania (aj są algebraiczne 
a ich ilości stałe, są wiadome; oczyścimy ie naprzód 
z w yrażeń, iakie zawierać mogą, pierwiastków p o tę g ,  
Potem przeniesiemy wszystkie wyrazy na iedną stronę 
1 otrzymamy dwa równania w postaci 

F z — o ,  W z — o 
daley szukać będziemy spólnego dzielnika f z między 
P'dynomami F z ,  i F z ,  założymy równanie 

fz —  o
1 ftakoniec wniesiemy ż e ,  ile wartości mieć będzie



niewiadoma z  tego ostatnego równania , które może 
być stopnia pew n ego, tyle przecięć spólnych mieć 
będą dane limie krzywe. Gdy ilość a będzie iedną 
z  wartości z , wstawimy ią w wyrażenia .r=cpz,y=^z, 
i otrzymamy dwie inne spółrzędne punktu przecięcia 
spólnego.
2 ° G dy równania liniy krzywych przywiedzione do 
postaci

zawierać będą ilości stałe a, g, j  . . . ; będziemy 
mogli rozrządzić temi równaniami tnk, że zniewolą limie 
krzywe do wzięcia położenia w którem przecinać się 
będą ieden, d w a ,  trzy . . .  w  ogólności tyle rnzy, 
ile będzie owych niewyznaczonych stałych ilości. 
W  tyra zamiarze poszukamy spólnego dzielnika po- 
lynomow

?(#, * ) ,  ?'(*, z)  
i znaydziemy przedostatni} i ostatną resztę w  postaci 

,z  +  F 3z , i Fz. 
poszukamy także spólnego dzielnika polynomow

ty(y, z) f  Cr, z) 
i  znaydziemy przedostatną i ostatną resztę w postaci 

y  F ',  z  -+- Y ,z  , i F'z 
Poszukamy nareszcie spólnego dzielnika polynomow 

Fz  i F ’z  (A) 
a przypuściwszy naprzód iż te polynomy zawieraią 
iedną tylko niewyznaczoną ilość stałą a; cel działa
nia naszego będzie, znaleźć wartość niewyznaczonev « 
taką, na mocy którey owe polynomy miałyby spólny 
dzielnik. W  tym zamiarze doszedłszy w poszukiwa
niu spólnego dzielnika poNnomow' F z , F ’z ,  do reszt 
przedostatney i ostntney pod postacią 

Z f , a  +  f aa i fa
założymy równanie

f a = o

68 O linii prostey

«p( ,̂ x) —  o ^

ł(r» *) =  ° }
iey 1

<?!#,

<!>'(/•

z) = 0  
z)  — o

2 > e y
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i wyznaczymy iedną wartość rzeczywistą ilości stafcy 
a, którą wstawiwszy w polynom

f 2«
Z +  7

I !<X

ten będzie spólnym dzielnikiem polynomow (A). W sta
ł a

wiwszy nareszcie wartość s — —  ~̂  ~  w rownania

x F , 2 + F az = o ,  y¥iZ+1?Jz— o (B) 
wyciągniemy wartości dla y które będą spółrzędne- 
mi poiedynczego punktu przecięcia liniy krzywych.

Rozbierzmy powtóre przvpadek w którym poły no
my (A) zawierać będą dwie ilości stale a ,  g wcho
dzące w równania dwóch liniy krzywych. W  tym ra
zie szukać będziemy spólnego dzielnika między poly- 
nornami (A) póty, póki nie dojdziemy do reszty pier
wszego stopnia względem niewiadomey z  którąto 
resztę otrzymamy pod postacią 

a, g)
daley zało/ymy równania

/■(a, g; —  0 ,/ ^ a ,  6} = o  
i z tycli wywiedziemy wartości dwóch niewiadomych 

g. Powyższą resztę pierwszego stopnia poprzedzi 
reszta stopnia drugiego w postaci

g ) + - / ' 3 ( a i  6  + / 4 l a ’  g )  :

W tę wstawimy znalezione wartości a, g, zrównamy ią 
ze ro ,  a rozwiązawszy to równanie, znaydziemy dwie 
wartości dla 2 które, ieśli będą rzeczywiste, posłużą 
do znalezienia wartości podwóynych rzeczywistych dla 
•£, y  za pomocą równań (B): będą więc wyznaczone 
spółrzędne dwóch punktów w których się przecinaią 
dwie liniie krzywe.

Widzimy także iż każda wartość rzeczywista z  w y 
wiedziona z równania

i(«i £ )+ ~  ^ ( a> S)+^4(a, S) =  o 
rozwiąże równania F i = o ,  F '^ = o ,  ponieważ na mocy 
znalezionych wartości a; 6, trynom
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5 * +  M «>  e) X ( « ^ )
będzie spólnym dzielnikiem polynomow (A). Też sa. 
me wartości dla z ,  tudzież wartości dla x , y wywie
dzione z równań (Bj rozwiozą równania założone li
niy krzywych , ponieważ wartości z  uczynią binorn

Y^z
x  +  spólnym dzielnikiem polynomow <p(x, z ) ,  

r  i z
F >  . ,

<p’ ( x , z ) ,  binom zaś y  +  —  uczynią spólnym dziel-
r  l z

nikieni polynomow z), ty'(y, z).
Gdy potrzecie polynotny (A) zawierać będą trzy 

niewiadome a, 6 7; posuniemy szukanie spólnego dziel
nika do reszty drugiego stopnia z niewyznaczoną z 

z 'f\ a ,  £, 7) +  z f\ («, fi, 7 ) + / , (a, 6, 7)  ̂
wyznaczymy ilości a, 8, 7  za pomocą równań

Ąa, 6, j ) = o , f , ( x ,  g, 7 ) = ° , / , ( a ,  6, T) = o  
znaydziemy daley trzy wartości dla 2 za pomocą ró
wnania

z 3A ( xA ^ ) + z Y 4(ce,S,y')+z/5(a ,S ,j)+ /6(a,S,j):= o  
którego pierwsza strona oznacza resztę przedostatną. 
Jeżeli wartości z  wypadną rzeczywiste, wstawimy 
ie w równania ( B ) , z których wywiódłszy wartości 
rzeczywiste dla x ,  y ,  otrzymamy spółrzędne trzech 
punktów w których się przetną dwie liniie krzywe.

W yznaczywszy wartości z  i X  za pomocą równań 
F z = o ,  x F ,z  +  F ,z= o -, wartości te, iako pierwiastki 
równań ę(x, z ) =  o ,  z) =  o rzutów liniy krzy
wych na płasczyznę X Z ,  posłużą do wyznaczenia pun
któw w których  się przecinaią rzuty. Takoż, war
t o ś c ią ,  z  dane przez równania F z = o ,  y F ',z-i-F \ z— o 
posłu/ą do wyznaczenia punktów w których przetną 
się rzuty na płasczyźnie Y Z .  Te trzy przecięcia , 
naprzód rzutów na X Z , po wtóre rzutów na Y Z ,  po

* (« ,  6)



trzecie liniy krzywych w przestrzeni, lezyć  będą na 
iedney/.e płasczyźnie prostopadłey do osi O Z ,  ponie
waż taż sama wartość dla z  rozwiąże równania F,g =  
i F's =  o.
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R O Z D Z I A Ł  T R Z E C I

O płasczyźnie uważanej w przestrzeni.

67- Wystawmy sobie w przestrzeni liniią E F  (fig. 
4 i) 1 do niey prostopadłą MN. Niech liniią E F  obraca 
się około M N  w punkcie niewzruszonym M , i w swym 
obrocie niech będzie do MIN zawsze prostopadłą: tym 
sposobem liniią E F zakreśli płasczyznę. Zamierzmy 
sobie znaleźć równanie płasczyzny któreby w y
rażało tę główną okoliczność iż liniią ruchoma E F  
iest w każdem położeniu prostopadłą do linii niewzru 
Szoney MN.

Oznaczywszy przez x',jr\ z' spółrzędne punktu M , 
przez A, 13, styczne kątów które rzuty linii MIS na- 
płasczyzny X Z , Y Z  czynią z osią O Z ; równpnia linii 
M N  przechodzącey przez punkt M będą

x — x ' = a (z — z'), r— r — — 2'). 
Oznaczywszy zaś przez A',B' styczne kątów które rz u 
ty linii EF  na płasczyzny X Z ,  Y Z  czynią z osią OZ, 
równania linii E F  przechodzącey przez punkt M bę-

x — x '— S.\z— z ), y— y '= B '(z — z') 
Ponieważ dwie liniie E F, M N  przecinaią się pod ką- 
te;n prostym wiec (6/1)

j +  A A '+ B B '= o .
Aby to równanie ściągało się nie do poiedynczev linii EF, 
lecz do płasczyzny przez nią utworzoney, trzeba w yru
gować ilości A' B' zniewalające liniią one EF do stałego



nę y  y
położenia: iest zaś A — ------- ,5B’= - ------- ■* więc wstawi-

 ̂ z — z z — z
w s z y  te wartości w ostatne równanie, to zamieni się na 

z — z ' + k [x — x ) + B ( y — /)= zo
i pod tą postacią będzie równaniem piasczyzny utwo- 
rzonev przez liniią EF obraciiącą się około linii sta- 
łey  i prostopadłey MN.

Aby ternu równaniu prostszą nadać postać, weźmy 
zamiast punktu M  punkt C  na osi O Z  w którym prze
dłużona E F przetnie się pod czas swego obrotu 
z tąz osią, będzie bowiem w tym razie x '= o , / — o, 
z '— O C  czyli z — C ,  przez co powyższe równanie 
zamieni się na

z  +  A-r+ B /  — C = o  
G dvby limia tworząca E F  przechodziła przez za

częcie O, byłoby C = o ,  równanie więc piasczyzny 
przechodzącey przez zaczęcie osi iest 

z  + A . r + B /  =  o 
IlTozna iescze znaleźć równanie płasczyzny z j x  

(fig. /|i) następującym sposobem. Od zaczęcia O spół- 
rzędnych spusczam prostopadłą OM' na płasczyznę 
dana. Liniią OM' będzie prostopadłą do wszystkich 
limy prowadzonych przez iey spodek M' na płasczy- 
źnie daney, na przykład do linii MM': wyrażenie ana
lityczne tey własności , będzie równaniem piasczy
zny. Aby znaleźć to wyrażenie łączę liniią prostą 
zaczęcie O z punktem którymkolwiek M linii M M ': 
w tróykącie OM M ' prostokątnym przy M', iest 

MM' *— OM *— O M '2 
czyli oznaczywszy przez /•, r liniie OM , OM ', przez 
x ,  y ,  z ,  spólrzędne punktu M ,

(x  — o:')1 +  (jr-— y ) 2 +  (z— z ') * =/•'■ — r 2 
czyli,  wykonawszy działanie i zwa/aiąc ze 
x*-ł-y* + z * = r * ,  x  2 + y 2+ z ' 2 — r 2, 

x x  + J J + z z — r * (P)

rjT. O płasczyznie



1 to iest równanie płasczyzny: aby temu równaniu 
nadać postać taką iak w poprzedzającym sposobie, 
wywiedziemy f. niego wartość dla z

x' y ’ r x

* = -  — * - " 7 ? +  —

v x ' y  » r ?'czyli, naznaczywszy = A ,  =  =

z  —  —  k x  —  Bjk +  C . 

Uwaźaymy, i i  kąt M 'O X  który liniia OM' prosto
padła do płaszoyzny xy z  czyni z osią O X ,  prostopadłą 
do płasczyznyZY  równy iest kątowi pla& :̂zy711 xy z  i X Y .  
Kąt bowiem liniy OM', O X  równy ie s t , iak wiemy
2 zasad stereoinetryi, kątowi płasczyzn do których o- 
We liniie są względnie prostopadłemu Z takiey samey 
przyczyny kąt M 'O Y  =  kątowi pochyłości płasczy- 
2ny z j x  . i pi': X Z .  Kąt M O Z  =  kątowi pochyło
ści płasczyzn xyz  i X Y .  Nazwawszy teraz a ,  g , <y 
kąty M ’O X , M O Y ,  M O Z  które czyni liniia OM- 
z trzema osiami O X , O Y ,  O Z czyli które płasczyzna 
xy z  czyni z trzema pł: względnie Y Z ,  X Z ,  X Y ,  bę
dzie

x  y  z '
dwsa. = — r  » «(W? —  •L— > dwsv —  — — 

r r ' r
przez co równanie (P) zamieni się na

x. dwsa. +  y. dwsZ +  z. dws^— r’ 
czyli ogólniey na 

Ax  +  B y  +  C z  =  D
10 Porównawszy spółczynniki ostatnych dwóch ró
wnań, mamy

dwsu. A dwso B dws^ C  
“ 7 —  =  ]7 ’ — p ~  =  d  ’ ~ ~  =  5 *  

skąd r'A —  D.^tfwa , r B =  D .dws.Q, rGzzzD.dwsy
* c r * ( A ’ +  B 1 +  C ’ ) = D ’ {dws’ cH-dws*g + dw s*•y) 

podług (§  57.) dws%v.+ dws1g + dws2*p= 1
10
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W,ęC r  =  ” ( A ł +  B * + C * j
znaydziemy da 1 ey dostawy kątów, które płasczyzna 
dana przez równanie k x + I i j ' + C 2 = U  czyni z trze
ma płasczyznami spółrzędnem i,

d m ° =  ^ A ’ + l i ' + c ' ) ’ ,h v e = V ( A ' + B '+ C ‘ ) 

d" ‘ T =  1/ ( A - + B - + C ' )
a° Znaydziemy także za pomocą tycli i powyższych 
formuł spółrzędne x , y ,  z  spodku M' prostopadłey 
OM'

A D  BD

A » + B ' + C *  ’  ?  —  A l +  B * + C * ’
C D

z ’ ~  A * + B ‘ + ' g t  
3° Wziąwszy przed oczy równanie płasczyzny 

x ' y  r *  
s = _ y - * - - r +  — ,

i zważywszy iż równania prostopadłey OM'
z' z' 

z  == - g x ,  z  =  —  r ;

postrzeżemy ze równania
9 9 9 9

x  z  y  z  

z> x  '  z! y  ’  

,. x 'z y z
c z y l i ----- — + 1 = o ,  — —  - t - i  =  o

J z  x  z  y
są warunkami spełnionemi prostopadłości linii OM' 
do płasczyzny: w ogólności więc aby do płasczyzny 
którey równanie

z = A ^ + B / + C  
była prostopadły liniia prosta którey równania sy



muszą się sprawdzić równania A a + i = o  B £ - ł- i= O i  
4° Gdyby płasczyzna xyz  była prostopadłą do Y X , 
liniią OM' leżałaby na płasczyźnie X Y ,  rzędne z zni
kłyby i równanie płasczyzny prostopadłey do X Y  by- 
łoby

kx-\-V>y— D = 0 : 
tymże sposobem znaydziemy równania płasozyzn pro
stopadłych, iedney do X Z , drugiey do Y Z ,

h x + C z — D = o ,  l i jM -C z — D = o  
5° W ziąwszy y = o  w rów: — A x—:B jk + C ; otrzy
mamy równania śladu x z  płasczyzny daney na X Z , 

y — o, z — — A ^ + C .
Podobnie równania, śladu y z  na Y Z  są 

x = o ,  z = — By-t-C, 
śladu x y  na X Y  są

z = o, — k x — B j + C = o  
Wziąwszy x = o  w równaniu pierwszego, j r = o  w ró
wnaniu drugiego śladu, wypadnie w każdym razie ie- 
dna/. wartość dla z, a zatem ślady na płasczyźnie Z X  i 
Z Y  przecinają się w-iednymże punkcie.
6° Z e  rzuty linii OM' są prostopadłe do śladów pła
sczyzny x y z , stąd widać i/- płasczyzny zrzucaiące są 
prostopadle do płasczyzn spółrzędnych i do daney xyz  

zatem i do ich spólnych przecięć czyli do śladów, 
f ę  prawdę okażemy analitycznie, za pomocą równań 
linii O M *

x — x — A.(z— z ) ,  y — ■/— B[z— z')
1 równań śladów

I  T
x  = i— —  z  C, y =  Tjj- z  +  C

tu bowiem warunki prostopadłości tych liniy Sprawdza
ją Się ( 4 l ) .

Uważaytny iż równanie płasczyzny iest pierwszego 
stopnia ze zmiennemi x .y ,z .  Byłoby ono także pier
wszego stopnia, gdybyśmy zamiast prostokątnego w zię-

uważanej W przestrzeni.
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li inny układ spółrzędnycli: równania bowiem liniy 
tworzących EF, M N  (fig. 4 <), lub limy M M ',  OM ' 
(fig. l\i) byłyby zawsze pierwszego stopnia, zrównań 
zaś tvch hniy wypada, iak wiemy , równanie pła
sczyzny.

68. Podobnym, iak w §  67, sposobem można zna
leźć równanie powierzchni krzywey, utworzoney przez 
linii;} krzywą lub prostą posuwającą się po inney li
nii, prostey lub krzywey, według pewnego waruuku. 
W  tym biegu linii ruchomey po stałey, pierwsza z dru
gą musi się zawsze przecinać, aby się zaś przecinały 
musi zachodzić pewne równanie między ilościami sta- 
łemi a ,  g ,  7 . . .  w równaniu dwóch limy tworzących 
zawartemi, iakeśiny to w §  66 wytłomaczyli, gdzie
śmy widzieli iż owe ilości stale niewyznaczone muszą 
mieć takie wartości iakie zniewolą liniia ruchomą do 
wzięcia położenia w którem przetnie się z drugą. W ar
tości te muszą się zmieniać za każdem położeniem li
nii ruchomey; a tak doszedłszy do równania któreśmy 
w ogólnym rozbiorze oznaczyli przez f a = o  , lub do 
równań któreśmy oznaczyli przez J \ a,S)==:o, / ,  (a, 6 ) = o  
(66); wsławimy w pierwsze za a, w drugie zaś za a i g 
wartości tych ilości » funkcyi x , y, z  wywiedzione z 
równań dwóch liniy krzywych lub prostych tworzących, 
a wypadkowe równanie w pierwszym razie lub dwa 
równania w drugim, będą należały do powierzchni krzy
wey. Dwa równania drugiego przypadku można , 
przez wstawienie wartości, któreykolwiek zmienney 
wywiedzinneyz-iednego równania w drugie; przywieźć 
do poiedynczego które będzie szukanem równaniem 
powierzchni. Rzecz ta wyiaśnioną będzie przykłada
mi w teoryi powierzchni krzywych.

69. Dowiedziemy iż równanie
A x + B / + C z + D — o (A) 

nie może należeć do iuney powierzchni oprócz pła
sk iey.



Obierzmy na powierzchni do którey to równanie 
należy dwa punkta i złączmy ie liniią prostą : ieźeli 
dowiedziemy ie  wszelki punkt wzięty na tey linii 
znnyduie się i na powierzchni, ta będzie tem samem 
płaską. Oznaczywszy przez x\ j \  x  , y ", spółrzę- 
dne owych dwóch punktów obranych na powierzchni, 
równania linii prostey będą 
w pierwszym razie x'— a z '+ 9 . , j — l)z+ &  
w drugim, x '— a ż '+ a, y — b z"+ S
równanie zaś powierzehni będzie w pierwszym razie 

h x '+ B y + C z ' - h  D = o  
czyli A (rtz '+ a)  +  B '^ z '+ S )  +  C ^ + D — o
czyli ( A « +  B £ + C ) z ' +  A a + B 6 + I ) — o
w drugim ( A a H - B £ - t - C ) z '+ A a + B £ + D : = : o  
odciągnąwszy stronami to równanie od poprzedzaią- 
cego, wypadnie

(K a + R b + C ){ź— ż ’)=-o 
aże nie może być z — z "= o ,  więc 

A f l+ B ^ - i - C — o.  ̂1)  
na mocy tego równania będzie także 

Aa-l-Bg-ł-D^^o (1 J 
równania tedy (1) i (a'j są warunkami pod iakiemi li- 
niia prosta mieć będzie dwa punkta spólne z powie
rzchnią, daną przez równanie (A)

W eźm y dopiero punkt którykolwiek na linii prostey 
m ającej iuż dwa punkta spólne z powierzchnią i o- 
znaczmy przez x "  , y", z "  spółrzędne tego punktu: 
aby się ten punkt znaydował na powierzchni musi spra
wdzić się równanie

( A r H - B / '+ C ) z " ' + A a + B S + D = o :  
lecz to równanie sprawdza się na mocy równań (1)
1 (2) więc ów punkt nowo obrany, spólny iest linii 
prostey 1 powierzchni, aże był" wzięty dowolnie, więc 
Wszystkie inne punkta linii będą na pow ierzchni, 
więc ta iest płaską, więc równanie (A) nie może na- 
leżyć do inney powierzchni oprócz płaskiey.
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70. Zadanie. Znaleźć równanie płasczyzny prze
chodzącey przez trzy punkta naznaczone.

Postać szukanego równania iest
— o

aże płasczyzna ma mieć położenie stale, to ipst prze
chodzić przez trzy punkta których spółrzędne wia
dome oznaczymy przez x , y\ z'; x", y", z"; x", y '\  
z " ,  więc trzeba znaleźć wartości spólczynnikow A, B, 
C , D  w funkcyi tych wiadomych ilości. W  tym za
miarze rozwiążemy trzy następuiąca4równania 

A x  + B /  • 1 C  z —|—1)— o 
A x +  B/'H  C z " + D = o  
A ^ '" - ł - B / " + C z ' " + D — a*,; 

z  czterema rzeczonemi niewiadomefni : uważaiąc zaś 
za niewiadome tylko A, B, C  przypomniymy sobie z 
algebry iż tylko w liczniki formuł ogólnych, daiących 
trzy niewiadome trzech równań pierwszego stopnia, 
wchodzą ostatne wyrazy równan iak tu 13, a zatem 
wartości dla niewiadomych A, Bf C będą miały po
stać

A — A'D, B = B  D, Cr= C 'D  
w  których A', B', C 's ą  funkcyiami ulomkowemi spół
rzędnych wiadomych x', y\ z'', x", y", -s"; x", y" , z"'. 
Wstawiwszy te wartości za A, B, C  w równanie ogól
ne płasczyzny, wyraz D  zniknie i równanie szukane 
będzie

A ^ + B ^ - j - C  z~ł~ 1 — o 
które uczyni zadosyć żądanym warunkom.

7 1 .  Zadanie Znaleźć równanie spólnego przecię
cia dwóch płasczyzn.

Niech będą równania d w ó ch  płasczyzn przecina- 
iących się

A . r + B j + C s + D = o ,  A ' x + B y + C ' z  -f-D — o 
wyrugowawszy z nich zmienną z , wypadnie

( A C — A ' C > + f B C ' ~ B C ) r + ( D G — D ' C ) = o  
równanie rzutu 11a X Y  przecięcia płasczyzn.
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Podobnym sposobem znaleźlibyśmy równanie rzu
tu, na Y Z  i X Z , przecięcia płasczyzn.

Znaleźlibyśmy spólne przecięcie trzech płasczyzn któ- 
rem iest punkt , wyznaczywszy trzy spółrzędne x,y,z  
punktu za pomocą trzech danych równań płasczyzn 

A x  + B r  + C  z +  D  = 0  
K x  +  B r  -+-C'js+ I) = 0  
A " x + B " j  +  C  "z +  D = o

72. Zadanie. Znaleźć warunki równoodległości 
dwóch płasczyzn.

Niech będą równania dwóch płasczyzn

Ax ą-\\y + C z + D = o ,  A ' ^ + B y + C ' z + D ' = o  
Jeśli te płasczyzny są równoodległe, ich ślady na pła- 
sczyznach spółrzędnych będą równoodległe : aże ró
wnania śladów, naznaczywszy z kolei .r=: j-  —  
z = o  w założonych równaniach, sa

B D  B' ° D'

* +  C ^ + C = ° ’ *  + C ^  +  G = °  
A D  A D'

z  +  c T  x + Ć T ~ °  ’ z  +  c 7 x  +  a =  0 
A D  A' D '

y  ■+■ jj*x  +  — °> t  “ł” j3' x  ̂  0

Więc równania równoodległości śladów (4o) a tem 
samem i płasczyzn sa

B __B' A __A' A_ „

C~ C 7’ C ~ C ’ B B' 

czyli B C '= B 'C ,  A C — A'C, A B '= A 'B :
2 tych trzech równań dwa którekolwiek są dostate
czne, ho trzecie wypada z dwóch innych.

Można iescze znaleźć tez same warunki następu
jącym sposobem. Otrzymaliśmy w poprzedzaiącem za
daniu równanie przecięcia dwóch płasczyzn

(AC'— A 'C ) t f + ( B C —  B C ) / + ( D C ' — D 'C ) = o   ̂
aże to przecięcie w przypadku równoodległości dwóch
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płasczyzn, iest nieskończenie oddalone, więc i pnnkt 
na tein przecięciu wzięty, uważaiąc położenie dwóch 
płasczyzn takie iż każda z nich przecina płasczyzny 
spółrzędne X Z ,  Y Z ,  iest nieskończenie oddalonym, spół
rzędne więc x , y  tego punktu s.-j ilościami nieskoń
czenie wielkiemi i równanie powyższe zamieni się w 
tym razie na

( A C — A C )  i + ( B C ' — B C )  i + ( D C ' — D ' C ) = o  
czyli, podzieliwszy ohie strony przez na 

(AC'— A C )  +  (BC'— B C) =  o 
aby zaś to równanie sprawdziło się, musi być 

A C '= A 'C ,  B G '= B 'C : 
te są warunki równoodległości dwóch płasczyzn.

^3. Zadanie. Znaleźć warunek równoodległości li
nii prostey od piasczyzny.

Aby liniia dana przez równanie 
x  =  az +  a, y  =  bz +  6 

przecięła się z płasczyzną daną przez równanie 
A.x +  B / +  C z  +  D  =  o 

warunkiem (69) iest równanie
( A a +  Bb +  B) z-ł-A a +  BS +  D  =  o: 

ieśli dopiero liniia prosta iest równoodległą od pła
sczyzny, punkt przecięcia będzie nieskończenie oddalo
nym, więc rzędna z  tego punktu będzie nieskończenie 
wielką, i ostatne równanie zamieni się na 

( A a + B ć - ł - C ) £ + A a + B g + D : = o  
czyli podzieliwszy obie strony przez na 

A a-\- BZ>+C— o. 
takie iest równanie warunkowe równoodległości linii 
od płasczyzny.

74. Zadanie. Znaleźć warunki pod iakiemi liniia 
prostopadłą iest do płasczyzny i wartość części pro- 
stopadłey zawarley między punktem na niey wziętym
i płasczyzną.
Niech będą równania linii prostey 

x - = a z + a, y = b z + <o



a równanie piasczyzny
A . r + B /  -ł— C z “ł~D— o 

i °  Gdy liniią prosta iest prostopadłą do piasczyzn y; 
rzuty pierwszey są prostopadłemi do śladów drugiey, 
sa zaś równania ś ladów , wziąwszy osobno J  =■ o, 
x  =: o w równaniu piasczyzny,

A .r - ł - C z 4 - I ) = o ,  B / + C z + D = r r o  
więc aby te liniie były prostopadłe każda w sczegól- 
ności do rzutów daney, ma być f/|')

Ca C  b

-  — +  1 = > »  -  i r + 1
czyli Ca —  A,C,Z> —  B
te są warunki prostopadłości linii do piasczyzny (§ 67

3°)
20 Niech P , (fig. 43 ) oznacza spodek prostopadłey 
do piasczyzny. iego zaś spólrzędne niech będą x ,  y, 
z\ M, punkt wzięty na prostopadłey, iego zaś spół- 
rzędue niech będą x\ z\ długość prostopadłey PM 
którą nazwiemy L  iest (27J.

L —  x — x y + ( ) — y ) ' + ( z — z')1 (
Na znalezienie wartości dla x — x', y — z — z '  w 
funkcyi ilości wiadomych wchodzących w równanie 
piasczyzny, mamy naprzód równania linii PM  prze- 
cliodzącey przez M itia)

x — x = a ( z — z'), r— y = b ^ z — z ) {  1): 
aby utworzyć iedno iescze równanie z nievviadomemi 
x — x ,  y — z — z 1, wystawmy sobie płasczyznę prze- 
°hodzącą przez punkt M równoodległą od daney: iey 
równanie

A .r' + B / + C  s ' + E = o  

°dciągnąw szy stronami oil równania daney, wypadnie 

A ( x — x )-\-  B(j>— y ) + C ( z — z )  + - D — E ~ o  
czyli K { x — x ) + W , j — y )  +  C  (z — z )  +  D  +  A x  

+  liy + C jZ — o ^

naznaczywszy D - ł - A . r - ł - B / '+ C . s '— D',

uwaźaney w przestrzeni. 8 1
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A(x— x ‘)-\-B(y— / ) + C (z— z')-ł-D'=:o (a)
Z trzech równań ( i )  i (a ) wyprowadzimy

— D  , — « P '
Z Z Aa +  Bb +  C ’ X X A a -+- B£ -t- C

biy
r ~ y  —  A a  +  Bb +  C  

, , , . , , . A B .
lub, wstawiwszy za a, b ich wartości —  ’ —  wzięte z

równan warunkowych poprzedzaiącego przypadku, 
— C D ' ‘ — AD'

"  ~  A* + B '  + C * »  X X A ’- +  B 2 +  C* ? 
BD'

^  ~  r  ~  A* +  B 2 +  C , ł  
wartość więc linii Pi\I iest

_  D'_______

A * ■+■ B * +  C 2)

D + A .£  +  B /  + C  z

CZJ,,i L  =  -  +  B - + Ć T
znak podwóyny ±  znaczy, iż pierwszy brać trzeba 
dla linii PM gdy iey punkt M iest nad plasczyzuą 
daną, drugi gdy iey punkt iest pod płasczyzna.

yS. Zadanie. Znaleźć kąt dw óch  płasczyzn danych 
przez równania

A o ; + B j - + C z + D = o ,  A x-\-B '/ +  C 'z+ D ' = o  
Na spólnem przecięciu phisczyzn obierzmy punkt, i 
■na obudwóch poprowadźmy przez ten punkt liniie pro
stopadłe do ich spólnego przecięcia: k.-jt tych dwóch 
limy iest kątem pochyłości płasczyzn, i spełnia dwa 
proste z kątem który czynią dwie prostopadłe do pła
sczyzn wyprowadzone z punktów obranych na ramio
nach pierwszego kąta. Niech będą równania tych pro
stopadłych

x — az-\-ot, y = b z - 1- 6 , x — a’z-h u , y ~ b 'z -\ r £ ’-



warunki prostopadłości tych liniy do płasczyzn w zglę
dnych są

A = * C ,  B = 6 C ,  M = a 'C ’: B — £ C ' (7/4): 
oznaczywszy przez V  kąt dwóch prostopadłych, do- 
stawa tego kąta, a zatem i dostawa kąta szukanego 
spełniaiąeego pierwszy i znakiem tylko różniąca się , 
będzie

H-rtfl Ą-hb'
+ A . ) K , + a . + A .)  (64)

czyli, wstawiwszy za a, a', b, b  ich wartości,

A A ' + B B + G C '
,hVc y  —  _____________ I___________________  l / l A , + B , +  c ^ ^ A'. +  B , +  c .)

Jlości D , D' nie wchodzą w tę wartość i wchodzie 
nie powinny, ponieważ, wyrażaiąc rzędne z  któ
rych spodki są w zaczęciu osi, nie wpływają na p o 
chyłość płasczyzn.
i°  Gdy dwie płasczyzny przecinaią się pod kątem pro
stym; dws V — o a zatem

A A + B B + G C ' = o  
iest równaniem warunkowem prostopadłości dwóch 
płasczyzn.
20 Gdy iedna z płasczyzn, na przykład ta którey ró 
wnanie

A . z + B  y  ~t~ G z X) o. 
iest na płasczyźnie X Y  ktorey równanie 2 =  0 ;  ró 
wnanie założone skróci się. dla tego iż oprócz z — o, 
będz ie D =ro (iako rzędna z  maiąca spodek w zaczę
ciu); i przeydzie na

A'.r+Bj>^=o
które aby sie sprawdziło , musi; być A' —  o, B ' = o ,  
nazwawszy więc Y '  kąt który płasczyzna pochyła czy-, 
ni z płasczyzną X Y  będzie

C
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znaydziemy takimże sposobem dostawę kąta V " który 
czyni taż płasczyzua z pł: X Z

dws y ' = / ( A M : r + c ,)  ^

imreszcie dostawę kata Y " ,  który czyni z pfasczyzną 
Y Z ,

A
fhv S-Y'7— ------------------------- •_  ^ ,  +  B , + C t )  

też  same formuły znaleźliśmy w  §  67. i 3.
Nazwawszy U', U", U'" kąty, które druga plasczy- 

zna pochyła czyni z trzema płasczyznami spółrzędne- 
mi, znaydziemy

d"-s V ' = V ( k  ■ + B- +  G - ; ’
B'

diwvU" =
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j / ( A '* + B '*  +  C '2)

d m V  ~  v/(A'*-f- B'* -ł- C'*) 

wstawiwszy dopiero w wartość dla dwsY za A A', BB', 
C C ' ich wartości w funkcyi dostaw, otrzymamy 

dwsV=divs'V.dwsX)'+dwsY'.dws\}'+dwsy".dwsXl"- 
iak w §  64- 5°.

76. Zadanie. Znaleźć kąt pochyłości linii prostey, 
daney przea równania

x = a z + a ., y= bz-t-g , 
do płasczyzny daney przez równanie 

A ^ 4- B / + C 2 + D = o .
Liniia dana i iey rzut na płasczyznę daną tw o

rzą szukany kąt pochyłości , kat zaś z linii daney i 
prostopadłey, od punUu na tamtey wziętego, spu
sczoney na iey rzut iest dopełnieniem pierwszego. 
Niech będą równania tey prostopadłey 

x ~ a  'z +  a', j= zb 'z  +  6';



Warunek iey prostopadłości do płasczyzny, zawieraią 
równania (•j4)

A = « 'C , B = £ ’C 
dostawa kąta tey linii i daney, czyli co iest to/, samo, 
wstawa kąta szukanego V ,  iest (64)

i -Ą-nn+bb'

l/(  i i/ (  i + d ’ + 'b ’ ) 
wstawiwszy więc za a , b' ich wartości; będzie

A r t + B £ + C
wst V  —
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i - ł - « * + '^ * ) l/ ( A *  +  B Ł+ C I) 
i °  W ziąw szy  knit V = o  będzie w s iV = o , a zatem 

\a~\~ B£ + C — o 
iest równaniem warunkowem równoodległości linii 
prostey (,d płasczyzny ( j 3 /.
a° Wziąwszy płasczyznę X Y  za daną, ilości C.s, i D  
znikną z równania płasczyzny daney i będzie tylko 
A # + B j = o ,  skąd A— o, B = o ,  więc wstawa kąta któ
ry liniią prosta czyni z płasczyzną X Y ,  iest 

i

l/ ( i  + a x+ b 7)'
Ponieważ ta wstawa równa iest dostawie kąta Z, który 
limia dana czyni z osią O Z, więc także

i
ch-VS Z =  --- ;----------- --- —

l/ (  i - f a ’ H- b *)
Znaydziemy podobnym sposobem dostawy kątów któ
re ta i  limia czyni z osiami O Y ,  O X ,

dws Y  =  — -------------- — ,
l/ ( i  + a ’ b z)

ci
dws X  =  — --------------- —

l / ( i  + a x +  b\)
.. 77- Zadanie. Znaleźć naykrotszą odległość dwóch 
ln>)’ prostych danych w przestrzeni.

Aby to zadanie lak można naydogodniey rozwią
ż e ,  (fig. 44) weźmiemy iednę z liniy za os O Z; dru
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gą liniią niech będzie BC. Naykrótszą odległością 
tych dwóch liniy iest prostopadła MN do obudwóeh: 
ze zaś można dwie liniie w przestrzeni dane połączyć 
liniią do obudwóeh prostopadły, przekonamy się na— 
stępuiącyin sposobem. Przeciąwszy dwie liniie dane 
płasczyznami prostopndłemi do iedney , liniią prosta 
prowadzona na 1 tórey kol wiek z tych phnsezyzn przez 
punkta w których tę płasczyznę limie dane przecina- 
i|.  będzie prostopadły do pierwszey linii a z drugą 
czynić będzie kyt ostry lub roztwarty. Między te- 
mi ostatnemi kątami raz mnieyszemi, drugi raz wię- 
kszemi od prostego, znaydować się musi kąt prosty, 
a w ów czas linna łącząca dwa punkta, w których li- 
niie dane przecinają płasczyznę iedną z równoodle
głych, będzie prostopadły do obudwóeh liniy , a tein 
samem będzie ich naykrótszą odległością.

A by  znaleźć wyrażenie analityczne tey naykrót- 
szey odległości , poprowadźmy przez punkt N , ró
wnoodległy od OZ: liniią M N  będzie prostopadły do 
dwóch liniy C B  i ND, a zatem do pl'asczyzny CN I) 
czyli CBEH  przechodzącey przez te duie liniie ('Eli 
wyraża iey ślad na X Y ,  E li  równoodległą od OZ). 
Spuśćmy z punktu O prostopadłą O G  do siadu HE, 
ta będzie prostopadły do pl'asczyzny CBEII i równą 
linii MN, według wykreślenia: wyrażenie więc anali
tyczne długości OG będzie tein którego szukamy. A/.e, 
założywszy równanie śladu 11E 

y z = \ x + B  ;
wyrażenie długości O G  prostopadley do śladu i prze- 
chodzycey przez zaczęcie, którego spółrzędne są x = o ,  
y '=  o, iest według §  /|3.

B

1/ ( i +  A *)  ̂ ^
więc takie samo iest wyrażenie naykrótszey odległości 
dwóch liniy prostych danych w przestrzeni.



D O D A T E K  DO RO Z D Z IA ŁO W  ago i 3go.

1. O przemianie spółrzędnych, trzech wymiarów.

78. Wyrazić spółrzędne zrazu używane, w  funkcyi 
spółrzędnych nowego układu , iest ogólne zadanie 
którego rozwiązaniem tu się zatrudnimy z powodow 
w  §  /|8 wyłożonych.

Niech będzie punkt M (fig. 45 Tab. II) w przestrze
ni którego spółrzędne prostokątne są O V = x , P Q = y 't 
M Q = 2 :  niech będą O P — .z', P Q — Q ’M 
spółrzędne tegoż punktu w nowym układzie maiącym 
spólne z pierwszym zaczęcie O. Poprowadźmy przez 
punkta P', Q', M płasczyzny równoodległe od X Y : te 
przetną rzędny z = M Q  na trzy części, z których pier
wsza bodzie rzutem odciętey x  na oś OZ, druga rzu
tem rzędney, y  trzecia rzutem rzędney z  na tęż sa
mą oś. A tak rzędna z  będzie równą summie rzu
tów trzech spółrzędnych x , y\ z  na oś OZ. Nazwa- 
Wszy więc Z, Z', Z" katy które nowe spółrzędne X , 
T'i z ' czynią z osią O Z, hędzie

z= x '.d w srL+y.dw sZ'Ą-z .dws7Jf. (1)
Nazwawszy Y ,  Y"' Y "  kąty które nowe spółrzędne x ’, 
y', z ' czynią z osią O Y  będzie

y = x'.d w sY  + y  d w sY 'ź-d w sY " (o.).
Nazwawszy nareszcie X ,  X', X'' kąty które nowe spół
rzędne x , y ,  z' czynią z osią O X , będzie 

x — x  clwsX+)'.du’sX.'-\-z'.dwsX." (3) 
le ż  same formuły wypadłyby, gdyby obadwa układy 
b y ły  prostokątne.

Gdyby nowy układ spółrzędnych x', y', z ' miał 
osobne zaczęcie którego trzy spółrzędne byłyby o, b, 
c, mielibyśmy trzy równania (5 i).

x=a+x'.dwsX.-t-y'.dwsX'-hz'-dwsX." 
y^=b+x'.dwsY  +  y'.dwsY'+z\dn'sY" 
z~ c-\-x!.d w sZ + y ,dwsZ' +  z'.dwsZ"
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79. Aby zatem znaleźć spółrzędne dawne w fun
kcyi spółrzędnych nowych i wiadomych, trzeba znać 
dziewięć ilości X , Y ,  Z, X', Y ,  Z'; X", Y", Z". Dla 
wyznaczenia tych ilości trzeba mieć, oprócz trzech 
ostatnych, iescze sześć równań. Utworzymy ie nastę- 
puiącym sposobem,

Naprzód, ponieważ X , Y ,  Z ,  są kąty które oś O X ' 
czyni z trzema w sczególności dawnemi osiami; X', Y ' ,  
Z , kąty które oś O Y', nareszcie X  ', Y " , Z" które oś 
OZ' czyni z teiniż osiami; więc ($7)

(divs'IL +d<vs’ Y  -Ą-dws’ Z —  i 
(a/c/w'j’ X ' + d u 's ’ Y' -\-dws’ Z' =  1 

[dws* X"-ł- dws’ Y"+ dw s*7i = 1  
Powtóre, oznaczywszy przez (x j ) ,  (x' z'), ( f  z )  ką
ty, które nowe osi czynią między sobą, mamy (według 

§  64 i 75),

= d w s  X .fAwX' Ą-dwśY.dwsY ' -ł-dwsZ. dwsTl 
dws(x z')=-
= d w sX  du’sX.1'-{-dwsY,dwsY"+ dws"L.dws7j": 
.dwsiyz)—
~ d n  'sX'du  \yX" 4 -d u 'sY d w sY ’+dw sZ'. dwsZ' 

Te formuły zamienią się, gdy nowy układ równie 
iak dawny iest prostokątny, na trzy następuiące 

loz^dwsX.divs'K+dwsY.dw sY' -\-dwsZ.dwsZ' 
(b ’) 'o— dn>sX..du’sX.'+ dw sY  .dwsY'+da>s'L.dwsZ'' 

\p— dws\' .dws'K'+dwsY' .dwśY"-ł-divsZ .dwóZ’ 
Za pomocy dziewięciu równań (1) (a) (5) (a) i"b) 

moglibyśmy wyznaczyć dziewięć niewiadomych X, 
Y ,  Z; X', Y ' ,  Z'; X", Z", gdyby y, z ,  x  y  z  
tudzie/. kąty (x  y ),  (x z ’ \ , (y z )  były dane. Gdyby 
zaś obadwa układy były prostokątne znaleźlibyśmy 
rzeczone ilości za pomocą równań (1), (2), (3) ,  (a), 
(b'). W  tym ostatnym razie można wyznaczyć też 
same niewiadomedogodnieyszym sposobem który wkrót
ce wyłożymy.
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G d yb y  dwie nowe osi OX', O Y ' Jeżały na pła- 
sczyźme X Y ,  a oś OZ' schodziła się z osią O Z, kąt 
Z" dwóch osi OZ, O Z ' b j ł b y = o ,  kąty zas-X", Y "  
które oś OZ' czyni z osiami O X , O Y  byłyby proste; 
w  tym razie

d(vsZ"=zi, dwsY"=o, dwsTL" = o  
kąty także które oś OZ' czyni z osiami O X', O Y '  s j  
proste więc

dws(z'x') —  o, dws {z y ' ) ~ o 
przez co dwa ostatne równania (Z'J zamienią się na 

dw sZ=o, dwsZ'— o 
daley równania (a) na

dws * X + da s Y =  i , dws 'X + d w s 1 Y ' =  i . 
z tycli zaś wypadnie

dwsY— wstX., dwsY'— wstK 
równania tedy ( i) (a) (3) zamienią się na

x-= x' .dws'&.+y .dwsK, y==x .w stX + y .wslX! 
formuły tez same któreśmy w §. 5o. 2° otrzymali,

8o. Aby przeyśe od układu spółrzędnych x , y, z  
prostokątnego, do innego spółrzędnych x", y  ” z'" tak
że prostokątnego , wyznaczymy położenie nowych osi 
O X ", O Y " ,  OZ" czyli kąty (fig. 46].

X , Y ,  Z ,  które oś OX"'
X', Y', Z', które oś O Y "
X", Y ' ,  Z", które oś OZ'" 

czyni z trzema dawnemi osiami O X , O Y ,  O Z; nastę- 
puiącym sposobem.

Gdyby było dane położenie osi OX"', OY"' wie
dzielibyśmy położenie osi O Z '  iako prostopadłey do 
dwóch poprzedzaiących, rozwiązanie więc tego zadania 
zawisło od wyznaczenia położenia osi O X ",  OY'"* 

położenie będzie można wyznaczyć za pomocą 
50 kąta 0 który płasczyzna X'"Y'" czyni z pł. X Y ,  
a° kata który oś O X  czvni ze śladem płasczyzny 
X"'Y '"  na X Y

kąta cp który nowa oś OX"' czyni z tymże śladem.
12



Zamieńmy naprzód osi O X , O Y  na inne prostokątne 
OX', O Y ' flig. L\n) któreby leżały na płasczyznie X Y
i weźmy ślad O li  płasczyzny X'"Y'" na X Y  za oś 
OX': w tym razie kąt X O X — t];, więc według §  5o. 
5°

y = y  .dwsty+x' .wslty, .'t— — y.wsĄ+x'.dwsty  (d) 
Ponieważ płasczyzną X 'Y '  iest taż sama co X Y ,  więc

z = z ’ (e)
Poprowadźmy prostopadłą O Y "  do śladu OE pod 

kątem pochyłości do płasczyzny X Y  równym 0: li
niia O Y "  leżyć będzie na płasczyźnie X"'Y"', ponieważ 
0 iest takie kątem pochyłości płasczyzn X Y , X'"Y'" 
a Y "O Y ' kątem dwóch liniy prostopadłych do spólne
go przecięcia O E  tychże płasczyzn, nadto liniie O Y', 
O Y "  i oś OZ' czyli O Zznayduią się na iedneyże pła
sczyźnie, ponieważ liniią O Y " można uważać za iedno 
z położeń linii O Y ' obracaiącey się około OX' do któ - 
rey zostaie zawsze prostopadłą.

Na płasczyźnie Y O Y "  czyli Y 'O Z  zamieńmy osi 
O Y '  i OZ' (r=:OZ) na dwie inne prostokątne OY", 
OZ", a ponieważ kąt który czynią dwie osi OY', O Y" 
iest 6, więc podług tych samych co wyzey formUł (5o 
5°) iest

z ’=ź'-dws{) +y"w sl$, / = — z ”.wsl§+y"-dws§ (f) 
nadto liniia OE iest prostopadłą do płasczyzny Y  OY", 
Avięc zeydzie się z trzecią osią OX" i 

x ’= x "  (g).
Ponieważ liniia O Y" równie ink ślad O E  schodzą

cy się z osią OX" lezą na płasczyźnie X"'Y'", więc 
spółrzędne x", y" leżą na płasczyźnie X'"Y'", nadto kąt 
osi OX'" i O X " ( = O E )  iest <p, więc podług tych sa
mych co wyżey formuł, iest
y '— y".dws<p+x'".wst<pt x ' =  —  y".wsty+x!"dws<f (h) 
nareszcie, oś O Z " schodzi się z osią OZ", więc 

z = z " '  (i)
Wsławiwszy dopiero w formuły (d) i (e) wartości

go O przemianie



wzięte dla x ',y \  z', z formuł (f) i (g),  w otrzymane 
zaś wypadki wstawiwszy wartości wzięte dla x",y", z '  
2 formuł (h) i (i), otrzymamy

x = x '"(d » . dws®— dwsb wsi A. wsi<p)—
— y"(clws§.wsi<j>.dwsy-Ą-dwsty.wst<p)-\rz".wsiQ wst\ 

y = x ' (wst\ dwscf -\-dws§.dwsfy-wsiy)-\- 
-\~y"'‘ydwsĄ. dws dws o— wsĄ. wslcp 'l— z .wsi!) .dwty 

z — x".wslO w s l y + w s i f j . d w s o + z " ■ dws§.
Znaki wyrazów tych formuł mogą się zmieniać we
dług pochyłości kątów 6, <p. Gdyby na przykład 
osi OX', Ó Y '  wzięły położenie takie iak na fig. 48 
pierwsza z przeciwney strony osi O X  druga z prze- 
ciwney strony osi O Y ' w porów-naniu do fig. trze- 
bal)y zmienić znaki dla wsi 0 i wst  ̂ w formułach 
ostalnych i w tym razie byłoby

x=x'"'ydws’b .dwsy+dwsty. wsl'b.wst®)+ 
+y"(dws§.wsl\.dwso}— dws^wstaf)+z"-wst0.wst^. 

y — x  '(dws6 dws^.wsKp— wsl^-dws^)+
+ / " '(  dws 6 • dwsi/. dws <p wst ty «• slcp)+ z'" ■ (vst Q. dwsty 

z ę=-— x'".wsl().wslcp— y'".wsl() dwsy+ź".dws§
Można tym formułom prostszą nadać postać wzią

wszy kąt <p=o, to iest, wziąwszy ślad OE za oś OX."', 
w tym bowiem razie w sly=o, dw sy= 1 , i formuły 
zamienią się na

x =  x "  .dwsty+y'" .dws§.wslty+z' .wslbwstty 
y = — x"',wst^ Ą-y" .dws{) ,dws\-\- z'".wsi{).dws  ̂
z =  — y".wslb-ł-z'"-dwsft

Porównawszy przedostatne formuły z formułami (1) 
(2) (3) §  79 otrzymamy

dwsX— dwsQ. wsi ̂ . wsly+dwsty .dwstp 
dwsY=dwsb-dws^.wslo— wsi ̂ . wsi <p 
d w sZ = — wstb.wslcp 
drf’sX.'=dws(.). wst ty.dws <p— dwsty.wsltą 
dwsY'=dwsb.dwsty.dwsy+wslty.wsl<p 
d w sZ '= — wslft.dwstp 
dwsX'^wslb.wsl'i'
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dwsY"=wstQ .dwsty 
dws71'=zdws§.

8 j .  A by znaleźć wartości nowych spółrzędnych x\ 
y\ z\  w funkcyi danych, biorąc nayłatwieyszy p rzy
padek ukfadow prostokątnych, dość będzie zastanowić 
się nad prawidłem według którego są utworzone ró
wnania ( i )  (a) i (3) §  78, znaydziemy bowiem we
dług tego praw idła,

x '— x.dw sX + y. dws Y  +  z .dwsZ 
y ~ x .  dwsX! +y.dw sY'+ z . dwsZJ 
z'=x.dw sXl'+y.dw sY"+z.dw sX!' 

zamiast sześciu równań (a) i (b') mamy sześć nnstę- 
puiących

dws2 X.+dws* X!+dw s2 X " =  i 
dws2 Y+ dw s Y '+ d w s*Y ''=  i 
dws*Z-\-dwsl Z '+ d w s’LZ',= i  

dwsX.dwsY+ dwsX1. dw sY'+ dwsX." .dwsZt"'=zo 
dwsX.dwsZ+dwsX.' dwsZ' +  dwsX".dwsZ"— o  
dwsY .dwsZ+dwsY' .dwsZ! +  dwsY". dwsTl''— o

82. Gdyby zaczęcia spółrzędnych były różne, g d y 
by na przykład dawne było po lewey stronie nowe
go, spółrzędne x ,y ,  z  byłyby powiększone względnie 
ilościami a, b, c wyra/.aiącemi spółrzędne nowego za
częcia odnoszone do dawnego, wstawiwszy więc x + a ,  
y + b , z~i~c za x f y, z  , w formuły poprzedzającego 
§ ,  będzie

x ’— {x+a)dwsX  H- (y +  b)dwsY+ (z+ c)dwsZ 
y '= [ x + a)dwsX.'+(y-Ą- b)dwsY'-Ą- (2 -+ c)dwsZ* 
z!=.{x+a)dw sX'+(j+b)dw sY"-+- (z+c)dw sZ" 

Gdyby przeciwnie zaczęcie dawne było po prawev 
strome nowego, wstawilibyśmy x — a, y— b, z — c za 
x , y, z  w rzeczone formuły.
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83. i °  na płasczyznie. Położenie punktu M  (fig.
49) danego na płasczyznie, można wyznaczyć za po
mocą iego odległości OM  = r  od punktu stałego O 
który się nazywa polem, kąta M O P =  0 który li- 
niin M O  zwana promieniem wodzącym , (radius v e 
ctor) czvni z liniuj, stała we względzie położenia, O X . 
D  wie ilości 0 zowią się społrzędnemi polarnemi.

Niecli O X , O Y  oznaczają osi spółrzędnych prosto
kątnych: zamierzmy sobie znaleźć wartości spółrzę- 
dnycb x, y, w funkcyi spółrzędnych polarnych r, 9. 
Naznaczywszy OP = x ,  PM  = y ,  będzie wtróykącie
O PM prostokątnym przy P,

x — r.dwsti, y=rwstO, Ą-y" — r’’ \ 
za pomocą łych trzech formuł potrafimy przeyść z 
układu spółrzędnych prostokątnych x  , j , do układu 
spółrzędnych polarnych r, 0, i wzaiemnie z układu po
larnego do prostokątnego.

84. 20 w przestrzeni. Położenie punktu danego 
w przestrzeni można wyznaczyć za pomocą iego od
ległości od punktu stałego który się nazywa polem 
a owa odległość promieniem wodzącym, i za pomocą 
kątów które promień wodzący czyni z trzema osiami 
prostokątnemu

Nazwiymy te kąty a, £, -y, promień wodzący R ,  i 
obierzmy poi w zaczęciu spółrzędnych prostokątnych. 
Cztery ilości ci, 6 ,  7 ,  R  są społrzędnemi polarnemi. 
Przeydziemy z układu spółrzędnych prostokątnego do 
polarnego za pomocą następujących formuł 

X— J\.dwsa, y— Ll.dwsŹ, z=Rdws-y  
-R= ] / (x *  +  y ’ + z * )

85. Dogodniey iest, zamiast trzecli kątów a, g ,  7, 
używać tylko dwóch,iednego 6 który czyni rzut O P pro
mienia wodzącego na płasczyznę X Y  z osią O X  ffig.
50) drugiego j  który promień wodzący O M = 1 1  czy
ni z osią O Z : trzy ilości R, y, 0, są społrzędnemi po- 
Wnemi.

II. O spółrzędnych polarnych.



Aby w funkcji  tych  ilości wyrazie dwsa,, dwsZ 
■wchodzące w formuły poprzedzającego §, mamy w tróy- 
kącie O^M prostokątnym przy q,

O q ~ 0 },l.dws^AÓrj. czyli Qq=R.dwsa. 
w trójkącie O^P prostokątnym pr/y q ,

O q=O l\dw sP O q, czyli Oq^OP.dwsQ
° P

skąd R.dwsa=Ol\dws'i, i dwsa. = “ j£" dws§

O P
aie,  w tróyk: O P M  prostok: przy P>~y£---- Wsl7, więc

dwsa— ws(y.dwsQ ( 1).
Aby znaleźć wartość dla dws€ uczynimy toż samo 
co w ostatnym razie wykreślenie, z tą różnicą iz tu 
odniesiemy do osi O Y  cośmy tam odnosili do osi O X ,
i ze, zamiast kąta 0, weźmiemy iego. dopełnienie P O Y , 
czyli wsl§ za dwsb, wziąwszy nakoniec dwsS zamiast 
dwsa, równanie (1) zamieni się na 

dws^— wst^.wsń (2)
W stawiwszy dopiero wartości dla dwsa, dwsS, które 
daią równania (1) i (2), w  formuły poprzedzaiącego 
§ ,  otrzymamy

x=l\.ws(*[dwstt, y — R.wst^.wsts^. z — R.dwsy
K ąt 0 może się zmieniać od o do 4^0°, a kąt 7  od 

o do 200°.
Gdyby zaczęcia spółrzędnych były sczególne dla ka

żdego układu , powiększylibyśmy lub zmnieyszyliby- 
śmy wartości spółrzędnych prostokątnych ilościami 
stałemi wyrażaiąccmi spółrzędne nowego zaczęcia wzię
te w układzie osi prostokątnym.

94 O spółrzędnych polarnych.
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CZESC DRUGA
O  LIN IIACH  D R U G IE G O  R Z Ę D U .

8G. V - > d n o s z ą c  liniią prostą uważaną na płasczyźnie 
lub w przestrzeni do układu osi spółrzędnych, zna
leźliśmy równania za pomocą których można w y 
znaczyć położenie linii prostey. Widzieliśmy, że te 
równania są pierwszego stopnia i że należą do samey 
tylko linii prostey, którą dla tego nazwaliśmy liniią pier
wszego rzędu. Wystawiliśmy sobie iż, przez obrot 
linii prostey około mney do niey prostopadłey , two
rzy się płasczyzna: i tak znaleźliśmy równanie pła
sczyzny które, iak widzieliśmy, iest także pierwszego 
stopnia z trzema zmiennemi. A ponieważ te równa
nia są pierwszego stopnia; wartość zmienney którey- 
kolwiek, inne zmienne wziąwszy za wiadome, iest za
wsze poiedynezą; i gdy wartości wszystkich zmiennych 
będą wiadome, wyznaczymy za ich pomocą iedyny tyl
ko punkt na płasczyźnie lub w  przestrzeni.

Przypuśćmy teraz iż mogą się znaydować na pła
sczyźnie liniie takie których natura i utwór zawisły 
od równania stopnia drugiego z dwiema zmiennemi : 
mówię z dwiema zmiennemi, ponieważ owe liniie u -  
ważamy na płasczyźnie i przeto odnosić ie będziemy 
do dwóch osi spółrzędnych: aże utwór tych liniy 
ma podlegać stałemu prawu zawartemu w postaci ró
wnania stopnia drugiego, więc owe liniie, ieśli są ia- 
kie, będą foremne. Przyrodzenie stawia przed oczy
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nasze mnóstwo liniy krzywych trafem utworzonych, i 
te pod żadne utworzenia prawo, czyli pod żadne ró
wnanie, podciągnięte być nie mogą. Gdybyśmy w 
przyrodzeniu nachodzili liniie płaskie krzywe fore
mne i gdyby liczba tych liniy była stała i nain wia
doma, moglibyśmy od razu wziąć ie pod rozbior i tak 
śledzić ich własności. A że,ani takowych liniy krzy
wych foremnych ani ich liczby, nie znamy ; udamy 
się do analizy i usiłować będziemy rozwiązać za ley 
pomocą to ogólne zadanie-, znaleźć za pomocą ogól
nego równania stopnia drugiego między dwiema zmien- 
nemi ilościami liczbę i postać liniy krzywych fore
mnych płaskich.

87. Z e  równanie stopnia drugiego z dwiema zmien- 
nemi zawiera prawo tworzenia linii krzywey, przeko
namy się z następującego nayprostszego przykładu.

Niech będzie równanie stopnia aS° 
y ’ — 'i a j \/x— b9, 

rozwiązawszy ie względem y, otrzymamy 
y = a  ] / x ±  \z{a*x— £a).

Wykreślmy dwie osi O X , O Y  (fig. 5 i) pod kątem 
prostym i weźmy na pierwszey wartość OB dla 
równanie

y— a \/ X
wyrażać będzie liniią prostą O A przechodzącą przez 
zaczęcie O, a AB będzie wartością dla a \/x, odcią- 
■\vszy dopiero po obudwóch stronach punktu A na li
nii DB części A D  —  x  — b z ) i A D ' =
—  I/{a*x— £*), mieć będziemy dwa punkta D i D' 
należące do linii którey służy założone równanie. Gdy 
daley naznaczymy dla x  wartość taką aby było 

a ’ x — b 9—  o ; 
część wartości całkowitey d l a j '  zniknie, i pozostanie 
poiedyncza wartość y— a \/x, aże

b * • TX—  ", więc y— b.
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, ,  bx
wziąwszy więc O F za wartość —  , będzie F E  =  £.'

Wyznaczywszy więcey punktów takich iak D', E, I) i 
połączywszy ie liniią krzywą; tey służyć będzie j  za
łożone równanie stopnia drugiego, ponieważ za po
mocą tego równania' wykreśloną być może.

Liniie krzywe uważane na płasczyźnie które za po
mocą równania stopnia drugiego z dwiema zmienne
mi wykreślić można, nazywaią się limiami drugiego 
rzędu. Sposób analityczny doyścia ich liczby 1 po
staci iest następuiący.

D Z IA Ł  P IE R W S Z Y

o  POSTACI I LICZBIE L I N I Y  DRUGIEGO RZĘDU.

R O Z D Z IA Ł  P IE R W S Z Y

O wyznaczeniu postaci i  liczby liniy krzywych pła
skich za pomocą ogólnego równania stopnia dru
giego z dwiema ilościami zmiennemi.

88. Abyśmy za pomocą ogólnego równania stopnia 
drabiego z dwiema zmiennemi,

k.y* +  WxyĄ-(Zx’- -f;D y-l-E.r-ł-F=o ( 1) 
Wyznaczyli postać linii krzywey do którey może na
łożyć, uważać będziemy ilości zmienne x, y, za dwie 
spółrzędue prostokątne, i w tein założeniu rozwiąże
my równanie względem y: wypadnie 

\)x +  1)



W yraz pierwszy drugiey strony tego wypadku ozna
cza rzędną linii prostey którey równanie iest

Ber +  D _____------

Aby wykreślić tę linii?* prostą naznaczymy naprzód, 

w-iey równaniu* x — o; skąd wypadnie y= — — —=  

rzędney punktu w kćórym liniia prosta przecina oś O Y .

• ^  D 
Wziąwszy więc O A ~  —  — —, przeniesiemy owę rzę-

0. A
dna od O d o  A. (fig. 52) Naznaczymy daley, w tem- 

z e  równaniu, 7 = 0 ,  skąd wypadnie x= -— — ° d-  

ciętey punktu w którym liniia prosta przecina oś O X .

Wziąwszy więc OB = ----- —  przenieśmy OB od O

do 1!: a poprowadziwszy przez punkta B i A liniią pro-

T1TV * / i ^X 4~ 1)
stą L u  ley równanie będzie r = — ------------—• Ja-

2A
koż, obrawszy na tey linii punkt N , mamy propor- 
cyią OB: O A = F B :  PN czyli 

D  D  D

b  : :n r ~ x + ~\ź: ~ ~ y »

. . . B# +  I) 
skąd wypada y ~  —  ------ —-------«

Otrzymamy dwa punkta linii krzywey odpowiada- 
iące punktowi N  linii BB' i wartości x — O P ,  gdy 
przeniesiemy, poczynaiąc od punktu N, po obitdwóch 
stronach linii B B ,  odległość NM  i N M 'którey wartość 
iest

1
—  i / ( ( B * _ 4A C > 2 +  a ( B D ~ E > +  D 1 — 4AF} 

punkta mówię M, M' będą na linii krzywey. Biorąc

f)8 O postaci i liczbie liniy



dopiero wartości dla x  mnicysze lub większe od OP, 
wartości dla y  bgrlą tak/.e mnieysze lub większe od 
PM, PM' a punkta wyznaczone tym sposobem będą 
się. znaydowały na linii krzywey.

Ponieważ liniie takie iak H M , K M ' są w każdem 
położeniu równe sobie; liniią BB' przechodząca przez 
środki wszystkich liniy takich ink MM' w linii krzy- 
Wey zawartych, nazywa się średnicą linii krzywey.

89. Trzy mogą być sczególne przypadki zrówna
niem (A).
i °  spółezynnik B* —  4^G ilości x * może być odie- 
mny, a° dodatny, 3° = o  Je/.eli nie ie s t= :o ,  będzie 
można przywieść równanie do postaci 

B r + D  !
^  I ( B - 4A G ) ( ^ - ^ ') ( ^ " )  [(B)

gdzie x\ x" oznaczają pierwiastki polynomu znakiem, 
niespółmierności objętego, te zaś znaydziemy nazna
czywszy ów poły nom równy zero.

90. Co do pierwszego przypadku w którym

B ’ — 4^C<C 0
Zważymy iż czynniki x  —  x\ X  —  x ” wchodzące w 
drugą stronę równania (B) mogą b yć  i°  rzeczywi
ste i nierówne i°  rzeczywiste i równe 3° uroione.
1° Gdy czynniki x — x\ x — x '  są rzeczywiste i nie
równe ; w  ów czas naznaczając dla x  wartości zawar
te między cc i oc”, czynniki x — x', x — x" będą miały 
znaki przeciwne a ich iloczyn będzie odiemny , roz
mnożywszy więc ten iloczyn przez ilość odieinną 
B ’ — 4 AC, otrzymamy wypadek dodatny i tak dwie 
wartości dla y będą rzeczywiste. W  tym razie ka- 
żdey wartości x  iak na przykład OP, zawartey mię
dzy x '= .O V  i ^ c"=O P' odpowiadać będą dwa punkta 
M, M' linii krzywey

Naznaczywszy O P’, albo x = x r~ O V ,  ilość
zawarta pod znakiem pierwiastku zniknie, rzędne li

drugiego rzędu 99



nii krzywey staną się równe rzędnym linii prostey 
i3B'. P oniew aż, biorąc dla x  wartość nie zawartą 
między OP', OP" wypadnie ilość pod znakiem pier
wiastku odiemna, co uczyni wartość dia y  uroioną ; 
wniesiemy iż liniia krzywa nie rozciąga się po za rzę
dne P'iN"P"£!’' a zatem' iest zawartą między tcmi/. rzę- 
dnemi i tak ze wszech stron od M do Ivl' i od !S do 
N" iest zamkniętą.

Gdybyśmy byli rozwiązali równanie ( i )  względem 
X , otrzymalibyśmy ilość, zawartą pud znakiem nie- 
spółmierności, którą moglibyśmy przywieść do postaci 

(B;— 4AC)(r — y ) ( j— f y .  
w tym razie biorąc dlay  wartości me zawarte między y ' i 
y",iloczyn (y— y) (y— -y")byłby dodatny, aże B*— /| AC 
iest ilością odiemną, więc wartość dla x, byłaby uroioną 
skąd wniesiemy źe liniia krzywa iest ze wszech strou 
zamknięta,
a° Gdy czynniki x — x', x — x"  będą rzeczywiste i ró
wne, ich iloczyn będzie {x— x 'Y  a wartość dla y  
Tiypadnie

B.r4-D i 
r = -------j a  ± ^ a  ( * -  * ')  w 'fB- -  4AC)

z którey widzimy iż tylko na przypadek x ~ x  w ar
tość dla y  iest rzeczywistą, to iest

Bx'-'r D

ioo O postaci i liczbie liniy

te wartości dla % , y  w  funkeyi x  są więc spółrzę- 
dnemi punktu położonego na średnicy i w tym razie 
równanie założone ( i )  należy do punktu.
3° gdy czynniki x — x \  x — x" będą uroione, ich ilo
czyn będzie dodatny, ilość znakiem niespółinierności 
obięta odiemną a wartość dla y  uroioną i równanie 
( j )  nie będzie wyrażało iadney linii krzywey.

91. Co do drugiego przypadku w którym 
B*— 4A C > o
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Zważymy iż czynniki x — x ' , x  —  x" wchodzące 
w drugą stronę równania (B) mogą być i °  rzeczywiste
i nierówne 2° rzeczywiste i równe, 3° uroione 
i °  gdy czynniki x — x\ x — x" są rzeczywiste i nie- 
równe , ich iloczyn , naznaczywszy dla x  wartości 
zawarte między x  i x", będzie odiemny, więc roz
mnożony przez ilość dodat.ną B 2— 4 AC przeydzie na 
odiemny, wartość dla y  będzie uroioną a liniią krzy
wa rozciągać się nie będzie między punktami N', Ń'' 
odpowiadaiacemi odciętym x'— O l*' x ' ~ OP".

Wziąwszy x = x ,  x — x" wyraz niespółmierny zni
knie, i otrzymamy rzędne punktów IN', IN" w których 
liniią krzywa przecięta iest od średnicy.

Wziąwszy dla x  wartość różną od tych które są 
zawarte między x  i x", iloczyn (x — x )  (x— x") hę- 
dzie dodatny, wartość dla y  rzeczywistą, i liniią krzy
wa rozciągać się będzie z obudwóch stron liniy odcię
tych tak dodatnych iak odiemnych , według czterech 
odnóg N 'Q  , K"Q', i N'ę',
u° gdy czynniki x — x', x — x" są rów n e, ich iloczyn 
zamieni się na (x— x')2, a wartość y  na 

Bx  -t- D  , i

r  = ----------------------- 7 i ----------------------

która wyraża dwie liniie proste.
3° gdy czynniki x — X, x — x" są uroione, ich iloczyn 
Jest dodatny i w tym razie będzie można wykreślić 
liniią krzywą: a ponieważ odcięte x ‘, x" są uroione,

B x  +  D  . . , .
Więc ilość —  -------- ;------  w która wchodzi x,  mieć nie

aA c
może wartości rzeczywistej', to iest, żadna wartość y  
kończyć się nie będzie na linii BB', czyli lir.iia krzy
wa żadnego punktu ze średnicą spólnego mieć nie bę
dzie, i położenie krzywey będzie B M R ,  R  M li"".

92. W  trzecim przypadku który iest 
B 2—4 AC— o
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równanie (A) zamieni się na 
TW-ł-D i

y= — — —  ± -----i/ j 2 ( B D  —  2AE)ar +  D* — 4AF ł
2 A 2 A 1

D *— 4 ^F
lub, naznaczywszy ^ —  x ,  na

B . r + D  i 
y = — — —  ±  —  i / ( 2 ( b d — 2AE)(.r— ^c'))

Gdy ilość BD —  2AE iest dodatną , trzeba wziąć 
za x  wartość większą od ilości staley x' aby iluś 
pod znakiem niespółmierności zawarta, była dodatną 
a wartość dla y  rzeczywistą. Gdy x< ^ x , czynnik 
x — x  iest odiemny a wartość dla y  uroioną. Liniia 
więc krzywa H N H ' ciągnie się nieograniczenie tylko 
w-iedną stronę poczynaiąc od x — x': rzędna P'N' od
powiadająca tey odciętey iest styczną i granicą linii 
krzywey.

Gdy ilość BD —  2AE iest odiemną , wypadki są 
tez same, z tą różnicą iz liniia krzywa ciągnie się w 
stronę odciętych odiemnych: w obudwu razach x = x  
da

Rr +  D

y  ~  ~  i D
równanie średnicy linii krzywey.

Rozwiązawszy równanie względem x, otrzymamy t<ż 
sanie wypadki: w tym razie równanie średnicy wypa
dnie

B /  H- E

albo, wyciągnąwszy wartość dla y , 
■zC.t E



B E

aże równanie pierwszey średnicy iest 
B D
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więc dwie średnice linii krzywey w tym ostatnym 
przypadku odkrytey są równoodległe (3a i 4o).

9 '3. Ju/. tedy zadanie nasze iest rozwiązane. Znale
źliśmy za pomoc;} ogólnego równania stopnia drugie
go ( i)  iż trzy są główne lunie drugiego rzędu. Z tych 
pierwsza M N  M N ' iest ze wszech stron zamknięta: 
iey postać zawisła od własności spółczynników A, B, C  
równania ivi) według którey ilość

B ’ — 4AC ma być odiemną : 
w tym razie spólczynnikt A, C muszą mieć znaki ró
wne, to iest muszą być albo obadwa dodatne, albo 
oLadwa odiemne, aby ich iloczyn AC był dodatny a 
tętn samem ilość B 2— 4AC odiemną: ten iest główny 
warunek aby równanie ogólne ( i )  należało do linii 
krzywey zamkniętey
druga złożona iest z dwóch oderwanych lecz równych, 
bo podług iednego prawa wykreślonych, części QN"Q', 
q'&'q które się ciągną nieograniczenie w przeciwne 
fcobie strony nie mogąc być zamknięte. Postać tey 
linii krzywey zawisła od własności spółczynników A,
B, C równania ogólnego według którey ilość 

B 2— 4 AC ma być doda tną : 
w tym razie spólczynniki A, C muszą mieć znaki ró
żne aby ich iloczyn A C  był odiemny a tein samem 
ilość B 2— 4AC dodatną : ten iest główmy warunek 
aby równanie ogólne [\) należało do linii krzywey któ
rą uważamy.
trzecia HN II ograniczona iest z-iedney strony, a dwie 
ley odnogi N 'l l  N'1L' ciągną się bez granic nie mogąc 
być nigdy zamknięte. Postać tey linii krzywey za



wisła cci własności spółczynnikow A, B, C równania 
ogólnego według którey ma być

B « _ 4 A C = o :  
równanie to dnie naprzód B* =  4AC, gdyby zatem 
spółczynnik B wyrazu Zawierającego xy  b y ł  =  o , 
mielibyśmy A C = o , a zatem iedna z-ilości A ,  C któ
re są spółczynnikami kwadratów z-ilości zmiennych, 
byłaby. =  p: ten iest główny warunek aby równanie 
ogólne ( l j  należało do linii krzywey którą uważa
my.

94. Tyle odkrywszy własności ogólnego równania 
nn każdy z trzech rodzaiow liniy drugiego rzędu, wy^- 
pada nam z kolei rozwiązać następujące zadanie-, przy
wieść równanie ogolne drugiego stopnia z dwiema 
zmienneini do postaci iak można nayprostszey, pod 
którą nie przestałoby należyć do liniy krzywych któ
reśmy odkryli.

Jeżeli potrafimy rozwiązać to równanie pozosta
nie na n tylko dać przyzwoite znaki spółezyumkoin 
potęg ilości zmiennych x ,y ,  według ig°,  i a?0 przy
padku lub rozrządzić niemi według 3s° przypadku 
§  poprzedzającego, a tak otrzymamy właściwe równa
nie każilcy z trzech liniy krzyw ych, które w końcu 
osobnemi będziemy mogli rozróżnić nazwiskami.

tyj. Mo/na przewidzieć iż , zmieniaiąc układy osi 
spółrzędnych, potrafimy rozwiązać zadanie,

Niech więc dawne osi O X , O Y  (fig. 5 '3) do któ
rych odnosiliśmy równanie liniy 26° rzędu 

A j 2 -1- U xj+ C# ’ +  D / +  \Lx-+-F-=o 
wezmą nowy kierunek osi, prostokątnych O X ’, O Y ',  
nie zmieniwszy zaczęcia: niech PM==y, O P = #  ozna- 
ozaią spółrzędne prostokątne punktu M linii krzywey 
w dawnym układzie: spółrzędne nowe będą M P = j ‘, 
O P '= tf ' :  naznaczywszy kąt XO X.’= a ,  będzie (5o , 5°) 

J — y.dst\ycc+x'.wsta, X—  — j .wsla.Ą-x'.dwsa.

- t o / j  O postaci i liczbie liniy
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wstawiwszy w równanie ( i )  zamiast x , j ,  ich war
tości, i oznaczywszy przez A' summę wyrazów mnożą
cych j '* ,  przez B summę tych które mnożą xy \  
przez C', D ,  E' summy tych które mnożą x % y, x\  
otrzymamy równanie

M y 1 + B  x j + C x *  + D ' / + E V + F = o  
w ktorein B '= a ( A — Q)wstu..dwsu.+ \$.dws*a — B.wst*a. 
Ponieważ a iest ilością zmienną, wyznaczymy iey war
tość przywodzącą spółczy n n ik B  do zera, założywszy 

równanie
— B .wst * a +  a( A.— <Z)wsla..dwsa.J\r \l.dws’ a.— o 

czyli, podzieliwszy obie strony przez— XS.dws’ a.,
%(k.— C j

s t)c z za.— ---------------stycz&— l = o  (*)

, , A — ((A— C\ \
skąd slycza.—  — ™— — l/\l — ^— !* +  1/

B ~  (\ B /

Ponieważ ta wartość dla stjczm  iest rzeczywista, wnie
siemy i 7. nie zmieniwszy zaczęcia ani prostopadłości 
osi, można zawsze znisczyć wyraz B x y ,  czyli wy
znaczyć dwa położenia osi O X  takie iż nowe równa
nie linii będzie

A j  * —f-C x 2 “1"^ J  E x  -ł— E — o.
Nazwawszy «, a dwie wartości dla s t jc z a które wy
wiedziemy zrównania (a) stopnia drugiego, ich ilo
czyn będzie równy ostatnemu wyrazowi równania, to 
iest

cta = — i,  skąd r t a ' + i = o  
formuła ad-\- i = o  oznacza (4i. »°) iż dwie osi, we
dług x  , dwóch nowych układów są prostopadłe do 
siebie, więc te dwa układy wychodzą na ied en : czy
li, iedno tylko iest położenie osi spółrzędnyęli do któ
rych odnosząc liniią krzywą, zniknie w równaniu po- 
wyższein wyraz B x y .

Wyznaczywszy tym sposobem wartość dla stjcza. 
dodatną, wstawimy ią w  formuły

i 4
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i  s tycza. 
dws<c=z---------------- — , wsta. ~  —------------!

l / (  i Ą-slycz a) i / (  i + J/JX ' a)

wartości zaś otrzymane dla ć/iwa, (pjla w spółczyn
niki A ’, C', D', E', których wartości tym sposobem wy
znaczone nazwawszy M, N, P, Q; równanie którenas 
zatrudnia zamieni się, odrzuciwszy kreski iako iuż nie 
potrzebne, na

M / * + N . T ’ -t-P /+ Q .£ -f-F — o
96. Zmieńmy teraz zaczęcie spółrzędnych zacho- 

wuiąe ten sam kierunek nowych osi OX', O Y' równo
odległy od osi O X , O Y  które na fig. 54 są też sa
nie, to  OX', O Y' na fig. 53. Niech punkt O' bę
dzie tem nowem zaczęciem, a punkt M  iednym zpun- 
ktow linii krzvwev, naznaczymy 

M P = / ,  P P W ,  M P ‘= /
O P — x, Q O = a , V O — x  

skąd yz=.y-\-b, x = x '+ a : ,  wstawiwszy te wartości za 
x , y  w ostatne równanie poprzedzającego §  , otrzy
mamy równanie

M ?■' * + N.r' ' + ( P -1- a M B)y' +  ( Q + a N a ) . r '+ F ’— o(c) 
w  którem F'=rMZ>* -f-N « * - ł-P ^ + Q ^ + F .

Według tego cośmy poznali w §  q3, zważymy iż, 
ieśli równanie (c) należy do iedney z dwóch pier
wszych liniy w spomnionyin §  rozróżnionych ; spół- 
czynniki M, N oznaczaią pewne ilości: ie/eli zaś ró
wnanie (c) należy do trzeciey linii owego §  ; w ów 
czas ieden ze spółczynnikow M, N  musi być równy 
zero, ponieważ w równanie (c) nie wchodzi wyraz 
zawieraiący iloczyn zmiennych x'y.
IVpierwszym razie można wyznaczyć wartości dla a, 
£>, takie przez które znikłyby w równaniu (c) wyrazy 
( P + a M ^ j r ' ,  ( O + a N a W :  założymy w tvm zamiarze 

P + a M 3= o ,  Q + a N « = o  
i równanie (c) zamieni się na 

My * -+-Tte' * -ł-F = 0  (D)
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W edług tego cośmy wyżey postrzegli (g3), równanie 
to nale/.y do linii krzywey zamkniętey ieżeli znaki 
spółczynnikow M, N, są iednakowe, dawszy więc ró

wnaniu (D) postać
M N  $

(E>
M

kreski iako iu ż  niepotrzebne odrzuciw szy; ilości —  >

N
pT miisz^ być  odiemne, bo w tym tylko przypadku

pierwiastki równania (E) będą rzeczywiste: nazna-
M 1 N ' 1 ,

czmy przeto — = —  > - jt— —  -^7* a równanie

(E) zamieni się na

r '
B 1 A* 1

czyli

A  1= A.1B 1
ta iest nayprostsza postać rów nania linii krzyw ey  

zamliniętey którąśmy w yżey odkryli a która iest na

zwana E L L I P S Ą .
Gdy znaki spółczynnikow M  , N  równania (D) 

będą różne (g3) , równanie będzie należało do linii 
krzywey złożoney z dwóch oderwanych równych czę
ści, które się ciągną nieograniczenie w  dwie przeci
wne strony a nie mogą być nigdy zamknięte nazna-

M  \ ' N 1
czy wszy więc —  , —  = — “  równanie (E)

zamieni się na
y x x *

B 1  A 7 * ”  -  1

czyli  na
A 3/ 1— B ’\ r ’ = — A ’ B*: 

l a iest nayprostsza postać równania linii k rzy w ey  do-



piero opowieclzianey która iest nazwana I IY P E R B O L Ą .
JF drugim razie , gdy iedna z-ilości M, N  na 

przykład N iest równą zero, nie można wyznaczyć 
ilości «, b za pomocą tych samych co wyżey równań, 
lecz za pomocą równań

P + 2M £ = o ,  M b ’■ -i- P<5>+ Qa+ F = o  
z których wyciągniemy

P ]\I£*+P£ +  F

b = ~  aM ’ a  —  —  Q  

wstawiwszy zaś te wartości Z>, a w równanie (c), to za
mieni się na

Q
]\T/a+ Q . r = o ,  czyli —  x  = .  o:

ta iest nayprostsza postać równania linii trzeciey, któ- 
rąśmy wyzey (93) odkryli, a która iest nazwana P A 
R A B O L Ą .

97. Te są trzy główne liniie drugiego rzędu: znali 
ie starożytni Geometrowie, lecz dopiero nowoczesney 
analizie winniśmy tę pewność matematyczną z-iaką 
wyrzec możemy iż takich liniy nie masz ani mmey 
ani więcey iak trzy. Poznaymy bliżey naturę równań 
tych liniy.

98. Aby się dowiedzieć co znaczą ilości A, B wcho
dzące w równanie ellipsy

A 7 y *-+-B 7x * = k  7 B * 
odnoszoncy do układu prostokątnego osi (96") O X  , 
O Y ; (fig. 55) naznaczymy y =  o , i znaydziemy punkt 
■w którym ellipsa przecina oś OX: wypadnie x = ± A ,  
biorę tedy O A : = + A ,  O A = : —  A a przez punkta A T 
A' osi O X  przechodzić będzie ellipsa. Naznaczywszy 
dnley x — o, wypadnie y = .  ±  B, biorę tedy O B = + B r 
O B '= : — B, i przez punkta B, B' przechodzić będzie 
ellipsa : zważywszy nareszcie formuły

io8 O postaci i liczbie lihiy



B A
y  —  ±  ~ i / ( A * — a?'), *  =  ±  —  v/(Bs— / * )

z równania ellipsy wywiedzione ; wniesiemy iz ilości
A, B -wchodzące w równanie elipsy oznaezaią połowy 
średnic ellipsy pod kątem prostym przecinających się 
które zowią osiami. Osi te są nierówne tak iak 
ilości A. iB : iedna z nich A A = 2 A nazywa sięosią wiel
ką, dvugn' BB ’= a B  zowie się osią m ałą , punkt O 
zowie się środkiem ellipsy, równanie nareszcie któ
re nas zatrudnia zowią równaniem odnoszonem do 
środka i osi ellipsy.

99. G d y; ilości A, B to iest połowice osi są równe, 
ellipsa iest liniią krzywą którąśmy w  zasadach Geome* 
try i poznali pod nazwiskiem okręgu koła : równanie 
tedy koła z równania ellipsy wypadaiące iest

y ’‘ -i-x ’ — A*,
a tak koło iest ellipsa którey obiedwie osi są równe. 

Wziąwszy środek koła za zaczęcie spółrzędnych (fig.
56) będzie O b = x , ab— y, ab7 -\-bo*=Qa* czyli

y * -ł-x * = Q a * , 
to iest, w kole summa kwadratów ze spółrzędnych 
równa iest kwadratowi z promienia: więc A w przedo- 
statnem równaniu oznacza promień koła.

100. Takim/.e sposobem znaydziemy iż ilości A ,  B 
Wchodzące w  równanie hyperboh

A y ’ — B * * ’ — —  A ’ B* 
oznaezaią połowice O A , OB osi tey linii krzywey (fig.
57), gdzie punkt O iest środkiem hyperboli: w tym 
razie znaydziemy

O A = A ,  OB==B i / — 1 
pierwsza więc oś A'A iest rzeczywistą, druga B'B iest 
Uroioną, i tę tylko dla symetryi wyrazaią na figurze.

lo r .  Aby wyznaczyć punkta w  których parabola 
(fig. 58] przecina osi spółrzędnych prostokątnych do

drugiego rzędu. 109
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których iest odnoszoną, naznaczymy x = o ,  w-iey ró
wnaniu

Q
r  =  -

skąd wypadnie o : aże równania y 9 = o ,  x  =  o 
należą do zaczęcia spółrzędnycli, wniesiemy i i  ta li
niia krzywa przecina os O X  w zaczęciu a iest sty
czną do osi O Y  w tymże punkcie. A by zaś wyzna-

Q
czyć  ilość w  równanie paroboli wchodzącą, nay-

dogodnieyszy będzie sposób następuiący.
Obrawszy na płasczyźnie punkt stały F, (fig. 59) 

liniią stałą BL, tudzież punkta M, M' tak aby, spu
ściwszy z ka/.dego prostopadle M Q, M'^ na liniią B L  
i od tychże punktów poprowadziwszy liniie M F , M F  
do punktu stałego F, było M Q — MF, M '^ = M 'F , . . .  
znaleźć co za liniia krzywa iest mieyscem wszystkich 
takowych punktów M, M', O.

W edług wysłowionego warunku utworzenia linii 
krzywey widzimy, iż z punktu F spuściwszy prosto
padłą F B ,  którą nazwiemy p  na B L  i podzieliwszy 
BF na dwie równe części w punkcie O , punkt ten 
będzie także iednym z punktów linii krzywey. Weźmy 
punkt O za zaczęcie osi spółrzędnycli prostokątnych 
O X , OYr, i spuśćmy z M prostopadłą M P  na O X  : w 
tróykącie prostokątnym M F P , mamy 

M F * = A i  P * + F P  *

( p Y
czyli M F ! = / 5+  (a? —  —  j

a/.e M F =  M Q = O P + O B — ,
2

więc, ( r  +  ^-) —  7 1 +  ( *  —  y )  

czyli, przywiódłszy do nayprostszego wyrażenia,



y ’ — ip x.
Takież samo równanie otrzymalibyśmy względem in
nego któregokolwiek punktu M : równanie więc zna
lezione ceeliuic liniią pewną krzywą będącą mieyseem 
Wszystkich takowyych punktów: aże równanie para
boli

, __ o ;
r — M *

takąż iak znalezione ma postać , więc liniią krzywa 

MM'O iest także parabolą : a zatem ilość bez

Względu na znak iest — 2p  =  ilości którą nazywaią 
Parametrem paraboli. Parametrem ie s t , iak widzimy, 
bniia M W  prostopadła do osi w punkcie stałym F  
który nazywaią ogniskiem. Jest bowiem p  czyli 
I J F = ^ M '=  M'F, skąd 2 / > = a M 'F = M 'm .  Równanie 
Więc paraboli tak opowiemy: kwadrat z rzędney równy 
iest prostokątowi z parametru i odciętey.

J02. Naywiększą ze średnic ellipsy iest oś wielka
3 naymnieyszą oś mała (fig. 60).

Aby to twierdzenie dowieść, prowadzę' przez śro
dek O średnicę iakąkolwiek M M ’, równanie iey bę
dzie

y = a x
Wstawiwszy tę wartość y  w  równanie ellipsy 

y * + R x * = i V B ’ otrzymamy 
A ’ B ’

x * A ’ a '- f - B *  
a zatem na mocy równania y ’’ — a ,x % będzie 

A ’ B ’ a*
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M M '=:2  V/
(A li ( I 

( A s-ł-B 3

Aby znaleźć naywiększą i naymnieyszą wartość iakie 
mieć może to ostatne wyrażenie, założymy i ż A > B ,  
wstawimy B za A  w mianownik, i mieć będziemy 

A *B *(i  -ł-a*) A ' B y i  +  «*)

A * f l* + B *  x  B *(i -+- a 2) cz3^ <^ -̂ 
skąd wypada że MM' <C2 A, to iest , wszelka średnica 
mnieyszą iest od wielkiey osi.

Wstawiwszy przeciwnie A  za B w mianownik, w y
padnie

A *B *(i  + a s)
------ ---------  \ B ‘
A * a * + B *  ^

skąd MM' >  ■iB
to iest, wszelka średnica iest większą od osi małey. 
Aby się przekonać /.e w byperboli oś pierwsza iest nay- 
nmieyszą z e  średnic dosyć iest u w aży ć  iż  OM^> OP 
(fig. 6 i ) a t y m  bardziey OM^> OB, skąd a O M ^ a O B  
czyli MM' > B B .

i o 3. Za pomocą ogólnego równania
A f + K x y + C x ’ + D y  +  Ea:-ł-F=^o 

liniy drugiego rzędu, można iescze odkryć układ li
m y prostych , zwanych Asymptotami, przez swoię 
własność osobliwych.

Rozwiązawszy założone równanie względem y  otrzy
mamy

B .r + D

ItA

i/ B 2 —  4AC\ /BD —  aAE\ D* +  4AF )
✓ — T 77----- W * +  ------TTl----  *  +4A* ) \ 4A* ) 4A 1 )

W edług tey wartości y , wykreślimy liniią krzywą 
M D M ' (fig. Oa), iedną z trzech iuż wiadomych, według 
natury ilości B ’ — 4-^0 (g ‘3 Jest naprzód



R z + D

r  =  _
równaniem średnicy BB , w którcm naznaczywszy

D
x = o ,  otrzymamy y  —  —  — -  =  OB , naznaczywszy

li A

1}zaś y = o ,  otrzymamy x  —  — —  = 0 G :  liniia prowa

dzona przez punkla znalezione G, B będzie średnicy 
krzywey. Wziąwszy O P za wartość X  będzie

PN — __ ___ _____ , wziąwszy jSM, N 3VF
2 A

drugiego rzędu. j i 3

./B 1 —  4AC\ ,'BD —  aAE> D* —  4A F ,

= l / | ( ^ — f  +  ! 
mieć będziemy punkta M , M' linii krzywey, punkt 

nareszcie D  wyznaczymy tym samym iak na fig. 52 

sposobem.
To założywszy, naznaczmy 

B ’ —  4 AC B D —  a A E  D ’ —  4 AF

— — — —  = " *  — V  =  r

podzielmy i rozmnoźmy przez X* ilość obiętą zna
kiem pierwiastku; a wypadnie

B.r +  D f m p \
r  = ---------j j -  ± *  v \ n  +  -  + — )  )

Przypuściwszy dopiero iż X  iest ilością nieskończe
nie wielką, równanie (AJ przeydzie na

B.Z+ D
Y — ---------------±  x \ / n i: (B)
j

oznacza ono iż za powiększeniem odcłętey ,r, rzędna 
7  linii krzywey którey równanie iest (A), zbliża się 
coraz bardziey do rzędney linii prostey, oznaczoney 
iednein z równań (B). U w a ża y in y , iż spółrzędne
V , x  , wchodzące w równania (Bj różneini są ocl

15
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tych fktóre wchodzą w  równania (A) , :'ż e “ pierwsze na
leży do liniy prostych BS, BS', drugie do linii krzy
wey MDM'.

A by znaleźć punkt w którym liniie BS , BS' prze
c in a j  oś O Y  naznaczymy w-ich równaniach x  = o ,  
a wypadek otrzymany

D

oznacza iź liniie BS, BS' przec in aj  oś O Y ,  i średnicę 
GBB' w-iedneyże odległości —  OB od zaczęcia O. 
Aby zaś znaleźć punkta w których liniie BS, B S 'p r z e 
cinają oś O X , naznaczymy o w-ieh równaniach 
(B), a otrzymawszy wypadki

D  _  D

X 2A1/OT— B ’ 2A 1/ ni —f— B ’
za pomoc,j pierwszego wyznaczymy punkt C, za po
mocą drugiego punkt E  , poprowadzimy potem przez 
punkta B i G iedną; przez B i E  drugą liniią prostą 
i będziemy mieli dwie liniie BS, BS' oznaczone ró
wnaniami (B).

Aby rozebrać przypadek równey od cię tey x  w ró 
wnaniach (A) i (B) , odciągniymy stronami drugie 
od pierwszych: różnica z  spółrzędnych linii krzywey 
i prostey wypadnie

i  =  ±  ( l / ( » i + £ + £ ■ ) -

Aby się dowiedzieć iakiey zmianie, za powiększeniem się 
X podlegnie ta wartość dla z\ rozinnozyiny j  i podzie* 

( n p  \ 
limy przez i/l m +  “  +-^-7- J4--\/ni, 1 otrzymamy

_ . P



drugiego rzędu.

widzimy dopiero że im bardziey powiększy się x ,

P  • n
tym bardziey zmnieyszy się —  1 —  , tak iż wartość

licznika zbliży się do n , a mianownika do 21/m  , 
i granica ró/.nicy inaleiącey rzędnych linii prostey i 

krzywey, będzie
Tl

z  =  ±  2 Z  ni 
a zatem liniią krzywa zbliża się nieustannie do dwóch 
liniy prostych lecz z niemi nigdy zeyść się nie może. 
Gdy więc odciągniemy od drugich stron równań (B^

ilość ±  - ------, otrzymamy równania dwóch nowych
2 1/m  J

liniy prostych równoodległych względnie od BS, BS', 
aże na ó w  czas zniknie granica zbliżenia się linii krzy
wey i dawney prostey którejkolwiek, więc krzywa zev- 
dzie się z nowemi prostemiO-f O / ,  gdy & mieć będzie 
wartość nieskończenie wielką, czyli zeydzie się w odle
głości nieskończenie wielkiej'. To wysłowienie anality
czne, wychodzi na to proste, że liniie O s, O V  nigdy sie 
nie zeydą z krzywą •’ od tey własności nazywaią 
się one asymplotumi• Równania więc asymptot są 

B x  -ł- D  n
y = —  — 7----- ± x y 'm  + ---- — -

aA. 21/m  ;
B x + D  _  2 mx —  n 

02,u r  =  _  (C)

n
Naznaczywszy x  =  otrzymamy iedną z rzędnych 

asymptot

aże takie smno równanie słu ży  średnicy, więc tak li
niie BS, BS' iak O .r, O ś  j r  .ccinaią się na średnicy- 
Naznaczywszy potem x = o ,  otrzymamy



D  J — n \

^  2 A V 2 i/m )

skąd wniesiemy że, aby znaleźć punkta zeyścia się 
asymptot z osią O Y , trzeba przenieść, po obudwóch

stronach punktu B wierzchołka rzędney OB =  ----- - ■>

, — n
dwie długości B I ,  B i l  równe : przez w yzna

czone tym sposobem punkta I , H poprowadziwszy 
\s, H j  równoodległe względnie , od liniy BS', BS; 
te będą żądanemi asymptotami a punki spólnego p rze
cięcia O' będzie ich zaczęciem.

Aby się nareszcie dowiedzieć , którą iest z trzech 
liniy drugiego rzędu liniią MDM', uwa/.ymy iż ilość m

czyli
i
nie powinna być  ani odiemną ani =  o ieśli równa
nia (C) nie inni;} wyra/ać asymptot uroionych : ma 
więc być m^>o czyli B*— /jAG^>o, aźe ten warunek 
cechuie hyperbolę, (i)3) więc sama tylko hyperbola z 
liniy drugiego rzędu ma asymptoty.

104. Pozostaie nam wytłomaczyć równania 
A / s - ł- B .r / + D ;r 4 - E . ' .c + F = o ,

D y +  E x + F = o ,  
pierwsze w którem braknie wyrazu z drugą potęgą 
zmienney x , drugie w którem braknie wyrazów z po
tęgami drugicmi zmiennych x , y

Przypadek pierwszy obięty iest poprzedzaiącym o-
B 2

gólnym, w którym C = o ;  m =  — — : tu więc w yk re

ślenie będzie podobne ink było tam: roztwartość ty l
ko kąta asymptot i odnog hyperboli będzie inaksza. 

drugim przypadku, mamy

n 6 O postaci i  liczbie liniy

B* _  4 AC 

4^*
, czyli, eona iedno wychodzi, B*— 4 A C ,



F
E  +  -

E * + F  x

r  =  -  S + D “ JI,- > = - :  d
li — '

o:

przypuściwszy więc iż zmienna x  powiększa s ię , u -
F D  , .

łomki —  > —  będą malały a wartość y  przybliżać się
cc cc

będzie do — —  nie mogąc nigdy stać się tey ilości

równą, Aże równanie y  =  — —  należy do linii ro-

Wnoodległey (fig. 63) od osi O X  a przecinaiącey os 
E

O Y  w odległości —  —  od zaczęcia O ; wniesiemy

że , im b a r fe ’ey x  rosnąć, tym bardziey rzędn a1 
linii krzywey przybliżać się będzie do rzędney linii 
1) 13, lecz zawsze te dwie rzędne różnić się będą pe
wną ilością, a zatem limia DB iest asym/jlolą krzy- 
wey. Naznaczywszy X— o w równaniu linii krzywcy, 
to zamieni się na

F

y U
F

Wziąwszy więc O l — —  wyznaczymy punkt I prze

cięcia linii krzywey zo s ią  O Y .
Przywiódłszy równanie lmii krzywey do postaci 

Jix -+ F

r ~  7 i r
B  [ x +  -

 ̂ przypuściwszy iż wartość x  przybliża się do
D  . , . ,

‘ jj- nie stawszy się nigdy t^y nosci równą ; nua-

drugiego rzędu. ” 7
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nownik B [x  +  będzie malał a wartość y  bę

dzie rosła nieustannie: aże równanie 
D

a: =  _  B

należy do linii równoodległey od osi O Y  która prze
cina oś O X  w odległości od zaczęcia równey O C

=  —  — ; więc rzędne linii krzywey będą zawsze ro

sły nie m ogąc nigdy zbiegnąć się z liniią C F ,  ta 
więc liniią iest drugą asymptotą krzywey, zaś krzywą-iest 
hyperbola według ogólnego wywodu asymptot.

i o 5. Zakończymy ten rozdział rozwiązaniem nastę
pującego zadania. Znaleźć środek linii krzywey któ
rey ogólne równanie iest

Ay* +  B xy-+-C x  * +  Ety - f - E .r + F — o 
Oznaczywszy przez x\ y  spółrzędne nowe punktu M  
(fig. 6/| Tab. 3) linii krzywey odnoszone do środka 
szukanego O', przez « ,  b spółrzędne szukane tego 
środka: będziemy mieli

x = a + x \  ’p=.b-\r y!
■wstawiwszy te wartości x , y , w równanie z a ło żo n e , 
to przeydzie na

A y '  -+- Bx'y' -ł- C x '* -ł- [akb+V>a +  D)y' 
—ł—(B^-ł— ^x Ab*llba-\-(~ia7'~\~li)b 
E a + F = o .

Ponieważ to równanie ze zmiennemi x\ y  iest odnie
sione do środka linii krzyw ey, więc wyrazy z pier- 
wszemi potęgami x', f  wchodzić w nie nie powin- 
ny (69): a tak otrzymamy dwa następuiące, na wyzna
czenie niewiadomych a, b, równania

2A^-l"Bńt-|-D.— O, B^-|-2Crt-l"Ed:0. 
Rozm nożywszy strony pierwszego pzzez 2C, drugiego 
przez B, i  odciągnąwszy stronami drugie od pierwsze
go, wyruguiemy a z tych równań i wypadnie



drugiego rzędu.

(4A C — B*)5 -ł-2C D — B E = o  
B E —  a C D

b —  4 A.C— B 2 

wyrugowawszy podobnym sposobem niewiadomy b, 
wypadnie

BD  —  a A E  

a ~  4A C — B 2’

Otrzymawszy tym sposobem poiedyncze wartości dla 
spółrzędnych a, b szukanego środka , wniesiemy że 
liniie krzywe drugiego rzędu ieden tylko mogą mieć 
środek.

Gdyby było 4A C — B * = o ,  wartości dla a, b były
by nieskończone, aże warunek 4 AC— B 2= o  cechu- 
ie parabolę, więc parabola nie ma środka, czyli ana
litycznie mówiąc, ma go w nieskończoney odległości.

Gdy nie będzie 4 -AC— B *=:o, co iest przypadkiem 
ellipsy i byperboli, naówczas wyznaczony punkt O  , 
będzie środkiem szukanym. Jeśli bowiem wartości 
y = g , x '— cx. sprawdzą równanie odnoszone do śro
dka

A  / '*  +  B ^ y  -+- C x 'J +  A b* +  B ba +  Cax 
- ł - D £ + E a + F = o ;  

sprawdzą ie także wartości j — — g, x '= — a : aże dwie 
pierwsze wartości należą do iednego z punktów M  , 
w  linii krzywey, dwie drugie do iednego z punktów 
3VI' i ni iedneyże krzywey położonego na przedłuże
niu równem linii M O' lub m O , więc wszelka liniia 
prowadzona przez punkt O i maiąca swe końce na ob’ 
wodzie krzywey będzie podzieloną na dwie równe czę
ści w owym punkcie , więc ten punkt będzie środkiem 
ellipsy, lub byperboli, które same iak widzimy z liniy 
drugiego rzędu maią środek.

106. Postępuiąe drogą analizy w rozwiązaniu 
zadania §  86. doszliśmy do następuiących , wszelką
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mniących ścisłość i pewność m atematycznąJ, w yp a 
dków:
i °  głównych liniy drugiego rzędu iest trzy, ellipsa, 

hyperbola i parabola, kolo zaś iest gatunkiem ellipsy. 
2° liniia prosta prowadzona wśród linii któreykolwiek 
drugiego rzędu przez środek cięciwy , dzieli wszy
stkie cięciwy równoodległe od pierwszey na dwie ró
wne części i dla tego zowie się średnicą.
3° wellipsie naywiększą ze średnic iest oś wielka, nay- 
mnieyszą oś mała, w byperboh zaś naymmeyszą ze śre
dnic iest oś pierwsza.

4° sama tylko hyperbola z liniy drugiego rzędu mo
że mieć asymptoty.
5° tylko ellipsa i hyperbola maią środek.

R O Z D Z I A Ł  D R U G I.

o WYKRFSLENIU L I N I Y  D RU G I E G O  R ZĘ DU  WEDŁUG 

D A N Y C H  ROWNAN.

I. O wykreśleniu ellipsy.

107. Za pomocą równania ellipsy odnoszonego do u- 
kładu osi spółrzędnycli prostokątnych maiących za
częcie w środku, to iest równania

y ł  x x
A 2j * + R * a : * = A * f i ,  c z y l i  — +  — = 1

można znaleźć długości osi ellipsy, gdy dane równa- 
nanie będzie liczebne. Niechby na przykład takie 
równanie ellipsy było

2 x ’ + 3 y * = 6  : 
podzieliwszy obie iego strony przez G , skąd wypa
dnie



postrzeżemy iż 3 iest kwadratem z połowy osi liniy 
odciętych, a 2 kwadratem z połowy osi liniy rzędnych: 
dwie więc osi są 2 1/3, 2 / 2 .

Takimże sposobem znaydziemy iż osi ellipsy którey 
równanie [\x’  -\-d)y*=5, są 1/5 i x/1̂ -.

108. Aby utworzyć równanie ellipsy odnoszoney 
do osi spółrzędnych równoodległych od osi ellipsy 
fhg. 65 .) naznaczymy spółrzędne nowe O P '  =  x", 
Iv JVI==y''t spółrzędne środka O A — .r', O A ~=y> i bę
dzie

O P = O  P — O A, P M — P M — AO 
czyli x = x " — x\ y = y '— y
wstawiwszy te wartości x , y, w j'ównanie ellipsy, o -  
trzymamy

A *( j"— r ) * + B * (x '— x ) B ’• 
równanie ellipsy odnoszoney do osi spółrzędnych pro
stokątnych równoodległych od osi tey krzywey linii.

J09. W  ogólności równanie takie iak 
ay* -\~bx * -\-cy+dx— e (a) 

należy do ellipsy odnoszoney do osi równoodległych 
od osi tey krzywey linii. Przywiódłszy bowiem to ró
wnanie do postaci

e I I i p  s y. ia l

c

r + o n +
d

c
a potem dodawszy po obudwóch stronach,

c l*
& dla dopełnienia kwadratów, będzie

( c c* \ ( d  , d'

+  T ^ ) +  + t !  T *
c *  d 1

o



czyn +  ” ) +  * ( *  + ^ )

c *  d 1

= = e + l & + J b  (A)

122 O wykreśleniu

*spółrzędne środka ellipsy (108) są więc A O —  —

A.O'— — ~ j .  Podzieliwszy obie strony równania

Przez e + j z + i ć ’ Mzie

r  +  ś r)
d_

~b2

C* d ’’- +  e c ! cć* 
+  T -T  *7— l“ T - 7+a l\az l\ab b l\ab [\bx

( e c* d x \ 
skąd widzimy i i  osi ellipsy są 2 V/\ę^+  ^ 7

/ e c* d z \

Niechby na przykład trzeba było znaleźć spółrzę
dne środka i osi ellipsy którey równanie iest 

2; r * + 3/ z— Ąx— i — 8 : 
postępuiąc iak wyżey, przywiedziemy to równanie do 

postaci
(x— \)* (y—  2)*
------5------1-------------=  i3 2

z którey widzimy iż środka spółrzędne są i i 2 ,  a 
osi 2 1/2 i 2 i / 3.

T ym że  sposobem znaydziemy iż ellipsy, którey ró
wnanie x z+ 2 y * — nx— 3/ — 4, spółrzędne środka są

I, I  a osi i —  poczynaiąc od a?.
* 1/2 2

u o .  W  równaniu powyzszem (A), oznaczaiącem
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C9' cl*1
ellipsę,ilośće-ł- — — t - i e s t  dodatną: gd ybyta  ilość

była odiemna równanie nie oznaczałoby żadney linii
krzywey, ponieważ, summa dwóch wyrazów dotatnych
nie m oże bvć równa ilości odiemney , gdyby znowu

C9' cl* f
ilość e +  — 4— z była =  o ,  równanie oznaczałoby 

Ąa l\b J
c

punkt O' którego spółrzędne byłyby y  -f- —  =  o  ,

x  +  —  o, znayduiący się w  zaczęciu osi. (fig. 65).

i i i .  G dyby w równaniu (a) spółczynniki a , b po
tęg były równe , równanie (A) w tym razie zamie
niłoby się na

c d V  e c* d x 
r  +  ^ l  +  ( *  +  - ) = - + — +‘ici) a !\a% i\a*

i należałoby do koła odnoszonego do osi spółrzędnych 
równoodległych od tych które ma>ą zaczęcie w  śro
dku iego: a tak  równanie'

ay* -{-ax’  +  c j + d x = e
c

należy do kola którego środka spółrzędne są —  —  ?

d . , ( e c * d *' ^

Tak na przykład równanie ^ * + ^ * + 4/ —  2^ =  4 
należy do koła którego środka spółrzędne są— 2 i + l »  
a promień 3: równanie dane zamieni się więc na 

(y+i)*+Cx— i ) !!= 9 -  
A by  wykreślić koło do którego to równanie należy, 

■Weźmiemy OPr=:r, QQ — — a ffig. 66) przez punkta 
Q  poprowadzimy liniie równoodległe od osi ,  a 

punkt spólnego przecięcia C  tych równoodległych bę
dzie środkiem koła którego promień =  3 0 P.



Aby się dowiedzieć iaką liniią oznacza równanie 
y , -\-x'‘ — 2X-t-\=zo, przywiedziemy ie do postaci 

y * + ( x — i )* — o.
Tu mamy pewny odległość =  o, dwa więc końce tey 
odległości schodzą się w-ieden punkt , aże ostatne 
równanie oznacza iż iest 

y = = o ,  % = =  i

więc ów punkt znayduie się na osi O X  w stronie do- 
datnych x, w odległości O P = r  od zaczęcia, (fig. 66).

i i  a. Aby wykreślić liniią krzywą którey równanie 
a x % ~\-by* ą- cx= o 

a spółczynmki a x i b są dodatne , nadamy naprzód 
równaniu postać

dyx' +  ~  x )+ b y * = o

° x
potem dodamy po obudwóch stronach a. j —  i hę-* 

dzie

1-24 O wykreśleniu

T  +  3  +  br '  =  4 5  

(«  +  .V-------------------- 2a) y* 
czyli ----------------h-------=  1

c  c*

L\ax L\ab

równanie to a tein samem i założone należy do elli.
£

psy którey środka spółrzędne są o ,  i -------- , a osi

C . C
~a ' T~ab (flg' A by  wykreślić* tę liniią krzywą,

ę
weźm iem y punkt A  na osi B X  w odległości A B = — —  ̂

od zaczęcia L  spółrzędnych za środek ellipsy , skąd
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BB’= — : weźmiemy potem D D ' = - ^  za drugą oś

ellipsy, wyznaczymy nakoniec za pomocą danego ró
wnania iak naywięcey punktów i tym sposobem wy
kreślimy ellipsę.

Ji’3. Aby wykreślić ellipsę którey równanie iest:
— 2x y + 2X, + 2/ - i - x + 3= o  

znaydziemy naprzód
y ~ x — i ±  i/ (— x * — °iX— 2) 

czyli y = x — 1 ±  1/— ( # +  r )(^ + 2 )  
ponieważ ilość znakiem pierwiastku obięta iest odie- 
mną w ięc  założone równanie należy do ellipsy. W ar
tość rzędney y  składa się z dwóch części, iedney 
spółmierney, drugiey niespółmierney. Pierwsza część 
y = x — 1 iest równaniem linii prostey, w którein n a
znaczywszy ^^=0, znaydziemy # = 1  , naznaczywszy 
zaś x — o, znaydziemy y = — 1 : owa przeto liniia 
prosta przecina oś O X  w odległości OB^=r (fig. 68) 
od zaczęcia, wziętey na stronie odciętych dodatnych, 
a oś O Y  w odległości O A = i  od zaczęcia, wziętey na 
Stronie rzędnych odienmycli , liniia więc AB iest tą 
którey równanie y = $ — i . Dopiero/., według ca ł
kowi tey wartości y, trzeba za każdą wartością x  do
dać do i odciąć od rzędney linii AB część

— ( x +  1 ) ^ + 2 )  j , a w każdym razie otrzymamy 
dwa punktalinii krzywey równooddalone od linii AB, któ
ra przeto iest średnicą krzywey. To założywszy widzimy 
2e irn mnieysze będą długości które dodamy do i 
odetniemy od rzędney linii AB, tym bardziey punkta 
linii krzywey zbliżać się będą do AB , będą zaś spoi
nę obudwom liniiom, gdy będzie 
l / j — ( # +  i)(x  -i- o.)\— o. Zało/.ymy więc 
{x 4 - 1) (x  +  2) = 0 ,  i otrzymamy, X —  — r = O P  

= —  2 “ O P ,  a zatem liniie PC, PC 'rów noodległo  
od O Y  zamkną liniią krzywą w punktach C  i C .  

Ponieważ ( ^ + 1 ) ^ + 2 )  ma przed sobą znak odie-



m ny, więc ta ilość musi hyc rzeczywiście odiemną 
aby w obecnym razie stała się dodatną: będzie odie- 
mną biorąc dla x  wartości zawarte między P O  i OP' 
to iest między —  2 , i —  1; dodatną zaś biorąc dla x  
wartości albo mnieysze od — 2 albo większe od —  1: 
w tym ostatnym razie wartość dla y  będzie uroioną, 
■więc liniią krzyw a nie ciągnie się po za PC, P C ',  i 
iest ellipsą. A by znaleźć rzędne iey środka O' ma

m y P C = 2 ,  P  C ' = 3, więc 0 ' Q =  =  .4. (45) :

2 +  1
mamy daley O l3—  l i O P '= a ,  więc O Q — — -— =■-.

Znalazłszy spólrzędne O Q , QO' środka, wyznaczymy 
środek O' i będziemy mieli dwie średnic , ellipsy CC', 
mm'.

Znaiąc położenie i wartość tych średnic, zn a jd z ie 
my wielkość i kierunek osi następuiącym sposobem. 
Trzeba naprzód znaleźć wyrażenie wartości średnicy 
którejkolwiek D D ,  a potem naywiększą i naymnieyszą 
wartość tego wyrażenia, te zaś będą żądanemi osiami

Równanie linii O D '  przecliodzącey przez punkt O' 
którego rzędna = — -f-, odcięta = —  ~ iest 

J-+ ^ = Q (x +  \) 
gdzie a wyraża styczną kąta klory liniią O D' czyni z 
osią O X . Odległość O D  którą nazwiemy t iest

i / ^ + D ’ + C r + l ) * ]
czyli, wstawiwszy a {x + \ )  za y  +  

t= (x -\ ^ ) \/( 1 + a * )  
skąd wypadnie

ł  K ' at

a, naznaczywszy dla skrócenia 1/(1 +  a * )= r ,  
t at

,7 26 O wykreśleniu
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■wstawiwszy te wartości x, y  w założone równanie el- 
lipsy, -wypadnie

/a ' — 2^+2^

czyli przywróciwszy wartoso r i zniósłszy mianowni
ki

4 (fl*--- ia-\-‘l)t*— ( i + « !!)=:o.
Równanie to iest z dwiema zmiennemi t i a: wiemy 
zaś iż naywiększey wartości dla t odpowiada poiedyn- 
cza wartość dla a (20), czyli że ,  ułożywszy to ró
wnanie względem niewiadomey a , w sposób następu

jmy
(4tx— i)<z*— 8 / * rt+ 8 ^ — 1 = 0  (c) 

równanie to mieć powinno dwa pierwiastki równe. 
Bytność zaś pierwiastków równych tego równania za
wisła, iak wiemy z zasad Algebry od bytności spólne- 
go dzielnika polynomow

(41’ — 1 )az— 8(*a+ 8t’-— 1, (Ą(* —  r)a— L\l*i 
Wykonawszy działanie dla znalezienia dzielnika spólne- 
go tych polynomow, znaydziemy iloraz

4 tx . 16 ^
— , . rPszt, ^ , 8 r - . - ^ —

a tak warunkiem bytność; spólnego dzielnika dla 
dwóch rzeczonych polynomow iest równanie

r6 /4

8 ' - - « — 4 r  _  , " =  o

czyli 16 ć4— (8r  — 1)(4 /*— 0 — 0 ( D )
4 tx

i w ów czas a —  — ---- - będzie czynnikiem pierwszey

. , . ¥ *
strony równania (c), a iego pierwiastkiem , ■,

P°zostaie tylko znaleźć wartość niewiadomey t za 
pomocą równania (D). Równanie to można obrócić 
na



l 6^4---I 2£2 +  I= 0
skąd

t ' — T ±  I  1/5 
to iest kwadrat z połowy wielkiey o>i —  i ( 3+ i / i )

maley osi '== .1(3—  i/j-) 
wyciągnąwszy pierwiastki kwadratowo z wyrażeń 
3 ±  i / |  według wiadomych z Algebry formuł, znay- 
dzieiny iż połowa wielkiey osi =  -j- (i 1/ 5) 

małey osi =  ~ ( — i +  i / 5)

114. Aby wykreślić ellipsę którey równanie 
y*— ■xxy-'r i x 2— 2 / +  2x— o 

znavdziemy naprzód
y = x + i ± i / — (x*— i) 

założymy w równaniu średnicy y  = s  x  + 1> z osobna 
y = o , x = o  i znaydziemy x  = — 1, y  =  1. Dla wy
znaczenia granic linii krzywey, założymy równanie 
X7'— 1 =  skąd a r = i ,  # =  —  1.

Aby wykreślić średnicę biorę O B = r i ,  O A = i  (fig. 
69; przez punkt B, A  prowadzę liniią BD' 1 ta będzie 
średnicą. Co do granic biorę O P = j ,  z punktu P 
wyprowadzam prostopadłą PD  z punktu B prostopa
dłą 151) ,  w punktach B 1 D' przecinać będzie średni
ca liniią krzywą i dwie prostopadłe. Aby znaleźć 
punkta przecięć linii krzywey z osiami spółrzędnych, 
naznaczymy z osobna w założonem równaniu y =  o, 
x — o: znaydziemy w pierwszym razie x — o, x =  —  1, 
aże x = o  daie y (y — 2 ) = o  więc y  =  o, 2 ; też 
same wypadki otrzymamy w drugim razie, więc liniią 
krzywa przechodzi przez zaczęcie spółrzędnych i prze
cina oś O K  w odległości OB =  1 od zaczęcia a oś O Y  
w  odległości O C = 2 .

Znalazłszy położenie średnic BD', O C  ellipsy, znay- 
dziemy długość osi i styczną kąta iey pochyłości 
do osi O X , następującym sposobem. Równanie linii 
iakieykolwiek prostey przechodzącey przez punkt A 
którego spółrzędne s ą y = i ,  # = 0 ,  iest

x a 8 O wykreślenia



y— 1 = a x
gdzie a oznacza styczną kąta pochyłości tey linii do 
osi O K . Wyrażenie odległości A U  którą nazwiemy 

t, iest
jr—  i)*]

czyli, na mocy poprzedzającego równania, 
t= ix  / ( 1 + a 1) 

skąd, naznaczywszy 1/(1 -\-ci’ )= r ,  wypada 
t at

x  =  — , r  =  i + — : 
r J r

wstawiwszy te wartości x, y, w założone równanie,
Wypadnie

(a*— 2 rt+ 2 )ć * — ( r + a I) = o .
Naywiększa wartość zmienney t tego równania odpo
wiada poiedynczey wartości dla a czyli dwom pier
wiastkom równym tegoż równania ułożonego wzglę
dem a , to iest

(t1— 1 — i r a + i f — 1 = 0 .
Postąpiwszy iak w poprzedzziącym paragrafie znay- 
dziemy

t ’
a = - tztc i i — ')(**— ')=o-

Rozwiązawszy ostatne równanie względem t ,  znay- 
dziemy długość wielkiey osi cllipsy =  \/±

malcy osi =  —
po czein znaydziemy styczną a kąta pochyłości wiel

kiey osi ellipsy do osi O X  =

m t 3  —  i/ 5
Waley osi 3= —

e I I i p s y. 129

1 —  i/ 5
II. O wykreśleniu hyper boli,

i i5. Za pomocą równania hyperboli odnoszonego 
Jo środka i osi tey linii krzywey

*7



A *y2— B * . r * = — A*B* czyli ^ 7  —  J T  =  —  1

można znaleźć długość osi gdy dane równanie bę
dzie liczebne. Niechby na przykład było równanie 

liyperboli
a x ’- —  3/ *  =  —  6.

Podzieliwszy obie strony przez 6, skijd wypadnie
nr *■OC /

T ~ T  = —  1
postrzeżemy iż osi liyperboli s.-j 2 i/ 3  , 2 1/— 2 z któ
rych iedna iest uroiona.

j i6. Niechby teraz trzeba było znaleźć równanie 
liyperboli odnoszoney do osi O X, O Y  (fig. 70) r ó 
wnoodległych od osi tey linii krzywey. Nazwawszy 
x", y" spółrzędne punktu M wzięte w nowym ukła
dzie, X , y  spółrzędne środka ; będą x"— x ,  y"— -y 
wartości spółrzędnych tegoż punktu w układzie osi 
liyperboli, któreto wartości wstawiwszy za x, y , W 
równanie poprzedzaiacego §  otrzymamy

A 2 (/"— y ) 2— B 2 (x"-— x ') = — A 2 B 2 
równanie liyperboli odnoszoney do osi spółrzędnych 
równoodległych od osi tey linii krzywey.

T17. W  ogólności równanie takie iak 
a x ’ + b y 2 -Ą-cx-\-dy=e. 

w  którem spółczynniki a, b inaią znaki ró/.ne, 
należy do liyperboli odnoszoney do osi równoodle
głych od osi tey linii krzywey: zamienimy ie bowiem 
podobnie iak w (109) na

d \2 / c

13o O wykreśleniu

r + Tb) l *  + 2 a
+

d x e c 2 d 2

l\bx~3(~[\ab a [\ab

aże a i b mai.-j znaki przeciwne , więc ie mai.-j także 
dwa wyrazy pierwszey strony równania, więc to na-



liyperboU. i-3i

d
leży clo byperboli którey środka spółrzędne s ą —  —  >

c (e c* d* ^
- -  osi zaś s.} a i / [ j + ^ T + ^ f

/e  c* </• \

2 + 4a *~* 4^ /

Gdyby w znl'ozonem równaniu było a= G , dwie osi 
byperboli byłyby równe. Hyperbola którey dwie osi 
są równe, nazywa się równoboczną.

Aby na przykład znaleźć spółrzędne środka i osi 
byperboli którey równanie iest

i x * — 3y z— [\x—  12 / = — 8 
zamienimy ie, podobnie postępuiąc iak w §  108, na 

(x  —  i) * ( r +

; 9  —  —  1

i postrzeżemy i i  spółrzędne środka są X—  i  i j r = — 2 
a osi 6 i 2 v/G.

Takim ie sposobem zamienimy równanie
x 1— a r 7— 2.r— 3jr=-j-

 ̂ ( f ~ h j) X (X ---  l ) * __ ^

TT T
> wniesiemy iż t« spółrzędne środka są —  f i  i, a osi

Równanie 7 ’-— a;*— a.z— r = o ,  c z y l i/ ’ — (.r-f-j)*— 0 
skąd f — , r + i  wyraża punkt którego spółrzędne są 

7= i ,  #  —  —  i.
jj8. -Łatwo okazać iż równanie 

a x ’’ — by ’ +  c x = o 
należy do byperboli. Zamieniwszy ie bowiem iak w 
(u 2 ) na

r *  ( Ś)
I c ' ) (— ) ) \4a*JV l\ab.



O wykreśleniu

widzimy iż należy do byperboii k tórey  środka spóf-
i c • c

rzędne sa x  —  —  — , y  =  o, a osi —  1 ——— 7-
* " a a  J a \Z\au)

119. Aby wykreślić hyperbolę którey równanie 
y %— ix y — X2— 2 y-h a x + 3~ o  

znaydziemy naprzód
y = x + 1 ±  \ / [i(x +  1 ){x—  t)] 

i wniesiemy ze znakn dodatnego ilości, z którey trze
ba w yciągnąć pierwiastek, i/, założone równanie na
leży rzeczywiście do byperboii. Naznaczywszy daley 
y=zo w równaniu 

y = x + \
średnicy, otrzymamy x  = — T, naznaczywszy zaś x ~ o  
otrzymamy y =  r. Średnica więc przecina oś O X  
(fig. 7 1 )  w odległości OH —  1 od zaczęcia spółrzę- 
dnycb, a oś O Y  w odległości OA =  1 i średnicą bę
dzie liniią BR'. Biorąc dopiero za x  wszelkie war
tości większe od +  1 lub mnieysze od —  1, trzeba 
będzie za każdą takową wartością X  dodać do i od- 
iąć od rzędney linii BB' część =  \Z[-x(x+i)(x— 1)], 
a otrzymamy w każdym razie dwa punkta odpowia
dające linii krzywey równooddalone od średnicy IUV- 
Znaydziemy potem punkta spólne średnicy 1 b y 
perboii założywszy równanie \/[i(x-\-i){x— i ) ] = o ,  
skąd wypadnie x =  —  1 = O B ,  x =  1 =  O P , a lak 
między bniiami B'IJ i B D  ciągnąć się nie będzie h y 
perbola, w punktach zaś B i B' przetnie średnicę. Punkt 
A  iest środkiem byperboii którego spółrzędne są AO 
czyli 7 — 1, i x : = o ,  rzędna więc B P punktu B ' i e s i = 2 .

Znalazłszy położenie i wartość średnicy B'B znay
dziemy wielkość i kierunek pierwszey osi byperboii 
sposobem następującym. Niech A C  wystawia poło
wę średnicy któreykolwiek: równanie tcy linii prze
chodzące}' przez, punkt A którego spółrzędne są 
y = i ,  x '— o, iest
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y  —  \ —  ax
gdzie a oznacza styczną kąta który liniią A C  czyni z 
°s i|  OX : odległość A C, którą oznaczymy przez t, iest

t = yĄ(jr— '0 * + * * ]
czyli na mocy poprzedzaiącego równania i nazna

czywszy 1/(1+ < ?*)= • r 
l =  xr

. t at
skąd x  =  — , r —  I 4----

r '  r
■"stawiwszy te wartości x, y  w założone równanie h y 
perboli, wypadnie

(ia*— 2 a — i)/* +  2 ( i + a * ) = o :  
z dwóch zmiennych t i a ,  w i o  równanie wchodzą
cych, pierwsza ma mieć wartość naymnieyszą, ponie
waż ze średnic hyperboli oś pierwsza iest naymniey- 
SZą (\ 02): w  tym razie (n3) równanie ułożone 
Względem a , to iest.

(t% -ł-2)«*— 2t*a— £ * + 2 = 0  
!Tiusi mieć dwa pierwiastki równe. Bytność pierwia
stków równych zawisła od bytności spólnego dziel
nika polynomow

(/’ +  2)« ’ — i t ’ a— l ’  +  i ,  ( f + i ) a — r :  
°dhywszy działanie dla znalezienia spólnego dzielni
ka, otrzymamy lak w § .  1 1 3

r
a —  i —  3/!4 +  4 = 0 .

skąd t —  i rt 1/3
^ 4 + 2'

120. Takimże postępuiąc sposobem wykreślimy hy
perbole według następujących równań.

y ’ — o.xy— ^ ’ +  2 = 0 .  (fig. 72.") 
y *— x ’ + 2 x — 2 y-Ą- 1 = 0  (fig. y 3.)

— :i x *— 2 ; '+ 6 .r — 3= o  (fig. ^4-)
121. Zatrudnimy się teraz wykreśleniem hyperboli



m iędzy asymptotami w e d łu g  d an yc h  równań licze
bnych.

A b y  wykreślić hyperbolę między asymptotami k tó -  , 
re y  równanie iest

yr*— 2 y— 2x*-{-6x— 3 = 0  
znaydziem y naprzód

y =  i ±  \/ (a x * — 6.r+4)
wykonamy potem początkowe wykreślenie iak na fig. 
74. i znaydziemy A O — i , O P = r i ,  O P '= 2  (fig. 76.)

Postępuiąc daley drog| skazany w ogólnym spo
sobie, ( i o 3) założymy

r  =  i ± x

i przypuścim y iż wartość dla x  większą iest od wszelkiey
G 4

naznaczoney ilości, przez  co ułomki — —, ■——  zb li-
CC cc

ż a e  się będą do zera a równanie ostatne do
1 d r  x  1 / 2

Równanie to nalepy do d w óch liniy przecin aiących  
się w -ied n ym że  punkcie średnicy A B ,  ponieważ na
zn aczyw szy  w  niem x = o  będzie jy =  r każda zaś 
z dwóch pochylonąi iest do osi A B  pod kątem speł
niającym kąt drugiey. O zn aczyw szy  przez z  r ó ż n ic ę  

rzęd n ych  linii prostey i krzyw ey, b ę d zie

(  6  4 \ ‘ 

pom nożyw szy  i podzieliwszy drugą  stronę przez

f 6  4 \

będzie

6--- -
x

z  —  ±1 ---------

i34 O wykreśleniu

x
l / a +  1/ a



Gdy x  mieć będzie wartość większą od wszelkiey ilo-
, ^  6 

sci naznaczoney, wartość z  przybnzy się do ±  —̂ —

3
czyli ±  -----, i tak granicą zbliżenia się linii pro-

l/  2
3

stey do krzywey iest ilość ±  G dy więc od rzę-
V %

dney, każdey z dwóch liniy prostych, odetniemy tę 

granicę i w odległości =  — — poprowadzimy dwie li-
V

niie równoodległe względnie od dwóch pierwszych , 
owe równoodległe przetną się z liniuj krzywą w pun
ktach których odcięta x  będzie nieskończenie wielką , 
te przeto liniie są asymptotami hyperboli a ich ró
wnania są

3
r q i.r  i/ 2  ---------

hyperboli. i35

1/2
W  tych naznaczywszy x= -z  dla znalezienia punktów 
w  których ledna z asyroptot przecina rzędną P C ' ,  
otrzymamy dwie wartości

i +  1/2 —  r +  i/2

 ̂ 1/2 ’ ^ 1/2
szukaymy dopiero czwartey proporcyionalnev do 
1/2 : 1 -f- 1/2 =  1: j .  Lniia CF =  1/2 ponieważ 
C c ' = i ,  F G ' = i :  na przedłużeniu więc linii C F  weźmy 
C J = i z = C  1*, przez punkt I poprowadźmy 1IE równo
odległą od O X , będziemy mieli proporcyią

FC: F I = F C ':  FH, czyli 1/2: 1 + 1 / 2 = 1 :  y, 
a tak przeniesiemy FH czyli y od P' do K , przez pun- 
kta O' 1 K. poprowadzimy limią O K , a ta będzie iedną
2 asyrnptot.

Szukaymy potem czwartey proporcyionalney do 
1/2:— 1 +  1 / 2 = 1 :  y.

Ponieważ 0 C = i / 2 ,  O I = O C — C I = i / 2 — 1 będzie



O C :  O I = C P :  PD , więc y = P D = P ' I I :  poprowadzi
wszy zatem pezez punkta O' i II liniią prostą, ta b ę
dzie drugą asymptotą.

122. Aby wykreślić asymptoty byperboli którey ró

wnanie
y z— ix y — x 2— o.y+ i x -+-3= o  

znaydziemy naprzód
y = x -\-1 ±  l/('*x*— 2) 

i wykonamy początkowe wykreślenie iak na fig. 71: 
(1 19 ) ,  przywiedziemy ostatne równanie do postaci

r = x  + t  ± x  v/2— — —' X
i powiemy : im bardziey x  rosnąć, tym bardziey 

2
ułomek — 7- maleć będzie, więc równannie

CO
y=X-\-  1 ± X  1/2

należy do dwóch liniy prostych przecinaiąoyćh się w- 
iednymże punkcie średnicy BB' na osi O Y  (fig; 76.} 
a tym punktem iest środek byperboli, skąd wniesie
my iż są asymptotami.

Postępuiąe drogą skazaną w sposobie ogólnym ( i o 3), 
oznaczymy przez z  różnicę spółrzędnych byperboli i 
limy prostych o których m o w a; i znaydziemy.

z = x [  1/2 —  i / (  2—  - | r  ) ) 

czyli, pomnozywszy i podzieliwszy drugą stronę przez

+  iĄ - j r ) ’

2

X
Z = -------------------------- -

(  2  \

widzimy dopiero iż gdy x  mieć będzie wartość wię- 

ksz*2 od wszelkiey naziiaczoney ilości, licznik —  stanie

i 3G O wykreśleniu
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się rr: o, granica żalem między asymptotami i ich ró- 
wnoodlegiemi iesl =  o, więc owe liiiiie proste prze
chodzące przez O' są asymptotami.

Aby wykreślić te asymptoty, naznaczmy w-ich r ó 
wnaniach

y = x +  i + x  1/2, y — x + i — x  1/2 
■*=1, dla znalezienia punktów w których przecinaią 
rzędną 1JC: wypadnie

y =  2 + 1 / 2 ,  y— %— 1/2
2 punktu B' iako ze środka promieniem B O ' rr: i/ a  
zakreślmy luk: dwa przecięcia C , C tego łuku  z rz ę 
d n ą  PC b ę d ą  lemi przez które przechodzić maią asym - 
ptoty, iest bowiem

P C = r P B ' + B ' C = 2+ l / 3  
P C = P B — B C 'r fra — 1/2

123. A by  wykreślić asymptoty hyperboli którey 
równanie

j f *— 2 xy — .r 1 + 2 = 0 ,  
z nay4 zieniy naprzód

) '= x ±; \Z (ix*— 2):
Skąd wniesiemy że y = zx  iest równaniem średnicy ; 
x = ± :  1 sa równaniami granic (Fig. 77), średnica więc 
CC' przechodzi przez zaczęcie i czyni z dwiema o- 
S|aini spółrzędnych kąt równy połowie prostego: w zią
wszy zaś OPr=(JP —  1, PC =  P C '  =  1, wyznaczymy 
średnicę, iey środek O i granice hyperboli. Przywiódł
b y  daley ostatne równanie do postaci

1 wyrozumoWawszy iak w poprzedzaiących § § ,  otrzy
mamy równania asymplot 

y = x ± x  s/-x.
Aby znaleźć punkta w których asymptoty przeci

n a  rzędną PC, naznaczymy X—  1, skąd wypadnie 
j  — 1 +  1/2, y = i — l/ a

1 8

y = x  ±  x  1/ 2
2

x ’



Z punkta C  promieniem C O = i / 2  zakreślimy łuk ko- 
ł,i, a przecięcia łuk u z rzędną PC w punktach D, D' 
będą te.ni przez które przechodzić* in.uą asymptoty.

i-iĄ. Aby wykreślić asyinptoty łiyperboli którey r ó 
wnanie

y ' + 2  x y — x  * -+- i x -ł-iy — 1 = 0  
znaydziemy naprzód

)■=— (•£+>) ± \ Z ( i x x +  1) 
aze granice wypadaią w tym razie uroione według 
równania x= z  ± 1 /  —  1, w ięc rozwiążemy założone 
względem x  i otrzymamy

x = y + 1  ±  v/. 2 j , +  /ijn: 
z równania średnicy x = y Ą - 1 (fig- 78), wywiedziemy 
y =  —  1, +  1; z równania z»ś granic ^ (7 4 - 2 )— o 
wywiedziemy y— o, i y =  —  2. W edług tych wypad - 
k łw , granice linii krzywey na średnicy będą C  i 
C'. Al>y znaleźć kierunek asymptot przechodzących 
przez punkt O ,  nadaymy ostatneinu równaniu postać

■Xzz=y+\ ±  y  1/^2 +  — j  :

równania asymptot będą
x = y +  1 ± r  1/2:

Naznaczywszy w tych równaniach / = — 2 dla znale- 
ma punktów w których asymptoty przecinaią granicę 
D l ) ,  wypadnie

— i-ł-2 1 /2 ,  x = — 1— 2 y 'i  
a zatem z punktu C' iako ze środka promieniem 
=  ł O ' G ' = 2 1/2 zakreślam łuk k o ł i , a punkta D, D' 
spólnego przecięcia z luną D D  będą temi przez któ
re przechodzić maią asymptoty.

III. O wykreśleniu paraboli.

i a 5. W iem y iz. równanie paraboli odnoszone do osi 
maiących zaczęcie w  wierzchołku tey linii krzywey, iest

j 38 O wykreśleniu



y '—ipx.
A by znaleźć równanie paraboli odnoszone c!o o s i O X ,
0  Y  (fig. 79) równoodległych od pierwiastkowych, 

mamy
O P = O P — O Q ,  czyli x—x — a 
P M = P 'M —  P'P czyli g

gdzie a ,  g wyraża 1.7 spółrzędne wierzchołka O  para
boli: wstawiwszy wartości x, y  w załozone, wypadnie 

( / — ę,)'= ip{x— a.)
równanie paraboli odnoszone do osi równoodległych 
od pierwiastkówyc li, którey wierzchołka O rządna iest 

-4-g— .O Q , a odcięta -+- « = O  Q. 
iaG. W  ogólności równanie

ay * Ą-bxr -\-cy-\-dx— e 
gdy w niem b, to iest, leden ze spółczynników a , h 
iest — o ,  należy do paraboli odnoszoney do osi ró
wnoodległych od pierwiastkowyih. Przywiódłszy ie 
bowiem do postaci

1 c V d( e
l r  +  7 7 ) ------- “  Tad)

sposo liern w (109) skazanym, widzimy iż oznacza pa
rabolę odnoszony do układu Y O X ,  którey parametr

d  . c 
iest —  — , rzędna w ie rz c h o łk a -------- a odcięta

a * 2 a *

kierunek nareszcie odnóg paraboli iest 

figurze 80 aby była dodatną ilość.

-  " IĄad j
I t'ik, aby wykreśl.ć parabolę którey równanie

2 jr*— 3/ — . r = i ;  
zamienimy naprzód to równanie na

( / — t ) ’ = t ( ^ + t t )  ,
1 postrzeżemy iż należy do paraboli którey parametr

rzędna wierzchołka =as 4- -y odcięta=a.-— -J-J.

paraboli. »3g

J e l C‘  )-
l d kad)'

taki iak na

£ ( e

~ \ x ~ T i



Aby wykreślić parobolę którey równanie 
y * — ixy-\-x*-\-x— o, 

znaydziemy naprzód
y — xdz  i/'— x: 

aby wartość dla y  była rzeczywistą trzeba w z i.je x  
za odiemną ilość i będzie 

y  —  — x  ±  \/x. 
y= —  x  iest równaniem średnicy, iey więc położe
nie iest (fig. 81) w kącie odiemnych x , y. Nazna
czyw szy x = .o, w równaniu tak średnicy iak parabo
li, wypadnie y =  o, więc Ie dwie liniie przecinają się 
w zaczęciu osi: biorąc dopiero nad i pod średnicą czę
ści =  \Zce równoodległe od osi O Y ,  wyznaczymy lak 
naywięcey punktów paraboli. Ody O D  =  x  ozna
czać będzie iedność liniyną , wszystkie wartości x  
mnieysze od O D  będą ułomkami, więc od O do D, 
będzie \/x , większy od x  i liniia krzywa będzie prze
chodziła naci osią O X  , począwszy zaś od D  będzie 
schodziła pod oś.

127. Podobnym postępuiąc sposobem wykreślimy na
stępujące równania

y * — ^Xy-\-x*Ą-^y = 0  (fig. 89). 
y * — 2Xy-Ą-xz-huy-hi— o (fig. 83).
y 2— o .x y + x ’-— i y — 1= 0  (fig. 84).
y 2— 2x y + x * — 2jy— i x — o (fig. 8>).

128. Zakończymy ten rozdział wykreśleniem kilku 
równań innego rodzaiu niź te któreśmy dotąd uwa
żali. Tak na przykład z równań

y 3= a x ,  y 3= a x z 
pierwsze iest równaniem paraboli sześcienney pitr- 
wszey, drugie równaniem paraboli sześcienney dru-

s iey-
A by wykreślić pierwszą , uważam iż za każdą do

datnią wartością x, wypada wartość rzeczywista do- 
datnii dla y  =  y[ax):  liniia krzywa ma więc pierwszą

14 o O wy kreśleń iit



odnogę taką iak O A  (fig. 86J. Założywszy zaś wartość

odiemną dla x  , otrzymamy y  = —  1/(ax) , skąd 
" W n i e s i e m y  i/, hniia krzywa takąż samą ma postać pod 
osią O K  iaka nad osiq O K : można więc uważać odno
gę O A' za położenie linii OA iakie wzięła przezswóy 
obrót około punktu O w kierunku od A do Y .  Oś 
O K  iest styczni} w punkcie O do obudwóch odnóg 
° A ,  O A'.

Aby wykreślić drug.'}, uważam iż zwartości x  tak 
dodatney i;ik odieinney wypadnie zawsze wartośćdo- 
datna y =  y 'fa x ’ ), w ięc  lmiia krzywa iest parabolą 
A u  A styczną do osi O X  (fig. 87).

iqc). Aby iescze dać uczuć różnicę między liniia- 
mi krzywemi które wykreślić można za pomoc.-} ró 
wnań stopnia z dwiema zmiennemi , a liniiami 
krzywemi których postać zawisła od równań innego 
Stopnia; wykreślimy linii;} którey róyvnanie iest 

_yz=zu’si x  (fig. 88 .̂
Naznaczywszy yv danem równaniu y =z o, wypadnie 

x=zo , limia krzywa przeć bodzi więc przez zaczęcie 
spółrzędnych : naznaczywszy x= 20 u°  yvartość odpo
wiadająca dla j  będzie = 0 :  wziąwszy zaś d la #  wartości 
zawarte między o° i 200°, otrzymamy punkta M, M' linii 
krzywey: naywiększa rzędna będzie odpowiadała war
tości x  ■=. ioo°, naymnieysza zaś yvartości # = 2 0 0 °  a tą 
będzie punkt J. W artość # = 3oo° da rzędną y — iup 
°diemn;}, #=/|Oo° da punkt J' od którego poczynając 
1'niia krzywa znoyvu się wzniesie na I oś O K  i tak da- 
ley ciągnąć się będzie, le ż  same otrzymamy wypadki 
u ło ż y w s z y  dla x  wartości odiemne.

paraboli. i4i
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D Z I A Ł  D R U G I

O W L \ S N O S C U C H  L I N I Y  D II UG1 EG O RZĘDU*

i 3o. O p o s o b e s i  analitycznym odkryliśmy postać i li
czbę limy drugiego rzędu. Starożytni trafili na też 
same liniie krzywe, przecinając przez pfasczyznę ostro- 
krąg i nazywali przecięciami oslrokręgowemi te krzy
we liniie które my zowiemy liniiami drugiego rzędu , 
lecz nie mogli się zapewnić czy, z rod/.mu liniy takich iak 
ellipsa, hyperbola i parabola, znayduią się icsczu inne 
iakowe lub me.

Nim przystąpimy do wykładu własności tvch trzech 
liniy krzywych, poznamy owo skąd inąd szacowne, od 
starożytnjch zostawione nam twierdzenie, iż ellipsa, 
hyperbola i parabola są przecięciami ostrokręgu. Aby 
tę prawdę okazać, przypomniymy sobie, iż  powierz
chnia znanego w zasadach Geometryi ostrokręgu po- 
wstaie z obrotu linii prostey opieraiącey się iednym 
ze swoich punktów na innym punkcie stałym i na 
okręgu koła który przebiega. Z  takiego tey powie
rzchni utworzenia w id ać, iż się składa z dw óch  po
włok (nappes), przedzielonych punktem danym i ohey- 
niuiących przestrzeń tym rozlegleyszą im się daley 
od owego punktu rozciągają. Ten punkt nazywa się 
środkiem ostrokręgu'. wystawiwszy bowiem sobie dwie 
płasczyzny w równey odległości od owego punktu i 
równoodległe od siehie , częie  linii tworzącey w ka- 
źdem położeniu uważaney zawarta między temi dwie*



nia płasczyznami będzie podzielona na dwie równe 
CZYŚCI w owym p u n kcie , który przeto iest środkiem 
wszystkich limy tworzących a teru samem powierzchni 
i pełności ostrokręgu.

l 3 l.  Niech będzie SAB (fig. 89) powierzchnia ta
kiego ostrokręgu, S iego środek na którym opiera się 
bniia tworząca SV, ACBI) koło którego okrąg prze
biega , nakomec C) środek tegoż koła. Przeciąwszy 
ostrokrag płasczyzną przechodząc.'} przez środek S i 
przez średnice podstaw, ta przetnie dwie powłoki we
dług dwóch tróykątow G S D , csd mających kąty pr/.y
S r ó w n e , lako wierzchołkiem przeciwległe. Gdyby 
plasczyzna przeciuaiąca imała położenie A C B 1) ró
wnoodległe od podstaw y, przecięcie t o ,  iak wierny 
skądinąd , byłoby kolein. Poczynaiąc od tego poło
żenia płasezyzny przecinaiącey, wystawmy sobie iż ta 
obraca się około I11111 I) C' lako osi i dąży do poło
żenia C S D : bniia przecięcia oddalać się będzie .coraz 
bardziey od okręgu a zbliżać do tróykąta 1 
1° dopóki plasczyzna przecinniąca czynić będzie z 
liniią tworzącą AS kąt taki iak B A A mnieyszy od aoo°, 
przecinać będzie tylko m/.szą powierzchnią ASB , a 
przecięcie będzie liniią krzywą zamkniętą coraz wię- 
cey wyciągniętą.
2° gcty plasczyzna przecinająca uczyni z liniią AS kąt 
r =  2000, czyli gdy będzie równoodległą od AS; prze
tnie tylko powierzchnią niższą i zostawi na mey huiią 
krzywą otwartą.
o° przeszedłszy kąt o 200°, plasczyzna ruchoma prze
tnie obicdwie pow łoki, utworzy na każdey osobne 
przecięcie z których każde ciągnąć się będzie do nie
skończoności w też same strony co powłoki, a między 
obudwoma będzie przerwa tym znacznieysza 1111 bar
dziey plasczyzna przecinająca będzie oddaloną od środ
ka ostrokręgu.

O własnościach liniy drugiego rzędu. i/j3



i 4 4 O własnościach liniy

Postrzec!?: iuż możemy wielkie podobieństwo m ię
dzy temi trzema przecięc iami ostrokręgu a lmiiaini dru
giego rzędu. Proste uważanie trójkątów doprowa
dzi do równań, cechuiących przecięcia, takich samych 
iakie należą (y6j do liniy drugiego rzędu i zobaczy
m y iż przecięcie w pierwszym razie iest ellipsą, w trze
cim byperbolą, w drugim parabolą.

i 3a. Niech liniią IMI' będzie tą która wypada z 
przecięcia w  pierwszym razie (fig. g o '  a G i l  śladem 
płasczyzny przecinaiącey zostawionym na płasezyźnie 
podstawy ostrokręgu: niech płasczyzna przecina ostro- 
krąg przez oś tak, aby ślad AB tróykąta przecinają
cego ASB, zostawiony na podstawie ostrokręgu, był 
prostopadły do śladu GH płasczyzny przecinaiącey 
Poprowadźmy dwie płasczyzny FME/w, F M E / « 'r ó 
wnoodległe od podstawy A B C D : ich przecięciami z o- 
strokręgiem będą dwa koła, a F E , F E '  przecięciami tych 
kół z płisczyzną tróykąta ASB , nareszcie M/« , i\I in 
przecięciami kół z piasczyzną przecinającą : aże liniie 
A G ,  G U  są do siebie prostopadłe więc także ich ró 
wnoodległe FE, M ni, tudzież F E', M in', są do siebie 
prostopadłe. Dwa troykąty 1 P E  , 1 P E , tudzież 1P1, 
1P'F dadzą proporcyią

IP : l 'P '= P E :  P E ',  i IP: I P = P F :  P F ' 
skąd I P  x  IP: 1 P 'X  1P==PE x  PF: P E ' x P F '  
aże P E  x  P F = P M %  P E  x  P'F'=rP M * 
w ięc  P M 1: P M  ’ = l P x l P :  I P ' x l P .
Liniią GI' iest prostopadłą do śladu G i l , ponieważ 
można tę liniią uważać za leduo z położeń linii GB 
prostopadłey do G i l  obracaiącey się około punktu G  
na płasczyźuie tróykąta ASB, lmiia zaś 11 leży na 
płasezyźnie tróykąta; więc i limie PM, P M  są pro
stopadłe do U ,  a zatem można ie uważać za rzędne 
prostokątne linii krzywey 1M M T  które oznaczymy 
przez y, y . Wziąwszy dopiero zaczęcie spółrzędnych



w punkcie I, i naznaczywszy 1 I '= 2 A ,  I P = . r ,  IP'==^r', 
będzie r p = = 2 A— x ,  I P ' = 2 A — x', i ostatna propor- 
cyia zamieni się na

y x: y '* -= ( 'łA— .z\r: (2A— x')x ' 
sk'jd { 7.k x — x x)y 1 + y * x * = % \ y xx .
Równanie to należy do ellipsy odnoszoney do osi spół
rzędnych równoodległych od osi tey linii krzywey 
(108), co też iest przypadkiem obecnym: wziąwszy 
zaś środek ellipsy za zaczęcie spółrzędnych trzeba bę
dzie za x  wstawić A — x  w równanie znalezione, któ* 
l'Q w tym razie zamieni się na

(2 A.r ’— x  x)y 1 + / ' 1 x 1 = A  * y 1
Yx x x

czyli - ------------- . + ---- —  £

‘ib .x -^ x '*)
i- A*r'*

Cz)’h ,  naznaczywszy —-—7------ — =  B% na
2a^t' 1 ■ ■■■ CO

y* x *

T F  +  1

które iest (98) równaniem ellipsy odnoszoney do iey 
s'odka 1 osi. Gdy będzie l i = A  przecięcie ostrokręgu 
będ /.ie kołem a iego równanie 

y ’ -\-xx=  A 2
133. Aby okazać ze przecięcie według trzeciego 

Przypadku daie hyperbolę; przetniemy ostrokrag przez 
P'1'asczyznę równoodległy od podstawy, skąd wypadnie 
M o  A C B D , (fig. 911 poprowadzimy cięciwę C D  pro- 
st»padle do średnicy AB, z punktu Q  wyprowadzimy 
prostopadłą Q 'Q P  do płasczyzny koła A C B D  przeci- 

dwie powłoki w punktach P i P', poprowa
dzimy nareszcie przez limie D C  i Q 'Q P płasczyznę 
^ora przetnie ostrokrag według dwóch liniy krzy
k i  D PC' i EP'F. Jest tedy D Q  prostopadłą do 
A b i d o P Q ',  a D'Q' do A B' i  do PQ'. Tróyk.-jty po

drugiego rzęchu 145
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dobne P Q B , P Q B ',  tudzież P'AQ, P ’A'Q' dadzą pro- 
porcyią

BQ: B Q ' = P Q :  PQ', i AQ: A 'Q '^ P Q :  P Q ' 
skąd BQ X A Q: B Q  x  A Q  = P Q  x  P Q: P Q  X P Q ’ 
czyli D Q *: D Q " = P Q x P Q :  PQ  x P Q .  
Proporcyia ta, wziąwszy za zaczęcie spółrzędnych punkt 
P  i naznaczywszy D Q — D  PP = 2 A ,  P Q = . r
P Q '= a : ' ,  P ' Q = a A + ^ ,  P Q = a A + . z : '  
zamieni się na

y x: y 'x= x ( ‘2A.+x): x '^ k + x )  
slcąd ( a A ^ + a / ') ^ * — ■y'xx x= ‘xky'xx.
To równanie należy do byperboli odnoszoney do osi 
spółrzędnych równoodległych od osi tey linii krzy- 
wev (i  i 6). Przeniósłszy zaczęcie w punkt O' środek 
linii PP'; będzie PO = A  a dawne x  czyli l*Q zamieni 
się na U 'Q — O P  czyli x — A :  wstawiwszy więc o;— A  
za x  w ostatne równanie, wypadnie

{p.kx + x 'x)y x— -y'xx * =  — A  xy x
czyli

y x x x

t k xr x \ H F  “  1
[aAa;' -f- x *)

A * / *
lub naznaczywszy =  B*

y x _  _£_____
B 2 A* ' 1 

równanie hyperboli odnoszone do iey środka i osi (roo).

i 34. W  trzecim przypadku w którym płasczyzna
przecinaiąca równoodległą iest od boku ostrokręgu 
uczynimy wykreślenie podobne iak na fig, 90 i mieć 
będziemy

P F = P 'B  (fig. 92).
IP  : 1P =  E P  : AP'

skąd IP  : I P ' =  PF X  EP : P B x  AP,'

146 O własnościach liniy



drugiego rzędu.

czyli IP : IP ’̂  PM* : FM '*
W eźm y I za zaczęcie osi spółrzędnych prostoką
tnych i naznaczmy l P = . r ,  \\y= x '  M P = j ,  M 'P ’= / ' ,

będzie x: x  =  r * : r '*,  skąd y* =  — x
CC

y %
czyli , naznaczywszy — -  =  2p,

CC
J %=LO.pX

równanie to (101) oznacza iż liniia krzywa M I m  
iest parabolą.

R O Z D Z I A Ł  P IE R W S Z Y

o e l l i p s i e ;

I. O K o l e .

i 35. Równanie ellipsy którey osi są ró w n e , czyli, 
równanie koła odnoszone do osi prostokątnych mam
iących zaczęcie w środku, iest (99)

W  tein równaniu czytać można główne własności ko
ła. Aby na przykład wyznaczyć punkta w których 
okrąg przecina osi O Y ,  O X , (fig. 9':$) weźmiemy z 
osobna x — o, y—  o w-iego równaniu i otrzymamy w 
pierwszym razie y = ±  H, w drugim . z = ± R ,  co zna
czy i£ O a~O a', O B = O B ' .  W artość dla y> wyięta 
zrównania koła

y = ±  v/(R*—  x*) 
oznacza i/, wziąwszy dla x  wartość mkąkolwiek = — OP 
będzie P M = P M ,  czyli ze średnica dzieli cięciwę, do 
którey iest prostopadłą, na dwie równe części. W zią
wszy x  > R ,  wartość dla y  będzie uroioną, co zna



czy iż kolo zamknięte iest w granicach ar =  ±  R , 
y z = z ±  R. Nadawszy ostatnemu równaniu postne 

j = ±  i/[:7R + . r ) ( R — x)] 
widzimy iż prostopadła od punktu okręgu na średni
cę spusczona, iest średną geometrycznie proporcyio- 
nalną między odcinkami średnicy. Nareszcie równa
nie koła, samo w sobie wzięte , oznacza iż wszelkie 
liniie proste prowadzone od środka koła do okręgu 
sa sobie równe.

c » •» • •  r • r
136, Dowiedziemy, za pomocą równania koła, iż 

dwie cięciwy prowadzone od końcow średnicy do pun
ktu okręgu, przecinają się pod kątem prostym.

Oznaczywszy przez a styczną kąta który liniią B'M 
(fig. q 3) czyni z osią O X  ; równanie tey linii prze- 
cliodzącey przez punkt B' którego rzędna y = o ,  od> 
cięta x ' = —  R, iest (39) 

jr=o(x~  l-R j
równanie zaś linii BM przechodzącey przez punkt B 
którego spółrzędne f = o ,  ^ '= :  +  R; iest

y = d \x — R );
Ponieważ te liniie przecinaią się na okręgu w-iednym- 
źe punkcie, więc sprawdzą się iednąż wartością dla y  
te trzy równania

j= a ( x + 'K ) 1 j = a ‘(x— R), y*-\-x*— Pt* 
czyli, wziąwszy iloczyn dwóch pierwszych, te dwa 

y *= a a '(x*— R*), —  (.r*— R ’ ) 
z których wypadnie

aa'=z—  1, czyli aa'+  1 = 0  
równanie oznaczające iż dwie liniie, o których mowa, 
przecinaią się na okręgu pod kątem prostym (4 0 -

137. Zadanie. Znaleźć warunki spólneg-o przecię
cia dwóch okręgow.

W eźm y O środek iednego z kół (fig. 94) za za 
częcie spółrzędnych prostokątnych, i niech będzie ró
wnanie tego kola

X*~\- j 3= :r *  ( i ) .

i / |8  O k o l  e.



O k o l e .

Aby znaleźć równanie drugiego ko ła ,  uważam u. 
M l,2 +  A P ’ =AIVP- czyli M P * + ( A O — P O ) * = A M * : 
naznaczywszy więc odległość środków A O = x \  pro
mień AM=/-'; równanie drugiego koła będzie 

y ’ -\-(x— x )2= r  * (2).
Pozostaie rozwiązać względem x , y  równania (1) i 
(a). W  tym zamiarze odciągniemy stronami (1) od 
(aj i otrzymamy

x 'a+ r * — r

wstawiwszy zaś tę wartość x  w równanie (1) , wy
padnie

r =  ±  \Ą(Jv"* V *— W  • + r* — r •) •].
JL.Aj

Trzy mogą być przypadki z tą wartością y.
i °  i/[4r\i'*— (x:’ + r * — r'*)a] > o ,  20 = 0 ,  3° < 0 .  

w pierwszym, wartość y  iest rzeczywistą a zatem dwa 
koła przetną się :  aże L\r*x'* (x *  +  r * — r 1) * 
czyli ‘3.rx'^>x'z-\-r'' — /•'*; więc r’x^>x’z —  arx +  r* 
czyli r *^>(x—~r)x czyli r * — ( x — -r)* ^>0, czyli 

( r + r — x )  r + x — r)> 0 .
Dwa czynniki tey nierówności muszą mieć znaki ró 
wne, będzie więc

i °  r '+ / ’ > # ’, r+x"^>r 
lub a° r+r<^x\  r'-ł-#’< >

Pierwszy podwóyny warunek przecięcia spólnego dwóch 
Kół oznacza i/, summa promieni dwóch kół ma być 
większą od odległości środkow, i że summa promie
nia koła iednego i odległości środkow ma być wię
kszą od drugiego promienia. Drugi pódwóyny w a
runek iest z pierwszym sprzeczny, ponieważ, pierwszy 
°*nacza bytność tróykąta, a drugi też bytn ość  za
przecza: drugi tedy oznacza i/, dwa okręgi nie prze- 
tną się gdy summa ich promieni mnieyszą iest od 
Qdiegłości środkow i gdy summa iednego promienia
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i odległości środkow mnieyszą iest od drugiego pro
mienia. Ponieważ, y  ma dwie równe ze znakami ró- 
żnemi wartości, znaczy się t o ,  i/, odciętey punktu 
przecięcia dwóch kół' od p ow iad aj dwie rzędne ró
wne znakami przeciwne , czyli iż liniia łączę ca 
środki dwóch kół przecinaiigcych się iest prostopadły 
do spólney obudwom cięciwy i dzieli ią na dwie ró 
wne części.
•w drugim iest o.rx'— x *  +  rx —  r* skąd y = o  , a za
tem dwa punkta przecięcia schodzą się w-ieden n;i 
osi O K  czyli dwa kola stykaią się w tym punkcie: 
z równania ostatnego wywiedziemy

r'*=z(x— r)*, r = z ±  (x'— /•) 

skąd x '= r + r , x'=zr— /•', 
pierwsze z tych dwóch ostatnych równań iest warun
kiem aby się dwa koła stykały zewnętrznie, drugie aby 
się stykały wewnętrznie.
w trzecim wartość y  iest uroiona. Jakoż z nieró
wności

a rx'<^x* +  r " — /•'* wywiedziemy
r*— 2rx‘+ .T *— r % ^>0. czyli (r— x 'Y — /• ’ ^>0 

czyli (/•— x'+r'){r— x — r')^>o 
byćby więc musiało /•+/•'> .z ',  r^ > x+ r  

albo rĄ-r'<^x', r<^x'+r 
w tycli obudwócb razach zachodzi sprzeczność: kola 
więc ani się przecinaią ani stykaią czy to dla tego iż 
są" zbyt od siebie odd done , czy dla tago że ledno 
znayduie się wewnątrz drugiego.

138. Aby utworzyć ró.wnanie koła odnoszone do 
osi spółrzędnycli prostokątnych maiącycb zaczęcie w 
końcu O średnicy ; obierzemy na okręgu punkt M 
( iig. 9 5 ) uważymy iż odcięta tego punktu iest 
AP =  O P  —  O A ,  czyli x — x — R: wstawiwszy więc tę 
wartość x  w równanie koła x*-t-r*  =  R ’ otrzymamy* 
opuściwszy kreski,



równanie koła odnoszone do spółrzędnych prostoką
tnych tnaiących zaczęcie w końcu średnicy.

Podobnym sposobem znaydziemy równanie koła o- 
dnoszone do osi prostokątnych maiąeych swe za
częcie za okręgiem: (fig. 96) naznaczywszy bowiem 
spółrzędne środka O a = ct,A a = g , spółrzędne O m = x , 

ł̂\nz=-y\ równanie AG* +  G M * = A M %  wyrazimy

[x— « ) * + ( r — e ) * = R *
139. Zadanie. Znaleźć równanie linii prostey sty

czn e j  z kołem.
Równanie linii N M  (fig, 97) przecinaiącey koło w 

dwóch punktach M, N których spółrzędne oznaczymy
przez x\ y  iednego; x ’y  drugiego iest (39) 

t 11y  ----y

x " (■*— v’)
Ponieważ punkta M, N  znayduią się na okręgu więc

j - ' = l / ( R “— x * ), J  —  1/( R 2— x"x)

y  —  x
wstawiwszy te w artością ’, y"  w spółczynnik —;------ ~  >

OC ——OC

Wyrazimy okoliczność iż sieczna ma dwa punkta 
spólne z kołem: aby zaś uniknąć wyrażeń niespól- 
miernośei, mamy

„ _  y x — r " x
J  X y +  r" /

= ~  y + y  ■, ^  

x  +  x '  , . . .  , .
—  ‘ 7 \\— ’ r0'vnanie więc sieczney przeydzie

x' +  x" 
na y - r ' = —  y. ~

•Niech dopiero liniia M N  obraca się około punktu M  
Wychodząc z koła: W tym razie punkt N zbliżać się 
będzie do punktu M , a gdy obadwa zeydą się w-ie-

O k o l ę .  i 5 t



den , bidzie x '= x " , y '= y ", linia M N  z sieczney stanie 
się styczną a równanie tey ostatney będzie

x  / -n
r — r = —  ~  ( * — * ) »

lub, rozmnożywszy obie strony przez y  i wziąwszy 
R* za V 1,

yy '-{-xx'= B .z.
Za pomocą tego równania styczney i równania ko

ła łatwo dowieść iź styczna ieden tylko punkt ma 
spólny z kołem. Rozmnożywszy bowiem strony ró- 
równania styczney przez 2 i odciągnąwszy ie od 
stron równania koła x  będzie

x * — 2  yy + y  * — 2 x x ’= — R  1 

lub, dodawszy po obudwócb stronach x ’ + y ’ ,
{x— x-)a+ (y— y ) * ~ x  * + / " — R *. 

Ponieważ pierwsza strona tego równania iest doda- 
tną, więc takąż musi bydź i druga, więc

•z^+ jr1 > R *
aze x ,  y  są spółrzędne któregokolwiek punktu sty
czney wyiąwszy punkt M ,  więc ostatny wypadek o- 
znacza, iż wszelkie punkta styczney oprócz punktu 
dotknięcia są za okręgiem kola. Kie może także ża
den punkt styczney znaydować się wśród o kręgu, 
ponieważ w tym razie byłoby x ’ + y 2— R '< ^ o  a 
zatem i (x— x  )* +  (y — Y)*<^° co być nie może: a 
tak styczna ieden tylko punkt ma spólny z okręgiem.

i/jo. Liniią prostopadła do styczney w punkcie do
tknięcia nazywa się normalną.

Znaydziemy równanie normalney następuiącym spo
sobem. Nazwawszy x , y  spółrzędne któregokolwiek 
punktu M (fig. 97) w którym przecina okrąg, równa
nie linii O M  będzie

y — y — d {x — x )  
aze styczna trygonometryczna kąta który styczna do

i 5a O k o l ę .
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x
koła czyni z osią O X  iest =  —  p - ( i 3c)) więc warunek.

/ . a'x 
prostopadłości normal: i styczney iest ( 4 i ) -----— + 1 — o,

y
skąd a! —  —  i równanie normalney przevdzie na

. y , »\
r—r = —- (*—*)

lu b ,  skróciwszy, na
j x '= y 'x .

Ten wypadek w ychodzi na j  =  —7 to iest, na
CC

równanie linii prostey przechodząrey przez zaczęcie 
spółrzędnych, normalna więc przechodzi przez śro
dek koła.

i 4 i .  A by przez punkt za okręgiem dany poprowa
dzić styczną do koła, trzeba będzie, —  oznaczywszy 
przez x" y" spółrzędne punktu danego, przez x\ y 
spółr: punktu dotknięcia, — rozwiązać dwa równa
nia

y ' j ' + x " x '= R % X* + / ’= R * 
dla wyznaczenia niewiadomych x ,  y .

A b y  zaś poznać okoliczności zadania, odciągniemy 
równanie pierwsze od drugiego i wypadek przywie
dziemy do postaci

regc

4
Równanie to należy do koła krórego środka spół-

// // / 9. I f f  9 Vx  J  . , fx  + y  *\ 
rzędne są - — » -—  a promień ----- —---- j. Ponie

waż dwa załozone równania drugiego stopnia dadzą 
podwóyne wartości dla x ,  y\  wniesiemy 11. od pun
ktu danego za okręgiem dwie styczne do kola po-

20



prowadzić można: aże styczna szukana ma swoie 
punkta na obudwóch okręgach, więc ie ma w dwóch 
przecięciach okręgów, przetną się zaś okręgi ponie

waż odległość ich środkow i/|

szą iest, co łatwo okazać, od summy promieni.
W yw iódłszy wartość dla y  z założonych równań, 
znaydziemy

a * / '  _ x +•_/'*— R ”)

J ~  x '*  +  f ł ±  i ( * " • + / ' • ) •  

i wniesiemy ze wartość f  iest rzeczywistą 
gdy x " x-ł-y'*— R * >  o
lub — U ’ —  o

urciony zaś, gdy x '/2-hj~"3— R*<^ o: 
w pierwszym razie mamy dwa punkta dotknięcia, 
w  drugim ieden i to na okręgu, w trzecim nie masz 
żadnego punktu dotknięcia a dany znayduie się w śród 
okręgu.,

i/;.2. Zakończymy rzecz o kole odpowiedzią na 
pytanie czy nie masz w kole układu osi spółrzę- 
dnych ukośnych, zaczęcie w środku inaiących; w któ
rym utworzywszy równanie koła, to zachowałoby zw y- 
czayn.-j postać, to iest same kwadraty ze zmiennych.

Nazwawszy «, a kąty pochyłości nowych osi do 
dawney O X ,  a x ’, y\  spółrzędne nowego układu: 
mamy (5o. 20)

y = y  .wsl«.’-\-x '.wsta. , x= y.dw sa!+ x.dwsci. 
Wstawiwszy te wartości y ,  x ,  w równanie koła 
y* + x * = R *  wypadnie

y  * + {dwsa!,dwsa +  wsła!. wsix')o.xj '+ -x 't= R z 
aby w to równanie nie wchodzi! wyraz zawieraiący 
x y \  musi być

dwscc .dwsa.+wsta!. wsi x = o  
czyli slyczv!.stycza. +  1 = 0 .
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To ostatne równanie znaczy i/. dwie now e osi są do 
siebie prostopadle {/ji. 2°), źc  zatem nie masz inne
go układu osi do którego odnoszone równanie koła 
zawierałoby same kwadraty ze zmiennych.

Zobaczym y, rzecz maiąc o ellipsie i o byperboli, iz 
równania tych krzywych , odnoszone do układu osi 
ukośnego w  środku zaczynającego s ię ,  zawieraią sa
me kwadraty ze zmiennych tak iak równania odno
szone do osi tych liniy krzywych. Dwie takowe osi 
ukośne spółrzędnych , nazywaią się średnicami sprzę- 
żonemi (Diamelres conjugues). Średnice sprzę/.one 
koła przecinają się pod kątem prostym i przeto ża
dnego nowego nie stanowią układu.

II. O ELLIPSIE 

uwcizaney pod względem na środek i  osi.

143. Równanie ellipsy odneszone do środka i osi, 
iest (98)

A ’x ' + B ’ . z ^ A . ’ B* ( 1 ; .
Wziąwszy oś odciętych za oś rzędnych i wzaiemnie, 
to iest wstawiwszy w zalozone równanie B za A , i 
A  za B, układ rpółrzędnych zostawiaiąc ten sam, ró
wnanie zamieni się na

B ’ / ’ +  A ’ .r ’— A-'B’ : 
skąd widzimy iż postać równania ellipsy zostanie je
dnakowa bez względu którą z-iey osi weźmiemy za 
oś odciętych (fig. 98).

1 44. Wziąwszy koniec A' (fig, 99) osi wielkiey, któ
ry się nazywa wierzchołkiem ellipsy za zaczęcie spół
rzędnych, odcięta dawna OP b ę d z ie = A 'P — A'0 = x ' — A: 
wstawiwszy tę wartość za x  w równanie (1), będzie

k * y ’
B*

skad y z =  TT" {p-kx— « * ):



tnkie iest równanie ellipsy odnoszone do osi prosto
kątnych maiących swe zaczęcie w wierzchołku , z 
któ ry ch  iedną iest oś wiąlka ellipsy. Naznaczywszy 
x , y  spółrzędne innego punktu //z, będzie 

B 1 ,
r ' = j r  { z k x — x ')'-

skąd <yx: y '= x ( a A — x): a;'(aA— x') 
czyli M P*: m p*=AP  X A 'P : A p x A 'p  
to iest: kwadraty z rzędnych ellipsy m a j  się iak ilo
czyny z odległości spodka kazdey rzędney od dwóch 

wierzchołków.

i/|5. Twierdzenie to prowadzi do następ ujcych  
wnioskow. Wykreśliwszy kilka ellips na spólney osi 
A 'A  (fig. ioo),  będzie

PM: PN: PO: PQ=^P’M': P N ':  PO': P'Q' 
WMrtośe bowiem każdego z tych stosunkow iest taż sa
ma.
2° Zakreśliwszy koło promieniem = O A = A  (fig. i o i ), 
będzie dla teyże przyczyny

O Y: O B = P M :  PQ czyli A: B = Y :  y  
to  iest, tak się ma połowa osi wielkiey do potowy osi 
małey iak rzędna koła zakreślonego połową osi wiel
kiey do rzędney ellipsy.
Jnaczey. Kwadrat z rzędney P M  koła iest (fig. ioi)/ 

Y 2= A 2— X1 
z rzędney zaś P Q  ellipsy iest

B* 3

skąd Y “: y rz = k %: B* 
i A  : B =  Y : y
lub Y O :  B O = M P :  P Q
trzy pierwsze wyrazy tey pioporcyi mogą bye wia
dome, znaydziemy więc czwarty, to iest rzędną ellipsy 
a tem samem punkt tey linii krzywey: wyznaczywszy 
zaś tym sposobem iak naywięcey punktów, wykreśli

156 O ellipsie uwaianey



pod względem na środek i osi. 15y

my ellipsę. N ad to , ponieważ Y O  BO , więc i 
M P  > P Q :  to iest, w tyra razie ellipsa znayduie się w e 
wnątrz koła- Gdybyśmy zakreślili koło promieniem 
O B = B ,  dowiedlibyśmy podobnie iż to kolo znayduie 
się wewnątrz ellipsy.

14G. Dogodniejszy od poprzedzającego iest nastę~ 
puiący sposób wykreślenia ellipsy. Niech O A ,  OB 
(fig. 102) będą dwie dane połowy osi, weźmy ich ró
żnicę O D  i przenieśmy ią na ramiona kąta A OH', o -  
detniymy na iey przedłużeniu część D M = O B = B ,  a 
punkt M będzie iednym z punktów obwodu ellipsy: 
Wykonawszy bowiem wykreślenie iak ie okazuic figura, 
będzie

O M : D M = Q M :  PM  
czyli A : B =  l/ ( A * — x 1 :  P M  

B
skąd P M  =  —  |/(A * —

A.

więc PM  iest rzędną ellipsy czyli punkt M  iest na 
obwodzie tey linii krzywcy. A by więc wykreślić za 
iednym pociągiem ćwierć ellipsy , będziemy obracali 
w kącie AOB' liniią O D ,  tak aby iey końce D  i O' 
opierały śię zawsze pierwszy na osi O A drugi na O B :  
koniec M linii O'M obracanev ku A zakreśli łuk ellipsy 
M A, obracaney zaś ku B zakreśli łuk MB. Tym sa
mym sposobem wykreślimy trzy inne ćwierci ellipsy.

147- Wystawiwszy sobie trzy punkta na linii pro
stopadłey do wielkiey osi ellipsy, z którychby ieden 
znaydował się wśród ellipsy, drugi na iey obwodzie, 
ti'zeci za obw'odem, będzie

B ’ n *
w pierwszym razie y x =  — x *)—

B 1
W drugim r* =  T t (4 *— # 2)

A  ‘

w trzecim y* —  —  (A*—  x ’ ) —



czyli w pierwszym, — A aB !!= — Tl*
w drugim , A*^*-ł-B*a?*— A ’ B 2~ o  
w trzecim , k %jr%+l&*x*— A ’ B ’ :=7j* 

to ie s t :  ilość k*y* +  \S’ x ’ — A ’ B a iest w pierwszym 
razie odiemną, w  drugim równą z e r o ,  w trzecim do
datną.

148. Poprowadziwszy od końców osi wielkiey do 
punktu któregokolwiek obwodu ellipsy dwie limie 
A M  , AM  (fig. ro3) które się nazywaią cięciwami 
spełniaiącemi i nazwawszy a, ci styczne kątów które 
te cięciwy czynią zosią  O X ; zamierzmy sobie znaleźć 
równanie wyrażaiące warunek spólnego przecięcia tych 
liniy na obw'odzie ellipsy.

Równanie linii A 'M przechodzącey przez punkt A' 
którego spółrzędne są x!—  —  A , y '= o ,  iest (3g) 

j = a ( x + A),
równanie linii A M  przechodzącey przez punkt A któ
rego spólrzędne są x '= k ,  J — o iest 

j = a '( x — A').
A by te dwie liniie przecinały się w-iednym punkcie 
linii krzywey. musi iedneyże wartości x  odpowiadać 
iednaż wartość y  w trzech równaniach

B*
y— a{xĄ-k), jr= a '{x — A), y ’~ - —  (A *—  x 1)

czyli, rozmnożywszy stronami dwa pierwsze przez sie
bie, w tych dwóch

/ * =  —  a a (k *— x), y * = - — (k *— x*):
A.

z tych więc wypadaiące równanie 
B ’

i 58 O ellipsle uważanej

wyraża warunek spólnego przecięcia c ię c iw  spełnia
jących na obwodzie ellipsy.
Warunkiem tey okoliczności w kole, dla tego ze A = B ,  
iest równanie



1 =  —  ad  ( i 36).
B*

Otrzymany wypadek =  —  aa' oznacza, iż gdy
A

iedcn kąt M A X , którego styczna =  a', iest rostwar- 
ty; drugi M A 'X  iest ostry. K ąty  te spełniają się cz y 
li wazą 200°, kiedy cięciwy przecinają się w końcu 
B osi m a łe y ; w tym bowiem razie kąt B A X  z kątem 
BAA.' czyli z kątem BA A ważą dwa proste.

1 49- Z e  wszystkich cięciw spełniających , te które 
się przecinają w wierzchołku osi małey czynią kąt 
nay większy.

Szukaymy naprzód wyrażenia analitycznego warto
ści kąta A M A  (lig. i o 3) który czynią dwie cięciwy 
spełuiaiące dane przez równania w poprzedzaiącym §. 
Styczna tego kąta iest podług wiadomey formuły (4 i j .

a —  a
s ty c z M .= ----------- — '

'  i +  aa
czyli wstawiwszy wartości a', a wzięte z równań cięciw,

a A y
slycz~Mz=i ----------- 1----------

x * —  A 2 4- y %
czyli nareszcie, wstawiwszy za x * —  A 1 wartość z ró-

j 1 A 2
Wnama ellipsy wyiętą —  ^ ~ >

a A B ’-
s tyczki—  —r-------- — t----

J ( B ’- — A 2)/
Ponieważ B<^A, więc i°  otrzymana wartość stycz M 
iest odiemną czyli kąt M  iest roztwarty. 2° Ponie
waż styczna kąta roztwartego tym iest mnieyszą im 
taki kąt iest większy, więc wziąwszy dla y  wartość 
ftaywiększą B ,  styczni będzie naymnieyszą a kąt 
A MA weźmie wartość nay większą, czyli stanie się ką- 
tetn A'BA a iego

pod względem na środek i osi. i 5g
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kgt więc A B A  iest naywiększy,
Takimże postępuiąc sposobem, znaydziemy i/, kąt cię
ciw spełniających wykreślonych na osi malcy iest 
ostry, z tych zaś kątów naymnieyszy iest kąt BAB' 
którego wierzchołek A przypada w końcu osi wiel- 
kiey. Wartość styczney tego kąta wypadnie

2AB
slyczV,kV>'= A z __B •

Ponieważ wartości dla stycz ABA' i stycz BAB' są ró
wne i różnią się tylko znakami, więc kąty ABA', BAB' 
spełnia i ą się czyli wazą dwa kąty proste.

i 5o. Do odkrycia naywaznieyszych własności elli
psy doprowadzi następujące zadanie. Znaleźć na 
płasczyźnie ellipsy punkt którego odległość od p u n 
ktu wziętego dowolnie na obwodzie ellipsy, byłaby 
wyrażoną spółmiernie wfunkcyi x.

Niech punktem takowym będzie f  : ffig. i o 4) ozna- 
c z i r y  spółrzędne iego przez x  , j  : obierzmy punkt 
M  na obwodzie ellipsy a iego spółrzędne oznaczmy 
p r z e z e ,  r, kwadtat z odległości M / ’ iest (26)

JM r  = { x  —x )  * + (y— j ) * 
czyli rozwinąwszy i za / *  , y  wstawiwszy wartości

B* B
—  (A 2— x * ) ,—  i/(A*

B ’ .r1
Mf 7 —  x ’- —  i x x  +  x '* +  B ’  —  — — —

A
ar'B

—  —  * - x ’ ) + y '

według założonego warunku ma być M/J a tym bar- 
dziey Mf*  ilością spółmierną, w wartość więc dla

2 / B
M/* nie powinno wchodzić — —  l / ( A ’ — x ’ ): nastą

pi to gdy będzie y  = 0 ,  co oznacza iż punkt szukany 
musi znaydować się na osi AA', weźmiemy więc na 
tey osi punkt F  zamiast f  i otrzymamy



A 2 —  B 2
MF* ■— ■ ■ x  *— 2xx -\-x * B '

lub, wziąwszy A ’ — B ’ = c 2, i wyciągnąwszy pierwiastek,
(C% 3CX \

M F = ±  i/|—— ----- +  «'* -+- B 2 •
\ A  /

Aby wartość M F by la spółmierną , musi summa wy
razów pod znakiem pierwiastku zawarta być zupeł
nym kwadratem. Ryć to może, ponieważ w te wyra
zy wchodzi niewyznaczona ilość X , którey wartość do
brana może sprawić iż rzeczona summa będzie zupeł
nym kwadratem : odbywszy działanie dla znalezienia 
pierwiastku kwadratowego summy 

c* .r2
—t t ~ —  o-xx '+ x '^ + B 1',

A
cx  A x

otrzymamy pierwiastek — —  —j—

A ‘ a/*
i resztę drugą —  — —  -+- .r '* 4 -B 2.

A by zaś rzeczona summa była zupełnym kwadratem, 
reszta druga musi być =  o, więc równanie 

(A*— c * ) .z '* = B Ic* 
czyli, dla tego że A*— c 2= B 2, 

x ’ —  ±  c,
stanowi żądany warunek. Podwóyna wartość x  ozna
cza iż znayduią się z dwóch przeciwnych stron dwa 
punkta na osi A'A, w odległości c —  i / ( A * — B*) od 
środka ellipsy. W edług tego zakreślimy z punktu B 
iako środka promieniem =  A  łuk  kola, a punkta F , 

•F w których ten łuk przetnie oś wielką będą ząda- 
nemi punktami , będzie bowiem x 2 czyli c 1 czyli 
O F * = B F * — BO*— A ’ — B 2: mamy więc, dla tego żc  
* ’= c ,

pod względem na środek i osi. 1G1

/. COC
M F  =  ±  —------ A

U
2 I



cx  , ,
a/e a r < A ,  c < A w i ę c  cx< iA*, <C A, więc ilość

c,r— -------A  iest odiemną, aby przeto iey bezwzględna
A.

wartość była dodatną ; z dwóch znaków weźmiemy 
odieinny i będzie

cx _
M F = A  —  — •

A
W ziąwszy znowu x '—  —  c wypadnie

cx
M F = A +  —  •

A

Dodawszy stronami dwa ostatne równania, wypadnie 
M F + M F ' = 2 A .

Doszliśmy więc do tey ważney własności ellipsy, iż  
na iey wielkiey osi znayduią się dwa punkta F  i F', 
których, odległości od punktu wziętego na obwodzie 
ellipsy summa, iest ilością stałą i równą osi wielkiey.

Punkta F, F' nazywaią się ogniskami (foci), odle
głość O F  lub OF' mimośrodem, (excentricitns) odle
głości M F , M F  promieniami wodzącemi (vectorcs) T 
nareszcie podwóyna rzędna rnn, prostopadła do osi 
w ognisku, nazywa się parametrem.

1 5 1. A by  znaleźć wartość parametru ellipsy który 
nazwiemy 2p, wstawimy w -ie y  równanie

y 2— —z ( A2— A 2— B* za x , p  za y  i wypadnie

p  —  — , skąaj A : B =  B: ^  , a 2A : 2B =  2B : zp :

to iest parametr ellipsy iest trzecią ciągłą proporcy- 
ionalną do osi 2 A, 2B.

p  W  . , . •
Ponieważ —  =  -^7-; więc równanie ellipsy od

noszone do środka i parametru iest

162 O ellipsle uwaianey



/ ’ = 7  (A*— **):

odnoszone zaś do wierzchołka i parametru, iest

P P x * y * = — <KiA x — •£*), czyli y*— -i.px------

102. Z twierdzenia o ogniskach (>5o) można w y 
prowadzić następu iącą własność ellipsy.

Oznaczywszy przez z  długość FM , będzie
cx  , /A1

Z — A  —  — , skąd A z = c \—  — x  
A  v ^

A 2 / .
i c: A —  z: — ‘ —  x  (i)

c K '
Aby znaleźć wartość czwartego wyrazu tey propor-

A.*
cyi, uważymy naprzód iż —  oznacza trzecią ciągło-

proporcyionalną do c i A  czyli do O F  i O A  (fig.
io 5) którą będzie 0 Q: a zateu;

A*
—  —  x  =  O Q  —  O P  =  P Q  =  M N ,

i proporcyią ( i)  wyrazimy tak 
OF: O A = F M : M N ,  

aże OF<^OA więc i F M M N :  nadto punkt M  w zię
ty iest dowolnie, więc także

OF: OA=F/m : m/i— Fm': m 'ri= FA: AQ. 
Liniia Q N  którey poiożenie wyznaczyć można przez 
proporcyią

O F : O A = F A :  A Q  
nazywa się kierownicą ellipsy, (directrisse)

Podobna własność służy paraboli: było tam ( i o i )  

M H = M F .  Zobaczymy iż w hyperboli iest MN<^MF.

1 53. Aby wykreślić ellipsę maiąc daną oś wielką i 
ogniska , weźmiemy dowolnie dwie części osi wiel- 
kiey , i z ogniska któi-egokolwick zakreślimy luk iedn$

pod względem na środek i osi. 163



z tych  części, a druga przetniemy go z drugiego ogni
ska: punkt przecięcia łuków będzie należał do ellipsy. 
Kreśląc łuki z obudwóch stron osi wielkiey, oznaczy
m y za iednym razem dwa punkta- Z resztą zatkną
wszy kolcami dwa punkta na płasczyźnie i zawlókł
szy spodki kolcow nicią zamkniętą tak długą iak oś 
wielka , ślad zarysowany rylcem wiedzionym według 
tey nici wytęzoney, będzie śladem ellipsy.

1 54. Zadanie. Znaleźć równanie linii styczney z 
ellipsą.

Równanie linii M X  (fig. 10G) przecinaiącey ellipsę 
■w dwóch punktach M, N  których spółrzędne ozna
czymy przez .r', j-'- x'\ j-'\ iest (39)

f — f  ,
y  — /  =

Ponieważ punkta M , N  znayduią się na ellipsie 
■więc

- B , B
y  ~  A  ^ ( A ‘ — x  ) » / — X  ^ ( A l  —

Y __ yn
Wstawiwszy te wartości y ,  y"  współczynnik ;--------

OC ----- OC
"wyrazimy tę okoliczność i/, sieczna ma dwa punkta 
z ellipsą spólne. Aby zaś uniknąć wyrażeń niespól1- 
mierności, mamy

/ ’ — •/"* R* x * — x '* 

~  r  + y  ~ ~ a * ’ y  + r "

Skąd ’ // t 2 ' , •/x  — x  A y  ~\-j

i równanie sieczney zamieni sie na 
R* x f H- x"

^  ^  A* y + y "
N iech  dopiero liniią M N  obraca się około punktu M 
usiłując wyyśe z ellipsy: w tym razie punkt N z b li

j64 O ellipsie uważanej-



żać się hędzie do M , a gdy się z nim zeydzie hę
dzie x '= x " , y '= y " , liniią M N z sieczney przeydzie 
na styczną M'L', tey zaś równanie hędzie 

13% cc
y - Y = — j r -  0 — *')

lub, zniósłszy mianownik i pamiętaiąc że 
A ’ y * + B ’ x  1= .  A.1B 2, hędzie

k zyy'-\-B 2 x x = A 2 B 2.
Dowiedziemy teraz, iż styczna ieden tylko punkt ma 
spólny z ellipsą. Rozmnożywszy strony ostatnego ró
wnania przez 5. i odciągnąwszy ie od stron równania 

A*B% otrzymamy wypadek który przy
wiedziemy do tey postaci

A*(y— y y ~ b B * (x — x ,y)*= A *y* +  B*x*— A*B*. 
Tu x, y  oznaczaią spólrzędne wszelkich punktów sty- 
czney wyiąwszy punkt INI którego spólrzędne są x\ y'\ 
ażc pierwsza strona ostatnego równania iest dodatną, 
w ięc nią iest i druga , więc podług ( 14 wszelkie 
punkta styczney oprócz’ punktu dotknięcia są za elli- 
psą.

1 55. Aby poprowadzić styczną do ellipsy przez 
punkt M (fig. 107) dany na iey obwodzie, trzeba i°  
przez punkt M poprowadzić śi-ednicę M OM ', 20 przez 
kon iec A' osi wielkicy cięciwę A N równoodległą od 
MM', 3° złączyć punkta N  i A liniią prostą NA , [\° 
poprowadzić przez punkt M równoodległą M T  od 
N A , i liniią M T  będzie szukaną styczną.

Równanie bowiem pierwszey linii O M  przecho- 
dzącey przez punkt M którego spółrzędne są x', y\  
iest

yz=zctx\ skąd a —
00

równanie drugiej linii A 'Nprzechodzącey pi’zez punkt 
A' którego spólrzędne są x = — A,^-— 0j iest (3q)

pod względem na środek i osi. i 65



równanie trzeciej linii A N  p rzech o d zą cy  przez punkt 
A  którego spółrzędne są x = .  +  A, ) '= o ,  iest 

j = a ( x — A) :
aże le dwie ostatne liniie p rzec in a j  się na obwodzie 
ellipsy, więc ( r 4^)-

B* B ’ ;
aa =  - r „  sk«J a =  -  —

B*#'
czyli a —  —  - — —

A  7
nakoniec równanie czw artej linii M T  przechodzącey 
przez punkt M  którego spółrzędne są x  i y', iest 

j — j = a ' ( x — x )  
czyli, za d  wstawiwszy wartość,

B 2.r’

r - r — - - 1 7  (*— *■)
ten zaś wypadek oznacza 12 liniią M T  iest styczną 

( i  54).
Podobnie poprowadziwszy średnicę mm równoodle

głe od N A  a przez punkt m liniią równoodległą od 
MM'; owa liniią byłaby styczną z ellipsą w punkcie m. 
Zobaczymy późniey i/- średnice M M , runi równoodle
głe od cięciw spełniających są te któreśmy nazwali 
( i/ p )  sprzężone/ni: kąt tych śre lnic ;«OM iest = k ą -  
towi A'NA cięciw spełniających. Podług takich sa
mych prawideł rozwiązalibyśmy zadanie które nas za
trudnia, gdybyśmy wzięli oś małą za pierwszą, ponie
w a ż  równanie ellipsy zachownie tęź samą postać gdy 
ie odnosimy do osi inałey, uważaney za pierwszą.

i 56. A by znaleźć punkt w którym styczna p rze
cina oś OX. , czyli aby znaleźć odległość 01 ’ , (fig. 
107 ) ;  weźmiemy y  =  o w równaniu styczney 
A , / / + B 1x # ' = A aB ł , i znaydziemy

A*
x  czyli OT =  —r 

J x
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pod wzglądem na środek i osi. 167

, A ” A 7 — x '2 
skąd P T = O T — O P —  — -------x  —  ----------------

CC cc

odległość PT  spodka rzędney punktu dotknięcia od 
punktu w  którym styczna przecina oś O X  nazywa 
się pods tyczną: mamy więc

A ’-— x 'r
podstyczna  P T  =  ----------------

Ponieważ wartość podstyczney P T  (fig. io8J n ie z a 
wisła od drugiey osi B, więc wszystkie ellipsy maią- 
ce spólny środek i spoiną oś wielką z ellipsą którą 
uważamy, mnią względem odciętey x  tęż samą pod- 
styczną, chociaż ich styczne są różne.

Poprowadziwszy zatem styczną Tm do koła które
go średnicą iest oś wielka ellipsy i z tego punktu 
tn' spuściwszy prostopadłą do OA, punkt M ellipsy 
będzie znalezionym punktem dotknięcia, gdv punktT, 
od którego ma być prowadzoną styczna , dany będzie 
na przedłużeniu osi wielkiey.

iS j .  W  ogólności oznnczywszy przez x'\ y ” spół
rzędne wiadome punktu danego za obwodem ellipsy 
od klóregoto punktu trzeba poprowadzić styczną do 
ellipsy; przez y  spółrzędne szukanego punktu do
tknięcia, będziemy mieli d w a równania 
iedno ellipsy A ’y 'z + B *..r '5! = A 2B Z
drugie stycznev A ’■ yy"~ł~Ii’ x x " = A ’ li * 
na wynalezienie wartości dwóch niewiadomych x\ y .  
Znalazłszy

A ' B !/ ± A y V ( A ,/ , + C ’ a ; " - A , B ! ) 

x  —  l y ' + B v *

wniesiemy iż x  a więc i y  maią dwie wartości ; że 
zatem od punktu danego za ellipsą można poprowa
dzić dwie styczne do ellipsy : nadto aby wartość x  
była rzeczywistą, ilość A y '  +  B 2* " 2 —  A ’ B* musi 
być dodatną, to iest (r/)7) punkt dany musi się znay-
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ilowne za obwodem ellipsy. Gdyby ta ilość była od- 
iemną, to iest gdyby punkt dany znaydowaf się wśród 
ellipsy, wartość x  byłaby uroioną ; co znaczy iż od 
punktu danego wśród ellipsy nie można poprowa
dzić styczney do tey linii krzywey: a gdyby nareszcie 
owa ilość była = r  o, punkt dany znajdowałby się na 
obwodzie ellipsy , a wartość dla x  byłaby rzeczywi
stą.

158. Zadanie. Znaleźć równanie linii normalney 
do ellipsy.

Niech będzie punkt M (fig. t 09) do którego trzeba 
poprowadzić normalną, to iest prostopadłą do cząstki 
obwodu nieskończenie małey którą za liniią prostą 
można uważać. Przedłużywszy tę cząstkę nieskoń
czenie małą, otrzymamy styczną M T  do którey pro
stopadła M N, zowie się normalną ellipsy. A ze  równa
nie styczney iest

B*#’
r — J = — ] T y  (x— x ),

(tu y ,  x  są spółrzędnemi punktu M dotknięcia) ró
wnanie zaś normalney iest w ogólności 

y — y — alcc— x )

_[__________A y

W x \ B V

A * /  /

więc żądane równanie normalnev iest 
A t y

r—/ = —
169. Aby znaleźć liniią ON, ffig. 109) . czyli, aby 

wyznaczyć punkt w którym normalna przecina oś OX, 
naznaczymy w rówm niu tamtey y = o ,  skąd wypadnie

A 1—  B* 
x  czyli O N  =  —— — ------  x:



A ’ — B ’
Skąd N P = 0 P — O N = x ---------- — ------x'

B*
czyli N P =  — - x

odległość N P  punktu N, w  którym normalna prżeci-J 
ha oś O X , od spodku N linii MN rzędney punktii 
dotknięcia M, zowie się podnormalną. Wartość pod- 
normalney iest dodatną lub odiemną ■według znaku 
odciętey x .

iGo. Normalna M N  ellipsy dzieli na dwie równe 
części kąt F M t '  dwóch promieni wodzących F M <
FM.

Znaleźliśmy i/, promienie wodzące (<5ó ) s ą
_ ćx  cx
F M = A  —  —  , F M  =  A +  — r  

A A
x\ y' oznaczaią tu spółrzędne punktu M  dotknięcia;

c mimośrod. Znaleźliśmy nadto w poprzedzającym §
A *— B* c 1

x  czyli O N  == — ------------X —  —  od
A* A 1

iest więc

P N = O F _ O I f = c — £ - = j ( a  - ^ ) = f  FM  

F 'ir = O F -+ O H = « + - ^ - = l ( A +  £ ! ) = £ .  f m

śkąd wypada proporcyia

FN: F  N = F M :  F'M 
która oznacza i/, kąt F'MF iest podzielony ńa dtt’ie 
równe części przeznormalną MN. to iest, F M N = F M N ;  
Skąd wniesiemy ze i kąt F M T  = F p o n i e w a ż  ką
ty T M N , /MN są proste.

pod względem na środek i osi. i6$

^oprawka: Końcowa formuła §  i 58. ma hyc

, A  'y "  ,_  _
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1O1. Za pomocy tey własności ellipsy można po
prowadzić styczny do ellipsy przez punkt dany na iey 
obwodzie lub za obwodem.

Niechby, naprzód, trzeba było poprowadzić sty
czny z ellipsy przez punkt M  (fig. i 10) dany na ob
wodzie. Poprowadzimy promienie wodzyoe j\IF, IMF, 
przedłużymy pierwszy do K  tak aby było M K .= M F ,  
kąt FMK. podzielimy na dwie równe części p rzezli-  
niiy M T  a ta będzie styczny z ellipsa , widzimy bo
wiem że kąt F M T = F 'M / .

Niech, powtóre, będzie dnny za obwodem punkt 
t, przez klóry trzeba poprowadzić styczny do ellipsy. 
Z punktu F' iako ze środka promieniem równym a A. 
zakreślimy okrąg, a z punktu t promieniem /F prze
tniemy go : dwa okręgi w dwócli punktach K  i k 
przetną się dla tego że F7 odległość środkow mniey- 
szy iest od summy promieni /K-ł-F K . Poprowadzi
wszy dopiero liniie F K ,  F/t, punkta M, m w któryeli 
te liniie przetną obwód ellipsy, będą punktami dotknię
cia. Co do punktu M, mamy /F =t¥L  i M F = M K .  (dla 
tego że F'M +  S I R = F ‘M + M F )  więc liniia /MT iest 
według zasad Geometryi prostopadłą do F K , skąd daley 
w) pada że kąt F M T = F ’M£, więc/M iest styczny ellipsy.

162. Wiadomo z fizyki i/, ciało spadłszy na pła- 
sczyznę w kierunku ukośnym, odbiia się pod kątem 
równym kątowi wpadnienia. T ę ż  samy własność ma- 
i.y promienie światła i cieplika. Wystawiwszy więc 
sobie promień mogący się o d b ić , wypadający z-ie- 
dnogo ogniska ellipsy i uderzający o iey obwód; pro
mień ten dozna tego samego skutku iak gdyby odbił 
się o styczny ellipsy w punkcie dotknięcia, odbiwszy 
się więc wpadnie w drugie ognisko , a ieśli iedno z 
ognisk iest środkiem wiązki promieni świetnych lub 
cieplikowych, wszystkie promienie złączą się w dru- 
gic-m ognisku, Stądto pochodzi nazwisko tych oso
bliwych punktów ellipsy.



iG 3 . Dochodząc postnci i liczby liniy drugiego rzę
du (88, etc.), przekonaliśmy się iż wszelka liniia pro
wadzona przez środek c-11 ipsy dzieli ią na dwie równe 
części, czyli ze ta liniia ieśli którąkolwiek cięciwę , 
więc i wszystkie inne cięciwy od tamtey równoodle
głe przecina na dwie równe części i dla tego n azyw a 
się średnicą.

G dy średnica O X ' (fig. 1 1 1 )  dzieli na dwie równe 
części wszystkie cięciwy równoodległe od średnicy 
O Y ',  nie idzie za tern iż nawzaiem średnica O Y  dzie
li na dwie równe części cięciwy równoodległe od OX': 
gdy zaś dwie średnice ellipsy maią takową własność , 
zowią się sprzężonemu Osi ellipsy są średnicami 
sprzęzonemi, ponieważ każda dzieli na dwie równe 
części cięciwy równoodległe od drugiey. Jeżeli więc 
oprócz tego znayduie się inny iescze układ średnic 
sprzężonych w ellipsie ; równanie odnoszone do tego 
układu musi mieć taką samą postać iak równanie 
odnoszone do środka i osi ellipsy.

Aby się przekonać o bytności takowego średnic u -  
kładu nazwiymy a, a' kąty które średnica według ss 
i druga według y  czyni z osią O X , będzie (5o, a°) 

y = y .w sta !+ x ‘.wsl<x, x = y ’.dwsa+x'.dwsa. f 
gdzie j ' ,  x  oznaczaią spółrzędne M P ,  P O  punktu M  
w nowym układzie. Wstawiwszy te wartości Y, x  w 
równanie ellipsy k* y ’ x ’ , wypadnie
( A *. wst2 a +  B 2 .dws2 a)x*  +  (A 2 .wsi2 a' +  B 2 .dws2 a')yz 
-4- ( 9. A \  wst a. wst a' +  sBV/irsa .dwsa. ') x'y  =  A 2B*. 
Alty znaleźć dla kątów a ,  a' wartości przez które 
znikłby wyraz tego równania zawierający x y ' ; zało
żym y

1 7 I
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uważanej pod względem na średnice sprzężone.



A .1 wsi OL. wsi a. '+ B  ” .dwsa.dwsa.’= 0 ,  (a) 
bo w tym razie będzie

( A 2 .w s fa + B 2 .dws* a V *  +
-ł- (A 2 .wst2 a '+ B  * .dws2 a')^* ' = A 2 B ł  f  i ) 

A b y  wyznaczyć kąty a, a' lub przynayinniey ich 
powinowactwo, podzielimy obie strony równania (a} 
p rzez  dwsoL.dwsx i wypadnie

B*
styczy., q ty czi == —  ̂ —

Ponieważ ę, a są dwie ilości niewyznaczone, możną 
dla ledney z nich «/>. dla a wzięć wartość dowolną, 
a potem wyprowadzić wartość odpowiadającą dla a't 
Jest więc nieograniczona liczba układów średnic sprzę
żonych: aże oznaczywszy p^zez a, d  styczne kątów 
które czynią cięciwy spelniaiące z osią CJX, mamy r ó i  
wnanie teyże co powyższe postaci, to iest (148J.

B2
dft == —  - J T

tvięc wziąwszy styczv.— a, będzie słyczoL=a', co zna-r 
czy iż dwie średnice sprzę/.one są równoodległe od 
dwóch cięciw spełniających. Poprowadziwszy więc 
dowolnie dwie cięciwy spełniające , a przez środek i 
■wśród ellipsy liniie od nich równoodległe , te będą 
średnicami sprzę/.onemi.

Jeśli kąt a iest ostry, siycza. iest dodntną , więc* 
ftycza! odiemną a kąt a! rostwarty , i wzaieinme ieśli 
kąt »' iest ostry, kąt a iest rostwarty: gdy więc iedna 
%e średnic sprzężonych czyni kąt ostry z osią O X  , 
druga czyni z nią kąt rostwarty,

W  zamiarze znalezienia wartości połowic średnio 
A', B' naznaczymy z osobna x'=zo, y —  o w równaniu, 
(i) i otrzymamy

A*B*

O clii psie uwaianey-



poci względem na średnice sprzężone. 1^3 

A 2B 2

^ A 2. wst2 oL +  B ’-,(lws2 d ^)»

Więc równanie ( i ) ,  czyli

x'* y 2
A 2B 2 A 2B’

Ą* .wsi* v.+ U\dws* x A 2 .wsi* a ' + B 2 .dws’ 
czyli

czyli i ,  lub A 'ły * + B '* # '* = A '* B '»

iest równaniem ellipsy odnoszonem do średnic sprzę
żonych.

j6/|. Za pomocą formuł (a) i (b) dowiedziemy że 
prostokąt z dwóch osi równy iest równuległoboko- 
Wi ze średnic sprzężonych.

R o zm n ożyw szy  przez siebie w artości A '* ,  B 2 j m a
my

\ 4B 4
A'2B'l= _________________ _____________________

| A 4 .wsi2 a. wsi2 a' +  B 4.d«
\ + A 2B 2 ( n ^ 2«.tf(i’j !a' +  wst*d,dws’ a\

aie, podniasłszy do kwadratu każdą stronę równania 
(a)x iest

A 4 wsl‘  cc. wsi2 a! +  B 4 cl w sa.2. dn > j  ’2 a'

= — 2 A 2 B 2 wsi w s t (i. dws a. dwsą
więc



AB =  A’B'.«'J'/(a’— a) 
pomnożywszy zaś obie strony przez 4» otrzymamy 

4 AB =  4A'B.(t’^ (a '— a) 
wypadek który oznacza iż prostokąt z osi ellipsy ró
wny iest równoległobokowi ze średnic sprzężonych 

(fig. 112).

165 . Dowiedziemy lescze źe A* +  B 2 =  A '1 + B ' .  
W  tym zamiarze wyruguiemy a ,  a' z trzech rownan 
(aj i następującym sposobem. Wywiódłszy z (a) 

A 4 wst 2 C/..WSL’ a '= B 4 2  a..dws2 a ' ,
A 4 wjY 2 a

in.imy <*,.,•» =  • «>*•«•

k^wst’a.
czyli , - W l « ' =

i ; 4  O ellipsie uwaźaney

B 4ć/ił\y2a 

B V A v j ’ a 

A 4 2 a +  ljV/iw! a 
A 4 . 1 a

skąd

a zatem dws** —
k^.wst a + ti .aws a.

Wstawiwszy te wartości dla wsi’ a i dws*a’ w war
tość B 2, wypadnie

A 4 2 a + B 4 2 a
B 2 —  --------------------- -------

A 2 .wsi2 a +  B * .dW/S2 a 
dodawszy rę wartość B 2 do wartości A '2, będzie 

A 2B ’ + A 4.({\s72a -f- B *.dws*cc
A ' l + B ' 1 =

czyli ~

A 2. wsi* a +  B 2 .dws* a 

A  * B * («’st2 a + dws2 a)+ A 4. wst2 a+ B 4 dws2 a

A 2 i ^ r a + f i 2.dws2a 
_B 2 ( A 2 * a + B 2 .dws’ a) +  A 2 ( A 2 H'.rt2 a + B 2 .t&p.f2 a)

A 2. wst2 a + B 2 2 a 
czyli A '2+ B ' ’ = A ’ + B 2 

a zatem 4A'2 + 4 A ' 2= 4 A + 4 B 2 
czyli ^ a A ')* + (2 B V I= ( 2 A ) 1— (2B )2



pod względem na średnice sprzężone: 17 5

to iest summa kwadratów ze średnic sprzężonych ró 
wna iest summie kwadratów z dwóch osi.

1G6. Doszedłszy (163) że kąt średnic sprzężonych 
równy iest kątowi cięciw spełniających iako równo
odległych względnie od średnic; uniesiemy iż kąt ta
kich średnic iest zawsze rostwarty, gdy cięciwy spie
ra ią się na końcach osi wielkiey, naywiększy zaś ia- 
ki hve może równy iest kątowi cięciw przecinaiących 
się w końcu osi małey (1 /|9).

Ahy zatem poprowadzić w ellipsie dwie średnice 
sprzężone, pochylone do siebie pod kątem danym A  
(fig. 1 1 3; który iak dopiero uważaliśmy, ma być ro
stwarty po pewną granicę, wyrysuiemy kąt A 'AD  ró
wny danemu, i uważać go będziemy za kąt odcinka 
kola którego cięciwą iest oś AA'. Aby wykreślić ró 
wny mu kąt w odcinku, wyprowadzimy z punktu A 
prostopadłą AS do A D  którato AD  ma być styczną 
koła szukanego: z punktu S promieniem SA zakre
ślimy okrąg który przetnie ellipsę w dwóch punktach 
M  , M' i będzie kąt odcinka A 'AD  równy kątowi 
AjYIA w  odcinku. Otrzymamy tym sposobem cięciwy 
spełniające A M , AM  przecinające się na ellipsie pod 
kątem równym danem u: poprowadziwszy więc przez 
środek ellipsy średnice od tych cięciw równoodległe; 
te będą sprzężone i pochylone do siebie pod kątem 
żądanym.

Aby się zapewnić że okrąg przetnie ellipsę i to we 
dwóch punktach; znaydźmy spółrzędne punktów tym 
dwom liniiom krzywymspólnych. W  tym zamiarze na
rwawszy —  a styczną kąta danego rostwartego D  A X  
(fig. 1 1 3) ró wnanie linii D A przechodzącey przez punkt 
A którego spółrzędne są o, . r = A ,  iest 

— a[pc— A)
równanie zaś linii SA  do niey prostopadłey, iest

r  =  +  7 7  ( * — a ;



odcięta punktu S środka koła iest x — o, rzędna więfi 
O S, wziąwszy x = o  w tem równaniu, wypadnie

I76 O ell!psie uwaianef

a
a zatem kwadrat z promienia iest A S ’ — OS*-}-©;!*

A*
s = -----, a równanie koła

a 1 ’
f A \ *  A"

x * + \ r  +  —  —  A* -+- ■—
X a J U*

i. a Ay
czyli cc’ + y ’ +  = A %

z tego i ellipsy równania A ’ y 7- + B sx , = A ' !B sl wy-* 
i-ugowawszy x  wypadnie

aAB*
( A ł — B * ) r * -------— J = °

sAB*
a zatem i °  r = o , a° r  = -------------- - •

/  ’ J  a(A *—  B 3) ’
wyprowadzimy nareszcie z równania ellipsy

o , . , ( 4A * B 4 )3° .Z^rrfcA, 4° .v = ± A  i / - 1 — ----------------- 1
{ « ’ ( A a— B 2) ’ / 

Z tych czterech wypadków pierwszy i trzeci oznacza 
i/, koło z ellipsą stykaią się w końcach osi Vvielkiey, 
drugi i czwarty iż te dwie liniie krzywe przeć i na ią 
się we dwóch punktach. Roztrząsnąwszy nareszcie 
wypadki i °  i 4° poznamy okoliczności z przecięciami 
dwóch krzywych połączone (cf‘ iĄ(j).

1G7. Aby znaleźć sposób na wykreślenie dwóch śre
dnic sprzężonych równych, zrównamy naprzód warto
ści A * i B 2 (163) i otrzymamy

A  * wst * a B *. divs ’■ a=zA2. wsi * a +  B 1 .dws 2 a 
czyli, wstawiwszy 1— w\sV’ a zadws*oć, i 1— H'f’ a' zadw*-d 

(A ’ — B * )wst.2 <*.— ( A ” —  B *) wst * «•' 
skąd wniesiemy źe



/

wsio.— wsio! (1) 
stąd zaś, 1 na mocy założonego równania, źe 

dws" <z=dws ’ a! (o.),
Wstawiwszy wsta. za wsi a' w równanie (a) warunko
we osi sprzężonych ( i 63), wypadnie

A 2
dws a., dws a! =  —  —  1 a,15

skąd widzimy, iż dws a. i dws% maią znaki przeciwne 
a zatem z równania (a) wywiedziemy 

dwsa. =  —  dwsoi : 
co znaczy iż osi sprzężone równe, czynią kąty a, a' 
z osią OX. z których ieden iest spełnieniem drugiego 
do dwóch kątów prostych : aże tęż samą własność 
maią ( 1 /|8> cięciwy spelniaiące prowadzone od koń
cem osi wielkiey do końca osi małey , więc średnice 
sprzężone równe będą te , które poprowadzimy od 
tych cięciw równoodległe (fig. 1 14j.

Równanie ellipsy odnoszone do średnic sprzężo
nych równych iest więc 

X * ' + / • = A \
Stąd, że to równanie ma tęż samą postać co równa
nie koła odnoszone do osi prostokątnych, nie wypa
da iż kolo może mieć oprócz prostokątnego inny 
nieprostokąlny układ spółrzędnych, w którym utworzo
ne równanie byl-iby takie samo iak w tamtym. Niech 
będą 11.1 przykład O X , OY^fig. 110) dwie średnice ko- 
ł t  przec.maiące się pod kątem ostrym a, mielibyśmy 
dla znalezienia wartości promienia OM , który nazwie
my A, równanie

A  *z=zx’  +jr* + '2  yx.dwscc.
Niechby daley x \ ,  )'Y  były dwie średnice sprzężone 
równe ellipsy: mielibyśmy równanie

jL*— x*-\-y*
które nie iest toż samo co poprzedzające , więc nie

pod względem nu średnice sprzężone. 177
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m oże należyć* do koła, więc koło ieden tylko ma układ 
prostokątny spółrzędnycli ( i 4 2)-

168. Rozwiązawszy równanie ellipsy odnoszone do 
średnie sprzężonych tak względem j  iak względem 
cc, wniesiemy z postaci wypadków iż każda ze średnic, 
takiak  każda z osi dzieli na dwie równe części cię
ciwy równoodległe od drugiey: nadto z równania 

B ’
y - p -

■wywiedziemy tak iak (w 144) proporcyią
y*: j" * = z yA +a;')(A'— x):  (A '+ .r ') (A '— x") 

czyli P M 1: P M '* = A 'P . 'A P . A F .  AP (fig. 1 16) 
która znaczy iż kwadraty z rzędnych branych według ie- 
dney ze średnic sprzężonych maią się iak prosloką- 
ty z odcinkow drugiey średnicy zrobionych przez rz ę 
dne.

Za pomocą tey proporcyi wykreślimy ellipsę maiąc 
dane l e y  średnice sprzężone i kąt pod którym się 
przecinaią. W  tym razie wykreślimy na pierwszey 
średnicy 2 A' iako na osi ellipsę któreyby drugą osią 
była  średnica 2B. Wykreślimy , daley rzędne N P , 
]N P' prostokątne, nachylimy nareszcie też rzędne pod 
kątem b o M =  danemu, me zmiemaiąc ich d ługo śc i, a 
punkta M, M' będą należały do ellipsy; proporcyia 
bowiem ostatna będzie sprawdzoną.

iGq . Znaydziemy iescze powinowactwo kątów które 
cięciwy spelmaiące AN , A'N (fig. 1 1 7 )  czynią z o s ią  
spółrzędnycli O X  wziętą na iedney ze średnic sprzę
żonych.

Oznaczywszy przez 6 kąt średnic sprzężonych AA', 
R B ; przez a kąt klóry cięciwa A'N czyni z osią AA' 
przez a! kąt N A X ; równanie linii A'N przechodzącey 
przez punkt A' którego spółrzędne są / = o ,  x — — A > 
będzie

] j 8 O ellipsie uważanej



, w sta. 
y = a (x + A ') ,  wktorem  a = ------- ------ - (36)' K 1 H’st{ 5 — «J '

równanie zaś linii AN przecinaiącey się z pierwszą iest
wstać

y = d ( x — A') w klórem « ' =  — — ------J v ' wst(g—  cc)
Ponieważ te dwie liniie p rzecin aj się z ellipsą któ
rey równanie

IVs
r = Y r  (A'*— **),

więc te trzy równania czyli to ostatne, i równanie 
y * = — aa\A'o— x*)

Wypadaiące z rozmnożenia dwóch pierwszych przez 
siebie, sprawdzone będą iednąż wartością dla y; a za
tem

aa —  —  “  

iest równaniem wyrażaiącem warunek, pod którym  cię
ciwy spełniające w układzie średnic sprzężonych prze
tną się na obwodzie ellipsy. Równanie to, gdy średni
ce sprzężone są sobie równe, zamieni się na 

aa'rz=.—  1
kąt iednak w tym razie A'NA nie będzie prosty, po
nieważ musiałby 1 kąt g być prostym, co być nie 
może, ( 163 i 1/19).

170. Zadumę. Znaleźć równanie styczney do elli
psy w punkcie M którego spółrzędne odnoszone do 
średnic sprzężonych są dane (fig. 1 1 8).

Tu rozumuiąc i postępmąc zupełnie iak w §  1 5>4- 
znaydziemy równanie styczney

r — / = — T y

17 1. Zadanie. Poprowadzić styczną doellipsy przez 
punktM, na iey obwodzie dany, nie znaiąc aiu środka 
ellipsy ani iey średnic sprzężonych.

pod względem na średnice sprzężone. 1 79



Znaydzierry naprzód środek ellipsy poprowadziwszy, 
przez środki dwóch cięciw któryrhkolwiek równo
odległych między sobą, 1 i ri i i g i tę podzieliwszy na dwie 
równe części: śroilek O (fig. 1 iq) ley linii hędzie 
środkiem ellipsy. i° Od punktu O do M poprowa
dźmy linii,j OM , 20 średnicę jakąkolwiek D I ) ' , 3° 
przez punkt D liniią D'N równoodległą od OM, l\° 
liniią N D ,  nareszcie przez M równoodległą M T  od 
N D  i będzie M T styczną żądaną w punkcie M.

Wystawiwszy bowiem sobie średnicę C C ' sprzężo
ną z D l) '  do których odniesiemyellipsę; równanie li
nii O M  przei hodzącey przez zaczęcie O. będzie 

y = a x

1 - wsi<t ■ ■W ktorem a — ----- 2----- —  1 a, 6 oznaczaia toz samo
wsl\J>— a) *

co w §  169. Oznaczywszy przez x\ y' spólrzędne pun-
y

Łtu M brane w tym układzie , będzie a—
CLf

Równanie linii D ’N równoodlegley od OM, iest. 
j= = a (x + A')

. . . .  > WStCL
linn zas D N , y— d (x — /V), w któren a'— -------7,------r

’ J v p wsi g — a)
nakoniec linii M T , przechodzącey przez punkt M 
którego spólrzędne są ,x', j \  iest 

y — y '= d { x — x ') .
A że  D N , D'N są cięciwami spełniaiącemi w układzie 
średnic sprzężonych, więc (169)

B *  B'*
< M = - r r . s k , d  « ■ = _ _

‘ B '**' ,
cz y l i ,  na mocy wartości a; d  =  —  równanie

więc linii M T  iest
B'*x’

T y  (*— * 0

i  80 O ellipsie uważamy



pod względem na średnice sprzężone. i8 r

które należy do styczney (170) więc M T  iest styczną
z eJlipsą.

17a. Gdyby dwie średnice sprzężone miały się 
przecinać pod kątem danvtn, naówczas poprowadzi
libyśmy średnicę lakąkolwiek Dl)',  (fig. 1 ig i  tę uwa
żalibyśmy za cięciwę kola (iak w  166) która z-inną 
liniią D Q  czyniłaby kąt D DQ równy danemu , wy
kreślilibyśmy kąt w odcinku równy kątowi odcinka 
1) D Q , a dwa punkta w którychby kolo przecinało 
ellipsę byłyby temi w których przecinałyby się dwie 
par cięciw spełniających: średnice równoodległe od 
tych cięciw względnie będą sprzężonemi 1 przetną się 
pod kątem danym.

Jeśli kąt dany iest prostv, średnice tym sposobem 
Wyznaczone będą osiami ellipsy, w ów czas punkt S 
środek koła padnie na punkt O środek ellipsy. Z a 
kreśliwszy więc koło na średnicy D l) ' ,  to przetnie 
ellipsę ponieważ połowa średnicy O D  mnieyszą iest 
od połowy osi wielkiey: punkt przecięcia koła z el- 
hpsą będzie punktem przecięcia spólnego cięciw speł
niających od których równoodległe średnice będą szu- 
kanemi osiami. Gdyby koło promieniem O D  zakre
ślone nie przecinało ellipsy lecz się iey tylko doty
kało w punktach D  i D', w ów czas średnica DD' by
łaby osią ellipsy.

IV . O równaniu polaniem ellipsy.

173. Z własności ellipsy, któreśmy dotąd odkryli, 
nayznacznieyszą iest ta , że summa promieni wodzą
cych równa iest osi wielkiey.

Rozwiążmy teraz zadanie odwrotne, to iest, znay- 
(lźmy równanie linii krzywey maiącey tę własność,

summa odległości punktu M (fig. 120) na iey ob
wodzie dowolnie wziętego od dwóch punktów F , F'



stałych na iey płasczyznie położonych iest ilości."! sta
łą  i równą 2A.

W eźm y środek O  linii F F ,  którą naznaczymy 
— 2C za zaczęcie osi spółrzędnych. Oznaczmy przez 
x , j ,  spółrzędne P O , P M  tego punktu a przez z, z  
odległości FM , F M :  według założenia iest 

z  +  z 2 A ( 1)
W  tróykątach M PF, MPF' mamy

z * = y ’- + ( c — .r)% ź '= y * + ( c + x y  
zatem s ' 1— z* czyli (z '+ z )(z '— z)~ l\cx

‘1CX
a z —  z =  -£ -  (2;: ,

odciągnąwszy stronami równanie (2) od (1),  wypadnie

182 O równaniu polarnem

wstawiwszy tę wartość z  w równanie daiące z * , a z 
wypadającego wyprowadziwszy wartość dla otrzy
mamy

A c 7"

y%~ -----A* — (A * ~ '̂ ł )

ilość A * — c 2 iest dodatną, ponieważ F F ^ F M + F M  
czyli 2 C \ 2 A ,  c < A :  naznaczywszy więc A ’-—  
mamy równanie

B* , 
r - 7 7  (A 1— r * ;

z którego postaci wniesiemy iż liniia krzywa szukana, 
iest ellipsą.

174- W edług  znalezionego równania potrafilibyśmy 
wykreślić liniią krzywą i przekonalibyśmy się iż  iest 
symetryczną , ma śro d ek , osi , itd: Lecz rozwiąże
my tylko to zadanie, czy liniia krzywa, którey zna
leźliśmy równanie, iest wklęsłą czy wypukłą wzglę
dem osi swoich.

W artość rzędney któreykolwiek nad osią wielką iest



B B
f  —  —  [/(h*— x*), pod osią Jr = = —  —  v/^A*— x*) 

A -A
z tych pierwszą wyraźmy tak

r — ^ i / [ ( A  +  a?) (A —  *)]

załóżmy u. x  oznacza odciętą dodatną O P < A ,  (fig. 
I21): będzie

~  i/ [(K + x ){k — * )]  >  j - 1/[( A  —  x) [A  —  * )]  

czyli PM  >  y  (A— x )  (a; 

(<B
Aby się dowiedziećco znaczy ilość —  (A*— oc), poprowa

dźmy od B do A liniią BA: równanie tey linii prze- 
chodzącey przez punkt A iest

y-=a(x— A)  1 ub y = a ( k — x)
B B

aże a —  — , więc j  czyli PN  — —  (A— x)  i wyra

żenie (a) przeydzie na 
P M > P N .

Wid zimy tedy iż punkta linii krzywey odpowiadniące 
punktom linii prostey BA znayduią się nad tą liniią 
iako nad cięciwą krzywey, a zatem krzywa iest w klę
słą: aże się składa z czterech części symetrycznych ta
kich iak AM B , więc ta sama własność służy innym 
trzem częściom i liniia krzywa iest w klęsłą względem 
°si swoich.

176. Dodawszy i odiąwszy stronami równania ^1)

cx
1 (2) §  173 wypadnie w lym  razie z — A +  —  (a)

CĆC
' v 2gim z — A —  —  (b).
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Z tych każde można uważać za równanie ellipsy, 
ponieważ za po t ocą każdego, biorąc dla x  różne war
tości, znaydziemy z  a tem samem nowy punkt ellipsy. 
W eźm y v ię c  i °  punkt F ,  (fig. 122) za zaczęcie, będzie 
F'P —  F O  -+- OP czyli x ' ~ c  +  x , skąd x = x —  c 
a zatem według (a) iest

c (x — c) 
z = A  +  — T i -

2 0 wziąwszy F za nowe zaczęcie, będzie O P = O F — PF

czyli x = c — x  czyli x —  —  (x'— c) 
a zatem według (b) iest

c(x'— c)
z  ~-== A  -+- t ■

A
Te dwa ostatne wypadki oznaczaią, że z 'z = z  skoro 
x'z=x:  wziąwszy np. F P = F P ' ,  bidzie F M = F M ,  lub 
wziąwszy F P ’= F ’P, będzie F J \ I = F M .

176. Którekolwiek z równań (a) i (1)) nazywa się 
równaniem polaniem ellipsy, od tego iż tu spółrzę- 
ilue z i x ,  zwane polarnemi wychodzą z-iednego pun
ktu F uważanego za poi. Używaiąc równania polarne
go do wykreślenia ellipsy, wyznacza się punkt lakikol- 
wiek tey linii krzywey ż« pouucą spólnego przecięcia 
d wot li limy z których iedna iest rzędną mewyziiaczoną 
odpowuadaiącą odciętey daney x, drugą wartość z. 
L e c z , gdybyśmy mieli dany kąt pochyłości promienia 
wodzącego z, moglibyśmy się obeyść licz odciętey X, 
a yv ouczas wyznaczanie punktów ellipsy byłoby sna- 
dnieysze. Mazwiymy v ten kąt pochyłości a yvzia- 
wszy raz na zawsze,

c x  , „
*  =  4 —  x  (h)

za równanie polarne, staraymy się nadać mu postać 
stosownie do okoliczności o którey mówimy.

W  tym razie wypada nam zacząć od naymnieyszych
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wartości z ,  c z y l i ,  co na iedno w ych od zi,  od nay- 
nmieyszych wartości v  a postępować do coraz wię
kszych. Naymnieyszą z wartości z  iest FA  (fig, 123) 
coraz większeini są FM, F///, F///, a to według ró
wnania b̂). Wartości z = F A  odpowiada k ą t v = o ,  
ten kąt iest ostrym od o aż do io o °  to iest aż  do po
łożenia z=F/n  prostopadłego do O K  w którem toż z  
równe iest połowie parametru. Przeszedłszy Fm , 
z  tworzyć będzie kąty v rostwarte z osią O K , e tc ..  .

A by więc zacząć od naymnieyszych wartości v ,  
weźmy .s w położeniu FM  w którem v iest kątein o- 
strym, będzie

F'p = z . dwsv 
c

Wziąwszy ~̂ — e CZ)’1‘  c— ke, iest x  czyli O^rrzOF

c
+  vp— he+z.dw sv; na mocy tych wartości x  i —— 

równanie polarne (b) zamieni się na

A( i —  e *) 

i -\-e.dws v

ta iest zwyczayna postać rówrnania polarnego ellipsy 
używana w mechanice analityczney i w  astronomii. 
W  niey, cLvs\ iest odiemną gdy kat v  iest rostwar- 
ty lub zawarty między 200° i 3oo° , dodatną zaś 
gdy kąt v iest zawarty między 3oo° i 4oo°. Zosta
wiwszy tedy, dla uogólnienia, równanie polarne w ta- 
kiey iak iest postaci, painiętaymy iż mianownik i+ e.dw ss  
Jest w wielu razach 1— e.divs\.

Powiedzieliśmy iż z  ~  połowie p  parametru gdy 
kąt v  iest prosty: w tym razie dws\ =  o a równanie 
(l1) zamieni się na

\p= A ( i — e ’ ) 
a zatem równanie polarne można wyrazić tak

24
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i +  e.dwsx

iakoż i — e * ~ i ---------- —  i
A*

. B*

A * _ B 2 B*

zatem A ( i —  e * ) =  —  =  \p ( i 5 i>

J 77. L ub o  w  równaniu (P) m ianownik, iakeśmy 
powiedzieli, iest raz i -\-e.dwsv, drugi raz i — e.dwsv, 
iednak wartość dla z  iest zawsze dodatną bo ilo
czyn e.dwsv, którego obadwa czynniki są ułomkami; 
iest ułomkiem, a zatem i — e.dws\ stąd zaś i wartość 
Z iest ilością dodatną. Zobaczymy teraz iż biorąc 
poi wśród obwodu gdziekolwiek, i naznaezaiąe dla v 
wartości od o do Zjoo0, wartość dla z  wypadnie za
wsze dodatną (fig. 12/1).

Niech O będzie polem, O M  —  z  promieniem wo
dzącym, v  kątem pochyłości promienia do osi O X , 
będzie

1°  Względem punktu M iest v  ioo° skąd <r/«’JV^>o, 
WSt\^>0, X^>0, O, Więc 2 > 0.

2 0 Względem punktu M' iest v^>ioo°, skąd dwsv<^o, 
wsl\^>o, # < 0 ,  j^>o, więc z^>o.

3° Względem punktu M" iest v > 2 0 0 ° ,  dws\ <Co, 
ws(\<^o, # < 0 ,  /  <^0, w ię c  o.

4° Względem punktu M"" iest v^>3oo°; skąd dwsv^>o 
ws(\<^o, x j > o , j  < 0 ,  więc z > o :  

a t a k  wartość z  iest w każdym razie dodatną.

178. Zakończymy rzecz o ellipsie wykładem ogól
nym równań polarnych tey linii krzywey.

Oznaczywszy przez x  , y  spółrzędne punktu na 
obw odzie ellipsy wziętego ; przez y  spółrzędne

r
z  =  , z 

dws\ ’ wsl\
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polu obranego dowolnie, wszystko odnosząc do ukła
du osi prostokątnego; przez v  kąt promienia wodzą
cego z  i osi O X , będzie (83).

x = x + z .d w s \ ,  y— y'+z.w slv:
Wstawiwszy te wartości x , y  w równanie

Wypadnie równanie ogólne polarne ellipsy 
(A * wsi ’  v + V>*.dws* v )z*
-ł- 2 'A ’’y  '.wst\ -+-B*x'.dwsv)z 
-l-A *V * +  B * ą j '* = A * B * (Q)

Ponieważ to równanie iest drugiego stopnia 7. nie
wiadomą z  , więc ta ma dwie wartości. W ziąwszy 
(fig. 125) i°  punkt P' wśród obwodu za p o i ,  dwie 
wartości dla z byłyby P ni , P n i w tym razie na
znaczając dla v  wszelkie wartości od v = o  do v = 4 o o ° ,  
Wartości dla 2 wypadłyby zawsze dodatne ( 1 7 7 ) ,  i 
tak wyznaczylibyśmy iak naywięcey punktów obwo
du ellipsy. a° Wziąwszy za poi punkt P którego 
spółrzędne są x , y ,  dwie wartości dla z  będą Pm, i 
P n, a wartości dla y będziemy brali między o° i 200°, 
większe bowiem dałyby z  odiem ne. które przypa
dłyby po drugiey stronie linii BG równoodległey od 
O X  i byłyby przedłużeniami pierwszych, 3° W zią
wszy za poi punkt m na obwodzie ellipsy; P/» stanie 
się zerem, Pn przeydzie na m n; x\ y' będą spób-zę- 
dnemi punktu m, nareszcie A * / '*-HB*#’a= A * B * ,  a ró
wnanie (Q) zamieni się na

f A \  wsi * v + B*. dws * v)z 
+  2 (A * y'. wsly+ B 2 x  .dwsv) z — o

2 (A ’• y. wstv +  B 2 x . dwsy)

A a. wsi2 v B a. dws* v 
Ta wartość dla z  stanie się zerem, gdy promień wo
dzący P/z będzie stycznym z ellipsą, w ięc  w tym razie

A  *y'.wslv-1- B *x'.dwsv=o 
..

a styczy—  —  ~j t ~  (wk w  i 54).



Tu, iak w poprzedzaiącym przypadku , bralibyśmy 
wartości dla z  tylko dodatne przypadające po lewey 
stronie linii styczney T P  ^fig. i 26), te bowiem, któ- 
reby przypadły po drugiey stronie linii, byłyby prze
dłużeniami pierwszych. A tak obrawszy P za poi , 
brać będziemy v  czyli TP^c od v  == TPic do 
Vz=rTP.r-+- 200°.

Okoliczność odiemnycli z  obiaśnimy za pomocą ró
wnań wyzey podanych

x  y

Z d w ss'Z wsl\ 
i za pomocą figur 124, 12 5 ,1 2 6 .  Liniią O X  (fig- 124) 
toż samo znaczy co na figurach 125, 126 liniie B G  i 
TT ' które są granicami promienia wodzącego, tak iż 
ten promień z-iedney któreykolwiek strony granicy 
czyni z osią 0 X  kąty między o° i 200° zawarte. 
Założywszy ten warunek względem figury 12^, d o 
wiedziemy iak wyżey iż wartości dla z  nad liniią 
O X  są dodatne. Co się zaś tyczy wartości z  przy
padających pod liniią O X , te są odierane, iest bowiem 
w zględem  punktu M" fig. 124

v <  ioo°, # < 0 , y  < 0  więc z  <^o 
względem ioo°, x^ >o,y<^ o  więc z  < 0
4° A tak obrawszy za poi koniec P (fig. 127) osi 
wielkiey , będziemy brali v  tylko po lewey stronie 
styczney TT ' od v — o do v=zr2oo°: aże w tym razie 
spółrzędne punktu P  są y = o ,  x '= \  , więc yyartość 
z  —

a( A* y\wstv+ B 5x .dwsv)

A  *. wsi2 v +  B 2. dws ’ v

zamieni się na

aAB*.<f«\rv 

A  *.w st*\+ B*.dwsxx 

5° Wziąwszy nakoniec poi w ognisku , będziemy mie-
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H spółrzędne tego polu y —  o, x ~ A e , równanie o- 
gólne (Q) zamieni się na

( A z.wslz\ -+- B ".dws2 v ) s 2 +  (2 B ’ x.dwsy)z 
- ł-B 2.r'2: = A 2B 2: 

czyli, wstawiwszy za B 2 wartość =  A 2( i — e 2) i po
dzieliwszy wyrazy przez A 2, na

(1 — e 2 .dws2 v )z  * +  2 Ae(i— e 2 )d w s\.z= A 2 (1— ez)  z 
za pomoc,j którego otrzymamy iak wyżey 

A ( i —  ć?2)

Z 1+e.dw s.\'

179. Aby ten wykład przystosować do koła, we
źmiemy w równaniu ogólnem (Q) A = B ,  i otrzyma

my
Z * + 2 ( ’a :'.c / n :'jv + y .( f 'j^ v )z + ( 'y 1 + x ' z— A 2) = o :  

ponieważ ostatny wyraz y 'z +  x ' z — A 2 nie zawiera 
zmienney v, a iest iak wiemy iloczynem z dwóch war
tości z , wniesiemy iż  iloczyn z wszelkich wartości z 
>est ilością stałą, a zatem wziąwszy P  za poi, iest 
(fig. 128) i (fig. 129).

P c x  l ’o = :P v  x  Vn— Vp x  P/?2=PM2 
PN x  P/z— PC x  Y*d— Vb x  Pa =  ilości stałey 

tak iak wiemy z zasad Geometryi.
Obrawszy poi na okręgu (fig. i3o) ilość y zĄ - x x—  A 1 

będzie zerem a równanie polarne przeydzie na 
z  z+o.{x'.dws\+y'.wst\)zz=o 

Wziąwszy nakoniec poi w środku koła, będzia x' —  o, 
y = o  a równanie (Q) przeydzie na

Z z— A 2= o ,  a zatem z = A  
t° iest , promień wodzący iest w tym razie równy 
promieniowi kola.
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R O Z D Z I A Ł  D R U G I

O H Y P E R B O L  I.

I. O Hyperboli uważaney pod względem na iey 
środek i osi.

180. Równanie hyperboli odnoszone do iey środka 
i osi iest

A ’j  ’ — —  A ’ B \
Naznaczaiąc w tein równaniu y =  o, x — o z osobna; 
przekonamy się y.e oś aA  iest rzeczywistą, aB uroio- 
ną: albo, porównawszy równanie hyperboli z odpo- 
wiadaiącem ellipsy

A */* -j- B * = A J B * 
i założywszy iż osi tych dwóch liniy krzywych są 
sobie równe względnie; (fig. i3i) postrzeżemy iż B 1 
w ellipsie =  —  B* w  hyperboli , czyli B w ellipsie 
=  ±  B 1 / — 1 w hyperboli: hyperbola nie ma więc 
drugiey osi, czyli, analitycznie mówiąc, ma oś dru
gą uroioną: a t a k ,  wystawiwszy ellipsę na pierwszey 
osi hyperboli,  oś druga ellipsy będzie osią uroioną 
hyperboli.

Hyperbola, którey dwie osi są równe, nazywa się ró
wnoboczną. Tey równanie dla tego ze A = B ,  iest 

y ’-— x = — A * .

Hyperbola równoboczna iest fem względem hyper
boli zwyczayney czem koło względem ellipsy.

1 8 1 . W ziąwszy koniec A' (fig. i3i) osi czyli wierz
chołek hyperboli, za zaczęcie spółrzędnych, odcięta 
dawna będzie

O P = A 'P — M Q = x — A

i



Wstawiwszy tę wartość O P  za x  w  równanie liyperboli, 
to zamieni się na

A zjra— ]Y x ’-— — 2 AB ’ x  
B*

a zatem y * =  —  x (x — ik ) .

Naznaczywszy y ,  x  spółrzędne innego punktu bę
dzie

B*
/ '  = —  x {x  2 A)

skąd y*: y'I= x ( x — 2A): x'(x' —  aAJ
czyli M P ':  ;«y2= A P  X A P : Apx A' p
to iest, kwadraty z rzędnych 111 a i ą się iak iloczyny z
odległości spodka kaźdey rzędney od wierzchołków
liyperboli.

Wykreśliwszy zatem kilka hyperbol spółśrodkowych 
na spólney osi A'A (fig, i 32), 1 porównawszy z sobą 
rzędne odpowiadające odciętym O P , O P ;  będzie 

MP: M P = / z P :  rc P '= O P :  0 'P '= Q P :  Q  P' 
"wartość bowiem każdego z tych stosunkow iest ta 
sama.

182. Wziąwszy oś drugą liyperboli za pierwszą a 
zatem oś odciętych za oś rzędnych, zostawiwszy ten 
sam układ spółrzędnych; i ° — Ii2 równania

— A*B* (1) 
zamieni się 11a 4- B* a samo równanie na 

A ^ + B ’ .*:1— A*B*
2 ° ,+ A *  zamieni się 11a —  A 2 a ostatne równanie na 

— +  A 2B*:
Wstawiwszy nareszcie 13 za A i A za B, będzie 

- B ’ f + A ' x ^ -  A*B* 
czyli — A sx l + B y = A JB s (2): 
takie iest równanie liyperboli na przypadek w któ
rym oś odciętych weźmiemy za oś rzędnych i wzaie- 
nuiie. Porównawszy ie z równaniem ( 1 ) ,  widzimy

O liyperboli pod wzgl. na ie j  środek i osi. 191
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że  postać obudwóch równań iest ta sama, znaki tyl
ko iednego są przeciwne znakom drugiego równania. 
Gdy więc równanie ( i )  oznacza hyperbolę kAk\ lAl'', 
równanie (2) oznacza hyperbolę pbp', qb'q. Jakoż wzią
wszy x ~ o  w równaniu ^2) wypadnie y = ±  A; wzią
wszy zaś y = o ,  wypadnie x = :± l5 \ / — 1: nowa więc 
hyperbola ma oś pierwszą czyli rzeczywistą bb—  2A 
według O Y ,  drugą czyli uroioną =  2B według O X .

1 83. Wystawiwszy sobie trzy punkta na linii pro- 
stopadłey do osi pierwszey przedlu/oney, z którychby 
icden b y ł  wśród hyperboli, drugi na iey obw odzie, 
trzeci za obwodem mieć będziemy

B* n*
w pierwszym razie y * = — ( x * — A. * ) — —

B a ,
w drugim J 1—  7 1  — A*)

A

B* «*
w trzecim 7  =  —  (x *— A*) +  —

czyli w lym  A 2/ 1— B * # * + A * B * = : — rc*
w 2 im A ’jk*— B ’ .z 2 +  A 2B'!= o
w 3iin A ! r ! — B ’ . i ;M - A ! B ' = m ' :

to iest: ilość A ’j * — B ' x ’ + A ' B *  iest w pierwszym 
razie odiemną, w drugim zero, w  trzecim dodatną.

184. Poprowadziwszy od końców osi pierwszey do 
punktu któregokolwiek hyperboli M  (fig. i 34) dwie 
liniie AM , A'M które się nazywaią cięciwami spet- 
niaiącem i, i nazwawszy a ,  a' styczne kątów które 
czynią cięciwy z osią O X ,  zamierzmy sobie znaleźć 
równanie wyrazaiące warunek pod którym przetną 
się te cięciwy.

Równanie linii A'M iest j  = a ( . r + A )
A M y  ~ a ( x — A ): 

aby te dwie liuiic przecinały się w punkcie linii krzy-



Wey; musi iedneyże wartości x  odpowiadać iednaz 
Warlość r  w trzech równaniach

B*
y = a (x -\ -A), y = a '( x — A), y ’ = J l  A*)

czyli, rozmnożywszy stronami dwa pierwsze równa
nia przez siebie, w tych dwóch

y % =  a d  (x* —  A 1) , f -  = —  (#* A*): 

z tych zatem wypadaiące równanie

pod względem na iey środek i  osi. ig3

B ’

iest warunkiem pod którym cięciwy spełniaiące prze
tną się na obwodzie hyperboli. Oznacza ono na
przód iż kąty których styczne a i a maią znaki ie- 
dnakowe, sjj obadwa oslre 1 ul> obadwa rostwarte. 
a° Gdy więc kąty M A P ,  M AP są ostre, kąty zaś 
M a 'P  , M A P  rostwarte; kąt A M A  lub AMA' iest 
oslry. Widzieliśmy iż w ellipsie takowy kąt dwóch 
cięciw spełniających iest rostwarty ( 149 -̂ 
3° W  byperboli równoboczney , iest aa' =  i ,  skąd 

1a ~  — : to iest, styczna kąta iednego = d o s t y c z n e y

drugiego , więc dwa kąty które cięciwy spełniające 
Czynią z osią O X  ważą ieden kąt prosty.

18:’). Do odkrycia nayważnieyszych własności h y- 
perboli doprowadzi rozwiązanie następującego zada
nia. Znaleźć na płasczyźme byperboli ptinkt które
go odległość od punktu wziętego dowolnie na ob
wodzie hyperboli a maiącego odciętą x ,  ^byłaby 
"Wyrażoną spółmiernie w funkcyi x . *

Niech f  będzie punktem takowym (fig. 135): spółrzę
dne iego oznaczywszy przez x  , y , punktu zaś M  
Wziętego na obwodzie hyperboli przez y, kwadrat 
a odległości M / ‘ będzie

aai
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M / * = (x —,X'y + ( j — y y  
czyli , rozwinąwszy drugą stronę a wziąwszy

B* , N . B
—  — A 1) i — i/{a:*— A ')  zamiast y* i y,

B*x*
—  i x x + x * — B * +  -  

A.

a / B
-------—  v/(#* —  A*) 4- y * :

nże według założonego warunku ina być spółmierną 
wartość M/,’ więc tym bardziey taką być musi war
tość kwadratu z My; więc w tę wchodzić nic powinno 

a / B  v
—^ — v \ x * — A *): nastąpi to g d y y  będzie =  o, ta

zaś ostatna okoliczność oznacza iż punkt szukany 
znayduie się na osi A A, weźmiemy więc punkt F za
miast punktu f i  mieć będziemy 

A" +  B*
MF* =  ----- —------ x r— 2xx'-i-x'*— B 1

A

a naznaczywszy A ’ + B * = c * ,
( C * X I , )

M F— ±  y  - —  i x x  -\-x 'z — B ’ J- 
l A ' )

Aby ta wartość M F była spółmierną, musi summa 
wyrazów znakiem pierwiestku obięta być zupełnym 
kwadiatem. Być to m o ż e ,  ponieważ w te wyrazy 
wchodzi nie wyznaczona x', klórey wartość dobrana 
może ową summę uczjnić  zupełnym kwadratem. W y 
ciągnąwszy więc z tey summy pierwiastek kwadratowy 

cx  Kx'

A  c
i otrzymawszy resztę drugą 

A * x z
+  x x— B ’ ;

— c*
tę naznaczymy równą zero i tak utworzymy równanie



(c*— A ’ V * = B * c *  
dla znalezienia /ądaney wartości x': skąd, dla tego źe 
c*— A * = B %  wypadnie

x  =  ±  c..
Podwóyna wartość c oznacza iż znnyduir) się dwa 

punkta na osi O X  w odległości e = ^ ( A *  +  B*') z ka- 
żdey strony środka hyperboli. A by wykreślić te dwie 
Wartości x  zakreślimy z punktu O tako ze środka 
promieniem =  i / f A ’ +B*-) łuk koła a punkta F, F' 
w których ten łuk  przetnie oś O X  będą żądanemi 

punktami-
W ziąwszy x'=z c wartość M F będzie 

I er
M F —  ±  \ J ^  —  A

cx
aże ^ > A ,  c > A ,  skąd cx  > A %  — >  A ,  więc z

dwóch znaków wartości MF trzeba wziąć znak +  
aby ta bezwzględna wartość była dodatną, a zatein

cx
M F =  — — A.

A
Wziąwszy znowu x  = —  c wypadnie

/> 'Y*
MF' —  7 - + A.

A

Odciągnąwszy stronami pierwsze równanie od dru
giego, otrzymamy wypadek 

M F — M F = a A ,  
który oznacza , iż na przedłużeniach pierwszey osi 
znayduią sitj dwa punkta F, F których odległości od 
punktu któregokolwiek na obwodzie hyperboli wzię
tego różnica, iest ilością stalą i równą osi pierwszey.

Punkta F ' , F zowi j się ogniskami, odległość OF' 
lub OF mimośrodem , M F ',  MF promieniami wo- 
dzącemi., nareszcie podwóyna rzędna nm przez ogni
sko przechodząca nazywa śi% parametrem.

pod względem na iey środek i osi. 193



186. Znaydziemy wartość parametru hyperboli któ
ry  nazwiemy ip, wstawiwszy A*-ł-B* za x * , p  za y,

B*
w równanie hyperboli y x —  (oc1— A*) : wypadnie 

B*

P ~ T '
to iest, parametr hyperboli iest trzecią ciągłą propor- 
cyionalną do dwóch osi 2A, 2B.

P
Ponieważ —  =  — , więc równanie hyperboli 

odnoszone do parametru iest

7 * =  £ - ( * * - A*)

równanie zaś odnoszone do układu osi spółrzędnych 
poczynających się w wierzchołku hyperboli iest

/ ' = X

p x x
czyli y * —  —  +  — ——

187. W ed łu g  znalezioney własności liyperboli, mo
żna wykreślić tę liniią krzywą, maiąc daną iey oś 
pierwszą i dwa ogniska. Weźmiemy za promień li- 
niią równą summie osi pierwszey i długości dowol- 
ney, tym promieniem zakreślimy łuk z-iednego ogni
ska na przykład F' (fig. 135) promieniem zaś ró
wnym długości dowolney przetniemy łuk pierwszy z 
drugiego ogniska , punkt spólnego przecięcia będzie 
jednym z punktów hyperboli. Zakreślaiąc łuki z obu- 
dwóch stron osi,  wyznaczymy za iednym razem dwa 
punkta.

« 8 8 . Z  tw ierdzenia o ogniskach h yp erb oli ( i 85)

fC)6 O hyperboli uwaianey



Wyprowadzimy iescze nnstępuiącnt własność tey linii 
krzywey. Oznaczywszy przez z  liniiij FM  ("fig. i 36), 
iest

c x  f A * y
Z —  ~r— A , a stad Az ~  c. x —  —

A  ’ c  ̂ c }
A '

1 c: A—  z: x —  —  f i) .
c  v

A '
Tu —  oznacza trzecią ciagł,j proporcyionalnij O Q

do c i A czyli do O F  i O A ; zatem 
A 2 '

x  —  —  = O P — O Q = O P = . M N
c

a proporcyia (1) wychodzi na 
OF: O A = F M :  M 1ST 

aże OF^>OA więc i F M > M N .  N a d to ,  punkt M iest 
Wzięty dowolnie, więc tak/.e

O F :  O A = F M  : ]\lN=F//2 : rnn=Fm': m'n' 
= A F :  A Q

liniią Q X  którey położenie można wyznaczyć przez 
proporcyi^

O F : O A = A F :  AQ  
nazywa się kierownicą hyperboli.

189. Równanie linii stycznej z liyperliolri, wzią
wszy 15 1/—  1 zamiast R w równaniu styczney z ellipsy 
( i 54), wypadnie

]]’ x ’
r — r  =  j y  ( *  —  x ')> 

lub A  * j j '— R * j ; . r =  —  A"B*.
2a pomoc,-j tego drugiego i byperboli równania 

A 0/ 2— * =  —  A ’ R ’ 
dowiedziemy iż styczna ma ieden tylko punkt spólny 
1 byperbol^. Wziąwszy bowiem z równania styczney
Wartość

pod względem na ley środek i  osi. 197



B *(xx '—  A ’ )
r  — -----Jy-,-----  , będzie

n ' (x,x— A ')*
A ! r ' - B ^ '  +  A ’ B* — ------— —------- “— B*,z* +  A ’ B '

A y  *

lub, sprowadziwszy do iednego mianownika i wstawi
wszy w licznik, B a. r * — A*B* za A y ,

A y - I i ^ ’  +  A H l’  =

B 4 ( x x — A *)* — (B*# *— A l B * ) 'B ’ ^'* —  A *B *)

A ! r l
czyli, wykonawszy działanie,

YŚ(x— xy-
A * r * — B , a:I + A * B *  =  ------------ —

r 2
Ten ostatny wypadek oznacza f 1 83) ie  wszelki punkt 
styezney oprócz punktu dotknięcia iest za obwodem 
hyperboli.

190. \by poprowadzić styczną do hvperboli przez 
punkt M (fig. 1^7) dany na iey obwodzie, trzeba i° 
poprowadzić od tego punktu do środka O linii,} MO,
20 równoodległy A'N od OM  do zeyśeia si<̂* z livper- 
bolą w punkcie N. 3° 1 i n i i rj A N ,  f\° od tey ostatney 
równoodległą M T i ta będzie styczną żądaną.

Równanie bowiem it?y linii O M  przechodzącej 
przez ])unkt M którego spółrzędne oznaczymy przez

r Xx', y , iest y '= a x '  skąd a =  2giey A'N , iest
CC

f — a(x+.\);  3ciey AN iest y — a’(x  —  A ) ;  4ey TM 
iesi y — y ' = d ( x — x ) .  Aby wyznaczyć a' mamy z 
drugiego i trzeciego równania to 

y * = a a \ x * ‘— A*J, 
a/.e liniie A'N, AN przecinaią się na hyperboli którey 
równanie iest

B*

198 O hyperboli uważaney



pod względem na ley środek i osi. 199

B * B 1 B * x'
Wiec a a ' = ~  skąd a = - — = — -r, i tak równanie

* . A* A. a A *7
linii czwartey TM iest

r - y  =  ~ x y  ( • « ) •

które oznacza iż ta limia iest styczną z hyperbol$ 

(' 89).
Stąd wniesiemy, iż mt równoodległa od AN  iest 

także styczną z hyperbolą i równoodległą od pier- 
'vszey M T  : a tak dwie styczne do końcow średnicy 

są od siebie równoodległe. Poprowadziwszy więc 
przez środek O równoodległą od stycznych cz)li od 
AN, ta nigdy me przetnie byperboii. Przez podo
bieństwo iak w ellipsie liniią OB pewney długości i 
średnica OM, zowią się średnicami sprzężonemi. K ąt 
BOM tych średnic równy iest kątowi A N A  cięciw 
Spełniających.

191. Wziąwszy y  =  o w równaniu styczney 
A xy y — B * x x = — A ’ Ii ’ , wypadnie

a: czyli O T  =  —  (fig. 137)

A*
a zatem P T — O P — O T = x -

liniia PT

X x

x ’*— A*

x
nazywa się podstyczną byperboii.

192. Równanie normalney M N  znaydziemy takiin 
samy 111 iak w ellipsie spos ibein ( ' 58)

jr
Wartość zaś podnormal/iey 

l) ’ x '
PN =  - T T —



i g 3. Aby poprowadzić styczna do hyperboli przez 
punkt za obwodem dany klórego spółrzędne wiado
me nazwiemy x  y; trzeba, oznaczywszy przez X ,y  
spółrzędne puuklu dotknięcia , rozwiązać równania 

A  *y *  —  — A*B*, A * y y — W x x ‘z=.— A 5B%

a potem wykreślić znalezione podwóyne wartości dla 
x  i y .

i g 4- Styczna M T  (fig. 138) byperbolli w punkcie 
M , dzieli kąt F M F  promieni wodzących n a d w ie r ó -1 
w ne części.

CCC ccc
W iemy i/. F M = —  +  A , FM  —  ——  —  A , ( 185).

A A
Aby znaleźć wartości dla F T  i F T  , mamy naprzód 

( , 9a) O T  =  j

200 O hyperboli uważaney

A 1 'A 1 cx

x' X \~A~
A ’ A jCX

! "X X \ A

—
A

od
FM

F T  — F O — OT— c— — r==—r| —  — A 

A
czyl i  F T = :  —r F M ,

x

a zatem F M :  F M = F ' T : FT
ta proporcyia oznacza iż kąt F M F  podzielony iest 
na dwie równe części przez liniią M T, więc 

F M 'T = F M T .
Stąd wniesiemy iź normalna NM dzieli kąt F M /  

na dwie równe części: kąty bowiem TM N  i /MN 
są równe inko proste, a/.e T M F  =  /Al/’ , w ięc i 
FM'N==f MN.

i g 5. Aby zatem poprowadzić styczną przez punkt 

M (lig. j hyperboli, trzeba poprowadzić prom ie

nie wodzące F M ,  FM, wziąć F M = K M ,  a liniią fy -



pod względem 7ia iey środek i osi. a o i

cząca punkt M i środek linii K F  będzie styczną h y 
perboli. W  tyin bowiem razie kąt F M T = F ’MT.

Odciąwszy na linii F M  łączącey punkt M z ogni
skiem F', linii.’} F K  równa osi A A  i poprowadziwszy 
od punktu K  liniią K/, która zawsze równą iest linii 
*F, do punktu l  wziętego na styczney, daley uważa
iąc limie F K  i ^K za promienie kół, a punkta F' i t 
i  a środki; koła teini promieniami zakreślone przetną 
się we dwóch punktach, pohiewa/. summa ich promie
ni czyniących liniią złamaną F K/, większą iest od li
nii prostey łąozącey dwa punkta F' i t i będącey od
ległością środkow.

Aliy zate u poprowadzić styczną do hyperboli przez 
punkt t dany za obwodem ; naprzód , z punktu F' 
promieniem równym A A ,  zakreślimy łuk koła, z pun
ktu zaś t promieniem /F zakreślimy drugi łu k ,  któ 
ry, według tego cośmy dopiero okazali, przetnie się 
z pierwszym w dwóch punktach K  i K'. Przez ka
żdy z tych punktów i przez F' poprowadziwszy liniie 
F 'K , F'K' do przecięcia się z hyperbolą w punktach 
M, M', te ostatne będą punktami dotknięcia , przez 
które i przez punkt t poprowadziwszy liniie te będą 
stycznetni z hyperbolą. W  tym bowiem razie iest 
*K.:=/F, M K = M F ,  więc M t iest prostopadłą do K F  
i dzieli kąt K M F  na dwie równe części.

196- Punkt materyialny elastyczny lub promień 
świetny albo cieplikowy, wypadaiąc z-iedncgo ogni
ska i uderzaiąc o obwód byperboli, odbiie się podług 
linii prostey która prżeydzie przez drugie ognisko: 
3ze będzie zatrzymany przez liniią krzywą, więc 
odbicie przypadnie w tey części linii krzywey, w któ
rey znayduie się pierwsze ognisko, i według przedłu
żenia promienia wodzącego. Jeśli iedno z ognisk iest 
środkiem wiązki promieni świetnych lub cieplikowych;' 
Wszystkie te które padną na obwód hyperboli odbiią

26



się w kierunku takim snmym iak gdyby wypadły z 
drugiego ogniska i z tego mogły przey.śe wskroś prze-s 
liniią krzywą. Od tey fizyizney okoliczności pocho
dzi nazwisko ognisk hyperboji.

II. O HYPERBOLI

Uważanej pod względem na średnice sprzężone.

197. Dochodząc postaci i liczby liniy drugiego rzę
du, przekonaliśmy się iż wszelka liniia prosta pro
wadzona przez środek do obwodu hyperboli, dzieli 
ią na dwie równe części, czyli że ta liniia gdy iedną 
cięciwę, więc i wszystkie inne cięciwy , od pierwszey 
równoodległe przecina na dwie równe części: Liniia 
M O M  (fig. i/jo) prowndzond przez środek hyperbo
li, maiąca taką własność, nazywa się średnicą- W y 
pada iescze z symetryczney figury hyperboli, iż liniia 
M M  podzieloną iest na dwie równe części w punkcie 
O, tak iż OM  =  OM ': o tey prawdzie można iescze 
przekonać się następującym sposobem.

Równanie linii O M  iest 
y = a x :

wstawiwszy tę wartość j  w równanie hyperboli 
A *yx — B ’ # 1— —  A aB* i wywiódłszy wartość dla x, 
znaydziemy

AB (7AB

' =  -  V i . i i -  - A - « - y

Trzy  mogą być  przypadki z mianownikiem tych war
tości:

i°  B ^ A ’ tf’ , 20 B* =  A * « \  3 ° B * < A ’ «*t
W  pierwszym każda wartość tak x  iak y iest rze

czywista, a znak podwóyny ±  oznacza równość dwóch 
odciętych O P , OP' i dwóch rzędnych M P, M P ' na
leżących do punktów M i M' w których liniia MM'

aoa O hyperboli uważóney



p od  względem na średnice sprzężone. 2o3

przecina hyperbolę: chva więc tróykąty O M P, OM 'P’ 
przystaną do siebie a zatem O M = O M ’. W  drugim 
spółrzędne są nieskończone a zatem średnica OB w 
tym razie otrzymana nigdy nie przetnie liyperboli, i 
dla tego iest granicą wszelkich średnic rzeczywistych:

tu a =  ±  *t-, to iest poprowadziwszy przez punkt A 
A

prostopadłą A B = B ,  do osi A A a przez punkta O i 
B liniią O B ,  będzie O A : AB =  i: slycz BO A czyli

B
A  : B =  i : stycz¥>OA skąd slyczROA. —  ~^— a’

Nako.iiec liniie prowadzone przez środek liyperboli 
za liniią O B , będą coraz bardziey oddalały się od 
liyperboli: są one ob-ięte przypadkiem trzecim, i zo
wią się średnicami uroioneini. Liniią OB zwana asym- 
ptolą, iest także granicą wszystkich stycznych. Gdy

A*
bowiem w formule O T =  —  ('94)? odcięta o s ta n ie

CC

się nieskończenie wielką; będzie O T " 0 ,  a zatem s t y 
czna M T zbliży się nieskończenie do asymptoty O B ,  
ta przeto iest granicą stycznych.

198. Oś pierwsza iest z liczby średnic rzeczywistych, 
nie równanie liyperboli odnoszone do osi rzeczywi- 
stey i uroioney iest A * / * — B*.r* — — A*B% więc ta
ką/. postać mieć musi równanie odnoszone do śre
dnicy rzeczywistey MM' 1 drugiey uroioney, które 
składaią nowy układ osi spółrzędnych i zowią się sprzę- 
żonemi. Aby znaleźć takowy układ średnic, nazwiy. 
lny a, a' kąty które średnica według x  a druga według 
y  czyni z osią OX: będzie (5o, i° )

j = y  .wstoi +x.wslct, x — y'.dwsa.'+x' dwsa, 

Wstawiwszy te wartości ■/, X w równanie hyperboli f 
Wypadnie



(A 2 wsi2«'— B 2 dws1 a') y 2 
-1-(A ’ 2a—  B 2dws* a ;X 2 +  

-ł-a(A2«»tffa.wvr/a'— B 2 dwsc/..dwsd)x'y — — A2B2 
Aby znaleźć wartości kątów a, a' przez które znikłby 
wyraz tego równania zawieraiący x y ;  założymy 

A 2 wsla..wslź— B 2dwsa..dwsa'— o (a)
B*

skąd stycz c/..stycz a ' =

iest warunkiem aby równanie byperbob odnoszone 
do średnic sprzężonych miało żądaną postać. Zna
leziony warunek oznacza iż kąty a, «' muszą być oba- 
dwa ostre lub obadwa rostwurte, ponieważ w każdym

B2
razie ilość slycza. slyczct' iest dodatną i r ó v n ą + — . Fig

 ̂ wystawia p ierw szy, figura i /ja drugi przypa
dek. Równanie więc byperbob odnoszone do średnic 
sprzężonych, iest

(A2 wsi2 a— B 2 dws2 a' 'Sj'2 
+  (A2 wsi2 a — B 2dws2 ol)x'*— — A2B2 ( r). 

Trzeba teraz okazać iż spólczynniki kwadratów y 2, x  2 
maią znaki przeciwne. W  tym zamiarze wywiedzie
my z równania warunkowego (a), następujące

A.i wsra..wsl*ct'
- B

do którego obudwócb stron dodawszy A *wst*a! o- 
trzymamy

A 2 wsi2 a'— B 2 dws * a.’=
A2 wsi’a! .
~ .-------- (B ’ dws7a— A 2 wsi2 o).
B dws a v

A 2 2 a'
Ponieważ w tym wypadku ilość - j. —  iest kwa

dratem zupełnym, wniesiemy iż ilości
A 2wsi2a'— Wdws^u, i Bxdws*a— A2wsl2a 

maią znaki r ó w n e : ieśli więc pierwsza iest dodatną

2o4 O hyperboli uważanej



takąż iest i druga, czyli gdy A * w si'a— od-  
iemną, K*wsl*oi —  B*dws‘ oi dodatną iest ilością,a za
tem spolczynniki kwadratów / * ,  x 'x inaią znaki prze- 

piwne-
Przywiódłszy równanie ( i)  do postaci

-  / '*______________ . __________ . = — 1
A 2B* A *B*

pod względem na średnice sprzężone. 2o5

A a wst2 a'—  B*dws*ct A 1 wst* a— B 2 dws2 a 

i naznaczywszy, stosownie do odkryley okoliczności 
znaków ,

A 2B 2
B  * = ---------------------- --------

A 2 wsi2 a! —  B 2 dws ’ u!

— A '2=
0 0 .

A* wsi* a—  B’ dws’ a.

równanie hyperboli odnoszone do średnic sprzężo
nych, będzie
r ' 2 x 2
g T  —  a 7 "” - *’ czyl ‘ A  ,jr * — B 2.r'2— —  A '2B *

Wziąwszy w tem  równaniu z osobna y' =  o, x '= o ,  
Vyp.idnie x '= ± i Y ,  y’— ±  B ' i / — i:  skąd widzimy iż 
satna tylko oś O X 'przecina hyperbolę w dwóch pun
ktach odległych od zaczęcia ilością A'. Liniie aA', 

są średnicami sprzężoneini hyperboli.
199' lakim samym iak w §  18 1 sposobem dowie

dziemy, iż kwadraty z rzędnych w układzie średnic 
sprzężonych inaią się iak iloczyny z odległości spod
ka ka/.dey rzędney od końcow średnic. Aże ta sama 
proporcyia służy hyperboli odnoszoney do swoich osi, 
Więc aby wykreślić hyperbolę którey są dane średni
ce sprzężone , trzeba ią wykreślić na iedney średni
cy uważaney za oś tey krzywey a potem rzędne pro- 
stopacHe, nie zmieniając ich długości, nachylić pod ką- 
le*n danym właściwym.



200. Rozmnożywszy przez siebie wartości A'% B'% 
będzie

— A 4B 4
A'jTV*------------- -------------------------------------

| A i wst* ci.wsl* a.' 4 - B Y / tw ’ a.rfu’i ’ ttj 
\— A 1B 2 (wst2 a dws 5 a' 4- wst1 a,.dws * a)J 

aże równanie warunkowe (a) daie
A 4 .wst2 a . * a'4 - B 4 ć / *a..dws*OL 
= 2  A * B 1 wsi a. wstż.dwsoL. dwsd 

więc wstawiwszy, wypadnie
A*B*

A '*B *

ao6 O hyperboZi uwalanef

{wstoidwsa. —  wst&dwsa)*

AB
skąd A R ' =  ------- :------ r

e wst a —  a)
a 4 A B 'wsl( a'—  A B
to iest, równoległobok ze średnic sprzężonych równy 
iest prostokątowi z osi byperboli.

201. Aby dowieść że A'*— B * = A *  —  B* , trzeba 
wyrugować a, a' z równań (a) i (bj.
Z  równania (a) wywiedziemy to

A''wst* a., wsi * a ' = B 4 d\ vs * a. dws' a' 
= B 4̂ /n'j,’ a — BWip.r’ a .H ^ ’ a  

B V7it'.f=a
skad wsi* ot —  —----- ------ — —------

A wst dws’ &
A ‘'wst* u.

a zatem dws*a. —  — -----—  ------- ;
A w s i * d w s * a .

te dwa ostatne wypadki zamienią wartość B'* na 
A 4,W'^’ «4- B 4 dws*x

— --- ---------------------------
A 2 • wst * a.— B *.dws* a

Odciągnąwszy tę wartość B * od wartości A'* i przy* 
wiódłszy wyrazy do naykródszego wyrażenia, wypa* 
dnie

A * — B '— A 2— B*.



pod względem na średnice sprzężone. 207

Wziąwszy A = B  wypadnie A'==B': a tak tylko hyper
bola równoboczna ma średnice sprzężone równe.

202. Gdv od końcow średnicy wziętey za oś O X ' 
poprowadzimy dwie limie do punktu na obwodzie hy
perboli obranego; równania tych liniy będą (35 i 3g)

y = a ,x - f-A'), y = u ( x — k ’)
skąd y r-~ n d (x ‘— A'1)
aże równanie hyperboli, odnoszone do średnic sprzę

żonych, iest
B'*

B 2
więc a a '= — -

Ten wypadek oznacza ii  średnice sprzężone pod ta- 
kimże kątem przecinają się co cięciwy spełniaiące. W  
ogólności, tez same własności służą średnicom sprzę
żonym co i osiom hyperboli.

»o3. Zadanie. Poprowadzić styczną do hyperboli 
przez punkt M na iey obwodzie dany, nie znaiąc ani 
średnic ani osi (fig. 1 l\ )̂.

Znaydziemy naprzód środek hyperboli, poprowa
dzi wszy przez środki dwóch cięciw równoodległych 
l*niią prostą i iey część zawartą między odnogami hy
perboli podzieliwszy na dwie równe części. Od śro
dka O  tey linii, który będzie środkiem hyberbob, do 
Punktu M poprowadzimy średnicę O M , potem śre
dnicę którąkolwiek DD', daley przez punkt 1) równo- 
°dległą D N  od OM , potem liniią DN, nareszcie M T  
równoodległą od DN, 1 MT będzie żądaną styczną. 

Wziąwszy bowiem średnicę CG' za sprzężoną z 
i odnosząc hyperbolę do tych średnic , iest ró 

wnanie linii O M  
j~ = a x



Oznaczywszy przez x, y ,  spółrzędne punktu M ,  iest

y '= ą x ' sk.-jcl a = ~

Równanie linii D N  iest y= a(x-\-  A')
D N  jr— a'[x— A )

wsio! _ . . .
odzie a ' = ---- rz------ r  , «’= N D X :  nakoniec równanie
° wsl[Z—  a j
linii M T  iest

y— y '— d (x — x")
b '2 b *  v,’ x'

aźe aa =  jn r  (202), skąd a '= = -jr^  =  ^ - , w i ?c

równanie linii M T  iest *
W’ x

y— r =  7^7 (*— O
które ink w  § 1 8 9  oznacza i i  ta liniia iest stycznej 
z hyperbolą.

I I I .  O H Y P E R B O L l

uwazaney pod względem na asyniptoty.

204. Zamierzmy sobie znaleźć za pomocy równa- 
hia bjperboli odnoszonego do środka i osi 

A  y * — B *ifc*= — A ’ B * 
inne odnoszone do osi spółrzędnycli nieprostoką- 
tnych OX', O Y ',  (fig. 143). Nazwiemy w tym zamia
rze a i a' niewiadome kąty A O X ' i AOY', x  i y  110- 
We spółrzędne, a za dawne x , y  wstawimy w równanie 
hyperboli ich wartości (5o. i° )

y— y.wst a +  x'.wsla, x '= y  .dwsoL +x'.dws*', 
i otrzymamy równanie

( A *. wsi 2 a— B 2 .dws1 a)x' *
-ł- (A 2. w st1 a’— B 2. dw’s * OL )y  *

a o 8  O hyperboll uważanej



pod względem na vasymptoty. 209

— 2 (A *. wsi a. wsi d + B 2 .dwsa..dwsaL ĵx'y'z=z— A ’ B *» 
Wziąwszy dopiero =  zero spółczynuiki kwadratów 
i jr'% mamy równania

A  2 wsi * a — B ’ dws2 a = 0 ,  A 2 (Wi2 a'— B 2 2 a’= o  
na wyznaczenie niewiadomych a, a' a tem samem po
łożenia układu nowego: przywiódłszy ie zaś do po
staci

A *slycz*a— B 2 = 0 ,  k*stycz*d — B ’ — o 
postrzeżemy, i/, s ty cza. i slyczd  są pierwiastkami ró
wnania stopnia 2go A  az*  —  B a =  o które daie 

B
z =  ±  — , ze zatem iest 

A
B . B

stycza. =  — , stycza. ~  —  — •

W eźm iem y więc na C C '  prostopadfey do osi pićr-4 
Wszey AA' w wierzchołku A, liniią A C = B ,  i— AC'^=:B, 
a liniie O C , O C ' przedłużone nieograniczenie będą 
osiami nowego układu spółrzędnych w którein ró
wnanie hyperboli, opuściwszy kreski, iest

A 2B

^  2 (A *wsla..wsla! +  dwsa.dwsd)’ ^  

tu wartość iloczynu x y  iest ilością stałą, ponieważ 
« i d  maią, iak widzieliśmy, wartości stale.
Aliy znalezionemu równaniu nadać prostszą postać, 
poprowadzimy przez A  liniią AD' równoodległą od 
OX.' i AD  od O Y ,  Ponieważ otrzymaliśmy kąt 
I ) O A = A O D ' , więc kąt DOA === D A O  a zatem bok 
C D = D A , t o  iest spółrzędne punktu A w układzió 
OX', O Y  są równe: oznaczywszy więc każdą przeż 

iest według równania (1)
A * B 2

M 2—  7 T“ (*2j
2(A wsta..wsta.+dwsa..awsa.) K >

11 Według równań (1) i (2),
xy —  M*.



\

Aby znaleźć nową wartość dla M ’  w-ilościacli sta* 
łych  i wiadomych, uważani iz boki A D .  D C  , OD  
są równe: widzieliśmy bowiem iż O D = D A ,  aże kąt 
D A C  (iako równy OC'A) iest =  A C D , więc D A = D C ,  
i trzy liniie OD, D A , D C  są równe, aze O C 2= 4 0 b)* 
= 4  M 1= 0  A * -ł- A C 1= A " +  B 1, w i gc 

M * = j  (A* +  U*)
i równanie h y p e r b o l i  odnoszone do asymptot, iest

xy— {  ( v ^ + B 1; .
Nazwawszy § kąt Y 'O X ' asymptot; rozmnożm y obie 
strony ostatnego równania przez (f’slS: otrzymamy 
wypadek

A" +  B* 
xy. wst£— -----•j--------- wsl§

który znaczy ze równoległobok OPNra iest równy 
kwadratowi ukośnemu ODAD'.
Wykreśliwszy asymptoty hyperboli według danych 
równań (121 i następ:J, dość będzie podzielić kąt 
asymptot na dwie równe części przez lamą prostą 

chcąc znaleźć oś pierwszą.

ao5. Gdy odcięta x  równania

a to O hyperboli uwaianey

M*

iest nieskończenie w ie lką , rzędna odpowiadaiąca f  
stanie się nieskończenie m ałą, osi iednnk O X ', OY 
zeyść się nigdy z liniią krzywą nie mogą choć się 
bez granic do niey zbliżą, gdyby się bowiem zeszły 
kwadrat ukośny O D A D ' byłby równy zero , co hyc
nie może.

W  hyperboli równoboczney, x y  iest prostokątem , 
O D A D ' kwadratem , a równanie hyperboli równobo-* 
czney odnoszone do asymptot iest



aoG. Zadanie. Znaleźć równanie linii styczney z 
hyperbolą uważaną między asymptotami.

Równanie linii przecinaiącey hyperbolę w dwóch 
punktach których spółrzędne oznaczymy przez x', y\ 

y"  iest

j — y  =  (x — x ">

. M * , M* 
lvstawiwszy w  to równanie — - za y ,  =  — — za y  ,

X  X

wyrazimy iź sieczna ma dwa punkta spoinę z hyper
bolą: aże

" —  M ł f o " —  x ') —  x")
 ̂ ?  x'x" x'x"

r  —  y"__ J\l*

X — x "  x 'x '
Więc równanie siecznev zamieni się na

M*
r - / = -  ( *  -  -•)•

Ody dopiero dwa punkti, przez obrót sieczney oko
ło iednego z nieb, zcydą się w-ieden ; sieczna sta
nie się styczną (fig. i 44) a tey równanie, wziąwszy 
w ostatnem x '= .x " ,  będzie 

M «
y — r = ~ —  ( *  —  X)

lub, dla  le g o  ze  M * = z x ’y '‘

r — / = — '—■ (.*— * ’)■

207, Aby znaleźć punkt w którym styczna M T  
(fig. 144) przecina oś O K ',  naznaczymy y ~ o  w ró
wnaniu styczney, i wypadnie

x — x'-=?x', czyli O/— O P = O P ,  czyli P / = O P  

to i e s t , podstyczna P l punktu dotknięcia M  rów ną

pod względem na asymptoly. a 11



a1 a O hyperboli uwaianey

iest odciętey O P tegoż punktu. Aby więc poprowa
dzić styczną z hyperbolą przez punkt dany M, prze
niesiemy odciętą O P  tego punktu od P do t, po
prowadzimy przez punkta M i t liniią / M l  , a ta bę
dzie styczną. Widzimy nadto że części M T, M/ sty- 
czney zawartey między asymptotami są równe.

208. Poprowadziwszy średnicę O M = A '  ('fig. 144)
i styczną M T  do punktu M ,  mamy dowieść iż M T 
iest średnicą sprzężoną względem OM . W tróykącie 
O P M  ; O M ’ = O P * - ł - P M * — 2OP X P M iiW O P M  aże 
kąt O P M  iest spełnieniem, kąta Y ' O X '= g ;  tudzież że

OP=rjr, PM=r> wiSc
O M 2 = x 2 +  r 2 +  2 xy.dws<o.

Takimże sposobem, zważaiąc iż  P M P £ = 6 ;  znay- 
dziemy w tróykącie M P f

Tńr— x , -+y*— 2 xy.dwsg
więc O M 1---Wlt*?=:[\xy.dws& ( l) .
K ąt który każda zasym pto t czyni z o s ią  O X  iest

g, (204) więc
g B 

s t y ę z -  =  x

g i i  A
a dws —  =  ------- g

siecz—  i / 1 1 + s t *— I '
2 \ 2 /

g g g A
wst— = dws—  -stycz —

2 2 '  2 +

W iem y z form uł trygonometrycznych iż
g '  g A 2— B 2 

d ^ = d u ’s ’ - - „ ' s r ~  =  _ B>-

tu zaś mamy (204J [\xy~ k '>- +  B 2
>vięc wstawiwszy -wartości dws% i l\xy w równanie
(1), wypadnie



nod względem na asy mp to ty. a i  ;>

A'*— . M f = A *  — B* 
nże ( a o i )  A 'a— B'* r=A «— B*
więc M/==B' czyli M T = B ,  to iest M T  iest średni
cą sprzężoną względem średnicy OM .

309. Odnosząc hyperbolę MAM' (lig- i/)5) do 
asymptot ON, ON'; gdy poprowadzimy przez punkt 
M gdziekolwiek na krzywey wzięty liniią prostą NN' 
do przecięcia asymptot w  punktach N, N' a krzywey 
w M i M'; części M N, M'N' tey linii zawarte mię
dzy krzywą i asymptotanu będą równe.

Aby dowieść tę prawdę oznaczmy przez x , w sp ó ł
rzędne punktu M, a przez x ', y  spółrzędne punktu 
M' w układzie asymptot i poprowadźmy przez M  
i M równoodległe od asymptot. W  tróykątaeh p o 
dobnych PM N, MCM'; iest

MM' CM ' r/M' —  q C  x — x _ x

M N  PM  PM  x  x
W  tróykątaeh podobnych P M N ',  MCM'; iest

M M' C M  <7'M ■—  q'C_ y—y __Y 

M 'j\'=  P M' P l  ”  y ~  y 
x  f

aże x y = x 'y ' (20/1), więc — — —  >
x  y  

C M M ' M M ' .
nareszcie M 1S = M  N .

M N  M'N' ’

Wystawiwszy sobie iż liniią NN' posuwa się ku 
punktowi O zostaiąc zawsze w  położeniu równoodle
głym od pierwiastkowego ; wniesiemy iż iey części 
MN, M N', zmieniaiąc się, są w każdem poło/.eniu li
nii ruchomey a więc i w ten czas równe sobie gdy 
punkta M, M' zeydą się w-ieden, co znaczy iż  czę
ści styczney zawarte między punktem dotknięcia i 
0symplotami są równe iak w §  ao^.



IV.  O równaniu polaniem hyperboli.

210. Z własności hyperboli, któreśmy dotąd pozna
li, nayznaczniejszą iest ta i/, różnica promieni wo
dzących równa iest osi pierwszey. Rozwiążmy teraz 
zadanie odw rotne: wyznaczyć liniią krzywą która by 
miała tę własność że różnica odległości, punktu na 
iey obwodzie obranego, od dwóch punktów stałych , 
byłaby ilością stałą i równą 2A.

Niech będą F, F' owe dwa punkta stałe, niech O 
(fig- będzie środkiem linii FF' którą naznaczy
my — •xc i zaczęciem osi spółrzędnych prostokątnych. 
Niech jM. będzie iednym z punktów linii krzywey , 
niech x, y ,  oznaczaią spółrzędne O P , PiYI tego pun
ktu, nareszcie z ,  z  odległości F M ,  F M . W edług 
założenia iest

z — z = 2 A (1).
W  trójkątach FM P, F'MP mamy

z * = y *  — c)%  z '* = y *  + ( x + c ) %, 
odciągnąwszy stronami pierwsze z tych równań od 
drugiego, wypadnie

z '1— z * = Ą c x , czyli (z '+ z ) ( z — z )= Ą cx
1CX

skąd z ' + z = — £—  (2)

Odciągnąwszy stronami równanie (1) od (2), otrzy
mamy

Wstawiwszy tę wartość z  w równanie które da iez%  
a wypadkowe rozwiązawszy względem y % otrzyma
my

c* —  A* 
y '— k*— c a+ — ^7—

tu c ' — A* iest ilością dodatną, albowiem F 'M — FM



«^FF' czyli z '— z < 2 C ,  czyli A < ĉ: naznaczywszy 
więc c ! —  równanie otrzymane przeydzie
na

B ’ , B ’
r  —  —  B ’ +  -p  » c z y l i j ’ =  —  — A ")

które oznacza iż liniią założoną maiąca własność iest 
byperbolą.

W edług znalezionego równania, potrafilibyśmy w y 
kreślić liniią krzywą i przekonalibyśmy się iż iest 
sym etryczną, i/, ma środek i dwie o s i ,  iedną rze
czywistą, drugą uroioną. Cbcąc się dowiedzieć czy 
limia krzywa iest wklęsłą czy wypukłą względem osi 
pierwszey, trzebaby naprzód znaleźć równanie linii 
styczney z krzywą, a za pomocą lego równania mo- 
źnaby okazać iż rzędna wszelkiego punktu styczney 
większą iest od rzędney byperboli gdy obiedwie rzę
dne odpowiadać będą iedney odciętey , ze przeto 
liniią krzywa iest wklęsłą względem osi pierwszey. 

a u .  Równanie

O równaniu polarnem hyperboli. a 15

cx

nazywa się równaniem polarnem byperboli: za iego 
pomocą iedną tylko połowę byperboli M AM ' (fig. 
147) i to z pewnemi zastrzeżeniami, które wnet po
znamy, można wykreślić.

W eźm y F za zaczęcie układu polarnego i uważay- 
*ny odcięte takie lak F P , brane w tym samym kierun
ku co dawne, za dodatne , a zaś FA maiące przeci
wny tamtym kierunek za odiemne. Zamiast odciętey 

czyli O P  wziąwszy O F  F P  czyli c + x  czyli 
c +  z.dw sv, gdzie z  oznacza FM  a v kąt PFM któ
ry promień wodzący czyni z osią O X , i naznaczywszy 
c

Ą ~ = e skąd c = Ae; przywiedziemy równanie do p o 

staci



A ( t —  e 2)

i —  e.dwsv
Ponieważ, e^>i, więc licznik —  A ( t — e")  iest ilością 
dodatną, a zatem trzeba dla v  dobierać takie warto
ści od o° do 4 oo°, Itóreby mianownik i — exlws'i 
a zatem i wartość z  uczyniły dodatnem i, z przy-1 
czyn któreśmy pod ellipsą wyłożyli (17 7  etc). W zią
wszy naprzód v = o ,  będzie dws\=^\, i 

, s = —  A( i — e).
Ponieważ w tym razie wartość z  iest odiemną, więc 
liniia krzywa nie ma żadnego pnnktu tey wartości 
odpowiadającego, iakoż liniia krzywa MAM' nie prze
cina osi za ogniskiem F. Ponieważ mianownik 
i — e.dwsv iest odiemny gdy v =  o ;  wniesiemy, iż 
takim będzie póty póki nie stanie się zerem, (bo ze
ro iest przeyściem od odiemnycb ilości do dodatnych) 
czyli póki nie będzie

T
dffsv =  —  

e

a tak od v = o  aż po tę granicę, odnoga M AM ' nie
będzie miała żadnego rzeczywistego punktu. Poznay-
Hiy co znaczy ta granica.

Przywróciwszy wartość e w o s ta t n e m  w yrażeniu;
A A

otrzymamy d w s v =  -  =

r>
" st*  =  a 

B
styczv—  5 

A
skąd widzimy iż ową granicą iest asymptota (ao4)> 
A  tak, ponieważ wartość dwsv iest naywiększą gdy

v = o ,  a naymnieyszą gdy dwsv—  — w przeciągu od-

iuG O równaniu polar nem



lemnycli wartości mianownika \— e.clwsv, w którymto 
przeciągu dws\ maicie czyli kąt v rośnie; mianownik

zacznie bye dodatnym w chwili w którey dwsy<  ̂—

czyli sty czY < \-,  czyli kąt v  większy od kąta które- 
A

1 A  ł- 1
go dostawa =  —  —  —  , czyli ktorego styczna

=  — , to iest od kąta który asymptota czyni z 
A.

osią O X : poczvnaiąc od tey granicy , promień wo
dzący z  przecina hyperbolę.

Daley postępuiąc gdy d as\= ro; kąt v  iest prosty, 
a promień wodzący prostopadły do osi O X  i równy 
połowie parametru, który nazwawszy p , wywiedziemy 
z równania polarnego następujące 

Z p = — A( i —je*) 
a zatcin polarne można wyrazić tak

hyperboli. a 17

"  1— e.dwsw 

Postępuiąc do A od v —  ioo° aż do vr=200°, kąt 
v  będzie rostwarty a dws\ odiemną, aże e.dws\<^ 1, 
więc mianownik iest dodatnym, wartość z  także do
datni} , a punkta wyznaczone są rzeczywistemi. Ta 
sntmi okoliczność służy dla przedziału od v =  200° 
do v = H o o °  czyli od FA do F/m'; w ostatnym razie iest 
dwsv= o  w przedostatnym d n 's\ = — 1, w tym więc 

z = F A = — A( r — e): 
taka iest wartość odległości FA ogniska od wierz
chołka A.

JSakoniec gdy v  stanie się ^>3oo°; dwsv będzie 
dodatną i takimie mianownik 1 —  e.dws\ aż do war

tości d(vs\ =  ~  która odpowiada drugiey asympto*

28



cic: za t/j granicą ilość e.dwsv stanie się ^>i , mia* 
nownik odiemnym, promień wodzący nieskończonym.

Tym  sposobem wykreślimy odnogę MAM' linii krzy
wey.

2 12. Aby znaleźć równanie polarne na wykreślenie 
drugiey odnogi hyperboli , przemieniemy równanie 
zwyezayne

A * y — B ' x ' = — A*B* 

na polarne, biorąc F za poi a kąt v od zera czyli od 
położenia promienia FM  na osi F X  do v = / jo o °  , i 
założywszy (83)

x = c + z  divsv, y— z wslv
wypadnie

(A %wst*v— B *dws*v)z*

— 2B*c dw.rv.z— B * ć * = — A 'B *  
lub, naznaczywszy c z— A * = B * ;
( A * — c*.dws*\)z*— 2c(c* — A dwsv-z— ( c *— A ‘J ' = o  
skąd

(c*— A *)(c.dw s\+k ) __(c *— \*yc.dwsv— A)

z  A *— c*dws*v ’ A 1— c*.dws*\

aże A *— c*.dws*y —  [e.dwsv—  A ) ( c i ( 0 v + A )  
c* —  A* c* — A 1

więc -  ^ — c.dwsv' Z A +c.dw s\  

c
czyli, naznaczywszy —  =  e lub c ~ k e\

A ( i — e*) __ A (i  —  e*)

~ i — e.dwsv’ i -{-e.dwsv 
Pierwsze z tych równań , iest to samo któreśmy roz- 
trząsnęli i służy do wykreślenia odnogi MAM'; dru- 
gie, iak się zaraz przekonamy, słu/.y do wykreślenia 
drugiey odnogi odnoszoney do tego samego ogniska 
F  względem niey zewnętrznego.

a 18 O równaniu pblarnem



Naznaczmy w niem naprzód \ = o ,  czyli ć/fł\fV — i, 
a wypadnie

z = A (  i — e).
Ponieważ e > i  więc ostatna wartość z  iest odiemną
i odnoga krzywey nie ma żadnego rzeczywistego 
punktu na osi OX. od F ku X . Okoliczność ta z a 
chodzić będzie póty póki mianownik i +e.dwsv  bę-

1
dzie dodatnyin , to iest aż po wartość dws\ = —  —  

A/.e w poprzedzaiącym paragrafie znaleźliśmy granicy

dws\ = — , tu zaś dws\ — --------; wiec tamten kąt iest
e e

spełnieniem kąta tego tu , to iest w obecnym razie 

dws\ = — —  odpowiada asymptocie (fig. 1^7) O R  

iako granicy.
Nazwiymy v' kąt R O A  , v kąt R O A  czyli R OA ; 

będzie v ' =  a o o ° — v skąd v=:200°— v', drugą gra
nicą punktów rzeczywistych będzie v' +  R 'O s ' czyli 
a o o ° + v  czyli 4 00°— v\ t°  *est druga asymptota O S :

1
a tak między OR' i OS' czyli między v ^ =  —  —  i

v = / jo o — v' zawarte są punkta rzeczywiste hyperbo- 
Ii. wszelkie zaś inne sa uroione.* c

hyperboli. a  i g



2 2©

R O Z D Z I A Ł  T R Z E C I

O P A R A B O L I .

I O paraboli uważanej pod względem na oś.

2 1 3. Równanie paraboli odnoszone do osi spÓT- 
rzędnych prostokątnych poczynających się w wierzchoł
ku a z których iedna przypada na osi tey linii krzy- 
wey iest

y * = ip x  (fig. 5()) 
gdzie 2p  oznacza parametr M 7?/, czyli, i a k wiemy, 
rzędną podwóyną przechodzącą przez ognisko F. 
Znamy tak/e główną własność paraboli, iż iey od
noga M O m' ciągnie się tylko w iedną stronę i że 
poprowadziwszy liniią B L  prostopadle do B X  w od
ległości BO = :  OP którato hniia zowie się kierowni
cą , daley z punktów M , IM' spuściwszy prostopadłe 
M Q , M 'q na B L  a do F poprowadziwszy liniie IMF, 
M 'F iest M F = M Q ,  M 'F = M '^ ,  czyli M F = B P ,M 'F = B F

( i o i ;.

Dowiedziemy teraz źe parabola iest ellipsą nieskoń
czenie wyciągniętą (fig. i 4 Ĵ* Równanie ellipsy o d 
noszone do parametru i do csi spółrzędnych pro
stokątnych poczynaiących się w  wierzchołku iest 
( i o i ) .  '

px*
y* =  2p x ------- —

przypuściwszy w ięc iż oś wielka A powiększa się bez 

Px 1
granic, ułomek — będzi e malał, stanie się zaś ilo

ścią nieskończenie, małą gdy oś A stanie się nieskoń



czenie wielką : w tym ostatnym razie ellipsa nieskoń
czenie wvciaenieta a iev równanie iest* c o c e  J

y * = . i p x .

2 1 4 .  W idzie liśm y ( i o t )  iż  znayduie się na pła-  

sczyźnie paraboli punkt zw any ogniskiem, którego  o d 
ległość od wszelkiego punktu tey krzyw ey iest w y 
rażona spófmiernie w funkcyi x .  T eraz,  aby się d o 
wiedzieć , c z y  ów  punkt staiy znayduie się  konie
cznie w ognisku, czy  leż  są na płasezyźnie paraboli 
*nne iescze punkta z taką samą własnością, przedsię- 
Weźmy znaleźć analityczni^ taki punkt, któregoby odle
głość od wszelkiego punktu linii krzyw ey maiącego 

odciętą x  była w yrażon ą spółmiernie w funkcyi x.
Niechby takowy punkt b y ł y 7(fig. 1 4 9 ):  ozn aczy

wszy lego spółrzędne przez x \ y \  spółrzędne zaś pun
ktu M  przez x, jy4 iest.

M F 2= ( # — x)*-Ą -  ()'— y 'Y  
czyli, rozwinąwszy drugą stronę, a w ziąw szy  za r*  i 
J ,  wartości o.px 1 \ / { 'jp x ) ;

] Y l/ * = a :* — i x x  -\-x* -f-’ip x — 27-1/(2p x ) + y "  
Aliy kwadrat z M/, b y ł  iiością spólmierną, musi być 

o, w tym razie równanie poprzedzające zamieni 
się na

M F • — x 2— 2 x x  -t- 2p x + x *  
skąd M F = ±  v/ ( # * — i x x '+ 2 .p x + x r).
Szukany pierwiastek znaydziem y

x + { p — x )
1 resztę drugą — p * +  o.px, którą zrównawszy zero, 

otrzym amy w arunek pod iakun wartość dla M F * bę

dzie zupełnym  kwadratem; znaydziem y tym sposobem

x  =  — , a zatem 
2

M F =  # + - £ - •

Z  d w ó c h  z n a k ó w  w zię liśm y d o d a tn y ,  p o n ie w a ż  w a r 

O paraboli 221



tość M F  ma hyc bezw zględnie  dodatną , a tak ieden 
tylko i to w ognisku znayduie się p u n k t z zapowie
dzianą! własnością.

21 5. A b y  w ykreślić parabolę maiąc dany parametr

ap ,  (fig. i 5o) w eźm iem y B O = O F : = r - y -  i punkt O

będzie w ierzchołkiem  p a ra b o li , z punktu P  któreg o

kolwiek osi O X  w yprow adzim y prostopadłą P M  , 
promieniem B P  z punktu F  przetniemy i.j, punkt M 

tak w yznaczony , będzie iednym z punktów paraboli,

iest bowiem  F M = B O +  O P = —  +  x :
2

W e d łu g  teyźe własności m ożna w ykreślić  parabo

lę za pom ocą węgielka i prawidła. Niech B R  (fig
l a  i)  oznacza p raw id ło ,  E Q R  węgielek. W e źm ie m y  
nić E M F = Q F  i utw’ ierdzimy ieden z-iey  końcoW 
w ognisku F, drugi w rogu E  węgiełka. T o  wykona

wszy , posuw ać będziem y w ęgie lek  w z d łu ż  prawidła 

od B do R i p rzytrzym yw ać nić o łow kiem  przy Q F :  
zakreślona tym sposobem liniia k rz y w a  O M  będzie 

parabola, iest bowiem względem  wszelkiego iey p u n 
ktu M F — M O .

2 i 6. Z a d a n ie . Z n a le ź ć  równanie linii sty c z n e y  z 
parabolą.

Rów n an ie  linii prostey przecinaiącey parabolę 

d w ó ch  punktach których  spółrzędne ozn aczym y przez

x \ r' i x'% /'» »est
f — y " , 

j — j-  =  s

A b y  w yrazić  iż ta liniia ma dwa punkta spólne z pa* 

rabolą  wstawimy w -iey  rów nanie, i p x  i o . p x za y ''  1 
y " 1, będzie naprzód

" —  -r  ’ ~~ r "% _  °P(X'—  ^
) J r  +  f  ~~ r  '+  f

O paraboli uwaiancy



t  —  y"
skąd — --------- 7 - =  „7 a zatem równanie

x  —  x  T +  y
założone przeydzie na

V  ✓
r  =

gdy dwa punkta o których  m ów im y zeydą się w -ie-  
den przez obrót sieczney około iednego z tyc h  p u n 

któw, będzie x ' = x " ,  y — y " ,  sieczna stanie się sty
c z n ą ,  rów nanie więc styezney iest

y —y  =  j  ( * — * ' )

lub j y '  =  /?(.r+.r ')

Aby dowieść iż styczna ieden tylko punkt ma spoi
ny z parabolą rozmnożymy strony ostatnego równa
nia przez a i odciągniemy ie od stron równania 
y * ~ z j j x \  wypadnie

/ z— z j y ’= — * p x ,  czyli (y ’— y Y ~ y ' — o p x  

poniew aż tu ilość j r z —  ap x  , iest dodatną, a y  i x  
są społrzędnemi punktu któregokolwiek styezney o -  

prócz punktu dotknięcia; wniesiemy iź  wszelki punkt 

styezney oprócz punktu dotknięcia iest za obw odem  
paraboli,

a 17. A b y  poprow adzić styczną do paraboli od p u n 
ktu za iey obwodem danego , trzeba, oznaczyw szy 
przez x " , y"  spółrzędne punktu danego , przez  x ,  y  

spółrzędne punktu dotknięcia, rozwiązać dwa rów na
nia

y  *— : p x \  y y — p ( x " + x )  
dla wyznaczenia niewiadomych x  i y .  W  tym zam ia

rze w e źm iem y wartość p x '  z drugiego  i wstawimy ią 
w pierwsze: wypadnie

y  *= a y " y — 2px" 
n zotem y '~ y ' ±  V'(y"*— ipx"')
Stąd wniesiemy i ° : i e ż c l i  / ' * — a o ^ ' m o ,  punkt da

pod względem na oj. aa3



2^4 O paraboli uwaianey

n y  znnyduie się na paraboli: 2 0 ieżeli y '*—  i p x '”^>o 

punkt iest za parabolą 1 w tym razie m ożna popro

w adzić dwie styczne do paraboli:3° ieżeli y " %— 2p x  K .°\  
punkt iest wśród paraboli, a wartość y  u ro io n ą ,  c zyl i  

od tego punktu me m ożna poprow adzić  styczneydo 
paraboli.

2 18 . W zią w szy  y = o  w  rów n an iu  styczney , wypa
dnie

x = — x '  czyli O P = Q T  (fig. i 5o) 

skąd widzim y iż punkt O  iest środkiem podstycznev 
P T ,  czyli iż podstyczna równa i< st podwóyney odcię

tey OP. W e d łu g  tey własności paraboli można po
prow adzić styczną do tey linii krzywey przez punkt 
na iey obwodzie dany.

2 1 9 .  Z  równania linii styczn ey z parabolą

P  f
r—r i?—*)

w yw iedziem y równanie normalney

f  , 1 s
y — r — — —  \ x — x )

220. W z ią w s z y  y = o  w rów naniu normalney, w y
padn ie

x — x ' = p ,  czyli PN = y>  

to iest, p o d n o n n a ln a  ró w n a  iest połowie parametru. 
W e d łu g  tey własności można poprowadzić styczną do 

paraboli przez punkt na iey o b w o d z ie  dany.

2 2 1 .  Poprowadziwszy w paraboli dwie liniie, iedną 
od punktu dotknięcia do ogniska , drugą przez tenże 
punkt dotknięcia równoodległe od osi ( ) X  , te dwie 

liniie czyn ić  będą ze styczną kąty rów ne i f̂ig. i5

M am y bowiem F M = ^ ' +  F T = O T + O F = = a : ' - t - ^ '



% i ę c F M - F  l\ n zatem F M T = F T M  aże F T M = F M f ,  
więc F M T — F'i\U.

W edług-  tey własności paraboli m ożna poprow adzić 
styczny do tey krzyw ey przez punkt G  dany za iey 

obwodem. Promieniem G F  z punktu G  zakreślimy 
'luk i przetniem y kierownicę w  punkcie L  , z punktu 

L  w y p row ad zim y  prostopadła L M  do BL; punkt M , 
w którym L M  przetnie parabolę, będzie punktem do
tknięcia, iest bowiem w tym  razie kąt T M F = / M F ' .

222. Pon iew aż ta ostatną własność paraboli m i  
podobieństwo z własnością odpowiadającą ellipsy; uwa
żają punkt F' w m eskończoney wzięty odległości za 

drugie ognisko paraboli. G d y  zatem przez JV10//1 
rozum ieć będziemy zwierciadło paraboliczne, światło 

padaiące z punktu F po FM na powierzchnią zw ier
ciadła , odbite się po M F' i w tym kierunku m oże 

b y ć  widziane z nieskończoney odległości.

I I .  o  p a r a b o l ! 

uwazaney pod względem na średnice.

2 i 3. Średnica paraboli , tak iak innych liniy 

drugiego rzędu lila tę własność iż, ieśli którąkolwiek 
z cięciw więc i wszystkie inne cięciwy od pierwszey 

rów noodległe  , dzieli na d w ie  równe części. O  tey 
prawdzie przekonamy się bezpośrednie, gdy rozw ią

żemy iiastępsnące zadanie : co za liniia łąc zy  śro 
dki cięciw rów noodległych paraboli.

Równanie linii prostey M M '  (fig. 1 53) iest 

j = a x '+ b
Aby znaleźć punkta w których la liniia przecina p a 

rabolę, wstawimy ax +  b za y  w równanie p a rab o li 

¥*==ipx i otrzymamy
a ’  x x -\-‘xabeG-\-b%2=.'i.px

pod. względem na oś. i  a 5

*9



o(ab— / A r  b x 
czyli x ' - { - -------- -— — -ł- —  —  o.

J a- a
O2nar7.yw.s7y przez x  odciętą środka M cięciwy M M  5
przez x  , x  od< lęte iey końeow JM' i M czyli j>ier-
\\Kistki równania stopnia drugiego, będzie

x Ą - x ' a b—p
-------------  czy li x  —  — ------—  :

2 a x
wstawivszy tę wartość "w równanie y  : =  a x  -J- b linii 
M'M", wypadnie wartość rzędney środka M

* y = ~  —  *

ten wypadek iest równaniem linii prostey równood
ległe)' od osi <)X, a zatem liniia łącząca .środki cię- 
ciw 1 ównoodległych paialudi ust prostą, równoodle
g l i  od osi OX. 1 oddaloną od zaczęcia O długością 

P
równą —p

22 j . Aby zamienić układ •oółrzędnych prostoką
tnych paraboli na układ spółrzędn\ch ukośnych, w 
ktoryinby równm ie ti*y Lilii krzywey tęż samą mia
ło postać, wsław iiny za y , x  ich wartości (5 i, 2") 

T— b + y  .it sta +  x ' u s/a, x= u -\-y  dw sa+x.dw sa  
w równanie ^ ’ =r2/jx i otrzymamy

wsi ’ a ./ 7 iw slaw slax y  +  wsi * a.x * -+- 
-\ b* —  2 ap +  2 [b wst a —  p dwsa)/  -h 
+  -i.{b.wsla—p.dwsajx '— o\ 

założymy równania
wst a wslazzz o, wst ’ a = o ,  
b wst a — p. dwsa— o b5 —  o.ap—0 

i równanie paraboli zamienimy na

y  = — —  r .
Wst a

D rugie  z ró.ynań warunkowych oznacza iż nowa oś

aa6 O paraboli uważanej1



? *  (fis- 15/0 mu b yć  równoodległy od O X , atak 
średnica paru boli iest równoodległy od osi: dwa inne

b ’ — 2 (rp, stycz a =  —■

oznacznia, pierwsze iż zaczęcie nowego układu ma być 
na paraboli, drugie i/, oś O Y ’ iest stycznrj z parabo
lą w punkcie nowego zaczęcia (2 16'.

Naznaczywszy —  P  i opuściwszy kreski, ró*

wnnme paraboli odnoszone <lo średnic, będzie
y*—  ip 'x.

A by znaleźć wartość parametru i p ,  wywiedziemy z

. Prównania s ly c z a ~ - r  następuiijce

P*wsi* a

pod względem na średnice. 227

P " +  b% ' 
czyli, dla tego źe b*= iap\

P '
WSt'OL  =  --- ----- -

p-b  2 a

więo P -  JL f * = p  +  2* » +  t )

P
f*ze a +  — • oznacza odległość ogniska od punktu

paraboli którego odcięta c=r a  ( 2 1 5 :; więc parametr 
średnicy równy iest poczworney odległości ogniska 
od zaczęcia średnicy.

S t jd  wnies-emy źe aby wykreślić parabolę gdy pa
rametr średnicy i k i t  pochyłości rzędnych s.’j  dane, 
wykreślimy naprzód parabolę na średnicy iako na osi 
według danego | arametru, a potem naclivlimv rzędne 
Wediug danego k;jta nie zmieniwszy ich długości.

a a5. Z resztą  równanie linii styczney z parabolą



O równaniu

odnoszoną do średnic i wyrażenie podstyczney bęrli| 
miały tęź samą postać iak w § §  ai(>i a 18.
Aby w ięc poprowadzić styczną do paral)oli przez punkt 
M dany na obwodzie (fig. i6/|) trzeba poprowadzić 
rzędną PM  równoodległe od O  Y  , wziąć ( ) T = Q P ,  i 
poprowadzić przez punkta T  i M  limią prostą,  a ta 
będzie styczną.

III. O równaniu polarnem paraboli.

aa6. Równanie znalezione w §  a i 4

z = = x +  ~  (i )  
a

iest równaniem polarnem paraboli. Tfnzwiymy v  
(fig. i 55) kąt który promień w odzący z  czyni z o - 
sią O X , weźiny ognisko F za zac/.ęcie odciętych a z 
tych  uwazaymy za dodatne te które się brać będą 
od F ku X , nazwiymy x  odciętą F p  punktu M: bę

dzie O P — O F + F P =  ----- 1- x  czyli x ~ —  +z.dw s\.
a •' a

Wstawiwszy tę wartość x  w za ło żo n e , otrzvmamy 
I'ownqme polarne paraboli w zwyczayney postąci. 

s =  P
\ —  dwss

Aby ie znaleźć, zaczęliśmy od naymnieyszycb war
tości kąta v. Wziąwszy v = o ,  wartość z  iest nie
skończoną i parabola nie przetnie osi O X  w-innym 
punkcie oprócz punktu O. Jakąkolwiek weźmiemy 
wartość dla v , promień wodzący wypadnie zawsze 
rzeczywisty: im zaś większą weźmiemy, tym mnieyszą 
będziedwsv, zatem tym większym mianownik i — dws\, 
a tym mnieyszym promień z. Gdy v = : i o o 0 czyli gilv 
promień z  weźmie położenie prostopadle Fm do osi 
O X , będzie z —  połowie parametru — p. Od v ~ i o o °



J

polar nem paraboli, a ag

do v=r3oo°, iest dwsv odiemny, a równanie polarne 
w tvm przeciągu iest

P
z  = . — ;----;— —

I +  UiVSV

Pod tą postacią używane bywa w ogólnych przvpad- 
lach. Między v = 3oo° i v = 4oo° ma znowu postać 
poprzedzającą.

Można wywieść równanie polarne paraboli z polan 
nego ellipsy (176 )

o

~ 1 -\-e.dwsv 

wziąwszy w niem e = l .  Jest bowiem e = ----- ---------

I
—  — ] ,  więc w paraboli e = i  dla tego źe

A = ~ .o

a ‘27. Aby wyprowadzić równanie polarne paraboli 
ze zwyezaynego y ’ — ipx;  weźmiemy spólrzędne po
larne z i v zamiast prostokątnych j ,  x. Oznaczy
wszy spółrzędne polu przez x\ y; będzie (83) 

x — x  -t-z.cfasw, y = y  + z .» ’st\ : 
te wartości dla x , y  zamienią równanie y*-=.ipx  ,
11 a .

u’s l ’ x.z* +  i^y u’s/v— p.dws\)z-\- 
+  y *— ipx'==o (1).

Obrawszy poi na obwodzie paraboli, będzie 
/ *  —  ap x  =  o, 

w tym razie wartości dla z są
-3.tp.dn <s\— f .  wsi v)

Zr=r0, Z = ----------- — -------- —
WSl \

Gdy druga wartość z stanie się zerem, promień wo
d zący będzie stycznym z parabolą; w tym razie z ró
wnania



p . dwsv— y  .wsi v = o  
wywiedziemy

Pslycz\ =  —7 (jak w 216).

PWziąwszy poi w ognisku, hędzie j ~ o ,  x ' =  •——

a równanie (1)  zamieni się na
wsi * v  z  * —  ->.p dws\. z = p  *

p  dwsv ±  p*dws*x +  p*.wst*v)
wiec z  = --------------------- 1----------------- -----------

wst * V
. .  D .^ U ’J V + O  I -f-f'/ lP .fv ')

a V  ̂j 4 -  Uws\) { I — clws'i)

czyli z —  — — 7-----
1 —  dwsv

iak w poprzedzającym §.

a3o O rów: poi: paraboli



D Z I A Ł  T R Z E C I

PRZYSTOSOWANIA POPRZEDZAJĄCYCH T E O R Y T .

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y .

O ogólnym sposobie prowadzenia stycznych do 
limy drugiego rzędu.

228. Sposób pierwszy. Aby wyprowadzić równa
nie Inni, htyrzney z którąkolwiek linną drugiego rzę- 
du, zrównania slopnia drugiego z dwiema zmienne- 
mi

k y ’  -+- Cx* +  D y +  E.«+ F = o  (1 ); 
wystawimy sobie liniią prostą któraby przecinała krzy
wą w dwoi li punktai li: oznaczywszy pr/ez x ,  y  i 
x '  , y ' spółrzędne tych punktów brane w układzie 
osi prostokątnym, równanie sieczney będzie

y  —  t  ,
r—r  =  (*-*).

Aby wyrazić okoliczność spólności dwóch punktów 
sieezney i k r z y w e y , wsławimy w to równanie za y\ y" 
Wartości ty ch  rzędnych wzięte z równań

~Ky 74 - \\x'y+ C x* +  D / +  Ł.z/+ F = o ,  
Ay"* +  Bx"y"-{~G.v'*- ł - D / '+ E . r ' ' +  F— o.

W  tym razie dość iest znaleźć wartość ilości y — y"
1 dla tego odciągniemy stronami ostatne równanie od 
poprzedzającego, a uwaźaiąc iz x y — x 'y '— y '(x — x ") 
•+-x '(y '— y"), otrzymamy



O sposobU

A (f  * — f  * ) + B[/Y x '— x") + x " ( y  —- y")] +- 
-+-C(x *— x  *) — y ")+ E Kx — x  )= o

sk;jd wypadnie
, „ — B y ( x — — C ( f  ! — . r 1 ! —li( x — x") 

r  y —  A ( y + y  H  15f  -hL> " ”

wstawiwszy tę wartość y — y"  w równanie sieczney, 
otrzymamy

r ~~r==~ ~ A (f-{-y ') +  V,x +  i)

Gdy sieczna, obracaiijc się około iednego zdwóch pun
któw wychodzić będzie z lmii krzywey; dwa ow e punkta 
zbliżać się będą do siebie, a gdy się zeyd.j w-ieden, 
sieczna stanie się s ty cz n y :  równanie więc styczutyv 
wziąwszy w ost'itnem x = x " ,  y = y ”, iest

B r +  2 C x  -t- E
r - r = -  W + ^ r + i)  <*-*) W

W  tern ogólnein styczney równaniu, licznik drugiey 
strony iest sumin^ wyrazów w równanie ( i )  wcho
dzących. tam zawieraijjiyiłi x , tu podzielonych przez 
x; inianowink z;iś iest summ;} wyrazów w równinne 
( i )  uchodzących, tam zawieiai./cych y , tu podzie
lonych przez y , z tern zastrzeżeniem iż drugi wy rat 
tak licznika iak mianownika ma być pomnożony 
przez i .

We.ling tego prawidła , równanie styczney z liniią 
drugiego rzędu danego przez równai,ie 

i x ’—5 x y — ~y*— 3x — Ą y = 5'f
iest

i i 9. Z  równania ogólnego ^2) wywiedziemy ró-- 
w na me styczney cio któreykolwiek linii drugiego rzęJ 
du odnoszoney do środka i osi



i W  hole iest A = f , C = r r  , B — o , D = o ,  E = o  : 
równanie więc styczney z kołem iest

CC

a° W  ellipsie iest A ^ A ^ C ^ B * ,  B = t r , , D = o ,  E — o, 
równanie więc styczncy z ellipsy iest

B*x
y— y ~ —  - p —  (X— X)

3° W  hyperboli 0 = — R ’ a reszta iak w  ellipsie, ró
wnanie więc styczney z hyperboL-j iest 

Wed
f — r  —  - j r p  {x— x )

4° W  paraboli A =  i ,  E = — o.p, B = o ,  C = o ,  D = o ,  
równanie więc styczney z parabolą oclnoszon.j do 
wierzchołka i osi, iest

/ - /  =  7

Odnosząc liniie krzywe do układu osi równoodle
głych od osi liniy krzywych; trzeba, oznaczywszy przez 
K , 6 spółrzędne środka limy krzywych, w równania 
p o p rze d zan e  wstawić x — a, x —  a, y — 6 ,  y  —  6 za 

x'\ y, y: w tym więc razie równanie styczney 

x  —  a
z kotem iest, j — -g (x— x )

, B ’  X —  a 
z elhpsą y ~ jr — — *gt- p — - (x — x )

t x — a
2 nyperbolą y — y =  —  7  {x— x')

z parabolą y— y —  — -  (x— x').

a 3o. Ponieważ w równanie (a)  nie wchodzi llośó
3o

prowadzenia stycznych. a 33
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F  znayduiąca się w równaniu ( i ) ,  wniesiemy i/,, na- 
daiąc różne wartości dla ilości F a nie zmieniaiąc 
A, B, C , D , E  , równanie (2) styczney zostanie to 
samo dla każdey linii krzywey różnie według rózney 
wartości F  wy kreślone}', czyli wszystkie te liniie krzy
we będą miały spoiną styczną ('fig. 156).

231. Sposób drugi oparty n a teo rji pierwiastków 
równych. Równanie linii prostey f̂ig. i 5^) AB od
noszone)' do uklad u osi spółrzędnych prostokątnych, 
iest

y — ax +  b ( i ).
Niech ta liniia przecina w dwóch punktach krzywą 
którąkolwiek drugiego rzędu daną przez równanie 
ze zmiennemi x ,  y:  wyznaczymy naprzód odcięte 
O I\  O F ’ owych dwóch punktów wstawiwszy w równa
nie krzywey wartość y  ( i ) ,  i rozwiązawszy ie wzglę
dem x\ wyznaczymy zaś rzędne M P , M P tych pun
któw wstawiwszy dwie znalezione dla x  wartości w 
równanie ( i) .

A by  liniia AB z sieczney stała się styczną , musi 
styczna trygonometryczna a i odległość b czyli O A  
przybrać stosowne w artości,  dwie zaś wartości dla 
x  muszą stać się sobie równe czyli punkta M, M' 
zeyść się w-ieden punkt. Gdy więc w równanie linii 
drugiego rzędu

Ay* -1- B j r + C = o ,  (2,) 
którego spółczynniki B , i G zawieraią x  , wstawimy 
wartość y  wziętą z równania (1)  a otrzymane 

A (ax+ b)  ’ 4- B (ax+ b, 4- C = o  
przywiedziemy do postaci

A'x + C'— o 
którego spółczynniki A', B', C' zawieraią ilości szu
kane a i b, to ostatne równanie musi mieć dwa pier
wiastki równe.

Wiemy z Algebry iż bytność tych pierwiastków ró-



wnyeh zawisła od bytności spólnego dzielnika mie
dzy polynomami

A ^ + B ' ^ - f - C ’ i 2 A '.r+ B '  (N) 

postać zaś tego spólnego dzielnika będzie x —-a. Aby 
go znaleźć podzielimy pierwszy polynom przez d ru 
gi, i doydziemy do reszty drugiey w  postaci 

F (a , b).
lo  wykonawszy, założymy równanie 

F (a, b)— o (4),

i wyznaczymy ieduą z niewiadomych, na przykład a 
w fuukcyi b, weźmiemy da ley dla b wartość dowol
ną, nakoniec, wstawiwszy wartości a i b w  równanie 
( i ); otrzymamy równanie styczney z liniią drugiego 
rzędu: wstawiwszy ie zaś w polynomy (N) , drugi 
aA'a;-|-B, którego postać iest

f '{a, b)
M{a, b )+ t '(a , b), lub x +  ■;

i\a, ut
mieścić się będzie zupełnie w pierwszym, czyli hędzie 
spólnym dzielnikiem polynomow (N).

Spólrzędne nareszcie punktu dotknięcia znaydziemy 
za pomocą równania ( i )  i

{'(a, b)
*  +  - c)  ■ =  o (3) i(a, b) K 1

a te będa
f -ra , b) T f ‘ (rt, i )  

b / r ~ ~  ą a, ć)  h

<° Jeżeli styczna ma przechodzić przez punkt linii 
krzywey którego spólrzędne dane są a;’, y ;  rów na
nia

f'(a , b)
x' +  —7.----- r r = o ,  y = a x '+ b

t\a, b)
posłużą do wyznaczenia niewiadomych a , b w lun-

t

prowadzenia stycznych. a35
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kcyi x ‘ i y: poczem wstawiwszy znalezione wartości 
a i b w równanie ( i ) ,  to przybierze postać

r — / = < ? ( * ' ,  y ) (x — x )
(gdzie yfx\ y) wyraża wartość a) i należyć będzie 
do styczney.
2° Jeżeli a i b $<•} wiadome a w równanie (2) wcho
dzi dość stała niewyznaczona r; wyznaczymy tę ilość 
r za pomocy równania F [a, b )~ o  w którem znaydo- 
vtać się będzie, tak zaś wyznaczona wstawiwszy w ró
wnanie (2), to oznaczać będzie iż liniia krzywa sty
czny iest z prosty dany.

232. Przystosuiemy ten wykład ogólny, naprzód do 
stycznych z kotem.

Równanie linii prostey iest j  =ax-Ą-b  ( r)  
koła y* ~\-xx= r x (2).

A by znaleźć spółrzędne dwóch przecięć linii prostey 
z okręgiem wstawimy w-iego równanie ax-\-b za y
i otrzymamy

(1 +a*^x* +  ia b x = r * —  b 1 : 
utworzymy równanie wynikłe

(1 -\-a*)xĄ-ab=o  (3) 
odpowiadaiące równaniu (3) poprzedzającego § ,  doy- 
dziemy , smkaiyc spólnego dzielnika polynomow 
(1 + r t I) ĉi '+- iabx-r~{i'x —  b*) i 'K\ a *)x -ł-a b , do 
reszty drugiey i, tę zrównawszy zero, otrzymamy ró- 
wnauie

r '[i-\-a ’ )— b * = o  (4).
W  przystosowaniu czterech równań ( 1 ) ,  (2 ) ,  (3) ,  (4) ; 
cztery inogy być przypadki zadania* 
i °  Gdy kyt pochyłości linii styczney do osi O X  lub 
iegó styczna a, tudzież promień r sy wiadome; znay
dziemy za pomocy równania (4) 

b-=zrv'{\ + « * )
i równanie linii styczney z kołem będzie 

y = a x + r v/( 1 ').



Wstawiwszy wartość b w równania ' i )  i (3  ̂ otrzy
mamy spółrzędne punkta dotknięcia.

prowadzenia stycznych. 4^7

ar
x  =  —  — ~— : y~-

l / ( i  +  «*')’ l / ( i +  a x)
2°, Gdy wartość dla b i r iest dana, otrzymamy za 

pomocą równania (Zj)
l/ ( b ’ — r*)

a

a zatem równanie stvczney iest
l/ { b '— r ')

y = x ----------------- 1- b
J r

spółrzędne zaś punktu dotknięcia s.-j
r\/(b*— r* ) r*

*  _  _  -  , y = r p

Aby wartość a była rzeczywisty, musi być b r :  to 
iest, punkt w którym styczna przetnie oś O Y  pow i
nien być za okręgiem koła , w którego środku iest 
zaczęcie spółrzędnych.
J°, Gdy spółrzędne x ,  y  punktu dotknięcia są da
ne, wstawimy ie za x , y  w równania ( i) i ( 3), w 
zamiarze wyznaczenia niewiadomych a i b: tych zna* 
lezione wartości

x  , x ’
ci-==z—  b = y  -f- —  x

y  y
wstawiwszy w rów: ( i ) ,  wypadnie równanie styczney

y—y = —j  ( * — * ' )

2 kołem którego promień r = \ / ( x 'x + y x),
Niech na przykład będy spółrzędne punktu dotknię

cia x = i ,  y =  2. Promień koła , stycznego z liniią pro
stą w punkcie naznaczonym, będzie \ / ( ix-Ą- i ) = i / 5  

wyznaczenie niewiadomych a i b mamy według 
równań ( i )  i (3) dwa następuigee



<x=a-hb, i -t-a ' -hab— o 
z których wywiedziemy a — — *, b = l .  W edług tych 
warunków poprowadzimy liniią prosty, a z punktu na 
niey danego wyprowadziwszy prostopadłą = 1 / 5 ,  z-iey 
zaś końca drugiego iiko ze środka promieniem =  i/ 5  
zakreśliwszy koło, to będzie stycznym z liniią prostą 
w punkcie naznaczonym.
4° Gdy wartości a i b są dane, a trzeba wykreślić 
koło styczne z liniią prostą daną przez równanie 
y = a x  +  b , znaydziemy naprzód w edług równania 
(Ą) promień

b

'  ' i / ( i  -H a ”) 

według zaś równań (r)  i (3) spółrzędne punktu du- 
tknięcia

2 38 O sposobie

x —  i + a * ’ r i - h a * '

a 33. Powtóre do stycznych z ellipsę.
Równanie linii prostey iest, y — axĄ-b  ( i )

ellipsy A.*/* -ł-B*;r*:=A*B*: (a)
w  to drugie wstawiwszy wartość y  wziętą z pier
wszego, wypadnie

(A*a * +  K.'abiX+h.^fb*— B * ) = o .
Aby to równanie miało pierwiastki równe; pierwsza 
iego strona i wynikłego

( A ’ rt’ + B * ; . r + A * « £ = o  (3) 

muszą mieć spólny dzielnik. Szukaiąc tego spólne
go dzielnika, doydzieiny do reszty drugiey która zró
wnawszy zero, otrzymamy równanie 

A ’ a* +  B*— b* = o  (4) 
od którego będzie zawisł wyrażony warunek. Ró • 
wnania (\) (a) (3) (4) służą na cztery przypadki 
zadania.
i°  Gdy a iest dane, mamy z równania (4) 

b— \/(Kxa '-hK ')%



Więc równanie styczney iest
y=ctx-\- i/( A 2 -t-B1 ).

Za pomocą równań ( i )  i (3) znajdziemy spólrzędne 
punktu dotknięcia

— S.’ ab B *b

X =  T v T b 7 ’ 7 A* a* H- B* * 

G dy Łat który liniią dana czyni z osią O X  i e s t = 5o°, 
będzie r t = i  a zatem równanie styczney iest 

y = x +  v/(A*-J-B*).
Aby wykreślić styczną naznaczymy, w-iey równaniu, 
‘T = o ,  (fig. 1 58) skąd j '= ; \ / ( A 2H-B2) =  D C  , i we
źmiemy O E  —  D C - Naznaczymy daley y =  o  skąd 
x̂ =z— i / ( A ' + B * )  i weźmiemy O F — O E ; liniią FE 
będzie styczną, z ellipsą, przecinającą oś O X  pod ką- 
t e m = 5o°
a° Gdy b iest dane, znajdziemy za pomocą równa- 
nia (4)

l/ ( b *—  B*>
a —  ■— ;------------ '

A

•i zatem równanie styczney iest
\Z(b’ —  B a) 

y = x  ------- --------  +  b.

Aby wartość a b jfa  rzeczywistą , musi być b ^>B , 
to iest punkt w którym styczna przetnie oś O Y  mu
si być za ellipsą. Znajdziemy nareszcie spółrzędne 
punktu dotknięcia, za pomocą równań ( i )  i (3)

_ — A i/(b*  —  B*) a>_ B *  
x  -  , y —

Ponieważ wartość y  nie zawiera A wniesiemy ź e , 
Wykreśliwszy ellipsy (fig. 169) liM A, DMA', BM"A", 
bJVl'"A'".. na spólney osi OB różniące się tylko osia- 
1,11 OA, OA' , OA".. i z punktu D wziętego na prze
dłużeniu osi OB poprowadziwszy styczne do tych 
>óinyth ellips; punkta dotknięcia M , M ' , M ", M'"'

prowadzenia stycznych. '-t3g



będą leżały wszystkie na iedneyźe linii prosley M M " 
równoodległey od osi OA.
3° Gdy sij dane spółrzędne x', y  punktu dotknięcia; 
mamy równania

A ' / ' + B V ^ A ' B * ,  y '= a x '+ b .
Z tych w pierwsze wstawiwszy wartość r' wzięty z dru
giego i ułożywszy wypadkowe względem x\ równanie 
z wypadkowego wynikłe będzie

(A ’‘a , + B I)x '+ k * a b = o :  
z  dwóch ostatnych w ywiedziem y

r , ,
^ ax ■> a —  — : 

wstawiwszy nareszcie wartości b i a w równanie 
y = a x + b ,  wypadnie równanie styczney

R*x'
(x— x )

4° Gdy wartości dla a , b są dane, a trzeba wyznaczyć1 
osi ellipsy styczney z liniią prostą którey równanie 
y— ax-\-b; wyznaczymy naprzód, za pomocy równa
nia (4), icdn<j z osi w  funkcyi drugiey, którey na
damy wartość dowolny. Tym  sposobem będziemy 
mogli wykreślić szereg elhps stycznych z limią pro
stą.

Ponieważ równanie warunkowe A  'a *  4 -  B* =  bx 
daie

b f 
A =  — —  XT|,

24© O sposobić

b . , , . b 
wniesiemy iź £ > B ,  —  >  A  : wyraźaią zas b i —

odległości zaczęcia spółrzędnych od punktów w  któ
rych styczna przecina osi O Y ,  O X .

Równanie ellips stycznych z. linii,} prostą iest
A * / * - ł- (£ * — A * « * )a ? * = A * (£ * — A *rt’ )



spółrzędne zaś punktu dotknięcia , według równań

( 0  ‘ (3) H
—  A xa b* —  A xa*

prowadzenia stycznych. a4»

Aby znaleźć stosunek osi A  i B, założym y iz el
lipsa iest styczny z-inną iescze liniią prosty , którey 
równanie

y= a 'x-\-b ' :
w tym razie będziemy mieli dwa warunkowe równa
nia

A xa x-[-Bx= b x, A V / a- t - B * = 3’a
2 których wyprowadzimy

a zatem równanie ellipsy iest
y x _ x r i

a xb'x— b xaix b x —  b'x a 1 —  a'*

spółrzędne zaś punktu dotknięcia z pierwszą linii,|
(b x— b’ x)b a xb' x —  bxd x

X (a*— a x)a , ^=  (a*— a.'x)b ,
2 drugą liniią są

(b '— B 'W  a xb'z— b xa 'x
o c t t z  —  ■ 1 —  y y  ---------------------------------—  •

(a *— a x)a  (a*— a x)b

234. Poczwarte do stycznych z  hyperbolą. Tu  
rozumując iak w  poprzedzającym § ,  ułożymy cztery 
Następujące równania

y = a x + b  ( i j
A xy * — B 2a:l = — A 2B 2 (2)
(A xa %— B*)x-\-A*ab=o (3)
A xa x— B 2— b x= o  (4)

10 Gdy a  iest dane, znaydziemy według ii\) 
b =  \/[Axa x— B 2j :

'*ięc równanie styezney iest

3 i



y— a x +  i/(A 'a *— B ')  
a spółrzędne punktu dotknięcia są

— A ’ ab — B 'b

x ~  A ’ a z — B * ’ J ’
Gdyby kąt styczney z osią’̂  O X  byi = 5o° czyli « =  i , 
równanie styczney byłoby

J = x  +  i/ (  A * — B ’)  
za pomocą tego równania można poprowadzić styczną 
do hyperboli.
2° Gdy b iest dane, znajdziemy

« =  —  i/(B*

więc równanie styczney iest 
l/ (B  * + £ * )

y ~ x — x --------- h

nareszcie spółrzędne punktu dotknięcia są 
— A i/ (B *  +  £*) * —  B*

* =  ---------- b---------

Ponieważ w ostatną wartość y  nie wchodzi A, wnie
siemy i ż ,  wykreśliwszy (fig. i6oJ hyperbole A M , 
A M', A"M", A "M "' na osi spólney OB, różniące się 
tylko osiami O A , OA' OA", O A ",  i z puuktu D  wzię
tego na osi B w stronie odiemnych rzędnych w odle- 

B '
głości O D =  —  mnieyszey od B poprowadziwszy sty

czne do tych hyperbol; punkta dotknięcia M , M ,  M% 
M ", będą leżały na iedneyże linii prostey MM"' ró 
wnoodległey od osi O X .
3° Gdy spółrzędne y  punktu dotknięcia są dane ; 
mamy równania

A ’ / ' a— B ’ ^ ’I= - — A ’ B 2, j = . a x '+ b  
z tych w pierwsze wstawiwszy wartość y* wziętą z dru
giego, będzie z wypadkowego wynikłe

a 4 a o sposobie



( *  a *— B * ) x ' ’ +  A ’ ab— o.
Z dwóch ostatnych równań wywiedziemy

B 1^'
b— y — a x ,a  —  ^ j

2 tych zaś i z równania y— a x -{- b, równanie s ly - 
czuey

B*x'
y ~ r  =  - j y  {x— x )

4° G dy ilości a i b są dane, wyznaczymy podobnym 
iak w ellipsie sposobem osi hyperboli i podobne, zna
kami tylko różniące się, otrzymamy wypadki.

2^5. Poczwarte do stycznych z  parabolą. Rów na
nie linii prostey iest

y — a x + b  ( i )  
paraboli y*z=?.px (a).
Wstawiwszy wartość y  wziętą z równania ( i )  w ró
wnanie (aj, wypadnie

a *x* ab— p)x-\-b*=;o 
szukaiąc spólnego dzielnika pierwszey strony tego o- 
statnego równania i pierwszey strony wynikłego 

a*x-\-ab—p = o  ( i ) ,  
doydziemy do reszty drugiey , a tę zrównawszy zero, 
mieć będziemy równinie warunkowe 

p — iab  (4 ).

i °  Gdy a iest dane będzie a równanie sty-

czney

, P . 
r = a x  +  — ■ .
J 2 a

Znaydziemy daley spółrzędne punktu dotknięcia

P P

prowadzenia stycznych.



G dyby k.-jt styczney z osią b y f =  5o°, byłoby a =  i , 

sk;jd x —  y = p  a równanie styczney

P
y = x  +  — •

a° G d y b iest dane, znaydziemy a =  więc r ó 

wnanie styczney iest 
p x

r — źb +  b

spółrzędne zaś punktu dotknięcia s.}

P P % 
x  =  — -> y =■, - 1 ■ -+- b. 

aa1 7 4a ^
3° Gdy spółrzędne x ,  y ' punktu dotknięcia sy dane,
użyjemy równań

y '%— 2.px', y z = a x '+ b , c fx '+ a b — p — o:
wywiedziemy z dwóch ostatnych, wartości

i = y - Ł A a = Ł
a  y

a te wstawiwszy w równanie y = a x  +  b , otrzyma
my

J — f  =  y  (x— x )

równanie linii styczney z parabolą.

s44 o sposobie prow\ stycznych;



R O Z D Z I A Ł  D R U G I

O geomelrycznem rozwiązywaniu równań trzeciego 
i czwartego stopnia za  pomocą spólnych prze
cięć limy drugiego rzędu.

a 36. Dwa z dwiema niewiadomemi równania, od 
których zawisło rozwiązanie geometrycznego zada
nia , można uważać za równania dwóch liniy 
krzywych przecinających się w pewnych punktach 
czyli maiących spólne spółrzędne pod względem na 
te punkta. W yrugowawszy więc rzędną y  z dwóch 
równań, otrzymamy równanie z samą niewiadomą 
a tę wyznaczywszy mieć będziemy odciętą spólnego 
przecięcia krzywych.

W e źm y  na przykład do rozwiązania sławne sta
rożytnością swoią następuiące zadanie.

Z n a l e ź ć  s z e ś c i a n  d w a  r a z y  w i ę k s z y  o d  
d a n e  g o.

Niech będzie a krawęd 1 wiadoma sześcianu dane
go, x  krawędź niewiadoma sześcianu dwa razy wię
kszego szukanego: inamy równanie

x * = 2  a 3
czyli, rozmnożywszy obie strony przez x , 

x * = 2 .a 3x.
To równanie, naznaczywszy 

. . x * = p y  ( i )  
gdzie p  iest wiadomą dowolnie wziętą ilością, y  nie
o z n a c z o n ą ,  zamieni się na następuiące

*-45

Równania ( i )  i (2) należą iak widzimy do dwócb pa
rabol odnoszonych do iednegoż układu osi prostoką
t a c h  (fig. 161) z któryclito parabol, pierwszey M'OM 
iest O Y  osią odciętych,/; parametrem; drugiey MONT



aą 6 O geometryczne/n

iest 0 X  osią odciętych, — — parametrem: punkt na

reszcie O  iest spólnym wierzchołkiem obudwóch, 
Wykreśliwszy te dwie parabole według ich parame
tró w  wiadomych ( i i 5j ,  odcięta O P  spólnego prze
cięcia M  obudwóch , będzie szukaną krawędzią sze
ścianu dwa razy większego od danego.

237. W  ogólności , równanie 4e° stopnia z-iedną 
niewiadomą x  można uważać za wypadek wyrugowa
nia ilości y  z rów n ań, dwóch liniy drugiego rzędu 
których spółrzędne dla punktów spólnych są x, y. 
A że  może się znaydować nieograniczona liczba ró
wnań drugiego stopnia z niewiadomemi x , y , z któ- 
rychto  równań wyniknąć może założone przez wy
rugowanie y\ trzeba z nich obierać nayprostsze.

Niechby na przykład trzeba było rozwiązać nastę
pujące czwartego stopnia równanie 

X 4— p x x— q x— r =  o.
Naznaczym y

x '= a y  ( 0 ,  
tu a iest ilością wiadomą, a równanie (1) należy do 
paraboli M  O M  (fig. 162) którey odcięte biorą się 
na O Y ,  rzędne na O X . Wstawimy ay za x x w za
łożone, wypadnie równanie

a ,y x — pay— qx— r= o
czyli

,_P_  _
3 a Y a* a* 0

które także należy do paraboli (126J. Nadawszy inu 
z resztą postać '

t k



/ P  V  <7 f . s

(?—  m ) +  " I T ;  w

widzimy i i  oznacza parabolę którey wierzchołka rzę-

l • /> i • * ' 4/’+ ^ 1 t 7  ona iest +  odcięta zas-------- ----- - a parametr — —
ia  x ąq a 1

nareszcie O Y  iest osią rzędnych, O X  odciętych.
A  tak rzędna PM , w układzie Y O X , punktu M  pa-

P ^
raboli M'OM", różni się ilością ~  —  P Q , od rzę-

dney paraboli którey równanie (2.) gdyI obiedwie rzę
dne odpowiadają iedneyie odciętey O P . Poprowa

dziwszy więc w  odległości —  =  Q P = Q A  liniią O X '
‘J.CI

równoodległą od O X  ; wszelkie rzędne wykreślone 
Według równania (2) będą krótsze od rzędnych we

dług równania (1) ilością Przeciwnie , odcięte

paraboli (2) będą dłuższe ilością — —  od odcią- 

tych paraboli (1): wziąwszy więc na przedłużeniu l i 

nii A X ' od A  ku O' długość AO' =^~— 7— —

O' będzie wierzchołkiem paraboli która ma być wykreślo

ną według równania (2) i według parametru —  ~7 : ta

parabola przetnie pierwszą w czterech punktach 
M ; M ', m, ni od których spuściwszy prostopadle na O X  
otrzymamy cztery odcięte + O P ' , — O P ' , + O P  ",— OP ' , 
1 te będą oznaczały cztery pierwiastki założonego ró
wnania stopnia 4 go-

G dyby liniie krzywe nie przecinały się w żadnym 
punkcie, równanie miałoby same uroione pierwiastki, 
to iest nie miałoby ża d n y c h : gdyby się przecinały

rozwiązywaniu równa/:. u 4 7
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w dwóch tylko punktach , równanie miałoby dwa pier
wiastki rzeczywiste a dwa uroione; gdyby się stykały, 
równanie miałoby pierwiastki równe rzeczywiste.

238. Przystosuierny ten ogólny wykład do rozwią
zania zadania , które tak iak powyższe o podwóynyin 
sześcianie , starożytnością swoią i trudnościami iakie 
sprawiło, iest sławne.

P o d z i e l i ć  ł u k  k o ł a  na t r z y  r ó w n e  c z ę ś c i .
Ł u k  (fig. i 63) który mamy podzielić na trzy ró

wne części, niech będzie AD B, iego promień wiado
my =  r , i cięciwa AB wiadoma — a. Aby rozwią
zać zadanie, trzeba wyznaczyć cięciwę A D  fuku k tó 
ry iest trzecią częścią założonego. W  tym zamiarze 
przypuścimy iż luk A D E B  podzielony iest na trzy 
równe części AD, D E ,  EB i poprowadzimy promienie 
C A , C D , CE, CB. Nazwiymy x  cięciwę szukaną A D  
i szukaymy równania między ilościami x , a, i r.

Ponieważ łuki A D ,  E B  są r ó w n e ,  w ięc  cięciwy 
A B  i D E  są równoodległe, a kąty D F A , F D E  , iako 
iednostronne są równe : aże A D F  =  F D E  , więc 
D F A = A D F ,  i A F = A D = . r ,  nareszcie tróykąty A C D , 
F A D  są podobne. Takimże sposobem dowiedlibyśmy 
iż G B = E B = ^ ,  więc

a = 2 .r + F G  (A).
Aby znaleźć F G  ułożymy proporeyią

CD: D E = C F :  F G , czyli r: ^ r= F C : F G  
czyli, dla tego że F C = D C — D F ^ r — DF, 

r: x = r — D F : F G  ;B) 
aby znaleźć D F , uważam dwa tróykąty podobne 
D C E ,  FAD: w tych

D C: D E = A F :  F D  czyli r: x = x :  FD
x x

skąd F D = :  a proporcyia (B) zamieni się na

r*— x *
r. x = .----------: FG

r

)



(r* __x z)x
i F G  =  -̂----- -— — , wstawiwszy tę~wartość F G  w

równanie (A) i przywiódłszy wyrazy do iednego 
mianownika, otrzymamy równanie trzeciego stopnia 

x 3— 3r * x + a r z=  o, 
które rozwiązawszy względem x; znaydziemy przy- 
naymniey iedną rzeczywista wartość x } to iest w a r
tość cięciwy szukaney AD.

Aby ie rozwiązać sposobem wyłożonym w dwóch 
poprzedzaiących § §  , rozmnożymy obie iego strony 
przez x  i otrzymamy równanie 

— '3r zx* -Ą-ar*x=oi 
to zaś, naznaczywszy

x * = p r  0 ) ,
zamienimy na

p*y*— 3r* p y + a r *x = o  
czyli, podzieliwszy obie strony przez i do każdey

dodawszy ^ 7 ,  na

fr _ —  1 * = —  ( V .
I rtp) p 1 l  !\a)

Pozostaie wykreślić dwie parabole których równania 
są (1)  i (2). Z  tych pierwsze (1) należy do para
boli, którey odcięte biorą się na O Y  (fig. 164) rzę
dne na Q X  a parametr iest p . T ą  parabolą niech 
będzie MOM'. D rugie (2) należy do paraboli M "0 'M'",

2
którey wierzchołka rzędna =  -----=  O P a odcięta

__9/’* , — ar*
'— '~j— , parametr zas =  — • Aby uczynić dru

gą stronę równania (2) dodatną, weźmiemy x  na 
stronie odiemnych odciętych od O ku X', a tak ró
wnanie (2) zamieni się na

rozwiązywaniu rownan. 249



O kwadraturze

według tego równania weźmiemy odciętą wierzchoł-
o r*

k a — =  O P  , i wykreślimy parabolę M "0 'M"'»

która przetnie pierwszą przynaymniey w-iednym pun
kcie s. Spuściwszy dopiero od punktu s prostopa
dłą j-K. na O K ;  odcięta O R  będzie szukaną cięciwą 
łuku równego trzeciey części założonego 'fig. i 63) 
A B E B .

R O Z D Z I A Ł  T R Z E C I

O kwadraturze ellipsy, hyperboli i paraboli.

a 3c). i°  ellipsy. Zakreśliwszy kolo promieniem 
równym połowie pierwszey osi ellipsy i nazwawszy 
y  i Y  (fig. 165) rzędne odpowiadające iedneyźe od- 
ciętey, pierwszą w ellipsie druga w kole; będzie ( i 45) 

B
r  =  x y . -

Podzielmy oś pierwszą ellipsy na równe części 
AP, PP', P P ', P"P", P " B  i nazwiymy n iednośó ii- 
niyną. Wyprowadźmy z punktów P, P', P", P "  p ro
stopadle aby się przecięły z dwiema liniiami krzy- 
wemi w punktach N, M; N', M .. .  a te połączmy cię
ciwami tak w kole iak w ellipsie: tym sposobem w pi
szemy wielokąty w dwie liniie krzywe. Nazwawszy 
Y ,  Y ',  Y"... rzędne PM. P M ',  P 'M " koła; mamy

B ' B B
P N = —  Y , P ' N ' = —  Y', P"N"— —  Y "

więc powierzchnia trapezu P P 'N N  = - ( P N - ł - P 'N ' ) P F
B „ N  , B



aże powierzchnia trapezu P P  MM' =  * (Y  +  Y')n 
więc PFJSN' : P F M M '= B  : A.
Stąd wniesiemy i i  wielokąt wpisany w ellipsę ma się 
do wielokąta wpisanego w kolo, iak oś mała B do osi 
wiclkiey A. D w ie ilości składające pierwszy stosunek 
wysłowioney proporcyi , iakożkolwiek się powiększą 
przybierając coraz mnieyszą iedność liniyną n ; za
wsze zostaną w tymże co z razu stosunku =  B : A , a 
zatem mieć się będą iak ich granice, to iest iak clii - 
psa do koła, więc także mieć się będzie 

ellipsa: koia=  B : A 
czyli ellipsa: k^r.—  B : A 
skąd ellipsa —  B.A.tt : 
takie iest wyrażenie powierzchni ellipsy.

W iem y iż, oznaczywszy przez a i a' kąty, które śre
dnice sprzężone A' i B' czynią z osią ellipsy wziętą 
za oś odciętych iest AB=A'B'.(^j/(a '— a) (i6/|), 
więc Powierzchnia ellipsy=A .' B ~ ,wst(a'— a~l

Oznaczywszy przez m średną geometryczną mię
dzy A  i B, będzie A B = m ! , skąd ABr. — ih t̂z , to 
iest powierzchnia ellipsy równą iest powierzchni koła 
którego promień równy iest średney geometryczney 
między połowami dwóch osi ellipsy.

a/jo. 2°. Dowiedlibyśmy tym samym sposobem iż 
część powierzchni byperboli równa iest odpowiadaią- 
eey części powierzchni byperboli równoboczney roz-

B
mnożoney przez stosunek —  ; zresztą kwadratura b y 

perboli należy do wyższey analizy,

2/11. 3° paraboli. Opiszmy na paraboli wielokąt 
Jakikolwiek, tak aby boki iego były podzielone na dwie 
równe części w punkcie dotknięcia: wykonamy to na- 
stępuiącym sposobem. Poprowadzimy przez punkt T  
wzięty na osi O X  (fig. 166) styczną M "T do paraboli,
1 te nrzedłuźvmy do S tak aby b\ło T M ’" —  M"S.v * « ¥ •/

e l l ip s y .  a r



Prze/ punkt S poprowadzimy inną styczną SM' i tę 
przedłużymy do R  tak aby było S M '— M 'R, i tak da- 
Jey. Wykreślmy prostokąt O B Q P ',  przez punkta R
i M poprowadźmy równoodległe D L ,  C N  od O X , i 
naznaczmy O P — a, P M = g ,  O P '= .r ' ,  P Q — j ' , Q\y,— x ',  
P  R = y .  Przedłużmy Q R  styczną przy punkcie M 
do zeyścia się z osią O X  w  punkcie T', będzie O T — O P 

(a i S).
Równanie styczney M T' przy punkcie M którego 

spółrzędne x — oc, jr= -g  a przecbodzącey przez punkt 
l 1' którego spółrzędne x — — a, JT=Oj iest (3())

aże punkt R  którego spółrzędne oznaczyliśmy przez a:", 
y ' , i punkt Q  którego spółrzędne oznaczyliśmy przez 
cc’, r ; znayduią się na linii M T', więc ta k że

g  g  

r  —  6 =  —  y"— 6 = —  (*"— «)aa  v '  '  aa  v y

czyli g (V — a ) = a a ( y — g ), g(a— x")= ia.(g — ■/') 
czyli P M . P P - 2 O P . Q N ,  PM .PP = a O P . M K  
dodawszy te równania stronami, wypadnie 

P M .( P P '- + - P P ) = a O P ( Q N + M R )  
czyli P M  P 'P " = a O P .Q L  
czyli Prostokąt N P " = 2 .  Prostokątom B K  (1). 
Ponieważ bok R Q  podzielony iest na dwie równe czę
ści w M, dwa tróykąty R G M , M N Q  przystaną do sie
bie, i Prost. N P  "— Trapezowi P 'R Q P '
Także tróykąty R M K ,  M Q I przystaną do siebie , 
więc

P ro st:B K = T rap ez: B D R Q .
Na mocy tych dwóch ostatnych równań, równanie f i )  
zamieni się na

Trap: P "R Q P '= a  Trap: B D R Q  
a tak bok R Q  wielokąta opisanego dzieli powierzchnią 
J3L P '  pa dwie części które się maią iak 2 : 1 :  aże

a 5a O kwadraturze



paraboli. a 53

wszystkie inne boki wielokąta taką samą maią wła
sność, więc cały obwod wielokątny T S R Q  dzieli po
wierzchnią OBQP' w takiro/.e stosunku, a zatem i gra
nica tego obwodu to iest łuk paraboli dzieli prosto
kąt O V Z P ' w takimże stosunku, więc

Powierzchnia O M " M 'M Z P '= 2 Pow:O M " M M Z V  
aźe Pow: O M ’ M ' M Z V Prostokąta O V Z P ' 
więc Pow: O M " M 'M Z P '= f  Prost:O V Z P '

OP'.P'Z:
to iest, powierzchnia wycinka parabolicznego O M Z P ' 
równa iest powierzchni prostokąta z odcięley OP'
i rzędney P'Z.

A tak można skwadrowae powierzchnią paraboli 
czyli znaleźć kwadrat równy iey co do powierzchni. 
Nie ma tey własności e lhpsa, ponieważ w wyrażenie 
iey powierzchni wchodzi ilość niespółmierna r, w y
rażająca stosunek średnicy do okręgu koła.

R O Z D Z I A Ł  C Z W A R T Y

O wyznaczaniu mieysc geometrycznych.

i[\i. Zadanie. Przypuściwszy , iż  liniia AB (fig. 
167) odprawia bieg w taki sposób iż opiera się sta
le końcami swemi na ramionach kąta prostego Y O X ;  
znaleźć liniią krzywą iaką zakreśli punkt C ,  wzięty 
gdziekolwiek na linii ruchomey AB.

Odnosząc liniią prostą AB do układu osi prostoką
tnego, iey równanie iest 

y = a x + b ( i )  
w którem a i b tak iak x  i y, są ilościami zmien«» 
neini. Naznaczmy długość wiadomą A 11= / ,  B C — /«, 
•’•spółrzędne zmienne punktu C  nazwiymy y  i x :  ró
wnanie z temi zmiennemi nie zawierające ani a ani 
b, będzie równaniem linii krzywey przez punkt C z i-  
ktcśloney,



Aby ie utworzyć, znaydziemy naprzód długość OB 
wziąwszy j= - o  w równaniu ( i) :  wypadnie

b .
x  czyli O B = — ~ ;

znaydziemy daley długość C A  wziąwszy x = o  w tem- 
że równaniu i wypadnie 

y  czyli O A --=d>.
W  tróykącie prostokątnym A O B  iest AO* + O B * = A B * »  
czyli

bx
b ' +  — = l r (a)

a K

W  tróykąt: podobnych AOB, C PB  iest A B : A O = C B : C P  
czyli /: b=m : f  skąd 

iy'
b =  —  (3): 

m v 1
wyrugow awszy dopiero z równań ('a), (3) i y '= a x  + b y 
ilości a, b, otrzymamy równanie szukane linii krzy~ 
wey ,

y *  X'x
m1 +  (l— my 1 

z którego postaci widzimy i i  liniia krzywa zakreślo
na punktem C  według założonego warunku, iest el- 
iipsą którey półosi są m i l— m czyli BC i AC.

Wstawiwszy w rówuanie (r)  wartości a i b w yw ie
dzione z równań (2) i (3); równanie linii AB, będzie

[l— in) f  iy
j — ------------- • —7 x  +  •
'  ni x  111

czyli,' przywiódłszy wyrazy do iednego mianownika , 
mx'y+\l-— m) y x = L y 'x .

Oznaczywszy m przez 15, l —  ni przez A , będzie ró
wnanie

ellipsy A ’ / ' + B ' x ' ^ ’ B* 
linii AB Ay'x  +  B a y  : = ( A + B \ r y .

a 54 O wyznaczaniu



Gdy punkt C  będzie w środku M linii AT?; będzie 
m ~ l— m czyli B = A  a równanie ellipsy zamieni się na 

x '%+ y ' — A*
które oznacza iż środek M linii rucbomey AB zakre
śla kolo: w tym razie równanie linii A B  iest 

fx + x 'y = z ix 'y '.

243. Aby według otrzymanego wypadku wykreślić 
Elipsę (fig. 168) wyrysuiemy naprzód kąt prosty 
C O F ,  weźmiemy długość stałą O F ,  i na niey ode- 
tniemy dwie nierówne części OB, BF, z których wię
ksza OB będzie połową osi wielkiey, druga BF poło
wą osi małey : weźmiemy w cyrkiel liniią O F i damy 
Jey różne położenia f o , f  o\ f ’o", na tych odetniemy 
części bj, VT', b"f" z których każda =  BF a punkta

b', b" będą na obwodzie ellipsy; niech w tyin ra
zie punkt b"' będzie ostatnyin który można wyzna
czyć. To samo wykreślenie uczynimy za pomocą li
nii O G — OF, wziąwszy C G = A — OB, i wyznaczymy 
punkta bliższe punktu C .  Wykonawszy takie samo 
Wykreślenie z trzech innych stron punktu O, w yry
suiemy całą ellipsę.

W ysłowioną własność koła dowiedziemy iescze ge
ometrycznie ( 169).

Wziąwszy połowę GB części iakieykolwiek A C  p ro 
mienia G C , i przez punkt B poprow adziw szy liniią 
BF równoodległą od C D  do przecięcia okręgu w pun
kcie F, przez punkta zaś A i F liniią A FD  do prze
cięcia przedłużoney średnicy w punkcie D  ; będzie 
AD =  śred niey koła, punkt zaś F spoiny okręgowi i  
linii A D  będzie w środku tey linii.

Spuściwszy bowiem z punktu F prostopadłą FE  na 
C D ,  dwa tróykąty A B F , F E D  przystaną do siebie, 
" lę c  F D = F A .  Dwa tróykąty AFB, B FC  także przy
g n ą  do siebie, więo AF =  FC, nakoniec F D  =  FC. 
A tak można uważać okrąg za mieysce geometry

miejsc geometrycznych. i 5 5



czne punktu F  środkowego linii AD przebiegaiącey 
kąt prosty A C D  tak iż zawsze na iego ramionach o- 
piera się swemi końcami.

244. Zadanie. Znaleźć równanie linii łąezącey śro-* 
dki cięciw równoodległych ellipsy (fig. 170).

Równanie cięciwy któreykolwidk M"M* iest 
y = a x + b  (1) 

wstawiwszy tę wartość r  w równanie ellipsy 
A*jr*H-B2.r ł = A 2B%

wypadnie
A*(a2x z-h'2abx-ł-b*)-t-B*x*=A’‘ B x

2 abA* A*{b’ — B 2)
czyli • % * + . ;  2 . „ ~ x +  —  o (•■*>«J A 2a 2+ B 2 A 2a 2+ B 2 v

Dwa pierwiastki tego równania będą wartościami od
ciętych dla punktów M', M". Oznaczmy przez x , /  
spółrzędne punktu M  śródka cięciwy M'M", przez 
x', y  i x ", y" spófrzędue punktów M' i M": to iest , 
niech hędzie

x = — O P  # '= O P ' ,  x " = — OP"; 
y =  PM, y = P ' M ' ,  / ' = — P"M": 

iest nareszcie (45. 20)

x '+ x "  y'-\~y
x =  ---------5 r  =  —■— :— *

2 y 2
Wstawiwszy tę wartość x  w równanie ( 1 ) ,  wypadnie

x '+ x "
x  =  a ----------

2

Ponieważ x  i x"  są pierwiastkami równania (2), w ięC 

iak wiemy z teoryi równań 28° stopnia, ich su mina 
— :iabA *

*  + * " = A ' a -  +  ii;
x ’ + x "  — ab A.1 v 

czyli x  =  — -------—  , a tak wartość dla 7

a 56 O wyznaczaniu
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wypadnie



mieysc geometrycznych.

Z-B2

y  ~  A  ’-a* +  Li2 

Znalazłszy tym sposobem wartości dla spółrzędnych 
x , y  środka cięciwy M 'M ', wystawmy sobie iz ta cię
ciwa posuwa się wśród ellipsy równoodległe od swe
go pierwszego położenia: w tym razie ilość a to iest 
styczna kąta który M M" czyni z osią OX. zostanie nie
zmienną, lecz b czyli O D  zmieniać się ciągle będzie, 
wyrugowawszy więc b z równań

— abK7- £ B ’-

X A *«* -+- B 2’ ' A - h  B 2 ’ 
równanie wypadkowe będzie należało do  linii łącz a- 
cey środki wszelkich cięciw równoodległych od M M". 
W  tym celu podzielimy stronami równanie drugie 
przez pierwsze i otrzymamy wypadek

który iest równaniem linii prostey przechodzącej' przez 
zaczęcie spółrzędnych : więc liniią łącząca środki 
wszystkich cięciw równoodległych ellipsy iest liniią 
prostą i średnicą.

9,45. Zadanie. Obrawszy na osi małey punkt stały D 
(fig. 17 1) czyli wziąwszy odległość O D = £ ,  i poprowa
dziwszy przez ów punkt cięciwy w ellipsie ; znaleźć 
co za liniią iest mieyścem środków tych cięciw.

Równanie cięciwy któreykolwiek iest
y = a x + b ,

b iest tu ilością stałą =  O D  , a zmienną. Zna
leźliśmy w poprzedzającym paragrafie równanie linii 
prostey przechodzącey przez środek cięciwy i elli-

Psy
B* D 'x

J &* a X,S a ’ h * y '
wstawiwszy tę wartość a w równanie (a44)



A ’ by'

luli, zniósłszy mianownik i podzieliwszy obie strony 
przez y ,

A +  B *d?*=A  7 by 

równanie z którego postaci wniesiemy, iż liniia szuka
na iest ellipsą.

A by się dow iedzieć cz y  znaleziona ellipsa przeci

na za łożon ą  , zw a/ym y iż spółrzędne punktów prze

c ię ć  będą te same w równania* li

A*7 a +  B * ^ * = A * B %  +  
skąd wniesiemy że

B a
A*by— A*B.% a stąd y  =  ~ :

wstawiwszy tę wartość y  w równanie zal'ozoney elli
psy i wywiódłszy wartość dla x , otrzymamy 

A

aże O D < ^ O Y , więc Z>-\B i wartość iest nroioną 
a tem samem nowa ellipsa nie przetnie się z dawną- 

Gdyby cięciwy ell.psy przedłużone przecinały s:e 
za ellipsą \v-iednvinże punkcie D osi ()Y (fig. 172), 
na owczas b ’ byłoby więks/e od B* , a ellipsa no
wa przecinałaby dawną w dwóch punktach który t li 
odcięte byłyby

A A
+  —  B * ) = O P ,  —  y  \S'\p%— B ł ) - -  OP'.

Aby w tym razie znaleźć środek i osi ellipsy nowey, 
nadamy równaniu A ’y r+  \\''x’ = A r by postać

a58 O wyznaczaniu

£B ’
r — A *«* -t- B

wypadnie y =



czyli
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— \
2  ! X *

' +  ~ j y } -  

a i I /ii

’ b 7 \ 

w)
i postrzeżemy że spółrzędne środka nowey ellipsy

b ' 
s.j x ~ o , y =  — > to iest, środek ten znayduie się na

osi O Y  w środku linii OD=Z> która przeto iest osi j

. . AA
nowey ellipsy według y\ drug;} zas osi.} i e s t — -

Rozwiążemy ieseze to samo zadanie następującym 
sposobem.

Oznaczywszy pr/e/, a, g spółrzędne punktu I") fig. 
i t 3); równanie linii któreykolwiek DM przez ten 
punkt przeclio l/.ijrey, bę l/ie

y— 8-=a x  —  a), skąd y =  n\X— a) +  g: 
Wstawiwszy tę wartość j  w równanie ellipsy, w ypa
dnie

A ’ \a(x—  ̂ + 6 ] "  + B ”a : * = \  * 15* 
czy li ,  rozwinąwszy i ulo/.ywszy ro.vnanie w zglę
dem x,

“lA 'a 'au.— A ’ ’ R* -l-ar/ag— a*y.' —  g*)

37 A ’ rt’  +  B ’  X  A ’ rt’  +  B ’

Pierwiastki x\ x ’ tej;o równania będą wyrażały o d 
cięte punktuw M ’ i AT , oznaczy\vs/.y zaś przez x  od
ciętą punktu M środka linii M M , będzie 

x ’ Ą- x" A ’ CI\(10L— g) x  —  ___ __ _ _ _ _ _ _  (ly,

wstawiwszy tę wartość x  w  równanie y= .a {x— oc) -ł-g 
i przywiódłszy wyrazy do miykrótsze^o wyrażenia , 
wypadnie

B ’ frta— g) _



podzieliwszy stronami równanie ( i)  przez ( i ) ,  wy
padnie

y  — B 7
—  =  — > skąd a= — —  : 
x  A  a A y

wstawiwszy znalezioną wartość* a w równanie (2) i 
przywiódłszy w yrazy  do naykrótszego wyrażenia, w y 
padnie równanie

A y ! + B * . r * = A * £ r + B aą# 
z którego postaci wniesiemy iż liniia krzywa szukana 
iest ellipsą (109).

Aby wyznaczyć punkta przecięć nowey ellipsy 3 da
wna, porównamy dwa równania

A ’ / 2- ł -B * ;r * = A * B %  A , y* +  B ’-.z;I= A 1g/-t-B*aa: 
i wyprowadzimy z nich to

A 2S j + B * a ^ = A  ’ B*,
B a( A 2- a . r )  

wartość zaś y —  -----— g----•

wstawiwszy w  równanie dawney ellipsy i rozwiąza
wszy ie względem x , otrzymamy

A ?B*a

X A ’ g* +  B

±  A - 6 » + ~F a » ł / ^ 4 e > ( A » 6 » + B - « » - A » B » ) ] .

Aby ta wartość #  była rzeczywistą ; musi być 
A * g * + B * a * — A*B*^>o, to iest musi punkt D  znay- 
dować się za ellipsą. Gdy punkt D będzie na ob
wodzie ellipsy, ilość A*S* +  B 2a* —  A*B* zniknie i 
wartość dla x  będzie poiedynczą: gdy nakoniec punkt 
1) dany będzie wśród ellipsy, wartość dla x  będzie 
uroioną.

Aby znaleźć środek i osi nowey ellipsy, nadamy iey 
równaniu postać

6 \* ( a \* A ’ g* B 3a*

aC’o O wyznaczaniu
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g \ 2 / a V  

. r  — T
- r

g*  B ' a 2 a '  A 2g 2

4 4A 1 4 4B*

g .
spółrzędne środka s;j w ięc —  i — > a osi

/ B 2a 2 \ / A l gM  
- T T -  i 1/ «*-+-a z ) 1 b* )

246. Zadanie, Znaleźć równanie linii łączącey 
środki cięciw równoodległych hyperboli (fig. 174)' 

Równanie linii prostey M M '  iest

wstawiwszy tę wartość w rów: A 2r * — B 2x * — — A 2B ’ 
Wypadnie

ia b k*  A 2(Z>2 +  B 2) .
x ‘ +  7 n --- i i i X +  -— —  = o  (i).

A r t  — B 2 A 2rt*— B 2 v
Dwa pierwiastki x  tego równania są wartościami od
ciętych Ol*' i O P" punktów M' i M". Oznaczmy 
przez X i j\  spółrzędne punktu M  środka linii M M ”, 
przez x  x '  i j "  spółrzędne punktu M' i M ' ,  bę-? 
dzie (45, 2°)

x  -4- x  y-\- y"

i  ’ ~  

a h k 2 — Z>B* 
czyli X = - s k , dr  =  a v , - - b :

Aby wyrugować z tych równan zmienną i = O D ,  po  ̂
dzielimy stronami drugie przez pierwsze i otrzymamy 

B*

y ' ", A 2 a X
■ównanie linii łączącey środki cięciw równoodległych , 
które oznacza iź ta liniia iest prosta i przechodzi przez 
środek hyperboli.

'A j j .  Zadanie. Obrawszy na drugiey osi hyperboli



punkt D i od tego poprowadziwszy liniie proste p rze
cinające hyperbola; znaleźć miejsce geometryczne śro- 
dkow' cięci w tym sposobem poprowadzonych (fig. 173). 

Równanie cięciwy któreykolwiek M M ' iest 
y = a x + b

tu iest a ilościrj zmienny, b stalą. Oznaczywszy przez y ,  
arspół: środka cięciwy, znaleźliśmy w poprzed załbym  §  

\Vx —  1 Vb

A 7! ?  A —  B * ’
,, B \ r

Wstawiwszy wartość a =  wziętą z pierwszego ,

w drugie ; wypadnie równanie 
A ! f ’ — B *,r*:= A  *by 

które oznacza (1 17) iż lirnia szukana iest liyperbolą- 
Aby się dowiedzieć czy przecina pierwsz.j, poro- 

wnamy równania
A A ’ B % A ’ jrJ— B *x ’ = k * b y

—  B*
i postrzeżemy że A 5by— — A ’ B% skąd y =  — ^—

wstawiwszy tę wartość y  w równanie pierwszey hyper
boli i rozwiązawszy ie względem x ,  znaydziemy odcię
tą spólnego przecięcia

Ą
x  —  ± —  i/(Z>’ + B 2).

tu wartość dla x  iest rzeczywistą g d y  b * >  B* bib

gdy £*<[B*.
Aby znaleźć środek i osi nowey hyperboli przywie

dziemy iey równanie do postaci
( b\x h ’ b*

a6'j O wyznaczaniu



i Stnaydziemy iż środek O' nowey byperboli leży w
Ab

środku linii O D , osi zas są —  i b.

a/j8 Zadanie. Wyprowadziwszy z wierzchołka O 
paraboli prostopadłą O Y  do osi O X  i od punktu na tey 
prostopadłey wziętego poprowadziwszy limie przecina- 
ląei* parabolę, znaleźć mieysce geometrycznie środkow 
cięciw tym sposobem prowadzonych w paraboli (fig. 176). 

liównftnie cięciwy którejkolwiek M M ’ iest 
jr = a x + b

tu, iest b ilością stałą, a odmienną. Nazwawszy x, y  
spółrzędne środka M cięciwy, znaleźliśmy (izó)  

p  ab —p

y  a X a*
p

Wstawiwszy wartość a =  —  wziętą z pierwszego z tych
< , , ?  . 

rownan w drugie, to zamieni się na
y*.— b y ~ p x  

r  ( b ■* (
c [ > ' - ~ j = p [ ' : +  p :

Wypadek ten oznacza , i/, liniia szukana iest parabolą
, , , , , ,  b O D  b*
Uorcy wierzchołka spółrzędne s a — = -----1 i ------- a

J 1 ‘ u 2  Ąp
parametr =  połowie parametru dawney paraboli.

‘̂ 49. Zadanie. Znaleźć mieysce geometryczne koł
"'edłng których ilość pewna ostrokręgow dotyka się
^ w n ey  ilości brył, zwanych ellipsoidami, utworzonych
P*'zez obrót filips około spólney osi, na przedłużeniu
którey znayduie się środek spólny A ostrokręgow (fig.

177 i •7 8/);
Wiemy iż ellipsy wykreślone na spólney średnicy , 

*llr|ią wszystkie lednąż podstyczną gdy z-iednegoz pun- 
lu A poprowadzimy styczne do tych liniy krzywych, 

Pl*nkta zaś dotknięcia znaydować się będą na rzędney

mleysc geometrycznych. 2 6 3



O wyznaczaniu mieysc geomett*.

M M  M prostopndłey do osi (i56). W iech dopiero półko
le B'MB obraca się około osi B B : w tym obrocie punkt 
M  zakreśli okrąg, rzędna OM koło którego p ła s c z y z n a  

będzie prostopadły do osi, punkta M i M " zakreślą o- 
kręgi spólśrodkowe z pierwszym i znayduiace się na ley 
samey co tamten płasczyźnie, a styczne a M , AM', AM" 
utworzy powierzchnie ostrokręgowe dotykaiyce się e l 
lipsoid w ed łu g  okręgow zakreślonych punktami M, M' 
M", więc mieyscein geometrycznem zetknięć ostrokrę- 
gow z ellipsoidami iest płasczyzna prostopadła do spól- 

ney osi.

25o- Zadanie. Znaleźć inieysce geometryczne kół 
według których ostrokręgi maiyce spólny środek B do
ty kaiy się kul spółśrodkowycb 'fig. 179).

Poprowadziwszy od punktu 13 do okręgow spółśrod- 
kowych tyleż stycznych B M , BM' BM", punkta dot
knięcia będą się znaydowały na okręgu którego OB iest 
średnica , ponieważ, za pomocy tego samego okręgU 
wyznaczy się punkta dotknięcia M ,  M', M" w z g l ę d e m  

danego punktu 15. Wystawmy teraz sobie iż póło- 
kręgi O C B ,  B'AID , B " M 'D ', B ' M ' D ' t a k  iak sty
czne BM , BM', BM" obracaiy się około spólney osi BB'. 
W  tym razie, punkta M, M', M" zakreślą okręgi według 
których ostrokręgi utworzone przez styczne dotykaiy 
się k u l ; aże okręgi zakreślone przez punkta M, M ',M " 
znayduiy się na kuli utworzoney przez okryg O C B , dla 
tego że owe punkta zawsze na tym okręgu zostaiy ; 
więc mieyscem geometrycznem kół według których o- 
strokręgi spólny maiyce środek dotykaiy się kul Spół
środku wy cli , iest kula utworzona przez koło O C B  za 
pomocą którego znayduiy się styczne kół będących 

rzutami kul danych.
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CZEŚĆ TRZECIA
c

O P O W IE R Z C H N IA C H  D R U G IE G O  R Z Ę D U .

a5 i .  u n o s z ą c  płasczyznę położony w przestrzeni 
do układu trzech płasczyzn przecinających sie pod 
Intern prostym, każdy punkt owey płasczyzny może 
być wyznaczony za pomocy równania stopnia pier
wszego z trzema ilościami zmiennemi 

A a:+ B j '- |-C z-1-D — o 
i dla tego równanie to należy do płasczyzny, czyli do 
powierzchni pierwszego rzędu (67).

Przypuśćmy teraz iż mogą się znaydowae powierz
chnie takie których własność i postać zawisłyby od 
równania stopnia drugiego z trzema zmiennemi. Ten 
warunek oznacza iż takie powierzchnie s$ foremne. 
Przyrodzenie stawia nam przed oczy powierzchnie tra
fem utworzone, i które pod żadne prawo utworu pod
ciągnięte być  nie mogą: gdyby zaś potworzyło było 
powierzchnie krzywe foremne a tych liczba była stała
> nam wiadoma, wzięlibyśmy ie pod wykład anality
czny, podobnie iakesmy to uczynili ze znaiomą wszy
stkim płasczyzną, i tak śledzilibyśmy ich własności. 
Lecz, że ani takowych powierzchni krzywych ani ich 
liczby nie nachodzimy w przyrodzeniu; dochodzić ich

34



aG6 O dochodzeniu V

drogą analizy i usiłować będziemy rozwiązać anality
cznie to ogólne zadanie.

Z n a l e ź ć ,  z a  p o m o c ą  o g ó l n e g o  r ó w n a n i a  
s t o p n i a  d r u g i e g o  z t r z e i n a  z m i e n n e m i  i l o 
ś c i a m i ,  p o s t a ć  i l i c z b ę  p o w i e r z c h n i  k r z y 
w y  c h.

DSIAŁi PIERWSZY

TEORYJA. O G Ó LN A  PO W IERZCHNI D R U G i E C O  R ZĘD U .

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

O dochodzeniu powierzchni za pomocą ogólnego 
równania stopnia drugiego z  trzema ilościami 
zmiennemi.

2J2.  Równanie ogólne stopnia 25° z trzema zmien
nemi, iest

A z  * +  A y  * -+- A "x ’ + B y z + B 'x z  -I B 'xy  
—I-Gz —1~Cy  .r-ł-F— o (i}*

U w azaym y wniem zmienne y , z  za trzy spófrzę- 
dne brane w układzie trzech osi prostokątnych z k tó 
rych dwie według x , y  są horyzontalne a trzecia we
dług z  pionowa. Rozwiązawszy równanie względem 
z ,  otrzymamy

B j +  B +  C



B / + B ’# +  C

—  i/[(B 1— 4A A ')/1 + 2  (BB'— 2 AB")yx + (B'ł - 4AA")# * 
A

+ 2(30  —  2AC') y  +  2 (B'C— 2 AC")x+ C 1 —4 A F ] 
czyli, naznaczywszy
B*— 4A A ' = a  , 2(BB'— 2 A B " )= ^  , B '1 —  4 AA" =  c  , 
2(BC— 2AC')=ń?, a fB 'C— 2 A C " ) = e ,  C 2— 4 AF=r/;

By-j- B'x +  C
Z —  — ----------- :----------

2A

—  — — i/{a y t + b x y + c x %-\-dy + e x + f )  (2).
2A

Nadając dopiero dla x , y  wszelkie wartości, o trzy 
malibyśmy za pomocą równania (2) odpowiadające 
wartości dla z  a tem samem położenie różnych pun
któw w przestrzeni, których mieyscem geometrycznem 
iest pewna powierzchnia oznaczona równaniem ( j ).  

Aby tę powierzchnią wykreślić , uważaymy ilość 
B / + B ' a ; + C

—   ------— -------za w artość rzęd n ey  z  p fasczyzn y, k to-

rey równanie
B j +  B x  +  C

z =  — --------- 7----------
2A

W ziąw szy xr=o, o, otrzymamy rzędną, punktu 
w którym płasczyzną przecina oś O Z  (lig. 1 bo),

C
z  =  —  —  = O c .

Wziąwszy z — o, y = o ,  otrzymamy rzędną, punktu w 
którym płasezyzna przecina oś O X ,

c
x  —  —  —  = 0 a ,

wziąwszy nareszcie z — o, x = o ,  otrzymamy rzędną , 
punktu w którym płasezyzna przecina oś O Y ,
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i tak wyznaczymy położenie pfasczyzny abc którą 
oznacza to które uważamy równanie. Biorąc dopie
ro dla x, j ,  wartości iakiekolwiek wyznaczymy punkt 
N  tey piasczyzny i mieć będziemy rzędną

P N  —  —  ~  ( B j + B ' ^ + C )

którey spodek P znayduie się na płasczyźnie X Y .  
Chcąc teraz otrzymać punkta powierzchni krzywey 
odpowiadające punktowi IV piasczyzny abc ; trzeba , 
poczynaiąc od N, przydać z każdey strony na przedłu
żeniu linii PN  odległość N M , NM' równą ilości

—  ( a j ’ 4- b x y + c x ’ + d y + e x + f '}

a punkta M, M' należyć będą do powierzchni.

a 53. Lecz być mogą przypadki w których równa
nie ( i )  źadney nie oznacza powierzchni. Nastąpi taki 
przypadek gdy polynom

aył +(bx+d)j-\-cjc*-Ą-ex-\-j‘ ("3) 
w równanie (o.) wchodzący, będzie ilością odiemną , 
bo wartość dla z  wypadnie w tym razie uroioną: aże 
dla y  można nadać wartość taką że znak ilości a bę
dzie znakiem polynomu niezalegle od wartości x\ więc 
wartość dla z  będzie uroioną gdy

o, czyli B * — 4 ^ A '< o  (a).
W iem y z algebry że polynom drugiego stopnia iest 
iloczynem z dwóch czynników uroionych gdy ma znak 
pierwszego wyrazu: z polynomu więc który uważamy 
utworzywszy równanie, wartość

bxĄ- d



będzie uroioną, a zatem
b1— Ąac<^o (b).

Można znowu nadać niewyznaczoney x  polynomu 
(b2 — 4 ac)x * +  2 (<W—  2ae)x-+dz — i\af 

Wartość taką , aby znak tego polynomu był ten sam 
co znak spólczynnika b*— kaci w*ęc także wartość 

bd —  2 ae 

X b* —  L\ac

±  — ---- X— —  v/[(bd— 2ae)*— (b’ — 4ac) (dz — 4^ /)]

będzie uroioną, a zatem
( b d — 2ae)z— (b* — Ą ać)(d*— 4« / ' ) < °  (c) O *

2 54- A tak równanie (1) nie będzie oznaczało ża-

(*) Ob-iaśnicnie. Gdy polynom drugiego stopnia p x 5-\-qx-\-r 
iest iloczynem z czynników uroionycli; zatrzyma zawsze znak 
pierwszego wyrazu, biorąc dla x  wszelką wartość rzeczywi
stą.

Albowiem podzieliwszy i rozmnożywszy wyrazy polynomu 
przez lip a dodawszy i odiąwszy będzie

p x *+ .q x  +  r = —  (4p ’ x '+ b p q x + q '+ h p r  —  q J) 

— J-p  [ ( i p x + q Y + h p r — q '}

Ponieważ polynom zalozony iest iloczynem z czynników uro- 
ionych, więc iak wiemy z teoryi równań 2go stopnia, ilość 
q 3 —  t\pr iest. odiemną czyli ftpr— q 5 dodatną: aze (zpx-t-q)* 
iest także dodatną ilością , więc znak polynomu p x * -\-qx-\-r

iest taki sam iak spólczynnika —  czyli p.
hp . . . .  ,

I odwrotnie, gdy polynom drugiego stopnia miec będzie znak 
pierwszego swego wyrazu p x * , na ów czas czynniki polyno- 
niu będą uroione, w każdym bowiem razie czy p  będzie do
datną ilością czy odiemną, będzie ( z p x + q Y -\-t\pr— j ’  a za-
terp kpr_q * dodatną czyli q - — [tpr odiemną ilością; a skora
q J— l\pr iest odiemną, więc pierwiastki rów: p x s-\-qx-+-r— o, 
czyli czynniki polynomu p x 3-\-qxĄ-r są uroione.

powierzchni drugiego rzędu. 2 6 9



dney powierzchni gdy się sprawdzą warunki (a)  (b) 
(c). Oznaczaia one iż ilości u , c . f  czvli 

B * - 4AA', B ' 1—4 A A", C * — 4AF 
mai.-} znak iednakowy, to iest odiemny. Skąd wniesie
my że ilości A, A , A", F maią także, w razie który u- 
ważamy, znak iednakowy: gdy więc zaydzie ta ostatna 
okoliczność , równanie ( i )  żadney powierzchni ozna
czać nie będzie.

255. Równanie ( i )  oznacza punkt albo liniią pro
stą w przypadkach w których się sprawdzą warunki 
(a) (b) (c), czyli w których nie oznacza żadney po
wierzchni.
A b y  dowieść tę prawdę, podzielimy i pomnożymy po
ły nom ( i) ,  to iest

ay* + {b x -\ -d )y + cx ’ -+- e x Ą f  
przez 4ci a dodamy i odciągniemy (b x + d )*: będzie

—  \\a 'Y *+^ a{bx+(I)y+ {bx-\-d ) 1
+ t\acxx+[\aex-\-[\,cif—  (J>x+dy] 
czyli

—  [2 a y + b x + d ) x— (b x— \ać)xx 

— 2 [bd— 2 ae)x— (dz— haf ) \
czyli, naznaczywszy b x —  I\ac.r=d, bd — 2a e= -b \  
d 1— 4 af— Cy

—  [(2 a y + b x + d ) x— (dx* +  ib ’a:-\-ć)\ 

aże podobnie

a x x +  -ib'x + c '  =  [(a'x +  b')* —  (b'* —  a'ć)\ >

czyli a 'x x +  2 bx' +  c —  —■ \(ci'x +  b')% —  Q],
CL

gdzie Q = Z >’1— dc
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czyli nareszcie

i wartość dla z  według równania (a) będzie

2 =  —  —  ( B z + B . r + C J

a

Wniesiemy dopiero ż e ,  ieżeli a , a' , Q  są odiemne, 
"wszystkie wyrazy pierwszey strony równania (4) są 
dodatne , a zatem ich summa nie może być =  o i 
pierwiastki wzglądem którejkolwiek zmienney będą 
uroione. Jest zaś

a = K * — h k k ’,d ~ b * — Ąctc, Q  =  £’* —  cic 
z={bd— ia e y — (b*— [\ac}{d*—4 af )  
więc gdy się sprawdzą trzy następujące warunki

B 1— 4 A A '< o ,  b *— 4a c < o ,
(hd— iae)*— (bz— 4ać){d*— l\af) < 0
równanie ( i )  źadney powierzchni drugiego rzędu o-
znaczać nie hędzie.

G d y będzie Q = o , a i a' odiemne; równanie (4) 
sprawdzi się ie/.eli każdy z-iego wyrazów równy będzie 
Zero, skąd wypadnie
i A z + B j r + B ' a H - C ^ o ,  ia y + b x + d = o  , a x + b =  o 
trzy te równania są dostateczne do wyznaczenia 
spółrzędnych x, y , z  poiedynczego punktu, w tym 
więc razie równanie (1) wyraża punkt w przestrzeni.



Gdyby oprócz Q = o , było iescze a'— o, b'— o ,  
mielibyśmy tylko równania

2 A 2 + B / +  B # + C = 0 ,2  A r + fZ=-o 
które należ.-} do linii prostey połoźoney w przestrzeni
i na spólnern przecięciu dwóch plasczyzn: a tak ró
wnanie (1) wyraża liniią położoną w przestrzeni gdy 
iest Q = o ,  d —  o, b '= o ,  czyli

(bd— K ie)’ — (bx—4 ać)(d*—  
b2— 4ac— o, bd— ia e = o  

W e d łu g  tych równań, ilości a , c, e , f  muszą mieć 
znak iednakowy, aby zaś odkryć ten znak, nadamy 
równaniu 2ay 4 b x + d =  o postać 

ya bx d
-  "f* 11 1 - j-  r ■' ■ - O
\/a 2 1/ a  o. \/ci

b d
czyli y \/ci -1------- — x  + ---- —  —  o

J J 2 1/ a  2 i/a

gdyby n było ilością odiemną, \/a byłby uroioną: a 
zatein nie byłoby płasczyzny, ilość a inusi więc być 
dodatną, a zatem będą także dodatnetni ilości <7, e, f .  
A  tak ostatecznie, równanie 11) oznacza punkt albo liniią 
prostą w  przypadkach w których nie oznacza żadney 
powierzchni.

256. Pozostaie odkryć przypadki w których równa
nie

A z *  +  A 'r * +  A ''#* B ^ r +  B ’x z  +  B "xy 
+ C 5 + C y + C " a ? if-F=r:o ( 1) 

oznacza powierzchnią krzywą. W  tym zamiarze na
znaczymy =  o w równaniu (1)  iedną ze zmiennych 
x , y , z ,  a wypadek będzie równaniem pewney linii 
drugiego rzędu według którey można przeciąć szu
kaną powierzchnią: aże ta liniią krzywa może być 
(93) albo zamkniętą albo nieograniczenie rostwartą ; 
więc takiemiż będą i powierzchnie szukane. Zasta
nówmy się nad pierwszym z tych przypadków.

Aby powierzchnia była zamkniętą, musi z-iey prze-
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powierzchni drugiego rzędu.

Cięcia przez płasczyznę wyniknąć liniią krzywa zam
knięta. Wystawmy sobie liniią prostą któraby po
wierzchnią wskroś przeszywała a wypadała z przecię
cia spólnego dwóch płasczyzn wewnątrz powierzchni! 
niecli będą równania linii prostey 

x=lolz +  S, y= a'z-hg ' 
w których a, a', g , g' są ilościami stałemi- Za porno* 
cą ty cli równań i ich spółczesnego ( i) ,  znaydziemy 
warunki przypadku w którym równanie ( i )  należy 
do powierzchni zamkniętey. W yruguieiny w tym za
miarze x  lu!) y z równania ( i )  a wypadkowe wyra
żać będzie liniią drugiego rzędu, warunki zaś pod ia- 
kiemi wypadkowe wyraża liniią zamkniętą, będą te- 
mi pod iakiemi równanie ( i )  wyraża powierzchnią 
zamknięta. Wyrugowawszy otrzvmamy

( A +  B'a -4- A "a1 )s * -ł-( B +  B "a.)yz +  k’y * -f- 
4- ( C  a +  ?. A 'ta + C + B'g )z +  (B 'g +  C )yĄ- 
+  A,,g ’ + C e + F = o  

Czyli, dla skrócenia,
> a'z*-\-b'yz-\-ćy’ + d z + e 'y - \ - f  —  o.

Aby to równanie należało do linii drugiego rzędu 
źnnikniętey, ilość — i\dc musi być odiemną (y3) 
to iest musi być

(B +  B"a)’ — 4(A +  B 'a + A " a 3) A '< o
Ozy 1 i

( I V  — Ą A'A")«* +  2(BB"— a B 'A ') « + B 1—4 A A' <  o (5) 
skąd wniesiemy według ('a 54) iż 

B " ’ — 4A ' A " < o  (d) 
stąd zaś iż spólczynniki A' i A" niaią znak iedna- 
kowy,  np dodatny. Ponieważ polynom (5) zostanie 
zawsze odiemnym niezalegle od wartości rzeczywistey 
<*, więc zrównawsszy go zero i rozwiązawszy wzglę
dem a; pierwiastki wypadną uroione, i w  tym razie 
będzie

('BB"— a A'B ) *— (B* — 4 \A')(B"*— 4A 'A " )< o  (e) 
lub, rozwinąwszy i skróciwszy

35



A B"’ -ł-A'B'* -ł-A"Ba— BB'B''— 4A A 'A " < o  (f) 
z warunków (e) i Al) wniesiemy że

B ; - 4A A < o ( g ) ........................................... .
z tego zaś i (dj ; iż trzy spólczynniki A ,  A ' ,  A 
muszy mieć znak jednakowy a żaden z nicli nie mo
że być =  o: a tak warunki ( d j ,  (e) , (g) służą na 
przypadek w którym równanie ( i )  należy do powierz
chni  drugiego rzędu zamkniętej’.

W j  kona wszy taki sam rozbiór równań f i )  i 
y=<xz+£'', otrzymamy podobne wypadki: w tym ra
zie dość będzie w znalezionych przemieniwszy, ieden 
na drugi, spólczynniki przewiązane do X i j ) w z i ą ć  
zamiast liter

A, A', A", B, B', B ';
odpowiada iace

A , A", A', B', B, B": 
a wypadną te same trzy co wyżey formuły (d), (e ,̂ 
(f) i czwarta B'a— 4A A " < o  ĵ g')
a tak t j lko cztery warunki (g) (g') '(d), (e) służą 
na przypadek w którym równanie ( i)  oznacza po
wierzchnią zamkniętą.

Te cztery warunki sprawdzą się na równaniu 
x * + y * + z  * = 11*, to więc należy do pow ierzchni zam
kniętej’.

257.  D ogodniejszym  sposobem odkrjiemy cechy 
rownan i powierzchni 28° rzędu tak zamkniętych ink 
nieograniczenie rostwartych , gdy przywiedziemy ró 
wnanie (1)  do prostszey postaci. Rozwiążemy to za
danie, zinieniaiąc układ osi spółrzędnych. Zmieńmy 
więc naprzód zaczęcie osi, i nazwijmy a, £,  ̂ spół
rzędne nowego zaczęcia, a x , y , z  spółrzędne brane 
w nowym układzie: będzie (Tjy).

x — x  -1- a, y==y + 6 ,  z^^z-\-y 
wstawiwszy wartości x , y, z  w  równanie ( 1 ) ,  to za
mieni się na
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'A s '*  4 - A y *  4- A"#'* 4- B s y  4 - B z V  4- 
4- B V / +  (2 A-y +  Bg +  B'a +  C )z '  4 *
4 - (2 A g 4 - B-y 4- B''a +  C ')/' 4- 
4~ (2 A cc 4 ~ B y  4 ~ B g +  C 4 ~ 
4 -A'y*4- A g * 4 - A 'a * 4 -By§4-B 'Ya4- B ag 4- 
4 - C T+ C ' g  +  C " a 4 - F = o .

Aby oczyścić to równanie z wyrazów zawierających x\  
y\ z założymy równania

2 A^+B g+B 'a-H C — o, 2 V g4 -B-j+B"a4-C '= o  
2 A ' a + B ' ^ + B ' g 4 - C " = o  

i za ich pomocy wyznaczymy trzy'niewiadome a, g, y, 
których wartości wstawiwszy w fi) i oznaczywszy przez 
L  summę wyrazów wiadomych, wypadnie 
(I) A z '2 4 - A y  * 4 - A.”x '2 4 - B z '/ 4- B ’z'^'4 - B " .r y '4 - L — o. 
Równanie to nie zmieni swey postaci gdy w niem 
weźmiemy —  x , —  / , — z', za 4- x\  4- f  , +  z ' , a 
zatem poprowadziwszy przez nowe zaczęcie spółrzę
dnych liniią prostą, którey równania są 

x '— m z\ y = n z ,  
punkta w których ta liniią przetnie powierzchnią, b ę
dą miały spółrzędne , ieden 4- x ', 4 ~ y ,  4- z', drugi 
-— x , — y ,  —  z', więc owa liniią wewnątrz powie
rzchni uważana podzieloną iest w zaczęciu osi na 
dwie równe części , a to zaczęcie iest środkiem p o 
wierzchni : i tak równanie (1) należy do powierz
chni tnaiącyeh środek.

Gdyby spólny mianownik

A B '2 4- A B' * 4- A B 2— BB B"—4 A A 'A",
wartości wyznaczonych za pomocą równań (k) dla 
spółrzędnych a, g, <y środka powierzchni wypadł = 0 ;  
równania (ki byłyhv, iak wiemy z A lgeb ry , niedo
rzeczne a spółrzędne a, g. -y nieskonczenie wielkie: w 
tym razie środek powierzchni leżałby w nieskończo- 
ney odległości, to iest powierzchnie nie miałyby śro
dka. Gdyby iescze i liczniki znalezionych wartości

powierzchni drugiego rzędu. 27 *
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były  =  o; iedno z równań (k) byłoby wypadkowem 
dwóch innych, w tym zaś razie mai,-jo dwa tylko ró
wnania z trzema ilościami niewiadomeini, te wypa
dłyby =  ma więc taka powierzchnia (na przykład 
walca), nieograniczony liczbę środkow , a tych miey- 
scem geometrycznein iest liniia prosta którey położe
nie można wyznaczyć za pomocy dwóch równan. (**)

(**; Ob-iaśnienie. Rozwiązawszy trzy równania z trzema 
niewiadomemi

ax-\-by-\-cz— d, dx-\-b'y-\-d z— dC, a"x-{-b"y-\-c" z = t l ':
c  1 0

gdyby wypadła każda z niewiadomych =  — , albo — i

z-iakich przyczyn pochodziłyby takie wypadki ?
Rozmnóziny obie strony pierwszego równania przez spół- 

czynnik niewyzn;iczony ł  , drugiego przez l  i odciągniymy 
trzecie od summy dwóch pierwszych; wypadnie

daymy na to iz spólczynniki k i L inaią takie wartości iż
1, kaĄ-la— a " = o

k d + h t  —  d ‘
a, kbĄ-lb'— b"—  o skąd ;  —

3, kaĄ-ld— a "~ o

4, kc-Ą-lc— c"=.o

5, kb-\-lb'— b"— o

6, kc-\-lc'— c "= o

kc-\-lc' — c"

M +M  — <V 
k b + lb ' —  b"

k d + ld  —  d"

k a + la ’ —  a"

Wartości spólczynników k i l  wchodzących w wartość z a 
wyznaczonych przez równania 1 i 2, nie są te saine co w ar
tości spólczynników temiż literami k, l  oznaczonych, wcho
dzących w w artość^  i przez równania 3 i 4 mogących być 
wyznaczonemi: to samo powiemy względem wartości x.

Gdyby się zdarzyło naprzód izby ieden z mianownikow 
wartości z, y, x ,  byl = 0  naprzvklad wartości z- na ów czas 
mianowniki dwóch innych niewiad imych y, x  byłyby takie 
= 0 ,  o czerń łatwo się przekonać zastanowiwszy się nad ukła
dem równań i ,  2 , 3 , 4 * 5 , 6: wartości więc niewiado-

Uoraych <r, } ,  z byłyby =  —  • W  tym razie trzy załozorK



Zostawiamy nadal rozbiór powierzchni nie 
mniących środki, tu zaś zatrudnimy się powierzchniami 
które maią środek i których równanie iest 
A 3'* + A / *  4- A'-r14-\\yz'+  B 'x 'z '+ B " x y + L = o  (1). 
Aby temu równaniu nadać prostszą postać, zmieńmy 
kierunek osi spółrzędnycli na inny także prostokątny, 
nie zniieniaiąc zaczęcia które iest w środku pow ierz
chni a to w zamiarze oczysczenia równania (I) z wy
razów zawteraiącycb doczyny zmiennych ilości x  ,y ,  z .  
Oznaczmy przez x", y", z" nowe spółrzędne; przez 
X , Y ,  Z, kąty które oś wedhig x" czynić będzie z 
trzema osiami x', y\ z\  przez X', Y ' ,  Z ' kąty które 
oś według y", nareszcie przez X", Y", Z kąty które 
pś według z" czynić będzie z tern iż osiami x\  y , z'. 
W  tym razie (78)

x '= x " . dii’sX +y".dws~X.'-\- z".dws X'' 
r '= x " . d< vsY 4- y d *  sY ' 4-  z ”. dt< 'sY"  
z'-x '-d w s'L  +y".dws7J-\-z".dws7J'

powierzchni drugiego rzędu. 2 7 7

równania byłyby niedorzeczne : dwa bowiem pierwsze da- 
ią  równanie

czyli, na mocy równań 1, 2, /,, 
d'x-\-b"y-Ą-c"z-=z./d-\-ld: 

poi’ownawszy zaś z tein równaniem trzecie 
a"x  4 -U'y-\-c"z ~ d " ,  

widzimy iz byćby musiało kd 4 - l<te r  d", co być nie może 
ponieważ w  razie który uważamy żaden z liczników warto
ści x , r, z nie iest zerem, trzy więc równania w przypad
ku nieskończonych wartości x ,  j ,  z, są niedorzeczne.

Gdyby się zdarzyło powtóre izby iedna z wartości x ,  y, z,

była =  —  , w ów czas dwie inne niewiadome także byłyby

=  — , aze w  tym razie byłoby kdĄ-ld'— d"  =  o, w ię c ,  iak

wypada z poprzedzatąeego przypadku , iedno z trzech zało
żonych równań byłoby wypadkowem dwóch innych , i 
tak mielibyśmy tylko dwa równania z trzema niewiadome- 
ł»ii.
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sk.-jd
z '1 = x  ‘ .dws1 Z Ą -j" 2. dws1 Z ’+ z " *. di vs5 Z" -j- 

+  2.r"y" .dwsZdwsZ!+  nx"z xlwsZdwsZx ’-Ą- 
Ą-"±y' z '  xlwsladwsZl' 

y'*=x"*.dw ś*Y+y"*.dw s*Y'+z"*.dw s*Y"-\- 
+ ’ix " y ' .d w sY dw sY '+ ix ' z '.dwsYdwsY" 4- 
+  o/ 'z" .  dwsY'dwsY"Ł 

o :' * —  .r "  ’  .f/ iv .r  a X + / ' J * X ' + z " 1 . f / < w  ’1 ” +

i x ”y'. dwsXdwsH'+ i x ' z '  .dwsXdwsX'+
-+- *iy" z" .dwsX'dwslL" 

y 'z = x ' 2 .dwsY dwsZ -\-j"x". dws Ydw sZ■+■
+ z  'x'.dwsY 'dwsZ-t-x"y".dwsYdwsZ'~ł- 
+ f ' . * dwsY' dwsTj + y '  z"‘dwsY"dwsZ' -t- 
+ z'x".dwsYdwsZi'-\-y'z .dwsY'dws'L'+ z " 2 .f/ Y ’dZ' 

x  z  = x "  z .dwsXdwsZ-\~y" x" .dwsX'.dwsZ+
z x ' -dwsX."dwsZ+ x "y  .dwsXdwsZ' +y"*,d%!dZi+  

y'x"dwsX."dwsZ'+ z"x"dwsXd(i jZ " +  
y"z"dwsX'dwsZ"+z" 2 dwsX'dwsZ" 

x  ) '— x " 2.f/it>sXdwsY-\-y"x!'.dwsX'dwsY-f- 
z 'V '^ t v X 'V u ' j 'Y - f -  x"y" .dwsXdwsY' -j- 
+ / ,:2. </«-j XV/iwY' + / V ' .  dwsX"da v Y ’+  
+z"^ ".« '(f^ X ^ -.fY ,/+ / ,z " . ^ j X V / lłY ' ,+ z " 2« X ,V/l'". 

Wstawiwszy te wartości w równanie (1), wypadnie 
(A f/i t > j  2 Z-f- A' da’ s 2 Y -(- A " f/u * j 2 X -(-1> f/w’ sY  rA r  j  Z -)- 

r»V/n • S Xdws Z-f-B"'</< w  X dwsY )x" 1 
+ ( A f/l w 2 Z '4- \’dws2 Y ' + A V » w 2 X ' + B ^ ’jY V .w Z '-J -  

-ł-lYdwsX'dwsZ'+l\'dwsX'dwsY')y"* 

+ ( A ^ . f 2Z "+ A V /(̂ 2Y ' ,+  A''f7«'J2X"+Bf/i<'.fYVx-jZ',+  
+BV/iwX"f/(VjZ"+B'V/({-iX"f/uvY"}z"*

+  / 2 Af/u’jZf/frjZ'-j-'i A'f/i ĵ'Yi'/if’.sY'-l- \
4 -j-2 A'V/it'^Xr/ir.vX'-f-l)' f/u’.iYV/n’.cZ-!- i 
< -j-f/ir/Y'Arj- Z') -f- B'(f/ił’jX'f/(VjZ +  < / '  
l+dwsX<fwsZ’ ) +  Y>"{dwsVdwsY +  [ 
f-|-f/(wXc/(wY') J



+  I 2 KdwsZdwsZ!1 -\-i A 'dtvsY dwsY"-\- '1 
i +  a M dws Xr/d ’.f X " - f  Ii, fAr.vY'V/Z+
} -\-dwsYdwsVJ')-\-\\\du’sWdwsZ - f  l  x  ’z," 
j +dwsXe/wsZ“)+Vi'XełwsX"dwY +  i 
f -\-dwsXdwsY") I

f•2.\dws2,'d\fs7J'-\-,ik 'da ’sY'dwsY"-\-\
\ + 2 . \"divsX'dn '.vX"--flV da ’sY "d Z '+
/ +du-sY'd«-srL")+\\’ ‘. da sX!'dwsZ' - f  \ j " z "
I -j-dn sX'-IwsZ" i-f  li 1
[-\-dwsX'dws Y" )

-j- L = o  (m): 
zalo/.y wszy równania

i ■lAdwsZdwsZ’-]-?. A’dwsY dwsY' -\-i k!’ dwsXdwsX’-\- 
—{—B[da sY 'dwsZ-\-da'sYda ‘sZ')Ą-l i ' 's~)L' dwsZĄ-

i Ą-dwslLdwsU )-\-b"(dnsX'dwsY-\-4u's^dwsY' — o 
] ‘x h.da’sV^dasZ" h.' da'sYdasY"-\-i k" daXda'yJ'-\-

- (n)\ +13 dwsY'dwsZĄ-dwsYdwsZ") -\-W\dws\"divs7j\-
I Ą-dwsXdwsVJ' ,-±VXdwsX"dwsY+da'sXdwY")— o
i 2 kdwsZ’dwsZ" -f-2 Ada sY'da’Y ”-\-ik"da XV/(i'X"-j-
• -\-YS\dwsY" dwsZ' -\-da'sY' dwsZ")-\-te'(dws\!' dwZ' 
\Ą-dwsKdwsZ'')Ą-W\dwsX"dwsY'+dwXdwY"}==Q

i przydawszy sześć następuigeyoh (79)
| dwsX. dwsX'-\-dwsY.dwsY'-\~dwsZ.dwsZ'=-o 
l dwsUL-dwsTL' -\-dwsY.dwsY"-{-dwsZ.dws7J'— o 

. . dws^.dwsX!'Ą-da>sY'.dwsY"-^-dwsZ'.dwsZ"=o 
■' j dws’ X  ~\~di!’.s’ ’ Y  -\-dws*Z^=i 

I dws2 X' -\-dws * Y ' -\-dws1 Z '—  1 

X"+rfu\f*Y"-f-^tf 'S 2 Z " =  I 

będziemy mieli dziewięć równań na wyznaczenie 
dziewięciu niewiadomych X , Y ,  Z, X', Y ',  Z', X ",Y ",Z".  
W stawiwszy dopiero znaleziono dziewięć wartości w 
równanie (m); to zamieni się na

M tf" * + M > - / ,+ M V ' * +  L = o  (p).
Aby do tey noyprostszey postaci było przywiedzione

powierzchni d/ugiego rzędu. 2 7 9
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równanie Tm); wartości dla dziewięciu niewiadomych 
ilości powinny b yć  rzeczywiste: że lakierni wypadły
by, przekonamy się naslypuigcym sposobem.

Ponieważ dziewięć równań (n) (o) są symetry
czne, to iest zachowaią swe postaci gdy w każdem 
zamienimy X, Y ,  Z, na X ' ,  Y ',  Z '  lub X ' , Y " ,  Z  i 
odwrotnie ; więc gdybyśmy mogli za pomoc.-} tych 
równań utworzyć inne z sainemi X , Y ,  Z, pozostałoby 
tylko doyść czy te ilości s;j rzeczywiste, bo leili Ie 
więc, według symetryi równań, i innych sześć ilości 
będ;) rzecz.ł wistemi. Aby wyrugować X ',  Y ',  Z , X", 
Y", Z" z dziewięciu równań, rozmnożymy pierwsze 
z równań (u) przez du’sY", drugie przez dwsY' i lo 
od tamtego odciągniemy: wypadnie

(i  A dasZ  IWn\fY -+- B c/irjX) x  
s [dwsX .dwśY"— dwsZf.dwsY')-\- 

W  + (-i\"d *sX  +  WdwsZ +  lY'dH sY) x  
(dwsTC.dusY"— d ic s X '.d iv s Y )  = o  

Rozmnożywszy pierwsze z równan (n ) przez dwsX\ 
drugie przez dwsX' i odlawszy stronami drugie od 
pierwszego wypadnie

(%l\..divsZ-\-TjdwsY+B'*/»\rX) x  
, % {dwsZ'dwsX!'— dwsZ" dwsX!) -f- 
V̂'  -f (a A V A rjY + IW (^ Z + B 'rt 't i ’j X )  x  

(dwsY.dwslL— du'sY”dn’sX') = o .  
Rozmnożywszy także pierwsze z równań (o) naprzód 
przez du>4Y ",  drugie przez d\\sY ',  powtóre pierwsze 
przez du’sX!\ drugie przez dti’sX' i odlawszy stro
nami drugie od pierwszego, otrzymamy 
(s) . dwsl£.(dii'sX.'du:s Y '— ć/tr.fX"ć/u\yY',+

-Ą-dwśŁ dil'sZdu’f Y '— dwsVJ dtrsY ) =  o,
(t) dn,sY(dn’sY'dn,sXl — dwsY"dwsX!)+ 

-t-dwsZ(dwsZ'dn’sX.'— dwsTl du'sX ) =■ o. 
W yrugow awszy z czterech równań (q) (r) (s) ( t) czyn
niki w które wchodzą X ,  Y ,  Z kreskowane; otrzyma
my dwa równania z samemi X  , Y  , Z bez kresek.



powierzchni drugiego rzędu. aSt

Aby tym dogoditiey to wyrugowanie wykonać, nazna
czymy czynniki z-ilośeiami X. Y ,  Z bez kresek

2 A du>sZ+IWm’j Y  +  B' ć/u’j X — M  

a A"du'sTL+ W’dvsZ  +  B ^ » w Y = P  
a\'dtvsY +  Y>d u ]sL+ B Vw\r X = N  

czynniki zaś z kreskowanemi X, Y ,  Z, 
dw slldw sY '—  da •sY'da,sZ "= T , 
di\ • sX 'du -sY "■—  di rsY 'dwsX."=  U, 
dwsTdwsX."-dwsX'dws7.’’— V-,

i równania (q! (r) (s) (l) zamienią się na 
1° M T + P U = o ,  2° M V + N U = o  
3° Udw sX+Tdw sZ— o, Ą° V dwsY-+-V divsZ=o  

z których trzeba wyrugować T, U, V .  Wstawiwszy 
wartość T  wzięta z pierwszego w trzecie, wypadnie 

M.cfn\yX— P.dwsZ— o 
wstawiwszy wartość Y  wziętą z drugiego w czwarte, 
Wypadnie

TsldwsY,— ~Ndwś7i= ó  
wyrugowawszy dwsZ z tych dwóch ostatnycli, w y
padnie

Vdu'sY— N dwsX-=o: 
trzv znalezione równania , przywróciwszy wartości 
dla M, N, P, zamienią się na

12(A— A")dwsXdwsZ+ \\dws~YLdwsY+
I + B '( ^ ( v j* X — d.rs*7j)— B"dwsYdwsZz=0)

\ J2(A— A')dwsYdwsrL-\-WdwsX.d\\'sY-\- 
' U'  \ +  B(7/u\r*Y— dws*Z )— \Y,du-slie/asZ~oi

12(A"— A')dwsY dwsX-\-B' dwsTjdwsY+
\ -+-R" (dws*Y— divs'X )— BdwsXdwsZ— oi 

Są one i równanie
dwsx~X. -ł~ dwśJ Y + dws ’ Z —  i 

temi które trzeba nam było znaleźć. Z pierwszych 
trzech dwa którekolwiek połączone z czwartem będą 
dostateczne do wyznaczenia trzech niewiadomych 
X ,  Y ,  Z< Aby te niewiadome wyznaczyć naydogo-

3 6
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dniey i razem przekonać się że sy rzeczywistemi, 
naznaczymy

da’sX=m .dw s7j, dwsY— n.dwsZ 
i, w ed łu g  czwartego, otrzymamy

i
dwsTi =  

skąd wypadnie

ć/ił\rX ==

dwsY —

w

l/(i  + /«*  +  « ')  

71
l/ (  !+///* +  « 2) 

pozostaie nareszcie wyznaczyć wartość dla w, «, a 
przynaymniey przekonać się że sy rzeczywistemi.

W  tym zamiarze wstawimy wartości dws Z ,  dwsY, 
dws'S. w dwa pierwsze równania (u) i otrzymamy

(v)
a(A— A' + B  («* —  i)  +  B'/««— 13"//?=o 
a(A — A")/m+B'(/«*—  i )+ B / « «  — B " « .= o  

Z tych  równań, pierwsze da iedną wartość dla m , 
drugie da icli dwie gdy n mieć będzie poiedynczą: 
to samo powiedzielibyśmy o ilości n : gdybyśmy 
zatem wyrugowali z tych równań iedn§ z-ilości rn, 
«; równanie wypadkowe byłoby trzeciego stopnia 
względem drugiey. Gdyby to równanie ieden tylko 
miało pierwiastek r z e cz y w is ty ,  wartości dla dwsX, 
dwsY. dwsZ wypadłyby poiedyncze; gdyby ich mia
ło t r z y ,  każda wartość wypadłaby potroyna. W  
pierwszym razie tylko iedney, w drugim wszystkich 
trzech, osi mo/.naby wyznaczyć położenie.

Wiemy że równanie 3s° stopnia ma ieden przy- 
naymniey pierwiastek rzeczyw isty: przypuśćmy iż oś 
którey byśmy wyznaczyli położenie za pomocą tego 
pierwiastku iest. według £ ’ i y.e ma położenie dawney 
osi z: poprowadźmy dwie inne osi yJ\ x"  przez za
częcie i na płasczyźnie prostopadłey do z" , pod k$-



tem prostym. Względem tak poprowadzonych osi 
x ", y", z"  uczyniwszy takie samo rozumowanie iak 
względem osi x\ y', z ;  doydziemy do tycli samych 
co w yżey wypadków, to iest do równań f u ) ,  znaki 
tylko wypadnij różne , lecz na te możemy nie mieć 
względu. Ponieważ, oś z "  czyni, z dawną z,  k ą t . =  o ,  
z osiami zaś x , y czyni kąty proste; więc dwsZ— i, 
dif’sX .= o, dw sY= o, i pierwsze z równań (u) zamie
ni się na B'=zo, drugie na B = o ,  a zatem równanie 

A s " 1 +  A';-"1 4- k 'x " 1 4- B z " / '4 -Miz"x"+W x"y'4 - L = o  
odnoszone do układu, który uważam y, przeydzie na 

A z"1 4 - A ’y "1 4- A "x"1 +  B "x"y"4 - L = o .  
Uczyniwszy iescze względem lego równania rozum o
wanie iak w poprzedzającym przypadku, doydziemy do 
równań (ul. Równania te będzie można sprawdzić, 
dawszy nowey osi według z  położenie prostopadłe 
do osi z": wypadnie dws7j-— o, i sprawdzą się dwa 
pierwsze równania (u). Dwa inne kąty X , Y ,  które 
czyni nowa oś według z  z dwiema innemi poprze
dnie naznaczonemi , będą dane przez trzecie z ró
wnań (u) które, dla tego że dwsZ —  o, zamieni się 
na

2 (A"— M)dwsYdwsTL+  R”(VAw2 Y — dws1X  ) = o 
przez czwarte które w tym razie iest 

dws * X + (/ (l 'j  5 Yr—: I 
i tak pozostaie rozwiązać ten ostatny przypadek 
Mamy naprzód

dwsY —  ±  i — dws*X), czyli d w sY = ± w stX  
kąt więc Y  iest dopełnieniem lub spełnieniem kąta 
X według znaku iaki się utrzyma. Aby ten znak 
odkryć, wstawmy wst\ za dwsY w równanie

2(A"— A)dwsYdwsXĄ-Ył"(dw* Y — dw s'X )— o 
i podzielmy obie strony przez dws*X., wypadnie ró
wnanie

a(A" —  A') 
styczx X  4- ----- g77------ stycz X  —  i =ro

powierzchni drugiego rzędu 2 83



którego ostatny wyraz ponieważ, iest odiemny, wnie« 
siemy i° iż pierwiastki tego równania s.-j rzeczywi
ste, 2° i/, z dwóch k.jtow X  ieden iest spełnieniem 
drugiego więc

dwśYL == —  wstX, czyli dws~K=— dwsY 
a tak można wyznaczyć kąty Y ,  X  i ieden iest speł
nieniem drugiego.

Można więc po ostatney przemianie układu w y
znaczyć położenie wszystkich trzech osi, bo trzy pier
wiastki równania stopnia trzeciego które nas zatru
dnia, s;j rzeczywiste, a zatem tak/.e rzeczywiste wy
padną wartości dziewięciu niewiadomych w dziewięć 
równań (p) i (o) webod/.rjcycli : nakoniec równanie 
powierzchni aS° rzędu mai.jcycb środek, może mieć 
nayprostszą postać

M s 1 + M ) , ! + M " i ; ! -l- Ł = o .
G dvby w równaniu ogólnem (>) było A  =  A' =  A", 
B r= o R '= o ,  li''— o, wypadłoby z równań (v), m =  
n =  ~ : a zatem powierzchnia którey równanie

L  • i- ux ' - h y ' + z '  +  —  == o ma nieograniczony liczbę u -
A

kładów osi spółrzędnych prostokątnych.

R O Z D Z I A Ł  D R U G I

O powierzchniach drugiego rzędu uważanych p od  
względem na ich osi-

a84 O powierzchniach drugiego rzędu

a 5g. Równania (u) p o p rzed zan ego  paragrafu ma- 
if| tę własność iż  za ich po.noe.-j i zmieniane kieru
nek osi spółrzędnych można zawsze oczyścić równanie 

Az  * -+- A '/ 1 -ł- A"jj* +  B z j + B ' - z z + B " x y +  
+ C z + C ] y + C x + F = Q  ( i )



uważanych pod względem na ich osi. 285

z wyrazów zawierających iloczyny zy, x z , xy. G d y
byśmy w poprzedzających § §  byli zaczęli rozwiąza
nie zadania o zmianie układu osi spółrzędnych od 
zmiany kierunku osi nie zmieniając ich zaczęcia; by
libyśmy doszli do tych samych równań (u), i oczy
ścilibyśmy równanie ( i )  ze spomnionych wyrazów: to 
zatem przeszłoby na

M z  + M " o ;I -ł-K c  +  K . y + K " a ; + F = o  (y).
W  tey postaci należy ono nie tylko do wszelkich 
powierzchni ale i do plasczyzny gdy tylko będzie 
M = o  M '= o ,  M "— o: w sczeąólności zaś należy do 
powierzchni które maią środek i które go nie inaią.

W  każdym razie wystawimy sobie że zaczęcie u -  
kładu osi do których odnoszone iest równanie (y), 
znayduie się w  środku powierzchni rzeczywistym lub 
położonym w nieskończoney odległości. Zmieńmy do
piero zaczęcie , zostawiaiąc ten sam kierunek osi i 
oznaczmy przez a, a' , a" spółrzędne nowego zaczę
cia a przez z ' , y ' , x ' spółrzędne n o w e :  będzie 
z=z'-\-a, y = / -{-a , x = x ’-\-a" i równanie (y) przey- 
dzie na

M ^ 2+ M y ’ + M V ‘ + ( 2 M a - f- K ) 2' +  
4 - R ' ) /  +  ( a M Y  +  K ' V - ł -
+  M a1+ W  a' ■ +M  "a "* + R a + K  V  +  

- f K V ' + F = o  (/ )  
które, ieśli należy do powierzchni maiących środek 
rzeczywisty, będzie można przywieść do postaci 

M z 1 + M > * + M " x a -+ L = o  
a to za pomocą równań

a M a + R ^ o ,  a M 'f l '+ R '= o ,  a M " « " + K " = o ,
i w tym razie będą rzeczywiste spółrzędne środka 

K  R ' ); R "

a— ~~ aM ;  U =  aM" ’

Jeżeli zaś równanie (y'y' ma należyć do powierzchni nie 
maiących środka, czyli maiących go w nieskończoney
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odległości; niektóre ze spółrzędnych środka będ.-j. nie
skończenie wielkie, a tak będzie albo M —  o , albo 
M ' = o , albo M " =  o: to iest, równanie (y'; należyć 
będzie do powierzchni nie maiących środka gdy w 
niem braknąć będzie iednego lub dwóch z trzech 
pierwszych wyrazów zawieraiących drugą potęgę 
zmiennych x , jr, z-

Gdybyśmy nowe zaczęcie którego spółrzędne są 
a , a\ a” obrali na samey powierzchni, wyraz osta- 
tny równania (\'), to iest

M a * +  M'a' 1 +  U"a"1 + K f l+ K  V + li.'a" + F 
znaczyłby to samo co pierwsza slrona równania (y'), 
a zatein byłby zerem i równanie (y’)  zamieniłoby się, 
opuściwszy kreski i naznaczywszy

a M r t + K — H, a M ' a ' + R — H', a M V + R ' t E *

na
M z ' - f - M '/ 1 + M " * * + H z + H '/ - ł - H " z : = o  (y") 

to w ięc  ostatne równanie należy do powierzchni ze 
środkiem gdy ma trzy pierwsze wyrazy ; do po
wierzchni zaś bez środka gdy z tych wyrazów iedne
go lub dwóch braknie.

I. O powierzchniach maiącycli środek.

a6o. Poznamy powierzchnie maiąee środek za po
mocą równania

M z  * +  M y 1 +  * + L — o .
Rozwiązawszy to równanie względem klorevkolwiek 
ze zmiennych x, y, z ;  wypadną dwie wartości równe ze 
znakami przeciwnemi: a zatem każda z płasczyzn spół
rzędnych dzieli powierzchnią na dwie równe i sy 
metryczne części, zaczęcie zaś spółrzędnych znaydu- 
ie się w  środku powierzchni. Siady płasczyzn spół
rzędnych na pow ierzchni, zowią się przecięciami 
gtównemi a osi powierzchni , które także są osiami 
spółrzędnych, zowią się oskimi głównemi•



Przeciąwszy powierzchnią przez płasczyznę ró
wnoodległą od płas: X Y  w odległości z—  ̂ , tudzież 
w odległości y = £  od X Z  , nareszcie w odległości 
x~oc od Z Y  w każdym razie równoodległe od pła
sczyzn spółrzędnych ; przecięcia będą hniiami dru
giego rzędu i posłużą do odkrycia postaci powierz
chni. Przecięcia te będą różne według różności zna
ków spółczynnikow M ,  M ' , M". Biorąc raz na za
wsze M za ilość dodatną, mogą być

M' i M" i°  dodatne, 20 odiemne-,
Ó°M dodatne, M" odiemne i odwrotnie: 

aże w którymkolwiek z przypadków a° i 3° dwa ze 
spółczynnikow M , M', M' maią znak iednakowy, więc 
te dwa przypadki wychodzą na ieden i dla tego dość 
będzie uważać tylko dwa pierwsze, to iest i°  1 i°. 
G dv M, M', M " będą dodatne naznaczywszy z oso
bna y ~ S , x=<x, równania przecięć powierz
chni będą

M ^ * + M y *  + M ' a ’  + L = = o  
M z*-f-M "a;il+ M ' 6 * + L = o  (A) 

”a ; * + M ^ * + L = o  
Przecięcia  Ie są, i;>k widzimy, tli 1 psami których śro
dki znayduią się na osiach x, y, z. Wziąwszy z o -  
sobna a = o ,  £ = 0 .  7— o, otrzymamy równania przecięć 
głównych

M z * + M y * + L = o ,  M z j + M " ^ ! + L = o, 
M V + M ' * * - ł - L = o  

Gdyby L  było dodatną ilością, przecięcia równood
ległe od płasczyzn spółrzędnych a zatem i powierz
chnia byłyby uroione. Gdyby L  b y ło = :  o, przecię
cia byłyby punktem w zaczęciu położonym. Równa
nie bowiem, na przykład

M z ' + M ' j f + M ' V r r z o  
w którym wszystkie wyrazy są dodatne, aby się spraw
dziło, musi być z==o, y—  o, a = o .  Gdyby L  było 
odiemną ilością, przecięcia byłyby rzeczywiste lecz 
vr tym razie, — L  +  M V ,  —  L-ł-M'6% — L  +  M7*
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muszą być odiemne, czyli L  musi być większe od 
ka/.degó z wyrazów M"a% M g%  M^1. Gdyby było 
L==M"a*, L —  M g 2, L — M^N przecięcia byłyby pun
ktami. Gdyby nareszcie L  było mnieysze od każde
go z wyrazów M"«* , M S 2 , M-y2 , przecięcia byłyby 
uroione. Wszystkie te cechy służy powierzchni zam- 
kniętey: tak.} więc iest ta który poznać chcemy. Zo
wie się ona E L L I P S O I D Ą  ponieważ iey przecięcia 
sy ellipsami.

W'ziywszy razem / = o ;  s = o  w równaniu ellipso— 
idy

M z * + M > *  + M " . r * + L = o  
w którem L  iest ilościy odiemny, wartość wypadaiyca 
dla x  będzie =  połowie osi O C  według x , który na-1 
zwawszv A, iesty '

a  =  ± i / 5F

L  L
skyd A * = ^ p - ,  M " =  —  W ziywszy rażem z  =  o ,

x = o ,  nakoniec y — o, x = o ;  otrzymamy w pierwszym 
razie (fig. 181)

L  L  L
O D  czyli B =  ±  v/— , skyd B 2 =  — ,» M '=r —

w drugim

OB czyli C = ±  C* =  —  , M =  ^ -

wstawiwszy otrzymane wartości dla M, M', M" w ró
wnanie ellipsoidy, to zamieni się na

z % £  f ! __
C* +  B* +  A* “  1

czyli na
A 'B ’ z-2-V"A*Cł7* +  B 2C 2jc* = A 2B 2C* 

taka iest postać zwyczayna równania ellipsoidy.
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G dy A — B; wszelkie przecięcie od X Y  równood
ległe iest kołem, a zatem z przecięcia według osi O Z 
wyniknie zawsze jednakowa ellipsa: w tym więc razie 
ellipsoida może być utworzony przez obrót ellipsy o- 
koło osi OZ, 1 dla tego zowie się obrotową (de re
volution), a iey równanie iest

B ’ ^  +  C ’j ’ + C * * * — B *C \
Gdy nakoniec A = B — C; ellipsoida iest kuły a zatem 
równanie kuli iest

x * + y ' + z ’~  A '

261. W ziąwszy L  za ilość stały; C, B, A za zmien
ne, widzimy według wypadków

l  l  l

M ~  c * ’ M ~  TT* ’ M
be spółczynniki M, M', M" maleiy gdy osi C, B, A , 

rośny. Gdy więc iedna z osi, na przykład A, stanie się 
nieskończenie wielka; będzie M " = o ,  ellipsoida zamie
ni się na W A L E C  a równanie lego powierzchni bę
dzie

M z * + M > ' * + L = : o .
Oznacza 0110 iż podstawa walca równoodległa od 
płasczyzny Z Y  i każde iego przecięcie, byleby nie w e 
dług iego osi, iest ellipsy.

G dy M =  M ';  walec iest p rosty ,  a iego podstawa 
kołem. Gdy nareszcie M ' =  0, równanie Walca za

ć
mieni się na M z * + E = o ,  s k | d z = ± i / — : w tym

więc razie mamy dwie liniie proste równoodległe od 
płasczyzny X Y ,  z których iedna iest nad, druga pod 
ty płasczyzny.

2G2. Rozbierzmy teraz przypadek odiemnych spół- 
czynników M' i M". W  tym przypadku równanie po
wierzchni iest

M2 *— M y * — IVT.r’  +  L— o
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równania zaś przecięć równoodległych od płasczyzn 
spółrzędnych są

M  z 2— M '/ ’ — M "a 2 + L = o  
M  z 1— * — M 'g * +  Lr=.o (A)
M ' j 1+ W x 1— M-y3 — L r= o  

z których dwa pierwsze oznaezaią hyperbole, tivecie 
ellipsę: nareszcie równania przecięć głównych są

M z * — M ' y + L — o , M z ' — M"x'2- f - L = o ,  
M > * + M " ^ 2_ L = o (B).

W edług dwóch pierwszych równań tak (A) iak (B) prze
cięcia równoodległe od Z Y  i od Z X , tudzie/. główne 
•według tych płasczyzn są zawsze rzeczywisteini hy- 
perbolaini niezalegle od znaku ilości L.

W edług trzeciego z równań tak (A) iak (B), gdy na
przód  L  iest ilością dodatną, przecięcie którego ró
wnanie

M y - + M"x 2— (M-y 2+ L ) = o  
i główne odpowiadaiace, którego równanie

M y 2+ W  x 2 — L “ 0 
pierwsze równoodległe od X Y ,  drugie na płas. X Y ,  
są rzeczywisteini ellipsami.

A  tak co do przecięć hyperbolicznych, tych oś dru
ga będzie na O Z  , (fig. 182} a położenie takie iak 
NN', nn!. Powierzchnią tu odkryty , nieograniczo
ną, otaczaiącą w około oś O Z, przecinaiąc płasczyzna- 
mi równoodległemi od Z X  1 Z Y ; pozostałe na niey 
ślady NN', nn' będą hyperbołiczne, przecinaiąc zaś 
równoodległe o d - X Y  przecięcie będzie zawsze ellips;}. 
Jestto powierzchnia H Y P E R B O L O I D Y  O IEDJNEY 
PO W -EO CE ( a une nappe).
Gdy powtóre L  iest ilością odiemną; przecięcia ró 
wnoodległe od X Y  oznaczone równaniem 

M ' y * + M ' V — (M7 2—  L ) = o  
są rzeczywisteini ellipsami gdy M-y*^>L; są punktem 
gdy M - y '= L ,  są uroione gdy M-y2<\L lub gdy -y— o,
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■więc główne przecięcie którego równanie 
M Y  * + L = o ,  iest także uroioną ellipsą.

A t a k  dwa pierwsze równania (A) należą do hy- 
perbol których pierwsze czyli rzeczywiste osi są na 
OZ (fig. i 83), drugie zaś czyli uroione osi są w pier
wszym razie na O Y  w drugim na O X . W edług tak 
odkrytych własności cechuiących powierzchnią, wystaw
my sobie hyperboloidę którey przecięcia D B C  równo- 
od ległe od X Z , i przecięcia D'B'C' równoodległe od 
Y Z  są hyperbolami, przecięcia zaś równoodległe od 
piasczyzny X Y ,  byle nie między punktami B i B 'z a 
warte, bo ta przestrzeń iest próżną, są ellipsami. Jest 
to powierzchnia I 1Y P E R B O L O I D Y  Ó D W Ó C H  P O 
W Ł O K A C H ,  (a deux nappes).

A by  równaniu byperboloidy o iedney powłoce 
M z =— JV1>- *— M " * a + L = o  

w którcm L  iest ilością dodatną, nadać postać syme
tryczną; oznaczymy iey półosi przez A , B, C  i , ro- 
zum ńiąc iak w poprzedzającym § ,  otrzymamy ie

A  =  ±  ^ W , c  =  ± 'y ~ W ' :

z tych, półoś C  według O Z  iest uroioną i równa 
C [/— 1: otrzymamy daley

I, L  — L  L
= -

a zatem równanie byperboloidy o iedney powłoce iest 
z* y* x 1 

C 2 ~  B 2 A 2 =  1 
lub A ’ B * z 2— A*C *y*— B * C ’ . r * = — A IB 2C t .
G dy A = B ,  byperboloida iest obrotowa a iey równa
nie

B * z 2— C * j ’ — C ’ ^ *—  —  B 2C 2: 
powierzchnia ta może być utworzoną przez obrót 
hyperboli około osi O Z , tak i i  z każdego iey prze



cięcia równoodległego od X Y  wypada k o ło , o C2em 
z-iey równania przekonać się można. Aby także ró
wnaniu hyperboloidy o dwóch powłokach 

M z * — Mjk*— M"#*— L = o  
w  którem L  iest odiemną ilościrj , nadać postać sy
metryczną , oznaczymy tak iak wyzey półosi tey po- 
wierchni i otrzymamy ie

A — ~  ’ B =  ±  1/1 M' ‘ ’ C  “  ±  ^ M  ’

z tych dwie półosi A i B są uroione a iedna C według 
O Z  iest rzeczywista: równanie więc hyperboloidy o 
dwóch powłokach wypadnie

z * y x x *

ĆT* “  I F  ~  X ’  -  1

ii b A ' B ’ z ’ - A ' C y — B ' C ' a ^ ' B ' C * ,  
obrotowey zaś, gdy A = B ,

B * z * — c * r * — 'C * : c * = B ł C \
L

263. Wyrażenie A* = - r p  oznacza iż, gdy M ' = o ,

oś A według x  iest nieskończona, a zatem hyperboloida 
iest W A L C E M  H Y P E R B O L I C Ż N Y M , tego zaś ró

wnanie
M z * — M'/* +  L = o

le/.eli L  iest dodatną, a
M z  *— M y * — L = o  lub M ' j * — M z * + L = o  

ieżeli L  iest odiemną ilością. Obadwa walce będą 
miały położenie prostopadłe do płasczyzny Z Y ,  lecz 
w pierwszym oś według z  w drugim oś według y  są 

uroione.

264. Gdy ilość L  dodatna lub odiemną w wyraże

nie C  =  wchodząca, maleć, oś C zbli/.ać się do 

zera bidzie, zniknie zaś zupełnie gdy L  stanie się ze
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rem. W  tym razie odległość BB'(fig. 1 83) punktem, 
a hyperbole DBC, D'B'C' sta 115 się liniiami prostemi 
ponieważ ich oś rzeczywista iest punktem: hyperbo- 
loida nakoniec stanie się O STR O K .R E G IEM  E L L l -  
P T Y C Z N Y M  a równanie iego powierzchni iest 

M z ł —  W y '—
265. Można i bezpośrednie, dowieść iż równa

nie
M z ł — M ' j 1— W'x« + L = o

należy do hyperboloidy. Przeciąwszy powierzchni,j 
szukany przez płasczyznę, według osi O Z pionowey 
do Y O X ,  i nazwawszy r ślad O M  (fig. 184) płasczy
zny przecinał,•jcey na X Y  , równanie tey płasczyzny 
będzie

y~x.stycz®.
W  tróykącie OM/h iest x=r.dw sy, y=r.wsty. W sta
wiwszy te wartości w równanie założone, otrzymamy 

M s 2 — r z (M 'wst2 cp+ W  dws * <p) + L = o  
równanie hyperboli odnoszone do spółrzędnych x  i r, 
przecięcie zatem iest hyperbolą a powierzchnia hyper- 
boloidą.

Gdy L  będzie zerem , równanie to zamieni się 
na

M  z * — r* (M V.rt’ <p +  W  dws * ? ) = o

(W  wst* o +  W  dws3-® 
skąd z = = ± r v /y ------------ — — --------

aże w te y  postaci wyraża dwie liniie proste prowa
dzone przez zaczęcie na płasczyznie M O Z ;  więc 
w razie który uważamy hyperboloida ostrokręgiem a 
iego powierzchni równanie iest

M a *— M y — M "a:*= o.
Wartość otrzymana dla z  oznacza iescze iz liniia 
tworząca ostrokrąg czyni z osią O Z kąty zmienne we
dług swego położenia, czyli według wartości 9: ró
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wnanie zaś ostrokręgu, i/, przecięcie iego równoodle
głe od płasczyzny X Y  iest ellipsa.

M'
Lecz gdyby było M  —  M '1, wartość 2 =  ±  r  1 / —

iiko niezawisła od kąta zmiennego <p oznaczałaby iż 
liniią tworząca, w ka/.dem położeniu iednakowo iest' 
pochylona do osi O Z, a zatem ostrokrąg iest prosty 
1 kołowy.

266. Aby się dowiedzieć w-iakiem powinowactwie 
zostaie ostrokrąg z hyperboloid^ , oznaczmy przez z 
rzędne punktu powierzchni ostrokręgowey a przez z ’ 
hyperboloidy, odpowiadaiąc.e iednymże x  i y. Z ró
wnań
M z a— M y * — M z'*-~M 'y'— W x ' +  L = o  
mamy

M 'r*  +  M".r* M '/•  — L
"■*----------------------- » z ' 1— ----- :------------------

?.()4 O powierzchniach

M  M

L

M ( z 4 - z')
Jeżeli z^>z', ostrokrąg iest opisany na byperboloi- 
dzie a to gdy Ł  iest ilością dodatną, ponieważ ta
ka iest z — z'. Je/.eli z  <C z ,  ostrokrąg iest wpisany 
w hyperboloidę, a to gdy L  będzie ilością odiemną 
ponieważ taką iest z — z'. Jm bardziey powiększą się 
ilości z , z  tym bardziey zmnieyszy się ułomek

— ---------- czyli różnica z  —  z ' spółrzędnych od-
M (z +  z )  J r
powiadaiących ostrokręgu i hyperboloidy : powierz
chnia w ięc ostrokręgu względem powierzchni hyper
boloidy, iest tern czetn asymptota względem hyper- 
boli,

267. Zobaczymy nareszcie iż hyperboloida o ie- 
dney powłoce może być utworzoną przez obrót li-



nii prostey. Przeciywszy hyperboloidę przez pła- 
sczyznę równoodległą od Z Y  czyli prostopadły do 
osi O X ; przecięcie, iakeśmy widzieli, będzie hyper- 
holy którey równanie iest

M 5 2— M '/ 2— M " a2 +  L = 3.
T u  mogy być dwa przypadki: i ° , —  M"a* +  L^>o , 
20,— M "a2 + L = o .  W  pierwszym oś O Y  przecięcia 
liyperbolicznego iest rzeczyw isty , O Z uroioną: w 
drugim obwód hyperboli przecinaiycey iest liniiy pro
sty a tey równanie

M'
z — ± y  t/  (m)

Liniia ta znaydować się będzie na płasczyźnie ró
wnoodległey od Z Y  czyli prostopadłej do osi O X : 
można więc przeciyć hyperboloidę o iedney powłoce 
tak iż ślad przecięcia będzie liniią prosty.

L
Z  równania —  M "a2- j - L = o ,  wypada a = ±  l/ jyp r ’

L  /
aże (262) więc obwód hyperboli

przecinaiycey iest liniiy prosty wtenczas gdy a równe 
iest połowie A  osi według x : a tak płasczyzną 
przetnie oś x  w-iey końcu C (fig. 182) i ten iest 
zaczęciem spółrzędnych do których odniesiemy ró
wnanie (in) : czyli liniia prosta tworzyca powierzehniy 
hyperboloidy przechodzi przez punkt G , pod kątem 
pochyłości do piasczyzny X Y  którego styczna

M' . , ,
=  , nad i pod płasczyzny X Y .

W artość podwójna a oznacza iż takyż liniia pro
sty poprowadzić można na hyperboloidzie i przez 
drugi koniec osi A  , ta zaś liniia będzie równoodle
gły od pierwszey ponieważ icdno równanie służy o- 
budwom.
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Chcąc łedy sporządzić materyialną hyperboloidę 
obrotową o iedney powłoce, nakreślilibyśmy dwa ko
ła równe na dwóch płasczyznach od siebie równood
ległych: podzielilibyśmy każdy okrąg na 100, naprzy- 
kład, równych części: poprowadzilibyśmy liniie pro
ste od punktów podziału iednego okręgu do pun
któw odpowiadających drugiego pod pochyłością d o 
braną i tak aby te liniie były zawsze równoodległe 
od iedney z płasczyzn spółrzędnych pierwszych np Z Y ,  
koła zaś zostały horizontalne. ]VIieyscem geometrycznem 
wszystkich tych liniy, będzie hyperboloida obrotowa o 
iedney powłoce.

II. O powierzchniach nie maiących środka.

268. Powierzchnie nie maiące środka w yprow adzi
my zrównania (259)

M s* + M ' y  + H z + H y +  H "x= o.
Widzieliśmy, i/, w razie który uważamy, ieden lub 
dwa ze spółczynnikow M , JVT, M" muszą być-— o. 
Roztrząśniemy więc dwa przypadki: i °  gdy ieden, 
20 gdy dwa z tych spółczynnikow są =  o. Przypu
ściwszy iż M s* zostaie w równaniu i ma zawsze znak 
dodatny: rozbiór następuiący ściągać się będzie tylko 
do spółczynnikow M' i M".

Pierwszy przypadek M " = o .  Widzieliśmy (209) 
iż zmieniwszy zaczęcie spółrzędnych, zostawiając ten 
sam kierunek, i nazwawszy rt, a', a" spółrzędne no
wego zaczęcia iest

H = a M a + K ,  H '= a M V - ł - K ' ,  H " = a M " a " + K " .  
Z tych równań trzecie daie M " = K "  ponieważ M " ~ o ;  
a zatem, po przemianie, wyraz założonego równania 
zawierający x  utrzyma się. Co się tyczy dwóch in
nych wyrazów zawierających z i y ; będzie można 
naznaczyć H czyli 2 M « - ł - K = o ,  IF czyli 2,M'rt'4-K'=ro, 
i równanie załóż or.' zamieni się na
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M s  * +  M y  +  H " .r = o .
Biorąc z osobna x  , y ,  z  za ilości stałe ; równania 
przecięć równoodległych od płasczyzn Y Z ,  X Z , X Y  
będą

M s*  -J -M y * -J-H"a==ó 
Ms*-ł-H".-r + M f6 ’ — o (B)
M y + i r *  - i - M 7 * = o

z których dwa ostatne oznaezaią przecięcia paraboli
czne i są zawsze rzeczywiste: pierwsze zaś oznacza 
przecięcie elliptyczne gdy ]\I i M' inaią znaki iedna- 
kowe, hyperboliczne zaś gdy M  i M ' inaią znaki ró
żne. W ziąwszy a— o, g— o, 7 = 0 ;  równania prze
cięć głównych będą

M z * + M y * = o ,  M s  * + H " f c o ,  M y * - ł- H " o : = o
z których pierwsze wyraża punkt gdy M i M' inaią 
znaki r ó w n e , lub dwie liniie gdy M i M' inaią znaki 
przeciw ne, d w a  inne równania wyrażaią przecięcia 
paraboliczne.

i °  M' dodatne. Gdy M  i M 's ą  dodatne, H "a od- 
ienine; pierwsze z równań (B) wyraża ellipsę, i w tym 
razie H" i a muszą mieć znaki przeciwne. Jeśii I i 1' 
iest dodatne , a będzie odiem ne, czyli powierzchnia 
ciągnąć się będzie tylko w stronie odieninych x. G dy 

H" iest odiemne, a będzie dodatne, czyli powierz
chnia ciągnąć się będzie tylko w strome dodatnych x.

W eźm y z tyeh przypadków ten w którym Ii" iest 
dodatne: powierzchnia ma w  tym razie położenie 
takie iak BOB' (fig. 185) ,  a iey przecięciem równo- 
odległem od Z Y  iest według pierwszego z równań 
(BJ ellipsa B.rB', przecięciami zaś równoodległemi od 
X Z ,  Y X  są według dwóch ostatnych równań (B) , 
parabole.

Gdy II" iest odiemne, powierzchnia będzie się cią
gnęła w stronie dodatnych x  nad i pod phsczyzną 
X Y  z obudwóeh stron płasczyzny X Z  : iey przecię
ciem równoodległem od Z Y  iest ellipsa EE', (fig. 186)

38
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przecięciami zaś równoodlegleini od dwóch innych 
płasczyzn spóhzędnycli są parabole.

W  obudwóch razach iest równanie 
]\l.r2 + M > 2 -J-H"o:=o 

powierzchni P A R A B O L O ID Y  E L L I P T Y C Z N E Y .
2° M' odiemne. Równanie powierzchni w tym razie 
iest

M z  *— M '/ , + H " * = o :  
równania przecięć równoodległych od płasczyzn Z Y ,  
Z X , X Y  są

M zu— M > « + H " « = o  
M'e*=o 

M ' j * — H "#— My*— o
z których pierwsze oznacza iż przecięcie powierz
chni równoodległe od Z Y  iest hyperbolą MGN, men, 
(fig. 187) drugie iż przecięcie równoodległe od Z X  
iest parabolą A O A' położona w stronie odiemnych 
x ,  trzecie iż przecięcie równoodległe od X Y  iest 
parabolą ROB' w stronie dodatnych x. A tnk p o 
wierzchnia P A R A B O L O ID Y  H Y  P E R B O L IC Z N  EY 
złożona iest z dwóch powłok A O A ' ,  BOB' stykaią«- 
cych się w punkcie O.

Równania przecięć głównych są

— M y = o ,  M z * 4 - H " # = o ,  M!y*— H " x = o  
z tych pierwsze daie

M'
* = ±  r i / T l

i oznacza iż  7. przecięcia powierzchni przez pfasczy- 
znę Z Y  wynikaią dwie liniie proste przechodzące 
przez zaczęcie nad i pod osią O Y . Niech będą La
kierni liniiami L /, L 7': ponieważ kąty wierzchołkiem 
przeciwległe, między temi liniiami zawarte, są równe; 
więc powierzchnia ma dwie powłoki ciągnące się w 
strony sobie przeciwne. Co do dwóch innych ró-
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wnań, iedno M z "  -j- \{'x  —  o oznacza iż przecięcie 
główne według płasczyzny Z X  daie parabolę W stronie 
odiemnych a:, drugie zaś M ' y ' — Ił".r= :o  , iż prze
cięcie główne według płasczyzny X Y  daie także para
bolę w stronie dodatnych x.

Nareszcie, ponieważ w równaniu M z  * -M'y * -\-W a~o  
może a być dodatny lub odiemną, H " zostając doda
tną ilością; więc hyperbole równoodległe od Z Y  bę
dą miały w pierwszym razie pierwszą czyli rzeczy
wistą oś CC/ równoodległą od O Y ,  w drugim rzeczy
wista oś AA' hyperbol PAP', p&p’ będzie równoodle
głą od OZ: odnogi P A P ',  p^'p  zamienią się na li
niie prosie L/, L 7' gdy przecięcie będzie według pła
sczyzny Z Y .  Można więc poprowadzić liniie proste 
na powierzchni parnboloidy hyperboliczney.

Nie można tak łatwo nadać postać symetryczną 
równaniom paraboloid iak ellipsoid i hyperboloid. R ó 
wnania bowiem paraboloid, które nie maią ani śro
dka ani osi skończonych są odnoszone tylko do osi 
spółrzędnych prostokątnych poczynaiących się na po
wierzchni , i dla tegoto obraliśmy w §  iSg  zaczę
cie osi spółrzędnych na powierzchni chcąc znaleźć 
równanie (y"). Z resztą w dziale następującym mieć 
będziemy prostsze równania paraboloid.

269. Drugi przypadek 31'= 0 . M" =  o. W  tym 
razie równanie

M z  ' - { - M j r + M ^ - f  u z + i i y + H " ^ = o  
zamieni się na

M z ' - f H V + H ' t e o  (c) 
bo H mo/.e zniknąć iakeśmy widzieli na począ
tku §  poprzedzającego. Aby się dowiedzieć iakie po
wierzchnie to równanie oznacza, weźmiemy w niem z 
osobna x , y, z  za ilości stałe i otrzymamy 

M z ’ + l i y + H " a  = 0



M 3*-fU " .r- fII 'g  = o
u  y

równania przecięć, powierzchni szukanvcli, według pła
sczyzn równoodległych od Z Y ,  Z X ,  Y X ,  z których 
dwa pierwsze oznaczaią parabole, trzecie liniią pro
stą, więc równanie (c) oznacza powierzchnią W A L C A  
P A R A B O L IC Z N E G O .

Równania przecięć głównych są
M ^ + U ' ; — o ,  M z ! + I l " , i = o .  l l ’f-\-R"a:=o  

dwa pierwsze, oznaczaią parabolę, trzecie liniią pro
stą. Styczna trvgonoaietxyczna tey linii prostey iest 

H" .
zawsze =  -yj-r, więc można uważać powierzchnią

•walca parabolicznego za utworzoną przez liniią prostą 
obracaiącą się około d\yóch parabol tak iż zawsze ■/.o- 
staie równoodległą od pierwiastkowego swego poło
żenia pochylonego do osi O X  pod kątem którego sty

l i 1'
czna trygonometryczna - =  -j-p"

W ziąwszy za oś spółrzędnych liniią równoodle
głą od tey która tworzy powierzchnią walca , będzie 
można nadać prostszą postać równaniu tey powierz
chni. W  tym zamiarze zmienimy osi O X ,  O Y  nie 
zinieniaiąc O Z, kąta ani zaczęcia , oznaczymy przez a 
kąt który ma czynić nowa oś O X ' z dawną O X  a war
tości (5o. 5°)

x = x '. d w s u . — y ’.WSta, y = x  .w sta -\-y J.dw sa  

wstawiwszy w równanie (c), otrzymamy 
M  z 1 -)-{W dwsa . — 1 
-\-{\A.\vstoL-\-W!'dn’soi)x''= .o,

Aby to równanie oczyścić ze zmienney x ' ; nazna
czymy

W w s la Ą -W d w s a — o 

11"
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Ten wypadek oznacza iż nowa oś O X ' iest równo
odległą od linii tworzącey: w tym razie równanie w a l
ca parabolicznego iest

M z 2 -{-(H '^ iw a— li"w siot)y=o  

czyli krocey
M z a+ j S y = o .

270. W  ogólności sposób dochodzenia postaci po
wierzchni drugiego rzędu za pomocą danego równa
nia, polega na odkryciu linii krzywey iaka wypadnie, 
przeciąwszy przez płasczyznę powierzchnią szukaną. 
Sposób ten można iescze tak wyłożyć.

Widzieliśmy (§  80. str. 9 1)  i/., chcąc przeyść z u- 
Hadu spółrzędnycli x , y , z  prostokątnych, tlo inne
go spółrzędnycli a.', y\ z' także prostokątnych , wy
znaczenie położenia trzech nowych osi .zawisło od 
dwóch następujących ilości: i °  kąta 0 który płasczy- 
zna X 'Y '  czyni z pł. X Y ,  a° kąta  ̂ który oś O X  czy
ni ze śladem pł. X 'Y '  zostawionym na płasczyźnie 
X Y  i wziętym za now ą oś O X ' : zaczęcie nareszcie 
zatrzymawszy to samo, znaleźliśmy spółrzędne dawne w 
funkcyi tych ilości i spółrzędnycli nowych

x = x '.d u \ytjf +y'.dws 6(rj/^ -Ą-z'.wstQwszty 
J — — .wstty+y .dwsftdwsty+z'. wsi (J. dws<\> 
z = — y'.wst^+z'.dws^.

To założywszy, weźmy na płasczyźnie, przecinaiącey 
powierzchnią i przechodzącey przez zaczęcie, osi no
w e O X ' , O Y '  trzecią zaś O Z ' do tych prostopadłą, 
liownanie piasczyzny przecinaiącey i iey śladu na po
wierzchni, będzie 

z'— o
a zatem trzy ostatne równania, zmieniwszy nadto za
częcie którego spółrzędne nazwiemy a ,  b, c, przey- 
dzic na

x = a + x '  ,dw s\.dw stiw stty  
y — b— x'.wslty+y'.dwstydwsty 
z — c — y .n st  0.
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Wstawiwszy te wartości x , y , z  w równanie
M « 1+ M >  • +  M"* * + H z + H > -+  W 'x = o  

otrzymamy następujące linii drugiego rzędu, według 
iakiey można przeciąć powierzchnią szukaną, równa
nie
(M. wst ’  0 -ł- M'.dws * §dws ’  -ł- W .dws ’ 0 H\n”  4 ')/ 1

+  — M!)d^d^w\.x'y 
-+-|7aM'Vz+Il ")dlj «■<}'+ (5M 'Z '+ H ')« ,G ^ -(a M c '+ IIjH '0 ]/

4- M c1 -f-M '£1 +  1 +  \\c+\\b  -f- }{"a=o  

które ma tę samą postać co równanie ogólne (88) 
A /* -t-Rv'/-ł-Cx'* +  D y'+Ex'-+  F = o  

liniy drugiego rzędu : mo/na więc wyznaczyć po
stać linii krzvwcy wypadaiącey z przecięcia powierz
chni płasczyzną i postać samey powierzchni. M o
żna tak/e wynaleźć dla kątów 0 i <]> i °d  których 
zawisło poło/enić płasczyzny przecmaiącey, wartości 
potrzebne do otrzymania takiey linii drugiego rzędu 
iaka wypaść może z przecięcia powierzchni. Aby na 
przykład tą liniią b y ł  okrąg kola; muszą spółczynni- 
ki kwadratów y ’z, z'* być równe co do wartości i co 
do znaków, równania więc

M.wst’  0 +  M'efwsa tidws'  <{;+l>V'dws * 0 wst * ̂  -M'<w/ ’  ̂
— W dw s’ §=.0  

dws^ dwshwst^— o 
posłużą w tym razie do wyznaczenia wartości kątów
0 i (J*. Sprawdzi się drugie wziąwszy dwsQ=z=o, skąd 
wst0 = i ,  i pierwsze zamieni się na

M — — M". ć/u’j ’ t|j=o 
czyli M (i  + sly c z 'if)— M'slycz*^— ]\I"= o

/M" —  M \
skąd stycz^ —  _  M> j-

A tak aby z przecięcia powierzchni wynikło koło, m u
si kąt 0 pochyłości płasczyzny przecinaiącey do pfa- 
sczyzny X.Y być prosty a styczna kąta  ̂ który czy-
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f W — H\
ni oś 0 X ' z osią 0 X  ma być =  la za^

styczna będzie rzeczywistą gdy ilość —-----— , iest do

datną. Nie może więc być M " = M '  ponieważ owa 
ilość byłaby odiemną: aże równanie jVP'r^M' ozna
cza powierzchnią obrotową około osi O Z, więc w ra
zie obecnym r.ie można przeciąć powierzchni obro- 
towey według koła, chyba że będzie M — M ' =  M " ,  
bo w ten czas wypadnie slyczty=o, skąd t|/=o albo 
ij/r=200° , co znaczy iż tylko kulę można przeciąć 
płasczyzną według iakieykolwiek pochyłości do X Y  a 
zawsze z przecięcia wyniknie ko ło ,  a lbo, iż tylko w 
tenczas otrzymamy koło z przecięcia powierzchni o- 
brotowey iakieykolwiek, gdy przecięcie będzie równo- 
odległegie od pł. X Y  czyli prostopadłe do osi obro
tu O Z.

Przez podobne rozumowania, możnaby dowieść że, 
z przecięcia ostrokręgu prostego, wypadną, według 
różnych pochyłości płasczyzny przecinaiącey do pła
sczyzny X Y ,  ellipsa, hyperbola i parabola.

R O Z D Z I A Ł  T R Z E C I

O płasczyznie styczney z powierzchnią drugiego
rzędu.

27 [• Ponieważ liniia styczna ieden tylko punkt ma 
spólny z liniią krzywą drugiego rzędu; wypada z po
znanych własności powierzchni tegoż rzędu że 
przez punkt wzięty na powierzchni tego rodzaiu , 
można prowadzić nieograniczoną liczbę liniy prostych 
które ten tylko iedyuy punkt mieć będą spólny z 
powierzchnią. A że  można ten punkt dotknięcia u- 
ważać za punkt f izyczn y, więc owe liniie styczne



prostopadłemi są do iedney/.e linii prostey, a icli miey- 
scem geometrycznem iest płasczyzna, która także ie- 
den tylko ów punkt ma spólny czyli iest styczny z 
powierzchnią.

Aby znaleźć równanie takowey płasczyzny, ozna
czymy przez x\ y\ z ' spółrzędne punktu dotknięcia , 
i w tym razie równanie powierzchni 2S0 rzędu

A z * -f-A’y * -ł-A .2?1 H - C z + C j + O ^ + L ^ ^ o  (1) 
przeydzie na

Az”' +  \ y - * + A V * + C z ' + C ' / + C V + L = o  (2) 
Poprow adźm y przez punkt dotknięcia liniią prostą 
pod iakiemkolwiek nachyleniem: iey równania będą 

x — x '= a ( z — z ) , y — -y— b[z— z') 
a w tych a , b oznaczają styczne trygonometryczne 
kątów które, rzuty linii prostey ua płasczyzny X Z  , 
Y Z ,  czynią z osią O Z.

To założywszy, szukaymy równania ze spófrzędne- 
mi x , y, z  punktu któregokolwiek powierzchni i x\  
y ,  z  punktu dotknięcia a znaleziony równanie, wyra- 
żaiąc powinowactwo między punktami powierzchni i 
punktem dotknięcia, będzie należało do płasczyzny 
styczney. W  tym zamiarze wstawimy wartość L  wzię
tą z równania (2) w równanie (1) i wypadnie ró
wnanie

A fz * — z ' ^ + A Y / * — y'*)-\-A"(x*— * ' • ) +  
+ C ;z — s ' j+ C '( . r _ / ) + C ' Y * — * > = 0  (3) 

którego summę wyrazów dodatnych naznaczywszy 
=  o; otrzymamy równanie powierzchni 2S0 rzędu ze 
zmiennemi x , y, z  za pomocą którego można wyzna
czać punkta powierzchni nadaiąc zmiennym x , y  w a r 
tości stałe. Także summę wyrazów odiemnych na
znaczywszy =  0 otrzymamy równanie potrzebne do 
wyznaczenia punktu dotknięcia. Złączenie więo ty ch  
równań w-iedno, to iest równanie (3) oznacza l in iią  
prostą która przez owe dwa punkta przechodzi i p o 
wierzchnią przecina. A ponieważ spółrzędne x, y, z
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ay zmienne; x\ / ,  z  stałe, więc (3) iest równaniem 
wszystkich siecznych , czyli ich mieysca geometry
cznego, płasczyzny przecinaiycey powierzchnią. Aby 
równanie (3) w yrajało  tę okoliczność iż wszystkie 
sieczne leży  na iedney płasczyźiiie, nadamy mu po
stać
A [z + z ') ( z — z')-\-A’(y + y )(y — /)•+- A ’(x + x ') (x — x') 
+ C ( z — z ') + C [ r — yJ) + C \ x — x')— o 
wstawimy w nie wartości x — x ,  y  — y  wzięte z ró
wnań linii prostey, i podzielimy przez z — z! obie- 
dwie iego strony: wypadnie

A ( z + s ' ) +  A '^ ( / + / ) + A 'V / ( a ;+ a : )+ -  
C + C 7>+C"ćZ=:o 

równanie płasczyzny przecinaiycey powierzchnią i u- 
tworzoney przez obrót linii prostey około punktu sta
łego. Niech dopiero płasezyzna, obracaiyc się oko
ło punktu dotknięcia wychodzi z głębi powierzchni. 
W  tym razie spółrzędne x, y , z  będy się zbliżały do 
Spółrzędnych x\ y , z\  a gdy im stany się względnie 
równe; płasezyzna styczny a tey równanie będzie

a A z' 4 - a M by + aA "ax'-+-C + CV;-f-C "a — 6 
czyli, wyrugowawszy ilości a ,  b , za pomocy równań 
linii prostey,

( a A ,s '+ C ) ( z — z ') Ą - { ik f+ C ) ( y — /)-}- 
4- (a A "x '+ C 'y ')(x — x ’) ~ o  

czyli nareszcie, rozwinąwszy i używszy równania (aj ,  
(a A z '- ł- C ) z + (a A'y'H- C ')y +  (a A " x ' + C")x  -t- 
-Ą-(̂ z'-\~ C y  - ł - C x  -ł-a I>:=;o /̂j) 

ta iest nnyogólnieysza postać równania p ł scżyzny 
styczney z powierzchnię aS° rzędu.

Gdy powierzchnia ma środek a ten weźmiemy ża 
zaczęcie osi spółrzędnych; będzie C = o ,  C == o, C ' ' = o  
a zatem równanie płasczyzny styczney z taky powierz
chni y iest

A z z ' - j - A y / + A " ^ ' - j - L = o  (5).

z powierzchnią drugiego rzędu. 3o 5
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2 7a .  Aby utworzyć równanie linii normalney J a  
powierzchni, zważymy naprzód i/. ta liniią ma prze
chodzić przez punkt dotknięcia płasczyzny styezney , 
a zatem równania normalney są w ogólności 

x — x '= a \ z  — z ' \  y — y'= l> '(z— z  ’) 
powtóre iż ma być prostopadłą do teyże płasczyzny 
daney przez równanie (4), a zatem sprawdzić się m u
szą warunki prostopadłości (74, i°)

a \"x '-h C "— a'(2A z '+ C ' ) ,  a A y + C ' ^ ' ( a A z ' + C ) :  
z  których wypada

aA".r '+ C "  f _  a A > ' +  C '

a a A z ' + C  ’  ^ 2 A z ' + C  

Wstawiwszy wartości d  i b’ \s równania normalney ; 
te zamienia się na

ą ft t . r̂PPa. A X  +  L f

=  - 3 a T T c ’s  - z >’

. ’ A Y  +  C ,  „  .

r - t  =  T a T T c

i° .  G dy powierzchnia roa środek, równania normal- 

n ey  są
a "x '  , a  y

x ~~x> ~  ~ ( z — -s') 

2° Gdy nadto powierzchnia iest obrotową około osi 
O Y ;  iest A "= -A , a zatem równania normalney są 

x h A V
x — X —  — (z— z ) ,  y — y ' = ~ ,  (z— z').

Z  tych  pierwsze, dla tego że ie można obrócić na 
x ‘'

*  =  7 * ’
oznacza iź  rzut normalney na płasczyznę X Z  prze
chodzi przez zaczęcie , sama zaś normalna przez 
oś obrotu O Y ,  a tak normalne do powierzchni obro-^ 
towey, przedłużywszy ie, przetną oś obrotu.
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3° W  równaniu powierzchni kuli iest A = A ' = : A " , a 
zatem równania normalney do kuli są

X —  x ' =  ^j{z— z f) , r — '/— 7~  (z— z')
/O Z>

czyli
x ' /  '

x z '= x 'z ,  y z ' = / z , skąd x =  —  z ,  y ~ —r z
Z> 4Z

y
nareszcie wyrugowawszy z  , y —  T  T rzy  osta-

%v

tne wyrażenia oznaczaią iż rzuty normalney na pła- 
sczyzny spółrzędne X Z , Y Z ,  Y X ,  a zatem i normal
na, przechodzą przez zaczęcie wzięte w środku kuli.

273, Aby dowieść że powierzchnia hyperbeloidy o 
iedney powłoce dotkniętą iest przez płasczyznę sty
czną według dwóch liniy prostych; z czterech następu- 
iących równań

i °  A z*  — A 'j*  — A "x*  + L = o  
a°  A  z z '— k y y — A " x x '  + L — o 
30 A z'* —  A / *  — A”x '*  - j - L = o  
4° y— y = a [ x — x')

(z których ostatne wyraża rzut na płasczyznę X Y  li
nii prostey łączącey punkta spólne powierzchni hy- 
perboloidy i płasczyzny styczney, ieśli ich więcey nad 
ieden maią) wyruguiemy x ,  y  , z  w zamiarze otrzy
mania równania ze spółrzędnemi , y ', z ' punktu 
dotknięcia. Za pomocą tak otrzymanego równania 
będziemy mogli odkryć własności punktów dotknię
cia. Rozmnożywszy wyrazy równania (2) p rzez— 2 
i dodawszy ie do summy odpowiadających wyrazów
1 g° i 3s°; wypadnie

A (z— z ')1— A'(r— y Y  — A"(x— x r)* = o  (A). 
Odiąwszy stronami równanie (3) od (2), wypadnie 

Az {z - z ' ) —  A!y<y— y ) — K 'x \ x  — af) —  o,

z  powierzchnią drugiego rzędu. 307



Kr [a  y c r — / ) + a "x \ x - x ')Y  
A ( z - z ) - = ----------------T z ,~------------- :

wstawiwszy tę wartość A ( s — z ’) z w równanie (A), o- 
trzyraamy

[ A ’y ( y — y ) + A!’x \ x — # ')] *

— A A 'z ' [y— y ' )x— A A "z'* (x— x ’) * = o :  

wstawiwszy nakoniec w to równanie wartość y — y 
wziętą z równania (4), otrzymamy z samemi x\ y \  z  
równanie

(A'ay +  A  V )  *— A A 'a 2 z ' 2— A  A "z' 2= o  

które, ułożywszy względem o, przeydzie na 
A '( A ' / 2— A z ' '* )a -2 +  a A' A "y'x’a + A "(A!'x’2 — M z 1) = o  
czyli, na mocy równania (31, na

A '(L — A"«'*)a* +  a A 'A 'y V a - f . A "(L — A'y *)= o
i da 

-  A 'A y x ' ±  i / [ A 'A " L ( A y 1 -+ A ' V 2— LJ] 

a ~  A \ L — A V 2)

czyli, na mocy równania (3),

— A'A”y'x' ±  \/(  A A 'A " L ż '2) 

"  ~  A \ L — A"x"‘ )

Ta podwóyna wartość a iest rzeczywistą bo iloczyn 
A A'A ' tak iak i L  są dod atne: a zatem równanie 
(4) służy dwom liniiom prostym rzeczywistym po któ
rych prowadzona plasczyzna dotyka się powierzchni 
hyperboloidy o iedney powłoce.

274- Aby poprowadzić płasczyznę styczną z po
wierzchnią drugiego rzędu przez punkt za powierz
chnią dany którego spółrzędne oznaczymy przez x", 
yJ\ z" , musielibyśmy rozwiązać , oznaczywszy przez 
x ' , y , z 'sp ó łrzę d n e  punktu dotknięcia, dwa ró-t 
wnania

3o8 O piasczyinle styczney

skąd



(2 4 i ' + C ) / + ( a  V / + C > " + ( a  A V + C > " - t -
—|-Gz + L y -\ -C  x  -(-alj^^o,
Az'*-+■h!y I_(-A x 2 ~HGz -ł-Cy~|-C y-j-L^^oi

aże te nie s«*j dostateczne do wyznaczenia trzech 
niewiadomych x ' , y ', ż \  więc przez punkt dany za 
powierzchnią można prowadzić nieograniczoną liczbę 
płasczyzn stycznych z powierzchnią drugiego rzędu, 
W  tym razie , mieyscem geoinetrycznem wszystkich 
punktów  dotknięcia będzie liniia 26° rzędu. W y 
rugowawszy bowiem x f lub y  z równań f i )  i (2) 
otrzymalibyśmy w pierwszym razie równanie rzutu 
tey linii krzywey na płasczyznę Z Y ,  w drugim na 
płasczyznę X Z  te zaś wypadkowe równania byłyby 
2o° stopnia. Liniia krzywa dotknięć iest ta sama 
według którey dotykałaby się powierzchnia powłoki 
ostrokręgu utworzonego przez liniią prostą opiera- 
iącą się na punkcie danym zewnętrznym i przebie- 
gaiącą punkta dotknięcia.

Mo/.na wyznaczyć położenie płasczyzny styczney, gdy 
będzie dany drugi punkt przez który ma przechodzić. 
Oznaczywszy bowiem przez x'", y " , z'" spółrzędne 
tego punktu, mamy równanie

(2 A z '+ C )z " ' + (2 k 'y + C ) y " + (2 A V + C")x"-b  
+ C z + C y + G V + 2 L = = o  

które i dwa poprzedzające posłużą do w y zn a cze
n ia  niewiadomych x\  y ,  z .

Można otrzymać podobne wypadki, założywszy iż 
płasczyzna styczna ma przechodzić przez liniią prostą 
daną przez równania

x — x " = a (z — z " ) ,y — y"=bCz— z") 
w których a i b są wiadome. Ponieważ x", y", z  
maią sprawdzić równanie płasczyzny styczney (4) , 
więc warunkiem pod iakim liniia dana znayduie si<j 
na płasczyźnie styczney iest równanie (y‘ó)

z  powierzchnią drugiego rzędu. 3og



Az  +  \ 'b /  -+- A"n x '= o  
które i dwa powyższe są dostateczne do w y 
znaczenia niewiadomych x ' , y ’ , z  , aże równanie 
(4) iest ago stopnia, więc dla x\ y , z' wypadną po
dw ójne wartości, czyli przez daną liniią prostą mo
żna poprowadzić dwie płasczyzny styczne z powierz
chnią a8° rzędu.

3 io Opłas. styczney zpow: drugiego rzędu.



DZIAŁ DRUGI

O TWORZENIU R Ó W N O  W Y R A Z A I Ą C Y C H  NAZNACZONĄ.  

WŁASNOŚĆ POWI ERZCHNI  D RO G I E GO  RZĘ DU.

' « a »Wa » ---------—

2^5. ■£*b y  rzecz, którą przedsiębierzemy, zacząć od 
nayprostszego iuź skądinąd wiadomego zadania i nadać 
iednostayność wykładowi obecney materyi która iest 
odwrotną względem materyi działu poprzedzaiącego; 
utworzymy naprzód według naznaezoney własności, 
równanie powierzchni pierwszego rzędu czyli pia
sczyzny.

Ń iecb będą B D  i C D  (fig. 1 88) dwie liniie w prze
strzeni, przechodzące przez punkt D  obrany na osi 
O Z . Przez punkt M wzięty na płasczyźnie zakoń- 
czoney temi dwiema liniiamii , poprowadźmy in.ią 
płasczyznę A BC równoodległą od X Y : iey ślad BC 
będzie równoodległy od X Y .  M ożna więc uważać 
płasczyznę C D B  za utworzoną przez liniią prostą od- 
prawiaiącą bieg po liniiach DB, D C  tak, iż w kaz- 
dem swoiem położeniu iest równoodległą od X Y  , a 
zatem równanie linii tworzącey B C  za równanie 
płasczyzny.

Aby znaleźć równanie linii B C  naznaczmy spół
rzędne punktu M, A P = . r ,  PM=^*, A O = s .  Nazna
czmy daley A B = .r ' ,  A C  = f ' : równania śladów D B , 
D C ,  będą według tego naznaczenia
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z=ax'-\-c, z — by'Ą-c (r)  
w których c  oznacza rzędną O D , Równanie linii 
BC przechodzącey przez punkt B, którego spółrzę
dne y = o , xz=zx', iest 

y = a { x — x )
a, inko przechodzącey przez punkt C , którego spół- 
rzędne ty= y'j X— O, iest

• • i i ■ r ~ y 'y— y — a x,  s k ą d  a —  ------------:
x

gdy tę wartość a' wstawimy w równanie poprzedzają
ce, otrzymamy

r =  x + r
w to zaś wstawiwszy wartości x\ y’ wzięte z równań 
( i) ,  otrzymamy równanie płasczyzny 

z— by-\-ax-\-c

I .  PO W lERZCHPfin W ALCOW E.

276. Wystawmy sobie w  przestrzeni dwie liniie 
z B  i z 'C  , (fig. 189) któreby przecinały oś O Z  w 
punktach z  i z ,  i prowadźmy pi'zez nie płasczyzny 
A B C  równoodległe od X Y .  Liniia C B  łącząca dwa 
punkta C  i B w których płasczyzna A CB  przecina 
dwie liniie z B  i z 'C ,  będzie równoodległą od pł. X Y .  
W edług  tego założenia niech liniia GB odprawia bieg 
po liniiach z B  i z'C, na których się opiera, tak iż 
w każdem położeniu iest równoodległą od płasczy
zny X Y :  w tym biegu zakreśli w przestrzeni pewną 
powierzchnią krzywą.

Powierzchnie krzywe utworzone przez liniią pro
stą, ruchomą według pewnego prawidła, iak na przy
kład w obecnym razie, nazywaią się powierzchniami 
wichrowalemi (surfaces gaudies). Zmieniaiąc gatu
nek i położenie liniy z B ,  z 'G  byleby te zawsze prze-



cinafy oś OZ w dwóch punktach , zmieniać się b ę
dą i powierzchnie wichrowate, utworzone przez liniią 
prosty odprawiającą bieg po liniiach z B i z 'C  pro
stych lub krzywych na których opiera się tak i i  
w swym biegu iest zawsze równoodległą od płasezy- 
zny "XY.

Założywszy iż liniie zB  i z  C  są proste, przedsię- 
weźmy doyść co za powierzchnia utworzona iest tym 
sposobem przez liniią prostą CB. W  tym zamiarze 
oznaczmy przez x\  odciętą punktu B, przez y  rzę
dną punktu C :  równanie linii 

.sB iest z — a x '+ c  
z ' C  * z = i> y + c '

CB  „ —  ("273)

x , y, z  oznaczaią tu spólrzędne jakiegokolwiek pun
ktu M powierzchni. Wstawiwszy w ostatne równanie 
wartości y\ x  wzięte z dwóch poprzedzających; o- 
trzymamy równanie powierzchni 

Z 1— byz— a x z — (e\-ć)z  +  b c y + a ć x + c c ' = o  (A) 
które oznacza iż powierzchnia szukana iest drugiego 
rzędu. Porownawszy to równanie z ogóinem

A z  * +  A 'y * +  M'x '  +  B\yz +  B'xz -+- B "xj -{- 
+ C z-hG 'f~ ł-G "x+ F= = o  

postrzeżemy że A = i ,  A ' = o ,  A '— o, B = — b, B ' = — a 
B " = o ,  C = — ( c + c ') ,  C '= b c , C "= ac\  F— cc. 
Przenieśmy zaczęcie spółrzędnycli w środek powierz
chni którego spółrzędne oznaczymy przez a, g , 7: i 
w równanie ^A) wstawmy x'-ł-a, z ’+ 7  za x t
y , z : według (237) otrzymamy na wyznaczenie nie
wiadomych a, g, 7, trzy równania

27—mbS— aa— c— c'— o, —  by -f b c = o,
— a~i+ac'=o : 

aże z dwóch ostatnych wypada 7 = 0 ,  ~̂— cr ; wnie
siemy iż trzy otrzymane równania są niedorzeczne,

4o
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czyli źe powierzchnia szukana nie ma środka. A tak 
me zmieniwszy zaczęcia, zmienimy tylko kierunek osl  

spółrzędnych, zatrzyinuiąc zawsze uklul prostokątny, 
i znikną w równaniu (A) iloczyny spółrzędnych. W 
tym razie równania (§  25q. str. 282) 

a (A — A ')n+ B(«1 —  i 
2(" A — A")/«+B'(/«*— i ) + B / « « — B "/i= o  

zamienią się na
m — bili*— i)— amn— o
2 m— a[jn*— i )— bum— o 

z których trzeba wyprowadzić wartości niewiadomych, 
7fl, ti w funkcyi ilości wiadomych a ,  b. W  tvin za
miarze wyruguiemy m z tych równań rozmnoży
wszy wyrazy drugiego przez on* , a w rozmnożone 
wstawiwszy wartość amn wzięty z pierwszego, i w y
padnie

(a*+b*)n*— ib n — b 't= a  

skad n = i ± ^ + < ‘ ‘ +i>-)

3 14 O tworzeniu równań

m ■■

a* + b ’ 

a ± a  i/ ( i  + a * + b i )

a * + b *
Wstawiwszy te wartości n i m w wyrażenia (str. 282)

m 
dwsX =

dwsY =2

dwsZ =

l / ( i  -b/n* n*) 
n

l / ( i  -\-m* + n *)
i

V/(i + m * + n * ) 1 
znaydziemy wartości sześciu niewiadomych dwsX , 
dw sY, dwsZ, dwsX' , dwsY' , dwsZ' a tein samem 
kąty które uczynią osi O X', O Y ',  zdawnemi O X , O Y ,  
O Z r Wziąwszy więc według tych wypadków nowe 
osi OX', O Y ' na płasczyźnie X Y ,  oś nowa O Z  zey- 
dzie się z dawną OZ. Ą  tak będzie można oczyścić
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równanie (A) z wyrazów zawieraiących zy, x z  , to 
zaś —  zważai|C że w ogólnem równania (m) (§  208 str. 
378) iest dwsZ" = \ , dw sX "=o, dwsY"— o, dla te
go że oś O Z ' schodzi się z  osią O Z ,  i  u żyw szy ró
wnań stronicy 277, — . zamieni się na 
{dws* Z  — b.dwsYdwsZ— a.dwsXdwsZ)x'7 +
-\-(dws’  Z '— b .dwsY'dwsZ'— adwsX'dwsZ')/* + z *  +  
4- (ac'.dwsX.+ bc.dw sY — (c+ć)dw sZ)x'-\- 
-ł- (a ć  .dws\'-\-bc.dwY'-(c-\-c')dZ')y ~(c-\-ć)z +  c ć =  o 
Przypuściwszy iż płasczyzna X Y  przechodzi przez 
punkt z' równoodległe od swego pierwszego położe
nia będzie c' czyli O z ' = o ,  iest zaś nadto dwsZl— o, 
dwsZ ■=■ o dla tego że oś O Z ' schodzi się z osią OZ; 
więc ostatne równanie przeydzie na

z 'x+bc.dw sY .y'+ bc.dwsY.x'— cz ' = o  
i teraz c. oznacza zz'. Mamy więc ten sam przy
padek któryśiny rozebrali w §  269, gdzie było M ' = o ,  
M " = 0  : i otrzymane równanie, wziąwszy zaczęcie 
na powierzchni, będzie można zamienić na 

z '  +  ]l'r + U " x = o  
które należy do w a l c * p a r a b o l i c z n e g o  , taką więc 
powierzchnią oznacza równanie (A): to iest, liniią pro
sta B C  odprawiaiąca bieg po liniiach prostych z ’G, 
,zB danych w przestrzeni i w swym biegu zawsze r ó 
wnoodległa od płas: X Y ,  zakreśla powierzchnią walca 
parabolicznego. Przecięcia tego walca według pła- 

. sczyzn równoodległych od Z Y  lub od Z X  zosta- 
wiaią na iego powierzchni parabole, przecięcia zaś we
dług płasczyzn równoodległych od X Y  zostawiają , 
na tey ie  powierzchni, liniie proste.

277. Po liniiach krzywych BE, C F  (fig. 190) po
łożonych  w przestrzeni, niech liniią prosta BG odpra
wia bieg taki. iż zawsze zostaie równoodległą od X Y :  w 
tym biegu zakreśli BC pewną powierzchnią. Aby 
znaleźć równanie tak utworzoney powierzchni, ozna
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czmy równanie rzutu linii krzywey BE na Z X  
przez

Z = fx '  ( i j ,  

rzutu FG na Z Y  przez

z==? y
równanie linii tworzącey C C , iest (aja)

W stawiwszy w równanie (3) wartość y  i x  wziętą z 
dwóch poprzedzających ( i ) i  (a), otrzymamy szukane 
równanie powierzchni. W  tym zamiarze przywiedzie
my naprzód równanie (2) na mocy równania (3) do 
postaci

a w to gdy wstawimy wartość ac wziętą z pierwsze
g o :  otrzymamy równanie powierzchni w postaci

278. Gdy liniie krzywe BE, C F  są parabolami, ich 
równania będą

z '= p x \  z,x==qr': 
z tych wziąwszy wartość dla x ’ i /  i wstawiwszy w 
równanie

otrzymamy
z * = q y + p x

równanie powierzchni walca parabolicznego (276).

279. Niech liniia prosta D N  (fig. 19 1)  opiera
jąca się stale na ellipsie C N B  i na osi O Z, odpra
wia bieg, zostniąc zawsze równoodległą od płasczy-

x 'r
cz\li ,  /  =  —-----  (3)

'  o. — x  v '



zny X Y .  Powierzchnia tym sposobem zakreślona 
przez liniią ruchomą 1 ) N , nazywa się powierzchnią 
konoidy zakończonej- sklepieniem wichrowałem (sur
face du conoide de la voute d’arrete en tour ronde) 

A by  znaleźć równanie tey powierzchni nazwiymy 
A połowę A C  wielkiey o si ,  ellipsy B N C , równood- 
legley od O Y ,  B połowę AB małey osi równoodle- 
głey od O Z  , y' odciętą Ap  punktu N  w którym 
liniią tworząca D N  schodzi się z obwodem ellipsy: 
według tego naznaczenia równanie ellipsy D N C  iest

walcowe. 3 1 7

Ponieważ wszystkie przecięcia powierzchni równood
ległe od ellipsy GNB są elliptyczne; otrzymiAny ich 
ogólne czyli powierzchni równanie, wyrugowawszy y  
z ostatnego. Mamy zaś równanie , rzutu Op linią 
D N  ,

y~=a.Z
czyli, wziąwszy ^ r = O A = «  skąd y = A p = y \  

y'=za.a
y’ y'% 

tak iź  a —  — 1 y =  — ; nareszcie 
a J a

 ̂ x
więc, wstawiwszy tę wartość y' w równanie ellipsy, 
otrzymamy

a ry % 5 *

A ’ x~ +  B* 1 

równanie powierzchni konoidy wichrowatey.
A  tak wszelkie przecięcia konoidy równoodległe od 

zało/.oney ellipsy BC są ellipsami, których poloniami 
Ax

S,1 ----- i B : a ponieważ zmienna a? wchodzi w w ar-



tość wielkiey osi, więc między wartościami x  znay
duie się taka, że 

Ax 

a
i w tym razie przecięcie konoidy iest kołem. Tako
wą wartość x  znaydziemy przez proporcyią z osta
tnego równania wyprowadzony 

A : B = r t  : x  
równanie zaś koła iest 

/ * + z * = B \
Uwaźaymy iż powierzchnia konoidy wichrowa tey iest 
czwartego rzęd u , ho iey równanie iest czwartego 
stopnia.

280. W  ogolności, odkryiemy równanie pow ierz
chni wichrowatey, utworzoney przez liniią prostą 
GB, odprawiaiącą bieg po dwóch krzywych EB  i FG 
(fig. 190) tak źe zawsze iest równoodległą oJ pewney 
płasczyzny daney, następuiącym sposobem.

Oznaczywszy przez x\ •/, z' spólrzędne punktu B, 
przez x ' ,  z"  punktu C ; beda równania linii 

EB, z '= f x \  / = f zx ' '
FC; z " = $ x \  r"— V\x"

Z —  r"
tw orząceyCB; z — z ’, z = z " , y — / = =  ■ ,,__' (x — x '):

(3) *  *  ; .
z tych siedmiu równań wyrugowawszy sześć ilości 
y , z\  x '\ y ” , z"\ wypadkowe będzie szukanein równa
niem powierzchni. Równania (3) przeydą naprzód na

/ > ’— F , x "
z ~ f x \  z = Y x " ,y — f xrf—  — -r,—  (x— x 'j

OL> OL

po czem , z tych trzech pozostanie wyrugować x  i 
x"\ aże z pierwszego wywiedlibyśmy wartość w po
staci x ’= (?z, z drugiego x " = ^ l z; więc , wstawiwszy 
ie  w równanie trzecie, otrzymamy szukane powierzchni 
równanie w postaci

3 1 S Powierzchnie



y—  <p'-z=<p , z ( . t — <pz).

Niechby na przykład limie Eli,  F C  były liniiami pro- 

stemi, ich równania będą
y'-=-ax -\-b, z!-=zćx -\-d\ i y"= a% " -]-£, z"^=yx ' § 

z których i z równań (3) wyrugowawszy , / ,  z ; 
x", y \  z"', otrzymamy równanie powierzchni.

D rugie i czwarte z równań liniy prostych zamie
nię się naprzód na

z = c x '+ d , z — yx"+%  
a ostatne z równań (3) na

ax'— ax" +  b— 6 
y — (ax +  b) =  ------- t— t,------- ix — x ) :

X  «v

pozostaie -wyrugować x ' i x" z tych trzech równań : aże

, 1 • , z —  d z —  ^
pierwsze dwa daię x —  — » # ' : = -------  więc osta

tne przeydzie na

—  d)

walcowe. 3 19

c
ay(z— d)— a.c(z— &)+-|r(£— g)'

—— * co _
j f z — d)— c[z— <i ) \ c

to równanie iest drugiego stopnia a zatem oznacza 
powierzchnię drugiego rzędu , to iest walca parabo
licznego (276)

281. Takim&e sposobem znaleźlibyśmy równanie 
powierzchni utworzoney przez liniię prostę D C  (fig. 
192) biegaięcę po trzech krzywych DD', B B ',  C C ' 
tak iż w każdem położeniu iest równoodległy od da- 
ney płasczyzny.
Niech będę x ,  y\ z ' 9półrzędne punktu D 

x", y'\ ć ' ......................... B

f " ,  z : ' \ .........................C
7"— fx', z ’= f x '  równania krzywey DD'

r = < px", z"— < p ,x " ......................... BB'
r'= ^ '", z"'— ^ x '" .................cc'



równania nareszcie linii twórz,•jcey C D  przecbodzijcey
przez trzy punkta C, B, D, są

y __y" f z '—  z '
j — r' =  - — z ~ z  =  — - (x— x )

CC --- *\/ »*'

'3-20 Powierzchnie

f " —r =  z"—z= X’zf^^x'"—x)
W yrugowawszy x .  y \  z\  x", y", z"; x " ' , y " , z"’ z 
tych dziesięciu równań; równanie wypadkowe będzie 
szukanem równaniem powierzchni.

Gdyby na przykład trzy liniie DD', BB', C C ' były 
proste, ich równania byłyby, 
pierwszey, y '= a x '+ a ,  z '— b x '+ b ' 
drugiey y"— c x "+ c \  z " ~ d x " + d '  
trzeeiey jy'"= ex"' +  e , ź " ~ g x "  + g  
z których i z czterech poprzedzających wyrugowa
wszy dziewięć wymienionych ilośc i, otrzymalibyśmy 
szukane równanie powierzchni z trzema zuiienueini

/ ,  -■

282. U tw ór powierzchni walcowych; zwłascza zam
kniętych , można iestze wyłożyć następującym spo
sobem.

Niech liniia prosta M M ' (fig. 193) obraca się o* 
koło krzywey BM 'C ; na którey się opiera, tak aby 
zawsze była równoodległy od linii prostey daney O A: 
mamy znaleźć równanie powierzchni walcowey tym 
sposobem utworzoney. Niech będij 

x = a z , y— bz 
równania linri prostey OA; x , y , z  spółrzędne pun
ktu M na powierzchni walcowey, x ,  y ' ,z '  punktu M 1 
wziętego na linii krzywey CM'B, którey równania ozna
czymy przez

f (V ,  y ,  z ')= o , F(x', y ,  Z ')= o :  
równania nareszcie linii MM', są

x —>x’— ci(z—  z'), y— y'— b[z~-z').



W yrugowawszy x ' , y , z ' z czterech ostatnych r ó 
wnań otrzymamy równanie powierzchni ze zmienneint 
x , y, z.

Aby skażać działanie wyrugowania , przywiedzie
my dwa ostatne równania, do postaci

x '= a z  -Ą-x— a z, y '= b z  + y — bz 
dwa zaś poprzedzaiyce , naznaczywszy x — az —  P ,  
y — b z '= Q ,  do następniycey
t[az'-\-P, b z '+ Q , z ')= o , F (a z '+ P , b z '-h Q , z ’)= o .  
W idzim y dopiero że gdy z tych dwóch równań w y- 
ruguiemy z'; wypadkowe zawierać, będzie tylko P ,  
Q  z-ilościami zmiennemi ar, y , z  , więc Q  iest pewn$ 
funkcyi.-j P, czyli

Q=?p
czyli y — b z— yix— az).
taka iest postać równania powierzchni zafożoney.

a 83. Niechby na przykład trzeba było znaleźć ró- • 
wnanie powierzchni sklepienia walcowego elhptyczne- 
go utworzoney przez linii.'} MM' obiegaiyey obwód 
ellipsy B M 'A  (fig. i q 4) tak iź zawsze zostaie równo
odległy od O U .

Dla ułatwienia rozwiązania, założymy iż oś pozio
ma O X  przechodzi przez środek C  ellipsy , tey zaś 
płasczyznę weźmiemy za pionowy i do osi O X  pro
stopadły. Oznaczym y daley p r z e z u j ,  z  spóhzę- 
dne punktu M powierzchni, przez x\ y ’, z! spółrzę
dne punktu M' ellipsy, naznaczymy OC==A, C A = :B ,  
C I £ = C ,  i mieć będziemy równania, ellipsy v

x  —  a  2 l  i . .
•r “ A ’ B* +  C* ~  

linii twórz,jcey MM'
z — z'— b\x — x'), y — y'= (t(x  — x )i  

z tych czterech równań wyrugowawszy x\  y't a'; u- 
trzymamy równanie powierzclini walcowey ęllipty- 
czney. ,

. walcowe. 3 i i



\y—a(x  —  AJ]* [z— b{x— A) ]*

B *  +  C *  ~  1

II. P O WI ERZ CHNI E OS TROKRĘ GOWE.

284. Powierzchnia ostrokręgowa nioźe być utwo
rzoną przez liniią prostą MM' (fig. 1 q 5) opieraiącą 
się na punkcie stałym D i przebiegającą obwód li
nii krzywey AM'B.

Aby znaleźć równanie tey powierzchni oznaczmy 
przez x , y, z  spółrzędne jakiegokolwiek punktu M 
wziętego na powierzchni, przez x\ y\ z ' punktu M ' 
linii krzywey AM'B przez a, b, c spółrzędne punktu 
stałego I). W edług tego naznaczenia równania linii 
M 'D  są (62)

x — a y — b
x - a = - r — (z— c), y  b —  (z — c).

A ---C A*
Naznaczmy daley równania kierownicy AM'B 

f(x', r ,  z ’) = o ,  F(x', y ,  z ')=o: 
z tych czterech równań wyrugowawszy x ,  y ,  z ’ otrzy
mamy równanie powierzchni krzywey. Aby to wy
rugowanie wykonać; wywiedziemy z równań przedo- 
statnych wartości

(s'— c) y '= b + ( z '—c j ~ ^ c ,

te wstawimy w równania kierownicy, a oznaczywszy 
x — a y— b
— -—  przez P, ----- - przez Q , otrzymamy równania

f [a~\-(z’— <?)P, hĄ-(z'— c)Q, z']— o. 
F[rt-(-(z'— c jP ,  b-\-(z— c)Q, z'\— o.

Z  tych nakoniec wyrugowawszy z\  wypadnie z-ilo-  
ściaini P, Q  równanie powierzchni ostrokręgowey w 

postaci

Q = ? P

la  a Powierzchnie



c z y l i

Y— b (X— aV ' 

z —  c  ̂ \ z — cj

a 85. Między powierzchniami ostrokręgowemi u-
m ieścimy m stępuiącą:

W ystawmy sobie koło, ruchome w ten sposób, że 
iego środek M' (fig. 196) przebiega liniią krzywą 
M 'A' a okrąg posuwa się po inney linii krzywey M "A " 
tak , iż to koło w każdem położeniu zmienia swóy 
promień, iego zaś płasczyzna iest zawsze równoodle
głą od daney. Powierzchnia tym sposobem utworzo
na przez koło ruchome zmieniaiące swóy promień , 
będzie miała podobieństwo do powierzchni zgiętey 
o stro kręgu : mamy utworzyć równanie takiey powie
rzchni.

Naznaczm y równanie płasczyzny koła 
z - f - A ^ + B / — C 

z ' spółrzędne punktu M ' linii krzywey M'A.'
y", z " .........................M " . . . . M "A"

x i X, z ............................... M  okręgu
nareszcie, wyrażenie analityczne równania M M '= M " M ' 
iest

(x— .x')x+ (y — y y + ( z — z'y==
. + r / ' - y j * + ( * " - 2 ' ) *  c o .

Ponieważ płasczyzna kola przechodzi przez punkt M# 
więc

z ' + A cc'+ B / ' = C  
odia wszy-stronami to równanie od naypierwszego, w y 
padnie

z — z ' + A ( x — x ' ) + B ( / — y ) = = o  (a) 
równanie oznaczaiące iż płasczyzna koła przechodzi 
przez punkt M'. Także równanie

z ’ — z '+  A ix"— x ’)+ B (r"— r ’) = 0 (3) . 
wyraża iż płasczyzna kola przechodzi przez M". Niech 
nareszcie będą równania

cstrokręgowc. 3a3



J x '= f z ,  / — f,z ' linii A'M'
W ( x " = F z " ,/ = F lZ" . A 'M " 

z tych siedmiu równań wyrugowawszy x', y  , z ' ; 
y'\ z"\ wypadkowe ze zmiennemi x , y , z  będzie szu- 
kanem równaniem powierzchni.

I I I .  PO w iE U ZC H M E OBROTOWE.

a86. Gdy liniią A 'M ' (fig. 196) iest prostą i pro
stopadli} do płasczyzny koła M " M , powierzchnia u- 
tworzona przez obrót płasczyzny zakończoney liniią 
krzywą A 'M " około linii prostey A'M' iako osi, bę
dzie z rod za i u tych które nazywają obrotowemi (de 
revolution).

Aby znaleźć równanie ogólne powierzchni obroto- 
wey trzeba wyrugować 6 ilości x 't y ,  z'; x", y”, z z 
siedmiu następujących równań

1 x = A z '+ a ,  y'=Rz'-\-b, linii A 'M' 

i a°, — # ')*-jr(r— / ) ’ -+-(z — z ') ’ =
(x'— x )  * ’  -\-{z"— z’) *

3°, (z— z '+ A ( x — x  )-+B(y— y';— o 
4°, z"— z '+ A (x "— .r^-ł-B^-''— y ')= o  
5°, x"— Vz\ y " = F i z"  

z których pięć ostatne były znalezione w poprzedza, 
iącym paragrafie.

Nadamy naprzód równaniu (2) na mocy równań 
(1)  postać

(x — A z ’— r — Bz'— b y + [ z — z ')% 
= { x '— x y + ( y ’- / y + { z ' - z ’) *

czyli
(\x— rt)‘ + ( j r — b y + z %— i z ’(h x + B y -\ -z)+  
-f- a(Art-)-B^/)z'-ł-(A * B*-f-1 ) 5 ' * =

==' * " — / ) * + ( * " — *' ) ‘ ł 
powtóre równaniu (3) postać

2-|-A#-)-Bj = 2 ' +  A # ' + B /

3a4 Powierzchnie



a oznaczywszy (x — —  b )' -f. z * przez 1', 
z-\-A.r-ł-B/ przez Q; sieflin równań z których trzeba 
wyrugować sześć wymienionych ilości, są

= ( x " — x y + ( y — / ' ) * + ( z " — z ) '  
x '= kz'-\-a , y '= B z + b
Q = z '+ A a ; ' - ł - B /
z"— z +  — x ' ) + B  [y ‘— y ) — °
x " = $ z \  f = \ \ z " .

Rozwinąwszy dopiero 6 ostatnych równań w zglę
dem x ,  y\ z'-, x", y \  z ", te ilości będą wyrażone 
w funkcyi Q  : więc wstawiwszy ie w  równanie pier
wsze to zawierać będzie tylko P i  Q  i przybierze 
postać tak;j

P = ? Q :
przywróciwszy więc warlości P  i Q ,  równanie ogól
ne powierzchni obrotowych iest

(«— ■«)*+(/— b y + z r= ^ {k x -ir B y + z ) 
G dy A'M' będzie osią OZ; równania tey osi o- 

brotu będą a' = o ,  y '= z  o, azatem  a =  o ,  b =  o, 
z — z = z " , równania zaś z których mamy w yrugo
wać spomnione ilości, są

x* + y %— x"*-\-y"', z — z', z — z", 
z "= $ x " , f  = X x ’.

W yrugowawszy naprzód z ,  z'\ x ’\ y", wypadnie 
x*Ą -r ' ==xr 1 -f-(F ,x ")*, z — Fx" 

z tych zaś wyrugowawszy x", otrzymamy równanie 
powierzchni obrotowey w postaci 

Z = < f( x '+ J ')

287. Gdy liniią A'M' (fig. 19G) iest prostą i pro
stopadłą do płasczyzny którey rów: z  - ł - A .r + B w = C :  
gdy także hniia A"A1" iest prostą a iey równania s;i 

x '= M  zr-ya\ yz= W z'-\-b ’-, 
znaydziemy równanie powierzchni utworzoney przez

obrotowe. 3a 5



tg ostatni} liniią, wyrugowawszy x\ y ,  z ;  x \  y", z ”  
z siedmiu następuiących równań

{x— x 'Y  +  (y— / ) '- ± ( z — z ') '= { x " —x 'y +  
* K r"— r 'Y + ( z " ~ z 'y  
(z— z')-ł- A(x— x  ) + B ( ^ — y ^ = o  
z — z '+  A {x"— x ’)+ B ( / ' — / ) = o  
x ’= A z + a ,  y 'r= B z'+ b  
x " = M z " + a \  y "— Bz"-\-b’.

Aby to wyrugowanie ułatwić , weźmiemy oś obrotu 
A'M' na osi O Z, w tym razie będzie x '= o , y '= o  
skąd A = o ,  B— o, a— o, b = o , siedm zaś równań 
poprzedzających zamienią się na

x * + .r '+ { z — z ') '= * r ' + / ' t + ( z " — z 'y
z — s'— o, s ' 1— z ’= o, x " ~ k z " + a  
yv= B 'z " + b '

z których, wyrugowawszy z\ x", y ", z ”; wypadnie 
x  " + / * = ( B ' z + a ' ) *  + { B 'z + b ' Y .

G dyby nadto liniie A 'M ',  A "M " były równoodległe, 
mielibyśmy A = A ' ,  B = B ' ,  to iest powierzchnia by
łaby walcową i miałaby równanie

a:I + j r , = ( A 5-ł-« '; ’ + ( B s - +  br) z.

a88. Założywszy iź  liniie A'M', A"M " (fig. 196) są 
proste i przecinaią się w punkcie którego spólrzędne 
są ci, b, c; wyruguiemy x\  y ,  3'; x", y", z" z sie
dmiu równań

(x— x ’J * +  (y—y')  * +  (z— z ’)* = (x " ~ x ’) * - f

+ ( / ' - / ) ' + ( z " - z 'Y  
z — s ' + k [x — x'\ - ł-B(/— y')— o 
z"— z '+ A (x ”— x ’)+ \\ {y — f ) = o  
x — a = A ( s '— c), y'— b = B (z — c) 
x"— a = \ '(z " — c), £ = B ' ( s " — c) 

a wypadkowe będzie należało do powierzchni ostrokrę- 
gu prostego kołowego.

3 a6 Powierzchnie obrotowe



I V .  POWIERZCHNIE PARABOLOID.

289. Wystawmy sobie nieograniczony liczbę para
bol takich iak B M C  (fig. 197) którey wierzchołek 
znayduie się na linii prostey BO, przechodzącey przez 
zaczęcie spółrzędnych i położoney na płasczyznie 
ZOX. : niech płasczyzna tey paraboli będzie prosto
padły do osi O Z  czyli równoodległa od pł: X \  , 
niech iey oś BA leży także na p ła : Z X  równoodle
głe od osi O X , niech nareszcie kaf.de z-iey ramion 
iak na przykład BC przecina ramie O C , inney para
boli położoney na płasczyznie Y O Z  maiycey oś na 
O Z, a wierzchołek w zaczęciu O. Mieyseem geome- 
trvcznem wszystkich paraboloid takich iak D M C  , 
iest powierzchnia p a r a b o l o i d y  p a r a b o l i c z n e y .

A by utworzyć równanie tey powierzchni, nazna
czmy spółrzędne któregokolwiek punktu M na niey 
wziętego, A P  P M = r ,  A O  =  z ,  punktu zaś Br
AB = # ' ;  punktu C , A C = / ' .  W edług  tego nazna
czenia równanie linii OB iest 

( 1) x ’= p z  
w którem p — slycz BOA; paraboli O C

0 )  / ' = q z >
paraboli C M B ,

y * — r ( x — x) 
w którem x — . r = P B ;  wziąwszy tu x =  o, a zatem

/ y 2
Y =  y  ; znaydziemy /■ —  •— 7- i zamienimy równanie

OC

paraboli C M B  na

(3) r ;  ( * ’- * )

wyrugowawszy dopiero y  i x  z równań (1), (a), (3_j; 
otrzymamy równanie paraboloidy paraboliczney 

v* x

a  +  P



3,8 Powierzchnie

które oznacza walec paraboliczny (278). Ź e  otrzy
mane równanie oznacza walec paraboliczny można 
bezpośrednie okazać następującym sposobem. R ó 
wnanie ogólne powierzchni walcowych (282) iest 

y —qz— y<Kx —p z)  
w którem y — qz— o, x — p z  =  o są równaniami linii 
tworzącey powierzchnią walca : aźe równanie para- 
holoidy paraboliczney

r  = -  y / Ł  ^ ( p z — x)

ma taką samą postać jaką poprzedzające równanie 
powierzchni walcowey , więc obadwa oznaczaią ie- 
dnakową powierzchnią : w sczególności więc ostatne, 
czyli

oznacza powierzchnią walcową utworzoną przez li-: 
niią prostą którey równania są y =  o, oc— / j z — o : 
iako/. te równania służą linii (JB, więc liniie proste 
równoodległe od O B  prowadzone przez punkta G 
lub M powierzchni, leżą na tey powierzchni.

290. Powierzchnia PAUABOLoinv e l l i p t y c z n e y  (fig
198) mo/.e b yć  utworzoną przez ellipsę ruchomą 
B M A  , równoodległą od płasczyzny Z Y  , opierającą 
się na dwóch parabolach O B  , OA z których iedna 
leży na płasczyźnie X Z  druga na X Y ,  a oŁiedwie 
maią spoiną oś O X . Mamy utw orzyć  równanie p o 
wierzchni tym sposobem utworzoney.

Nazwiym y x  odciętą 0 .r punktu M dowolnie w zię
tego na obwodzie ellipsy czyli na powierzchni , y  
rzędną \ x  punktu A która iest osią ellipsy, z  rzę
dna B# punktu B która iest drugą osią ellipsy. Niech 
hędzie równanie paraboli O A ,



paraboloid.

S ' = p ' x  ( i) ,
paraboli OB

z * — q * x  (2) 
w których parametry w postaci kwadratów sy w y r a 
żono na znak iż  sy dodatne.

O znaczyw szy  daley przez z ,  y  dwie inne sp ółrzę
dne punktu  M  ellipsy A M B , iey rów nanie iest 

Z*  Y %

7 * +  7 r = = I
g d y  w to wstawim y wartości z \  /  wzięte z równań 

( 1 ) i  , o trzym am y równanie paraboloidy ellipty- 
czn  ey

z % r a 
~  +  —  —  oc 
q  p '

2 9 1 .  Pow ierzchnia  p a r a b o lo I d y  HYPERBOLiczNEY 
m oże b yć  u tw orzon y przez hyperbolę M B  (fig. iqc)) 
leżycy  na p łasczyźnie  Aa?B rów noad ległey  od Z U Y ,  
odprawiaiycy bieg taki, iż  iedna , z- iey  zm iennych 
półosi,  Bo; iest rzędny z  punktu paraboli O li  le ż y -  

cey na p łasczyźnie  Z X  , druga A x  iest rzędny y* 

punktu inney paraboli O A  le/.ącey na płasczyźnie 

Y X .  M am y u tw orzyć  równanie tey powierzchni. 
Równanie paraboli O A  iest y , '>-= :p*x

. . . 1 . . O B  , z ' * — q * x

Z* '}'*
. . . hyperboli M B ,  y i  —  y z =  1.

W  to ostatne w staw iw szy wartości z  i  /  w zięte z 

d w ó c h  p ierw szych, wypadnie rów n an ie  paraboloidy 
hvperb oliczn ey

£  Zl
q* p •

292. Własności paraboloidy hyperboliczney sy na»

4*



stępuiace. Naprzód: gdy w-iey równaniu weźmie
my x  =  o ,  otrzymamy

z* j '  q
—  —  ~  , czyli z  =  ±  —  /  :
9 P P

to równanie należy do dwóch liniy O C  , O C ' (fig*
199) przechodzących przez zaczęcie O i leżących 
na plasczyźnie Z Y ,  ta więc płasczyzna przecina p o 
wierzchni;} paraboloidy hyperholiczney według dwóch 
liniy O C , O C ” które z osią O Z  czynią kąty równe
Z O O , z o c \
Powlórc: wartość

. 9  J  , P 'x \
z  =  ±  —  r  v  i •+• —r

p \ q r>
wywiedziona z równania paraboloidy hyperholiczney 
oznacza i/, gdy rzędna y  będzie wzrastała, a x  za
trzyma wartość stałą , rzędna z  powierzchni będzie 
się coraz bardziey przybliżała do rzędney płasczyzn

a
C O X ,  C 'O X  których równania z — ± : ~ y  a rzuty

na płasczyznę Z Y  są O C , O C ' : te więc płasczyzny 
są Rsymptotycznemi powierzchni, czyli ta zamkniętą 
iest między płasczyznami C O X  , C 'O X . Płasczyzna 
więc B;rA przecinająca powierzchnią według liyper- 
boli MH, przecinać będzie dwie płasczyzny asympto
tyczne według dwóch liniy prostych xV) , x\)' a iak 
powierzchnia będzie utworzoną przez hyperbolę BM 
tak płasczyzny C O X ' C 'O X  przez iey asymptoty a.T), 

xT>’.
Potrzecie: dawszy odciętey x  wartość odiemną —  x  
(fig. aoo) równanie powierzchni paraboli/idy hyper- 

b jliczney będzie

—  —  x
~~ q ' ~

Oznacza ono iź przeciąwszy powierzchnią płasczy-
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ellipóoidj'

zną B V A '  równoodległy od Z Y  , w odległości —  x ' 
od zaczęcia; zostanie na powierzchni hyperbola A'M' 
którey półosi są Mx i Bo-’' ,  a ich wartości p \ / x  , 
q \ / x ': z tych pierwsza przecina hyperbolą w A', a 
obiedwie są rzędne mi dwóch parabol , oznaczonych 
równaniami

i równych dwom parabolom OB , O A  lecz w przeci
wną stronę obróconych. Paraboloida hyperboliczna 
składa się więc z dwóch powłok równych, stykających 
się w punkcie O  i zawartych między plasczyznami 
asymptotyczneini C O X , C 'O X .

s g 3. Powierzchnia f l l i p s o I d y  może być utworzo- 
ną przez ellipsę N U M  (fig. 2 0 O odprawiaiącą bieg , 
równoodległe od plasczyzny X Y ,  opieraiącą się sta-

znayduie się na płasczyźnie Z X  , druga na plasczy- 
źnie ZY. Mamy utworzyć równanie tey powierzchni.

Oznaczywszy osi Oa, Ob, Oc przez a, b, c; odciętą 
PM punktu M przez x  a rzędną PN punktu N przez 
j ,  będzie równanie

Niech x  oznacza odciętą PQ  punktu R  ellipsy two- 
rzącey N R M , y  rzędną Q R  tegoż punktu: ponieważ 
półosi tey ellipsy są PM==s£', PN —  y\ więc iey ró
wnanie iest - '

V .  PO WI E R Z CH N I A  ELLl PSOl DY.

Ie na dwóch różnych ellipsach ca, cb z których iedna

eilipsy ac,

. . cb
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gcly w to •wstawimy wartości x  i y  wzięte z dwóch  
poprzedzających, wypadnie

*  r
a* 

czyli

równanie powierzchni ellipsoldy. 
i ° .  Gdy On — Ob czyli a =  b , ellipsoida obrotową  
w zględem  osi OZ a iey równanie będzie 

x ’ + y z z 1
1  Z " “ł "  — i  IOz C1

czyli e * . r * + c f vy* +  £*£a= £ Ic*
2°. Gdy Ort— O f c = O c  czyli a = b = c , ellipsoida kulą, 
równanie zaś kuli iest

x * + y z+ z ' = a \

V I.  POWIERZCHNIE HYPORBOLOID-

2g4- Powierzchnia iiYPi-itEOLdiDT o iedney powło
ce m o /e  być utworzoną przez elhpsę DM C (fig. ao-a) 
odpriiwiniącą bieg równoodległe od płasczyzny XY , a 
opteraiąrą się stale na dwóch różnych hyperbolach Ca,  
D £ z których iedna leży na płasczyźnie ZX, druga na 
ZY. Mamy utworzyć równanie tey powierzchni.

Oznaczywszy półosi O a, O b, O z hyperbol przez cl,
b , c; odciętą punktu C przez.r', rzędną punktu D  przez  
y'\ będzie równanie  

x '%
liyberboli aC, ■—p

r'* z*
• • • ^D > “  —  =  »•

Oznaczywszy przez x  , y  , z  spólrzędne punktu M  
fllipsy tworzącey D M C , iey  równanie będzie
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x ' y_
x 'x y '1

gdy w lo wstawimy wartości x ’ , y' wzięte z dwóch 
poprzedzających, wypadnie

x x y x

a* +  IP  ~  ~cx ~  1

i ’ c ’ f ’ + f l ' c y ' — a*b*z’ = a , b*ct
czyli 

czyli
a ” b ’ z °— a xc xj 7— b ’ c ’ x * — — a*b*c* 

równanie powierzchni hyperboloidy oiedney powłoce.
G dy a— b\ hyperboloida obrotową względem osi 

O Z, a iey równanie iest
Z»2z 2— c*y2— c’ x * = — b*cx.

Q g 5 .  HYPKItJBOLoiDA O DWÓCH POWŁOKACH ll lO ze  

b y ć  u t w o r z o n ą  n a s t ę p u j ą c y m  s p o s o b e m  ( f i g .  2 o 3 ) .

Niech będą E C, E 'C' dwa ramiona iedney liyper- 
boli; E D , E 'D ' dwa ramiona drugiey. Powierzchnia, 
iedney z powłok hyperboloidy będzie utworzoną przez 
ellipsę D M C  odprawiającą bieg równoodległe od X Y
i opierającą się ciągle na ramionach E C  i E D  dwóch 
ró/.nych hyperbol; drugiey zaś przez ellipsę D M 'C '  
odprawiaiącą bieg według takiego samego prawa iak 
w pierwszym razie. Mamy utworzyć równanie tey 
powierzchni.

Oznaczywszy przez x\ y odcięte punktów C  i D; 
przez x , y, z  spółrzędne punktu IM ellipsy tworzącey 
D M C ; będzie równanie

hyperboli E C ,  E 'C ';  ^  i

z*
E D , E'D'; _  _  —  =  t

ellipsy DM C , X—  -f- ~  == i



w to ostatne wstawiwszy wartości x\ y wzięte z dwóch  
pierwszych, wypadnie

z x y % x * 

c* Z>a ~a* 1
czyli

a 'b 'z * — a ’ c a/ a— •b*c’ x * = a ',b 'c n
czyli

3 ac a.r a-+ a*c*y*— a*b*z*— — a rb'c*  
równanie liyperbolouly o dw óch powłokach.

Gdy a = b ,  hyperboloida obrotowy a iey równanie  
iest

y  +  x*

6 ' a  Q a  1

czyli
a ' z 7— c*y*— c * x * = a ’ c*.
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K O N I E C .

Układał J ó z e f  P i ł a t o w s k i ,  z e  szczegół nem a u t o r a  

uk ontentowaniem.
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O M Y Ł K I.
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8- §7 geh ghl

S h P I
IO. 19 b a ~ a x b c ~ a x
i 5. 22 + —  przy ss'(s+s')

26 b '+ c '
16. 7 c s~ b s c ? = b s

ab ab11 s—
.. . b +  c 5. b +  c

4 od końca z X
j 8, 13 A B = a A F A B = 2 A E

2 i 3 od końca, b 4 2b, w mianowniku
mb* b*20. 11 V/----- v —

2 2
22, 3 od końca, AM " A'M''
24, 6 na O X na O Y
24, 12 po słowie przez  dodav Bękarta
a 5, 2 od końca M m!

oslatny — PM' — PM"
26, i — P M " - P M "

3 - O P ' — OP'
4 od końca fig. 14 fig. 1 5

2 7’ 7 M rn-=z M m ~ z
> §  28 fig. 1 5

29, 6 A / 4-Ba’= :C := 0 ,  A / - j - B . r + C = o

2 od końca
__ C c

A A
3o, /j. §  3a x.jr x \ j
46, 14 j  .v

49, 6 y j
56, 3 §  55 po M Q  dopisz M R
63. 15 j * j

71, 3 r^=E f s = o
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71. ost. słowo -one wymaz.
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9 
74, i 3

77> 5 
87, 6 §  78

92> 4
104, 18
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X Y
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W x
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M f * .
z = . —  A(r— e), — A (i-H ?)

. r - h # "  x'~ł-od’
y - a - ------ — -f- b

2 2

w f i  i} u /'a c h.
Tabl. I. fig. 2 zamiast K L  ma b yć  K L

t 3 punkt prz_ O Y  i M "M " ma być oz. lite. Q ' 
23 K  K  i MM' N

II. Si O  A i krzywey E  
5a N U' i krzywey Q Q ' N"

III.68  lin. pr. O A ,  OB, O P, PP maia być sobie równe.
V .  Ji6 prostop. wyprow. z punktu P ma być P N'

P  ̂ P N
VI.148 zamiast C  pod liniią O A ma być C '
VII. i 5o zamiast lit. X  którą iest oznaczona pr >topadła

wyprowadzona zpun. O  lin. OB ma być lit. Y .


