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Dynamische Probleme der mikropolaren Elastizititstheorie*) ., , "~

, Y] 3 ‘,{,,‘
Von W. Nowacki oo B
\‘ & .;'-:‘}Own,.l ff’.
1. Einfiihrung T~
Die klassische Elastizititstheorie bietet uns eine gute Beschreibung des Verhaltens von Werkstoffen (verschie-
dener Stahlsorten, Aluminium, Beton) bei Spannungen, die die Elastizititsgrenze nicht iiberschreiten, aber
auch iiberall dort, wo wir es mit keinen Spannungskonzentrationen zu tun haben.

Eine Diskrepanz zwischen den Krgebnissen der Klastizititstheorie zum einen und der Versuche zum
anderen tritt immer dort auf, wo die Mikrostruktureigenschaften des Kérpers zu Worte kommen, also in der
Nihe von Anschnitten und Kerben, wo wir mit betrichtlichen Spannungsgradienten zu rechnen haben. Diese
Diskrepanzen treten auch in granulierten Koérpern, solchen wie Polymeren usw., auf.

Der Einflufl der Mikrostruktur des Korpers offenbart sich nachdriicklich im Fall elastischer Schwingungen
von groflen Frequenzen und kleinen Wellenldngen.

Diese Mingel der klassischen Elastizitdtstheorie versuchte W. Vorar [1] zu beheben, indem er voraus-
setzte, daBl die Transmission zweier Korperteile aufeinander durch das Flichenelement dA nicht nur mittels
des Kraftvektors p dA, sondern auch des Momentenvektors ne dA erfolgt.

Auf diese Weise wurden neben den Kriftespannungen o,; auch die Momentenspannungen p; definiert.

Kine durchaus konsequente Theorie der unsgymmetrischen Elastizitit wurde bereits von den Gebriidern
Fraxcors und Evaine CossErar erarbeitet und in ihrem Werk ,,Théeorie des corps deformables® [2] im Jahre
1909 veréffentlicht,

Sie setzten voraus, dafl sich ein Kérper aus dem Kontinuum der miteinander verbundenen Partikel in
Form kleiner starrer I 6rper zusammensetzt. Bei einer Deformation erfihrt jedes Teilchen eine Verschiebung
u(x, t), und eine Drehung ¢(x, t), wo u, ¢ Funktionen der Lage & und der Zeit £ sind.,

Auf diese Weise wurde ein clastisches Kontinuum beschrieben, dessen Punkte eine Orientierung erhielten
(polares Kontinuum), so dal} von einer Drehung des Punktes gesprochen werden kann. Die Vektoren e und ¢
sind voneinander unabhéngig und beschreiben vollkommen die Deformation des I{érpers. Die Einfithrung der
Vektoren uw und ¢ sowie die Voraussetzung, dall die Krifteiibertragung durch das Flichenelement d4 mittels
des Kriftevektors p d4 und des Momentenvektors m dA erfolgt, fiihren konsequent zu den unsymmetrischen
Spannungstensoren o;; und g1,

Die Theorie der Gebriider Cossuram blieb jedoch bei ihren Lebzeiten unbeachtet und unausgewertet.
Die Ursache dieses Sachverhalts lag in der Darstellung dieser Theorie (als einer nichtlinearen Theorie, die grofie
Deformationen beriicksichtigt), aber auch der Umstand kann hier angefithrt werden, dall ihr Werk den Rah-
men der Elastizititstheorie tiberragte, Die Cosseratsche Theorie bildete den Versuch zur Schaffung einer ein-
heitlichen Feldtheorie, die die Mechanik, Optik und Elektrodynamik umfafite und mit dem allgemeinen Grund-
satz der geringsten Wirkung (action euclidienne) im Zusammenhang stand.

Die in den letzten 16 Jahren auf dem Gebiet der allgemeinen elastischen und unelastischen Medien ge-
fithrten Untersuchungen haben die Aufmerksamkeit der Forscher auf das Werk der Cosserars gelenkt. Bei
der Suche nach neuen Modellen, die das Verhalten reeller elastischer Korper besser beschreiben, stieff man auf
Modelle, die dem Modell des mikropolaren Mediums angendhert oder mit ihm identisch sind (C. TrRuEspBLL,
R. A. Tovrin [3], [4]).

Das Interesse der Forscher galt anfangs der vereinfachten Cossurar-Theorie, einer Theorie des sogenann-
ten Cossurarschen Pseudo-Kontinuums. Eine Reihe von Forschern (G. Griour [5], W. T. Korrer [6], R.
D. Minprin und H. I, TrersteN [7]) haben eine neue Herleitung dieser Theorie dargestellt, die derzeit unter
dem Namen ,,Theorie of couple-stresses with constrained rotations* bekannt ist. In dieser Theorie ist die Dre-
hung kein unabhingiger Vektor, was folgerichtig eine Bezeichnung des unsymmetrischen Teiles der Spannung
0;; und des unsymmetrischen Teiles der Momentenspannung p,; unmoglich macht. Andere Forscher haben
direkt an die allgemeine CossuErar-Theorie angekniipft (W. Goxraer [8], H. Somawrer [9], H. Neussr [10],
B. Kuvsainsgir und A. L. Azro [11], N. A. Patmow [12], N. SANDRU [13]).

Bemerkenswert sind die Versuche zur Schaffung einer allgemeineren Theorie des Kontinuums, als sich
dies aus der Cosserarschen Theorie ergibt, indem diese Versuche die inneren Bewegungen der im Makrovolu-
men AV enthaltenen Mikroelemente zu beriicksichtigen hitten (C. A. ErinarN und E. Sunvsr [14], J. A. Ku-
NIN [15]).

#) Auf der GAMM-Tagung, April 1970, in Delft (Holland) auf Binladung der Tagungsleitung gehaltener Hauptvortrag.
i
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Zur Zeit ist die lineare Theorie des mikropolaren Cosserar-Mediums ein gut entwickelter Zweig der Me-
chanik iiber deformierbare Korper. Bs wurden aus ihr grundlegende Beziehungen und Differentialgleichungen
hergeleitet und cine Reihe spezifischer Probleme, vorwiegend im Rahmen der Elastostatik, gelost. Den Gegen-
stand dieses Vortrags bilden dynamische Probleme der linearen Elastokinetik. Is werden die wichtigsten [r-
gebnisse dargestellt, die bis jetzt auf diesem Gebiet erzielt wurden, hauptsichlich in bezug auf die Fortpflanzung
elastischer Wellen in einem unendlichen mikropolaren Medium.

2. Formulierung des elastokinetischen Problems

Betrachten wir einen Raumbereich ¥ 4+ 4 mit dem Rand 4. Der Bereich umfalit cin homogenes eclastisches
mikropolares Medium, charakterisiert durch die Dichte p und Drehtrigheit 7. Das Medium sei isotrop und zen-
tralsymmetrisch. Unter der AuBenbelastung erfahrt der Koérper eine Deformation, die dureh ein Verschichungs-
feld u(ae, {) und ein Drehfeld ¢(m, 1) gkennzeichnet ist.

Im Kérper entstehen die Kriftespannungen oy(a, ) und Momentenspannungen gy (@, t), die durch das
Klastizititsgesetz mit den Komponenten des Deformationstensors ypy(a, t) und des Kriimmungstensors
#yi(®, 1) verbunden sind.

Die elastokinetische Aufgabe fiir den isotropen homogenen und zentralysmmetrischen Korper besteht in
der Ermittlung der Funktionen (e, 1), (e, t) und g4, £), #5i(x, 1) der Klasse O und der IFunktionen
wu(x, t), e, t) der Klasse 0@ fitr e V 4 4.

Die obigen Funktionen haben folgende Gleichungen zu erfiillen:

a) die Bewegungsgleichungen

01,1 = 0 W — Xy, 1) , (1)

Lo + pyi, g =1 ¢ — Yi(x, 1), xelV, t>0, (2)
b) die linearen Beziehungen zwischen dem Spannungs- und Deformationszustand

o = (e + &) ppi + (0 — &) pij + Apun iy (3)

Pai = (Y - €) xpi + (y — &) iy + B wpa Ogi (4)
wo die Grofien yy;, »,; als

Vio = Wiy — Bypiqr s %= @iy (5), (6)
definiert sind,
¢) die Randbedingungen

oping= piwe, by, pging = mda, t), xed,, >0, (7)

w; = fi(e, 1), P = gz, t) , ®edy, t>0, A=4d,4 4, (8)

d) die Anfangsbedingungen

wi(®, 0) = kqi(x) , (e, 0) = hyi(x) , (9

pi(e, 0) = l(=x) , i, 0) = s;(x), ®eV, =0, (L0)

Hier bedeuten g, 4 die Konstanten von Lams, o, 1, ¢, & dic weiteren Blastizititskonstanten. Alle Blastizitits-
konstanten beziehen sich hier auf den adiabatischen Prozel.

Die Funktionen X;(x, {) bedeuten die KKomponenten der Massenkrifte, Y;(x, t) sind die Komponenten des
Massenmomentenvektors. Die Groflen p; und m; sind die auf 4, gegebenen Funktionen, wobei pi die Kompo-
nente des Belastungsvektors, m; — des Momentenvektors ist. Mit f; werden die auf 4, gegebenen Komponenten
des Verschiebungsvektors, mit g; des Drehungsvektors bezeichnet. Die GroBen ki, hy, I, s; sind die im Anfangs-
zeitpunkt ¢ = 0 gegebenen Funktionen. #;;; ist der bekannte alternierende Tensor von Luvi-Crvird. Alle
Grofien sind auf das cartesische Koordinatensystem bezogen.

Die Beziehungen zwischen den Komponenten des Spannungs- und Verzerrungszustandes werden aus den
Formeln
U _ U

- a;;. Hyi = ﬂz_;,- (11)

i

gewonnen, wo U die innere Energie bedeutet, die als

I —a

A g
U “‘""':'_):_'yffy” +'u Bl ylfyif_!_?ykkyﬂu“I’y_:j:'"'xji?‘ﬁ 'i"}_) 5} ijx‘xr‘;.l _i'g'xi:kxnﬂ (12)

ausgedriickt werden kann.
Die Elastizitdtskonstanten sollen folgenden Ungleichungen geniigen:

3A4+2u>0, 34+29y>0, p+e>0, u>0, a>0, £>0. (13)

El)ie grundlegenden elastokinetischen Differentialgleichungen fiir Verschiebungen und Verdrehungen kén-
nen wir aus den Bewegungsgleichungen durch Eliminierung der Spannungen gy, yi erhalten, wobei das Elasti-
zititsgesets (3), (4) beriicksichtigt werden muf3,
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Werden die Verzerrungen yy;, »;; mit Hilfe der Verschiebungen ; und Verdrehungen ¢; laut Definitionen
(5), (6) ausgedriickt, so erhalten wir ein System von sechs Differentialgleichungen. Sie konnen zusammengefallt
als Vektorgleichungen geschrieben werden

Opw (A pu— a)grad divu -+ 2arotgp + X =0, (14)
Oy +(f +y—e)graddive 4+ 2arobu 4+ ¥ = 0. (15)

Hier sind die Differentialoperatoren

De=(u-+a)V2—gd, [Oy=(+eV:—da—1d,
eingefiihrt,
Die Gleichungen (14) und (15) stellen ein System von gekoppelten hyberbolischen Ditferentialgleichungen
dar.
Wird in den Gleichungen (14) und (15) « = 0 angenommen, so ergeben sich zwei voneinander unabhingige
Gileichungssysteme

Dt + (A + ) grad divee 4 X = 0, (16)

Enl.a ¢+ 4y —e)gaddivg Y =0, (17)
mit

[L:,u;/“—gé‘?. L_JI.I."—(}’-FE)VB—'IW-

Die zusiitzlichen Bedingungen ff = y = & = 0 fithven zum Fall der klassischen Elastokinetik, in dem ein sym-
metrischer Spannungstensor auftritt. In diesem Fall erkennen wir in (16) die Verschiebungsgleichung der klas-
sischen Elastizititstheorie. Bei gy =1 =« = 0 bezieht sich (17) auf ein hypothetisches elastisches Medium,
in dem nur die Verdrehungen der materiellen Elemente zulissig sind.

In den Gleichungen (14) und (15) sind die Eigenschaften beider obiger Medien gekoppelt, jede materielle
Partikel erfihrt eine Verschiebung u; und Verdrehung ¢;, wobei diese Groflen voneinander unabhingige Funk-
tionen sind.

Wenden wir auf (14) und (15) die Divergenz-Operation an, erhalten wir zwei Wellengleichungen

O yer + divX =0, (18)

Ly #pp + div¥ =0, (19)
Hierbei ist

yir = div e, e = div e,

h=@+2pp2—e0i, Dh=F+2y)p>—4a—1027.

Gleichung (18) beschreibt die Fortpflanzung der Dilatationswelle, sie ist in ihrer Form mit der Wellengleichung
fiir die Dilatation in der klassischen Elastizititstheorie identisch. Diese Welle pflanzt sich mit konstanter
CGleschwindigkeit ¢, = [(A + 2 u)[o]"/? fort.

Der Gleichung (19) entspricht keine Gleichung der klassischen Elastizititstheorie. In der Theorie des
mikropolaren Mediums beschreibt sie die Fortpflanzung der GroBe s, = div . Wir werden sie die Gleichung
der Mikrorotationswelle nennen. Eine Gleichung vom Typ der Gl. (19) tritt in der Quanten-Elektrodynamik auf,
wo sie als IKiriN-Gorponsche Gleichung bezeichnet wird, Gleichung (19) stellt eine ungedimpfte Welle dar, die
aber der Dispersion unterliegt. Die Phasengeschwindigkeit der monochromatischen Welle hingt hier von der
Schwingungsfrequenz w ab.

‘Wenden wir auf die Gleichungen (14) und (15) die Rotation an, erhalten wir cin gekoppeltes Gleichungs-
system

(1, 82 4+ 2 rot I = — i rot X, (20)
D,,H-l—.‘!cxrutﬂ:--%—rotl’, (21)
mit
1 1
Q=?r0tu, H=§-1'utrp.
Durch Elimination erhalten wir die folgende Gleichungen
(e Oy + 462 72) 2 =  rot 1ot Y—-?lz—[jqrotX, (22)
(O Oy + 42 p’i")ﬂr—-al‘otrot.x—é-[lz rot ¥ . (23)

1 &



T4 Hauptvortrige

Wird in Gleichung (20) x == 0 angenommen, 8o erhalten wir

Oy 2 = — . rot X, ' (24)

el == e TN (25)

o] — e o=

Gleichung (24) stellt unter Beriicksichtigung der zusitzlichen Bedingungen ff = y = & = 0 dic aus der klassi-
’ 1 y
schen Rlastokinetik bekannte Wellengleichung dar, die die Fortpflanzung der Gréfic T rot u beschreibt.

Kommen wir nun auf das System der Differentialgleichungen (14) und (15) zuriick. Um dieses Differen-
tialgleichungssystem auf ein System einfacher Wellengleichungen zu bringen, schlagen wir den Weg ein, der
uns in der klassischen Elastizititstheorie von Lani gewiesen wurde (N. A. Pataov [12]).

Das Verfahren beruht auf einer Spaltung des Vektors wund ¢ in einen potentiellen und solenoidalen Teil.
Wenn wir also annehmen, daf}

u = grad @ + rot W, div¥ =0,

_ (26)
g = grad [" - rvot I, div I = 0,
und in gleicher Weise mit den Massenkriften und Massenmomenten verfahren
X =p(gradd 4 roty), divy=0, 1)

Y=1I(grado +rot5n), divy =0,

sowie die (leichungen (26) und (27) in das Gleichungssystem (14), (15) einsetzen, erhalten wir folgende Wellen-
gleichungen

0@ +0? =0, (28)
O 4 Tgi=10, (29)
L%+ 20rot H-px =0, (30)
O, H+20xrotW -+ 119=0, (31)

Hierbei ist vor allem zu bemerken, dall die Wellengleichungen (28) und (29) fiir die skalaren Potentiale @, I"
nicht gekoppelt, die Gleichungen (30) und (31) fiir die Vektorpotentiale ¥, H dagegen miteinander gekoppelt
sind. Alle Wellen sind ungeddmpft, aber die Wellen ', %, H unterliegen einer Dispersion. Wird aus (30)
und (31) einmal die Funktion I, ein anderes Mal die Funktion ¥eliminiert, so erhalten wir die Gleichungen

(D?. D4+40‘2 Vg) W —=2x Il‘Oti]—QD.‘x, (33]
(Ds D4+40¢3[72)}I=20€91‘()t}:-—1 o7 . (34]

Es gibt auch ein anderes Verfahren zur Entkopplung des Gleichungssystems (14), (15). Dieses Verfahren ist
mit jenem analog, dessen sich B. G. GALERKIN [16] in der klassischen Elastostatik und M, Tacovacus [17] in
der klassischen Elastokinetik bedienten.

Fine Veranschaulichung dieses Verfahrenstyps fiir das lineare mikropolare Medium hat N. Sanpru [13]
angegeben, wobei die Verschiebungs- und Drehungsvelktoren u, ¢ durch zwei vektorielle Spannungsfunktionen
I', G ausgedriickt wurden:

w= [l [, F— grad div A F — 2 rot [1; & (35)
¢ = [0, Oy G— grad div @ G — 2arot [, I, (36)
wo
A=A +p—o)0—4a*, O=(F+y—¢ 0 — 4o
ist.

Die Spannungsfunktionen haben folgende Differentialgleichungen sechster Ordnung zu erfiillen :
D;(D3D4+40&§Va)F+X=O, (37)
g (Da D.;—f—éoczVa)G—l—I":O. (38)

Diese Gleichungen sind zur Ermittlung singuliver Losungen im unendlichen elastischen Raum besonders ge-
cigllllet. Fehlen die Massenkréfte (X = 0) ganz, so ist F' = 0, fehlen aber die Massenmomente (¥ = 0), so ergibt
_ sich G = 0.

3. Fortpflanzungen der Wellen im unendlichen mikropolaren Kontinuum

Die Fortpflanzung der elastischen ebenen Wellen in einem mikropolaren Kontinuum (mit freien Drehungen)
wurde von V. A. Patmov [12], V. R. Parpirr und A. C. ErineEX [18] untersucht, dio Fortpflanzung der Mikro-
rotationswellen ist von W. Nowacxki [19] untersucht worden.
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Nachstehend fithren wir einige Bemerkungen an tiber die Fortpflanzung dieser Wellen.
Betrachten wir die homogenen Wellengleichungen

0,%=0, O, L'=0, (1), (2)
O +2axrot H=0, [O,H+42xrot¥ =0. (3), (4)

Unter der Voraussetzung, dall wir es mit einer ebenen Welle zu tun haben, die sich in Richtung des Einheits-
vektors der Normalen m fortpflanzt, setzen wir in die Wellengleichungen (1) bis (4) die Beziehungen

(B, W, H) = (D, I', Vo, M) exp [i k(- —wt)], r= (2,2 x), (5)
ein, Die Funktionen @, I" sind mit der Verschiebung 2’ und Verdrehung ¢’ in folgender Weise verbunden
w=grad @ =ik, Pynexplik,m-r—uvt)], (6)
¢ =grad I'=dly lymexp [{ ky(n -1 — wgt)]. (7)

Hierbei wurden die Bezeichnungen eingefiihrt

0] i (A2 p\V2 (29 B\ 4 g \=1p8
L:- "";;r Y= 1, F 3 ™ = ( Q ) 3 Vg = 1._ i | = I{J)B -

Der Verschiehungsvektor @’ und Drehungsvektor ¢’ zeigen in Richtung des Fortpflanzungsvektors n. Wir
haben es hier mit den Longitudinalwellen zu tun. Die Welle w” wird longitudinale Verschiebungswelle, die
Welle ¢’ longitudinale Mikrorotationswelle genannt.

Die erste pflanzt sich mit ciner stetigen Geschwindigkeit o, fort, die andere dagegen mit der Geschwindig-
keit vy, die von der Frequenz o abhingt. .

4 : 7 -
Die Welle ¢" kann nur dann auftreten, wenn o > T“ ist. Sie unterliegt der Dispersion, da v von der

Frequenz o abhiingt. Die vektoriellen Funktionen ¥, H sind mit der Verschiebung '’ und Verdrehung ¢’
verbunden:

W =r0tW’' =nxW,exp[ik(n-r —ot)], (8)

@' =vot H =nxH,exp[ik(n.-r —vt)]. (9)
Wird (5) in die Gleichungen (3) und (4) ecingesetzt, so erhalten wir

Y,=anxHl,, H,=btnx¥,, (10)

wo «, b konstante Groflen bedeunten.
Unter Beachtung, daf} div ¥ = 0, div H = 0 ist, ergibt sich

n-¥, =0, n-d,=0. (11)

Aus den Gleichungen (10) ist ersichtlich, daf} sich die Vektoren n, H,, ¥, zueinander senkrecht verhalten. Aus
(8) und (9) ersehen wir dagegen, dafl die Vektoren w’” und ¢’ zu der Fortpflanzungsrichtung n senkrecht sind.
Die Welle @/, die mit dem Vektor ¥ gekoppelt ist, wird transversale Verschiebungswelle genannt, die mit dem
Vektor ¢'” verbundene Welle H wird als transversale Mikrorotationswelle bezeichnet. Die beiden Wellen sind
miteinander gekoppelt; eine kann ohne die andere nicht auftreten (Bild 1).

Pn

/ w,
e
/ Bild |
H

Line Diskussion der Gleichungen (3) und (4) ergibt, dall jeder Wellenart zwei Geschwindigkeiten, v,

4o . : : s e
und »,, entsprechen. Wenn @ < T ist, tritt nur eine Geschwindigkeit auf. Da sowohl v, als auch »; von @

abhingen, unterliegen beide Wellen der Dispersion.

Das Verhalten der Longitudinalwelle @, die die Wellengleichung (1) erfiillt, ist sehr wohl bekannt, da es
seiner Form nach mit einem mikropolaren Medium und einem Hooxrschen Medium identisch ist.

Die Fortpflanzung der Welle ist somit durch das retardierte Potential, mit Hilfe der PorssoNschen Inte-
grale, der Sitze von Hermuovrz, Kirosnorr, VorrsrRA und RIess beschrieben.

s sei noch hinzuzufiigen, daB} eine durch die Quelle {(a, t) erzeugte Longitudinalwelle zu einem symme-
trischen Deformationstensor y;; und einem chenfalls symmetrischen Spannungstensor a,; fiihrt.

Wir haben hier

w =D, =Py, u=2uDPyi+i6uV:P, pu=0. (12)
Wir gehen nun zur Wellengleichung
Oy '+ Io=0 (13)

iikber und Lemeiken, dafll wir es auch hier mit dem symmetrischen Tensor x;; und iy zu tun haben.
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Da
pp=1"L%, niy=1= 4
ist, gilt
pi=2p L+ B8 VAL,  op=0. (14)
Wir fiihren nachstehend einige Losungen an, die sich auf die Gleichung von KLEIN-GORDON beziehen [2].
Wir geben nur jene Ergebnisse fiir dreidimensionale Probleme an, die neu zu sein scheinen (W. Nowackr [19]).
Betrachten wir zuniichst die inhomogene Gleichung (13) unter der Voraussetzung homogener Anfangs-
bedingungen. Thre Losung lautet

I “("B*t*g) “ave) [
rE Y ZI%EI s 3 AV (x) +j 2 o, t—1) G, §,7) drl, R< eyt (15)
v v

Rx, &) R, §)
1]
wo
R
JJ (l-r' /t?' — —-E-) . i
ot ) 2w\l
It . L - H(t —ﬁ), 6= (ﬁ 'I ”) ;
Gy o E Gy
i
ist.

Hierbei sind Fl(z) die HeavisipescheFunktion und R die Entfernung zwischen den Punkten 2 und §.
Schlieflich ist J,(z) die Bressersche Funlktion erster Art und erster Ordnung. Die Losung (15) setzt sich aus zwei
Teilen zusammen, wobei ein Teil das retardierte Potential gleicher Struktur ist, wie sie bei der klassischen Wel-
lengleichung wiire; den zweiten Teil bildet ein Integral mit Faltungsteil.

Betrachten wir die homogene (0 = 0) Wellengleichung (13) unter Voraussetzung der Anfangsbedingungen

I, 0) =g@), I 0)=h). (16)
Die Losung hat in diesem Fall die Form

1
14

D(w, t) = t Mo, {hiz, t)} +-§—£[s Mo, (e, 0] + - f (h(g) + ¢(&) %) G(E, @, t) dV]E) . (17)

If
Hierbei stellt

2n n
My {h(x, 1)} = le-r f dy [ b (s + nicy b) sin 0 dO
by 0

einen arithmetischen Mittelwert der Funktion b auf der Oberfliche der Kugel mit dem Mittelpunkt a und dem
Radius ¢4 ¢ dar.

Die GroBen ny, die im letzten Integral auftreten, sind die Richtungskosinus des Kugelradius, die in sphiri-
schen Koordinaten angegeben sind:

1y, = sin 0 cos y 2Ny = sin ) sin p , 1y = cos 0,
l=0<m, O==y=m.

Gleichung (17) ist eine Verallgemeinerung des Integralsatzes von Porsson, der aus der Theorie der klassischen
Wellengleichung bekannt ist. Fiir » = 0 bleiben in (17) nur zwei erste Integrale, die Integrale von Poissox,
erhalten.

Wir fithren noch einen Satz an, der eine Brweiterung des bekannten Satzes von Kirormorr auf die Glei-
chung der longitudinalen Mikrorotationswelle ist

__ 1 (@ (L\_ 1 or[or"| 1 [ar]],,.
FEd) = 4?’£fl[r‘la-;a_.(]ﬁ) cq B Ol I:SMJ R [aa;]jd‘4('”) +
A

(
1 o 2 /1 LR 2G| ,, . oL@, t —7) .
77 fdA{J’)f{[G' (R, 7) E(E) e R on 3]’?] (e, t — 1) — 3 (R, 1) — 3??,—} dv, §eV,
4 0

I'E =0, fir SeC—V. (18)

Diese Formel gibt den Wert der Funktion I'im Punkt & des Bereiches ¥ an. Der Wert ist mit Hilfe der Flichen-
integrale ausgedriickt, in denen die Funktion 7" sowie ihre Ableitung nach der Normalen und nach der Zeit auf
der Fliche 4 auftreten, die den Bereich V begrenzt. Bei Herleitung dieser Formel wird vorausgesetzt, dafl die
Funktion /"samt ihren ersten und zweiten Ableitungen im Bereich ¥ und auf der Fliche 4 stetig ist. Fire = 0
geht (18) in den klassischen Satz von KirorHorr iiber,
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Itir die monochromatischen Schwingungen erhalten wir eine Erweiterung des Satzes von HeLMHOLTZ
auf die Gleichung der longitudinalen Mikrovotationswelle

£ 1 ol eiklt 9 feikh
PHE) =4~ = ¥ — | — | |dA(x Ee TV
o 4”[[3“ 7! a-n( R )J’M("‘")’ seV, (19)

. |
' =0 fir &EeC—-7T,
Hierbei ist
) 2\1/2
I*(E) e~twt=T'(E, 1), k=1(l -—W—))l > 112:4“-.

Ca m? I

: : : 4o , 25 o i s 44 0 4 a
Gleichung (19) hat nur dann einen Sinn, wenn @? 7 ist, weil die Phasengeschwindigkeit nur in diesem Fall

reell ist.

Die Gleichungen (3) und (4) fiir Transversalwellen sind bisher am wenigsten untersucht worden. s wurden
nur eindimensionale Wellengleichungen sowie das, was wir in einem weiteren Abschnitt nnseres Vortrages noch
erdrtern werden, die Grundlésungen dieser Gleichungen, diskutiert.

4. Grundlosungen der elastokinetischen Gleichungen

Als Grundlésungen bezeichnen wir die singuliren Lésungen von Differentialgleichungen, die von der Ent-
fernung R der Punkte @ und § im unendlichen elastischen Raum abhingig sind. Wir geben nun die allge-
meinen Formeln zur Kr mltthmg von Verschiebungen und Verdrehungen im Punkt ® des unendlichen Raumes
an, die durch Massenkrifte und Massenmomente erzeugt werden (W. Nowackr [20]). Die Formeln wurden
durch die vierfache Fourier-Integraltransformationen der Wellengleichungen gewonnen. Durch die Verbindung
der elastischen Potentiale @, 1", W, II mit den Verschiebungen u und Verdrehungen ¢ ergeben sich die Formeln

=2 J 4 -~ —~—
u,(m. 1) = _1_ f{ Eff& Xs: }] [_ ;_f: ¥ — Ty (fj E. X, — & yf) -+

dnt ) locis (g —1i) ciod
w,
+ o B T:]} oxp [— i (§ 2 + 7 O] W, ()
1 £ & T, 1 (e — %
A, ”:I;:E {{1 LJ£2(£2+TS_:T§) A [ :i.-g (Eff:. lt —EQIJ) +
L9 Il . ;
—I—L -R‘jﬁ{ELJ\ J’(\p [— f Ei Xy - ?‘rf)]f{”. (2}

Hierbei ist d W = d&, d&, d&, dnyund W, das Innere des Raumes £, &, &, n. 198 wurden Bezeichnungen einge-
fithrt

2 ES 4 ES 3 =0 ay fEn a 2a % x
stT 3+$], -'1_(:"_;|}(:_-'11)s e =

e’ ; y+e'

. g 1 0 5 > oy Iy u « 3y 0 -
ne=nle,,  §=1,2, 34, Wi= = B4y —ntt+)ad — 32—t 4dpets [,

4, s 4 5 ,I_-!,-- 2 u\'"> - (‘n_ - oa\e
:"“- (!"‘ :‘}(y _! .‘) 10"“}(::5) < P 0 ] ¢ 0 ’

- 24\1/2 L \1/2
(P am(

Obwohl die obigen Formeln kompliziert sind und mehrmals iiber einen unendlichen Bereich integriert werden
miissen, erhilt man ohne groBere Miihe Ausdriicke fiir Verschiebungen und Verdrehungen, die durch die sich
in der Zeit harmonisch verindernden Einzelkrifte und Einzelmomente hervorgerufen werden (W. Nowacokt
21]).

e Setzen wir voraus, dall die Einzelkraft X; = ¢ (& — §) §;; e~! zu Punkt § n,ngelegb und parallel in
Richtung zur x;-Achse wirksam ist. Dann werden die Verschiebungen w; = U}”(a;‘, £ t) und Verdrehungen
p; = PV(x, §, t) durch folgende Formeln ausgedriickt:

g—iw

({3} =
UP, 5, 8) = 470 w?

(Pt 0,0,K), 3)

{ g—iwl pilit _ pik Rt x 5 .
@J}(wig’ﬁ)':(l.ngé}_f(ﬁ Li]F”-ga ( R-- --), 3 ,)},:1‘_,. ,3. ( )
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Hierbei ist

il dt Lotk
F = A, I} —— - Ao ki
1 1 I‘? g )? s
e”‘x-" {\_H.‘ ol n

K =4y —5—+ 4o R - 4y R’

a a A
oy — k3 o — I}

4, __Eil = Ch Ay= B Ay =—1,
sowie
l 4 o _AI__"_‘_)‘- a
k3, 2”2“(0'3 +o =t -+ — )+ 4psal).

Wirkt im Punkt § das Einzelmoment Y, = (@ — &) 8 e—@f zur ay-Achse parallel und werden die Verschie-
bungen mit; I‘}}-’) und Verdrehungen mit @{) bezeichnet, so erhalten wir

0—-!’&.‘9 elk,fl_cd n
) — e S e R B
UJ 43.51'{/{ (kﬂ__ kz) Eh‘fdak( R )' (‘-‘}
~ e-—fwl ) g :
@;I):én_l {;E[Jf,éj,c + 040 M , Tkl=1,2 3. (6)

Hierbei sind folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

iR ik R RIN ik It ails R . B — of
Y m i ) M = () 5 (= P Ohies ___I__J___'
L =0 k— G‘gk B M=(0 = -+ 0, = £+ O 7 R Y e
ki—o3 o; W vi \2 . 4o
CemE—m T mR ““%0 @ ST

Betrachten wir den Sonderfalle = 0. Wir erhalten hierdurch die hekannten Ausdriicke fiir die Grundlésungen
der klassischen Elastokinetik

0 e—"""jl eif Rt 1 efalt — gifult\)
{1 § W TR ol =S s e =

UP=tne le2 R O mza,a;( R )I' @

= (8)

12
Hierbei ist f, = % y O = ;i » WO Gy = ( % ) / die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Longitudinalwelleim Hoox -
1

gchen Medium ist,

Kommen wir noch auf die Grundgleichung (3) bis (6) zuriick. Wenn die Einzelkraft zur 2;- Achse parallel
gerichtet ist, dann folgt aus (4), daBl @) = 0 ist. Die GréBen s, (I = 1, 2, 3) sind also gleich Null.

Ist das Einzelmoment parallel zur x,-Achse gerichtet, so ist U = 0. Die GroBe y;; (nach I wird nicht
summiert!) ist hier gleich Null.

Fiir jeden Wert I erhalten wir bei Einwirkung einer Einzelkraft einen Verschiebungsvektor U® und einen
Drehungsvektor @®, Setzen wir der Reihe nach | = 1, 2, 83 ein, so erhalten wir 9 Komponenten des Ver-
schiebungstensors Uf) und 9 Komponenten des Drahungstensors DO, Auf gleiche Art erhalten wir den Ver-

schiebungstensor Uﬁ” und den Drehungstensor @}” fiir das szelmoment
Es ist eine wesentliche Erweiterung im Vergleich zur klassischen Elastokinetik, wo es nur den Verschie-

bungstensor L?gn gibt, der durch (7) gegeben ist.
Fiir die oben beschriebenen Verschiebungstensoren gelten folgende Beziehungen:

UDE @, 1) = U, &, 1),  OOE @, 1) = D@, &),  DOE 1) = B, &, 1) , ©)

die sich aus dem Aufbau der Formeln (3) bis (6) und aus dem Reziprozititssatz der Arbeit ergeben.

Wenn die Grundlésungen fiir Einzelkraft und Einzelmoment schon bekannt sind, dann kénnen wir die
Singularititen hoherer Ordnung ermitteln. Tst die Losung fiir die Einzelkraft bekannt, so kénnen wir fiir die
Doppelkraft ohne das Moment, sowie fiir die Doppelkraft mit einem Moment und fiir das Druckzentrum eine
Losung aufbauen.

Ahnlich kénnen wir aus den Losungen fiir das Einzelmoment Lésungen fiir das Doppelmoment oder das
Mikrorotationszentrum bilden. Wir werden hier einige Ergebnisse anfiihren. So erhalten wir fiir das Druck-

zentrum
R
P 0 0_“" (I_‘"l)
“Simegam\ & /© M=0 (10)
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Diese Losung ist mit jener der klassischen Elastokinetik identisch. Wenn ecin Rotationszentrum im Koordi-
natenanfangspunkt wirkt, gilt

’!."j.—(),

M 9 (e_im (‘ _f_o)) ¢ 4 x
E] Vg =

e b . Mo o RO
Vi 47 ¢; 1 duy R ! ¥ i (LE)

woO

Hieraus ist zu ersehen, dall wir es im Wirkungsfall eines Rotationszentrums mit einer Welle zu tun haben, die
der Dispersion unterliegt.

Die fiir den unendlichen Raum ermittelten Grundlésungen dienen zum Aufbau von Lésungen fiir be-
grenzte Bereiche, Unter Anwendung der Formeln, die zu jenen von SoMIGLTANA in der klassischen Elastokinetik
analog sind, kann man das Randwertproblem auf ein System singulédrer Integralgleichungen bringen. Hierbei
wird ein Verfahren angewendet, das jenem von V. D, Kurrapze [22] in der klassischen Elastokinetik ange-
wandten Verfahren édhnlich ist.

5. Fortpflanzung der Wellen in hegrenzien Xirpern

Uber das Thema der Wellenfortpflanzung in begrenzten mikropolaren Kérpern gibt es nur wenige Publika-
tionen. Sie behandeln die Fortpflanzung von Wellen im elastischen Halbraum, in einer Sehicht, einem unend-
lichen Kreiszylinder, einer Kugel, also in Kérpern einfacher Gestaltung.

Obwohl ein Teil der bis jetzt erzielten Resultate formalen Charakters ist und nicht abschlieflend disku-
tiert werden konnte, weil die nétigen Elastizititskonstanten der Werkstoffe unbekannt sind, so kénnen diese
Ergebnisse trotzdem qualitativ und vom Standpunkt der Erkenntnis als wertvoll bezeichnet werden.

Die Ubersicht der erhaltenen Ergebnisse beginnen wir mit dem Problem der Fortpflanzung von Ober-
flichenwellen. Moge sich eine monochromatische Welle im elastischen Halbraum #; = 0 in Richtung der ,-
Achse mit konstanter Geschwindigkeit ¢ = w/k fortpflanzen.

Unter der Voraussetzung, daf} alle Ursachen und Folgen von @, @,, ¢t abhéingen, stellen wir fest, dal} das
System von sechs Differentialgleichungen fiir Verschiebungen und Drehungen in diesem zweidimensionalen
elastokinetischen Problem in zwei voneinander abhingige Systeme zerfillt, die je drei Gleichungen enthalten.

Das erste System gestaltet sich folgendermalfien

(e +0) V3 — 0 081t 4 (A -+ s — 0) e + 2 Dy = 0,
[(p4a)Vi—08fuy+ (A +p—a)de —2ad,p, =0, (1)
’ [y + &) Vi —da — T07) g + 200 (Qyus — Douy) = 0,
1
" Vi=12d-+ a7, e = 0y - Osus .
Mit den hier auftretenden Verschiebungsvektoren u = (u;, u,, 0) und Drehungsvektoren ¢ = (0, 0, ) sind
die Spannungen py; und o;; verbunden.

o O 0 0 0ty
o= |0y 0y 0 p=0 0 . ; (2)
0 0 oy Mg Mg O

Das zweite, von (1) unabhéngige System, hat folgende Gestalt
[(y+e)Vi—da — T8 p + (B+y—€) 0%+ 2x0=0,
[(y +e)Vi—do — L0} o+ (B +y —¢) 0t —2x Oyuy =0, (3)

[(p4a) Vi—0 0 Uy + 2 (Oypp — Dop1) = 0,
wobei
%= 010 + Oppy -

Hierbei sind mit den Vektoren w = (0, 0, u), ¢ = (¢1, s, 0) folgende Spannungen verbunden:

0 0 oy IV T
a=| 0 0 oy p=| i 2 O |- (4)
Oy 0Og O 0 0

Die Méglichkeit: einer Spaltung in zwei voneinander unabhingige Gleichungssysteme lifit vermuten, daf hier
die Oberflichenwellen zweier separater Typen auftreten. Eine Analyse der Gleichungen (1) und (2) weist darauf
hin, daB das Gleichungssystem (1) zu den verallgemeinerten Oberflichenwellen von Rayreicu fithrt, wihrend
das Gleichungssystem (2) zur Verallgemeinerung der Lovuschen Wellen beitrigt [23].

Verweilen wir beim ersten Gleichungssystem, das von einigen Forschern (A. C. ErinaeN und E. 8. SUHUSBI
[14], S. Kaviskr, J. Kapeuewskr, O. RYMARZ [24]) untersucht worden ist. Durch Einfithrung der elastischen
Potentiale @, ¥, die mit den Verschiebungen %,, 4, verbunden sind:

1{1=31§p— a,fp, us=agq)+aluj, %399) (5)
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wird das Gleichungssystem (1) auf drei Wellengleichungen

(V‘f — = ﬂf)fb =0,
[

(V‘f = —1 E‘}") V—s5p=0, @)
[

¥ 1 Y L
(v -L-ga)e+omr=0,  #=T
gebracht.
Werden diese Gleichungen unter Voraussetzung, dafl

(@, ¥, @) = (DP*(x)), PH(m1), p*(m)) eim—oh (7)
und die Ebene @, = 0 belastungsfrei, also

op =0, 012 =10, Pz =0 . (8)
ist, so fithrt das zur Dispersionsgleichung

dpkthd (M ﬁ) Ay
Cu+Aor—ri Doty oy | Ho — %,

(9)
mit
ap=pu (k2 +23) +« (43— ) 4 20 5, 1=1,2

wim (R — K-, 8= — o),
&

1 o T ; 2 : 2y
ba=F —Sloit+ol+-n—"nTF Vot + ot + 7 — %) + 40308 — o) ].

Aus Gleichung (9) wird die Phasengeschwindigkeit der verallgemeinerten Oberflichenwelle von Ravrmran
bestimmt. Da die Phasengeschwindigkeit von der Schwingungsfrequenz o abhingt, unterliegen d.ie W(.allen
Uy, Ug, g einer Dispersion (in der klassischen Elastokinetile zeigen die Rayruian-Wellen keine Dispersion).

In der Verdffentlichung [24] wurden die Existenzbereiche der Losungen auf der Dispersionsebene (w, k)
fiir verschiedene Verhiltnisse der Elastizitdtskonstanten diskutiert.

Sehr interessant ist das Gleichungssystem (3), in dem die Verschiebung %, und die Verdrehungen ¢,, @,
auftreten.

Die Wellen

(g, @1y @o) = (), @t (1), P2 (wy)) eiEma—0d), (10)
die sich mit der konstanten Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k in Richtung der x,-Achse fortpflanzen, stellen ein
Novum im Vergleich zur klassischen Elastokinetik dar.

Bekanntlich kénnen sich die Wellen uf () ef(*:%~»% in einem geschichteten Halbraum von HOOKE
nur dann fortpflanzen, wenn g,/ > 0,/0, ist. Hierbei ist p,, o, der Schubmodul und die Dichte der oberen

Schicht. Die GroBen u,, 0, beziehen sich auf den Halbraum ;, = 0. Solche Wellen sind als Lovesche Wellen
bekannt [23] (Bild 2).

i\ /.
N ki ~ &1 @

- — o

I dz

di2, 02

Zy Bild 2

A

In einem homogenen elastischen mikropolaren Halbraum kénnen Wellen dieses Typs entstehen. Die
Verschiebung u, wird jedoch von den Verdrehungen ¢, und ¢, begleitet. In der Arbeit [24] wurde die Phasen-
geschwindigkeit der Welle dieses Typs fiir verschiedene Verhiltnisse der Elastizititskonstanten untersucht
und die Existenzfrage der Losungen in der Dispersionsebene (w, &) erértert. Es wurde nachgewiesen, daf} die
Welle fiir « — 0 verschwindet.

Die Fortpflanzung der monochromatischen Wellen in einer elastischen Schicht bildet den Gegenstand
einiger Arbeiten (W. Nowackr und W. K. Nowackr [25]), J. D. AcueneacH [26]). Auch hier hat man Wellen
zweier Typen erhalten, die im Grenzfall, wenn die Wellenlinge im Verhéltnis zur Schichtdicke sehr klein ist,
in die verallgemeinerten Oberflichenweilen von RayrLeIGH und Love iibergehen.

Einen interessanten Weg zur Losung dieses Problems hat J. D. AcueNBACH gewiesen, der ein asympto-
tisches Verfahren anwandte. Mit dem Thema der Reflexion ebener Wellen an der freien Oberfliche haben sich
V. R. Parrrrr und A, C. ERiNGEN [18] befafit.

Bei diesem zweidimensionalen Problem ist namentlich die Tatsache interessant, daf} die longitudinale
Verschiebungswelle im Prinzip drei reflektierte Wellen (im Gegensatz zu den in der klassischen Elastokinetik
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vorkommenden zwei Wellen) hervorruft. Die erste dieser Wellen ist cine longitudinale Verschiebungswelle,
wobei der Einfall- und Reflexionswinkel gleich sind. Die beiden weiteren Wellen sind gekoppelte Transversal-
wellen, wobei sich die eine von ihnen mit der Geschwindigkeit v, und die andere mit », fortpflanzt (Bild 3).

Iz

6, o, |6,

ij

Bild 3

Die obengenannten Verfasser befafiten sich schlieBlich auch mit der Reflexion der Transversalwellen
(Verschiebungs- und Mikrorotationswellen) und der longitudinalen Mikrorotationswellen an der freien Ober-
fliche. Unter anderen Lésungen, obwohl formalen, bliebe noch eine Losung des zweidimensionalen und axial-
symmetrischen Problems von H. LamB zu erwilhnen.

BEs geht hier um die Wirkung der in der Zeit verdnderlichen Belastungen, die senkrecht auf die Ebene
einwirken, die den elastischen Halbraum begrenzt (W. Nowackr und W. K. Nowackr [27], [28]).

Ist das Problem durch die Symmetrie der Deformation zur Koordinatenachse gekennzeichnet, so zerfillt
das Grundsystem der Differentialgleichungen in zwei voneinander unabhiingige Gleichungssysteme.

In einem dieser Systeme treten die Vektoren

= (u, 0, u;) , g = (0, g9, 0) (11)

(in zylindrischen Koordinaten (r, 0, *]) auf, die mit dem Spannungszustand im Zusammenhang stehen:

o 0 gy, | 0 Heo 0 [
a=|0 a O |, = s, 0 ,u,le. (12)
Ozp 0 Ozz | 0 Hz0 0

Im zweiten der beiden Gleichungssysteme treten die Vektoren
"= (0: Wp, 0) ) Q= ({Pn U: ‘Pz] (13}

auf, die mit den Spannungen

10 opg O] Mer Oty
o=|co, 0 002> p=|0 pyo O (14)
0 .9 0O Hor O pize |

verbunden sind.

Das erste Gleichungssystem dient zur Ermittlung von Lingsschwingungen in einem unendlichen Stab
mit Kreisquerschnitt, in dem die monochromatische Welle sich lings der Zylinderachse fortpflanzt. Die Losung
dieses Problems (W. Nowackr und W. K. Nowackr [29]) fithrt zur Verallgemeinerung der Loésungen von
L. PocanammEer [30] und C. Carer [31] auf mikropolare Medien.

Das zweite System der Differentialgleichungen, in dem die Groflen g, ¢, @, auftreten, beschreibt die
Fortpflanzung der monochromatischen Torsionswelle, die sich in Richtung der Zylinderachse bewegt [20].

Im vorliegenden Voitrag haben wir einige einfachste Probleme der Fortpflanzung monochromatischer
Wellen im Cosserar-Medium dargestellt. Auf eine durchaus analoge Weise lassen sich mit Hilfe von Wellen-
gleichungen [28] bis [31] aus Abschnitt 2 weit kompliziertere Probleme l6sen, wie beispielsweise die Tort-
pflanzung der durch bewegliche Belastungen hervorgerufenen Wellen, monochromatischen Wellen in geschich-
teten Medien usw,

Eine bedeutende Aufgabe besteht in der Erzielung von Grundlésungen zur Ermittlung aperiodischer
Schwingungen. Bis jetzt sind nur wenige Losungen dieses Typs bekannt, beispielsweise konnen die oben dar-
gestellten allgemeinen Losungen der Wellengleichung fiir eine longitudinale Mikrorotationswelle genannt wer-
den. Bei der Erérterung des Grundproblems, wie es die Ermittlung singulirer Losungen des dynamischen Pro-
blems fiir momentane Einzelkriifte und -momente ist, hat man bis heute nur Ergebnisse fir sehr kleine Zeiten
erzielen kénnen.

Es gibt also eine umfangreiche Klasse von Problemen und singuliren Aufgaben, die noch zu lésen sind.
Aber das Entwicklungstempo der Forschungen auf diesem Gebiet weist davauf hin, dafl in wenigen Jahren
eine vollkommene Elastokinetik des CossErar-Kontinuums erreicht werden kann, die einen Uberbau der
klassischen Elastokinetik bilden wird,
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