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Hauptvorträge T 1

Band 51 Sonderheft

HAUPTVORTBÄGE

ül, T 1 - T 12 (1071)

Dynamische Probleme der mikropolaren Elastizitätstheorie*; vf ,

Von W. NOWAOKI

1. Einführung
Die klassische Elastizitätstheorie bietet uns eine gute Beschreibung des Verhaltens von Werkstoffen (verschie-
dener Stahlsorten, Aluminium, Beton) bei Spannungen, die die Elastizitätsgrenze nicht überschreiten, aber
auch überall dort, wo wir es mit keinen Spannungskonzentrationen zu tun haben.

Eine Diskrepanz zwischen den Ergebnissen der Elastizitätstheorie zum einen und der Versuche zum
anderen tritt immer dort auf, wo die Mikrostruktureigenschaften des Körpers zu Worte kommen, also in der
Nähe von Anschnitten und Kerben, wo wir mit beträchtlichen Spannungsgradienten zu rechnen haben. Diese
Diskrepanzen treten auch in granulierten Körpern, solchen wie Polymeren usw., auf.

Der Einfluß der MikroStruktur des Körpers offenbart sich nachdrücklich im Fall elastischer Schwingungen
von großen Frequenzen und kleinen Wellenlängen.

Diese Mängel der klassischen Elastizitätstheorie versuchte W. VOIGT [1] zu beheben, indem er voraus-
setzte, daß die Transmission zweier Körperteile aufeinander durch das Flächenelement dA nicht nur mittels
des Kraftvektors f> dA, sondern auch des Momentenvektors m dA erfolgt.

Auf diese Weise wurden neben den Kräftespannungen a.;i auch die Momentenspannungen / ^ definiert.
Eine durchaus konsequente Theorie der unsymmetrischen Elastizität wurde bereits von den Gebrüdern

FBANCOIS und EUGENE COSSEBAT erarbeitet und in ihrem Werk „Theorie des corps deformables" [2] im Jahre
1909 veiöffentlicht.

Sie setzten voraus, daß sich ein Körper aus dem Kontinuum der miteinander verbundenen Partikel in.
Form kleiner starrer Körper zusammensetzt. Bei einer Deformation erfährt jedes Teilchen eine Verschiebung
%i(x, t), und eine Drehung (p(x, t), wo u, cp Funktionen der Lage x und der Zeit t sind.

Auf diese Weise wurde ein elastisches Kontinuum beschrieben, dessen Punkte eine Orientierung erhielten
(polares Kontinuum), so daß von einer Drehung des Punktes gesprochen werden kann. Die Vektoren« und (p
sind voneinander unabhängig und beschreiben vollkommen die Deformation des Körpers. Die Einführung der
Vektoren u und (p sowie die Voraussetzung, daß die Kräfteübertragung durch das Flächenelement dA mittels
des Kräftevektors p dA und des Momentenvektors m dA erfolgt, führen konsequent zu den unsymmetrischen
Spannungstensoren a^i und fx^.

Die Theorie der Gebrüder COSSEBAT blieb jedoch bei ihren Lebzeiten unbeachtet und unausgewertet.
Die Ursache dieses Sachverhalts lag in der Darstellung dieser Theorie (als einer niehtlinearen Theorie, die große
Deformationen berücksichtigt), aber auch der Umstand kann hier angeführt werden, daß ihr Werk den Rah-
men der Elastizitätstheorie überragte. Die CossERATsche Theorie bildete den Versuch zur Schaffung einer ein-
heitlichen Feldtheorie, die die Mechanik, Optik und Elektrodynamik umfaßte und mit dem allgemeinen Grund-
satz der geringsten Wirkung (action euclidienne) im Zusammenliang stand.

Die in den letzten 15 Jahren auf dem Gebiet der allgemeinen elastischen und unelastischen Medien ge-
führten Untersuchungen haben die Aufmerksamkeit der Forscher auf das Werk der COSSEBATS gelenkt. Bei
der Suche nach neuen Modellen, die das Verhalten reeller elastischer Körper besser beschreiben, stieß man auf
Modelle, die dem Modell des mikropolaren Mediums angenähert oder mit ihm identisch sind (C. TRÜESDELL,
R. A. TOUFJN [3], [4]).

Das Interesse der Forscher galt anfangs der vereinfachten CossEitAT-Theorie, einer Theorie des sogenann-
ten CossEEATschen Pseudo-Kontinuums. Eine Reihe von Forschern (G. GRIOLI [5], W. T. KOITEB [6], R.
D. MTNDLIN und H. F. TIEBSTEN [7]) haben eine neue Herleitung dieser Theorie dargestellt, die derzeit unter
dem Namen „Theorie of couple-stresses with constrained rotations" bekannt ist. In diesei Theorie ist die Dre-
hung kein unabhängiger Vektor,,was folgerichtig eine Bezeichnung des unsymmetrischen Teiles der Spannung
Oji und des unsymmetrischen Teiles der Momentenspannung /iti unmöglich macht. Andere Forscher haben
direkt an die allgemeine CossERAT-Theoiie angeknüpft (W. GÜNTHEB [8], H. SCHAEFEB [9], H. NEUBEB [10],
E. KuvsinNSKn und A. L. AEBO [11], N. A. PALMOW [12], N. SANDBU [13]).

Bemerkenswert sind die Versuche zur Schaffung einer allgemeineren Theorie des Kontmuums, als sich
dies aus der CossERATSchen Theorie ergibt, indem diese Versuche die inneren Bewegungen der im Makrovolu-
men A V enthaltenen Mikroelemente zu berücksichtigen hätten (0. A. BRINGEN und E. SUHUBI [14], J. A. Krr-

[15]).

*) Aui der GAMM-Tagung, April 1970, in Delft (Holland) auf Einladung der Tagungsleitung gehaltener Hanptvortrag.
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Zur Zeit ist die lineare Theorie des mikropolaren COSSERAT-MCCUIUIIS ein gut entwickelter Zweig der Me-
chanik über cleformierbare Körper. Es wurden aus ihr grundlegende Beziehungen und Differentialgleichungen
hergeleitet und eine Reihe spezifischer Probleme, vorwiegend im Rahmen der Elastostatik, gelöst. Den Gegen-
stand dieses Vortrags bilden dynamische Probleme der linearen Elastokinetik. Es werden die wichtigsten Er-
gebnisse dargestellt, die bis jetzt auf diesem Gebiet ei-zielt wurden, hauptsächlich in bezug auf die Fortpflanzung
elastischer Wellen in einem unendlichen mikropolaren Medium.

2. Formulierung des elastokinctischen Problems

Betrachten wir einen Raumbereioh V + A mit dem Rand A. Der Bereich umfaßt ein homogenes elastisches
mikropolares Medium, charakterisiert durch die Dichte o und Drehträgheit I, Das Medium, sei isotrop und zen-
tralsymmetrisch. Unter der Außenbelastung erfährt der Körper eine Deformation, die durch ein Verschiebungs-
feld w((K, t) und ein Drehfeld tp(x, t) gkennzeichnet ist.

Im. Körper entstehen die Kräftespannungen ctji(x, t) und Momentenspannungen /J,]i{x, t), die durch das
Elastizitätsgesetz mit den Komponenten des Deformationstensors y.ji{x, t) und des Krümmungstensors
Xji(x, t) verbunden sind.

Die elastokinetische Aufgabe für den isotropen homogenen und zentralysmmetrischen Körper besteht in
der Ermittlung der Funktionen dji{x, l), fiji(x, t) und y^tix, t), Xji(x, t) der Klasse Ö^I und der Funktionen
u{x, t), rp(x, t) der Klasse C® für x e V + A.

Die obigen Funktionen haben folgende Gleichungen zu erfüllen:

a) die Bewegungsgleichungen

<Jji,j = QÜi— Xi{x, l) , (1)

Eijk a}k + fi,;, t — I $ | - Yi{x, i) , X € 7, t > 0 , (2)

b) die linearen Beziehungen zwischen dem Spannungs- und Deformationszustand

0ft = (/" + «) Yil + (/* — «) yij + % Ykk 'hi' (3)

Ptt = (y + e) Xft + (y — e) Ki} + ß %kk d}t , (4)

•wo die Größen ylt, Hjt als

yn — «;,} — Enn fk , X)i = <Pf,i (5), (6)

definiert sind,

c) die Randbedingungen

ctji ii] — pt(se, t), fijin1 = mi((ic,t), x e Ao, l>0, (7)

ii; == fi(x, L) , (fi = cji(x, t), xeAu, t y o , A = Ag + Aa , (8)

d) die Anfangsbedingungen

Ui(x, 0) = ki(x) , iii{x, Ü) = 7ii(x) , (0)

<pt(X, 0) = k(x) , <p{{x, 0) = st{x) , X S V , t = ü . (10)

Hier bedeuten ß, X die Konstanten von LAME, a, ß, y, s die weiteren Elastizitatskonstanten. Alle Elastizitäts-
konstanten beziehen sich hier auf den adiabatischen Prozeß.

Die Funktionen Xi(x, t) bedeuten die Komponenten der Massenkräfte, Y^x, t) sind die Komponenten des
Massenmonienteiivektors. Die Größen pL und im sind die auf Aa gegebenen Funktionen, wobei p; die Kompo-
nente des Belastungsvektors, m,- — des Momentenvektors ist. Mit/4 werden die &xdAu gegebenen Komponenten
des VerscMebungsvektors, mit gt des Drehungsvektors bezeichnet. Die Größen hu fa, lit st sind die im Anfangs-
zeitpunkt t = 0 gegebenen Funktionen. Eijk ist der bekannte alternierende Tensor von LEVI-CIVITI. Alle
Größen sind auf das cartesische Koordinatensystem bezogen.

Die Beziehungen zwischen den Komponenten des Spannungs- und Verzerrungszustandes werden aus den
Formeln

dU dU

gewonnen, wo U die innere Energie bedeutet, die als

TT fi + a. fi — a, X y + s y — e 8
u ~ %—y^y^ ~\—2—wy^+^ws^^—9—**<*jH—^—m»ij+rzr*****»»

ausgedrückt werden kann.
Die Elastizitatskonstanten sollen folgenden Ungleichungen genügen;

3A + 2 , a > 0 , 3/? + 2 y > 0 , y + e > 0 , p > 0 , a > 0 , e > 0 . (13)

Die grundlegenden elastokinetischen Differentialgleichungen für Verschiebungen und Verdrehungen kön-
nen wir aus den Bewegungsgleichungen durch Eliminierung der Spannungen a}i, fj,H erhalten, wobei das Elasti-
zitätsgesetz (3), (4) berücksichtigt werden muß.
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Werden die Verzerrungen y?(-, x^ mit Hilfe der Verschiebungen W; und Verdrehungen q)-t laut Definitionen.
(ö), (6) ausgedrückt, so erhalten wir ein System von sechs Differentialgleichungen. Sie können zusammengefaßt
als Vektorgleichungen geschrieben werden

•2 u + (A -|- ß — &.) grad div u + 2 a. rot <p -|- X = 0 , (14)

•4 V + (ß -I- y — e) grad div y + 2 a rot M + F = 0 . (15)

Bier sind die Differentialoperatoren

D2 = (ji + a) V3 - Q df , üt = (Y + e) V2 - 4a - / 3?,
eingeführt.

Die Gleichungen (14) und (15) stellen ein System von gekoppelten hyberbolischen Differentialgleichungen
dar.

Wird in den Gleichungen (14) und (16) <x = 0 angenommen, so ergeben sich zwei voneinander unabhängige
Gleichungssysteme

D2 u + ß + fi) grad div u + X = 0 , (lö)

D4 <f -I- (/5 + y - s) grad div <p + F = 0 , (17)

mit

| Ig — .̂i y u L / , | |,| — ^ ~f~ cj |/ x (/£ .

Die zusätzlichen Bedingungen ß = y = e = Ü führen zum Fall der klassischen Elastokinetik, in dem ein sym-
metrischer Spannungstensor auftritt. In diesem Fall erkennen wir in (16) die Verschiebungsgleichung der klas-
sischen Elastizitätstheorie. Bei JX = A = <x = 0 bezieht sich (17) auf ein hypothetisches elastisches Medium,
in dem nur die Verdrehungen der materiellen Elemente zulässig sind.

In den Gleichungen (14) und (15) sind die Eigenschaften beider obiger Medien gekoppelt, jede materielle
Partikel erfährt eine Verschiebung «; und Verdrehung <pit wobei diese Größen voneinander unabhängige Funk-
tionen sind.

Wenden wir auf (14) und (15) die Divergenz -Operation an, erhalten wir zwei Wellengleichungen

• i yick + div X =•- 0 , (18)

•s«m + divr.»0. (19)

Hierbei ist
ykk = div u , nkk = div <p ,

Di = ß + 2 fi) F a - Q o], D3 = (ß + 2 y) p 2 - 4 « - 1 d'i .

Gleichung (18) beschreibt die Fortpflanzung der Dilatationswelle, sie ist in ihrer Form mit der Wellengleichung
für die Dilatation in der klassischen Elastizitätstheoric identisch. Diese Welle pflanzt sich mit konstanter
Geschwindigkeit Cj = \{X + 2 ^a)/?]1'2 fort.

Der Gleichung (19) entspricht keine Gleichung der klassischen Elastizitätstheorie. In der Theorie des
mikropolaren Mediums beschreibt sie die Fortpflanzung der Größe xkle — div rp. Wir werden sie die Gleichung
der Mikrorotationswelle nennen. Eine Gleichung vom Typ der Gl. (19) tritt in der Quanten-Elektrodynamik aiif,
wo sie als RLEiN-GoitDONsche Gleichung bezeichnet wird. Gleichung (19) stellt eino ungedämpfte Welle dar, die
aber der Dispersion unterliegt. Die Phasengeschwindigkeit der monochromatisohen. Welle hängt hier von der
Soliwingungsfrequenz co ab.

Wenden wir auf die Gleichungen (14) und (15) die Rotation an, erhalten wir ein gekoppeltes Gleichungs-
system

D2 ü + 2 a. rot II = - — rot X , (20)

D477+ 2«rot ü = — — rot F , (21)

mit

Q — — rot ii, II = — rot rp .

Durch Elimination erhalten wir die folgende Gleichungen

(Da D.4 + 4a2 |72) ß = v. rot rot F — — D4 rot X , (22)
Z

(D2 D4 + 4 «a p3) 77 = a rot rot X - ~ Da rot Y . (23)

1*
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Wird in Gleichung (20) a = 0 angenommen, so erhalten wir

D2 ü = — s" r o t X '

[^//--irotF. (25)

Gleichung (24) stellt unter Berücksichtigung der zusätzlichen Bedingungen ß = y — s = 0 die aus der klassi-

schen Elastokinetik bekannte Wellengleichung dar, die die Fortpflanzung der Größe — rot u beschreibt.

Kommen wir nun auf das System der Differentialgleichungen (14) und (15) zurück. Um dieses Differen-
tialgleichungssystem auf ein System einfacher Wellengleichungen zxi bringen, schlagen wir den Weg ein, der
uns in der klassischen Elastizitätstheorie von LAMM gewiesen wurde (IST. A. PALMOV [12]).

Das Verfahren, beruht auf einer Spaltung des Vektors u und <p in einen potentiellen und solenoidalen Teil.
Wenn wir also annehmen, daß

u = grad 0 + rot W, div W = 0 ,

f(J = grad r + rot / / , div H = 0 ,

und in gleicher Weise mit den Massenkräften und Massenmom enten verfahren

X = Q (grad 0 + rot x), div x = 0 ,

F = I (grad a + rot i]) , div »f = 0 ,

sowie die Gleichungen (26) und (27) in das Gleichungssystem (14), (15) einsetzen, erhalten wir folgende Wellen-
gleichungen

Di 0 + e * = 0 , (28)

DB T + I <r = 0 , (29)

Hierbei ist vor allem zu bemerken, daß die Wellengleichungen (28) und (29) für die skalaren Potentiale 0, T
nicht gekoppelt, die Gleichungen (30) und (31) für die Vektorpotentiale W, H dagegen miteinander gekoppelt
sind. Alle Wellen sind ungedämpft, aber die Wellen F, W, II unterliegen einer Dispersion. Wird aus (30)
und (31) einmal die Funktion II, ein anderes Mal die Funktion ^eliminiert, so erhalten wir die Gleichungen

(D2 D.i + 4a 2 p2) W = 2 « I rot *J — g D* X i (33)

(D2 D.j + 4a 2 p2) II = 2 oc Q rot x - I D2 »J • (34)

Es gibt auch ein anderes Verfahren zur Entkopplung des Gleichungssystems (14), (15). Dieses Verfahren ist
mit jenem analog, dessen sich B. G. GALERKIN [16] in der klassischen Elastostatik und M. IACOVAGI-IE [17] in
der klassischen Elastokinetik bedienten.

Eine Veranscliaulichung dieses Verfall renafcyps für das lineare mikropolare Medium hat N. SANDBXJ [13]
angegeben, wobei die Verschiebungs- und Drehungsvektoren u, cp durch zwei vektorielle Spannungsfunktionen
F, G ausgedrückt wurden:

« = Di Dd F — grad div A F — 2 « rot D3 G , (35)

</" = D2 D3 G— grad div @ G — 2 a rot Di F , (36)
wo

A = {X + fj, — a) D.i - 4a 2 , & = (ß + y ~ e) Da - 4a2

ist.
Die Spamiungsfunktionen haben folgende Differentialgleichungen sechster Ordnung zu erfüllen:

Di (D2 D4 + 4 et2 Va) F + X — 0 , (37)

DS(D2 D4 + 4«2Va) G + r = 0 . (38)

Diese Gleichungen sind zur Ermittlung singulärer Lösungen im unendlichen elastischen Raum besonders ge-
eignet. Fehlen die Massenkräfte (X = 0) ganz, so ist F — 0, fehlen aber die Massenmomente (F = 0), so ergibt
sich 6 = 0.

3. Fortpflanzungen der Wellen im unendlichen mikropolaren Kontinmim

Die Fortpflanzung der elastischen ebenen Wellen in einem mikropolaren Kontinuum (mit freien Drehungen)
wurde von V. A. PALMOV [12], V. R. PAKFITT und A. C. EEINGEN [18] untersucht, die Fortpflanzung der Mikro-
rotationswellen ist von W. NOWACKI [19] untersucht worden.
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Nachstellend führen wir einige Bemerkungen an über die Fortpflanzung dieser Wellen.
Betrachten wir die homogenen Wellengleichungen

Di # = 0 , D3 r = 0 , (1), (2)

D2 W + 2 <x rot II = 0 , D4 H + 2 a rot «F = 0 . (3), (4)

Unter der Voraussetzung, daß wir es mit einer ebenen Welle zu tun haben, die sich in Riclrfomg des Einheits-
vektors der Normalen»? fortpflanzt, setzen wir in die Wellengleiclmngen (1) bis (4) die Beziehungen

(0, r, W, H) = (0O. r0, «J'o, i/0) exp [i k (n - r - v t)] , r = fa, ,r2, x3) , (5)

ein. Die Funktionen 0, F sind mit der Verschiebung 7t' und Verdrehung (p' in folgender Weise verbunden

•}*' = grad 0 = i kj &0 n exp [i kj (n • r — % £)] , (6)

qp' = grad F — ikaron exp [i fc3 (n • r — v3 J)] . (7)

Hierbei wurden die Bezeichnungen eingeführt

Der Verschiebungsvektor u ' und Drehungsvektor qs' zeigen in Richtung des Fortpflanzungsvektors n. Wir
haben es hier mit den Longitudinahvellen zu tun. Die Welle u' wird longitudinalo Verschiebungswelle, die
Welle qp' longitudinale Mikrorotationswelle genannt.

Die erste pflanzt sich mit einer stetigen Geschwindigkeit vx fort, die andere dagegen mit der Geschwindig-
keit vs, die von der Frequenz co abhängt.

4 «
Die Welle (p' kann nur dann auftreten, wenn co ]> —— ist. Sie unterliegt der Dispersion, da «3 von der

Frequenz a> abhängt. Die vektoriellen Funktionen W, H sind mit der Verschiebung u" und Verdrehung tp"
verbunden:

u" = rot W" = nxW0 exp [i h (n • r — v t)] , (8)

(p" = rot / J " = nxHB exp [t fc (n • r — v i)] . (9)

Wird (5) in die Gleichungen (3) und (4) eingesetzt, so erhalten wir

Vo = anxlla, J70 = b nxW0, (10)

wo a, b konstante Größen bedeuten.
Unter Beachtung, daß div W = 0, div / / = 0 ist, ergibt sich

n-«F 0 = 0 , n - H 0 = 0 . (11)
Aus den Gleichungen (10) ist ersichtlich, daß sich die Vektoren n, Hu,

 lF0 zueinander senkrecht verhalten. Aus
(8) und (9) ersehen wir dagegen, daß die Vektoren u" und qo" zu der Fortpflanzungsrichtung n senkrecht sind.
Die Welle u"', die mit dem Vektor W gekoppelt ist, wird transversale Versehiebungswelle genannt, die mit dem
Vektor tp" verbundene Welle 1/ wird als transversale Mikrorotationswelle bezeichnet. Die beiden Wellen sind
miteinander gekoppelt; eine kann ohne die andere nicht auftreten (Bild 1).

IHM 1

Eine Diskussion der Gleichungen (3) und (4) ergibt, daß jeder Wellenart zwei Geschwindigkeiten, v2

4a
und vt, entsprechen. Wenn co < -=- ist, tritt nur eine Geschwindigkeit auf. Da sowohl v2 als auch vt von co

abhängen, unterliegen beide Wellen der Dispersion..
Das Verhalten der Longitudinalwelle 0, die die Wellengleichung (1) erfüllt, ist sehr wohl bekannt, da es

seiner Form nach mit einem mikropolaren Medium und einem HooKESchen Medium identisch ist.
Die Fortpflanzung der Welle ist somit durch das retardierte Potential, mit Hilfe der PoiSSONschen Inte-

grale, der Sätze von HELMHOLTZ, KIRCHHOFE, VOLTEKRA und RIESS beschrieben.
Es sei noch hinzuzufügen, daß eine durch die Quelle #(#, t) erzeugte Longitudinalwelle zu einein symme-

trischen Deformationstensor y^ und einem ebenfalls symmetrischen Spanmingstensor oy; führt.
Wir haben hier

ut = 0}i, y1i = 0,i1, ari = 2{t0i1i+XditV*0! fiH = 0 . (12)

Wir gehen nun zur Wellengleichung
D3 r + I a = 0 (13)

über und bcmeiken, daß wir es auch hier mit dem symmetrischen Tensor K^ und fii} zu tun haben.
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Du
cpi = Fti , Ktj = Fj]

ist, gut
p}{ = 2yF>ii + ßd,iV*F, or,<«O.

Wir führen nachstehend einige Lösungen an, die sich auf die Gleichung von KLEIN-GORDON beziehen [2].
Wir geben nur jene Ergebnisse für dreidimensionale Probleme an, die neu zu sein scheinen (W. NOWACKI [19]).

Betrachten wir zunächst die inhomogene Gleichung (13) unter der Voraussetzung homogener Anfangs-
bedingungen. Ihre Lösung lautet

a(x, t—r) Q(x, §, T) dr^ , R<^ c3t (15)

wo

ist.
Hierbei sind H(z) die ÜEAViSiDEscheFunktion und R die Entfernung zwischen den Punkten x und | .

Schließlich ist J^z) die BESSBLsche Punktion erster Art und erster Ordnung. Die Lösung (15) setzt sich aus zwei
Teilen zusammen, wobei ein Teil das retardierte Potential gleicher Struktur ist, wie sie bei der klassischen Wel-
lengleichung wäre; den zweiten Teil bildet ein Integral mit Faltungsteil.

Betrachten wir die homogene (a = 0) Wellengleichung (13) unter Voraussetzung der Anfangsbedingungen

r(x, 0) = g(x), P(x, 0) = h(ae) . (16)
Die Lösung hat in diesem Fall die Form

F{x, t) = t Mct{h(x, t)}+^[t M„ {h(x, t)}] + - ~ f U(i) + g(i) ^) ö(g, x, t) dF/|) . (17)

Hierbei stellt
2s

i r r
= -— i dtp I

4:71 j J

i r r
Mcl{h(x, t)} = -— i dtp I h {xt + m c31) sin 0 d,Q

471 j J
einen arithmetischen Mittelwert der Funktion h auf der Oberfläche der Kugel mit dem Mittelpunkt x und dem
Radius cs t dar.

Die Größen nit die im letzten Integral auftreten, sind die Richtungskosinus des Kugelradius, die in sphäri-
schen Koordinaten angegeben sind:

Hj = sin 0 cos y) , n2 = sin ß sin y>, «3 = cos 0 ,

Gleichung (17) ist eine Verallgemeinerung des Integralsatzes von POISSON, der aus der Theorie der klassischen
Wellengleichung bekannt ist. Für v = 0 bleiben in (17) nur zwei erste Integrale, die Integrale von POISSON,
erhalten.

Wir führen noch einen Satz an, der eine Erweiterung des bekannten Satzes von KIRCHHOF]? auf die Glei-
chung der longitudinalen Mikrorotationswelle ist

R

Ä ö

/"(g, *) = 0 , für * e 0 - V . (18)

Diese Formel gibt den Wert der Funktion Tim Punkt | des Bereiches V an. Der Wert ist mit Hilfe der Flächen-
integrale ausgedrückt, in denen die Funktion F sowie ihre Ableitung nach der Normalen und nach der Zeit auf
der Fläche A auftreten, die den Bereich F begrenzt. Bei Herleitung dieser Formel wird vorausgesetzt, daß die
Funktion Psamt ihren ersten und zweiten Ableitungen im Bereich V und auf der Fläche A stetig ist. Für« = 0
geht (18) in den klassischen Satz von KIRCHHOF*1 über.
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Für die monochromatischen Schwingungen erhalten wir eine Erweiterung des Satzes von HELMHOLTZ
auf die Gleichung der longitudinalen Mikrorotationswelle

A

r*( |) = 0 für | e C - F .

Hierbei ist

4 a
Gleichung (19) hat nur dann einen Sinn, wenn wa >̂ — ist, weil die Phasengeschwincligkeit nur in diesem Fall

reell ist.
Die Gleichungen (3) und (4) für Transversalwellen sind bisher am wenigsten untersucht worden. Es wurden

nur eindimensionale Wellengleichungen sowie das, was wir in einem weiteren Abschnitt unseres Vortrages noch,
erörtern werden, die Grundlösungen dieser Gleichungen, diskutiert.

4. Grundlösungen der elastokmetischen Gleichungen

Als Grundlösungen bezeichnen wir die singulären Lösungen von Differentialgleichungen, die von der Ent-
fernung B der Punkte x und § im unendlichen elastischen Raum abhängig sind. Wir geben nun die allge-
meinen Formeln zur Ermittlung von Verschiebungen und Verdrehungen im Punkt x des unendlichen Raumes
an, die durch Massenkräfte und Massenmomente erzeugt werden (W. NOWACKI [20]). Die Formeln wurden
durch die vierfache FouEiER-Integraltransformationen der Wellengleichungen gewonnen. Durch die Verbindung
der elastischen Potentiale 0, T, W, 11 mit den Verschiebungen U und Verdrehungen <p ergeben sich die Formeln

1 f\ Üb** 1 rga + ^ - T »

exp | - i (f, », + 5̂  i)l rfl'F , (1)

+ ~j, Eltl £t Z, | exp ( [ - i (f, *, H- r, ()] 'HF. (2)

Hierbei ist dW = dgt d^ d£s drj und Wt das Innere des Raumes £,, |2 , | a , »j, Ifis wurden Bezeichnungen einge-
führt

2 a 2 a

r, = r//o,, j = 1, 2, 3, 4 . A?,9 == T [T; + T4
B -|- ?/? — v'i ± \'(il — xl + jjj - ? )̂2 + 4 p i- r j ] ,

a _ _ _ „,-2 ^ I^ZT_„'

!+2yV/2

c„ = r——
e

Obwohl die obigen Formeln kompliziert sind und mehrmals über einen unendlichen Bereich integriert werden
müssen, erhält man ohne größere Mühe Ausdrücke für Verschiebtingen und Verdrehungen, die durch die sich
in der Zeit harmonisch verändernden Einzelkräfte ixnd Einzelmomente hervorgerufen werden (W. NOWACKI

[21]).
Setzen wir voraus, daß die Einzelkraft Xj = d (x — §) öji e~4w' zu Punkt § angelegt und parallel in

Richtung zur xrAchse wirksam ist. Dann werden die Verschiebungen ut = Uf>(x, f, t) und Verdrehungen
pWfa, g, () durch folgende Formeln ausgedrückt:

a—t ß) t

Uf(x, l,t) = 4 ^ - — 2 (F d, k + 9, dk K) , (3)

;,a7£ _ Qik,R
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Hierbei ist

rr P <T — ife

sowie

- "o ± M - «5 + Vl - *o)a + 4^5 cr|) .

Wirkt im Punkt f das Einzelmoment Yj = d(x — §) dji Q-icat zur a -̂Achse parallel und werden die Verschie-
bungen mit Uf* und Verdrehungen mit $'.'> bezeichnet, so erhalten wir

s

4 JT J c.j (fcj — ki)

0f = r-T^ [L d„ + d1 dk M] , j , k, l = 1, 2, 3 . (6)

Hierbei sind folgende Bezeichnungen eingeführt:

Betrachten wir den Sonderfall« = 0. Wir erhalten hierdurch die bekannten Ausdrücke für die Grundlösungen
der klassischen Elastokinetik

*

f%) = 0 . (8)

Hierbei ist ß0 = —, o"]̂  = —, wo C2 => I — I die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Longitudinal welle im HOOKB-c c1 \Q I
sehen Medium ist.

Kommen wir noch auf die Grundgleichung (3) bis (6) zurück. Wenn die Einzelkraft zur xr Achse parallel
gerichtet ist, dann folgt aus (4), daß <Pf> = 0 ist. Die Größen Kn (l = 1, 2, 3) sind also gleich JSTull.

Ist das Einzelmoment parallel zur *(-Achse gerichtet, so ist Uf> = 0. Die Größe yu (nach l wird nicht
summiert!) ist hier gleich Null.

Für jeden Wert l erhalten wir bei Einwirkung einer Einzelkraft einen Vorschiebungsvektor l/W und einen
Drehungsvektor 5P^. Setzen wir der Reihe nach l = 1, 2, 3 ein, so erhalten wir 9 Komponenten des Ver-
schiebungstensors Uf> und 9 Komponenten des Drehungstensors &{lK Auf gleiche Art erhalten wir den Ver-
schiebungstensor UW und den Drehungstensor $w für das Einzelmoment.

Es ist eine wesentliche Erweiterung im Vergleich zur klassischen Elastokinetik, wo es nur den Verschie-
o

bmigstensor Uf> gibt, der durch (7) gegeben ist.
Pur die oben beschriebenen VerscMebungstensoren gelten folgende Beziehungen:

x, t) = Uf{x, i, t) , 0f)& x, t) = 0fO(a», | , t), Uf(l x, t) = *p>(a>, f, t) , (9)

die sich aus dem Aufbau der Formeln (3) bis (6) und aus dem Reziprozitätssatz der Arbeit ergeben.
Wenn die Grundlösxmgen für Einzelkraft und Einzelmoment schon bekannt sind, dann können wir die

Singularitäten höherer Ordnung ermitteln. Ist die Lösung für die Einzelkraft bekannt, so können wir für die
Doppelkraft ohne das Moment, sowie für die Doppelkraft mit einem Moment und für das Druckzentrum eine
Lösung aufbauen.

Ähnlich können wir aus den Lösungen für das Einzelmoment Lösungen für das Doppelmoment oder das
Mikrorotationszentrum bilden. Wir weiden hier einige Ergebnisse anführen. So erhalten wir für das Druck-
zentrum

U, = r- 5— l / , m, = 0 . (10)
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Diese Lösung ist mit jener der klassischen Elastokinetik identisch. Wenn ein Rotationszentrum im Koordi-
natenanfangspunkt wirkt, gilt

u.j = 0 ,
wo

M
4-n 41 dx1 \ B

V3 — ,
4 «

(11)

Hieraus ist zu ersehen, daß wir es im Wirkungsfall eines Botationszentrums mit einer Welle zu tun haben, die
der Dispersion unterliegt.

Die für den unendlichen Raum ermittelten Grundlösungen dienen zum Aufbau von Lösungen für be-
grenzte Bereiche. Unter Anwendung der Formeln, die zu jenen von SOMIGLIANA in der klassischen Elastokinetik
analog sind, kann man das Randwertproblem auf ein System singulärer Integralgleichungen bringen. Hierbei
wird ein Verfahren angewendet, das jenem von V. D. KUPRADZE [22] in der klassischen Elastokinetik ange-
wandten Verfahren ähnlich ist.

5. Fortpflanzung der Wollen in begrenzten Körpern
Über das Thema der Wellenfortpflanzung in begrenzten mikropolaren Körpern gibt es nur wenige Publika-
tionen. Sie behandeln die Fortpflanzung von Wellen im elastischen Halbraum, in einer Schicht, einem unend-
lichen Kreiszyhnder, einer Kugel, also in Körpern einfacher Gestaltung,

Obwohl ein Teil der bis jetzt erzielten Resultate formalen Charakters ist und nicht abschließend disku-
tiert werden konnte, weil die nötigen Elastizitätskonstanten der Werkstoffe unbekannt sind, so können diese
Ergebnisse trotzdem qualitativ und vom Standpunkt der Erkenntnis als wertvoll bezeichnet werden.

Die Übersicht der erhaltenen Ergebnisse beginnen wir mit dem Problem der Fortpflanzung von Ober-
flächenwellen. Möge sich eine monochromatische Welle im elastischen Halbraum xx 'S: 0 in Richtung der :c2-
Achse mit konstanter Geschwindigkeit c = co/k fortpflanzen.

Unter der Voraussetzung, daß alle Ursachen und Folgen von xv x2, t abhängen, stellen wir fest, daß das
System von sechs Differentialgleichungen für Verschiebungen und Drehungen in diesem zweidimensionalen
elastokinetischen Problem in zwei voneinander abhängige Systeme zerfällt, die je drei Gleichungen enthalten.

Das erste System gestaltet sich folgendermaßen

[(fj, + «) V? — Q 3?] % + (A + i« — «) V + 2 a d2cp3 = 0 ,
[(fi + «) V? - Q d-f] «2 + (A + n - a) d2e - 2 a dtf* = 0 , (1)
\{y + e) VI - 4 « - I d]] eps + 2«

mit
V? = + d?2, e = djitj + 92M2 .

Mit den hier auftretenden Verschiebungsvektoren u = (%, u2, 0) und Drehungsvektoren q> = (0, 0, rps) sind
die Spannungen

an

G*\
0

und (
(T]2

cr22

0

tij verbunden.
0
0

°33

0
0

i"31

0
0 /«ÜB

0

Das zweite, von (1) unabhängige System, hat folgende Gestalt

1(V + «) VJ - 4 « - I d\] ft + (ß + y - e) 3 lX + 2« 92w3 = 0
[(y + c) ^ - 4 « - / 5S(] ^2 + (/S + y - e) 32K - 2a 3,«, = 0

[(/* + a) V? - e 0aJ w3 + 2 « (dl(Pi - d2(Pl) = 0 ,
wobei

(2)

(3)

Hierbei sind mit den Vektoren u = (0, 0, «3), tp = (<fr, g52, 0) folgende Spannungen verbunden:

0

0

0

0
" 1 3

,«22

0
0

Die Möglichkeit einer Spaltung in zwei voneinander unabhängige Gleiehungssysteme läßt vermuten, daß hier
die Oberflächenwellen zweier separater Typen auftreten. Eine Analyse der Gleichungen (1) und (2) weist darauf
hin, daß das Gleichungssystem (1) zu den verallgemeinerten Oberfläohenwellen von RAYLBIGH führt, während
das Gleichungssystem (2) zur Verallgemeinerung der LovESchen Wellen beiträgt [23].

Verweilen wir beim ersten Gleichungssystem, das von einigen Forschern (A. O. EBINGBN und E. S. SUHTTBI
[14], S. KALISKI, J. KAPELEWSKI, 0. RYMAEZ [24]) untersucht worden ist. Durch Einführung der elastischen
Potentiale 0, W, die mit den Verschiebungen uv w2 verbunden sind:

= d/P = <p
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wird das Gleichungssystem (1) auf drei Wellengleichungen

l - \ d?\ lP - * <P = 0 (6)

gebracht.
Werden diese Gleichungen unter Voraussetzung, daß

(0, W, q>) - (#*(%)> l-F*(Zi), p*(»i)) e«»*—*> <7)
und die Ebene xx = 0 belastungsfrei, also

<% = 0 , <Xia = 0 , [ha = 0 _ (8)
ist, so führt das zur Dispersionsgleichung

» = 11 _ x "2 *i ) "•g"! (9)

mit
öi = fi{ki + A?) + oc (Aa< - F) + 2« «4 , t = 1,2

A«, = A» - i- [ot + a2
4 -I- Tli-vlT M + o\ + nl ~ vl? + 4 o\ {v% - oj) ] .

Aus Gleichung (9) wird die Phasengeschwindigkeit der verallgemeinerten Oberflächenwelle von RAYLEIGH
bestimmt. Da die Phasengeschwindigkeit von der Sclrwingungsfrequenz CÜ abhängt, unterliegen die Wellen
%>w2, 9>3 einer Dispersion (in der klassischen Elastokinetik zeigen die E-AYLEißH-Wellen keine Dispersion).

" In der Veröffentlichung [24] wurden die Existenzbereiche der Lösungen auf der Dispersionsebene (co, k)
für verschiedene Verhältnisse der Elastizitätskonstanten diskutiert.

Sehr interessant ist das Gleichungssystem (3), in dem die Verschiebung w3 und die Verdrehungen (plt cp2
auftreten.

Die Wellen

(%. Vi> 9*) = K(*i). vtfa), 4(xi)) e«*^-0"), (10)
die sich mit der konstanten Phasengeschwindigkeit c = cojk in Richtung der *2-Achse fortpflanzen, stellen ein
Novum im Vergleich zur klassischen Elastokinetik dar.

Bekanntlich können sich die Wellen ufixj) ei(k'x'-mV in einem geschichteten Halbraum von HOOKE
nur dann fortpflanzen, wenn /^//"I > Q2I61 igt- Hierbei ist fa, QX der Schubmodul und die Dichte der oberen
Schicht. Die Größen JU2, Q2 beziehen sich auf den Halbraum xx 2: 0. Solche Wellen sind als LovEsche Wellen
bekannt [23] (Bild 2).

Bild 2

In einem homogenen elastischen mikropolaren Halbraum können Wellen dieses Typs entstehen. Die
Verschiebung u3 wird jedoch von den Verdrehungen ^ und q?2 begleitet. In der Arbeit [24] wurde die Phasen-
geschwindigkeit der Welle dieses Typs für verschiedene Verhältnisse der Elastizitätskonstanten untersucht
und die Existenzfrage der Lösungen in der Dispersionsebene (co, k) erörtert. Es wurde nachgewiesen, daß die
Welle für <x —v 0 verschwindet.

Die Fortpflanzung der monochromatischen Wellen in einer elastischen Schicht bildet den Gegenstand
einiger Arbeiten (W. NOWACKI und W. K. NOWACKI [25]), J. D. ACHENBACH [26]). Auch hier hat man Wellen
zweier Typen erhalten, die im Grenzfall, wenn die Wellenlänge im Verhältnis zur Schichtdicke sehr klein ist,
in die verallgemeinerten Oberflächenweilen von RAYLEIGH und LOVE übergehen.

Einen interessanten Weg zur Lösung dieses Problems hat J. D. ACHBNBAOH gewiesen, der ein asympto-
tisches Verfahren anwandte. Mit dem Thema der Reflexion ebener Wellen an der freien Oberfläche haben sich
V. R. PAKFITT und A. 0. EBINGEN [18] befaßt.

Bei diesem zweidimensionalen Problem ist namentlich die Tatsache interessant, daß die longitudinale
Verschiebungswelle im Prinzip drei reflektierte Wellen (im Gegensatz zu den in der klassischen Elastokinetik
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vorkommenden zwei Wellen) hervorruft. .Die erste dieser Wellen ist eine longitudinale Verschiebuugsweile,
wobei der Einfall- und Reflexionswinkel gleich sind. Die beiden weiteren Wellen sind gekoppelte Transversal-
wellen, wobei sich die eine von ihnen mit der Geschwindigkeit v2 und die andere mit »4 fortpflanzt (Bild 3).

Bild 3

Die obengenannten Verfasser befaßten sich schließlich auch mit der Reflexion der Transversalwellen
(Verschiebungs- und Mikrorotationswellen) und der longitudinalen Mikrorotationswellen an der freien Ober-
fläche. Unter anderen Lösungen, obwohl formalen, bliebe noch eine Lösung des zweidimensionalen und axial-
symmetrischen Problems von H. LAMB ZU erwähnen.

Es geht hier um die Wirkung der in der Zeit veränderlichen Belastungen, die senkrecht auf die Ebene
einwirken, die den elastischen Halbraum begrenzt (W. NOWACKI und W. K. NOWACKI [27], [28]).

Ist das Problem durch die Symmetrie der Deformation zur Koordinatenachse gekennzeichnet, so zerfällt
das Grundsystem der Differentialgleichungen in zwei voneinander unabhängige Gleiehrmgssysteme.

In einem dieser Systeme treten die Vektoren

u = (ur, 0, uz) , q> = (0, cpg, 0)

(in zylindrischen Koordinaten (r, 0, z)) auf, die mit dem Spannungszustand im Zusammenhang stehen:

0a = 0 0

0

0

0 0

Im zweiten der beiden Gleichxmgssysteme treten die Vektoren

u = (0, w0, 0), <p — {cp„ 0, <pz)

auf, die mit den Spannungen

a =

0
für

ü 0
/«==

0 /"ss

(11)

(12)

(13)

(14)

verbunden sind.
Das erste Gleichungssystem, dient zur Ermittlung von Längsschwingungen in einem unendlichen Stab

mit Kreisquerschnitt, in dem die monochromatische Welle sich längs der Zylinderachse fortpflanzt. Die Lösung
dieses Problems (W. NowAoia und W. K. NOWACKI [29]) führt zur Verallgemeinerung der Lösungen von
L. POCHHAMMER [30] und G. CHEEE [31] auf mikropolare Medien.

Das zweite System der Differentialgleichungen, in dem die Größen ug, <pr, <pz auftreten, beschreibt die
Fortpflanzung der monochromatischen Torsionswelle, die sich in Richtung der Zylin.derach.se bewegt [29].

Im vorliegenden Vottrag haben wir einige einfachste Probleme der Fortpflanzung monochromatischer
Wellen im CossERAT-Medium dargestellt. Auf eine durchaus analoge Weise lassen sich mit Hilfe von Wellen-
gleichungen [28] bis [31] aus Abschnitt 2 weit kompliziertere Probleme lösen, wie beispielsweise die Fort-
pflanzung der durch bewegliche Belastungen hervorgerufenen Wellen, monochromatischen Wellen in geschich-
teten Medien usw.

Eine bedeutende Aufgabe besteht in der Erzielung von Grundlösungen zur Ermittlung aperiodischer
Schwingungen. Bis jetzt sind nur wenige Lösungen dieses Typs bekannt, beispielsweise können die oben dar-
gestellten allgemeinen Lösungen der Wellengleichung für eine longitudinale Mikrorotationswelle genannt wer-
den. Bei der Erörterung des Grundproblems, wie es die Ermittlung singulärer Lösungen des dynamischen Pro-
blems für momentane Einzelkräfte und -momente ist, hat man bis heute nur Ergebnisse für sehr kleine Zeiten
erzielen können.

Es gibt also eine umfangreiche Klasse von Problemen und singulären Aufgaben, die noch zu lösen sind.
Aber das Entwicklungstempo der Forschungen auf diesem Gebiet weist darauf hin, daß in wenigen Jahren
eine vollkommene Elastokinetik des CossERAT-Kontinuums erreicht werden kann, die einen Überbau der
klassischen Elastoldnetik bilden wird.
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Romano, Ser. A 1, 341 (1949).
18 V. R. PAREITT und A. 0. ERINGEN, Reflcction of plane waves from the flat houndary of a micropolar elastic halfspace.

Report No 8—3. General Technology Corporation (1966).
19 W. NOWACKI, Propagation of rotation waves in asymmetric elasticity, Bull. Acad. Polon. Sei. Ser. Techn. IG, 10, p. 493

(1968).
20 W. NOWACKI, Green funetions for micropolar elasticity, Proc. Vibr. Probl. 10, 1, p. 3 (1969).
21 W. NOWACKI und W. K. NOWACKI, The generation of waves in an infinite mieropolar elastic body. Proo. Vibr. Prob. 10, 2

p. 97 (1969).
22 V. D. KTJPRADZE, Dynamical problems in elasticity, Progresa in Solid Meohanics, 3, Amsterdam 1963.
23 A. E. H. LOVB Some problems of geodynamics. Cambridge University Press. London, (1911), 1926.
24 S. KALISKI, J. KAPELEWSKI und C. RXMAEZ, Surface waves on an optical branch in a contimmm with rotational degrees of

freedom. Proc. Vibr. Probl., 9, 2, 108 (1968).
25 W. NOWACKI und W. K. NOWACKI, Propagation of monochromatic waves in an infinite micropolar elastic plate. Bull. Acad.

Polon. Sei. Ser. Sei. Techn. 17, 1, p. 29 (1969).
26 J. D. AOHENBAOH, Eree Vibration of a layer of mieropolar continuum. Int. J. Engng. Sei. 7, 10, p. 1025 (1969).
27 W. NOWACKI undK. W. NOWACKI, The plane Lamb problem in a semi-infinite mieropolar elastic body. Arch. Mech. Stos. 21,

3, p. 241 (1969).
28 W. NOWACKI und K.W. NOWAOKI, The axially symmetrical Lamb's problem in a semi-infinite micropolar elastic solid. Proc.

Vibr. Probl. 10, 2, p. 97 (1969).
29 W. NOWACKI und W. K. NOWAOKI, Propagation of elastic waves in a micropolar cylinder. Bull. Acad. Polon. Sei. S6r.

Teohn. I — 17, 1, p. 39 (1969), II - 17, 1, p. 49 (1969).
30 L. POOHHAMMEB, Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten kleiner Schwingungen in einem unbegrenzten isotropen Kreis-

zylinder. J. reine angew. Math. 81, p. 324 (1876).
31 C. CHREE, The equations of an isotropic elastio solid in polar and oylindrical coordinates. Their Solutions and application.

Trans. Cambridge, Phil. Soc. 14, p. 250 (1889).

AnseJirift: Prof. Dr. WITOLD NOWACKI, Warszawa, ul. Wiejska 18 m. 8 (VR Polen)

Außer dem vorstehend abgedruckten wurden folgende Hauptvorträge gehalten:

W. HAHN, Graz, Über den Gegenstand der sogenannten angewandten Mathematik.
F. BAUEE, München, Programmierungssprachen unter erzieherischen und praktischen Aspekten.
W. HAHN, Graz, Stabilität bei nichtlinearen Systemen.
L. VAN WUNGAABDEN, Enschede, The meohanical behaviour of gasbubbles in liquids and its effects on the dy-

namics of liquidbubble rnixtures.
J. W. COHEN, Delft, On queuing System.
E. STIEFEL, Zürich, Über die numerische Integration oszillierender Erscheinungen.


