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QUELQUES THEOREMES DE LA THERMOELASTICITE ")

par W. NOWACKI **

539.3

Le but de ce Lravail est de présenter quelques Lhéorémes de Lhermo-
élaslicilé pour les vibrations harmoniques du milicu continu. L’article
Lraile de la propagation des ondes sphériques dans un milieu Lher-
modclastique infini.

On donne une géndéralisalion du Lthéoréme de Helmhollz. Dans ce
théortme le polentiel de déplacements @ el la Lempérature 0
dans un poinl x appartenant au milieu B sonl exprimdés par les

¢ 9
fonctions 6, @, ;—, B_I sur la fronlitre S du domaine B.
n n

Dans le cas particulier d'un probléme thermoélastique non couplé
on obtient le théoréme de Green pour I'équalion classique de la
conductibilité de la chaleur et le théoréme de IHelmholtz pour la
théorie des lensions thermiques. Dans le cas d'un processus adia-
batique on obtlient le théoreme de Helmhollz pour I'élastodynamique
classique.

1. INTRODUCTION

Dans le travail présent on va démontrer quelques théorémes
concernant la propagation des ondes longitudinales thermodélastiques
dans un milieu illimité. Nous mettrons en évidence que I'intégration d'une
équation du potentiel de déplacement thermoélastique conduit & une
solution présentée sous la forme des intégrales de surface. Dans le cas
d’absence de couplage entre le champ thermique et le chamyp de déforma-
tion on obtient le théoréme connu de Helmholtz pour I'élastocinétique et le
théoreme de Green pour 'équation classique de la conductibilité thermique.

Considérons un corps homogene, isotrope et parfaitement
élastique, qui occupe un domaine B, limité par une surface §.
Dans ce milien les équations linéarisées de la thermoélasticité sont

*) Communicalion présentée a la Conférence de Mécanigue, Bucarest, septembre 1965.
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justes [1], [2]:
(1.1) Ry (A + @) % i + X = po i + v0,5,

0 . .
(1-2) e' Xk = '—B b ‘!]‘uk‘ I = Q, 1:, }I: == 1,2,3 .
x n

La premieére relation représente une équation du mouvement, la
seconde est une équation géndralisée de la conductibilité thermique. Dans
ces équations 0 = T — T, est un accroissement de la température par
rapport & un état naturel T, oi les contraintes et les déformations sont
égales & zéro ; u, sont les composantes du vecteur de déplacement; X,
sont les composantes du vecteur des forces de masse; @ est une fonction
qui représente I'intensité des sources de chaleur. Les valeurs i, A sont des
constantes de Lamé, rapportées a 1'état isothermique.

Enguite v = (374 2u) «,, olt o, est un coefficient de la dilatation

thermique linéaire ; p, est la densité; » = . est un coefficient, ol 2,

Po Ce
est une constante de la conductibilité thermique et e, est la chaleur

w

Po Ce
o W désigne une quantité de chaleur, produite dans I'unité de temps

T—T-“- Les fonctions u;, 8, X,, @ sont des fonctions

spécifique dans le cas d'une déformation constante. Enfin @ =

L}

et de volume et 7 =

0
des coordonnées et du temps. Un point au-dessus d’une fonction désigne
une dérivée par rapport au temps.

Il est nécessaire de compléter les équations (1.1) et (1.2) par des
équations de Dnhamel-Neumann

(1.3) o = 2pey -+ (Aey — ¥0) 3y,

et par les relations entre les déformations et les déplacements
1
(1.4) g = o (g + )

En décomposant le vecteur de déplacement et le vecteur des forces
de masse en une partie potentielle et une partie solénoidale
(1.5) Uy =@ + ey Xy =po (Bi + 5 %s)

nous ramenons le systéme des équations (1.1) et (1.2) & la forme

(1.6) [(F® =mb— i) B,
¢
~ — 1 - .
(1.7) 'E"]’;='_'_,,‘X‘i: 1=1, 2,3,
a
(1.8) DO — 49, V2 =— 2.

b4
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Nous avons introduit iei les symboles suivants

1 5 2 1 .. 1 d 02
ﬂzvﬂ———a" E:vg——az D= 2———6 0, = — 62:——-,
1 Gf L |:| C::_:' L? v = L at’ i o2

o 8 Kodde Gy I8 L \12 -
v?. = — — C‘l — (i-‘{.) f 62 — (l_) i m = "r .
z Po Po C1po

L’équation (1.6) représente une onde longitudinale, tandis que ’équa-
tion (1.7)—une onde transversale ; 'équation (1.8) caractérise la condue-
tibilité thermique.

Dans les considérations ultérieures il sera commode d’introduire
les variables nouvelles

v ¢y — iii

C‘,i=_w_i, T = l.
“

x

En employant ces variables dans les équations (1.6) - (1.8) on
obtient le systéme suivant d’équations

o e 1 -
(1.9) (V2 —83) @ (& 7) =m, 0 (E, 1)-;[3(‘;,7),
0
5 0 1
@10 (VIS =~ o,
1
(1.11) (V2= 8:) 0(&7) =10, V2@ (§, 7) = —TQ(E,T),
' 0
ol
d 0 m x> o a i ¢ Cp
2:—-—' —— —— —— = —y N e— =
v 3Z¢5€¢,m0 GE,% "']y.:xu " o ! ”

Si on élimine la température des équations (1.9) et (1.11) on trouve
une équation de l'onde pour le potentiel @ :

(1.12) (72— 82) (V2—8,)— 8, 72] @ (E,7)= — 2 Q (E, ) —

*0
1 S
——=(V2=10:) B (& 1), e=9mx.
Co
Dans les considérations suivantes nous nous limiterons & des équa-

tions homogeénes et nous supposerons les vibrations wvariables dans le
temps d’une fagon harmonique.
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2. PROPAGATION DES ONDES LONGITUDINALES DANS UN MILIEU ILLIMITE

Considérons un systéme d’équations homogénes des ondes (1.9)
et (1.11)
(V2 —02) @ (&) —my0(E ) =0,

(V2= 8:) 0(E,7) — 7 8: V2 @ (§,7) = 0,

qui représentent la propagation des ondes longitudinales thermoélastiques.
En supposant que les causes qui produisent le mouvement des ondes
varient d’une facon harmonique dans le temps avec une fréquence

(21)

- (0]
(2.2) D (1) =0q(E) e, O(7)=9Ee ™ X = i
1
en portant I’équation (2.2) dans I’équation (2.1) et en résolvant ces équa-
tions par rapport & des fonctions ¢ et 9, on obtient

(2.3) (V2 + k) (V2 + &) (9, 9) = 0.
Tci %, et k, sont des racines de I’équation
(2.4) T — 2 [X2 4+ 4% (L+e)] + %3 = 0.

Une discussion des racines de cette équation montre que ces racines
sont complexes [3]. Parmi les quatre racines de I’équation (2.4) nous choi-
sissons celles, pour lesquelles

ky=@a,+ib,, @,>0, b,=0, i=}—1, «=1,2

Dans les considérations ultérienres un role prépondérant joueront
ces solutions des équations (2.3), qui montrent une singularité dans le
point 7 et qui dépendent du rayon p, de liaison entre les points 74 et &

p = [(& — m)® + (& — M2)* + (& — 73)* ]~

Examinons I’équation (2.3) pour le potentiel ¢ (&, 7). D’aprés le thé-
oréme de T. Boggio la solution de ’équation (2.3) peut étre présentée
sous la forme des solutions partielles

P = ¢+ @
ol @, (a = 1, 2) satisfont une équation différentielle de deuxiéme ordre
(2.5) (V24 K) ¢ (8) =0, (V2 + K)o, (8 =0.
Parmi les solutions singuliéres des équations (2.5) pour une région

eikie  aikp
¥

illimitée seunlement les fonections

sont légitimes, car elles

e P
représentent les ondes divergentes qui avancent d’un point de pertur-
bation & l’infini. Nous avons done

ikop
(2.6) Re [e“’“ e__] = 3‘- 2P cog X (':' — ﬁ) y o=1,2
P P ; Dy
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La relation (2.6) représente une onde longitudinale qui avance dans
la direction des accroissements de p. Cette onde subit un amortissement,
car b, > 0; l'onde démontre une dispersion, car la vitesse de phase

: 7 .
v, = ——— = — dépend de la fréquence . Examinons une expres-
Re (k,) a,

sion limite
ikyp Lo iRy
lim p[—a—(e }ui?ﬂa(e—p]z—lime g
pr dp P 81 | e P

(2.7)

, @faap
=-—11m( e“"af’). b, =0, «a=1,2.
P=Foo p
Cette limite tend vers zéro pour p — co. L'expression limite (2.7),
qui peut étre écrite sous la forme

iup iy
(2.8) aip(eT)—ika("—Pf)=e**‘«°0(p—2» b, =0, e=1,2,

nous fournit information sur le comportement d’une solution singuliére
dans le voisinage d’un point infiniment éloigné. Le symbole O (p*) désigne

ici une telle valeur de ¥ pour que le rapport —y; reste limité quand p — co.

I’expression (2.8) présente la condition de «radation » de Sommerfeld,

généralisée aun probléme de la thermoélasticité. La condition (2.8) doit
étre complétée par une condition & la limite

(2.9) o =0 (1) pour p — co.

Ici O (1) désigne une valeur arbitrairement petite.

Dans les considérations ultérieures nous examinerons une classe
de fonctions ¢, ¥, qui se comportent & Dinfini comme la solution
singuliére montrée ci-dessus.

Considérons maintenant deux systémes d’équations homogénes
de la thermoélasticité qui donnent la propagation des ondes longitudinales

(V24 ) e —m$ =0,

(2.10) . .
(V24 i) & + ixmV2 o = 0,
(V24 728 —mg 9 =0,
(2.11) | —— _ 1
(V24 i) & + iymyV2e = — = 3(E—m).
0

Nous supposons que les dérivées premiére et seconde des dérivées
sont continues dans le domaine limité B; et sur la surface § qui entoure
le domaine B;. Les fonctions suivantes présentent une solution des équa-
tions (2.11) dans un domaine illimité

= : Mo ik ik,
— e 0P — e 2P
) s (ng et —myet*e),  m,=ki— % a=l,2,

T dmxy (k2 — k) p
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Il est évident gque % est une fonction régulictre au point £ = 4,
tandis que la fonction 4 démontre une singularité au point £ = 7. Aprés
avoir combiné convenablement les équations (2.10) et (2.11) nous pouvons
les intégrer dans le domaine limité B; en utilisant la transformation de
Green et nous obtenons les relations suivantes

3 a9 () 0% (1, &)
L) = | [a (n, &) 220 _ g () 2] g0 4
g n on

= 7l 3y,
e LSS [r?{ it} Q) Qo(n) — o(n) B‘P—;:LLQ] ds8(7), k :"_'—?/- 2,

-
on mi

(2.13)

ol
I(¢) = 9(E) pour Ee B,
I(E) = 0 pour £e By, — B, oit By est tout Pespace.

La formule obtenue peut étre traitée comme une généralisation du
théoréme de Green dans la théorie classique de la conduetibilité thermi-
que pour le probléme de la thermoélasticité, Elle permet de déterminer la
température an point £ par les intégrales de surface avec I'argument des

fonetions 9, 6_&, @, L sur la surface S entourant le domaine B,.

on on
Supposons comme précédemment que les fonctions ¢ et & ont les dérivées
premiéres et secondes dans le domaine B, et sur la surface §. Examinons
maintenant une sphére avec le centre au point ne B, et d’un rayon p,
choisi de maniére & ce que le domaine B; se trouve & l'intérieur de cette
sphére. Pour un domaine B’, contenu entre la surface Y de la sphére et la
surface &, D’équation (2.13) est légitime. Nous avons iei

oy do a9
; o o B — oR .
(2.14) 9 (2) xugg(saﬂ aﬂ)dﬁ'(n E"’S(“’an 020 |a8 () +
9 0§ do % :
+x053[36n &aanE—f-skS [qaa oo )dza e B

Un signe négatif de deux intégrales premiéres est da a la diffé-
renciation par rapport & une normale ne § dirigée vers l'intérienr du
domaine B,.

En substituant la fonction & de la formule (2.12) dans la premiére
des intégrales de surface sur la surface X, nous obtenons ’expression

ik ik
(2.15) 4 S [“33 a(a_a — ik )u_“le p[aﬁ_zkl )+
dm (k3—k}) el e \6p p\dp

“+ % (g %P — me”‘l")] p? 8in 0d 6d o.
P
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Si le rayon p augmente a infini il faut tenir compte des condi-

tions de radation et de limite (2.8) et (2.9)

a9y . T

C ik =t 07, $=0(1), b, =0, «=12

de
11 est ¢vident que lorsque p — oo, l'intégrale de surface (2.15) tend vers
zéro d’une fa¢on monotone. Pour un domaine extérienr B, nous avons
done la formule

1(8) = o [& (1) EWT;)_ — 5 (1, &) %ﬁ]cw (n) +
(2.15) y "
- ?n:ss

[cp () 2B g, z)a-‘?@] as (n),
on on

ol ’
I (&) =% () pour E€ B,
I(E)=0 pour £ € B,.

Cette formule nous permet de déterminer la température & au point
£ du domaine B, en connaissant les fonetions ¢, 2—'? ainsi que 9, 3—& sur la

: n n
surface §.

Examinons un cas particulier de la thermoélasticité, oit on néglige
le couplage entre le champ thermique et le champ de déformation. On
sait que dans ce cas il faut admettre ¢ = 0, donc k, =y, k, = [/i7. Dans
la relation (2.15") il ne reste que le terme premier :

'83 o ; a9
210 9 =x{ [o (0 (Pg22) —(3en 0] TP as o
s on et o O
Vu que pour £ =0 on a
(2.17) B e 200 eire — gielix ’ el 7% ,
drnee  GA(1 + X)), drvgp
la température 9 aun point Z peut étre exprimée par la formule

2|

1 a qetelix e’V % 89 (1)
18 = 1) — = d8 (1), Ee B,
(2.18) 9 (%) MSS[M)@%( : ] . an] (n), Ee

(’est un théoréme connu de Green dans la théorie classique de la conduc-
tibilité thermique.

Revenons au probléme couplé de la thermoélasticité et exprimons
la fonction @ au point &e B, par les intégrales de surface, qui contiennent

les fonections cp,—cp, 9y — sur S.
on on

Multiplions la seconde équation du groupe (2.10) par &, la_seconde
équation du groupe (2.11) par ¢ ; soustrayons I'une de Pautre et effectuons

10 — e, 3710
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P’intégration dans le domaine B;, en admettant que £e B,. Nous obtien-
drons 1’équation suivante

S BV — eV AV + ixs (9% — §g) AV +
B By
(2.19) ;
i -noe'XS @Vi9— oVP) AV == o (E).
=0

By

Multiplions maintenant la premiére équation du groupe (2.10) par
?, la premiére équation du groupe (2.11) par ¢, soustrayons l'une de
Pautre et effectuons l'intégration dans le domaine B;. On a alors

(2.20) S @729 — o) AV — m‘,s (9% — 9g)dV = 0.
Bi

B

Multiplions enfin la premitre éguation du groupe (2.10) par 9,la
premieére équation du groupe (2.11) par 9, soustrayons I'une de autre et
effectuons lintégration dans le domaine B, :

(2.21) SH (32 — 9V2) AV + 2 SB (¢% — 39) AV = 0.
i i

Aprés les modifications différentes et aprés avoir éliminé certaines
intégrales, nous obtenons enfin les formules suivantes en utilisant aussi
la transformation de Green '

2.22) J(&) =2 %1 iy +9 | [q‘o (i B M—cp(n)w]dsmw
My S dn an
+ 0 [@ () a%—"” —mmw] as (n) +
3 n on
0% (- _ .
it xogg[qa (n) —3{)";9 — 5 (; &) —ai%} as (),

ol
J (£) = o (£) pour £e B,
J(E) =0  pour e B,.

Cette formule représente une généralisation du théoréme de Helm-
holtz pour les problémes de la thermoélasticité.

Examinons un cas particulier d’'un probléme non couplé, ot € =0
et by =% ks = ]/1/ En portant = = 0 ainsi que ¢ et & de 1’équation
(2.17) dans la relation (2.22), nous obtenons aprés des modifications simples
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Pexpression suivante

- 1 e do (1) a (el
2.23 — e e R A T el Pl
(2.23)  J(E) hgs[P = m)au(P)}dsmw

M ) itp __ aipliz
n " Ny : g[&(—q)_(ep elr w)_
driy (L +iy))s on P

ize — ofelix !
_( eirp eieli ) 89(.1}}]&8 (),
P an

ou
J (&) = ¢ (£) pour £e B,
J(E)=10 pour fe B,
Un autre cas particulier est le milien hypothétique, caractérisé
par «, = 0. Dans ce milieu les ondes thermiques et élastiques sont indé-

pendantes entre elles. Puisque pour ¢ = 0 on a m, = 0, nous obtiendrons
pour ce milien D'expression

(2.24) J(E)] = igs ["'T’p i‘;%” = np(n}%(%“]] as (1),
ol

J(E) = o (E) pour Ee B,,

J(g) =0 pour e B,.

Cette formule a une forme analogue & la formule de Helmholtz dans
Pélastocinétique classique [4 ]. Une seule différence existe dansle coefficients

n- iz o 2
7.=E¥ ou la wvalenr ¢ = i
) Po

concerne des constantes isothermiques

o5
de Lamé.

On peut encore donner une autre forme pour la fonction ¢ (&),€e B,
en considérant une forme différente de la singularité. Examinons le
systéme des équations (2.10) et le systéme suivant

= = s
VAT —my ¥ = — = 3(E— 1)
(2.25) ( 2% ¢ 0 o n);
(V2 + i) & + iV e =0.
Les singularités @ et 9 ont la forme suivante
1

= . (my &P — my, eikp)
ird(E— e R

-Gll

0 e Mo X% (k3 e*e — K} eihwe),
dm ey (k3 — ki) e

m, = iy — ki, o« =1,2.
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On voit d’apres le systeme des équations (2.25) que ces singularités corres-
pondent & l'action d’un centre de compression.

Multiplions la premiére des équations (2.10) par g, la premicére
équation du groupe (2.25) par ¢, soustrayons I'une de I'autre et effectuons
Pintégration dans le domaine B;. Nous obtiendrons ainsi expression
suivante

2.27)  o(§)= .:,5

Bi

(FV2o—oVEF)aAV—m, 035 (83 —9¢)dT, ZeB;,

Bi

ou bien

o(8)= & (?(n,a)i%ﬂ—¢(n)@§iﬁ)d8(-q>—

8

(2.28) )
-—m.,eag [9 () (n,E) — & (n, E) @ (n)] AV ().

Bi

La fonction est exprimée par une intégra.e de surface et par une
intégrale de volume, dans lesquelles se trouvent les fonctions & et o.
La relation (2.28) n’étant pasutile pour la détermination dela fonection
¢ (£) dans un probléme couplé de la thermoélasticité, nous ’emploierons
pour déduire le théoréme de Helmholtz dans I’élastocinétique classique.
Dans ce cas particulier nous avons 4 examiner un processus adiabatique,
ou l'on a
(2.29) P=—7Vig, = —7V3q.

En portant les relations (2.29) dans (2.27) et en effectuant la trans-
formation de Green, nous obtenons

230 e(®=d@+a] (731 —e) a8 (n); EeB, c=nmn

La fonction § qui apparait dans ’équation (2.30) se rapporte & la
premieére des équations (2.25), o il faut substituer

B=— ﬂuva$'
Ainsi nous obtenons ’équation des ondes
1
¢ (1+¢)
avec la solution singuliére suivante
1 eior

T Amgl+e e

En portant la fonction (2.31) dans la relation (2.30), nous obtien-
drons la relation

1 [& 9¢(n) a (el
2.32 TrE =c2f 12528 L
( ) (&) 47:53[ s @(n)an( - ]] ds (q),

(-]

~

(V2 + o9 = — B(E—m) o=

fur
_!.

(2.31) 7



11 QUELQUES THEOREMES DE LA THERMOELASTICITE 1183

ol
J(E) =¢ (&) pour £eB,,
J(&) =0 pour e B,.

Cette relation revét la forme suivante avee les variables @
e @ = [T e (]| asw)
ol

J (@) = ¢ (@) pour ze B,
J(2) =0 pour we B,
et

e, M
a@+ef  (q),’
Ici (e), désigne la vitesse de propagation d’une onde longitudinale

dans les conditions adiabatiques.

La relation (2.33) est une formule connue de Helmholtz dans 1'élas-
tocindétique classique.

r = [(@, — ¥;) (@ — y) 2.

G, =
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