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Prof. dr WITOLD NOWACKI| — Politechnika Gdanska

Wyboczenie uktadu ramowego w plaszczyznie i z ptaszczyzny ramy

Il. Wyboczenie w plaszczyinie ramy.

A. Rozwazmy dowolny plaski uktad ramowy,
sktadajgcy sig z preiow  prostych i obcigzony
w weziach sitami skupionymi. Niech sity w trak-
cie wyboczenia zachowujg swe kierunki dziata-
nia, a wyboczenie niech nasigpi w obszarze

sprezystych odksztatcen, Zaktadamy, ze pretly.

sq idealnie proste, a sily podiuine dzialajg
$cisle osiowo. Pomijamy wplyw sil poprzecz-
nych, a prety frakiujemy jako niescisliwe.

Przy badaniu statecznosci ukiadu ramowego
rozwazamy wystepujgce pod obcigzeniem wy-
boczenia dwa nieskonczenie bliskje pdloienia
rownowagi ukladu: jedno przy pretach idealnie
prostych: drugie przy pretach nieskoriczenie ma-
to wygietych. Na granicy miedzy sianem sta-
tecznym a niestatecznym ukifadu ramowego mu-
szq leze¢ te stany, dia kiérych przejscie z po-
fozenia réwnowagi o prelach prostych do po-
fozenia nieskoficzenie malo wygietego nie jest
zwigzane z nakladem pracy. Szukamy takich
warunkow, przy kiérych réwnoczesnie obok po-
staci wolnej od zginania istnieje postaé réwno-
wagi o znikomo matym wygieciu rys, Nr. 1.

Rys. 1.

Nadajemy wezlom ukiadu ramowego  nie-
skoriczenie male przesunigcia ¢ kgty obrotu @,
zgodnie z warunkami ogrdniczajgeymi ruch u-
ktadu ramowego. W wygiele] postaci réwno-
wagi ukladu ramowego wystgpia nieskoncze-
nie . male momenty zginajgce i sily tngce jako
funkcje przesunie¢ d i obrotow .

llo$é 1 niezaleznych przesunigé & okreélona jest
przez ilo$¢ dodatkowych pretéw  poirzebnych
do stabilizacji tafcucha pretowego, kiéry pow-
stanie przez zamiane weziéw sztywnych ukiadu
na przeguby; ilo$¢ k kgtéw @ okreflona jest
przez iloéé¢ weztéw wolnych uktadu,

Warunki réwnowagi wezléw przeciw obrotowi
weztéw dajg k réwnan, warunki réwnowagi
przeciw przesunigciu ukfadu ramowego t réw-
nan.
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Réwnania réwnowagi sg réwnaniami jedno-
rodnymi j liniowymi wzgledem ¢ i d. Ukfad réw
nan bedzie niesprzecznym, gdy wyznacznik ukla-
du bedzie réwny zeru. Warunek ten: charakie-
ryzujgcy stan, w kiorym obok postaci réwnowa-
gi wolnej od zginania wyslgpi¢ moze postac
rownowagi o znikomo mafym wygigciu, jest wa-
runkiem wyboczenia ukiadu ramowego-

B. Rozwazmy pret J--K ukladu ramowego. Ko-
niec preta doznaje nieskoriczenie matych obro-
féw @ | wgx oraz przesunigé ¢ i 6. Obok
sity S (o skonczonej wartoici) dochodzg na kon-
cach -pretéw nieskonczenie male momenty zgi-
najace M), Mk i reakcje Ry, Rk . Dodatnie kie-
runki brzegowych odksztatcen i sktadowych sta-
nu naprezen obrazuje rys. 2.

Rys. 2.

Réwnanie rézniczkowe problemu brzmi:

B+ Sy 4+ M =0
Ale: Mx= M, — £t (Mj+ Mx) (1)

E = ’|5 Be=1
Wprowadzajgc skrét

Sl
e
=

doprowadzimy réwnanie (1) do postaci
d?y ‘n o2 . _
@ Ty =g M+ M) 8 — M7 (la)

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (la)
bedzie:

Y= ﬁsi'(cosaﬁ‘-— clg a=/=sina &t — ¥) —
lt\gi(sinatg cosec @ — &)

| \
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_dy N .\ _
gl dx:’|x=o e s (ECLT . B
e («cosec o — 1)
S (1b)
| ———S—'-i- (o clg o — 1)
Z rys. 2 odczytujemy:

Py= ¥+ 1; =9 4 5.

Wslawiajgc do powyzszych zwigzkéw T i =
i rozwiqzujqe réwnania (a) wzgledem M, i My,

a dalej oznaczajgc m = EIE!
My = m [c(2)p; + s(@)ox — r (2)¥]
Mg = m [s (0)9) ¢ (@) gx — r(2)9] (2]

ﬂ__a,(--l 3

otrzymujemy™):

a —asma

@) = &

22 — cosa) —asina
1 asmc.!.q-—a.*cosa
()=,

2 2(1—cosd)—fisma
r@ = sl + c(@=

gdzie:

@ (1 — cos o)
2 2(1—cosa)—asmna

Migdzy momentami brzegowymi Mi, M i reak-
cjami Ry i Rk istnieje nastepujgca zaleznosé
(rys- 2):

Re= =Ry = (M; + Mx+ 5@ —2y)]
albo ) 1 '
Rx=—Ry = M)+ Mg~ SI 9]

Wstawiajge do powyiszej zaleinosci wielkoéci
M, iMxze wzoréw (2) i podstawiajgc za S| war-

fosé 1§=-" lEJ -;:— m dochodzimy do zwigzku
Re=—Rj=m’ /r (%) (95 +ox)— 1 (2) 8]
9dzie @ =2r@—5; m =T @)

W wypadku sity rozciqgajgcej S
réiniczkowe problemu brzmi:
o TV
dx? - *

réwnanie

Rozwigzanie otrzymamy z réwnania (1b), je-
zeli w miejsce o podstawimy ai: i = }/-1'

") E. Chwella i Fr. Jokisch: Uber des ebene knickpro-
blem des Stockwerksrahmen, Der Stahlbau 1941,
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Otrzymamy:

M /Ctgu Sinat — CosecE+E/—|-
+ £ [Cosec aSinat —¢t ]
Przy tych samych warunkach brzegowych co
przy sile Sciskajgcej dochodzimy do nastepujg-

cych réwnan:

Mj=m [C@) e+ S ()9 — R (0)3]

Mx=m [S(a) ¢+ C(a)ox — R (1) 3] (4)
Re= — Rj= m’'/R (&) (91 + 9x) — T () 9]
gdzie :
C(ot)—}‘- o Sina — 2 Cos a
" 2 2(Coset — 1) ~— aSina
o a* — a Sin o .
S 8 = 2 2(Cos°t——1)—a5ina ]
Ria)=C @)+ (a)=s 21 = Cos 8

22 (Cosd——-l)-—aSmG
T(a) = 2R (a)—]— e

Dla S» O, o> Q zaréwna wzory (2, 3) jak i (4)
przechodzg na znane zwigzki metody odksziaf-
cen prefa zginanego, nie obcigzonego poprzecz-
nie.

My= m (2¢;+ ¢x— 89) (5)
- Me= m (¢ 2¢x— 39)

Re= — Ry =8 m'(ps+.9x— 29)
Rozwazmy jeszcze wypadkj szczegdlne, .Pret
J—K jest w punkcie 'J opatrzony przegubem.
w wezle K sprezysicie zamocowany,

Wtedy M; = Q. Eliminujqc z réwnan (2) i (4)
kgt ¢; uzyskamy nastepujgce zwiqgzki:

a) dla sity Sciskajgce;j:

Mj= O
(6a) Mik= mc (9) ( ox— &)
Re=—Rj=m'’ Tc (=) px —t (@) ‘3‘]
gdzie ' :
- . o sin o
¢ (@)= 2 sind—a cos &
W =cl) - %
b) dla sity rozciqgajqcej:
M; =
Mg= m C(“) f‘PK_ ¥)
(6b) Re=—R; =m’ [C («) ox— T() 3]
C { ) q_ _.,_._.__S_M_..___A
- - 2 aCosa — Sina
T(2) =C (o) ~i— T

Dla S»O otrzymujemy réwnania iranstormacyj
ne preta zginanego nie obcigzonego poprzecz-
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nie, sprezyicie 'uiwierdzonego w K, przegubo-
wego w J.

Mj=0 ; Mt= 15 m (px—") ;
R!\—-——Rl— 1,6 m' (9x— V)

C. Ramy nieprzesuwne, Dla ram nieprze-
suwnych kgty obrotu pretéw d sg roéwne zeru.
Jako niewiadome pozostajg kgty obrotu ¢ we-
zféw:

Dla kazdego wezta wolnego ramy ofrzyma-
my réwnanie réwnowagi wezfa:

¥ Mi = O = M} Mac | Mg+ Mae (7

/[\@

)

Rys, 3.

(6¢c)

@-m-a

Znak sumy rozcigga sie na prety zbiegajgce
sie w weztach. Momenty przyweztowe wyraza-
my przez kgty @ przy pomocy wzordw (2—Gb).
Jezeli w precie a—b dziata sita Sciskajgea to:

M= ma [c (%) 9a+ s (%) @ ]
jesli sita rozciggajgcea, to: ’
‘ May = man [C (%ap) 9o+ S (2an) @b /
przy braku sity osiowej:

Mab = May (2% '—I_"-Ph )J !

Wyrazajgc momenty przywegzlowe we wzorze
(7) przez kagty obrotu wezléw ®. . ... ¥. otrzy"
mamy réwnanie liniowe.wzgledem ¢ | jednorod-
ne. Dla weziéw wolnych uzyskamy ukfad k réw-
nan liniowych jednorodnych, Uklad réwnan do-
puszcza rbézne od zera wartosci @, gdy wyznac®
nik ukfadu réwnan bedzie réwny zeru. Przyrow-
nanie do zera wyznacznika ukfadu réwnan sta-
nowi warunek wyboczenia. Wyznacznik uktadu
zawiera funkcje trygonometryczne i hyperbolicz-
ne: przyrownany do zera daje nieskoriczong
ilos¢ pierwiastkéw. Najmniejszy z nich okreéli
wartos$¢ krytyczng uktadu. Dla uktadu ramowe-
go (rys. 4), zréwnowazenie weztéw: 1, 2 i 3 daje

Mip+ M, = O,
My~+Mys + Myy=0, Mgy + Myc= O.
albo /myjac(an) + 2my/ ¢ + myy @ = O
M1z @1/2m 0 T2maymop (%8 )/ Patmy, ¢ = O
+ [2my e (%c)] 25 || O (a)

Mgy P
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S 25 S
D) @ (@
T 7 7 mf:’m23=gg£J
m,fm,,:mx:%j
hr2
h 3 J J
d;""m_’t=h g‘;‘c{x
dn"h/g'—'dﬁ
L S T@
{ {

Rys. 4

Dzielgc caloéé przez mia, uzyskamy
[c(2) 4 4] 9, 4 ¢ = O
o+ 8 + ¢ (V24le, +a°;= 0
%o 1+ [c (2) + 4] ¢ = (a')
Wyznacznik ukladu réwnan przyréwnany de
zera:

c (@) + 4, 1, 0
D@= | 1,  8+cf/24 1 =0
0 . 1 c (a)44
rozpada si-q na dwa niezaleine rozwigzania:
cl)+4=0 (c)
8+cl2eflc@ +-4] —2=0 (d)

Pierwszy zwigzek daje symetryczng postaé
wyboczenia, co sprawdzi¢ mozna z uktadu réw-
nan (a'), gdzie dla c(%)-}-4=0znajdziemy 9,= 0O,

=—,; drugi zwigzek daje antymefryczng po-
staé  wyboczenia. Rys. Ha, b, przedstawia
postacie wyboczenia uktadu dla dwéch pierw-
szych pierwiastkéw réwnan (c) i (d). Najmniej-
szq warto$é Sk ofrzymamy dla postaci antyme-

trycznej.
r'5 \?‘5 6 1[5 . 2£-—---. 1!6
3 — - S p——, |} R
/ \ 7/ \ /
| o NN
a b) |
\ ;‘ : ‘l\ , ‘I \
\ ) ’ \
1 / \
Sy=566" &2 Srmin = 412" 53

Rys. b.

W wypadku szczegdlinym, gdy sita podtuzna
dziata w jednym tylko precie nieprzesuwnej ra-
my pigirowej, wyznacznik ukfadu D(«) spro-
wadzi¢ mozemy do jednego tylko réwnania: po-
stepujge w sposob nastepujgcy.
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al7 ya 3
mLu l#?é 7 i

Ukiad k-krotnie geom. niewyzn.,

Rys, 6a.
Nakrgcamy wezel a kglem ¢. =1 (rys. Gb)
i dla tego stanu wyznaczamy momenty przywe-
ztowe M., My M., operujgc na uktadzie
(k—1) krotnie niewyznaczalnym. Zréwnazenie
wezta (rys. Gb)

f 1, : "l
\ ; gl I
\. — —= = 3 —
[
B
! S [f =i ]
| pet | !
g == I
/ S
wm wm »
Jktad (k-I)- krolme geom. niewyznc
Rys. 6Gb. ’
©
: 8
daje: [mm c (aa) -f—? M, ]= 0
. : 17 3
o wyznaczniku: ¢ (%) + -y My= 0
MaA 1

zwigzku wyznaczymy kolejne
i odpowiadajgce im wartoéci sit

‘Z ostatniego
wartosci  tap

uktadach (k—2) — krotnie geometrycznie niewy-
znaczalnych. Nakrecajge wezet a kgtem ¢, = 1
wyznaczamy momenty przywezliowe

M:ll. ,ACI:IE !?l'f:th‘ ﬂ’jbn.
nakrecajgc wezet b katem ¢, =1 wyliczamy
momenty

My, Mys, Mys, M,
Zréwnowazenie wezla a i b daje ostalecznie:
IC(“m)mai‘\“l_Mﬂ"E'Mﬂ'I'M—ab] ¢ 4+ MI'ab‘["a =0
My 9, [c (avn) mbs—Mia My +Mis ] 25 = 0

Przy duzej ilosci weziow' ukiadu ramowego
i znacznej ilosci pretéw obcigzonych sitq po-
diuzng, wzrasta trudnosé wyznaczenia pierwiast-
kéw réwnania D(e)=0

W tym wypadku duze uslugi moze odda¢ al-
gorylm Gauss'a-

Wyznacznik ukfadu liniowych réwnari jedno-

rodnych:
aki o1+ ake e . . . FarkPRF o - O B =
8)

= Yaxi % =0

=1

da sie przedstawi¢ w postaci:
(1) (@) (k-1)

D (@ = ay .0 Qg - - - QKK -

(n-1)
= G nn (g)

gdzie ali ?  jest wspélczynnikiem przy o
w pierwszym réwnaniu  (k—1)-nej eliminacji.
Przyjmujgc, zac kolejne wartosci a==,1,1%, 1,2%.
itd. ofrzymamy coraz to inne ukiady réwnan (8)
a po wykonaniu eliminacji coraz to nowe warfo-
éici D(x) ze wzoru (9). Réwnanie (9) przedsia-
wi krzywg, ktérej pierwiastki dajg wartosci o, ¢

D. Ramy przesuwne:- W wypadku ram prze-
suwnych obok kgtéw obrotu weztéw @ wystgpiq
niezalezne od siebie kqty obrotu pretéw. llos¢
ich pokrywa sie z iloscig stopni swobody, jakie
posiada taincuch pretowy: kiéry powstat z za.
stgpienia weztéw sztywnych przegubami,

| tak rama pigtrowa (rys. 8) posiada dwa stop-
nie swobody; przynalezny jej lafcuch pretowy

krytycznych. Dla ramy pigirowej (rys. 7) ofrzy- stanowi kratownice o dwéch stopniach swo-
mamy wyznacznik drugiego rzedu, operujgc na  body:
Fee = i S
|
2 |3 Mo 2 lYs___ |
/ \ e A /
| | 1
S s | o] l oz |
{ v y Iy #" Y ;! _ \
[ if \ ' | T a b =TT \4
a) | JStan p,=0 b) i i SY ]
i  ped | o GLl
s Lo gt T
= lin : «Jan v alw L d
 Untad 12+krotrie gearn. niemyzn. Vktaad 10-krolnie geom. niswyznacralny.

Rys. 7.
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Joko niewiadome niezaleine obrotéw pretéw
wystgpig wielkoéci * ¥, i W, Ograniczymy sig
w dalszych rozwazaniach do ukladdéw ramo-
wych o siatce orlogonalnej’). Przy k kagtach
1P «

A\a) B4
b

Stan =1 Stan wbeq

Rys. 8.
obrofu weztéw i t niezaleznych kgtach % dyspo-
nujemy k réwnaniami réwnowagi weztow i t
réwnaniami réwnowagi pieter. | fak dla ramy
zrz.esuwanej rys: 9 zréwnowazenie weztéw 1 i 2
aje: .

M-T"\ —f— Ma +erCr: 0; ‘ Mg} ‘f“ M2D _]_ Mg;;: 0

I_mj J !2' f‘g‘ﬂ-ﬁ_—&r
) i I
I ’[la (B

= ' T =7 S
O 4y =0lag 30X /
Fles = Mitegx My = Moy pm { } ‘
© M=l Vit -{lﬁ‘!
|
* Rys. 9.

*) Uktady o dowolnej sialce prefowej oméwiona bedq

w oddzielnej pracy.
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Zréwnowazenie wycietego rygla C—I1—2—D
daje Ria-f Reg = 0 Dla rygla: ¥=o dla stupa:

‘1A 12B. ¥ = =

Wyrazajgc momenty przyweziowe | reakcje
(sity tngce) z réwnan (2....6a) przez kgty ¢ i ¥
otrzymamy uktad 3-ch réwnan:
®.[1,5mic+2m ot-miaclena) J+myppo—miar (@) 3=0
m [5'{’]"1_[1 ,5 m2D+2m 13+mzuc(azB);cF'_!“-mﬂBr(':d‘ﬂ':O
m'1a [r(23A) @ — e ) +-mes [ r(oen ) —Heep) ] = 0

Dzielimy pierwsze i drugie réwnanie przez mia

. mMiA
frzecie przez — — -

Wtedy [c @) - 55/ ¢ + ¢ — r (@) ¥ = 0
¢, + /55 "¢ @)] @ -r(a) ¥ =0

(a) —r @) o —r (@) e +2t@d =0
Wyznacznik ukiadu
cle)--5,5, 1, — rlw (b)
D @ == 1 cle)+56, — rle) } =0 -
—r(a), —rla), 2t (a)

rozpada sie na dwa niezalezne rozwigzania

1) e+ 45 =0 (c)
2. 2t (@ [c@ + 65] — 2=/=r* (@) = 0

Pierwsze réwnanie daje symetryczng, drugie an-
tymetryczng postaé wyboczenia: tatwo to
sprawdzi¢  wstawiajgc do ukiadu réwnan raz

¢ = — 0,; 3=0 drugi raz ¢;, = ¢, ; ¥ =0
Najmniejszy pierwiastek znajdziemy dla posta-
ci anfymetrycznej

o B
REE
Powyzsze rozwazania rozszerzy¢é moina na
na ukfady ramowe o stupach prostych, ryglach
zakrzywionych lub zatamanych | nieobcigzo-
nych. '

a= 2,91; Sx=2091°

Rys. 10.

»POLITECHNIKA"



~ lezeli pret zakrzywiony lub zatamany J — K .

przesuniemy na prawo o wielkosé¢ (0 — 9;)
przy jednoczesnym obrocie koncéw preta o ka-
ty ©) %, to wyrazi¢ mozemy przy pomocy réw-
nain analogicznie zbudowanych jak réwnania
(D) zwiazek miedzy momenfami M, My reak-
cijami Hy, Fix a kagtami @, %« i przesunieciami
oy, O '

Wspélczynniki przy 2ié sq wielkosciami staty-
mi, zaleznymi od geomelrycznych i sprezysiych
wilasciwosci preta (E, J, L, 1)

Zréwnowazenie zatem wezla | daje 2 réwnania

Mic+Mp +-Mia=0, Hic—H;p +Ria=
albo

[ME+ ME 4+ mas e in)] g, +

_[" h‘d:': "1_ Jﬂ'il'lgb_‘ Thlé r f&t}] aI =0

[Hf —Hb + r @ :n'n\? ¢ +
+ Hia—Hip — 5 t @] 3 =0
' +.h =8

(d)

Pierwiastki przyréwnanego do zera wyznaczni-
ka ukiadu réwnan (d) okreilg kolejne warlosci
sit krytycznych. Przy symetrii uktadu ofrzymamy
symetryczng i antymetryczng postaé wybocze-
nia. ;

Il. Wyboczenie z plaszczyzny ramy.

A. Nadajmy wezlom ukladu ramowego nie-
skonczenie mate przesunigcia W prostopadte do
plaszczyzny ramy oraz kaly obrotu ¢, WV
o wektorach wzajemnie prostopadtych: lezg-
cych w plaszczyinie ramy. W precie J — K
obok skoniczonej wartoéci sity S dochodzg nie-
skonczenie mate momenty zginajgce M i skre-
cajgee T-

Przy tokim oznaczeniu stanu odksztafcen postu-
giwaé sig mozemy réwnaniami (2) do (6c), z iq
jednak réznicq, ze.

cF:_Sl
- B,
(J, moment bezwladnoici przekroju wzgledem
osi y — y lezqce] w plaszczyinie ramy) oraz
g — Wx—W,

|

Zwigzek miedzy momentami skrecajgcymi
Tk i T, oraz katami skrecania @y, ¢k mozna
wyrazi¢ rownaniem

Ti=Te = Mg — $1) 11

\ = G€

Zwigzek (11) nalezy ftraktowaé jako przybli-
zenie. Jezeli pret zaopairzony przegubami na
koricach: obcigzony bedzie momentami skreca-
jacymi T) = Tx = T oraz sitq podiuing S, to
otrzymamy w wypadku niestatecznosci nastepu-
jacq zaleznoéé

= E) [ Tl \?
oAl

Zaleznoé¢ te dla preta o przekroju kotowym
ustalit A. G. Grenhill,

Wplyw momentu skrgcajgcego na  wielkosé
sity % jest dla normalnych pretéw ramowych
bardzo maly i odgrywaé moze pewng role przy
znacznych smuktosciach pretow.

Dlatego tez przyjmujqc zaleznosé (11) stuszng
dla S = O popelnimy nieznaczny biqd dla tych
pretéw skreconych, w kiérych wysigpi sita po-
diuzna ,

B. Przechodzqc z pofoienia réwnowagi wol-
nej od momentéw do potozenia réwnowagi

1 GC — sztywnoéé preta na skrgcanie.

Plaszezyzna
v Tk ramy

Rys.

Na koncach pretéw powstang momenty zginajg-
ce M;, Mg momenty skrgcajgce Ty, Tk (wek-
tory momentéw zginajgcych i skrecajgeych lezg
w plaszczyinie ramy) oraz reakcje Ry, Rk (pro-.
stopadie do plaszczyzny ramy). Stan odksztal-
cen charakieryzujg kagty obrofu @5, ok kagty
skrecenia ¢y, ¢k (wektory w plaszczyznie ra-
my) oraz przegsuniecia Wy, Wy (weklory | do
ptaszczyzny ramy).

nPOLITECHNIKA"

11,

o nieskoiczenie malo wygietych pretach wypi-
sujemy dla ostainiego polozenia réwnania réw-
nowagi wycietych weztéw.

W kazdym wezle K zaléimy pomocniczy uk-
tad wspétrzednych X , Y«, Zk.

lako nadliczbowe przyjmiemy dwa kqty ob-
rotu Wk, dx o wektorach lezgcych w kierunku
osi Xk, Yk, oraz przesunigcia pionowe do pta-
szezyzny W, skierowane w kierunku osj Zx Wy~
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dzielmy dalej pref ] — K taczgey wezly J i K

Brzegowe wartosci stanu odksztatcen 'fl( th i
wytazimy przez nadliczbowe ox V' Wi
i N
. yim
f(//%% . X;(

Z rys 12 odczytamy nastepujqce zaleznosci

l,pK L= “’;{COS[SK — g sin BK
og= Txsin fx-+ ®drcos P«
B W ; . (12)

Rys. 13.

-

Brzegowe warfoéci statyczne podaie rys. 13.
Rzuty ich na kierunki Xx, Yy, Zx dajg nastepu-
jace wielkosci '

— TKCOS ﬁx . JMK sin ﬁl(
Tks'n Bx— Mygcos Pk

— Rk

Zréwnowazenie wezla K prowadzi do trzech
réwnan

Y Tkeos Bk+ ¥ Mgsin k=20
Y Tksin fx— ¥ Mycos fx=0
Y Re=0

Znak sumy rozcigga sig na wszystkie prety zbie-
gajqgce sie w wezle K, Réwnan typu (13) wypi-
sujemy 'tyle, ile mamy weztéw. Jezeli za Tx ,M«
Re ze wzoréw (13) podstawimy ich wartoici ze
wzordw transformacyjnych jako liniowe funkcje
kqtéw i przesunigé @, b, ¥+ a ostatnie wyrazimy
przez przyjete nadliczbowe @, ¥, W, to .ofrzy-
‘mamy ukfad jednorodnych réwnar liniowych.
Uktad tych réwnan bedzie niesprzecznym, gdy
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wyznaczmk uktadu D (2) = O. Jest to rowna-
nie warunkowe wyboczenia ukladu,

Dla uktadu ramowego rys. 14 przy wybocze-
niu ukladu z ptaszczyzny ramy, zréwnowazenie
wezia 1 prowadzi do ukladu frzech réwnan

Mip~+ Mic—Tis=10; M+ Tia— Tic=0

Rian +Ris+Ric= 0 Ja/

Powyisze wielkosci wyrazimy przy pomocy réw-
nan transformacyjnych:
Mia=m(2¢a—3%4)=2mad —3I m'W,
M= ﬂ'_l[C () o1 — r(e) 1("113]: mc (&) ¥',—m’r(2) W,
Tip = M = — A, ¥
Rian=3m @a—2¥H=3m>,—6m"W, it d
r_m e

o =T
V/slaw.ajgc powyzsze zaleznosici do réwnan (a)
ofrzymamy uktad 3-ch réwnan
d dm-+N=0, & =0
Ty[mefo) 420 | — m'r/o/ W, =
~m'r fa/ T, [12 -+ t/af ]m” =0

o wyznaczniku
D /o] = e ja] +2

(bu

m

”f/a/ —]— 12)| —r® ja/ =0
jest Dla

A , o
2— =1 wyliczono pierwiastek 2, i wykreslono
m

Kagt obrolu stale  réwny . zeru,
przynaleing posta¢ wyboczenia.

S k min =— 4ABBQ'E_|"IQ
="4,58

»POLITECHNIKA"



W wypadku nieprzesuwnego wezta 1,
me /a/ +2-=0O

PowyZsze rozwiqzanie rozszerzyé mozna na
ptaski ukfad ramowy, skiadajacy sie z pretéw
prostych oraz z pretéw zctkrzywionych lub za-
tamanych. quozymy jednak, ze obcigzenie jest
tego rodzaju, ze w stanie wyj$ciowym prqu nie
podlegch zginaniu | skrecaniu.

Rys. 16,

C. Dla pretéw zakrzywionych ofrzymamy ana-
logiczne do wzoréw (10) réwnanie transforma-
cyjne, Dla przyjetych brzegowych wartoéci od-
ksztafcen (rys. 16) ofrzymamy nastgpujqce zwiqz-
ki migdzy odksztatceniami a brzegowyml skta-
dowymi stanu naprezen

Z, =29 +Zf o “I“ZJJ Uy -l—Z-J.; i -l'
+ 2} Witz

Zx -—-—-Zkl @+ Zi% o +2-k1 4 - t k"I“
y4f Wi W Wi i V (Z = MTK)

Wspélczynniki Zy. Zkx ... sg wartociami staly-
mi zaleznymi jedynie od sprezystych i geome-
frycznych wiasciwosci preta (G, E, Jo, C, 1)
Dla symetrycznej ramy nieprzesuwnej (w kierun-
ku prostopadlym do ptaszczyzny ramy) &;=Q
W; =0 do wyznaczenia sily krytycznej wystar-
czy zréwnowazyé wezet 1

«POLITECHNIKA"

Mip + [Tia— T/ cos B =

Ale Mip = mis Jo/

Tu= T gu = T dicos B

Tic Ti dic = Ti Y1 cos P
e b

1 [ma Be /e +2 T'fncos“ ﬁ] =0

I

Stqd
Réwnanie warunkowe wyboczenia

2 T:-E cos’p
mas

c [a)=—

D). Wyboczenie ramy przestrzennej. W ra-
mach przesirzennych o siatce ortogonalnej wy-
boczenie nastgpi¢ moze w kilku ptaszezyzmach.
W ukladzie ramowym (rys- 17) isinieje mozli.
woié wyboczenia w plaszczyinie 12AB. jak
i w plaszczyznach A1C, B2D.

¢ )

Rys. 17.

Uktad taki nalezy badaé na te mozliwosci. | tak
przy wyboczeniu w plaszczyinie AL2B przy nie-
zaleznych wielkosciach odksztaicen ¢, 9, wa-
runkiem wybecczenia bedzie wyznacznik D(2)=0
uktadu réwnan

Mw ‘]‘ Mm+ Tig= 0, Mm +MsB ‘} TBD =) (U)
!;rzy wyboczeniu z plaszczyzny 1AC, B2D wa-

runkiem wybuczema bedzie wyznacznlk D(a)—O
uktadu réwnan

— T1o+ Mia+ Mic= 0, Tn—l-m -}-H:D-':O (b)
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Przy jednakowych rozpiglosciach i jednakowym
dla wszystkich pretéw przekroju kofowym uzys-
kamy :

[me /2/ +-2m 2 ¢+ me, =0,

m¢; + [me/e/+2m -} g, =0, /a’/
|me [o/ + 2m - H by My =0 /b’)

=t '!‘I —Hmcac —}— 2m + }.l I!JE ==1{)

Y= %

¢ ja) +2=0, §, =,
N
c/a/ 42+ ?n =0; ¢ =— 1,

Przytoczony przyklad pozwala ocenié ze wy-
boczenie ukladéw ramowych przestrzennych
o sialce orfogonalnej tak nieprzesuwnych jak
i przesuwnych nie nastrgcza zadnych trudnosci,

v Rys. 18,

Wyznacznik D(2) uktadu réwnan (o) daje:

}\

c fof 4 :; + 3 =0, ¢/of+ —+1=0

Pierwsze réwnanie okreéla antymeiryczngo,= s,
drugie symetryczng postaé wyboczenia 9,=—@,
Najmniejszy pierwiastek o; otrzymamy dla sy-
melrycznej postaci wyboczenia. '
Wyznacznik D'(a) ukfadu réwndh (b") daje sie
sprowadzi¢ do dwéch réwnan

wzrasta jedynie ilo$¢ niezaleznych przasunieé i ob-
rotéw, a tym samvm rzqgd wyznacznika. Jednak
dla ram symetrycznych i symetrycznie obcigzo-
nych (a takie wypadki na ogét wystepujg) moz-
na wyznacznik uktadu zawsze rozbié na iloczyn
dwdch wyznacznikdéw

D /a/=Da. /o] Ds [o/ =0

przyczemD, (2)=Qdaje antymetryczng,Ds(2)=0
symetryczng postaé wyboczenia.



