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Prof. dr WITOLD NOWACKI — Poliłąchnika Gdańska

Wyboczenie układu ramowego w płaszczyźnie i z płaszczyzny ramy
I. Wyboczenie w płaszczyźnie ramy.

A. Rozważmy dowolny płaski układ ramowy,
składający siej z pręłów prostych i obciążony
w węzłach siłami skupionymi. Niech siły w trak"
cie wyboczenia zachowują' swe kierunki działa-
nia, a wyboczenie niech nastąpi w obszarze
sprężystych odkształceń. Zakładamy, że pręty-
są idealnie proste, a siły podłużne działają
ściśle osiowo. Pomijamy wpływ sjł poprzecz-
nych, a pręty traktujemy jako nieściśliwe.

Przy badaniu stateczności układu ramowego
rozważamy występujące pod obciążeniem wy-
boczenia dwa nieskończenie bliskie położenia
równowagi układu: jedno przy prętach idealnie
prostych, drugie przy prętach nieskończenie ma-
ło wygiętych. Na granicy między stanem sta-
tecznym a niestatecznym układu ramowego mu-
szą leżeć te stany, dla których przejście z po-
łożenia równowagi o prętach prostych do po-
łożenia nieskończenie mało wygiętego nie jest
związane z nakładem pracy- Szukamy takich
warunków, przy których równocześnie obok po-
staci wolnej od zginania istnieje postać równo-
wagi o znikomo małym wygięciu rys. Nr. 1.

r

Rys. 1.

Nadajemy węzłom układu ramowego nie-
skończenie małe przesunięcia o kąty obrotu cp,
zgodnie z warunkami ograniczającymi ruch u-
kładu ramowego. W wygiętej postaci równo-
wagi układu ramowego wystąpią nieskończe-
nie małe momenty zginające i siły tnące jako
funkcje przesunięć 8 i obrotów cp.

Ilość t niezależnych przesunięć 5 określona jest
przez ilość dodatkowych prętów potrzebnych
do stabilizacji łańcucha prętowego, który pow-
stanie przez zamianę węzłów sztywnych układu
na. przeguby; ilość k kątów cp określona jest
przez ilość węzłów wolnych układu.

Warunki równowagi węzłów przeciw obrotowi
węzłów dają k równań, warunki równowagi
przeciw przesunięciu układu ramowego t rów-
nań.

Równania równowagi są równaniami jedno-
rodnymi i liniowymi względem fp i ft. Układ rów
nań będzie niesprzecznym, gdy wyznacznik ukła-
du będzie równy zeru. Warunek ten. charakte-
ryzujący stan, w którym obok postaci równowa-
gi wolnej od zginania wystąpić może postać
równowagi o znikomo małym wygięciu, jest wa-
runkiem wyboczenia układu ramowego-

B. Rozważmy pręt J—K układu ramowego. Ko-
niec pręta doznaje nieskończenie małych obro-
tów <pj i <PK oraz przesunięć 3j i oK . Obok
siły S (o skończonej wartości) dochodzą na koń-
cach prętów nieskończenie małe momenty zgi-
nające M j , MK i reakcje Rj , RK • Dodatnie kie-
runki brzegowych odkształceń i składowych sta-
nu naprężeń obrazuje rys. 2.

Rys. 2.

Równanie różniczkowe problemu brzmi:

n , d 2 y i e i w ^

Ale; Mx = Ms — i, (Mj + MK)

\ = — V == 1 — i

-(1)

Wprowadzając skrót

EJ

doprowadzimy równanie (1) do postaci

d2y ,
jF + = S f ( M j + M K ) ~ M j ' ( '

Rozwiązaniem równania różniczkowego (la)
będzie:

y = — ctg a=-/=sina|— V) —

MK
S

L(sina ^ cosec a —
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Stąd:

dx x - o . S\
sy (acoseca — 1)

f1b)

Sl

Z rys. 2 odczytujemy:

= - ^i- (acoseca - 1)
Sl '

MK

Wstawiając do powyższych związków tj i tk
i rozwiązując równania (a) względem Afj i 714 ,

2 EJ
a dalej oznaczając m = —-— otrzymujemy*):

m /c (ajcpj -f s(a^
m/s(a)<pj+c(a)(

fl — z £ _ .J.
I

r (a)*/

gdzie: s(aj = —
2

— «sin«
—
2 2 (1 cos a) — a sin a

/ N __ J^ __a sin a—r a2 cos a
2 2(1 —
2 2(1 — cos a) — a sin a

r(a) = 8 (a)
2 2(1 —cos a)—.a s,n a

Między momentami brzegowymi Mi, MK i reak-
cjami Rj i RK istnieje następująca zależność
(rys' 2):

., . . .
Rt--r= — Rj = i /Mj + M/f + Sl «•}

Wstawiając do powyższej zależności wielkości
iMze wzorów (2) i podstawiając za Sl war-( p

fosć I S = — | — = Y ni dochodzimy do związku

Rx = - R, = m ' / r ^ r ? J + T x ) - f (a

2
(3)

Otrzymamy:

Sin « | — Cosec | - j -

, M/c />-. p. , . ,
-f- -g- /Cosec aSm a Ę — 5 /

Przy tych samych warunkach brzegowych co
sile ściskającej dochodzimy do następujq-
równań:

(4)
Mj == m /C(a)<pj + S (a)?*— R ( )
M * = m /S (aj <pj + C (a) <p* - R (aj
Rjr= ~ R j = m'/R («)(?. !+>A')-T

gdzie

=

[2] R faj

1
2

1
2

a

2(

2

Sin ot -
Cosa -

a2 -

— a2 Cos a

a Sin a
~1J — a S i n a

1 —- Cos &)

. «2

• W "I- 2

Dla S>O, a> O zarówno wzory (2, 3) jak i (4)
przechodzą na znane związki metody odkształ-
ceń pręta zginanego, nie obciążonego poprzecz"

Mj m

m

Rozważmy jeszcze wypadki szczególne, .Pręt
J—K jest w punkcie J opatrzony przegubem.
W-wjfly K sprężyście zamocowany.

Wtedy Mj = O. Eliminując z rownan (2) i (4)
k q t 9 J u z y s k a m V następujące związki:

a) dla siły ściskającej:

Mj = O
^ 6 a ) MK= mc (a) ( 9K- *) _

Rx = — Rj = m' [c faj <p/r •— t faj *]
gdzie

~ (g} = £ sina

W wypadku siły rozciągającej S równanie
różniczkowe problemu brzmi:

•

EJ ^1 _ Sv 4- M - Odx2 - C>y h Mx - U

Rozwiązanie otrzymamy z równanra j l b ) , je-
żeli wfniejsce a podstawimy ai: i = \f — 1'

ł ) E. Chwella i Fr. Jokisch: Uber des ebene knickpro-
blem des Sfockwerksrahmen. Der Sfahlbau 1941.,

t (a) = c f«J -- j -

b) dla siły rozciągającej:

Mj =• O __
' M * - - m Cfaj (<?K- ftj

_ R j _ m- [ C (a) n
Sin ar : M — — —^ W ~ ^ a C

=r . - .I faj = U (aj

a Cos a Sina
a?
—
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n e pręta zginanego nie obciążonego poprzecz-
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nie, sprężyście utwierdzonego w K, przegubo-
wego w J.

Mr = O; Mf=l,5mfe-»); (te)
R K = _ R J = 1,5 m ' (yx— ^

C. Ramy nieprzesuwwe. Dla ram nieprze-
suwnych kqty obrotu prętów 8 sq równe zeru.
Jako niewiadome pozostają kqty obrotu q> wę-
złów-

Dla każdego węzła wolnego ramy otrzyma-
my równanie równowagi węzła:
SM» = O = Mab + Mac + Mti + Mac (7)

Rys. 3.

Znak sumy rozciąga się na pręty zbiegające
się w węzłach. Momenty przywęzłowe wyraża-
my przez kąty cp przy pomocy wzorów (2—6b).
Jeżeli w pręcie a—b działa siła- ściskająca to:

M& — mab/c (aab) epa + S (<**b) ,<?b]
jeśli isiła rozciągająca, to:

M„b = m,b [C (a,b'J ?a + S (anh) <pb /
przy braku siły osiowej:

Wyrażając momenty przywęzłowe we wzorze
(7) przez kąty obrotu węzłów <p, cp̂  otrzy
mamy równanie liniowe.względem cp i jednorod'
ne. Dla węzłów wolnych uzyskamy układ k rów-
nań liniowych jednorodnych. Układ równań do.
puszcza różne od zera wartości cp, gdy wyznać'
nik układu równań będzie równy zeru. Przyrów-
nanie do zera wyznacznika układu równań sta-
nowi warunek .wyboczenia. Wyznacznik układu
zawiera funkcje trygonometryczne i hyperbolicz-
ne: przyrównany do zera daje nieskończoną
ilość pierwiastków. Najmniejszy z nich określi
wartość krytyczną układu- Dla układu ramowe-
go (rys. 4), zrównoważenie węzłów: L 2 i 3 daje

albo /mjActejAj + 2m12/(f1 - j - m^ ?<s = O

m23 ?2 + /2m38 -fc K e j / Ta II O , (o)'
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Rys. 4

Dzieląc całość przez miA, uzyskamy

' /c (a) -f 4] ft + JP. = O
. T l f / 8 + c (/2*)]«p, + cB-.O.

T2 + /c W + 4/ T3 = O (a1)
Wyznacznik układu równań przyrównany do

zera:
c («) + 4, 1, 0

D(a)= 1, 8+c(/2a) 1 = 0

0 1 c(a)+4

rozpada się na dwa niezależne rozwiązania:
c (a) + 4 = 0 (c)

] [c(a) + 4 ] - 2 = 0 (d)
Pierwszy związek daje symetryczną postać

wyboczenia, co sprawdzić można z układu rów-
nań (a'), gdzie dla c(a)-)-4=0znajdziemy <p2= O,
<Pi=—<p8; drugi związek daje antymetryczną po-
stać wyboczenia. Rys. 5a, b, przedstawia
postacie wyboczenia układu dla dwóch pierw-
szych pierwiastków równań (c) j (d). Najmniej-
szą wartość Sk otrzymamy dla postaci 'antyme-
trycznej. • • '

OL)

'ff/SSA

£1

b)

w«»

Rys. 5.

W wypadku szczególnym, gdy siła podłużna
działa w jednym tylko pręcie nieprzesuwnej ra-
my piętrowej, wyznacznik układu D( a) spro-
wadzić możemy do jednego tylko równania, po-
stępując w sposób następujący.
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UJttad k-krotnh gfiom.

Rys, 6a.

Nakręcamy węzeł a kqfem <pa = 1 (rys. 6b)
i dla tego stanu wyznaczamy momenty przywę-
złowe Mai, Ma 2 Mas, operując na układzie
(k —1) krotnie niewyznaczalnym. Zrównażenie
węzła (rys- 6b)

._. t
JMa d (K-l)- krotnie geom.

Rys. 6b.

daje; <ft [maA c

o wyznaczniku: i

Mai J
1

= 0
8

| x V

•Z ostatniego związku wyznaczymy kolejne
wartości a»A i odpowiadające im wartości sił
krytycznych. Dla ramy piętrowej (rys. 7) otrzy-
mamy wyznacznik drugiego rzędu, operując ma

układach (k—-2) — krotnie geometrycznie niewy-
znaczalnych. Nakręcając węzeł a kątem <pa = 1
wyznaczamy momenty przywęzłowe

Mai, ,Mas. Mab, Mba,
nakręcając węzeł b kałem <Pb = 1 wyliczamy
momenty

,Mba, Mb8, A/b4,-Af,b.

Zrównoważenie węzła a i b daje ostatecznie:
[c(aaA)m,A+Mai+Ma 2-4-Ma b] ffx -f Mab<p2 = '0
M b a t p , + [c(ab B) iUbB+Mbi+MbiiH-Mbi] ?2 = 0

Przy dużej ilości węzłów układu ramowego
i znacznej ilości prętów obciążonych siłą po-
dłużną, wzrasta trudność wyznaczenia pierwiast-
ków równania D ( a ) = 0

W tym wypadku duże usługi może oddać al-
gorytm Gauss'a-

Wyznacznik układu liniowych równań jedno-
rodnych:

(8)= " l aa ? i = 0

da się przedstawić w postaci:
(1) (2) (k-l) (n-1)

D (a) = an . a 2 2 . a 8 8 . •• • a/a' • - • a n n (9)

gdzie akk" jest współczynnikiem przy ok

w pierwszym równaniu (k—l)-nej eliminacji.
Przyjmując, za a kolejne wartości a=7u,.l,lx, l;2t.
itd. otrzymamy coraz to inne układy równań (8)
a po wykonaniu eliminacji coraz fo nowe warło-
ści D(a) ze wzoru (9): Równanie (9) przedsta-
wi krzywą, której pierwiastki dają wartości aif a2

D. Ramy przesuwne- W wypadku ram prze-
suwnych obok kątów obrotu węzłów <p wystąpią
niezależne od siebie kąty obrotu prętów. Ilość
ich pokrywa się z ilością słopni swobody, jakie
posiada łańcuch prętowy- który powstał z za-
stąpienia węzłów sztywnych przegubami.

I tak rama piętrowa (rys. 8) posiada dwa stop-
nie swobody; przynależny jej łańcuch prętowy
stanowi .kratownicę o dwóch stopniach swo-
body-

A a
I2-krotnie feurn.

„POLITECHNIKA"
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Jako niewiadome niezależne obrotów prętów
wystqpiq wielkości fl'j i &im Ograniczymy się
w dalszych rozważaniach do układów ramo-
wych o siatce ortogonalnej*). Przy k kqtach

Zrównoważenie wyciętego rygla C—1—2—D
daje R I A + R S B — 0 Dla rygla: # = o dla słupa:
1 A 1 2 B . - * = $IA = *.B

Wyrażając momenty przywęzłowe i reakcje
(siły tnqce) z równań (2....6a) przez kąty cp | •&
otrzymamy układ 3"ch równań:

= 0
Dzielimy pierwsze i drugie równanie przez miA

, . miAtrzecie przez .-

Wtedy [c (a) +• 5,5/ ft + ?2 — r («) > = , 0
cp, - f /5,5 + 'c fe;/ <p8 - r f a) «• = 0

(a)' ' — r («J <pf — ^ f«J tp2 + 2 t (a) d = 0

Wyznacznik układu

cfoH-5,5,
DfaJ =

1 , — rfa)
crai-j-5,5 , —• r(o.)

— rfaj , 2t Ca)

(b)
0

Rys. 8.
obrotu węzłów i t niezależnych kqtach ft dyspo-
nujemy k równaniami równowagi węzłów i t
równaniami równowagi pięter. I tak dla ramy
przesuwanej rys> 9 zrównoważenie węzłów 1 i 2
daje:

MJK + Mn -f-rM]Cf= 0, * Msi + MOD + AfSB= 0

- r faj ,
rozpada się na dwa niezależne rozwiązania

1), c (a) + 4,5 = 0 (c)
2j. 2 t C«j /c(aj + 6,5/ — 2 =/= r2 faj = 0

Pierwsze równanie daje symefrycznq, drugie an-
tymetryczną postać wyboczenia- Łatwo to
sprawdzić wstawiając do układu równań raz

cpj = — cp2; $• = 0 drugi raz <p3. = (p2; •&. rjz; 0

Najmniejszy pierwiastek znajdziemy dla posta-
ci anfymetrycznej

a 1 = 2,91;": S«=2,91 2 § T - T ~ - ' : ~ ^

Powyższe rozważania rozszerzyć można na
na układy ramowe o słupach prostych, ryglach
zakrzywionych lub załamanych i nieobciqżor

nych. i

rr

Rys. 9.

*) Układy o dowolnej siatce prętowej omówione będq
w oddzielnej pracy.

202
Rys. 10.
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albo

-f lMaa +

Jeżeli pręt zakrzywiony lub załamany J — K
przesuniemy na prawo o wielkość ((\ — Sj)
przy jednoczesnym obrocie końców pręta o ką-
ty ?J ?K , to wyrazić możemy przy pomocy rów-
nań analogicznie zbudowanych jak równania
(5) związek między momentami Mj MK reak-
cjami Hj, //[< a kątami ?j , 'fK i przesunięciami

Współczynniki przy <p-i 8 są wielkościami stały-
mi, zależnymi od geometrycznych i sprężystych
właściwości pręta (E, J, L, f)
Zrównoważenie zatem węzła 1 daje 2 równania

c + i^iB -fMiA = 0, Hic — H l B - | - R I A = 0

C faJAjj cp1 -Ą-

- -cr r (a)]5^ = °.
• r Ca) m'iA/ ?i -\-

_ n^Ą | (a)] S j = o ( d )

* . h = 8,
Pierwiastki przyrównanego do zera wyznaczni-
ka układu równań (d) określą kolejne wartości
sił krytycznych. Przy symetrii układu otrzymamy
symetrycziną i antymetryczną postać wybocze-

II. Wybaczenie z płaszczyzny ramy.

A. Nadajmy węzłom układu ramowego nie-
skończenie małe przesunięcia W prostopadłe do
płaszczyzny ramy oraz kąty obrotu ''', W
o wektorach wzajemnie prostopadłych leżą-
cych w płaszczyźnie ramy. W pręcie J — K
obok skończonej wartości siły S dochodzą nie"
skończenie małe momenty zginające M i skrę-
cające T-

• Przy takim oznaczeniu słanu odkształceń posłu-
giwać się możemy równaniami (2) do (6c), z tq
jednak różnicą, że.

(Jo moment bezwładności przekroju względem
osi y — y leżącej w płaszczyźnie ramy) oraz

Związek między momentami
TK i TJ , oraz kątami skręcania
wyrazić równaniem

skręcającymi
, ^K można

T , = TK X Yk -

A
GC

; GC —^ sztywność pręła na skręcanie.

Związek (11) należy traktować jako przybli-
żenie. Jeżeli pręt zaopatrzony przegubami na
końcach- obciążony będzie momentami skręca-
jącymi Tj = TK = T oraz siłą podłużną S, to
otrzymamy w wypadku niestateczności następu-
jącą zależność

2* E J ) .
pręta o przekroju kołowym

_ . r* 1 _
Zależność'tę dla
ustalił A. G. Grenhill.

Wpływ momentu skręcającego wielkość
siły S'K jest dla normalnych pręłów ramowych
bardzo mały i odgrywać może pewną rolę przy
znacznych smukłościach prętów.

Dlatego też przyjmując zależność (11) słuszną
dla S = O popełnimy nieznaczny błąd dla tych
prętów skręconych, w których wystąpi • siła po-
dłużna'

B. Przechodząc z położenia równowagi wol-
nej od momentów do położenia równowagi

Rys. 11.

Na końcach prętów powstaną momenty zginają-
ce M) , MK momenty skręcające Tj , TK (wek-
tory momentów zginających i skręcających leżą
w płaszczyźnie ramy) oraz reakcje Ą , RK (pro- .
stopadłe do płaszczyzny ramy). Stan odkształ-
ceń charakteryzują kąty obrotu cpj , ?K kąty
skręcenia <J)j , <]>K (wektory w płaszczyźnie ra-
my) oraz przesunięcia W\ , WK (wekłory J_ do
płaszczyzny ramy).

o nieskończenie mało wygiętych prętach wypi-
sujemy dla ostatniego położenia równania rów-
nowagi wyciętych węzłów,

W każdym węźle K załóżmy pomocniczy uk-
ład współrzędnych XK , YK , ZK •

Jako nadliczbowe przyjmiemy dwa kąty ob-
rotu *"« , (1>K o wektorach leżących w kierunku
osi 'XK , YK , oraz przesunięcia pionowe do pła-
szczyzny W, skierowane w kierunku osi ZK
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dzielmy dalej pręt J — K łqczqcy węzły J i K
Brzegowe wartości stanu odkształceń tp« , <]>K ft
wyrazimy przez nadliczbowe <1>A' l'r/f WK

wyznacznik układu D (a) = O. Jest to równa-
nie warunkowe wyboczenia układu.

Rys. 12.

Z rys- 12 odczytamy następujące zależności

ip-jc — <I>/csin
'•?K== '^xsin'pA:"T" <I

W K - W j (12)

Rys. 18.

Brzegowe wartości statyczne podaje rys. 13.
Rzuty ich na k i e r u n k i ^ , YH, ZK dają następu-
jące wielkości

— TKCOS (3 K — a
TKS n PK— MKCOS

- RK

Zrównoważenie węzła K prowadzi do trzech
równań

S TKCOS PK 4- S MKs\n ( 5 K = 0
2 TKsin p K — S MKCOS p K = 0 (13)

2 R K = 0
Znak sumy rozciąga się na wszystkie pręty zbie-
gające się w węźle K, Równań typu (13) wypi-
sujemy tyle, ile mamy węzłów. Jeżeli za Tk ,Mk
Rk ze wzorów (13) podstawimy ich wartości ze •
wzorów transformacyjnych jako liniowe funkcje
kgfów i przesunięć <p, i , * a ostatnie wyrazimy
przez przyjęte nadliczbowe <!>, ^ Wr to .otrzy-

mamy układ jednorodnych równań liniowych'
Układ tych równań będzie niesprzecznym, gdy
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Dla układu ramowego rys. 14 przy wybocze-
niu układu z płaszczyzny ramy, zrównoważenie
węzła 1 prowadzi do układu trzech równań

Af j A -(- Mic — TIB = 0; Mm - f TIA — Tic == 0;
1A ~r K i l - f " K l C — u lal

Powyższe wielkości wyrazimy przy pomocy rów-
nań transformacyjnych:
AfiA = m (2 <PIA — 3 9'IAJ = 2 m ą - 3 m' Wx

A1IB= m[c (a) (piB — rfa) •9'IB]= mc (a) lI f,—m'r(a; W t

RIA = 3 m' fcp,A — 2 « = 3 m ' * - 6 m" W, i ł. d.
r m „ _ m

m • — ' j j m • — .

Wsławiając powyższe zależności do równań (a)
otrzymamy układ 3"ch równań
*! (4 m + Xj = 0 , <J\ = 0
lF, [mc (aj -f 2 X ] — m ' r /a/ M^ = 0
-+• m'r /«/ Wj -f [12. 4- ł/a/]m" PKt = 0
o wyznaczniku ,

D M = [c /«/ 4- ^ [t /«/ + 12] ^ r3 /a/ =- 0
' Kąt obrotu <!>,, jest stale równy zeru. Dla

2 — = . 1 wyliczono pierwiastek a t i wykreślono
m

przynależną postać wyboczenia-

S k min = 4,58%—"- .

.«, = ' 4 , 5 8

Rys. 15.
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W wypadku nieprzesuwnego węzła 1,
mc/a/-f-2X — O

Powyższe rozwiązanie rozszerzyć można na
płaski układ ramowy, składający się z prętów
prostych oraz z prętów zakrzywionych lub za-
łamanych. Założymy jednak, że obciążenie jest
tego rodzaju, że w stanie wyjściowym pręty nie
podlegają zginaniu i skręcaniu.

Rys. 16.

C. Dla prętów zakrzywionych otrzymamy ana-
logiczne do wzorów (10) równanie transforma-
cyjne. Dla przyjętych brzegowych wartości od-
kształceń (rys. 16) otrzymamy następujące związ-
ki między odkształceniami a brzegowymi skła-
dowymi stanu naprężeń >

+ zł* <?* + zj) t

<pj - f Z Ł <Pk ł j •+ Zkt <|»k +
/ ( Z „, M(T,K)

Współczynniki ZJJ, Z K K . - są wartościami stały-
mi zależnymi jedynie od sprężystych i geome-
trycznych właściwości pręta fG, E, Jo, C, \)
Dla symetrycznej ramy nieprzesuwnej (w kierun-
ku prostopadłym do płaszczyzny ramy) * i = C
Y/1==:O do wyznaczenia siły krytycznej wystar-
czy zrównoważyć węzeł 1

Rys. 16a.

Mu, + /TIA— Tul cos p = 0
Ale MIB = mw /a/ <l»i

T1A — / I łt^ — r t
J1C = T% U = 7 j

Tł = T41

* l cc S a
<ji, [tm Pc/a/ + 2 7|acos2 p] == 0.

cos

Stqd

Równanie warunkowe wyboczenia

_ 2 7.1 cos2 Pc/a/

D). Wybocreitte ramy przestrzennej. W ra-
mach przestrzennych o siatce ortogonalnej wy-
boczenie nastąpić może w kilku płaszczyznach.
W układzie ramowym (rys- 17) istnieje możli-
wość wyboczenia w płaszczyźnie 12AB. jak
i w płaszczyznach AlC, B2D.

Układ taki należy badać na te możliwości. I tak
przy wyboczeniu w płaszczyźnie A12B przy nie-
zależnych wielkościach odkształceń <Pi," <p2 wa^
runkiem wyboczenia będzie wyznacznik Dfaj—O
układu równań

Mu Tic = 0, Mu Ą-MtB -Ą- T™ == 0 (a)

„POLITECHNIKA"

Przy wyboczeniu z płaszczyzny 1AC, B2D wa-
runkiem wyboczenia będzie wyznacznik D(aj=O
układu równań

+M.D-0 (b)
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Przy jednakowych rozpiętościach i jednakowym
dla wszystkich prętów przekroju kołowym uzys-
kamy

[mc /«/' + 2 m + X] cp, -f m cp2 == 0, •
m<p, + [mc/a/+2m - j - ^] cp2 = 0, /a'/
]mc /a/ + 2m + *] <h - k* == 0 /b'/
- X 4, +fmc/a/ + 2m + X| <J)2 =---- 0

2X
m

Przytoczony przykład pozwala ocenić że wy-
boczenie układów ramowych przestrzennych
0 siatce ortogonalnej tak nieprzesuwnych jak
1 przesuwnych nie nastręcza żadnych trudności,

-*••

ifmin •hiffiii

Rys. 18.

Wyznacznik DfaJ układu r.ównań (a') daje:

m
+3=0, _X_

m

Pierwsze równanie określa anfymetrycznq<p, — (p2,
drugie symetrycznq postać wyboczenia 9, = —,<pa

Najmniejszy pierwiastek a2 otrzymamy dla sy-
metrycznej postaci wyboczenra.
Wyznacznik O'(a) układu równdfi (b') daje się
sprowadzić do dwóch równań

wzrasta jedynie ilość niezależnych przesunięć i ob-
rotów, a tym samvm rząd wyznacznika. Jednak
dla ram symetrycznych i symetrycznie obciążo-
nych (a takie wypadki na ogół występują) moż-
na wyznacznik układu zawsze rozbić na iloczyn
dwóch wyznaczników

D / a / = D a /«/ Ds /a/ = 0

przyczemDa ( a ^ O d a j e antymetrycznq,Ds ( ^ = 0
symetryczną postać wyboczenia-


