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1. Wprowadzenie

Doswiadczenie uczy, ze odksztalcenie ciala zwiazane jest ze zmiang zawartosci
w nim ciepta. Zmienne w czasie obcigzenie ciala wywoluje w nim nie tylko prze-
mieszczenia, ale i zmienny w czasie rozklad temperatury. Odwrotnie, ogrzanie
ciala powoduje w nim odksztalcenie i zmiang temperatury. Ruch ciata charakte-
ryzowany jest przez wzajemne oddzialywanie na siebie pola odksztalcenia i pola
temperatury. Dziedzine, zajmujaca si¢ wzajemnym oddzialywaniem tych pdl, nazy-
wamy termosprezystosciq.

Sprzgzenie tych dwu pol powoduje, ze w réwnaniach przemieszezeniowych ruchu
pojawiaja si¢ czlony temperaturowe, w rownaniu przewodnictwa cieplnego czlony
deformacyjne.

Sprzgzenie pola deformacji i temperatury postulowat juz J. M, C. DunamEL [1],
tworca teorii naprezen cieplnych, wprowadzajac do réwnania przewodnictwa
cieplnego czlon dylatacyjny. Jednak réwnanie to nie zostalo uzasadnione na drodze
termodynamicznej. Probe uzasadnienia termodynamicznego tego réwnania podjeli
pozniej W. VoicT [2] i H. Jerrreys [3]. Jednak dopiero w 1956 r. M. A. Biotr [4]
podat pelne uzasadnienie réwnania przewodnictwa cieplnego w oparciu o termo-
dynamike proceséw nieodwracalnych [S]. M. A. Brot podal réwniez podstawowe
metody rozwigzywania réwnan termosprezystodei jak tez i twierdzenie wariacyjne.

Termosprezysto$¢ opisuje szerokg kategorig zjawisk, jest uogélnieniem klasycznej
teorii sprezystosci oraz teorii przewodnictwa cieplnego. Obecnie termosprezystosé
jest dziedzing w pelni uksztaltowana. Zostaly sformutowane podstawowe zaleznosci
i réwnania rozniczkowe. Opracowano szereg metod rozwigzywania réwnan termo-
sprezystosci, uzyskano podstawowe twierdzenia energetyczne i wariacyjne. Rozwia-
zano tez szereg zagadnienn dotyczacych rozprzestrzeniania si¢ fal termosprezZystych.

Jak wiadomo, badania w dziedzinie termosprezysto$ci poprzedzone byly roz-
legtymi badaniami w ramach tak zwanej teorii naprezeri cieplnych (Theorie der
Wiirmespannungen, theory of thermal stresses). Pod tq nazwa rozumiemy badanie
odksztalcenn i naprezen, wywolanych ogrzaniem ciata, przy przyjeciu upraszczajg-
cego zalozenia, ze na przewodnictwo cieplne nie ma wplywu odksztalcenie ciata
sprezystego.

W teorii tej, siggajacej poczatkéw teorii sprezystodci i intensywnie rozwijanej
w ostatnich latach ze wzgledu na jej rosngce znaczenie praktyczne, postuzono sig
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klasycznym réwnaniem przewodnictwa cieplnego, nie zawierajacym czlonu zwigza-
nego z odksztalceniem ciata.

Roéwnolegle z teorig naprezen cieplnych rozwingla sig elastokinetyka roéwniez
przy zalozeniu upraszczajacym, postulujgcym, ze wymiana ciepla pomigdzy czescia-
mi ciata, odbywajaca sie za poS$rednictwem przewodnictwa cieplnego, zachodzi tak
wolno, ze ruch traktowaé mozna jako adiabatyczny.

Wymienione tu dziedziny stanowig obecnie przypadki szczeg6lne teorii ogélniej-
szej, termosprezystosci. W ogdlnych twierdzeniach i metodach termosprezystosci
mieszeza sie jako przypadki szczegélne twierdzenia i metody teorii przewodnictwa
cieplnego i klasycznej teorii sprezystosci.

Zauwazy¢ nalezy, Ze rozwigzania uzyskane w ramach termosprgzystosci niewiele
odbiegaja od rozwiazan klasycznej teorii sprezystoéei czy tez teorii przewodnictwa
cieplnego. Sprzezenie pola odksztalcenia i temperatury jest stabe. Jednakze réznice
jako$ciowe sa zasadnicze. Wida¢ to chocby na przykladach fal sprezystych, ktére
w ramach termosprezystosci sa ttumione i ulegaja dyspersji, podczas gdy w ramach
elastokinetyki wystgpuja jedynie fale niettumione. Podstawowego znaczenia nabiera
termosprezystos¢ w tych przypadkach, w ktoérych gléwnym celem jest badanie
sprezystej dyssypacji. Znaczenie termosprezystosci polega gléwnie na walorach
poznawczych i uogodlniajacych tej teorii.

W niniejszym referacie przegladowym punkt cigzkoéci przeniesiono na przedsta~
wienie podstawy termodynamicznych teorii, na réwnania rézniczkowe termospre~
zystoéci 1 wazniejsze metody ich rozwiazania oraz na ogdlne twierdzenia energe-
tyczne i wariacyjne.

Mniej uwagi poswigcono rozwigzaniom konkretnych probleméw odsylajac
czytelnika do Zrédlowej literatury, umieszczonej na koricu pracy. Przy podawaniu
zwigzkéw funkeyjnych i rownan stosowaé bedziemy zapis tensorowy indeksowy
w kartezjanskim uktadzie wspoirzednych.

2. Podstawowe zaloZenia i zwigzki liniowej termosprezystosci

W rozwazaniach zawartych w niniejszym punkcie zajmowaé sie bedziemy jedno-
rodnymi anizotropowymi cialami sprezystymi. Dla tych ciat wyprowadzimy ogélne
zwigzki i réwnania rozszerzone przewodnictwa cieplnego, a dopiero péZniej przej-
dziemy do ciala jednorodnego izotropowego, ktérym zajmowaé bedziemy sie
w nastepnych punktach pracy.

Niech cialo w stanie nieodksztalconym 1 beznaprezeniowym (przy niewystepo-
waniu sit zewnetrznych) znajduje sig¢ w temperaturze T,. Ten stan wyjsciowy
nazwiemy stanem naturalnym ciala, przyjmujac, Ze entropia dla tego stanu jest
réwna zeru. Wskutek dzialania obcigzen zewnetrznych, a wiec sit masowych i po-
wierzchniowych, dalej wskutek dzialania Zrddel ciepla oraz ogrzania (wzglednie
ozigbienia) powierzchni ciata, oérodek dozna odksztalcenia i zmiany temperatury.
W ciele powstana przemieszezenia u, a zmiana temperatury wyniesie ) = T—T,,
gdzie T jest temperatura bezwzgledna punktu x ciala. Zmianie temperatury towa-
rzyszy powstanie odksztalcer ¢;; i naprezen o;;. Wymienione tu wielkosci u, 0, &;,
0;; s funkcjami miejsca x i czasu t.
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Zakladamy, ze zmiana temperatury § = T'—T, towarzyszgca odksztalceniu jest
mata oraz ze wzrost temperatury f nie powoduje istotnych zmian we wspélczyn-
nikach materialowych tak sprezystych jak i termicznych. Wspdtezynniki te bedziemy
traktowaé jako niezalezne od T.

Do uczynionego zatozenia [0/T,| <€ 1 dodajmy nastepne, dotyczace malych
odksztalcen. Zaktadamy mianowicie, ze kwadraty i iloczyny skladowych odksztalcen
mozna pomingé w stosunku do odksztalcenl &;. W ten sposéb dalsze rozwazania
ograniczamy do termosprezystosci geometrycznie liniowej. Zalezno$¢ migdzy od-

ksztatceniami 1 przemieszczeniami ogranicza si¢ do zwiazku liniowego

1
(2.!) 8;J=—i—~(ui,1—|—1£jlj), 1-,f= 1,2, e

Odksztalcenia, jak wiadomo, nie moga byé¢ funkcjami dowolnymi, spetnia¢ musza
szeS¢ zwigzkow, tak zwanych zwigzkéw geometrycznej nierozdzielnosci,

(2.2) it B, y—Enu—Eu =0, 1,j,k,1=1,2,3.

Podstawowym zadaniem staje si¢ uzyskanie réwnan stanu, wigzacych skladowe
tensora naprgzenia o;; ze sktadowymi tensora odksztalcenia & i temperatury 0.

Zauwazmy, ze stan mechaniczny i termiczny oérodka jest w danej chwili w sposéb
zupelny opisany przez rozkiad odksztalcei e;; i temperatury 6. Stad wnioskujemy,
ze przy izotermicznej zmianie stanu (7" = 7;) mamy do czynienia z procesem Spre-
zy$cie i termodynamicznie odwracalnym. W przemianach jednak, w ktérych wyste-
pujg zmiany temperatury, mamy do czynienia z dwoma zazebiajgcymi sie procesami,
odwracalnym procesem sprezystym i nieodwracalnym procesem termodynamicznym.
Ten ostatni wywolany jest przez samorzutny, a wigc nieodwracalny proces przeno-
szenia ciepla za pomoca przewodnictwa cieplnego.

Zaburzen termosprezystych nie da si¢ tu opisa¢ za pomocg klasycznej termo-
dynamiki, korzysta¢ trzeba ze zwigzkow termodynamiki proceséw nieodwracal-
nych [5, 6].

Dla uzyskania réwnan stanu nalezy rozpatrze¢ energi¢ uktadu. Wyjdziemy ze
zwiazku rézniczkowego wywodzacego sig z pierwszej zasady termodynamiki
(2.3) du = 0;;de;;+-dQ.

Zwigzek ten wykazuje, ze mala zmiana du energii wewnetrznej réwna si¢ sumie
pracy odksztalcenia oraz przyrostu iloéci ciepla, wprowadzonego do rozpatrywanej
nieskoniczenie matej objetosci ciala. Zmiana iloSci ciepta réwna si¢ 7ds, gdzie s
jest entropia, tak ze réwnanie (2.3) przyjmuje postaé

(2.3) du = oy;dey+Tds.

Dodaé nalezy, ze przyrost energii wewnetrznej u jest rézniczka zupelng. Zmiennymi
niezaleznymi w zwigzku (2.3") sa odksztalcenia &;; i entropia s, tak ze u = u(ey;, 5).

Zamiast funkcji u wygodniej bedzie wprowadzié¢ energi¢ swobodng f= u—sT,
funkcje zmiennych &; i T
(24) fffz O'Ifdsjj‘-—SdT.

Rowniez i df jest rozniczka zupena.
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Zwiazki (2.3') i (2.4) zezwalajg na wyznaczenie naprezen oy; jako funkcji zmien-
nych niezaleznych &;; i s wzglednie &; i T. Zwazywszy, ze

du du
(25) du = (-3-;::)5 ds,-j—l- (W)Bdﬁ',
(2.6) df = (Bf) dsu-{-( 6f) drT,
otrzymamy z poréwnania rownan (2.3°) i (2.5) oraz (2.4) i (2.6) nastgpujace za-
leznoscei:
[ ou [ ou | __(of
2.7 gij = ('éa)s, = ("g;)s, 0= (_31‘; g § = (B.T

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy trzecie z réwnan (2.7), dazac do przedsta-
wienia naprezen o;; jako funkcji odksztatcen g;; i T.

Rozwinimy funkeje f(e;;, T) w szereg nieskoriczony w otoczeniu stanu natural-
nego f(0, Tp):

@8 Sy =10, )+ 2 (° T") b e

1 [a=f(0, Ty) (0, To) 3f(0 Ty)
2

WEUSH+2W &) (T—To)+ ———(T— To)z]

Z rozwinigeia f(ey;, T) zatrzymamy czlony liniowe i kwadratowe ograniczajac sig
jedynie do liniowych zwigzkéw miedzy naprezeniami o;, odksztalceniami e
i zmiang temperatury 0. '

Zwazywszy, ze dla &; =0, T'= T, mamy do czynienia ze stanem naturalnym,
przyja¢ mozna, ze f(0, T,) = 0. Do zera przyréwnamy réwniez czton df(0, T3)/dT.
Z poréwnania bowiem réwnan (2.4) i (2.6) wynika, ze (df]dT), = —s, a zatem dla
stanu naturalnego jest

/0, Ty) _ _
~=—s(0,T;)=0

Wykorzystajmy teraz trzeci ze zwiazkéw (2.7)

29)  oyley, T)= (af )T_ o0, 7) | &0, Ty)

dey; 3&:;_r cre;_,:?em

3”f(0 T a)
dey;

et (T—Ty).
Otrzymali§my zatem zwiazek liniowy dla malych odksztalcen, zwiazek zgodny z po-
czynionym zalozeniem |0/7,| < 1. Wrownaniu (2.9) nalezy przyjac of (0, T,)/dey; = 0,
gdyz dla stanu naturalnego &; = 0, T'= T, powinno by¢ o;; = 0.

Wprowadzajac oznaczenie

20T _ %0, To) — 70, Ty _
“Oeydey | UM T 3g0T e aT* ’
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przedstawimy zwiazki (2.8) i (2.9) w postaci

1 n
(2.10) Sle;, T)= 5 CiynEijen—Pijei0+ 5 0,
1
(2.11) 01 = “'Z“(Cijkl+£‘krij)€kl_ﬁijﬂ-
Zauwazmy jeszcze, ze
aﬂ'u - aio'u_ .
(2.12) (ﬁ‘sm)'r = Cijuts (33’" =2 —Bij.

W zwigzkach (2.11) rozpoznajemy prawo Hooke’a uog6lnione na zagadnienia
termosprezyste. Zwiazki (2.11) nosza nazwe zalezno$ci Duhamela-Neumanna dla
ciala anizotropowego. Stale ¢;;y, f;;, odnoszace si¢ do stanu izotermicznego, petnig
rolg statych materialowych [7]. Wielkosci ¢;j; sa skladowymi tensora sztywnodci
sprezystej.

W teorii sprezystosci ciala anizotropowego udowadnia sig nastgpujace wlasnosci
symetrii tensora:

Cijkit = Cjints  Cijt = Cijies  Cijkt = Criij+

Zwigzki te prowadza do redukeji liczby stalych z 81 do 21 niezaleznych od siebie
stalych dla ciala o ogélnej anizotropii.
Rozwigzmy uklad réwnan (2.11) wzgledem odksztalcen

(2.14) Eij = Sijki 0’&14‘“!1'9-
Wielkosci s;;y nazywamy wspdlezynnikami podatnodci sprezystej. Réwniez i dla
tych wielkoéci obowigzuja zwigzki symetrii:
Sipet = Sjikrs St = Sijiks Sijrt = Sk
Rozpatrzmy teraz element objeto$ciowy ciala anizotropowego wolny na swej po-
wierzchni od naprezen. Wtenczas zgodnie z (2.14) otrzymamy dla tego elementu
(2.15) &= a;0.

Zwigzek (2.15) opisuje znane zjawisko fizyczne, proporcjonalno$é odksztalcen
elementu do wzrostu temperatury 0. Wielkodci «;; sa wspélczynnikami liniowe;
rozszerzalnoéci cieplnej. Wielko§¢ «;; jest tensorem symetrycznym, co wynika
z symetrii tensora g;. Doda¢ nalezy, ze wspélczynnik cieplnej rozszerzalnosci
objeto$ciowej a;; jest niezmiennikiem.

Ze zwigzkow (2.11) i (2.14) otrzymamy nastgpujace zaleznoéei:

do; do ey
(2.16) (E::)r = Cijkl» (ﬁ) = —ﬁu = — O Cijuls (3—3'-'») = Ujj.

W dalszych rozwazaniach, odnoszacych si¢ do wyprowadzenia rozszerzonego
réwnania przewodnictwa cieplnego, konieczne bedzie przedstawienie energii we-
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wnetrznej oraz entropii jako funkeji odksztalcenia i temperatury. Punktem wyjécia
sq rozniczki zupelne

(2.1?) ' fﬁf F— dudsu'['Tffs,
ds ds
(2.18) ds — (_ég_u')r dﬂu+ ("a—:r_)a dT.

Wstawiajac (2.18) do (2.17) otrzymamy

ds ds
(2.19) du=( (3 U) —1—0‘.Jlde,u—] T(BT) dT.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby wielko$¢ du byta rézniczkg zupelna,

jest zalezno$c¢
i as i s
ﬁ[T(a—)*“ U] e [T("a"f).,]'

Z warunku tego wynika zwigzek

ds 30'{} =
[ +{EH, =
albo, zwazywszy na drugi wzér grupy (2.16),
(2.20) (3“‘) = Bi-

38;;

Z drugiej strony wykorzystamy zwiazek termodynamiczny

ds du
(2.21) T(ﬁ), = (ﬁ)a = Cp,

gdzie ¢, jest cieplem wlasciwym przy stalym odksztalceniu, odniesionym do jednostki
objgtosci. Wstawiajac (2.20) i (2.21) do zwigzkéw (2.18) i (2.19) otrzymamy

(2.22) ds = By dey+ %, drT

(2.23) du = U','jdﬁgj—{" TﬁudEU-l‘Csz.

Wstawiajac do (2.23) zwiazki (2.11) i calkujac wyrazenie (2.20) i (2.23) przy zalo-
Zeniu, ze dla stanu naturalnego (7'= Ty, &; = 0, 0;; = 0) jest s = 0, u = 0, otrzy-
mamy

(2.24) §= fy&;+c.In (1 i '_:?- )a
0
1
(2.25) U= 5= Cik &ijeutTofiseytc.0.

W wyrazeniu na entropi¢ pierwszy czion po prawej stronie pochodzi od sprzeze-
nia pola odksztalcenia z polem temperatury, drugi czton wyraza entropig wywo-
fang przeplywem ciepta. W wyrazeniu tym brak jest czlonu czysto sprezystego.
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Wynika to stad, ze proces odksztalcenia w warunkach izotermicznych jest odwra-
calny i nie wywoluje wzrostu entropii. W wyrazeniu (2.25) na energi¢ wewnetrzng
wystegpuja trzy czlony, pierwszy z nich ma charakter czysto sprezysty, przedstawia
prace odksztalcenia, ostatni zawartoéé ciepla w jednostee objetoscei, $rodkowy czlon
pochodzi od wzajemnego oddzialywania pola odksztalcenia i pola temperatury.
Dla szczegblnego przypadku procesu izotermicznego jest u = e;ay/2+4-T, 0 6.

Wr6émy do wyrazenia (2.24). Ze wzglgdu na poczynione zalozenie |07, < 1
funkeje In(1+0/7}) mozna rozwing¢ w szereg nieskonczony i uwzglednic tylko jeden
czlon rozwinigcia. Otrzymamy w ten sposob

Cp
(2.26) Sl_—ﬁugu-l—? 0.
0
Dla energii wewnetrznej /= u—s7T, otrzymamy
I i g
(2.27) f= 5 c;_,-“eus“—-ﬁus,jﬂ—-ﬁﬂ .
W ten sposob zostala okre§lona wielko§é n = —c¢,/T,, wystgpujaca w wyraze-

niu (2.10).

Pozostaje powigzaé entropi¢ z przewodnictwem cieplnym. W ciele stalym prze-
noszenie sig ciepla realizuje si¢ przez przewodnictwo cieplne, rozumiane jako prze-
noszenie sig ciepla z miejsc o wyiszej temperaturze do miejse o temperaturze nizszej.
Jest to proces samorzutny i nicodwracalny, powigzany z wytwarzaniem entropii.
Roéwnanie przewodnictwa cieplnego wyprowadza sie z zasady zachowania energii,
wyrazonego w postaci przeptywu entropii. Prawo to, stanowigce lokalne sformuto-
wanie drugiej zasady termodynamiki, ma postaé

ds . ds 1
(2.28) T--m- = —divq, a =~ G
Przez q oznaczmy wektor przeplywu strumienia energii w naszym przypadku
rowny przeplywowi ciepla.
Rozpatrzmy cialo obejmujace obszar V i ograniczony powierzchnia 4. Wtedy
catka
das " ds qi,i
(2.29) o[ Bay—— f Bty
v
oznacza przyrost entropii w jednostce czasu w objetosci ¥, wywolany przeplywem
ciepta.
Zwigzek (2.29) przedstawié mozna réwniez w postaci

‘ s Ty 0Ty
(2.29) = J AN a4~ J 4l av.

Przyrost entropii w czasie sklada si¢ tu z dwu zasadniczych czgéci, z calki po-
wierzchniowej wyrazajacej wzrost (lub ubytek) entropii, wywolany wymiang ciepta
z otoczeniem, i z calki zwiazanej z tworzeniem entropii w obszarze V.
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Wréémy do zwigzku (2.28), ktory przedstawié mozna w postaci

ds (& @71,
(2.30) L (7),1 L

Wyrazenie to przedstawia przyrost entropii w czasie w sposéb lokalny.

Z poréwnania (2.29') i (2.30) widoczne si¢ staje, ze pierwszy czlon zwigzku
(2.30) odnosi si¢ do wymiany entropii z otoczeniem, drugi czlon do wytworzenia
entropii w elementarnej objetodci ciata. Zwiazek (2.30) przedstawi¢ mozna jako

" ds
(2.309 - —clw( )—l—o’
gdzie 0 = —q;T/T* jest Zrédlem entropii. Oznaczmy przez ds,/dt wymiang entropii
z otoczeniem, przez ds;/dt szybkosé tworzenia entropii. Zatem [5]
e _ _giv( )= _ (4 a_ _ady
(&21) dt d“’(T) - (? U

Lokalne sformutowanie drugiej zasady termodynamiki proceséw nieodwracalnych
zada, zeby w kazdym elemencie ciala
ds  ds, . ds;

=2y

dSJ‘
dt - dt =

Fl L

Zrédto entropii o jest w procesie nieodwracalnym zawsze i wszedzie wigksze od
zera, w procesie odwracalnym jest réwne zeru. Z tego twierdzenia bedziemy ko-
rzysta¢ w dalszych rozwazaniach.

Zrédlo entropii zwigzane jest z przyczynami proceséw nieodwracalnych, z tak
zwanymi wielko$ciami intensywnymi, bodZcami termodynamicznymi F; za pomoca
nastgpujacych zwiazkow:

(2.32) o= Fiq;.
Zrédto entropii jest réwne sumie iloczynéw bodze6w termodynamicznych i sprze-

zonych z nimi skladowych strumieni przeplywu ciepta. Z poréwnania zwiazkéw
(2.31) i (2.32) widoczne jest, ze
T,
T2
Zatem bodZcem termodynamicznym dla przewodnictwa cieplnego jest gradient
temperatury.

Z drugiej strony migdzy sktadowymi wektora przeplywu c:epta q, a bodzcami ter-
modynamicznymi istnieje zwiazek funkcyjny
(2.39) 0= qi(Fy, Fy, Fy).
Dla przeplywéw laminarnych, ktére tu bedziemy rozwazaé, przyjaé mozna, ze
zwigzek (2.34) jest liniowy, zatem ze
(2.35) gi= Ly F;.

(2.33) P
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S3 to réwnania fenomenologiczne przeplywu energii. Wystepujace w nich wnclkosct

L;; s stalymi, spelniajacymi zwigzki Onsagera

(236) ij — Lj,‘.
Wstawiajac (2.33) do (2.35) otrzymamy

o L” T_;‘
(2.37) qi= -3

Réwnanie to jest zgodne z prawem Fouriera dla przewodnictwa cieplnego
w ciele anizotropowym. Dla zrédta entropii otrzymamy

T,:T
(2.38) o=L; ._.Td AL
Poniewaz zawsze musi by¢ ¢ > 0, zatem wielkosci L;; musza by¢ dodatnie. Wpro-
wadzajac wielkosci A;; = L;;/T* > 0 (wspdlczynniki przewodnictwa cieplnego)
otrzymamy nastepujace prawo przeplywu ciepla w oérodku anizotropowym;

(2.39) q; = —2,-_; T,j-

Wiazac zwigzki (2.39) i (2.28) oraz wykonujgc rézniczkowanie wzgledem czasu na
zwigzku (2.26) otrzymamy uklad réwnan

d
(2.40) T df- =i T4,

ds ‘J Cy db
(2.41) Td = Thy G+ 7 T

Z poréwnania tych réwnan wynika juz réwnanie przewodnictwa cieplnego

de“ Tff-'?-, 0=T—T,.

dt
Zauwazmy, ze jest to réwnanie nie]iniowe ze wzgledu na prawa strong¢ réwnania
(2.42). Réwnanie to zlinearyzujemy przez przyjecie 7= T, po prawej stronie

réwnania. Ostatecznie otrzymamy
(2.42) Aij G.U—ng—Toﬁuéu =0.

W tym rozszerzonym réwnaniu przewodnictwa cieplnego wystepuje czton T, f;;é;,,
charakteryzujacy sprz¢zenie pola odksztalcenia z polem temperatury. Kropka nad
funkcja oznacza pochodna tej funkeji wzgledem czasu. Jesli w ciele dzialaja zrédta
ciepla, to w zwiazku (2.40) nalezy dodaé wielko$¢ W, okreSlajaca iloé¢ ciepta wy-
tworzong w jednostce objetosci i czasu

(2.42) ATy = Tﬁu

'('!{ — ;-uTU“I‘ W

Roéwnanie (2.42') w przypadku wystepowania w ciele zrédet ciepta rozszerzy si¢ do
postaci

(2.42' Ruﬂ.u—fef}—Tnﬁfﬁ—:-‘J ==
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Z wyprowadzonych tu zwiazkéw Duhamela-Neumanna dla ciata anizotropowego
latwo przejdziemy do ciata izotropowego stosujac nastgpujace zwigzki:
it = ML0:j 05+ 04y 0 3] 42015 O
(2.43) Sijwt = J [0 O+ 01 0] +2"0yy O
ﬂu =90y, Gy = 0ja,.
Tutaj u, 4 sa stalymi Lamégo dla stanu izotermicznego, a

i o A
y=0BA+2Wa, u'= a A= 20T
Wielko$é¢ o, jest wspotezynnikiem liniowej rozszerzalnosei cieplnej. W ten sposéb

zwiazki (2.11) i (2.14) przechodza w zwiazki Duhamela-Neumanna dla ciala izo-
tropowego

(2.44) 01y = 2pey+ (Aer—y0)dyy,
(245) &y = ar0§u—|—2ﬁ’du+ﬂ.'5quk.

Dla ciata izotropowego jest 4;; = 440;;. Zatem réwnanie przewodnictwa cieplnego
(2.42") przyjmie postaé [4]:

Ay 3.}1 *Cgfj‘— Toyéw = —W,

albo
la . Y
(2.46) 9‘” — '—;‘— B—'??Skk = — ‘;‘,
gdzie
_h _ 1T, =
T TTn TE

Podajmy jeszcze wyrazenia na w, f, s dla ciala izotropowego, Otrzymamy tu

1 1
U= ‘5‘0’;}3“"""5‘3?(8'{"2?})"'080,
(2.47)
A ) c,
f= ﬂsusu—i"z—ea—?w— 27, 6,

0
3=?9+Cn-?7', e = Ey.
0

Uzyskane w tym punkcie réwnanie stanu i réwnania przewodnictwa cieplnego
nalezy powigza¢ z réwnaniami ruchu ciala stalego odksztalcalnego. Otrzymamy
w ten sposéb komplet réwnan termosprezystosci.

Zwr6émy jeszcze uwage na to, Ze sprzezenie pola temperatury i odksztalcenia
znika, gdy sily zewnetrzne czy tez ogrzanie ciala jest stacjonarne, W tym przy-
padku w réwnaniu przewodnictwa cieplnego znikna pochodne czasowe, réwnanie
(2.46) przechodzi w réwnanie Poissona,
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3. Rownania rézniczkowe termosprezysto$ei i metody ich rozwiazywania

Na komplet réwnain rozniczkowych termosprezystoSei skladaja si¢ réwnania
ruchu i réwnanie przewodnictwa cieplnego. Réwnania ruchu

(3.!) G‘uJ"E'X.':Qi}](x,I), XE V, 1 >0
przeksztalcic mozemy przez wykorzystanie rownan stanu
(3.2) T = 2#81J+(2£kk~y9)c5u, X€e V—f—,f, t>0

i zwigzkéw migdzy przemieszczeniami i odksztalceniami

1
(3.3) SU = ?(H;J—l'ujl{), XE V‘I‘Z, t >0

do ukladu trzech réwnan zawierajacych jako niewiadome funkcje przemieszczenia
u; 1 temperaturg 0:

(3.4) 'UHI__U-']— (3'+H)uj,ﬂ+Xf = Qi;'ri' ‘ya,[, XE V, t>0.

Powyzsze rOwnania oraz réwnanie przewodnictwa cieplnego

1 =
(3.5) ﬂljj"—'? B“?}lifﬁ,k.: “—%, Xe V, t>0

s ze sobg sprzezone. Sily masowe, Zrédla ciepla, ogrzanie i przeplyw ciepla przez
powierzchni¢ 2, ograniczajaca obszar V, jak tez i warunki poczatkowe sg przyczyna-
mi powstania w ciele zaréwno przemieszczen, jak i towarzyszacej im temperatury,
Warunki brzegowe typu mechanicznego dane sa albo w postaci danych przemiesz-
czen u;, albo obciazen p; = oym; na powierzchni X, Warunki termiczne mozna
w sposéb ogdlny zapisaé w postaci

(3.6) ag—g-l-ﬁﬁ = f(x,1), xe€X, >0, «,f—stale,

okreslajacej przeplyw ciepta przez powierzchnig 2. Jeéli f = co, to mamy do czynie-
nia z zerowe na brzegu temperaturg 0, je$li @ = oo, to mamy przypadek powierzchni
X termicznie izolowanej. Warunki poczatkowe sygnalizuja, ze w chwili poczatkowej,
na przyklad dla ¢ = 0, przemieszczenie u;, predko$é tych przemieszczen i tempera-
tura sa funkcjami znanymi

(3'7) “l‘(xs t).' =0 __‘fi (X), f‘t(xs t)r=0 = gi(x)! ﬂ(x: t)l':fl = h(")‘

Uklad réwnan (3.4) i (3.5) jest nader zlozony i naturalnym staje si¢ dazenie spro-
wadzenia tego uktadu do réwnaz prostszych, réwnan falowych. Istotne uproszczenie
réwnan uzyskuje si¢ przez rozlozenia wektora przemieszezenia i wektora sit maso-
wych na czeéé potencjalng i cze§¢ solenoidalng. Wstawiajagc zatem do réwnan
(3.4) i (3.5

(3.8) = Ditepe,  Xi=e@ategntn),
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gdzie funkcje @ i & sa funkcjami skalarnymi y; i ; funkcjami wektorowymi, do-
prowadza sie réwnania termosprezystoéci do nastgpujacego uktadu réwnan [8]:

i
(3.9) [(D—ml = — = 9,
1
2 1
(3.10) Chyi=— 5%,
€2
; A2 I jid
— 1 V2 :._.__Q_ gzi 2:—— ] = ——,
(3.11) DO—ny VD o o c3 5 m i
Wprowadzono tu oznaczenia
1 1 d

[0z = VS—E‘E'Z’:Z, D= Vz_?a“ O =7

Réwnania (3.9) i (3.11) sa ze soba sprzezone w sposob bezposredni. Eliminacja
funkeji 0 prowadzi do réwnania fali podtuznej

(.12) ((RD—nmd, V*) & = — Eyg _ % Do,
: ¢ 2
Réwnanie (3.10) opisuje fale poprzeczna. Zauwazmy, ze funkcje @ i y; sa ze soba
zwigzane poprzez warunki brzegowe, ktére w kazdym przypadku wyrazone beda
przez przemieszezenia u; i pochodne tych funkcji oraz przez temperature 6,
Eliminujgc z réwnan (3.9) i (3.11) funkcje @ otrzymamy réwnanie

(3.13) (CRD—ymd, V)0 = ——'}DfQ—%w&, V2,
1

Spostrzegamy, ze rownania (3.12) i (3.13) maja t¢ sama postac. Struktura tych
wzoréw, o czym bedzie jeszcze mowa pdZniej, wskazuje, ze mamy do czynienia
z fala tlumiona i ulegajaca dyspersji. W nieograniczonej przestrzeni termosprezystej
fale podtuzne i poprzeczne rozprzestrzeniaja si¢ niezaleznie od siebie. Zatdézmy, ze
Zréddlem ruchu sg Zrédta ciepla Q i sity masowe X; = p ;. Przy zalozeniu, ze y; =0
oraz ze warunki poczatkowe zwigzane z réwnaniem (3.10) sg réwne zeru, otrzy-
mamy y; = 0 w calej przestrzeni.

W nieograniczonej przestrzeni powstana jedynie fale podluzne, dylatacyjne.
Zwazywszy na (3.2) i (3.8) mamy

U= fplg, &= @,U 5 & = Vz@s
oraz
01j = 21(P,;;— 0y ¢.kk)+96ij(d5—'9).

Jesli w przestrzeni nieograniczonej _dziata¢ beda sily masowe X;= ek, ;s
a0=0,%=0 oraz P(x, 0) =0, D(x,0) =0, to réznymi od zera beda jedynie
funkcje 9;, natomiast @ = 0, 6 = 0 w calym obszarze. Propagowaé beda si¢ jedynie
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fale poprzeczne z predkoscig ¢, = (¢/e)'®. Falom tym nie towarzyszy wytwarza-
nie ciepla. Zauwazmy, ze dla fal poprzecznych jest

HI:EURT)UJ&,J* Uy :0, 0?0, ay= Z;IE;‘;:JH(H;IJ-—FHL[).

W ciele ograniczonym wystapia w zasadzie jednoczes$nie oba rodzaje fal, Rozwig-
zanie réwnan (3.10) i (3.12) ztozymy z dwu czgdci, z calek szezegdlnych tych réwnan
@°, y° oraz z calek ogblnych réwnan jednorodnych

(CBD—ymd, V) ' =0, [TJiyi =0,

przy czym funkcje @ i y? nalezy dobraé¢ w ten sposob, aby spetnione byly wszelkie
warunki brzegowe.

Dalsza metodg, stosowang przy rozwigzywaniu réownan rézniczkowych termo-
sprezystodei jest metoda rozwiklania réwnan, polegajgca na doprowadzeniu ukladu
rownan (3.4) i (3.5) do ukltadu czterech réwnan niesprz¢zonych. W kazdym réwnaniu
wystepuje jedna tylko nieznana funkcja. Metoda ta chyba po raz pierwszy byla
stosowana przez HILBERTA [9] w odniesieniu do réwnai rézniczkowych optyki.
Pewng jej odmiang w postaci operatorowej, obmyélona przez G. Moisita [10] za-
stosowala do rownan quasi-statycznych termosprezystosci V. IoNesScu-CAaziMIR [12].
Na innej drodze rozwiklanie réwnan dynamicznych termosprezystosci uzyskat
S. Kavuiskr [11]. Wynik jego zostal powtdérzony jeszcze na innej drodze przez
J. S. PopstriGACZA [13] oraz D. RUDIGERA [14].

Nie wchodzac w szczegdly tej metody podamy jedynie wynik koricowy. Wpro-
wadzamy jedng funkcj¢ wektorowg ¢; i skalarng v i za ich pomoca wyrazamy
przemieszczenie i temperaturg w sposob nastepujgcey:

(3.[4) i = (Qfs;j_‘{‘a[aj)q'j'{'yoa]'fp,
(3.15) 0 =nd.0; [ Bo;+0+a)[ iy,
gdzie
Q= (1+G)DTD'—}’D”3; Vz, 1=GD‘—}’QHB', a:%l'_ﬁ: yl):":)T

Wstawiajac u; i 0 do réwnarn (3.4) i (3.5) otrzymamy cztery rozwiklane juz réwnania
dla funkcji @ i p:

X
(3.16) (B2 D—nmd, V¥ b_ci? =0,
op
2 —_— - —_—
(3.17) (i D—mma, V¥ >

Do réwnan tych nalezy jeszcze dodaé warunki brzegowe i poczatkowe. W warun-
kach brzegowych wystepuja oczywiécie funkcje ¢; i . Prostota réwnan rézniczko-
wych (3.16) i (3.17) jest jednak okupiona ztozona postacia warunkéw brzegowych.
Dlatego tez réwnania (3.16) i (3.17) znajda zastosowanie przede wszystkim w za-
gadnieniach ruchu w przestrzeni nieograniczonej, gdzie warunki w sensie $cistym
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odpadaja, zastapione przez zadanie zerowych warto$ci przemieszczen i temperatury
w nieskoniczonoéci. Ten postulat bedzie spelniony, jesli rozmieszezenie sit masowych
i #rédet ciepla ograniczy sie do obszaru skonczonego.

Interesujaca droge rozwiazania rownan rézniczkowych termosprezystosei podat
H. Zorski [15]. Droga ta zmierza do przeksztalcenia uktadu réwnan rézniczkowych
(3.4) i (3.5) do ukiadu trzech réwnan rézniczkowych dla przemieszczen u;. Przed-
stawimy ja pokrétce w odniesieniu do przestrzeni nieograniczonej przy zalozeniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych. Napiszmy réwnanie przewodnictwa
w takiej postaci, aby czton zawierajacy predkos§é dylatacji znalazt si¢ po prawej
stronie réwnania

(3.18) 0y 0 =ity .

Traktujac funkcje #u; , jako Zrédla ciepla, mozna podaé rozwigzanie réwnania
(3.18) przy uzyciu funkcji Greena dla klasycznego réwnania przewodnictwa ciepl-

nego
2
1 1 exp(_fﬁ)
@19 Gy—G=——0x-8)0W), K& D= —¢gmm -

Wstawiajac rozwigzanie réwnania (3.18)

065, =~ e [ G&x, (1) o diva(E, DAVE), o= E—x)E),

do réwnan przemieszczeniowych (3.4) uzyskamy nastqpujacc rownanie roznicz-
kowo-catkowe:

(3.20)  uV*u+(A+p)grad divu—pin =

—--—?;:xygradfdr fG(E X, t— 'r) dlvn(’é 7)dV(E).

Jedli dokona¢ roziozenia wektora przemieszczenia wedtug wzoru (3.8), to réwnanie
(3.20) rozpada si¢ na uklad réwnan

(3.21) mzqwr fdrfa(g X, r—-'c) — Vi (€, 7)dVE) =
(3.22) [ =0.

Réwnanie rézniczkowo-catkowe (3.21) jest réwnowazne réwnaniom (3.9) i (3.11).

W pewnych przypadkach, zwlaszeza gdy warunki brzegowe podane sa w napre-
zeniach, warto korzysta¢ z réwnan analogicznych do réwnan Beltramiego-Michella.
Réwnania te dla zagadnief niesprz¢zonych zostaly wyprowadzone przez J. IGNA-
CzAKA [16], dla zagadnien sprzezonych przez E. Sodsa [17]. Inng metode rozwig-

zania w naprezeniach podat W. Nowackr [18] w odniesieniu do plaskiego stanu
odksztalcenia.
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Jesli zmiennoé¢ sil masowych, Zrodel ciepla, obcigzen i ogrzan powierzchniowych
jest powolna, to w réwnaniach ruchu pomingé mozna czlony inercyjne, a zagad-
nienie traktowaé jako quasi-statyczne. Roéwnania quasi-statyczne termosprezystosci

(3.23) g Ay - X = 0,
L5
(3'24) O.jj‘_‘?a—nlfjlj= —'—Qx——

sq nadal ze sobg sprzezone. Szczegélnie prosto przedstawia sie rozwigzanie tego
uktadu réwnan dla nieograniczonego oérodka termosprezystego, w ktérym dziataja
zrédia ciepla Q oraz sity masowe typu potencjalnego X; = pd ;. Przez wprowadzenie
potencjalu termosprezystego przemieszczenia @ otrzymamy z (3.23) i (3.24) roz-
wiklany ukiad réwnan [15]

(3.25) Vzﬂ—-glz 0= -%—— %1‘}, Vi = mﬂ—%, % =Wx-.-:-" & =nmx,
Temperature 0 wyznacza si¢ tu z parabolicznego réwnania rézniczkowego w struk-
turze swej podobnego do klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Do rozwiktania uktadu réwnan (3.23) i (3.24) zastosowaé mozna réwniez sposéb
poprzednio przedstawiony [réwnania (3.14)-(3.17)), pomijajac wystgpujace tam
czlony inercyjne.

Interesujgcy jest wreszcie sposdb podany przez M. A. Biota [4]. Przez wprowa-
dzenie wyrazenia na entropie

(3.26) 8= Yt Lo
Ty

do réwnan (3.23) i (3.24) przy zalozeniu, ze Q = 0, X; = 0, otrzymuje si¢ uktad
rownarn

(3.27) ptdy, AR O)uy, i = v s,

L - T _ A2
(329) S'JJ—ZS—O, 5—}!{9, —'E:, Ho= ¥ J.—|—2,u+ﬁ2°
Réwnania te sa rozwiklane, a entropia spelnia réwnanie paraboliczne. Rozwigzanie

réwnan (3.27) mozna poda¢ w postaci potencjatéw Papkowicza-Boussinesqa
2u-+4-A+6
Adpo

przy zatozeniu, ze funkcja wektorowa y; jest funkcja harmoniczna. Do wyznaczenia
funkeji 9y, »; mamy do dyspozycji réwnania

(3.30) U= — (%Un.f+xj1})j,!)+3‘;”ra B=2

1 "
(3.31) Vi, =0, Vip,=0, (VE— -x—af}% =0,
2
gdzie yo = wot+yy’. .
Po wyznaczeniu funkeji v, ¥; przy uwzglednieniu warunkéw brzegowych i po-
czatkowych otrzymamy przemieszczenia ze wzoru (3.30).

2 Mechanika teoretyeczna
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Jak na wstepie wspomnieliémy, termosprgzysto$¢ miesci w sobie cale dzialy do-
tad oddzielnie rozwijanych kierunkéw: elastokinetyke klasyczna, teorig przewod-
nictwa cieplnego oraz teorie naprezen cieplnych. Do réwnan rézniczkowych kla-
sycznej elastokinetyki dojdziemy przy zaloZeniu, Ze ruch odbywa sig w warunkach
adiabatycznych, a wiec bez wymiany ciepla migdzy poszczegblnymi czgéciami ciala.
Poniewaz dla procesu adiabatycznego jest § = 0, zatem ze wzoru (3.26) otrzymamy

0 = —néy, albo po scatkowaniu i przyjeciu jednorodnych warunkéw poczgtko-
wych:
(3.32) 0 = —nrxey.

Réwnanie to zastepuje réwnanie przewodnictwa cieplnego. Wstawiajac (3.32) do
(3.4) uzyskamy réwnanie przemieszczeniowe klasycznej elastokinetyki
(3.33) sty 1+ A+ 105155+ X = oy,
gdzie

’15 =" }‘T‘f' Yrirk, Hr = Hs.
Wielkosei A, u, sa stalymi Lamégo mierzonymi w warunkach adiabatycznych.
Réwnania stanu po wstawieniu (3.32) do (3.2) przyjma postac

(3.34) 01 = 205855+ A 84k Oy

W teorii naprezen cieplnych, w ktérej rozpatruje si¢ wplyw ogrzania powierzchni
ciala oraz dzialanie Zrédet ciepta na stan odksztalcenia i naprezenia ciata, przyjmuje
sig, ze wplyw cztonu 7€, wystepujacego w réwnaniu przewodnictwa cieplnego na
odksztalcenie ciala jest nader maly i praktycznie pomijalny. To uproszczenie pro-
wadzi do ukladu dwu rownan od siebie niezaleznych

(3.35) wrtt ji+Aetpn)uj i = oty 0y,
1 . - (0]
(3.36) 9,;;—;9— —

Z réwnania (3.36), a wigc z klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego wy-
znacza sig temperaturg 6. Znajomosé rozkladu temperatury zezwala wyznaczy¢
przemieszczenia z réwnan (3.35). Teoria naprezen cieplnych posiada bogata literatu-
r¢ naukows. Wiele praktycznych zagadnien tak quasi-statycznych jak i dynamicznych
zostato do tej pory rozwigzanych. Metody rozwigzania uktadu réwnan (3.35) i (3.36)
zostaly szczegdlowo opracowane. Czytelnik znajdzie je w monografiach [19-22].

W przypadku ustalonego przeplywu ciepla tworzenie si¢ entropii kompenso-
wane jest przez wymiang entropii z otoczeniem. Wymiana ta jest ujemna i réwna
co do wartodci bezwzglednej produkcji entropii w ciele. W réwnaniach termo-
sprezystoéei (3.4) i (3.5) odpadaja pochodne wzgledem czasu. Réwnanie (3.4) prze-
chodzi w réwnanie elastostatyki

(3.37) rtty i+ A+ r+X; = y0,,

a réwnanie przewodnictwa cieplnego staje si¢ réwnaniem typu eliptycznego, réwna-
niem Poissona

(3.38) 0= _%
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Ze wzgledu na znang analogie sit masowych [23] wyznaczenie naprezen cieplnych
sprowadza si¢ tu do rozwigzan klasycznej teorii sprezystosci.

4. Twierdzenie wariacyjne termosprezystoSei

Wiadomo jak powazna role odgrywaja w teorii sprezystosci twierdzenia waria-
cyjne przy wariacji stanu odksztalcenia lub stanu naprezenia. Pozwalaja one nie
tylko na wyprowadzenie réwnan rézniczkowych opisujacych zginanie plyt, powlok,
tarcz, membran itd., ale i na konstruowanie rozwigzan przyblizonych. Ponizej
podamy twierdzenie wariacyjne przy wariacji stanu odksztalcenia dla termosprezys-
toéci, obmyslone przez M. A. BioTa [4]. Sklada¢ si¢ ono bedzie z dwu czedci, przy
czym pierwsza z nich wykorzystuje znang z teorii sprezystosci zasade d’Alemberta

“.1) f“u oe,dV = f (X;—olt) dudV—+ _J.p; oudX .
v v b

W réwnaniu tym dw; sa wirtualnymi przyrostami przemieszezen, de;; wirtualnymi
przyrostami odksztalceni. Zaktadamy, ze du; i d¢;; sa funkcjami ciagtymi, dowolnymi,
niezaleznymi od czasu i zgodnymi z warunkami ograniczajgcymi ruch ciala.

Zasada d’Alemberta jest wazna bez wzgledu na material ciala, tj. przy wszyst-
kich zaleznoéciach stanu naprezenia od stanu odksztalcenia. Wtaczajac do (4.1) row-
nanie stanu (3.2) i wprowadzajac wielko§¢

W= f (paija,-j—|~ ; ez) dv,
v

w ktérej funkcja podcatkowa jest forma kwadratowa dodatnio okreélona, otrzy
mamy z (4.1) nastgpujace réwnanie

@3) - W= [(Xi—in)duidV+ [ pibwdv+y [08edv, o= ey
v z v

4.2)

Druga cze$¢ twierdzenia wariacyjnego czyni¢ powinna uzytek z praw rzadzacych
przepltywem ciepla. Dlatego tez postuzymy si¢ zwiazkami wiazacymi przeplyw
ciepla z temperaturg i entropig:

(4.4) Gi= M0y —qi;=§Ty=yéuTot+c,0.

Zwiazki te mozna wypisa¢ w dogodniejszej dla dalszych rozwazan postaci przez
wprowadzenie funkcji wektorowej S;, zwiazanej z entropig i przeplywem nastgpuja-
cymi zwigzkami:

(4.5) s=—S8, q= TDLS"['-
Wigzac z soba zwiazki (4.4) i (4.5) mamy
(4.6) Ty S = — Ao, _Tosr',i = f-'eé+ Toéxk-

Pomnézmy pierwsze z réwnan (4.6) przez przyrost wirtualny 4S; i scatkujmy po
obszarze ciala

4.7) f (9.;+ _ifﬁ S) 88;dV =0.
0
V
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Przez przeksztalcenie tej catki i przy wzigciu pod uwage drugiego ze zwiazkéow
(4.6) uzyskamy réwnanie

-~

48 = J’eaadwrﬁ fs 88;dV+ f On 0S;dZ+y j 0dedV =0,
To k4 : 2

w ktérym wystepuje czion fﬂéedlf, identyczny z czlonem wystepujacym w (4.3).
Vv

Eliminujac ten czton z réwnan (4.4) i (4.8) otrzymamy ostateczng postaé twier-
dzenia wariacyjnego

@9)  S(WHP+D) = [ (Xi—oi) dudV+ [ poudS— [ 0n65,dZ.
V z x

Wprowadziliémy tu oznaczenia

Ty
2,

= % [ p _ TS
(4.10) P= f 02dv, D (S)2av.

0
v
Funkcje P nazywamy potencjalem cieplnym, D funkcja dyssypacji. Rozpatrzmy
jeszcze przypadki szczegblne. Je§li w réwnaniu (4.3) przyjac, ze 0 = —npxey, co
odpowiada przyjeciu procesu adiabatycznego, to réwnanie to przechodzi na

4.11) oW = [(Xi—eit) ou,dV+ [ piou,dz,
v z
gdzie

W = f(ﬁs €:j8fj‘|'%i*5§k) av,
Vv
a py, As sa adiabatycznymi stalymi Lamégo. Réwnanie (4.11) stanowi zasade
d’Alemberta dla elastokinetyki klasycznej.

W teorii naprezen cieplnych pomijamy wzajemne oddziatywanie pola odksztat-
cenia i temperatury, co wyraza sie przez skreslenie cztonu yé,, T, w drugim z réwnan
(4.4). Pominigcie tego czlonu prowadzi do zmodyfikowania réwnania (4.8). Otrzy-
mamy tu

(4.12) 6P+6D+ [ 0n85,dE =0,

Roéwnanie (4.12) wyraza twierdzenie wariacyjne dla klasycznego, niesprzezonego
zagadnienia przewodnictwa cieplnego. W teorii naprezen cieplnych mamy do dyspo-
zycji dwa réwnania, réwnanie (4.12) oraz réwnanie (4.3), w ktérym funkcje 0
traktuje si¢ jako funkcje znana.

Wréémy do ogélnego twierdzenia wariacyjnego termosprezystosci (4.9) i zatdi-
my, ze wirtualne przyrosty du;, de;;, 6S; itd. pokrywaja si¢ z przyrostami rzeczy-
wiscie wystepujacymi przy przejéciu od chwili + do t--df. Wtedy

Ldt =vidt, 0S;=——tdt=S8;dt, O6W=Wdt itd.

@13)  dw= -
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Wstawiajac (4.13) do (4.9) otrzymamy

d .
(4.14) T (KAWHP)+yr = I X dV+ fp;vidl'%- -’E’— fﬂﬂ,,,a’lf,
t p - T,

gdzie K= % fw,de jest energia kinetyczna, a y, funkcja dyssypacyjna, przy
¥

O 2
e A f(—f’-)dvzzrf( )dV
X 0 of’ T 0 uV ioTo

Réwnanie (4.14) nazywamy podstawowym twierdzeniem energetycznym termo-
sprezystoSci. Twierdzenie to wykorzysta¢ mozna do okreslenia jednoznacznosci
rozwigzan réwnan termosprezystosci [21, 24]. Postepujac podobnie jak w teorii
sprezystosei za.loiymy, ze rOéwnania termosprezystosci spelnione sq przez dwie
grupy funkcji u;, 0' oraz u;’, 0". Tworzac réznice tych rozwiazan u; = u;—u;',

= 0'—0" i wstawiajac do réwnan (3.4) i (3.5) spostrzezemy, ze réwnania te sa
jednorodne, spelniaja jednorodne warunki brzegowe i poczatkowe. Funkcjom
i, 6 odpowiada zatem ciato termosprezyste, w ktorego wnetrzu brak zrddet ciepta
i sit masowych, a ktére na swej powierzchni jest nieobcigzone i znajduje si¢ w wa-
runkach zerowej temperatury (. Wzér (4.14) odpowie na pytanie, czy we wnetrzu
ciala wystapia przemieszczenia f:; i temperatura 6. Réwnanie (4.14) przyjmie postaé

2
dt.

czym

(4.15) LS Dy 0y HE & + s,,,‘—l e 02 dv = ((J DV < 0.
2 e

To
Calka wyst@pumca po IBWC_} strome rOéwnania jest w chwm poczatkowej rowna
zeru, gdyz funkcje #, ;, &;, 0 spelniajg jednorodne warunki poczatkowe. Z drugiej
strony wyprowadzona nieréwno$¢ wskazuje, Ze lewa strona réwnania albo maleje
przyjmujac wartoéci ujemne, albo tez jest rowna zeru.

Poniewaz wyrazenie podcatkowe jest suma kwadratéw, a funkcja podcatkowa
jest réwna zeru dla t = 0, zatem Jest mozliwa jedynte druga z wymienionych mozli-
wosci. W wymku otrzymamy, ze v; =0, &; =0, 0=0 dla t = 0. Poniewaz na-
prezenia oy; zwigzane sa liniowo z wielkoSciami &;, 0 zatem i 6, =0 dla £ > 0.
W rezultacie otrzymamy

(4.16) uy=uy, 0'=0" oy=0y dla =0.
Istnieje zatem jedno tylko rozwigzanie réwnan termosprezystosci.

5. Twierdzeniec o wzajemnoSci

Jednym z najbardziej interesujacych twierdzen teorii sprezystosci jest twierdzenie
o wzajemno$ci E. BETTIEGO, z tego bowiem twierdzenia wynika nie tylko symetria
rozwiazan podstawowych (funkcji Greena), ale twierdzenie to daje podstawg do
konstruowania dalszych metod catkowania réwnan rézniczkowych teorii sprezys-
toscei.,

Rozszerzone twierdzenie o wzajemnoéci, odnoszace si¢ do zagadnien termo-
sprezystosci, zostato w pelni sformutowane przez V. IoNgscU-CAZIMIR [25]. Ele-
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menty tego twierdzenia, cho¢ wyrazone w mniej ogdlnej postaci, znajdziemy
u M. A. Biora [26].

Twierdzenie o wzajemnodci przedstawimy w gléwnych jego zarysach kladac
punkt cigzko$ci na jego rozliczne zastosowania.

Niech w ciele izotropowym dziataja dwa uklady sil. Zaktadamy, Zze wewnatrz
ciala V dzialaja Zrédia ciepla i sity masowe, a na jego powierzchni dane sa obcig-
zenia p; 1 temperatura ( = 9. Przyczyny te oznaczymy skrétowo symbolem J =
= {Xi,pi, 0,9}, a wywolane przez nich skutki symbolem C = {u;, #}. Drugi uktad
przyczyn i skutkéw oznaczymy przez I' = {X}, pi, Q', ¥} oraz C'= {u}, 0'}.
Zakladamy, ze warunki poczatkowe sa jednorodne. Wychodzac z réwnan ruchu,
réwnan przewodnictwa cieplnego i ze zwiazkéw Duhamela-Neumanna, wypisanych
dla obu uktadéw, odpowiednio dodajac te uklady i catkujac po obszarze V, otrzy-
mamy dwa réwnania o wzajemnosei dla transformat funkcji wystepujacych w obu
uktadach

Gy [@E=Xayav+ [(Ga—padE+y [@e—0ear=o,
v z V

(5.2) J@ﬁ OOy dV-+xnp { (0'e—08)dV+x» f B0,—9"0,)dE =0,

gdzie

=]

W, p) = [ wlx, Hedr, itd.
0

Pierwsze z tych réwnan powstato z wykorzystania réwnan ruchu i réwnan stanu
przy zastosowaniu przeksztalcenia Greena. Eliminujac z tych réwnafd wspéine
cztony uzyskamy nastepujace réwnanie:

53 mep| [ —Ximyav+ ](ﬁ;ﬁ’ —paydE| =

= xy f @0 ,—D0,)dE+y f 00 —0'Dav.

Na réwnaniu (5.3) nalezy wykonaé jeszcze odwrotng transformacje Laplace’a.
Przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie otrzymamy

(5.4) nx{ de(x) f[X,(x 4 )au i(x, 'c)__X‘( " )cu((x -;)] iy

- de(x) f[p (x, 1—1) — % (x i —pi(x, 1—7) 3&33::&] d‘r} =

=y de(x) f[Q(x, t—1)0'(x, ©)—0Q'(x, t—2)0(x, 7)]dr+
v 0

e [ A2 (x) f [0(x, 1—7)0,,(x, V)—B (X, (—7) 0, (x, 7)] 7.
0

b
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Roéwnanie (5.4) jest stuszne tak dla zagadnienia dynamicznego jak i dla zagadnienia
quasi-statycznego. W obu jednak przypadkach funkcje u;, 0 oraz u}, #' maja od-
mienne znaczenie. W rozwazaniach naszych przyjeto, 7e na powierzchni X dano
obcigzenia p; i temperaturg 0 = ). Ze struktury réwnan (5.4) widoczne jest, Ze na
2 przyja¢ mozna réwniez przemieszezenia oraz przeplyw ciepla, proporcjonalny do
gradientu temperatury 0, = ¢ ,. Réwnania (5.4) sa spetnione réwniez dla przy-
padku mieszanych warunkéw brzegowych.

Rownanie (5.4) przyjmie szczegélnie prosta postaé dla ciala nieograniczonego,
w tym bowiem przypadku znikajg calki powierzchniowe.

Jesli mamy do czynienia z drganiami harmonicznie zmiennymi w czasie

X, (x, 1) = XF(X)e,  pi(x, 1) =p*(x)e itd..

to rownanie o wzajemnoS$ci przyjmie postaé

(54  nxiw “'(X;“:r;* — X udV+ f(p}“u;"‘ —pi¥ a}")d}:] =
v b

= uy [(@05—9%05)dZ+y [ (Q*0F—0*0¥)av.
z [

Z réwnania (5.4) otrzymamy szereg interesujgcych wnioskow. Zalézmy, ze w punkcie §
obszaru V dziala chwilowa skupiona sila X; = 0(x—8)d(f)d;;, zwrdcona w kie-
runkw osi x;, a w punkcie §' sita skupiona X; = d(x—E')0(£)dy, a wigc zwrdcona
w kierunku osi x,. Jesli zalozy¢, ze warunki brzegowe sq jednorodne, to ze zwiazku
(5.4) otrzymamy

Gu(E KL D) _ nEE, D)
dt at '
Dla Zrodla ciepta Q = 6(x—E) d(r) oraz zrédla Q' = d(x—E')o(f) mamy
0'(8,&,0=0(,8,0.
Jedli w punkcie € umieéei¢ skupiong i chwilowa sile X; = d(x—E)o(1)d,;, a w punkcie
E' Zrédlo ciepla Q' = 6(x—E")4(1), to z rownania (5.4) wynika nastepujacy zwiazek:

w0

0G5, 8, 1) = — T2 205

Niech w nieograniczonej przestrzeni posuwa si¢ w kierunku osi x; Zrédlo ciepla
0 = 0(xy)0(x,) S(xy—wt) ze stata predkoscia v. Przyjmujac, ze w ukladzie przyczyn
z «primami» Q' = (x—E") d(¢), to z (5.4) otrzymamy

0, &, B ) = [ 00,0,07; &, &b, &, 1—T)dr.
0

Powyzszy wzoér zezwala na wyznaczenie temperatury spowodowanej poruszajacym
si¢ zrédlem ciepla przy wykorzystaniu wyrazenia dla temperatury, wywolanej
dziataniem chwilowego, ale nie poruszajacego si¢ zrédla ciepfa.
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Z réwnan (5.1), (5.2) wzglednie (5.3) otrzyma¢ mozna postacie szczegdlne twier-
dzenia o wzajemnosci odnoszace si¢ do klasycznej elastokinetyki i teorii naprezen
cieplnych.

Jesli zatozyé, ze odksztalcenie odbywa sig w warunkach adiabatycznych, to w réw-
naniu (5.1) przyjaé nalezy[) = —npxsw, 0' = —nrxey. Pozostaje wtedy réwnanie
(5.5) [~ Xiwyav+ [ Ga—piaydz =0,

14 z
Réwnanie (5.2) odpada, gdyz w elastokinetyce zakladamy, ze w ciele nie wystepuja
srodla ciepla, a powierzchnia ciala jest termicznie izolowana.

W teorii naprezen cieplnych pomijamy czton zawierajacy dylatacje w réwnaniu
przewodnictwa cieplnego. Pominigcie to jest formalnie rownowazne z przyjeciem
77 = 0 w réwnaniu (5.2). W ten sposéb otrzymamy rownania

(5.6) [Xa—Ximyav+ [@i—piw)dE-+y [@e—aav=o,
V z v
(.7) [@O—0Dav+x [@F,—F0,)dz=0.
v x

Réwnanie (5.6) zostato wyprowadzone przez W. M, MaszigLa [27]. Réwnanie (5.7)
jest réwnaniem o wzajemnoéci dla klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek, w ktérym przyczyny I = {X;, p;, Q, ¥} i skutki
C = {w;, 0} odnosza si¢ do zagadnienia sprz¢zonego termosprezystoéci, a przyczyny
I'=1{X;, pi, @, 9} i skutki C’' = {u;, 0'} do zagadnienia niesprzgzonego. Zwa-
zywszy na réznicg w réwnaniach przewodnictwa cieplnego dla zagadnienia sprzezo-
nego i niesprzgzonego

(5.8) Op—Li—npe=-2, 7, Ly-_2

otrzymamy zamiast réwnania (5.8) nastepujace réwnanie:
(5.9) [©@0—00av+unp [Geavx [ G,—00,)ds =o0.
v 1 4 z
Eliminujac z réwnan (5.1) i (5.9) czton ff?éd V otrzymamy twierdzenie o wzajemnosci
v

w postaci

(.10)  np| [Ra—Ximyav+ [Gai—paydZ+y [Geav] —
v 3] v

=y [@0,—~B0,)dZ+y [@F—0Dav.
= v

Przyjmijmy teraz, ze w ukladzie z «primami» dziata jedynie skupione i chwilowe
zrédio ciepta w punkcie &, a warunki brzegowe s3 jednorodne. Wstawiajac zatem
do réwnania (5.10) Q' = d(x—8)d(f), X; =0, p; =0, ' =0 na 2, otrzymamy

(5.11) 08, D)+ [O(E, p)E(x, E, p)aV(x) = M(E, p),
v



DYNAMICZNE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI 25

gdzie
M, p) = J O(x, p)0'(x, &, p)dV (x)—x fﬂ(x,P)O_fn(x, §, p)d2(x) —
v & i

=P [ i £ e+ [ X, i 5 Dav o).
z v

Poniewaz funkcje uj, 0’ sq znane jako rozwigzania réwnan rézniczkowych teorii
naprezen cieplnych, a funkcje Q, #, p;, X; sa dane, zatem funkcja M(&, p) jest znana.
Réwnanie (5.11) jest niejednorodnym rdéwnaniem calkowym Fredholma drugiego
rodzaju, w ktérym jako nieznana funkcja wystepuje temperatura 0. W analogiczny
sposéb mozna uzyskaé i przemieszczenia.

Przedstawiony tu sposéb postepowania zaproponowany przez V. [oNEscu-CAzi-
MIR [25] zostat zastosowany do wyznaczenia funkcji Greena w nieograniczonym
obszarze termosprezystym [28, 29].

6. Metody calkowania réwnai termosprezystoSci wynikajace z twierdzenia o wzajemnoci

W elastostatyce wyprowadza si¢ zwigzek uzalezniajacy przemieszczenie u;(x, t),
x € V, t > 0 wewnatrz ciala, od przemieszczen u; i obcigzen p; na jego powierzchni.
Zwiazki te sa znane jako twierdzenia Somigliana i Greena [30]. Ponizej podamy
tego rodzaju twierdzenia rozszerzone na zagadnienia termosprezystosci.

Zalézmy, ze przyczyny wywolujace odksztatcenia i temperature w ciele wyrazone
sa jedynie przez warunki brzegowe. Warunki poczatkowe przyjmiemy jako jedno-
rodne. Rownania opisujgce ruch ciala maja postaé

6.1) Oyy=oiy  0y———ni=0, xeV, t>0.

Do réwnan tych dolaczamy réwnania stanu
(6.2) 0ij = 2pe+(Ae—y0)0y;.

Rozpatrzmy drugi ukiad réwnafn z «primami», odnoszacy si¢ do nieograniczo-
nego ciala termosprezystego:

S 1
(63) GEJ‘,J‘ =pU;, 0,”-—7 0 —Hei= '—-;‘ 6(X—E_,)(§(f), XEV, t>0

oraz réwnania Duhamela-Neumanna
(6.4) 0ty = 2uef;+(Aey—y0") ;.
Na réwnaniach (6.1)-(6.4) wykonujemy transformacj¢ Laplace’a przy uwzglednieniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych, nastepnie odpowiednio dodajemy te réw-
nania i wykonujemy catkowanie po obszarze V.

Po szeregu przeksztalcen, ktére tu pomijamy, otrzymamy ostatecznie [31]

69 0= =" [ (G DG X, D)~ %, PCE, PIAZE)

~

=X f [ﬁr(g, X, P)ﬁ,n(’f:: [J)—E(E- p)a.?n(ga X, p—)]dz(g) .
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Wzor ten mozna otrzymaé réwniez z twierdzenia o wzajemnosci (5.3) przyjmujac,
76 Q' = 6(x—E)(f), X;=0, X/ =0,0=0.
Rozpatrzmy z kolei drugi uklad réwnan

(6.6) afj,; = oiti— 0 (x—E)0;,0(/),
s I i Sl

6.7 (J_J-j-—-x— 0F—mef =0,

(6.8) of; = 2pefi+ (Aef—70%) 0y

Funkcje #$, 6% odnosza si¢ do nieograniczonego obszaru termosprezystego. Wywo-
lane sa one dziataniem chwilowej sily skupionej X|= 0(x—E)d(r)d;s, zwrdconej
w kierunku osi x, Wstawiajac X] = d(x—E)é(1)d;s, X; =0, 0=0, Q' =0 do
twierdzenia o wzajemnosci, otrzymamy nastgpujace wyrazenie na przemieszczenia
ug [313:

69 w05n)= [ [ DUE x, N—FE %, D, DISE) —

? r 1 aE o =
= ?—;; Lf [GIH(E.MP)H (gs Xs p)_?()(g, p)ﬁm(E, x’ {J)](IZ(E) .

Na réwnaniach (6.5) 1 (6.9) nalezy jeszcze wykonaé odwrotna transformacje La-
place’a. Prowadzi ona do wyrazen splotowych, ktérych tu juz nie wypisujemy.

Réwnania (6.5) i (6.9) stanowia uogdlnienie réwnan Somigliana na zagadnienia
termosprezystosci. Za ich pomoca mozemy wyrazi¢ funkcje u;(x, 1), 0(x, 1) xeV,
t >0 przez catki powierzchniowe, w ktorych wystepuja funkcje u;, 0 oraz ich
pochodne. :

Jesli funkcje Greena u}, 0’ oraz u$, 0 dobraé w ten spos6b, aby odnosily si¢ do
ciala zajmujacego obszar ¥ ograniczony powierzchnig 2'i przyjaé, ze na X powinny
by¢ spetnione warunki brzegowe

=0, =0, u=0 0°=0nal,

to réwnania (6.5) 1 (6.9) uproszeza si¢ do postaci

610) 06, ) =% [ 6, DT, x, dZE) P [ 5166 x, G, )ax(®),

LY

6:11) wlx, =~ [ P& X DE NAE@ L [ 58, D x, DIZE).

Wzory te stanowia rozwigzanie pierwszego zagadnienia brzegowego, w ktorym
na g_ dane sa przemieszczenia u; oraz temperatura 0. Gdyby funkcje %), 0’ oraz
uj, 6% odnosily si¢ do ciala zajmujacego obszar ograniczony ¥V, na powierzchni X
swobodny od obcigzeni i temperatury, to do réwnan (6.5) i (6.9) nalezatoby wstawié

pi=0, ¥=0, pi=0, 0=0naX.
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Wtedy wzory (6.5) i (6.9) przyjmg postaé

612 06c.p) = =" [ 56 p)i(6 x, S+

[ D6, DI, x, NAZ®),

3

613 W)= | B DTE X, NAZ® " [0 00, x, »ix®)

i stanowia rozwiazanie drugiego zagadnienia brzegowego, w ktérym na powierzchni
2 dane sg obcigzenia p; i temperatura 0. Jednakze stosowanie wzordw (6.10)-(6.13)
jest ograniczone ze wzgledu na trudnosci zwiazane z uzyskaniem funkcji Greena
up, 0, uf, 0%, spelniajacych z gbry dane warunki brzegowe. W spos6b analogiczny
do rozszerzonych wzordéw Somigliana i Greena mozna skonstruowaé rozwigzanie
réwnan termosprezystosei dla mieszanych warunkéw brzegowych. Jeden ze spo-
sobdéw, bedgcy rozszerzeniem metody W. M. Majziela z teorii zagadnien cieplnych
na zagadnienia termosprezystosci, znajdujemy w uprzednio cytowanej pracy
V. Tonescu-Cazimir [25). Polega on na uzyciu funkcji Greena spelniajacych od
razu mieszane warunki brzegowe. Drugi sposob, obmysélony przez W. NOWACKIEGO
[32], polega na wykorzystaniu pomocniczych funkeji Greena, spelniajacych ciggle
warunki brzegowe, i sprowadzeniu zagadnienia do rozwiazania ukladu réwnan
catkowych Fredholma pierwszego rodzaju.

7. Harmoniczne fale plaskie

W dyskusji najprostszego typu fali, harmonicznej fali plaskiej, od razu na jaw
wychodzg istotne cechy rozprzestrzeniania si¢ fal termosprezystych, ich charakter,
predkosé propagacji fali, dyspersja i tlumienie fali. Na jaw wystapiq zasadnicze
réznice miedzy falami termosprezystymi a falami sprezystymi i cieplnymi [33 i 34].

Rozwazmy falg plaska harmoniczng przesuwajacq si¢ w kierunku osi x;, wywotana
przyczyna natury mechanicznej czy cieplnej. Poniewaz przemieszezenia u; i tempera-
tura 0 zaleza jedynie od zmiennych x, i ¢, to rOwnania przemieszczeniowe i réwnania
przewodnictwa cieplnego, U}vzglgdniajqc 7e

(1.1) ;= Refuf (v, 0)e™®], 0= Re[0*(x,, w)eo1],
przyjma nastepujaca postaé:
(7.2 (B30 uf = ma, 0%, (334-q)0*+nupdyuf =0,
1
@iH+Muf=0, @+)uy=0,
gdzie
i w* e w? i
== C% ? — Cg L] q= '? .

Eliminujac z dwu pierwszych réwnan temperaturg 0% otrzymamy

(13)  [@H0)(@+q)+gediluf =0, (@+)uf=0, (@+)uyf=0.
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Pierwsze réwnanie odnosi sie do fali podluznej, dwa nastepne do fal poprzecznych.
Jedli do dwu pierwszych réwnan (7.2) wstawic
uk =y, % = (%%,
to otrzymamy zaleznodci
(=]

u mik 0°  nquik

0° T =k W gk

Po wyeliminowaniu z tych zwiazkow wielkoSci u°/0° otrzymamy nastgpujace
réwnanie algebraiczne:

(7.4) k*—k*[o*+q(14-8)]+¢go* =0, &=nmx,
z ktérego wyznaczymy pierwiastki

1= {o**+q(1 +&) £ [(02+-q(1+8))*—4qa®]"?}.
Pierwiastki te sa funkcjami parametru &: ky = ky(e), ko = ku(g). Dla £ = 0 mamy

k@) =h=0a, kO0)=L4L=Vq.
Rozwiazaniem dwu pierwszych réwnaf (7.2) sa funkcje
Uy = U5, exp [—iwt ik, xy)+u exp (—iwt—ik; x,)+

+ mrkz {6°exp( iot-+ikyxy)—02 exp(—iot—ikyx,)},

7.5)
( 0= Bﬁ_exp(—fwt+fk2x,)+ Giexp(—fwr-—kgfxl)+

nxqiky

—l—k;,

{us exp (—iwt-+iky x))—ul exp (—iwt—ik, x,)} .

Fale poprzeczne dane sg zwigzkami

SR Y| PP B |
e R

1/2
Posuwaja si¢ one z predkos$cia stalg ¢, = (Egl) . Fale te nie powodujg zmian obje-

(7.6)

tosci i nie wywoluja pola temperatury, towarzyszacego ruchowi falowemu.

Zesp6t réwnan (7.5) nazywaé bedziemy réwnaniami fal termosprezystych.
Pierwsze réwnanie (7.5) przedstawia fale podiuzna, drugie towarzyszacy tym falom
temperaturg. Oznaczajac przez vy (f = 1,2) predkoéé fazowa, a przez ¢4 wspot-
czynnik tlumienia i wiazac je z pierwiastkami réwnania (7.4) zalezno§ciami

w
U Reyy =Imka), B=12,



DYNAMICZNE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI 29

przeksztalcimy réwnania (7.5) do postaci

(1.7 uy=uiexp [—— i (t—— ti‘l ) —191.\‘1] “+u’ exp‘ —im (f + %) il xy
1 1 .

+-&? ka{ﬂ"exp[ (;____) dgxl] 0° expl—;w(.f_|_ )4_92\,1“

0 = 0% exp l—rm (r—- EJ_) f}gxIJ—f—U" exp[-m; t- —) - ﬁ2x1]+

i qufkl 3_exp[_fw g8, 191371 —ulexp| —iw -I--J-c-l* +hx ¢
f\ 3 U %

Widoczne jest, ze Oble fale sa tlumione i ulegaja dyspersp, gdyz predkosei fazowe v,
zalezg od czestotliwo$ci w. Fizyczne znaczenie fal (7.7) stanie sie jasne, je$li poréw-
namy je z falami w oérodku hipotetycznym, charakteryzowanym zerowa wartoscia
rozszerzalnosci liniowej a,. Dla a, = 0, a zatem dla 5 =0, m = 0 dwa pierwsze
réwnania (7.2) przyjma postaé

(7.8) @+odit =0, (@ +q)0*=0
Rozwigzaniem tych réwnan sa funkcje

. 12
nk = uiexp[-—im (r— iC-l—)]—l—u"_ exp[—-fw (r—[—ﬁ)], 6= (ij—'iz't-l-[) ,
€y 51 4

(7.9) o* = Goexp[— f(u(r— v_) 92.11]-}-0 exp[—m( - gi)—i—égxljl,
2 2
gdzie

& o g
" = 172 '(Q = |— A
Vy = (2xw)"?, 2 ( 2x)
Tutaj uf¥ przedstawia fale czysto sprezysta, posuwajaca si¢ w kierunku osi x; wzgled-
nie — x; z predkoécia stala ©; = ¢;. Fale te nie ulegaja tlumieniu ani dyspersji.
Drugie z réwnai (7.9) przedstawia falg czysto cieplng, doznajaca thumienia i dys-
persji. Thumienie charakteryzowane jest wspélczynnikiem @y = Im(4,) = (/2%)**

Dyspersja ma tu miejsce, gdyz predkos¢ fazowa o, = = (2xw)'? jest

w
Re (1)
funkcjg czestotliwoéci w, Rownania (7.7) przedstawiaja zmodyfikowana falg po-
dluzng i zmodyfikowana fale cieplna. Z poréwnania réwnan (7.7) i (7.9) wynika,
7e pierwiastek k,(¢) charakteryzuje posta¢ quasi-sprezysta fali termosprezystej,
gdyz ky(0) = o = w/e, odnosi si¢ do fali czysto sprezystej. Podobnie pierwiastek
ku(€) charakteryzuje postaé fali quasi-cieplnej, podczas gdy ky(0) = A, =}/¢ odnosi
si¢ do czysto termicznej fali w o$rodku hipotetycznym. Interesujacy jest fakt, ze
w zmodyfikowanej fali sprezystej [pierwsze réwnanie grupy (7.9)] wystgpuja obok
siebie czlony quasi-sprezyste

7 , X
us exp [~w) (r— ;—1) 01x1] , wuexp l—uu (r - v_:) ~|—i‘}1xl]
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oraz czlony quasi-termiczne

05 exp l—fw(t—ﬁ)—z‘}le], ﬂ‘_’exp[—."w ({+ ﬁ)-{-ﬁlel.
'Ua 'Ug

Podobny stan rzeczy wystgpuje w zmodyfikowanej fali termiczne;j.
Nalezy omowié jeszcze pierwiastki ky, k, wzglednie wielkosci 9y, v, f =1, 2.
Whprowadzajgc nowe oznaczenia

2

(51 Cq (0]
C — —-~}'( (U* = — =
w* %' *

doprowadzimy réwnanie (7.4) do prostej postaci
(7.10) S—C2 iy (l4-e)]+ix* =0.

Pierwiastki £;, £, tego rownania sa funkcjami parametrow ¢ i y = o/w*. Wielko$é
& = nymx jest wielkoscig stata, zalezng od wiasciwosci termicznych i mechanicznych
materiatow, podczas gdy y zmienia si¢ ze zmiana czestotliwoéei w. Wielkod¢ w*
jest wielkoscig charakterystyczng dla danego materiatu.

Czestotliwo$é drgan wymuszonych e jest ograniczona przez wielkoéé

30 12
Wy = 2“@1):(3{%) )
wynikajaca z widma Debye’a dla fal podtuznych [35]. We wzorze M oznacza masg

. I T
atomowa materialu tworzacego cialo sprezyste, a (c¢y), = (%) , gdzie A, pg

sa statymi Lamégo dla stanu adiabatycznego.
Ponizej podajemy tabele podstawowych wartoéci dla czterech metali

[Aluminium] Miedz | Stal Olow

(c)s omfsck. | 632x10° | 436x10° | 58010 | 2,14x10°
e | 35610 | 1,68x10" | 297x10-* | 7,33x10-?

o* skt | 466x10M | 173x10% | 175X 10 | 1,91x 10"
fg° em | 13110 | 329x10° | 448x10° | 3,27x10*
w, sek | 9.80x10% | 7.55x10% | 9.95x104 | 3,69x10"

W tabeli umieszczono réwniez wspélczynnik tlumienia 95° dla y = o0, przy czym

w_ 1 eo*
= 2 (e)r”
Zwroémy uwage, 7ze o, jest znacznie wigksze niz w*. W wykonywanych do$wiad-
czeniach laboratoryjnych przy uzyciu drgan ultradzwiekowych o bardzo duzej
czestotliwoscei jest

W, >w*> o,

tak ze dla drgan mechanicznych spotykanych w praktyce przyjaé mozna y =
wfo* < 1.

Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono wykresy stosunkéw o,/(c;)y oraz 04/0%° dla
miedzi w zalezno$ci od zmiennej y = w/w* [33].
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Z rysunku 1 jest widoczne, ze predkos¢ fazowa v, jest wigksza od (¢,)r i dazy do
tej wartosci dla y — oo, Wspolezynnik tlumienia &, ros$nie wraz z y i przy malych
czgstotliwoSciach jest proporcjonalny do x* zblizajgc si¢ przy y — oo do wartosci
asymptotycznej J%°. W otoczeniu odcigtej y = 1(w = w*) wielkosci #, i #, do-
znaja gwaltownej zmiany. Ale dla zastosowan teorii w praktyce w rachube

N/ |

Ve /les)rh
10 10+
08} 08
06} 06
04+~ 04
02 a2
1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 - 1 1 i L .
o 2 4 & 8 10 1] 2 4 [} & 10
x=who x=w/w"
Rys. 1 Rys. 2

wchodzi jedynie maly obszar zmiennoéci ¥ = w/w*. Dlatego tez dla y <€ 1 pier-
wiastki &, £, mozna roztozyé w szereg potegowy wzgledem poteg x i wykorzy-
sta¢ zwigzek .

?9 ]

Y P

W ten sposdb otrzyma si¢ przyblizone wartoéci predkosci fazowych oraz wspol-
czynnikéw tlumienia, Podamy je za P. CHADWICKIEM [30]

(7.11) v, = cl(l—ke)”’[l—— -'?J(Efl_ ;’f ) Log 4)]
- w* ket 7
=t e 06

2x xE Pe(d+e) | x*e(8—20846% .
T (1+8) [1 2(1 i—e)’=+8(1+a)~= 16(1F2)° +°(1)]-

(0] 1/2 1282(4_8) x38(8—123+32) ]
Py = "——( (1 6)) [1 2(1+8)g s 8{l+s)‘ o — iw +0(H |-

Widoczne jest, ze dla y < 1 przyjaé mozna v, = ¢,(1+6)"* jako wartos¢ stala,
nieco wigksza niz ¢, = (¢;)p i fale quasi-sprezysta podiuzna traktowac jako tlu-
miong, ale nie podlegajaca dyspersji.
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Ponizej podamy rozwiazanie bardzo prostego przykladu fali plaskiej, dotyczace
dzialania plaskiego Zrodta ciepta o intensywnosci Qy. Zrédlo to zmienia si¢ w sposéb
harmoniczny w czasie i dziala w plaszczyinie x; = 0. Otrzymamy tu

mQ 1 . X ;
= o —Re {k” 2 [exp[—rru(t—-{i)—-ﬂl;l]—
X
_EXP[ - (f— ;‘) ?9211]]} X > 0,
_ Qo) 1 [H—e |_. _5_)__ ]
0= T Re | -exp| —iw|? 5 P Xy

2__ 2
— k—f-!\la—- exp[—:‘m (r— g:-)—ﬂ;xx]]}, g0

Predkosci fazowe v, i wspolezynniki thumienia ¥, bierzemy ze wzoréw (7.11).

Gdyby pominad sprzezenie pola odksztatcenia i temperatury, tzn. jesli w réwnaniu
przewodnictwa cieplnego pommc czlon néy, to wstawiajac zamiast k,(e), kq(e)
wielkosci k,(0) =0, ky(0) =y 'q, otrzymamy z (7.12) rozwigzanie przyblizone
teorii naprezen cieplnych.

U, = mQ Rv.e{ar -

3 [expl-—fw (r— 3‘_1_)] -
23 —q ¢/
(1.13) “""Pl"""(’_ - )_“]/_]]}
) 2% 2%

-Suljpa| ol /2]

Przemieszczenie u, sklada si¢ z dwu czedci: z fali niettumionej sprezystej, posuwa-
jacej sie z predkoscia ¢, oraz z fali dyfuzyjnej ttumionej i ulegajacej dyspers;i.

Do tej pory rozwigzano szereg zagadnien szczegdlowych dotyczacych rozprze-
strzeniania sig fal plaskich w przestrzeni i polprzestrzeni sprezystej. I tak I. N. SNED-
DON [37] badal rozchodzenie si¢ fali w precie pélnieskonczonym i skonczonym,
przy zalozeniu rozmaitych warunkéw brzegowych, a wigc rozmaitych przyczyn
wywolujgcych fale, rozpatrujgc dla preta skonczonego drganie wymuszone, W. No-
WACKI [38] rozpatruje dzialanie ptaskich sit masowych w przestrzeni nieograniczonej
oraz dzialanie plaskich Zrodet ciepta wymuszajacych drgania w warstwie termo-
sprezystej [38].

Interesujacym rezultatem jest tu niewystgpowanie zjawiska rezonansu przy
drganiach wymuszonych. Wynika to z charakteru ruchu falowego, ktéry jest tiu-
miony. Przy drganiach wymuszonych otrzymujemy amplitudy o skonczonej war-
todei. I tak dla przypadku warstwy o gruboéci a, wolnej od naprezen i temperatury
w plaszczyznach ograniczajagcych warstwe x; =0, a, poddanej dziataniu Zrdédel
ciepla Q = Q*coswt otrzymamy dla naprezenia oy;(x;, f) nastepujace wyrazenie:

(1.12)

(1.14) dy— mgaﬁ S‘IQ“ {aX(as—o%)coswt—Ea2(1 +e&)—o®]sinwt}

(@ —o") B a2 (1+&)—o] sina, X, ,
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gdzie

a
nmw 0] 2" .
Oy ===y &= ';: Q: = "; I Q*(x1)51|1a,,xdx1.
0
Nie otrzymamy tu rezonansu, gdyz mianownik pod znakiem sumy jest stale dodatni,
W przypadku szczegélnym af = 0%, odpowiadajacym rezonansowi dla zagadnienia
niesprzgzonego, r-ty wyraz szeregu przyjmuje postac

wm *sina,x
(7.15) ol = — 8O iy o QLSO H:
8 r

Czlon ten ma warto$¢ skoficzong, choé wielko§¢ naprezenia off bedzie znaczna,
gdyz ¢ jest dla metali rzedu kilku procent.

8. Fale kuliste i walcowe

Rozpatrzmy rownania falowe charakteryzujace podiuzne fale termosprezyste,
wyprowadzone w p. 3 [wzory (3.9) i (3.11)]

(8.1) 10 =ml,
(8.2) DO—nV2d = 0.
Jedli zalozyé, ze ruch falowy zmienia si¢ w sposéb harmoniczny w czasie, zatem
gdy
D(x, )= PHx, w)e ™, 0(x,1)=0"x, w)e ™,
to z réwnan (8.1) i (8.2) otrzymamy nastgpujace réwnania
(8.3) (V2+k3) (V2+k3) (D*, 0%) =0,

gdzie wielkoscei ky, k, sa pierwiastkami réwnania (7.4), dyskutowanymi w poprzed-
nim punkeie.

Rozwazmy te rozwigzania réwnania (8.3), ktére cechuja sig osobliwodcia
w punkcie § i zalezne sa od promienia r, odlegtodci punktu x od punktu . Roz-
wiqzania te, ktére oznaczymy przez ¢¥(r) spetniajg réwnania

d*p¥  n—1 dp}¥
(8.4 @ T dr

+-kipt=0, a=1,2.

Tutaj n = 3 odnosi si¢ do zagadnienia tréjwymiarowego, n = 2 do zagadnienia
dwuwymiarowego. W réwnaniu (8.4) nie nalezy wykonywa¢ sumowania wzgledem
wskaznika a.

Ogblne rozwigzanie réownania (8.4) ma postaé
-2
(8.5) 72 () = I ABP(eur) - BED(er)],  m="2.

Tutaj HV i H® sa funkcjami Hankela m-tego rzedu i pierwszego oraz drugiego
rodzaju.

3 Mechanika teoretyczna
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Dla n = 3 (zatem dla m = 1/2) mamy

o/ 2 e T3 gk
Ak =1 s HGn = _:]/ 22T, wap,
a rozwigzaniem réwnania (8.4) staje si¢ funkcja
ikt okt ‘
(86) (p:(r): Ay > +Bl' . rﬂ._—_(xj—-fj)(xj_'sj), j= 1,23,

W przestrzeni nieograniczonej termosprezystej w rachubg wehodzi jedynie pierwszy
czton réwnania (8.6), bowiem rozwigzanie

ikgr -9

e (- r
Re|e i —| = cosw|t——],

r r «

_ w

%= Relky)’
przedstawia falg rozbiezng, rozchodzaca si¢ z przyjeta faza od poczatku uktadu
r = 0 do nieskonczonoéci, Tylko to rozwigzanie ma sens fizyczny. Dla fali walco-
wej przy n =2 oraz m = 0 otrzymamy -
(8.7) ¢¥(r) = AH{(k.r)+BHP(kor), r*=(x;—&)(x—E), i,j=1,2.
Tutaj w rachubg wchodzi dla osrodka nieograniczonego jedynie pierwszy czion
zwiazku (8.7), gdyz dla wielkich warto$ci argumentu otrzymamy wyrazZenie

cos (k,r—— o wmz)[l +0(r )],

(8.8) Re[e~ " H{" (k)] - ]/ 4

przedstawiajace fale rozbiezna rozprzestrzeniajaca si¢ w kierunku wzrastajacych r.

W wyrazeniu (8.8) symbol 0(r—%) oznacza taka wielko$¢ x, ze stosunek x/r* po-
zostaje ograniczony przy r — co. Rozwigzania tu przedstawione: ¢™«/r, H{M(k,r)
spetniaé powinny w nieskorniczonoéci tak zwane warunki wypromieniowania [38,
39 i 40]:

P = Im(ky)

2
mrk,

ik r ik r i
n=3: ;—r(—er )—ik, er =e”f“’0(r*‘), Py =0,
(8.9)

e S (B (k) — ik B kar) = 0, 0,50, a=1,2.

Wzory te informujg o zachowaniu si¢ rozwiazan podstawowych w otoczeniu punktu
nieskonczenie odleglego.

Jezeli rozwazaé bedziemy taka klase rozwiazan réwnan (8.3), ktére zachowywaé
si¢ beda w nieskoriczonosci w sposéb podobny jak rozwiazania podstawowe e”"“"/r,
H{k,r), to zadaé nalezy od funkcji @* = @F+4 D¥ spelnienia w nieskoriczonosci
nastgpujacych warunkow:

sk
n=32 a—;:ﬂ-i‘ — ik, (b: — e‘k“PO(r“B), ﬁ“ =0y
(8.10)

Q* ;
n=2: a—i‘i —ik, D = " OG-, 9, >0, a=1,2.
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Do tych warunkéw doda¢ nalezy jeszcze warunek o skonczonej wartodei funkcji
D¥ =0(1) dla r— oo,
gdzie symbol O(1) oznacza wielko$é dowolnie mala.

Podluzne fale kuliste uzyskuje si¢ jedynie przy szczegdlnym doborze zaburzen.
Powstaja one wskutek dzialania Zrédet ciepla i sit masowych pochodzenia po-
tencjalnego w oérodku nieograniczonym jak i o$rodku nieograniczonym z pustka
kulistg przy warunkach brzegowych cechujacych si¢ symetrig wzgledem punktu.

Rozpatrzmy jeden z tych przypadkéw, mianowicie dzialania skupionego zZrédia
ciepla Q,e~"'(r). Rozwigzanie réwnania (8.3) przyjmiemy w postaci

@®.11) B = (4, Age),

gdzie state 4,, A, wyznaczymy z warunku, aby przepltyw ciepta przez powierzchnie
*

kuli przy r — 0 byl réwny intensywnosci Zrédla ciepla, oraz aby u¥ = % dla

r =0 bylo réwne zeru. W rezultacie otrzymuje si¢ dla funkcji @*, 0* nastepujace
wzory [41]

(8.12) &* = ‘#’%&kﬁ{exp[—im(t-—ﬂil)—ﬁlr]——exp[—fm (z—-%)—f}gr]},

o* = 'Wr(%’?__‘i(kz a)exp[_rw(t—a) 02:-]

—(ki—o%)exp [-— iw (!— .f-:_‘:-)_ i r]} :

Tutaj 9, jest wspolczynnikiem tlumienia, v, predkoscia fazowa fali, Funkcje @*,
0* sa tlumione, ulegaja dyspersji, spetniaja warunki wypromieniowania i wykazuja
osobliwo$¢ w punkcie r = 0.
anjomos'é funkcji @* zezwala na wyznaczenie przemieszczenia promieniowego
= d®D/dr. Dla 0, = 1 wzory (3.12) staja si¢ funkcjami Greena dla potencjatu o*
i tcmpmatury 0*. Jesli dany jest rozklad Zrédet Q(x, f) = Q¥*(x)e~"' w ograniczo-
nym obszarze V;, to potencjal @* wyrazi si¢ wzorem

(8.13) PHx,0) = [ Q*EP*x,E, 0)dV(E).

Vi
Dotad rozwigzano szereg przypadkow szczegblnych odnoszacych sig do fal kulis-
tych. Odnoszg si¢ one do dzialania centrum $ciskania w obszarze nieograniczonym
oraz do przestrzeni z pustka przy zalozeniu réznych warunkdéw brzegowych, cechu-
jacych si¢ symetrig kulista [41 i 38].

Dla fal kulistych opracowano szereg twierdzen, ktére mozna traktowaé jako
rozszerzenie twierdzenia Helmholtza dla elastokinetyki i analogicznego twierdzenia
teorii przewodnictwa cieplnego na zagadnienia termosprezystosci [31]. Istota tego
twierdzenia jest nastgpujaca. Dany jest ukiad réwnan

(8.14) (V2o u*—mo* =0, (V"‘-I-q)'a"‘+ Vzu* 0,

a*
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regularnych w rozpatrywanym obszarze B. Tutaj u* oznacza potencjal termo-
sprezystego przemieszezenia, a ¢* temperature. Wyeliminowanie z réwnan (8.14)
funkeji @* lub w* prowadzi do réwnania typu (8.3),

Mozna wykazaé, ze je§li na brzegu A obszaru B dane sa funkcje u*, v*, du*/dn,
dv*[dn to funkcja v* w punkcie x € B przedstawi si¢ wzorem

@14 o) =x f [9*(5 )28 g 275 "’]dA(E)+

n £qox I‘ [@*(E x) 248 511 (E) u*(E) M] dA(E), xeB.
A

m'z

Tutaj funkcje 0*(x, €), @*(x, E) sa rozwigzaniami réwnan

(8.15) (V*+4o?) D*—mlO* =0, (Vﬁ—i—q)@*—‘r-% Vi = —% 0(x—E), EeB,
gdzie

m

1 (ngﬂ‘"'—-?ll e”&;!’)
= dan(l—k3r

dun (k5—k7) ot
na=ki=g®, a=1,2.

Dla x e €—B, gdzie € jest caly przestrzenia, jest 2*(x) = 0. Dla zagadnienia nie-

sprze¢zonego (¢ = 0), zatem dla teorii naprezen cieplnych, odpada druga catka

réwnania (8.14). W rezultacie otrzymuje si¢ réwnanie

"Wa Wi 9
@.17) v*() =4 1 ” v*() 3,1(91,”)—- ik (‘9]#(&), r=r(x,§),

¥ k

(8.16) @*

(eik‘,r_efkgr')’ 0* =

a wige znane twierdzenie z teorii przewodnictwa cieplnego. Dla funkcji #*(x) otrzy-
muje si¢ nastepujacy wzor:

019 ww=x [|o€ 08 o L ED

A
+ 2 [ |mee @ vo L ceenlue. xes.

w*(x)=0, xedc—B,

We wzorze tym wprowadzono symbol [ | = V2+-ki+k3—a® Wzér (8.18) wyraza
funkeje w*(x) wewnatrz obszaru B za pomoca funkeji

w®, 20y, 26

na powierzchni 4. Przy przejSciu z termosprezystoéci do elastokinetyki otrzymuje
si¢ z (8.18) po szeregu przeksztalceni znane twierdzenie Helmholtza [42]

1 eimr gyt 3 o [elorr
(8.19) w(x) = ZEJ [‘F"‘aﬁ‘“ ﬁ( )l dA(§), xeB,

0, jesli xees—B.




Tutaj
2‘8+2}u$ ):”2
Z ;

Fale walcowe powstaé moga w przypadku liniowego Zrédla ciepla lub tez linio-
wego centrum $ciskania badz tez w nieograniczonym oérodku termosprezystym
z pustka walcowa, na ktérej brzegu wystgpuje ogrzanie, ci$nienie lub odksztalcenie,
roztozone w sposéb osiowo-symetryczny.

Z licznych rozwigzaf [38, 41, 43] podamy tu tylko wynik koricowy odnoszacy
o(r
2r

Dla amplitud potencjalu termosprezystego przemieszezenia i dla temperatury
otrzymuje si¢ nastgpujace wzory [41]:

oy = é})—s, gdzie (c)s = (

sie do liniowego zrodia ciepla Q(r, ) = Qe , = (x2+xPH2,

@$ — ‘E‘_ggﬁ—%ﬁ [Ifél)(kl }.)_H(f)l)(ka r)] ]
(8.20)

Oy 2
. T 0% 8. (1) N— (2 — 2 gD ;
0 20— [(0®—k3) H{O(leyr)— (a*—k3) H§V (ko).
Funkcje te spelniaja warunki wypromieniowania. Sa one tlumione i ulegaja dys-
persji.

9. Funkcje Greena dla nieograniczonego ofrodka termosprezystego. Osobliwe réwnanie calkowe
termosprezystosdci
W poprzednim punkcie przedstawiono funkcje Greena dla punktowego i linio-
wego zrddia ciepla. Spelniaja one réwnania

a'u'j = -—-wggﬁ,-,
Rl A A 1
(.1 U,kk'i’hgo""jé‘uk,k = —'3—5(7‘—5)-

Przez i, 0 oznaczamy tu amplitudy przemieszezeri i temperatury. Z kolei wyznaczy¢
nalezy funkcje Greena dla sity skupionej. Niech w punkcie § obszaru nieograniczo-
nego dziata sila skupiona X;= 6(x—E)d, e~', zwrécona w kierunku osi x,.
Dziatanie tej sily wywola zaréwno falg podluzna jak i poprzeczne. Rozwigzaé na-
lezy ukiad réwnan
off); = —wufV—(x—E)dy,

(9.2)
0RO+ L uf — 0,

w ktérych przez o, uf”), 0™ oznaczono amplitude naprezen, przemieszczefi oraz
temperaturg wywolang dziataniem sily skupionej, dzialajacej w punkcie & i zwrdconej
w kierunku osi x;. Uktad réwnan (9.2) zastapi¢ mozna ukiadem réwnan falowych

©3) (VR (VDD = — o (VE+0),
ol

©4) (Ve = ——

¢

g i=1,2,3.
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Réwnania te wynikaja z réwnan (9.2) przy zalozeniu, ze
9.5) u = grad @W-f-rotp®; X = p(grad #-+roty).
Amplitude sit masowych wyznaczamy ze wzorow [44]

I(x) = -—4—;—9 fX(x’)-grad ( 4 x))dV(x),
v
08 1 , 1 o
x(x) = '—'"i}a f X(x ) % gradx (m) dV(x ) .
v

Dla rozwazanego tu przypadku sily skupionej, zwréconej w kierunku osi xy,
otrzymuje sig¢

1 (1 1 1 N Y
1= —ggilz) w0 woggals) w--ggaly)

Z rozwiazania réwnan (9.4) otrzymamy

(9.6 =0, =
gdzie

1 1
Aroi® o 3;;1' olrs @), ws= "—‘Zn—g‘ag‘ daFo(r, w),
Fir, o) = —(@"—1), P=(n—)(x—8), i=123.

Z rozwiazania réwnania (9.3) przy uwzglednieniu faktu, ze funkcja @® odznacza
si¢g osiowa symetria wzgledem osi x;, otrzymujc sig [44 i 45]:

Pt —
9.7) &b 4?! 31F( w),
gdzie
F(r,w) = Ay ,—A,1,—1,,
_ (K—g)a? (ki—q)o® 1 _ e
S EER cTHEw Ty e AsL2
Temperature 0" wyznacza si¢ ze wzoru
1 1
Toh P B v NS Y N
(9.8) 0 = (Ve D +c%m 9.
Wykorzystujac wzor (9. 5) i (9.8) otrzymamy
X eirr
9.9) u) = — 4::9&;’ ————=0,0,[F(r, ®)—Fy(r, co)]-{—ﬂ —3 i =
(9.10) oo = g AL, ®)=L(r, ®)].

Amome(ki—k3)
Funkcje te maja osobliwo$é w punkcie § i spelniaja warunki wypromieniowania
w nieskonczonoéci. Jesli sita skupiona dziata w kierunku osi x;, to otrzymamy naste-
pujace wyrazenie dla tensora przemieszczeniowego Greena uj oraz temperatury 6°:

(9.11) uj= — 4}39&)3 ————{0,;0,[F(r, w)— Fy(r, w)]—v268;,€*},

s & s P i
(9.12) 0 = dregm e (i— kg)a[fl(”w) L(r, w), Jj,s=1,2,3.
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Z otrzymanych rozwiazan dla sily skupionej uzyska¢ mozna dalsze osobliwosci, wy-
razenia 5, 0° dla sity podwéjnej, dla momentu skupionego oraz dla centrum $ciskania.

Dla zagadnienia dwuwymiarowego otrzymuje si¢ dla sily skupionej i zwrdconej
w kierunku osi \'s, nastepujgce funkcje Greena [46]:

(9.13) uj= 4 = 5 {0,0,[AH{V(leyr) — Ay HE (lear) — HED(er)]— 728 5 H§ ) er)},

9.14) 0= e )~ H ),
rt=(;—&) (x;—&p, Jjis=1,2.
Znajomo$¢ funkeji przemieszczeniowych i temperatury dla dziatania skupionego
7rodia ciepta i sily skupionej zezwala na skonstruowanie metody catkowania réwnan
termosprezystosci dla ciata ograniczonego [31].
Wprowadzimy analogiczne do potencjaléw elastokinetyki [39] potencjaly po-
wierzchniowe termosprezyste

V0 =2 [ 2@ E, 0+2a [ @y E ),
9.15) s 5 5
Ve =2 J aX®p@0®+ - | @ n®UE .

Tutaj ¢ = ¢x(E), y(E) sa nieznanymi gestosciami powierzchniowymi odpowiedniej
regularnosci. Funkcje uy, 0, uj, 0° sa funkcjami Greena, spelniajacymi réwnania
(9.1) i (9.2), funkcjami znanymi. Termosprezystym potencjalem warstwy podwdéjnej
nazywa si¢ uklad

W, (x) =2 f dZE) g EPiE, X)+2a j =@y TER,
(9.16)
W(x) =2 (dz(l—;)fp(g) 30(5 X —i- de(g)q_.ﬁ(g),’,‘,k(g,x)'
z

Wprowadzono tu oznaczenia
Pi(B, X) = [2uef;+ (g, ,—y0) o],
;’k(gs x) — [24""3&]';"(3'”}1,p-_yﬂ)ai'j}nf'
Wreszcie wykorzystywaé mozna potencjal termosprezysty, bedacy kombinacja
potencjalow warstwy pojedynczej i podwdjnej

M09 =2 | EE@0@rE, 9+20 [ @@ IE ),

©.17) ) 5 7
MW =2 [ ZOYOIE D+~ [ dE@nEOME Y.
xz z ‘

Wykazuje sig, ze potencjaly V,(x), V(x) sa funkcjami cigglymi punktéw xe 2.
Natomiast potencjaly warstwy podwajnej W, (x), W(x) wykazuja nieciaglo$¢ na tej
powierzchni. Mamy bowiem

W E) = — B+ W), WAE) = —yp(Eo)+ W (&),

O o) — @+ W@, WO = pE)+WE.
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Funkcje W,(%,), WP (E,) oraz W (E,) oznaczaja kolejno granicg wektora W(E)
dla § —» E,e X po powierzchni X, W (E) dla § —» §,e 2 od wnetrza obszaru V
oraz W,(§) dla § = E, e X przy € € ¢—V. Wykazuje si¢, ze pierwsza catka po-
wierzchniowa we wzorach (9.16) przedstawia funkcje nieciagla, druga funkcje
ciagla.

Wprowadzmy dalej oznaczenia

PiX) = 20V, A+ AV e—yV)8iglni(x),

(9.19) 0(x) =V im(x),

gdzie ¥V, V przedstawione sg wzorami (9.15). Mozna wykazac, ze

POED) = B+ P, IUE) = y(Eo)+0(Ey),
POE) = —gu)+Puo),  0OEy) = —p(E)+0(Ey).

Potencjaly termosprezyste (9.15)-(9.17) oraz relacje dotyczace nieciggtodei tych
potencjaléw pozwalaja na redukcje podstawowych zagadnien brzegowych do
rozwiazania ukladu osobliwych réwnan catkowych.

Rozpatrzmy przypadek danych na brzegu X przemieszezen u(E,) = f,(E,) oraz
temperatury 0(§,) = g(§,) . Rozwiazania zagadnienia poszukuje si¢ w postaci
potencjatu warstwy podwoinej (9.16), przyjmujac

Us;(x) = Wy(x), 0(x) = W(x).

(9.20)

Latwo sprawdzimy, Ze funkcje U,(x), 0(x) speiniajg réwnania

9.21) L, U—yd,0 =0, (V”—I-q)ﬂ—i—% QU =0, xeV,
gdzie
L = (10,0, +?*9) 8 y+-(A+ )90y

Biorac pod uwage zwiazki (9.18) dla funkeji ¢ (E), w(E) otrzymuje si¢ nastgpujacy
uklad sprzezonych réwnan catkowych:

022) 9.E)-2 [ @ P @G B2 [Z@rO LSS _ s,
Z z

vE)—2 [@p® LS5 2 [ar@@i, 6= .

Réwnania te maja postaé osobliwych réwnan catkowych drugiego rodzaju, a catki
w nich wystepujace nalezy rozumieé w sensie wartoéci gléwnych. Jesli na brzegu X

dane sg przemieszczenia wu;(§,) = fi(§y) oraz przeplyw ciepla 00/dnjg—g, = S (&),
to rozwiazania poszukiwaé bedziemy w postaci

Uy(x) = M,(x), 0x)=M(x), xeV,
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gdzie funkcje M,, M sa dane wzorami (9.17). Sprawdzimy latwo, ze wewnatrz
obszaru V spelnione sq réwnania (9.21), a niewiadome gestoSci spelniajg uklad
réwnan osobliwych catkowych

3

023  puE—2 | EE®nEAE 20 [ DO IE. &) = (),

pE+2 [az@p® S5 L 2 [ axy,mPEE _ 5,

dny a - ny

gdzie
0006, 8 _ . 0 @ 1
e gy R B Eel

Analogicznie zdefiniowana jest wielkosé dp(E, E,)/dn,. Zauwazmy wreszcie, ze jesli
na 2 dane jest obciazenie p; = p;(E,) oraz strumien ciepla S = S(§,), to rozwig-
zania nalezy poszukiwaé przy uzyciu potencjaléw warstwy pojedynczej Vi (x),
V(x). Badanie istnienia i jednoznacznosci otrzymanych osobliwych rownan prze-
prowadza si¢ w podobny sposéb, jak to ma miejsce w elastodynamice. Przedsta-
wione tu uklady réwnan catkowych osobliwych zawieraja w sobie przypadki
szczegolne, odnoszace si¢ do teorii naprezen cieplnych, teorii przewodnictwa
cieplnego oraz elastodynamiki.

Réwnolegle z rozwojem ogdlnej teorii propagacii fal termosprezystych, harmonicz-
nie zmieniajacych sig¢ w czasie, rozwigzano szereg zagadnien szczeg6towych, dopro-
wadzajac je do postaci przydatnej do dyskusji. Przewaznie sg to zagadnienia typowe
dla elastokinetyki klasycznej, ktére w ramach termosprgzystosci doznaly rozsze-
rzenia i uogdlnienia. Sporo uwagi poéwigcono falom powierzchniowym. Zagadnie-
nie to dyskutowane bylo najpierw w pracy F.J. LockeTTA [47], a pdZniej w sposéb
szerszy 1 bardziej wnikliwy w pracy P. CHADWICKA i D. W. WINDLE'A [49].

Przy wyprowadzeniu fal powierzchniowych w plaskim stanie odksztalcenia
wychodzi si¢ z réwnan falowych (dla fali podiuznej i poprzecznej) oraz réwnania
przewodnictwa cieplnego. Fala posuwa si¢ rownolegle do plaszczyzny ograniczajgcej
potprzestrzen i zanika wraz z glgbokoscia. Przyjmuje sig, Ze w plaszczyZnie ograni-
czajacej pOlprzestrzen zanikaja naprezenia i temperatura wzglednie naprezenia
i przeplyw ciepla. Z wyznacznika uktadu réwnan wyrazajacych jednorodne warunki
brzegowe otrzymuje si¢ rownanie algebraiczne trzeciego stopnia o zespolonych
wspolczynnikach. Jeden z pierwiastkéw tego rdwnania, spelniajacy przepisane
nieréwnoscei, daje predkosé fazowa fali powierzchniowej. Okazuje sig, ze fala po-
wierzchniowa doznaje tlumienia oraz dyspersji, predkosé jej jest mniejsza od pred-
koéci fali podtuznej i poprzeczne;j.

W podobny sposéb W. NowAcki i M. Sokorowskr [51] zbadali propagacje fali
harmonicznej w warstwie termosprezystej. Rozpatrzono tu tak symetryczng jak
i antysymetryczng (fala gigtna) postaé fali i to przy dwu warunkach termicznych
na brzegu: 0 = 0 oraz 0 , = 0. Ze wzgledu na malo$¢ parametru ¢, charakteryzu-
jacego ofrodek termosprezysty, podano rozwiazanie przyblizone réwnania prze-
stgpnego stosujac metode perturbacji. v
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Propagacja fal harmonicznych w nieskoniczonym walcu kolowym i w rurze grubo-
sciennej zajal si¢ F.J. Lockerr [50] podajac przynalezne do tego zagadnienia
rownania przestepne. J. IGNACzAK 1 W. Nowacki [52] rozpatrzyli drgania wymu-
szone walca nieskoniczonego o przekroju prostokatnym. Przyczyng wymuszajaca
drgania byly tu ogrzania powierzchni walca oraz dzialanie Zrédel ciepta. W pracy
[53] ci sami autorzy podali metod¢ oraz rozwiagzanie zagadnienia drgain wymuszo-
nych podluznych. tarcz i drgari gietnych plyt, wywolanych dzialaniem obciazen
i ogrzania. Analogicznym zagadnieniom po§wigcona jest praca P. CHADWICKA [54].

Dalszym zagadnieniem rozwigzanym, to propagacja fali plaskiej termosprezystej
w nieograniczonym osrodku z pustkq kulista i walcowa [40]. Chodzi tu o rzecz
nastepujaca. Plaska fala wywolana dzialaniem plaskiego Zrédla ciepta posuwa sig
w przestrzeni nieograniczonej i natrafia na pustke kulista lub walcowa. Obmywajac
te pustke pole temperatury doznaje zaburzenia, w otoczeniu pustki nastepuje
spietrzenie temperatury i naprezen. Uzyskano tu rozwigzanie czgsciowe w postaci
zamknigtej oraz rozwiazanie resztkowe, wyrazajace si¢ nieskorficzonym ukfadem
rownan algebraicznych o zespolonych wspélczynnikach.,

Spora grupa rozwigzan odnosi si¢ do tzw. zagadnienia Lamba elastokinetyki
klasycznej. Chodzi tu o rozpatrzenie wplywu obciazen i ogrzan dzialajacych na
polprzestrzen termosprezysta. Rozwiazano tu dwa typowe zagadnienia, miano-
wicie gdy obciazenie czy tez ogrzanie jest osiowo symetryczne oraz gdy obciazenie
i ogrzanie wywoluje plaski stan odksztalcenia [43). Z tymi zagadnieniami spokre-
wnione sg dalsze, dotyczace dziatania Zrédet ciepta (skupionego i liniowego) w pét-
przestrzeni sprezystej [41]. Jednak rozwigzania tej grupy maja jedynie charakter
formalny — dotad nie udalo si¢ uzyska¢ nawet rozwiazah przyblizonych, przy-
datnych do dyskusji.

10, Zagadnienia aperiodyczne termosprezystoSci

Wymieniona tu dziedzina badan jest najmniej rozwinigtym dzialem termosprezys-
todci. Spowodowane to jest wielkimi trudno$ciami matematycznymi rozwigzania.

Przy rozwiazywaniu zagadnien aperiodycznych termosprezystosci stosowane sa
na ogdl trzy drogi. Pierwsza polega na wyeliminowaniu z réwnafi rézniczkowych
termosprezystosci’

g, i+ @A-pu;, i+ X = oii+90,;,
Q

(10.1) |

0 jj——0—me=—=
vJi % ne %
czasu t przez wykonanie na tych réwnaniach transformacji Laplace’a wzglednie
transformacji Fouriera wzgledem czasu f. Pierwsza z wymienionych transformacji
Jest najezedeiej stosowana ze wzgledu na obszerny zbiér transformacji odwrotnych.
Dokonujac zatem na (10.1) transformacji Laplace’a, okreslonej zwiazkiem

(=+]

LG, 0) = @@, 0) = [ @, 0)er'dr, p>0

0
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i zakladajac jednorodno$¢ warunkow poczatkowych uzyskamy z (10.1) nastepujace
przetransformowane réwnania:

pity, 5+ QA+ s, i+ X = op*i+y0 5,

(10.2) -

0,5— = O0—npit;, ;= — %—

Tutaj nieznane funkcje u;, 0 sq funkcjami polozenia x i parametru transformacji p.
Rozwigzanie réwnan (10.2) nie nastreeza dla wielu zadan szezeg6lnych, wiekszych
trudnosci; sa one tego samego rzedu jak w zagadnieniach drgan harmonicznie
zmiennych w czasie. Istotna trudno$¢ lezy tu w wykonaniu odwrotnej transformacji
Laplace’a na uzyskanych rozwiazaniach u;(x, p), 0(x, p).

Druga droga rozwiazania polega na wykonaniu na réwnaniach (10.1) potréjnej
transformacji catkowej Fouriera wzglgdem zmiennych x;. W ten sposéb doprowadza
si¢ réwnania (10.1) do ukladu réownan rézniczkowych zwyczajnych, w ktérych
czas wystepuje jako zmienna niezalezna. Po rozwigzaniu tego réwnania wykonuje
sic odwrotna potréjna transformacj¢ Fouriera [56].

Trzecia droga chetnie stosowana dla przestrzeni i polprzestrzeni termosprezystej
polega na stosowaniu poczwérnej transformacji Fouriera. Ukfad réwnad (10.1)
sprowadza si¢ do ukladu czterech réwnan algebraicznych dla transformat i, a.
Poczwoérna transformacja odwrotna prowadzi tu do ostatecznego wyniku [65 i 66).

Kazda z tych drég zwiazana jest z duzymi trudno$ciami matematycznymi; sa one
tak wielkie, ze dotad nie uzyskano zadnego rozwiazania w postaci zamknigtej.

Rozpatrzmy nieco szczegélowiej réwnania falowe (3.9) i (3.11) wywodzace sie
z réwnan (10.1). Jedli stosowaé pierwsza droge postgpowania i na réwnaniach
falowych wykonaé transformacje Laplace’a przy zalozeniu jednorodnych warunkow
brzégowych, to otrzymamy ukfad réwnan

(v 52} -z d -2
1

(51 4 “
b j
(10.3) Vi—5 )y = — g Xir
Ca

- 1 p2 — B

0=—|V2—5|D, e=mmx, i=1,2,3."
m ot

Roéwnanie fali podtuznej przy Q = 0, # = 0 przedstawi¢ mozemy w postaci

(10.4) (V2—22) (V2= D =0,

gdzie 4, A, sa pierwiastkami réwnania bikwadratowego:
4__12 i _._1 —{_)?—z:
A Ap[cf 4 = (1+s)]—1— 7 0.
Poniewaz pierwiastki tego rdwnania

1 s [ 2.2 482
21,z=—{%(l+s)4-%il(%(l+e)+%) ~—%—] }

2 ey
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wyrazaja si¢ w sposéb nader zlozony jako funkcje parametru p, to widocznym sie
staje, ze wykonanie odwrotnej transformacji Laplace’a na funkcjach @, 0 natrafia
na wielkie trudnoéci. Z koniecznoéci zwréci€ sig trzeba do rozwigzan przyblizonych.
Na ogét stosuje sig dwie drogi przyblizonego rozwigzania. Pierwsza polega na
wykorzystaniu faktu, ze wielko$¢ & = nmx jest mala (¢ <€ 1) i ze mozna ja traktowaé
jako maty parametr [36]. Przedstawiajac zatem funkcje @ i 0 szeregiem potggowym
wzgledem &

(10.5) D = Oyt-eDy+e2Dy+ ..., 0= 0,+4e0,+620,+ ...,

doprowadzimy réwnanie (10.3) do uktadu réwnan
PR m= 1 __ -
DD, Py = _—_;Q—‘é‘lz" Dat,

10.6 = -
( ) "-j)ltz;)z(])l — % Vz‘po,

gdzie

2
(_)1— Vi— —2 (Dz = Vs—p/x.

(51

Dla temperatury 6 otrzymamy

(10.7) 0= D@yt 4 3t ).
Przy stosowaniu metody perturbacji wystarczy dla celéw praktycznych ograni-
czyé si¢ do dwu czlondéw szeregu (10.5). :

Zauwazmy jeszcze, ze funkcje @, 0, odnosza si¢ do zagadnienia mesprzqzonego

Inny wariant metody perturbacyjnej polega na rozwigzaniu réwnan (10.3),
a nastepnie na rozwinigciu funkceji zawierajacych wielkoéci k, (2, p), ko(e, p) w szereg
potggowy wzglgdem parametru e. Wariant ten z powodzeniem zostal zastosowany
przez R. B. HETNARSKIEGO [551 61] przy rozwigzywaniu szeregu zagadnienn odnc-
szacych sig do przestrzeni i pdlprzestrzeni termosprezyste;j.

Druga droga rozwigzania przyblizonego polega na okreéleniu funkcji @, 0 dla
matych czasdéw. Rozwiazania tego typu sa bardzo uzyteczne, gdyz istotna rdznica
migdzy zagadnieniem dynamicznym i quasi-statycznym istnieje dla malych czaséw t.
Ze wzrostem czasu réznica ta zanika.,

W my$l twierdzenia ABELA

lu'nf(t) = lim p.L[f (1],

t—0 pP—»00

malym czasom odpowiadaja wielkie warto$ci parametru p w transformatach La-
place’a. Nalezy zatem w rozwiazaniach réwnan (10.2) czy tez réwnah (10.3) roz-
wingé wyrazenie zawierajgce wielkosci k, (¢, p), ks(e, p) wedlug poteg 1/p, zatrzy-
mujac kilka cztonéw tego rozwinigcia. Wykonanie odwrotnej transformacji Laplace’a
daje ostatecznie przyblizone rozwigzanie zadania.
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Prace dotyczace propagacji fal aperiodycznych sa nieliczne i odnosza sie do
ukladéw najprostszych, do przestrzeni i polprzestrzeni sprezystej. I tak zagadnie-
niem dziatania chwilowego i ciaglego skupionego Zrédia ciepla w nieograniczonej
przestrzeni termosprezystej zajat si¢ R. B. HETNARSKI [55 1 61] stosujae tak metode
perturbacji, jak i matych czaséw. Zagadnienie dzialania chwilowej i skupionej sity
dziatajacej w przestrzeni rozpatrzone bylo przez E. Sodsa [17]. Wplywem warunkéw
poczatkowych na propagacj¢ fal termosprezystych w przestrzeni nicograniczonej
zajat sic W. Nowacki [57].

Z przedstawionymi tu zagadnieniami spokrewnione jest zagadnienie wyznaczenia
pola odksztalcenia i temperatury wokof pustki kulistej w przestrzeni nieograniczonej.
Zagadnienie naglego obciaZzenia brzegu ciala z pustkq bylo przedmiotem dwu prac.
W pierwszej M. LEsSEN [58] stosuje metodg perturbacji, w drugiej P. CHADWICK
[36] przedstawia zastosowanie metody asymptotycznej dla malych czaséw.

Zagadnieniem naglego ogrzania brzegu ciala z pustka kulisty zajal si¢ G. A. Na-
RIBOLI [59] stosujgc metode perturbacji. Z uzyskanych rozwiazan przyblizonych
wynika, Ze fale termosprezyste doznaja dyspersji i tlumienia. Wplyw sprzezenia
pola odksztalcenia i temperatury jest nieznaczny. Rozwiazania iloSciowo niewicle
odbiegaja od rozwigzan otrzymanych w ramach teorii naprezen cieplnych.

Drugim waznym problemem, ktéremu poswiccono kilka prac, to propagacja
fali plaskiej w pdlprzestrzeni termosprezystej, wywotana naglym ogrzaniem plasz-
czyzny ograniczajacej polprzestrzen. Chodzi tu o uogdlnienie znanego z teorii
naprezen cieplnych «zagadnienia Danitowskiej». Problem ten podjgt R. B. Her-
NARSKI [60 i 61] przy uzyciu metody perturbacyjnej oraz przy wykorzystaniu twier-
dzenia Abela dla malych czaséw. Ten sam problem podjgli B. A. Borey i L. S. To-
LINS [62] oraz R. Muk1 i S. BREUER [63]. Dzialanie ogrzania punktowego polprze-
strzeni termosprezystej bylo przedmiotem pracy G. PARrir [64].

Propagacji fali podluznej w pélprzestrzeni sprezystej i w precie nieskonczonym
i polnieskonficzonym po$wigcone byly prace 1. N, SNEDDONA [37] oraz J. IGNACZAKA
[56]. W tej ostatniej pracy zastosowano najpierw transformacje Fouriera wzgledem
zmiennej miejsca i dalej rozwigzano réwnanie rézniczkowe zwyczajne trzeciego
rzedu wzgledem czasu. Rozwigzanie tego réwnania oraz wykonanie odwrotnej
transformacji Fouriera doprowadzitlo do ostatecznego wyniku.

Na zakonczenie tego przegladu przedstawi¢ nalezy dalsze kierunki rozwojowe
termosprezystoscei,

Wydaje sig, Ze mozna oczekiwaé uzyskania dalszych ogdélnych twierdzen, stano-
wigcych nogélnienie znanych twierdzen z elastodynamiki. Chodzi tu o uog6lnienie
twierdzen KIRCHHOFFA, WEBERA i VOLTERRY. Czyni si¢ réwniez préby [72] uzyskania
dalszych, obszerniejszych twierdzefi wariacyjnych. Dalsze badania péjda réwniez
w kierunku uwolnienia si¢ od ograniczenia matych odksztalcen, a wigc w kierunku
rozwijania nieliniowej geometrycznie termosprezystosci. Innym kierunkiem — to
odstapienie od ograniczenia |0/T,| < 1, a wiec badania cial o podwyzszonych
temperaturach, gdy wspélczynniki termiczne i mechaniczne sa funkcjami tempera-
tury. Ostatnio zapoczatkowane zostaly badania w dziedzinie powigzania pola
odksztalcenia, temperatury oraz pola elektrycznego w piezoelektrykach [73, 74
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i 75]. Interesujacym jest rdwniez zapoczatkowany kierunek magneto-termosprezy-
stoéci [76-81]. Chodzi tu o badanie pola odksztalcenia, pola temperatury oraz pola
elektrodynamicznego w przewodnikach elektrycznych w obecnoSci silnego, pier-
wotnego pola magnetycznego.
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Pesome

JUMHAMHIYECKHE BOIMPOCHI TEPMOVIIPYTOCTH

Toxna/l MOCBAILAETCS PASBHTHIO COMNPSMKEHHON TEPMOYIIPYTOCTH 34 TOCHC/ee JIECATHIICTIE,
TTocne 0BCYIKIEHIA TEPMOJHHAMHYECKHX OCHOB TEOpHHN BBLIBOJSITCH OCHOBILIE COOTHOIICHIST
i qudieperpaibibie YPAaBHEHHA TePMOYIPYTOCTH H [AIOTCS TIABHBIE METOJLI UX DElIeHNs,
OcnonHoe COJEPIKANNE JAIBHEHIINX PACCYHICHHI COCTaBIAIOT 0DIME DHEPTeTHUeCKIe 11 Bapia-
LHOHHBIE TEOPEMBI, TEOPEMEI O BIAHMHOCTH, @ TAIOKE BLITEKAIONINE H3 HUX METO/(bl MHTErpPi-
POBaHHS YPABHEHHIT TepMOYIPYIocTH. B 3aKHOYeHHEe TIPEICTABICH BONPOC O PACHIPOCTPAHCHHIL
MOHOXPOMATHYECKHX ¥ ANEPHOUYECKHX BOJH W ODCYIKAAIOTCA NOJIYUEHHBIE B 91O 00JacTit
JIETAIBHBIE PE3yIILhTaThI.

Summary

DYNAMICAL PROBLEMS OF THERMOELASTICITY

The paper is devoted to the development of the coupled thermoclasticity during the last ten
years. After discussing the thermodynamical fundamentals of the theory, basic relations and the
differential equations of thermoelasticity have been derived, also the main methods of solution.
The central point of the further discussion consists in general theorems: energy theorems, varia-
tional principles, reciprocity theorems and consequently the method of integration of the equations
of thermoelasticity. Finally, the problem of the propagation of the monochromatic and aperiodic
waves has been presented and the main particular achievements in this field have been discussed.
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