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PRZYCZYNEK DO ZAGADNIENIA JEDNOCZESNEGO

SOISKANIA I DRGANIA

A) Rozwigzanie £cisle statecznodei plyty
prostokatnej tj. rozwigzanie zagadnienia brze-
gowego réwnania rézniczkowego odksztalconej
plyty natrafia dla znacznej ilofci wypadkéw
na duze trudnofei natury matematycznej.
Trudnodei te w duzym stopniu omija metoda
energetyezna G. H. Bryana i 8. Tmloszeu],l
oraz metoda prof. dra W. Wierzbickiego onié-
wiona w pracy: ,Przyczynek do zagadnienia
statecznogei plyty prostokgtnej” — Inzynieria
i Budownictwo 1946.

W wymienionej pracy przedstawiona jest
mozliwosé wyzyskania mysli Vianella (wyzna-
czanie sily krytycznej preta Sciskanego spo-
sobem wykredlnym przy pomocy wieloboku
sznurowego) do wyhoczenia plyty prostokgtnej
i to na drodze analitycznej.

Zaletg metody prof. Wierzbickiego jest pro-
stota aparatu matematycznego, bhowiem za-
gadnienie brzegowe réownania lémuukonvgu
sprowadza si¢ do rozwiazania (dla kolejnych
przyblizen) rownania r(mmezho“ego czastko-
wego niejednorodnego powierzchni odksztal-
cenia plyty.

B) Celem niniejszych rozwazan jest wyko-
rzystanie metody prof. W. Wierzbickiego do
zagadnienia jednoczesnego drgania i Sciskania
plyty prostokatnej, do zagadnienia, ktére zna-
lezé moze praktyczne zastosowanie w kon-
strukejach inzynierskich.

Rozwazania ograniczymy do czterech chara-
kterystycznych wypadkéw plyty prostokgtnej.

Zmane réwnanie rézniczkowe odksztalcone]
plyty prostokatnej drgajgcej poprzecznie (drga-
nia swobodne) i §ciskanej podluznie w kierunku
osi y silami ¢ réwnomiernie roziozonymi na
krawedziach =0, 2 =a brzmi:

- Q*w *w

PELYTY PROSTOKATNEJ

W réwnaniu tym:
Eh?

12(1,-?%3)

£ — modulem sprezystoged

— jest charakterysiyka
sztywnogei plyty na
zginanie

N =

I — grubogeig plyty

; ) _ o
m — liczbg Poissona (dhl stali m:%l)
&t

Sy

w(x, y,1) — 1zedng ugiecia plyty 4w= g:j e

y — ciezarem wlaciwym, ¢ — prazyspieszeniem

ziemskim: ;(:ﬂ :
I) Plyta w krawedziach y=0; y=b

utwierdzona zupelnie, w krawedziach
r=0; r=a swohodnie podparta.
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Rys. 1.
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2
Wprowadzajae oznaczenia:
J}':yfb Cz.ﬂ/b b=aa

i przy zalozeniu w(z,y,1) =w(z,y) sin wt, gdzie o
jest czestotliwogeia drgan wlasnych plyty, do-
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prowadzimy réwnanie (1) do postaci bezwy-
miarowej:

Akt )+ g g — o =0 (2)
gdzie: '
o Q0?5 UVuo?
=y TN

Przy zalozeniu
w(&,n) =¥ (n)sin +{

speliajacym warunki brzegowe na krawedzi
c=0 i x=a przeksztalcamy réwnanie czast-
kowe (2) na réwnanie rézniczkowe zwyczajne:

ary , (Y 5 (X
E}'I_-" d’f,-!—VlY— LR Sy d F) 'Jf—;"-Y (-“l)

Y=da

Rozwazmy najpierw oddzielnie zagadnienic
wyboczenia plyty i oddzielnie zagadnienie drgan
wlasnych plyty.

a) Zagadnienie statecznosci
k=0; ¢=0.
Réwnanie (2a) napiszemy w postaci:
YV—2»Y "+ ArY =—n2pY¥"

1’(;}:%):0 Y*(;%):o.

plyty:

(2b)

Przyjmujemy jako pierwsze przyblizenic dla
odksztalconej plyty funkeje:

1'D=§(1+ cosdn) A=2m

0 — ugigeie w punkeie = 7=0.

2_6!’
Funkcja Y, spelnia warunki brzegowe za-
dania, nie spelnia jednak réwnania rézniczko-

wego (2a). Wielkogé: _.YH::—%A‘* cos Ay wsta-

wiamy w miejsce ¥Y'’ po prawe]j stronie réwna-
nia (2b). Czlon — =Yy traktujemy jako
obciazenie plyty.

W ten sposob zagadnienie brzegowe réwnania
rozniczkowego (2b) sprowadzamy do rozwigza-
nia réwnania rézniczkowego niejednorodnego:

227" 4 AY = g-zzn”wcm E

Calka ogdlnag réwnania rézniczkowego (2c¢)
bedzie:

T

yIv— (2¢)

Cos vy + Uy vy Sin 1y +
+ Uy Sinvy + Ugvn Cos vy .

Ze wzgledu na symetryezng postaé odksztal-
conej (co zakladamy dla wartosei 0<a-< V:_i):
{J“a = Udu — O =

Z warunkow brzegowych Y(1)=0,
znajdziemy:

Y'(H=0

Nr 3—4
= & T’)" Mo 9
b l() + m ,.lr(l ..a}
hmv/?
U2___('Lb1uw 2+ p[2Cos 3,2
gdzie:
ooy S v[2+ /2 Cosp/2
Piyj2) = g B0

Cos /2 Siny/2 4 v2
Dla $rodka plyfy otrzymamy wartosé
rp'r. /20

-Y(U'J*' + U,.-

Przyrownujae wartosci rzwluyt-h Y0y i Y(0)

dochodzimy do  pierwszego przyblizenia  dla
parametru @:
R e i
PR Pl )] (31
albo pray 4 =2z, r—au
T
¥

Rys. 1 daje zaleznosé miedzy ¢ 1 a; o tabela
porownanie wartosei uzyskanych metoda secisla

(I'r, Sehleicher) t) i ometodg prof. W. Wierz-
bickiego.
Na?
= F
. Rozw. §cisle  Rozw. praybliz.
« p ;
0,4 4,339 1,310
0,6 4,317 1,313
0,8 5,080 5,502
1,0 6,743 6,758
1,2 38,3173 8,446
1,4 10,6398 10,811
1,6 13,6300 14,013
0\
Dla a—0, a—>oc0, (— 5
ilﬂ
12
o
: £
’ L
: 7
7 ,/i |
6r -/f i I
s = 1 !
G — e "r ' | | I
N S T
1 5
UTT9r ey ee 9s 4o 4z 4g o ©
Rvs. 2.

Uderza dokladnos¢ pierwszego przyblizenia.
Najwigksze odchylenie nie przekracza 39/
Dokladniejsze wyniki dla ¢ otrzymamy przez

1) Fr. "Schleicher, Die Kuoickspannungen von ein-
gespannten rechteckizen Platten, 1931,
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poréwnanie frednich wartosei ¥ i ¥, z row-

nania:.
”9
f Ydn= f Yody
o Gm— Sin %% -}fi,j v
i——(l—i—-u*) < = g ;T- . B
Hmz——r

a—f

Dla wartosci o> /3 plyta (jak wykazaly ba-
dania Fr. Schleichera) wygnie si¢ wedlug dwach,
trzech itd. polfal. W tym wypadku najwy-
godniej prayjac¢ jako postaé wyboczenia plyty
w kierunku osi # funkeje:

Y, = 6(Cos py + € cos py), (4)
. inp/2 g
gdzie: c.—.% a parametry p spelniaja row-

nanie:

Tgpl2+tgp/2=0, p,=4,730, p,=7,853,
py =10,996, p,=14,137.

Funkecja. (4) spelia wszelkie warunki brze-
gowe zadania i przedstawia posta¢ drgan wla-
snych preta obustronnie utwierdzonego o roz-
pietosci b. Wstawiajac Y, z réwnania (4) do
prawej strony réwnania (2Dh) uzyskaé mozna
na drodze juz omoéwionej zaleznogé miedzy
pia.

Zwigzek ten zawiera¢ bedzie wszelkie po-
stacie wyboczenia plyty w zaleznodci od wiel-
kofci py,ps..., wedlug jednej, dwoch itd. polfal.

b) Zagadnienie drgan wilasnych plyty
(q=0).
*  QOgraniczymy si¢ tu do wyznaczenia pierwszej
czestotliwodei drgan. Rownanie rézniczkowe (2h)
napiszemy w postaci:

YV _ 22" 4 AY = kT, (2d)
gdzie: ¥, = 2é (14cos 2y), A=12a.
Wielkoéé kY, traktujemy jako obeigzenie
pl:Yty. I * .
Rozwigzanie réwnania (2d) prowadzi do:
Y= kﬁ{ + (;OS ;ﬂ}) ]-I— U, Cos vy UgmyNin 1.

7Z warunkéw brzegowych ¥Y(1)=0, Y'({)=0

nzyskamy stale catkowania:
ko[ 1 1
.U-_F'U’+2F_74
U Sin »/2
18in#/2 4 /2 Cos /2’
az przyréwna.ma Y, (0)2Y(0) wielkof¢ para-
metru k:

2A(J2 + 32)?
= A FORI+ (At AR —

Fv[2)],

(ha) -
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albo
T4 e 212 (5D)
w?:l\n 208 (1 4 a?)

b%'mp+r()hwwm%F—Fﬁﬂy

Dla a—oco0; a—0 olrzymamy:

Nat 2.16 Nad .. i
= TR ’4 =——:5,289 za.m.}'\4 -5,134.
i 9o i P b
24

Dl wyzszych (-zqsl,méliwuéoi nalezaloby przy-
Juc:
Yy =06(Cos py -+ ¢ cos py).
¢) Zagadnienie laczne. ¢==0:
Napiszmy réwnanie (2a) w postaci):
YW 29 Y" 4 Y =kY—nPpY". (2a)

Prawa strone réwnania traktujemy jako
obcigZenie, przy przyjeciu

Y= fT, (14 cos An).

Rozwigzaniem réwnania (2a) bedzie:

T :
I’:%co ;?H_ké Aﬁz(;aivﬂ)fcoun +
~+ U, Cos vy + Uy Sinwy.

7 warunkow brzegowych:
Y($)=0, Y'(})=0

i z przyréwnania Y,(0)®*¥(0) otrzymamy na-
stepujaca przyblizong zaleznofé miedzy @ i kr

2222
50p gLt PO+

k . (6)
i TAET P [+ F(»/2)) +

4 (224122 (1—F(»/2))] =1.

Jezeli przez ¢, oznaczymy wielko§é ¢ dla
k=0 (réwn. 3a) a przez Lu wielkodé &k dla g =0
(rown. Ha), to réwnanie (6) da si¢ przedstawié
jako &= ky(1—¢/¢,) Iub tez:

w?= @} (1—¢/qy)- . (7)

Stwierdzamy zatem, ze 1) czestotliwosé drgan
wlasnyeh plyty mfl}e]v ze wzrostem obeigzenia ¢
i dla g—q, (krytyczna warto§é obcigzenia
plyty dla w=0!) maleje do zera; 2) dla il
rozciggajgeych ¢ natomiast ezestothwoéé Wzra-
sta.

1I) Plyta w krawedziach 2=0; r=a
utwierdzona zupelnie, w krawgdzla,ch
y=0, y=>b swobodnie podparta.

Przy zalozeniu: w=Y sin », v=ma réwnanie
rozniczkowe zadania

O%w
. AAw(C,?;).—_r.—qu—a-EE + Tew
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przyjmie postac:
YWV—2Y"" Y = (pn®? + k) Y.
Zakladajac podobnie jak w wypadku I-szym
Y, = g{l-i— cos An)
otrzymamy rozwigzanie réwnania:
YWV 227"+ 94Y = g(tpnzvg_-l- k) (1+ cos An)
w nastepujacej postaci:

aowdy ] + U, Cos vy + Uyvn Sin vy

Y:;l[yqﬂ—(;;,

A= ((pv"’-n"" + k).

T TR RI #

¢
T D
2 ~— o
— 33 >l &3 > l(
TYTFFrTases,
1’1'3 ¥
Rys. 3.

7Z warunkow brzegowyeh: Y(§)=0, Y'(4)=
i z przyréwnania Y (0)=Y¥Y(0) otrzymamy za-
leznosce: "

(8)
. AR (v/2)14- (222 1—F(/2)] _
. ('?’-T v } yq.(az ?_)2 |
albo
k= lo(1— @/po) )
gdzie:
@y jest wartoseig ¢ ze wzoru (8) przy k=0
a ky ., # ko (8) » @=0.

III. Plyta dookola swobodnie pod-
parta.

Wychodzae 2z réwnania (2) i zakladajac
wo=20sin sin Ay, v=nma, A=mn traktujemy
prawa strone réwnania (10) jako obciazenie
plyty
o D20,
91;-

= 8(k + pm2A2) sin Ay sin g .
Rozwigzaniem réwnania (10) bedzie:

(k+ @n*2®)
(A2 0?2

Przyrownujac rzedne w(l,n)=1wy(¢,n) otrzy-
mamy wynilk Secisty 1):

(k4 @a22?) = (2 +9*)? albo 0= wi(1—q/g) (11)

13 A, Nadai, Elastische Platten 1925, str. 165.

Adw(L,n)=wy-k— rp,

(10)

w(l,y)=2~a sin 2y sin g .

Przyjeta funkeja wy(l,n) pokrywa sig z r0z-
wigzaniem zagadnienia brzegowego réwnania
rézniczkowego (2).

IV) Wyboczenie plyty dookola swo-
bodnie podpartejsilgskupiong Pi obela-
Zeniem g.

Rys. 4.

Réwnanie rézniczkowe ugiecia plyty I

(wzgl. II) brzmi przy zaloZeniu w =§a,.¥sinv{‘
: 1

Y="nna

v ’ 2.8 qb*
YNV _22Y""+ Y14 =pn??Y ¢=

Nnt'
Przyjmujac jedng péifale w kierunku osi 7
Yo=cosdy A=mn/2 n=y/6
otrzymamy powierzeh.nié odksztateenia:

2 2
w= 2' (% cos An+ v, Cos vy +V,Sin wy +
AR

~+ Vyvn Cos v+ V oo Sin mg) sin +,
7 warunkéw brzegowych:
Y(0)=a, Y'(0)=0 X(1)=0 ¥"(1)=0
znajdziemy stale catkowania:

2,2 : :
V].:a‘n [1__%] V2="""V3 V‘=_Tg3"Va
gdzie
(02 + A2
Po="mpr

jest silgy krytyczng dla wypadku P=0.
Sila tnaca w prostej 1;.—0 daje:
Pw  dw
t== (E’J"‘ + o, )
Poniewaz Y'(0)= 0, otrzymujemy ostatecznie:

N

T=—7

Zanl””(ﬂ)smvc
1

2N 13 Cos2y :
( )vaOoaﬂ—-vsm“r'
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r >
P
il e
¥l 7Y
Rys. 5.

Zrownowazenie paska plyty o szerokosei ¢
daje:

———

P— 207=0,
Réwnanie rézniczkowe wygiecia paska iz a:

dw d*w S
EJ%"'{'PW:P przy ﬂj?([],;')zlzvaﬂslﬂ‘l’f

prowadzi do zwigzku:

EJ .P'U?‘ Q,N 0l GOSE'}' =
a,,[Fwﬁ—zﬁ—gﬂ (1'-9°f%>m:;] -
t-h?

c}::_ﬁ.
Jesli t—0: J—0
Cos*»

L Tj
P H (1 - ﬁ)
. b Po
7 ostatniego zwigzku odczytujemy, ze miedzy
silg krytycznag P a obcigzeniem ¢ zachodzi
zwigzek liniowy

P=Pn(1—§;),

Cos v Sin y—w».

gdzie P, jest silg krytyczng przy ¢=0, ¢, — silg
krytyeczng dla P=0.
W wypadku, gdy ¢=0, wzbr:
4Ny Cog?y

Po= b Cos»Siny—v»

pokrywa si¢ z rozwigzaniem A. Sommerfelda ?).
T ;

Dla n=1 bza P,= %—if :

W zagadnieniu 1aczacym drgania i Sciskania
plyty, punktem wyjécia rozwazan bedzie réwna-
nie powierzehni odksztalcenia

YV —212Y"" - YA = (pn®* +- k) Y.

Po przeprowadzeniu analogicznych dziatan
jak dla wypadku Sciskania bez udzialu drgan
znajdziemy ostatecznie:

Qi k

P
CEs D Ty

I_’o .

1— (a)

1) A. Sommerfeld, Z. Math. Plysik 1906.

Oznaczajac przes

(»* + 22"

=172, T
wielko§é obeiazenia krytycznego ,t‘.b._, dla k=0,
4 ;-F‘.

a Przez

3 BN i das
T (1_1—)-0) (1 + 22)2

i 2[4
wielkog¢ < e dla g=0 napiszemy zwigzek (a)
w postaci
W=} (1—-91).
_ o

Zauwazmy jeszcze, ze dla ¢=0 i b—>oo
w?= w?

7 2
o,m(l_' ja‘u)l

gdzie wd;w jest czestotliwoscig drgan wilasnych
plyty nieskonczenie diugiej przy stanie P==0,
czyli

o

. Nrina
w .

0,00 p‘,ﬂr"

Powyzsze przyklady pozwalaja ocenié¢ ko-
rzy§ei stosowania metody prof. W. Wierzbic-
" kiego do zagadnien jednoczesnego drgania i §cid
skania plyty. Pierwsze przyblizenie daje wyniki
dostatecznie dokladne dla celéw praktycznych.
Dokladno$é pierwszego przyblizenia oceni¢ mo-
zna drugim, frzecim... przyblizeniem. Polega
ono na wstawienin otrzymanej funkeji ¥ do
prawej strony réwnania (2a) i uzyskaniu mo-
wego przyblizenia. Przyréwnanie rzednych ko-
lejnych przyblizen: Y,—~Y, lub calek

f Y g dn® f Y.dy

daje wartosé kolejuych parametréw ¢, k.
Wykonane dwa dalsze przyblizenia przy-
padku Ja wykazaly doskonalg zbieznosé
ciggu parametru ¢, Zadziwiajaca jest zgod-
nos¢ wyniku ostatecznego we wszystkich
czterech wypadkach, mianowicie zwigzku:

P= w&(l—- i) :
q

0

Zaleznogé ta wykryta dla preta §ciskanego
i drgajacego poprzecznie (preta obustronnie
swobodnie podpartego) przez L. Eulera zdaje
sig potwierdza¢ (dla- wypadku IIT w. sposob
§cisty) dla rozmaitych utwierdzen piyty w spo-
sOb przyblizony, podobnie jak to ma miejsce
dla innych wypadkéw utwierdzen pretfa.



