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Dr Inz. WITOLD NOWACKI

- ZASTOSOWANIE RACHUNKU ROZNIC SKONCZONYCH
| DO WYBOCZENIA RAM CIAGLYCH

1. PLASKA RAMA CIAGLA

A) Rozwaimy rame ciagla o jednakowych roz-
pigtosciach | i wysokosciach stupéw h. Moment
bezwladnosci rygla 1, slupéw I. W wezlach ra-
my dzialaja pionowe sily S. Dazymy do wyzna-
czenia sily krytycznej Sy = v +S, powodujace
wyboczenie uktadu ramowego. Wyboczenie naste-
puie w plaszczyznie ramy. Zakladamy, ze zaloze-
nia teorii wyboczenia — idealnie proste stupy,
§cisle osiowe dzialanie sil i izotropia materialu sa
spelnione. Zakladamy dalej, ze w trakcie wybo-
czenia ramy, sily zachowuja swe kierunki dziala-
nia i ze wyboczenie nastapi w obszarze sprezy-
stych odksztalcen. _

Ze wzgledu na wysoka statyczng niewyznaczal-
noéé stosujemy metode odksztalcer, przyjmujac
jako nadliczbowe wielkosci katy obrotow weziow
i katy obrotéw pretow.

B) Réwnania transformacyjne metody od-
ksztalcen

Pod wplywem obciazenia wyboczajacego prety
doznajg znikomego ugigcia. Koince preta I—
obréca sie o nieskonczenie male katy N; i Ny,
pret dozna obrotu o kat T.

Obok skonczonej wartoéci sily S wystapia nie-
skonficzenie male momenty zginajgce i sily tnace.
Réwnanie rézniczkowe problemu brzmi :

2
d* A?d
d—:j-lrW:f?_no ..(1)
: B i
gdzie A =1 V—EJ
S S
o 12,
1 W j b
]I.\ Jo Jeo
‘+~__Z'__ | !:

Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego (1) bedzie:

y = U +U2ﬂ—l'—x + l.JgsinA—ll-—-xlL;cos.eh-T.-:JE ()]
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S ‘\j J & S
--—_n-,l_ _____ e —— -
s LW 1|4
=1 - | Muw
N3 = S
)
VJ"‘—-'.' J VKJ

rys. 1b.

Stale catkowania U;,....U; wyznaczymy z na-
stepujgeych warunkéw brzegowych:

d
Dla: x=0 y=0 E£=NI
x=1 y=TI =N

Momenty przywezlowe M i Mg otrzymamy
ze zwigzkow:

M!i i EIY" ! t=’° MK.' — El)’" !x:[ .

Wstawiajge do tych réwnan Ui .. .. Ug i po-
rzadkujac réwnania wzglegdem Ny i Nk i T,
otrzymamy tak zwane réwnania transformacyjne
problemu *)

M[K =1m [C(A)N, + S (A)Nx — V(A)T]

coee (3
MKI =m [ s(A}N] + C(A)Nx_ V(A)T] ( )
2E1
przyczem: m = —y—
(A) = 1 AsinA — A’cosA
A = " D1 —cosA) — AsinA
1 A? — AsinA
S(A) ~ 2 2(1—cos A)— AsinA
v(A) =c(A) + s5(A).
Dla S—>0:A—»0, otrzymamy:

c(0)=2 s(0)=1 v(0)=3.

Réwnania (3) przechodza na réwnania trans-
formacyjne preta, nieobcigzonego poprzecznie:

Mg = m(QN; % NK — BT)

sv v \OR

MK[ = !Tl(QNK + N[ == 3T) ( )

Jezeli w wezle | istnieje przegub, to Mix=0.

Eliminujac z pierwszego réwnania (3) kat N; i wsta-

wiajgc otrzymang warto$é do drugiego réwnania (3)
dochodzimy do nastepujgcych zwigzkéw:

Mm =1 MKI — mE(A) (N.( — T) PR (4)
*) Patrz: E. Chwalla i Fr. Jokisch. Ueber das ebere

Knickproblem des Stockwerkrahmens. Der Stahlbau
1941.

Podobnie dla przegubu w K przy sprezystym
utwierdzeniu w I znajdziemy:

Ma=0  Mgx=mc(A)N; —T)
We wzorach (4) i (4a):

— A? sin A
c(A) = "2 sin A— AcosA °

... (4a)

C) Réwnanie warunkowe wyboczenia

1) Rama ciggla o wezlach nieprzesuwnych.

Ze wzgledu na nieprzesuwnoéé ukladu ramowe-
go stawiamy dla wszystkich pretéw ramy T =0.

Przechodzac z polozenia réwnowagi ramy wol-
nej od momentéw zginajacych do polozenia réw-
nowagi o nieskonczerie malo wygietych pretach,
wypisujemy dla tego polozenia réwnania réwno-
wagi wycietych wezléw Z M = 0; przyczym
znak sumy rozpoéciera si¢ na wszystkie prety,
zbiegajace si¢ w weizle.

Dla wezla x znajdziemy:
M:,x—l i Mz, x+1 i M,,' o 0
M, x+1 = m(2Ny + Neyo)

Mx, x—1= M (QN: * N:—l)
2Ely- i
A=h}Yy =2
h V EI
Wstawiajac powyzsze zaleznosci do réwnania (5),

otrzymamy réwnanie réznicowe liniowe jednorodne
drugiego rzedu:

_moc(A) =
Neor+ 2N [2+ 252 ] 4+ Nepa=o0
x=12...n—1) sonras ()
Oznaczajac przez w(A) wielkosé w(A) =
B o moc(A)] .
[2_+ 2m ]
sprowadzamy réwnanie (6) do postaci:

Neoi— 2N, w(A) + Noy1 =0 .... (6a)

Rozwigzaniem rdéwnania réinicowego bedzie
zwigzek:

i ()
Ale:

Mxl:’ o= mQC(A)N,_

my, =

N,=C; D+ C; D RPN )|

gdzie Di; i D; sa pierwiastkami réwnania:

D?— 2w(A) - D+1 = 0
Stad: Di=—4-=D=w+ [/ wi-1

2

ostatecznie otrzymamy:
N: i Cl I)x + C] D_,
Warunki brzegowe zadania dajg dla wezla 0 i n

MD,—I-O Mn,n+1=0
albo 2N, +N_;=0 2Nn+ Nn4;1=0

... (73)

Wstawiajac do warunkéw brzegowych wartodci
No, N—1, Nia, Noy1 z réwnania (7a), otrzy-
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mamy uklad dwu réwnan liniowych jednorodnych:

C:(2+%)+C:(2+D)=0

C,D'@~D)+D " (2 +%)ro.

Powyiszy uklad réwnan bedzie niesprzeczny, (wy-
igwszy sprzeczne z zalozeniami problemu wartosci
Ci=0, C,=0) gdy wyznacznik ukladu réwnan
bedzie réwny zeru.

: 1
2""5

Warunek /. =|

D@2+ D), D‘“(2+%)I=

s 2% D

jest tak zwanym réwnaniem warunkowym wybo-
czenia ukladu ramowego.

244D

arp i
Jezeli w <1 to zakladajac D=cosE +isinE,
w = cosE, przeksztalcimy réwnanie (8) w po-
staé: sinnE + sinE + sin(n + 1)E=0 albo po
prostych przeksztalceniach '

tg’n—QE—+tg-g‘-=0

Ostatecznie otrzymamy: D" =

v wee (OKY

Przy wiadomym n wyznaczymy z réwnania (8)
lub (8a) pierwiastki w, .

Ze zwiazku w(A) = — [2 + 1 mo:;(A)]

2

wyzna-

czymy najmniejsza warto$§é A=hV% a tym-

samym najmniejsza wartoé¢ sily krytycznej

A EI
Smin — —i_.z_ — VS .
Dla n—» co otrzymamy prosty zwigzek
mgc(A) + 2m =0 PR 1)

Jezeli slupy opatrzone sa w wezlach podporo-
wych (x'=0,1,2 ... n) przegubami to w réwna-
niach 6—9 nalezy zamiast c¢(A) podstawié funk-

cie c(A).

2. RAMA CIAGLA PRZESUWNA

Nie uwzgledniajae wydluzen rygla, mozemy dla
wszystkich pretéw rygla postawi¢é T =0. Stupy
doznaja obrotu o wspélny dla kazdego slupa
kat T.

Zréwnowazenie wezla x daje:

Réwnanie (10) doprowadzimy do postaci:

Ne 1= 2w(A)N: + N, 41 = ﬂ%ﬂ
-2

x=12...(h—-1) ... (1)

Rozwigzaniem tego niejednorodnego réwnania réz-
nicowego, liniowego drugiego rzedu bedzic:

_ x —x, my v(A)T
Nx—C]D +C2D r = 2(1‘_\1\-’)’
D=w+fw—1 el (12)

rys. 2a.

Zréwnowazenie wycigtego rygla daje nam:

SH, =1 3(M,, +M,, + STh) —0

Wstawiajac do powyiszego réwnania

Mexa1+ M o1+ My =0 ....(10) M, = mg [c(A)Nx — v(A)T]
M, ¢ = m[c(A)N, — v(A)T] Myx = mg [s(A)N: —v(A) T]
Mx.x+]=m(2N3+Nt+1) A2
M,_,*1=m(2N,+Nx_1),. ST'h=mu_2_1_ThT

SMNa
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dochodzimy do réwnania

mov (A) N: — mo(n + 1) 2v(A) —

——-]-'I‘=0 . (13a)
Podstawiajac do réwnania (13a) wielkoéé N, z row-
nania (12) i wykonywujac sumowanie doprowa-
dzimy rownanie (13a) do postaci

(1—n) 1i—D A? .
C, + CD + —Dn (n+1) V(A) Tt
m,v(A) -
" m] =0 - {38)

Warunki brzegowe zadania dla weztéw 0 i n dajg:
M, =0 Mn,n+1:0

albo: 2N, + N,=0 2Na+ Nag1=10.

Wstawiajac do powyzszych réwnan N, réwnania
(12), otrzymamy ukitad dwéch réwnan liniowych
wzgledem Cy, C2 1 T

C(2+ 5)+CRHD+ S T=0 ..(14)

_ MV g

C,(2 + D)D"+ cm'“(z ! B) et

Réwnania (13b) oraz (14) przedstawiaja uklad
réwnan liniowych jednorodnych. Uklad ten bedzie
niesprzecznym, gdy wyznacznik ukladu A bedzie
réwny zeru.

Rozwigzanie wyznacznika ukladu réwnan daje
nastepujgce zwigzki:

241D
~2+D
A? 9 4 MoV

(15a).... D»
ml—w)

myv (1 + D) (1 —D")
m@+1) (1-D) (1~ w[(2+5 )+ D+ D)

(15bY « v

Pierwszy zwiazek daje nam symetryczna, drugi
antymetryczna posta¢ wyboczenia. Ze zwiazkiem
(15a) spotkalismy si¢ juz w wypadku wyboczenia
ramy nieprzesuwnej.

Dla wiadomego n wyznaczamy ze zw1qzk0w

(15a, 15b) najmniejszg wartos¢ A, a stad
S AZEl
kT TR

Z réwnania (15b) dla n— e iprzy D> 1
otrzymujemy prosta zaleZno§é:
A? +' mgy v (A)

vAy R —wAy



