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O WYZNACZANIU NAPREZEN I ODKSZTALCEN
W CIELE SPREZYSTYM O IZOTROPII POPRZECZNE]

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Praca przedstawiona na zebraniu naukowym Wydzialu IV PAN
w dniu 1 czerwca 1953 r.

Jak wiadomo, sktadowe stanu naprezenia i stanu odksztalcenia nie
sg funkcjami dowolnymi; zwigzane sg one dodatkowymi warunkami
nierozdzielnoéci. W pewnych szczegélnych przypadkach réwnowagi
ciala izotropowego daja sie one wyrazié za pemocy tylko jednej funk-
cji neprezen (funkcje Airy'ego, Love’a, Galerkina i inne). Dla
cial sprezystych o izotropii poprzecznej funkcje naprezen dla za-
gadnien osiowo symetrycznych pcdat S. G. Lechnicki, [1]. Stano-
wi ona ucgélnienie funkeji Love’a, [2], dla ciat izotropowych.

W niniejszej pracy pcdamy nowa funkcje naprezen dla cial spre-
zystych o izotropii poprzecznej. Nie jest ona zacieséniona do zagad-
nien osicwo symeliryceznych. Funkecja ta w szczegblnym przypedku
izolrcpii pckrywa sig z funkeja naprezen B. G. Galerkina, [3].

1. Rozwazmy przestrzen sprezysta o strukturze izotropowej or-
togonalnej. Przyjmijmy uklad wspélrzednych prostokatnych tak, aby
trzy plaszczyzny tego ukladu pokrywaly sie z plaszczyznami symetrii
sprezystej.

Sktadowe stanu neprezenia (o, oy, ..., Txy) zwiazane sg ze sklado-
wymi przemieszczenia (u,v,w) nastepujacymi zwigzkami:

d 9 0 0 ow
% == A a?:*Alﬁa;JrA”d%” e = Au %*‘@ ’
0 0 0 ou  ow
(11) | & =An gy +Amgy + Ang ’“=A“(a—:+ a?c)

0 du , 0
Oz =As1g_:,+ Ay gg—}—A“‘" algu; Txy = Agg (al; +£)
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W przypadku ciala sprezystego o izotropii poprzecznej uzysku-
jemy znaczne uproszczenia. Mianowicie jest wowczas

(1-2) A=Ay Ay=Ay, Ax=Ay Ayx= é (Au — Ayy).

Nadto, poniewaz energia sprezysta jest funkeja jednorodng i kwa-
dratowa, mamy

(1.3) A=Ay, Ay=A~4y, A=Ay

Oznaczajac przez E i » odpowiednio modul sprezystosci i liczbe

Poissona dla kierunku x lub y oraz przez E i » te same wiel-
kosci dla kierunku 2z znajdujemy, ze

N 1—3? = 11—
An=dn=Er S —mamty) 4 Ei_—v—Zv
: v -+ »? . e E :
14 ) Aw=Au =BTy As=G=gr—,
Aw:Asl:Azn:Aaz:EI___;iTﬁ-
Ponadto jest
(15) Ev =Ep.

Réwnania przemieszezeniowe teorii sprezystosci ciata o izotropii po-
przecznej przyjmuja postaé ')

Allamg+Aundy +A44623 +d [A12+Aun}

== (A.ls s AM) 61:] o Or

e . 0% v d?v
09) | A+ An g+ Aug + g [t 400 52

+(An + Au) 3‘“’] 0,

0*w ~0%w i)
A440$2+A44d z+Assazg +d lAla +A41)£+

Sy
+ (Ass + Aud) a—: =

Y} Patrz [1], str. 64.
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Przyjmijmy funkcje naprezen ¢ (x,y,z) tak, aby

___ %9 __ O _ [0 *p
(L.7) u= Yo te— o w= (d:c3+6y)+b_z2’
gdzie
Ay Ay
= . b=- .
& Als = A-N A!s o= Add

Bez trudu sprawdzimy, Ze przemieszczenia u,v,w wyrazone za po-
moeg funkeji ¢ wzorami (1.7) spelniajg tozsamosciowo dwa pierwsze
roéwnania ukladu réwnan (1.6).

Wstawiajac przemieszezenia do ostatniego ‘réwnania ukladu (1.6)
otrzymamy po prostych przeksztalceniach i wykorzystaniu zwiazku
Ay =% (4,,— A,;) nastepujace réwnanie rézniczkowe dla funkeji @:

0 0! d'p
(18) All( +dq’)_|ABSa?+2Alld Ad ,g"l_
d'¢ | 0O
G 0y* 02° T 9z20 =0
gdzie \
Ay Ans_'Ala_z Ay Ay
2H = - :
Wprowadzajac oznaczenia
H o Au
I/Au A;a Agy
doprowadzamy réwnanie (1.8) do postaci %)
0'¢ _0'¢ | 0d'9 )
(19) Forte (01‘4 T257 09 T oyt

d' ¢ ' g )
B e R s SR ===
aps (dx”dzﬁ+ay2622 ¢

Vivie(r,y,2) =0,

albo do postaci

gdzie

Pla— s + ( e )
127 g2 Fia dx 0y
Tutaj jest
Wt ui =206 oraz 13 s = &'

) Do identycznego rozwigzania dochodm Hu Hai-chang w pracy [4].
Dopisek autora przy korekcie.
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Tak wiec -
eVo+Veo—1 dla p>1,

L}

2= dla p= 1

( 1_1_9-1 1]/ ) dla ¢ <<

Jak widzimy, przy rozwigzywaniu réwnania rézniczkowego (1.9)
decydujacg role gra parametr p. W zaleznodci od tego, czy p jest
wieksze, rowne lub mniejsze od jednosci, otrzymujemy inny typ roz-
wigzania réwnania (1.9).

Latwo zauwaﬁymy, ze dla ciala izotropowego funkcja ¢ spelnia
réwnanie biharmoniczne; pokrywa sig¢ ona w tym przypadku z funk-
_cja naprezen Galerkina.

W przypadku szczegélnym p==1, & 5 1 doprowadzi¢ mozna réw-
nanie (1.9), dzieki transformacji liniowe]j

(1.10) x=§  y=n, Z—C]/
All

do réwnania biharmonicznego

(1.11) vEvte (§,m8)=0.

Zauwazy¢ nalezy jeszcze, ze funkcja ¢(x,y,2) spelnia wszystkie
zwigzki nierozdzielnosci anizotropowego ciala sprezystego. Funkcje ¢
dobieramy tak, aby spelniala réwnanie (1.9) oraz warunki brzegowe
zagadnienia. Znajomo$¢ jej pozwoli na okre$lenie skladowych stanu
naprezenia za pomoca nast¢pujacych wzordw:

0 & 0* ()“ ]
0y =— ()Z{Ang;‘:“‘ﬂua s — A, (amqf‘i )‘| b : }.

02z
d 0 0 0*
GJ':_*GH{Atsqu;'l‘Aud qg As-sL (U;c‘+ )+b rp}’
Bl 198 O g, 0 “
s dz{A‘“ (dx3+d ) A _a(():c*_I— )+b }’
(1.12) .
jr-U’:_(Ali‘_‘AJ“) axayaz
a| 0* 0%¢p , 0° !
Tz = Ay B\Tcl(b )a'zf+ (0 +wd_yr§)J’

DT
T_J*X—Aa.aay[(b 1)'@;*‘ 55 +ay
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Zastosowanie funkeji naprezen do wyznaczania skladowych stanu na-.
prezenia i odksztalcenia objasnimy na trzech przykledach.

2. Zajmijmy sie wyznaczeniem stanu naprezenia w poélprzestrzeni
sprezystej o izotropii poprzecznei, wywolenego dzialaniem piono-
wego obciazenia p(x,y), rezlozonego w sposéb ciggly na plaszezyinie
ograniczajacej te pdlprzestrzen. Zakladamy, ze.obcigzenie jest syme-
tryczne wzgledem osi x 1 y.

Funkcje naprezen przyjmujemy w postaci symetrycznej calki
Fouriera

]

(2.1) q::ffz (z,a,B)cosax cos fy dadp.
(/1]

Funkcja ta sprowadza réwnanie rézniczkowe czastkowe (1.9) do row-
nania rézniczkowego zwyczajnego liniowego czwartego rzedu

(2.2) ZV—2pe(a*+ ) Z" + &' (® +F)PZ=
Rozwigzaniem tego réwnania jest
' i=4
(2.3) Z= D Cie"*,
i=1
gdzie

y=Vd* + f, p,2,3,4 = ey o)/ 0> —L.

Poniewaz dla z—» o znikaja naprezenia, zatem winno byé [p]:=<=0.
Tek wiec nalezy przyjac

(2'4) zsAe_THz + Be_"fl"sz 5
gdzie
pa=sey oty L

Tutaj A i B sg funkcjami parametréw a i f.
Warunki brzegowe zagadnienia ksztaltuja si¢ w sposob nastepujacy:
(1) dla z=0, a wigc na plaszczyznie ograniczajgcej polprzestrzen
sprezysta, powinno byé o: (x,y,0) =—p(,y),
(2) dla z=0 naprezenia styczne 7. i 7y. sa réwne zeru.
Pierwszy warunek brzegowy prowadzi do zwigzku

09 {2[tna—a0(Z2+ 70 + 2,022} =—p.
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Dwa dalsze warunki daja

a9 [o-ofEralFEel] o

Wstawiajac do zwigzkéw (25) i (2.6) funkcje ¢ oraz wyrezajac
obcigzenie p(x,y) za pomocg calki Fouriera

e

=£~.;ff p (a, f) cos ax cos fy dadp,
0 0

co jest mozliwe, gdy calka

3 oo

[ [ ppdadp

—_—Cn —ea

jest ograniczona, olrzymamy uklad réwnan

— (6 Ay — A P Z (0) + Ay b2 (0) =— 2R(@B)
.7 “

—ay*Z(0)+ (b—1) 2" (0)=0.
Z rozwigzania ukladu tych réwnan otrzymamy po prostych ra-
chunkach
___4 VA, Ay (F"%_’_?f +1)
7 y® (py— ua) (A Asu‘_A'ia) ’

wa) 2+ 1
g
B Al
nem +1
gdzie 5= A,y/A,,. Tak wigc funkcja ¢ przyjmuje postaé
(2.9) tp=—4-- |;A11A‘w ffp (a ﬁ] 12+ 1) e h? —
(A Ay — Afy) (1 — #*)

—(ufn+ 1)e"* | cosax cos fy dadf.

Tym samym zagadnienie jest rozwiazane, gdyz znajom»aéé funkeji ¢
pozwala ze zwiagzkéw (1.7) i (1.12) wyznaczyé wszystkie skladowe
stanu naprezenia i przemieszczenia.

I tak ze zwigzku

(0% , 0%¢ 02
w—“(axﬁ dy)_l-bdz2
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znajdujemy po prostych przeksztalceniach

_____sY/A 4, ffg_ p
A Y A y At

X (but—a)e M * — (u2y+-1) (bui— a)e~* | cos ax cos fy dadp.
Dla z=0 otrzymamy

(2.11) w(x, v, 0)=C ff D'e ’ﬁ)_cOSa.rcosﬁydadﬁ,

gdzie

o & VA A+ )
ﬁz An_ A&‘_“Agﬂ '

lub tez
__2 (g1 + pa)
7t Ay (20 &)
gdzie 5 = A!SII/A_U“A;‘S ¥

Rozwazyé nalezy trzy przypadki szczegélne, w zaleznogci od tego,
czy o=>1, czy o<1, czy tez p=1.

Tak wigc
e i s
(2.12) C=?Wm_%:f-_f)_ B a
481/%1’
=W dla ¢ <<1.

Dla szczeg6lnego przypadku ciata izotropowego (¢ =1, e=1) otrzy-
mamy, Zwazywszy Ze
J A
AM:‘G=_E'_: Eroiidd o
2(1+ ) ]/An Ay 1—w

nastepujacg wartos¢ dla statej C:

8 (1—»%)

O E#
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Dla szczegblnego przypadku sily skupionej P dzialajacej w po-
czatku ukladu wspolrzednych, a zwrdéconej w kierunku osi z, mamy
p(a, f) = P/4.

Witedy, zwazywszy ze

cos fyd
[‘_“/_.,ﬁé_-"g_ =K, (ay);
o p

gdzie K, (ay) jest funkcja Bessela trzeciego rodzaju, oraz dalej, ze

]

Ky(ay) cosaxrda =—7—==,
J e 2/ + o

7T

0
otrzymamy rozwigzanie calki (2.11) w postaci

CPxn 1
2.13 x,y,0) = ——=
(2.13) w0 === s

Poréwnujac otrzymane rozwigzanie (2.13) ze znanym rozwigzaniem
Boussinesqa dla polprzestrzeni sprezystej izotropowej widzimy,
ze réznica tkwi jedynie we wspdlezynniku C, charakteryzujacym od-
miennoéé sprezystych wlasno$ci o$rodka o izotropii poprzecznej.

Uogblnienie rozwigzania Boussinesqa na ofrodek o izotropii
poprzecznej pozwoli na rozwigzanie dwu dalszych zagadnien, miano-
wicie zagadnienia plyty mieograniczonej oraz belki nieskonczenie dlugiej,
spoczywajgcych na polprzestrzeni.

Niech na polprzestrzeni sprezystej o izotropii poprzecznej spo-
czywa cienka plyta izotropowa. Niech ta plyta rozcigga sie nieogra-
niczenie." Zalozymy, ze miedzy plyta i jej podlozem nie wystepuje
tarcie. Dalej zalozymy, ze plyta nie moze si¢ oderwaé od podloza.

Roéwnanie rézniczkowe ugiecia ptyty przyjmuje w danym razie postaé

(2.14) Ny piw(z, y)=q(x,y)—p(z, y).

Tutaj w(x,y) oznacza rzedng ugiecia plyty, N sztywnoéé zginania
plyty, q(x,y) obcigzenie plyty, a p(x,y) odpdr sprezysty podioza.
Oczywiscie jest

Wstawiajac do réwnania (2.14) ugiecia w(x,y,0) ze wzoru (2.11)
oraz wyrazajac q(x,y)—p(x,y) za pomocg catki Fouriera (w za-
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tozeniu, ze funkcja q(x,y) jest symetryczna wzgledem osi a i y)
uzyskujemy nastepujacy zwiazek:

(216) NCyp (e f) =z la(a,p)—p (@ Al

OtrzymaliSmy tu zwigzek pomiedzy obciazeniem plyty i odporem
polprzestrzeni sprezystej. Wobec tego w zwiazku (2.11) wyrazié
mozna nieznang funkcje p(a,p) przez funkcje q(a, ). Zatem

(2.1.7) w (x,y) =w(x,y,0)=C [.f q}iracmd BQGSamcosﬁydadﬁ

Tym samym postawione zagadnienie jest rozwigzane, gdyz znajac
powierzchnie ugiecia plyty wyznaczyé mozna dowolng wielkosé sta-
tyczna (moment zginajacy i skrecajacy oraz site ingeg) w przekro-
jach piyty.

Dla sity skupionej dzialajaczj w poczatku ukladu wspdlrzednych
otrzymamy

CP COS aXx cos
(218) w(,y,0 f f ey - 5PY daap.

Niech na p:')lprzestrzeni sprezystej spoczywa belka nieskonczenie
dituga o szerokoSci 2b i sztywno$ci na zginanie N =E,I,. Oznaczmy
obcigzenie tej belki przez g (), a odpdr podloza przez p(x). Niech
obcigzenie bedzie symetryczne wzgledem osi y. Przyjmijmy ponadto,
ze zar6wno obcigzenie ¢ (x), jak i odpdr p(x) sg rozlozone w sposdb
jednostajny na szerokoéci b.

Réwnanie rézniczkowe ugiecia belki ma posta¢

d*w

(2.19) No—=2b [q(x)—p(x)].
Ale jest
- "~ (p(a.p)
(2.20) w(x,y,0)=C PY4P) o5 azx cos fydadp.
1%

Wobec tego, ze p nie zalezy od zmiennej y, to
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Wstawiajace (2.20) do (2.19) i zwezywszy, zZe

a(@)—p (@)= [ [ [a(0)—p(@)] =5 cos az cos py dadp,
otrzj;mamy nastepujacy zwigzek:

(2.21) ona 2988140 —pa).

Tak wige ugiecie w(x) belki spoczywajacej na pélprzestrzeni spre-
zystej wyrazimy wzorem

sin ﬁb_

F o qla)—
(2.22) w(x)=C {f NC ﬂ 4cos axdadp.
0 Fetiad N

Podang tu funkcje naprezen wykorzystaé mozna réwniez w zagad-
mieniach plyt grubych prostokatnych lub trojkainych. Zauwazmy jednak,
ze zastosowznie funkcji ¢ napotyka na powazne ograniczenia. Funkcja ta
staje si¢ nieprzydaing przy rozwigzywaniu zeégadnien, w ktérych na
obwodzie wystepujg trzy warunki brzegowe. Tek na przyklad w przy-
padku piyty grubej, na gérnej i dolnej jej powierzchni dyspcnujemy
trzema warunkami brzegowymi. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego
(1.9) dopuszcza jednak tylko cztery stale calkowania. Funkcje na-
prezen ¢ mozna wiec tu stosowaé jedynie przy obcigzeniu pionowym
piyty. W tym przypadku cziery werunki brzegowe (7y;=1y:= 0 na
dolnej i gornej powierzchni plyty) sprowadzaja sie, jak latwo spo-
strzee, do dwu warunkéw typu (2.6).
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Pesoma

OB OMPEMEMEHWUM HAMPAKEHWHA W OEGOPMAUWM B YIPYIOM TENE
C NOMEPEYHOM WU3OTPOMUEH

B pabote npencraBnena ¢GhyHRUMS HanpsgKeHUH AN TPEXMEPHbIX
3apa4 TEOPMM YNpYrux TeJjl C MonepeyHod H30TPONMEN,

lNpencraBnag nepemeweHus 4, » W W DPPU MOMOILM HaCTHBIX
NpoH3BOAHLIX 3TOM (yHKUMH, cornacHo ¢opmynam (1.7), ynosnerso-
psieM He TONbKO ABYM MepEbIM ypaBHEHHAM «B rnepemeieruax» (1.6),
HO M YCNOBHMSIM Hepa3pbIBHOCTH YMpyroro Ttena.

[MorcraBngs nepemelieHus B TpeTbe ypaBHeHne cucremb (1.6),
nonydaem puddeperumansHoe ypasHeune (1.9) mna PyHRUMM Ha-
NpsasKeHun .

B sTOM ypaBHEHMM BBLICTYMaloT fBa NapaMeTpa, g W & Xapakre-
pU3yl0lMe CBOWCTBA aHM3OTPONHUM Tena.

Ona pewenns pudpdepeHuransioro ypassenvs (1.9) cambim Bz®-
HbIM ABNSETCA MapameTp g, Tak Kak, B 3aBMCMMOCTH OT TOro sBAS-
erca nn p=>1, p=1, p<<1, nonyuyaem paziHuyHbl€ THMbI PELIEHHH.
Ona p=1wu eg=1, . e. ona cnyvas H30TponuH, GyHKUHUA Hamps-
WEHWH TowpectBeHHa dyHkuuu FanepruHa, (3], u ynosnerso-
pAer GUrapMOHHUYECKOMY YPaBHEHHIO.

Ona o=1 n e 1 mowHo npusectn ypesuenue (1.9), 6narcpaps
nuHelHol Tpancdopmauun (1.11), K GUrapMoOHUMUECKOMY ypaBHEHHUIO,

Pewenue pvddepenumnansioro ypasHenus (1.9), npu panHbIX
rpaHUYHbIX YCIIOBHAX, MO3BONSET YIKE OMNpefenuTb KOMMNOHEHTHI
pedcpMaumuM M Hanpsskenuss Ha ocHosanu4 dopmyn (1.7) u (1.12).

Bo BTopoit uyacty peboThl npuBeneHo pelieHde npobnemsl
ByccumHecka pns ynpyroro nosynpocTpaHcTtBa C rnonepeyHon
M30TpOonHeH.

DTO peuieHHe HUCrOoJib30BaHO Tar AN ONpPejesieHHs NMOBEePXHOCTH
npornba GecroHEYHOH NNacTHHKM, Kark M ans nuuuu nporkba bec-
KOHEYHO AJIMHHOM 6ankM, Jewaux Ha ynpyrom nojynpocrpaHcTBe
C rnonepe4yHor U3oTpOnHeH. :

Summary

THE DETERMINING OF STRESSES AND DEFORMATIONS
IN TRANSVERSALLY ISCTROPIC ELASTIC EODIES

A stress function is given for three-dimensional problems con-
cerning elastic bodies, characterized by the trensversal isoircpy.
Expressing the displacements u, v and w in ferms of partial de-
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rivatives of that function, according to Egs. (1.7), we satisfy the
first two equations of displacement (1.6) and the conditions of com-
patibility of elastic bodies.

Substituting the displacements in the third equation of the sy-
stem (1.6), we obtain the differential equation (1.9) for the stress
function @. There are in it two parameters, p end e, characterizing
the anisotropic properties of the body. The perameter p is of deci-
sive meaning for solving the differential equation (1.9), the type of
solution being different for p =1, p=1 and p<<1. For p=1, =1,
in other words in the case of isotropy, the siress function is iden-
tical with that of Galerkin, [3], and satisfies the biharmonic
equation. For p=1, e 1, Eq. (1.9) can be reduced to the bihar-
monic equation by means of the linear transformation (1.11).

The solution of the differential equation (1.9) permits, for given
boundary conditions, to determine the strain and stress components,
according to Egs. (1.7) and (1.12).

In the second part of the paper the solution of the Boussinesq
problem is given for a semiinfinite, transversally isotropiz body.

This solution is used to determine the deflection surface of an
infinite plate and the deflection curve of an infinite beam resting
on a semiinfinite, transversally isotropic body.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
POLSKIEJ AKADEMII NAUK



