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Jak wiadomo, składowe stanu naprężenia i stanu odkształcenia nie
są funkcjami dowolnymi; związane są one dodatkowymi warunkami
nierozdzielności. W pewnych szczególnych przypadkach równowagi
ciała izotropowego dają się one wyrazić za pomocą tylko jednej funk-
cji neprężeń (funkcje Airy'ego, Love'a, G a l e r k i n a i inne). Dla
ciał sprężystych o izotropii poprzecznej funkcję naprężeń dla za-
gadnień osiowo symetrycznych pedał S. G. Lechnick i , [lj. Stano-
wi ona uogólnienie funkcji Love'a, [2], dla ciał izotropowych.

W niniejszej pracy pcdamy nową funkcję naprężeń dla ciał sprę-
żystych o izotropii poprzecznej. Nie jest ona zacieśniona do zagad-
nień osiowo symetrycznych. Funkcja ta w szczególnym przypadku
izotrepii pekrywa się z funkcją naprężeń B. G. G a l e r k i n a , [3].

1. Rozważmy przestrzeń sprężystą o strukturze izotropowej or-
togonalnej. Przyjmijmy układ współrzędnych prostokątnych tak, aby
trzy płaszczyzny tego układu pokrywały się z płaszczyznami symetrii
sprężystej.

Składowe stanu nsprężenia (ax, ay, ...,rXy) związane są ze składo-
wymi przemieszczenia (u, v, w) następującymi związkami:

^u _i_ dv . dw (dv dw

^u J_ dv . dw _ . Idu dw
(1.1) °y 21 dx 2 a dy 2Bdz' Txz bi\dz 6

. du . . dv . . dw . Idu . dv
_• A A A -v- — . . . s\ I . _ [ _

61 dx *2dy 33dz' y \dy c
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W przypadku ciała sprężystego o izotropii poprzecznej uzysku-
jemy znaczne uproszczenia. Mianowicie jest wówczas

a i)\ A — A A — A A -A A — i-(A A 1
•") "-11'—••"•221 " i f — ' -"-281 "-55 "ddJ " 8 0 ~ % V":U ź±l2l-

Nadto, ponieważ energia sprężysta jest funkcją jednorodną i kwa-
dratową, mamy
/i r>\ A A A - A A — A

Oznaczając przez E i v odpowiednio moduł sprężystości i liczbę
P o i s s o n a dla kierunku x lub y oraz przez E i ~v te same wiel-
kości dla kierunku z znajdujemy, że

T, " 1 — ^ a . •?; 1 — V

(1-4)
v +17 -

E . _ a . , A4 4 == A 5 5 = G =2(1+7)/
iBi - / i a o - A 8 2 — •C' 1__ v_j

Ponadto jest

(1.5) E~v~Ev.

Równania przemieszczeniowe teorii sprężystości ciała o izotropii po-
przecznej przyjmują postać l) •

(1.6)

^ 4 A ±+\(A +A ) ^
dy* H A u az2 + dx \(Al2 + A™' dy

S + A 3 3 JS+TT I ( A 1 3 + A 4 1 ) ;

(A28 + Au) | | — 0.

Patrz [1], str; 64.



O wyznaczaniu naprężeń i odkształceń w ciele sprężystym 547

Przyjmijmy funkcję naprężeń y (x, y, z) tak, aby

u- dxdz' dydz' \dx* dy*
gdzie

" 1 1 -u _ " 4 1a — —-—, ——, o==
" 1 3 "T" " 4 4 " 1 3 ~T " 4 4

Bez trudu sprawdzimy, że przemieszczenia u, v, w wyrażone za po-
mocą funkcji q> wzorami (1.7) spełniają tożsamościowo dwa pierwsze
równania układu równań (1.6).

Wstawiając przemieszczenia do ostatniego równania układu (1.6)
otrzymamy po prostych przekształceniach i wykorzystaniu związku
Aaa = |- (An — Ai2) następujące równanie różniczkowe dla funkcji ą>:

gdzie
AA _ /l2 O ^ /J

" 1 1 " 3 3 " 1 3 ^ " 1 3 " 4 4

" 4 4

Wprowadzając oznaczenia

"Ąj3

doprowadzamy równanie (1.8) do postaci2)

" T " 7' I n
\ f X U ń UL;

albo do postaci

gdzie

Tutaj jest
i"i + !l\ — 2 ^ e2 oraz

!) Do identycznego rozwiązania dochodzi Hu Hai-chang w pracy [4].
Dopisek autora przy korekcie.
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Tak wiąc
dla Q>- 1,

dla Q = 1,

Jak widzimy, przy rozwiązywaniu równania różniczkowego (1.9)
decydującą rolę gra parametr g. W zależności od tego, czy Q jest
większe, równe lub mniejsze od jedności, otrzymujemy inny typ roz-
wiąz&nia równania (1.9).

Łatwo zauważymy, że dla ciała izotropowego funkcja ę spełnia
równanie biharmoniczne; pokrywa się ona w tym przypadku z funk-
cją naprężeń G a l e r k i n a .

W przypadku szczególnym Q = 1, E ¥= 1 doprowadzić można rów-
nanie (1.9), dzięki transformacji liniowej

(1.10) i = = S, yz=i?]> 2 = 1

do równania biharmonicznego

(l.n) F 2 F X £ , 9 ? ( 0 = O.
Zauważyć należy jeszcze, że funkcja q> (x, y, z) spełnia wszystkie

związki nierozdzielności anizotropowego ciała sprężystego. Funkcję <p
dobieramy tak, aby spełniała równanie (1.9) oraz warunki brzegowe
zagadnienia. Znajomość jej pozwoli na określenie składowych stanu
naprężenia za pomocą następujących wzorów:

dz-

(1.12) {
— a 1 A i ą

^ l ( b

*\a\dx*

•<p
axdydz'

« wJ-
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Zastosowanie funkcji naprężeń do wyznaczania składowych stanu na-,
prężenia i odkształcenia objaśnimy na trzech przykładach.

2. Zajmijmy się wyznaczeniem stanu naprężenia w półprzestrzeni
sprężystej o izotropii poprzeczne;, wywołanego działaniem piono-
wego obciążenia p (x, y), rozłożonego w sposób ciągły na płaszczyźnie
ograniczającej tę półprzestrzeń. Zakładamy, że^obciążenie jest syme-
tryczne względem osi x i y.

Funkcję naprężeń przyjmujemy w postaci symetrycznej całki
F o u r i e r a

(2.1) <p = J fz(z,a,p) cosax cos fiy da d/S.
o o

Funkcja ta sprowadza równanie różniczkowe cząstkowe (1.9) do rów-
nania różniczkowego zwyczajnego liniowego czwartego rzędu

Rozwiązaniem tego równania jest

(2.3) ' Z =

gdzie

,2,3,4 = ± 6]/Q±]/QS—1.^1

Ponieważ dla z—>oo znikają naprężenia, zatem winno być
Tak więc należy przyjąć

(2.4) Z=

gdzie

Tutaj A i B są funkcjami parametrów a i jS.
Warunki brzegowe zagadnienia kształtują się w sposób następujący:
(1) dla z = 0, a więc na płaszczyźnie ograniczającej półprzestrzeń

sprężystą, powinno być oz(x,y,0) = — p{x,y),
(2) dla z == 0 naprężenia styczne xxt i %yi są równe zeru.
Pierwszy warunek brzegowy prowadzi do związku



550 Witold Nowacki

Dwa dalsze warunki dają

Wstawiając do związków (2 5) i (2.6) funkcje ę oraz wyrażając
obciążenie p{x,y) za pomocą całki F o u r i e r a

p(x, y) = —2 j J p(a, ft) cos ax cos fiy da dp,
TT, 0 0

co jest możliwe, gdy całka

Jp(a,p)dadp

jest ograniczona, otrzymamy układ równań

- (a A.ia - Au) y* Z' (0) + A,, b Z'" (0) = - -

-a y* Z (0) + (b — 1) Z" (0) = 0.
(2.7)

Z rozwiązania układu tych równań otrzymamy po prostych ra-
chunkach

(2.8)
it--Ą) (An An—

gdzie r] = Aia/Au. Tak więc funkcja cp przyjmuje postać

cos a x cos p y d a dp.

Tym samym zagadnienie jest rozwiązane, gdyż znajomość funkcji cp
pozwala ze związków (1.7) i (1.12) wyznaczyć wszystkie składowe
stanu naprężenia i przemieszczenia.

I tak ze związku

d2m- . . ,
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znajdujemy po prostych przekształceniach

i|a)(j"a—A«a)J J Y

Dla z — 0 otrzymamy

— a)g-W«*] c o s aa;cos ad,S.

(2.11)

gdzie

lub też

DO oo

o o

cos arc cos |3y da d/3,

A /I

+

a 2

^13

gdzie f = A l3/]/A l1A33.
Rozważyć należy trzy przypadki szczególne, w zależności od tego,

czy @>1, czy g < l , czy też g = l.
Tak wiąc

(2.12)

A4

C —•
4e dla e = l,

dla

Dla szczególnego przypadku ciała izotropowego (Q = 1, e = 1) otrzy-
mamy, zważywszy że

E . ... A,
2(1 + , ) '

następującą wartość dla stałej C:

£ j _ _ . _ _ •18

l/AnAI)3 1 — /
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Dla szczególnego przypadku siły skupionej P działającej w po-
czątku układu współrzędnych, a zwróconej w kierunku osi z, mamy

Wtedy, zważywszy że

cos ^y dp
— T ~j i

o
gdzie K0(ay) jest funkcją B e s s e l a trzeciego rodzaju, oraz dalej, że

I Ka (ay) cos ax da = — , * L — - ,
J 2 ],V H- y2

o
otrzymamy rozwiązanie całki (2.11) w postaci

(2.13)
2 i/cc3 + y2

Porównując otrzymane rozwiązanie (2.13) ze znanym rozwiązaniem
B o u s s i n e s q a dla półprzestrzeni sprężystej izotropowej widzimy,
że różnica tkwi jedynie we współczynniku C, charakteryzującym od-
mienność sprężystych własności ośrodka o izotropii poprzecznej.

Uogólnienie rozwiązania B o u s s i n e s q a na ośrodek o izotropii
poprzecznej pozwoli na rozwiązanie dwu dalszych zagadnień, miano-
wicie zagadnienia płyty nieograniczonej oraz belki nieskończenie długiej,
spoczywających na półprzestrzeni.

Niech na półprzestrzeni sprężystej o izotropii poprzecznej spo-
czywa cienka płyta izotropowa. Niech ta płyta rozciąga się nieogra-
niczenie. Założymy, że między płytą i jej podłożem nie występuje
tarcie. Dalej założymy, że płyta nie może się oderwać od podłoża.

Równanie różniczkowe ugięcia płyty przyjmuje w danym razie postać

(2.14) N p 2 F 2 w(x, y)=q {x, y) — p (x, y).

Tutaj w{x, y) oznacza rzędną ugięcia płyty, N sztywność zginania
płyty, q(x,y) obciążenie płyty, a p{x,y) odpór sprężysty podłoża.

Oczywiście jest

(2.15) v5(x,y) = w(x,y,0).

• Wstawiając do równania (2.14) ugięcia w(x, y, 0) ze wzoru (2.11)
oraz wyrażając q(x,y) — p{x,y) za pomocą całki F o u r i e r a (w za-
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łożeniu, że funkcja q (x, y) jest symetryczna względem osi x i y)
uzyskujemy następujący związek:

(2.16) WC r
3 p(«^) = ^ [ q ( a ^ ) - p ( ^ ) ] .

Otrzymaliśmy tu związek pomiędzy obciążeniem płyty i odporem
półprzestrzeni sprężystej. Wobec tego w związku (2.11) wyrazić
można nieznaną funkcję p(cc,/S) przez funkcję q(a, j3). Zatem

Oa Od

(2.17) w(x, y) = w (x, y, 0) = C f f 9 - f e r W c o s ax C0SPv d«dP-
o o y r 4

Tym samym postawione zagadnienie jest rozwiązane, gdyż znając
powierzchnię ugięcia płyty wyznaczyć można dowolną wielkość sta-
tyczną (moment zginający i skręcający oraz siłę tnącą) w przekro-
jach płyty.

Dla siły skupionej działającaj w początku układu współrzędnych
otrzymamy

(2.18) M Q ) J J ^

Niech na p5łprzestrzeni sprężystej spoczywa belka nieskończenie
długa o szerokości 2b i sztywności na zginanie Itf = 231I1. Oznaczmy
obciążenie tej belki przez q(a:), a odpór podłoża przez p{x). Niech
obciążenie będzie symetryczne względem osi y. Przyjmijmy ponadto,
że zarówno obciążenie q(x), jak i odpór p(x) są rozłożone w sposób
jednostajny na szerokości b.

Równanie różniczkowe ugięcia belki ma postać

(2.19) N ^ = 2b[q(x)-p(x)\.

Ale jest

(2.20) w{x,y,0) = C f f ^ ^ - cos ax cos §y dad p.

0 0

Wobec tego, że p nie zależy od zmiennej y, to

. . . .sin/5b
p(a/S) = p ( a ) - ^ -
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Wstawiając (2.20) do (2.19) i zważywszy, że

q(aO — p(x) = ^5 j J fq(a) — p ( a ) ] S - - ^
o o

otrzymamy następujący związek:

(2.21) ^ ^

Tak więc ugięcie w(x) belki spoczywającej na półprzestrzeni sprę-
żystej wyrazimy wzorem

(2.22) w(x) =

, , sintfb
(a) ~-~

óó

Podaną tu funkcję naprężeń wykorzystać można również w zagad-
•nieniach płyt grubych prostokątnych lub trójkątnych. Zauważmy jednak,
że zastosowanie funkcji cp napotyka na poważne ograniczenia. Funkcja ta
staje się nieprzydatną przy rozwiązywaniu zagadnień, w ktćrych na
obwodzie występują trzy warunki brzegowe. Ttk na przykład w przy-
padku płyty grubej, na górnej i dolnej jej powierzchni dysponujemy
trzema warunkami brzegowymi. Rozwiązanie równania różniczkowego
(1.9) dopuszcza jednak tylko cztery stałe całkowania. Funkcję na-
prężeń cp można więc tu stosować jedynie przy obciążeniu pionowym
płyty. W tym przypadku cztery werunki brzegowe (rxz = ryz= 0 na
dolnej i górnej powierzchni płyty) sprowadzają się, jak łatwo spo-
strzec, do dwu warunków typu (2.6).
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P e 3 K) M 3

OB OnPEAE/IEHHH HflriP51>KEHMft H flEOOPMRUHft B ynpyrOM TEHE
C nonEPEMHOR H3OTPOnHER

B pa6oTe npeAcraBJieHa <$)yHKUHH HanpaweHHH fljia TpexMepHbix
3aflaM TeopHH ynpyrnx Teji c nonepeMHOH M30TponHen.

FlpeflCTaBxiaa nepeMem,eHHH u, v H W rpH noMoinH
npoH3BDAHbix 3T0H (̂ yHKUHH, corjiacHo i^opMynaM (1.7),
psieM He ToribKO flByM nepEbiM ypaBHeHHCiM «B nepeMemehngx» (1.6),
HO H ycjioBHsiM Hepa3pbiBHOCTH ynpyroro Tejia.

FIofCTaBnaH nepeMem,eHH5i B TpeTbe ypaBHem-ie CHCTeMbi (1.6),
nonynaeM fiwdpc^epeHUHajibHoe ypaBHeHHe (1.9) fljia cfjyHKUHH Ha-

B 3TOM ypsBHeHHH BbicTynaKDT flBa napaMeTpa, g H e, xapaKTe-
pH3yroiii,He CBOHCTBa aHH30TponHH Tejia.

J3,ji5i pemeHHa AHtjji^epeHu.HaJibHOro ypaBHeHKH (1.9) caMbiM
FiBjisieTCH napaMeTp Q, Tan nan, B 3aEncHM0CTM OT TOTO

JIH g > 1, Q = 1, p < 1, nojiy^aeM pa3/iHHHbie THnbi pemeHHH.
p = l H e = = l , T. e. flna cjiynaa n30TponHH, dpyHKu,HH Hanpa-

TOWflecTBeHHa cjsyHKUHM F a n e . p K M H a , [3], H
rapMOHHHecKOMy ypaBHeHHio.
g = 1 M e ^ l MOWHO npMBecTH ypaBHeHHe (1.9),

TpaHcdpopMau,HH (1.11), K 6nrapMOHHHeCKOMy ypaBHeHHio.
PeuieHHe A^cpcj:epeHu,Ha^bHoro ypaBHeHHa (1.9), npn-

rpaHHHHbix ycnoBMHx, no3BOJiaeT y w e onpeAejiHTb
Aec|)cpMau,HH H Hanpa>KeHna na ocHOBaHm cjjopMyji (1.7) H (1.12).

B o BTopofi MacTH pEÓoTbi npHBeAeHO peiueHHe npo6jieMbi
B y c c H H e c K a p,nsi y n p y r o r o nojiynpocTpaHCTBa c nonepe^HOH
H3OTponHeti.

3 T O peaieHHe Hcnojib3OBaHo TaK fljia onpeAeJieHHa noBepx.HOCTH
n p o r a 6 a SecKOHenHOH rmacTHHKM, KŚK H AJia JIHHHH n p o r k 6 a 6ec-
KOHeMHo A ^ H H H O H SaJiKH, jie>Kamnx n a ynpyrOM nonynpocTpaHCTBe
c nonepeHHoft H3OTponHeH.

S u m m a r y

THE DETERMINING OF STRESSES AND DEFORMATIONS
IN TRANSVERSALLY ISOTROPIC ELASTIC EODIES

A stress function is given for three-dimensional problems con-
cerning elastic bodies, characterized by the transversal isotrcpy.

Expressing the displacements u, v and w in terms of partial de-
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rivatives of that function, according to Eqs. (1.7), .we satisfy the
first two equations of displacement (1.6) and the conditions of com-
patibility of elastic bodies.

Substituting the displacements in the third equation of the sy-
stem (1.6), we obtain the differential equation (1.9) for the stress
function q>. There are in it two parameters, Q end e, characterizing
the anisotropic properties of the body. The parameter p is of deci-
sive meaning for solving the differential equation (1.9), the type of
solution being different for e > l , g = l and g < l . For g — 1, s — 1,
in other words in the case of isotropy, the stress function is iden-
tical with that of G a l e r k i n , [3], and satisfies the biharmonic
equation. For @ = 1, e-^1, Eq. (1.9) can be reduced to the bihar-
monic equation by means of the linear transformation (1.11).

The solution of the differential equation (1.9) permits, for given
boundary conditions, to determine the strain and stress components,
according to Eqs. (1.7) and (1.12).

In the second part of the paper the solution of the B o u s s i n e s q
problem is given for a semiinfinite, transversally isotropi^ body.

This solution is used to determine the deflection surface of an
infinite plate and the deflection curve of an infinite beam resting
on a semiinfinite, transversally isotropic body.

ZAKŁAD MECHANIKI OSHODKOW CIĄGŁYCH

POLSKIEJ AKADEMII NAUK


