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7. zastosowan rachunku réznic skonczonych

w mechanice budowli

De 'application du calcul des differences finies aux problémes
de la mécanique de construction

W. Nowacki, Gdansk

A) W wielu zagadnieniach mechaniki budowli, dajacych sie
opisaé rownaniem rézniczkowym, natrafiamy na powazne trudnoéci
przy calkowaniu tego réwnania.

Na o0gél mamy do czynienia z réwnaniami rézniczkowymi
jednorodnymi (np. zagadnienia wyboczenia i drgania) oraz nie-
jednorodnymi (np. zginanie i drganie wymuszone).

W wypadku stalych wspétezynnikéw tych réwnan i jednorod-
nych warunkow brzegowych uzyskaé¢ mozemy na ogél wzory
zamknicte.

Juz jednak w tak prostym wypadku, jakim jest zginanie preta
o zmiennym przekroju, otrzymujemy rownanie rézniczkowe o zmien-
nych wspolezynnikach; §cisle rozwiazanie tego réwnania uzyskaé
mozna tylko w nielicznych wypadkach zmienno§ei preta.

Te frudnoéci omijamy na rozmaitych drogach, uzyskujac roz-
wiazanie przyblizone metoda numerycznego czy wykre§lnego roz-
wigzywania réwnafi rézniczkowych, czy tez stosujgc metody ra-
chunku wariacyjnego (metoda Ritza, Galerkina, Treftza).

Spoérod licznych metod rozwigzania, prostota i duza zdolnoécig
przystosowania do zmienno$ci rozmaitych czynnikéw (zmiana prze-
kroju, masy, obciazenia) wyrdznia sie metoda rachunku réznic
skonczonych.

Zastosowanie jej do statyki belki prostej jest ogdlnie znane
choé w odmiennej troche postaci, jako zagadnienie wieloboku
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sznurowego. Do probleméw wyboczenia i zwichrzenia pretow do-
stosowal metode réznic skoficzonych . Hencky, do teorii plyt
N. J. Nielsen i 1. Marcus.*)

W naszym kraju metoda ta znajduje coraz szersze zastosowanie,
glownie dzieki pracom prof. dr W. Wierzbickiego i jego ucznidw.

W niniejszej pracy autor stawia sobie za zadanie przedstawié
w sposéb jednolity i usystemalyzowany rozwigzania szeregu za-
gadnien typowych dla mechaniki budowli, oraz wskaza¢ na ana-
logi¢ migdzy rozwigzaniem réwnan roéznicowych, a teoria réownan
catkowych.

We wszystkich omawianych zagadnieniach, tak liniowych jak .
i plaskich, staral si¢! autor! uzyskaé rozwiazanie na najprosiszej
drodze, przy pomocy macierzy sprze¢zonej tréjezionowego wzgled-
nie piecioczlonowego ukladu réwnan.

Przedstawione w tej pracy zagadnienia nie wyczerpuja, rzecz
jasna, wszelkich mozliwo§ci; oméwiono jedynie zagadnienia, znaj-
dujace najszersze zastosowanie w mechanice budowli.

B) Jednoczesne zginanie i Sciskanie (wzglednie zginanie
i rozcigganie preta)

{. Oméwmy najpierw wypadek najprositszy, mianowicie pret
na dwu podporach swobodnie podparty. Obcigzenie p(x) oraz
moment bezwladno$ci J(x) niech bedzie zmienny w sposob ciagly
lub nieciggly (skokami). Znane réwnanie rozniczkowe tego za-
gadnienia brzmi

dz( ¢ )_de-"q(x) (1
ﬂﬁ% 1.
I(x)
e [ __.-.
Rys. 1

*) H. Hencky: Ueber die angeniihrte Lisung von Stabilitiitsproblemen im
Raum. Der Eisenbau 1920.

H. Marcus: Die Theorie elastischer Gewebe. Berlin 1924,

N. J. Nielsen: Bestemmelse af Spoendinger i Plader ved Anvendelse af Dif-
ferenslingninger, Kopenhaga 1920,

W. Wierzbicki: Arithmétisation des problémes de flambage. Arch. Mech.
Stos. 1949,
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W réwnaniu tym znak .,plus” przy wielkosci P odnosi si¢ do

sity §ciskajacej, znak .minus” do rozciagajacej sily P
% : J : . . .
WprowadZzmy oznaczenia x=1 - E;J-(")-:n(t;), gdzie J, jest porow-
X

nawcezym momentem bezwladnobci.

Przy tych oznaczeniach doprowadzamy réwnanie (1) do po-
staci bezwymiarowej.

d ( 1 d“y) L PP dy_
det\n () d&2/ L EJ, d& EJ

(la)

Rozwiazanie tego réwnania przy zmiennej fuukeji () natralia
na ogbél na duze i czgsto nieprzezwyci¢zalne trudnoéci natury
matematycznej. Rozwigzanie przyblizone tego rownania najlatwiej
uzyskaé mozna przez zastapienie pochodnyf_h ilorazami réznico-
wymi, a tym samym przez zamian¢ réwnania rézniczkowego na
uklad rownan liniowych Ille_]e(ll'IOI‘OdllYCll

Réwnanie (1a) mozemy zastgpi¢ ukladem dwu réwnan réznicz-
kowych

dbp It
d*p_ I* >

o 2a)
1 dﬁ '3 5
eliete =i, ‘_{b

O e gy YT (2b)

Doprowadzilismy w ten sposéb zagadnienie do postaci analo-
gicznej z metoda monientéw wiérnych Mohra. Z pierwszego bowiem
rownania wyznaczamy momenty gnace (¢ jest proporcjonalne do
momentu zginajgcego); z drugiego réwnania wyznaczamy ugiccie,
traktujac juz ¢ jako funkcje¢ znana.

Podzielmy teraz dlugo$é I na n réwnych czesci Ax. -

Zatem l=nAx; Ax=] At A&=1.

n

Zastapmy teraz pochodne ilorazami réznicowymi:

d?« ' o
‘_P > (Pre—y — 2 i+ Pr ) N

d-:;' e

d*y _ i P

& k—*(yk:—-l 2 Ykt Y+ 0
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Réwnanie (2) doprowadzamy zatem do postaci:

4 -
Pr— — 2 <Frc'|"Pk+1='£; pr (3a)
[i]
i Pi* -
Yi—1 — 2 ¥t Y1 = %;,;k :r-EJ s "Nk Y (3b)
0

Warunki brzegowe zagadnienia (2) ksztaltuja si¢ nastepujaco
yO©=0;: y(1)=03: p(0)=0; (1)=0.
Dla ukfadu réwnan (3a,b) otrzymamy
¢=0; ¢=0; »=0; y,=0.

Lewe strony réwnan (3) przedstawiaja zwigzki tréjeztonowe,
prawe przyjmujemy jako wartoéci znane.

Rozwigzanie ukladu réwnaf (3a) moze nastapi¢ przy pomocy
macierzy sprze¢zonej tego ukladu,

i=n—1
Iz
e 4
Op= Bl ot Zqiﬁm (4)
=1
E=1,2.. . .oti—1.

Podobnie i rozwigzanie ukladu réwnan (3b) daje

f=n—1 {=n—1

k_'—z ®1 Wi Pire + e 2 F i ¥i Pir (5)
0

i=1 i=1

E=12 « sy tt—ha

Jesli teraz do réwnania (5) wstawimy zwigzek (4), otI'Zymamy
ostatecznie

h}'iﬁtk Ve s (6)

EJ

(k=1,2, SR § n-1).
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r=n—1

Tutaj Oye=" > Brichir.
r=1

Zauwazmy, ze y;.:-———!?—u 1q11“1‘1m
EJ,nt ;_J

pucdstuwia nam rzedne ugiecia belki zginanej bez udzialu sily
osiowej.

Réwnanie (6) pr zedstawm analogi¢c miedzy rozwigzaniem réwna-
nia roznicowego, a rownaniem calkowym Fredholma drugiego
rodzaju. Dla n—=>2° réwnanie (6) przechodzi w réwnanie calkowe,
a wielko$ei 13 Bir, i 3 W odpowiednie vrdzenie réwnania catkowego.

Zanim przystapimy do omoéwienia macierzy || Pic!|, [[9u] do-
prowadzimy jeszcze wyrazenie pod znakiem sumy do postaci
symetrycznej.

W analogii do réwnan calkowych, pomnézmy obie strony
rownania (0) przez 1/ Nk

Witedy
Yi=

t Ve, o BB S
i F - N FiBue « « s . 7
Ehmz@% Ry @
i i
I R R L I
gdzie - S
l}m l/‘m nﬂm; ﬁmﬂl/"h “Nic* Bt 3

Yk.=]-/ﬁ;° Vi Qi=Q1l/ﬁ;_-

Rozwigzanie réwnania (7) mozemy uzyskaé znanym z réwnan
calkowych sposobem iteracyjnym Neumanna.

Jako pierwsze przyblizenie przyjmijmy postaé ugiecia preta
bez udzialu sily osiowej.

Wstawiajac zatem Y¥W=0 w drugiej sumie réwnania (7) przyj-
mujemy jako pierwsze przyblizenie

I =
YW=F, Fi=—— Pt
| & k k EJon Qithes
- Wtedy o

YO=F FALF By h=—s.
% k E, 1 Burc EJn*
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Wstawiajac Yi® pod znak sumy w ostatnim wyrazeniu réwna-
nia (7) mamy i

Vi) =F FA Y [Fi FAY Fy Bre] P
Y =FF X Fi [\ B F 12 Y]
gdzie B =2 Bri Brr.

Postgpujac w ten sposéb dalej, uzyskamy szereg
— n—1 —- - — .
Ye=F,+ EiFi[l P ERIPA B L o G i s (8)

Mozemy zatem uzyskaé Y, z dowolna dokladnoscia. Szereg
ten jest szybkozbiezny i do zastosowan praktycznych mozna po-
przestaé na trzech czlonach.

Podobne operacje wykona¢ mozna réwniez na réwnaniu - (6),
bowiem podane réwnanie iteracyjne mozna stosowaé réwniez do’
srdzeni® niesymetrycznych.

Podany tu spos6b postepowania posiada pewne zalety, miano-
wicie latwego wyznaczania macierzy || Pucll, || Vx|l itd.

Ot6z rozwiazanie ukladu réwnan

) M!c—i_sz+Mk+1=ﬂk ; (9)
w postaci :
M!c=f21‘?i Bz
daje bardzo prosta postaé wyrazen [h.
Mianowicie
BTk i dla i=k
n
Pir= ) (10)
— T p  dla ixk
n
4 § Kk n-4
™" “hadk
B = D52 7O
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Okazuje sie wiec, ze wartodei fi; leza na linii ,tréjkatowej”
i stojg w §cislym zwiazku z linia wplywowa momentéw zginajacych.
Macierz ||t || otrzymamy przez mnozenie macierzy |'Py | przez

macierz | fud|. Oznaczmy to symbolicznie || Oy ||=|Buc?®
Macierz | Pl
| Puis  Bias  Pusseer Bram

| ﬁ.’il’ ﬁﬁ‘.’.* {"I'&:ir ve ﬁ:!. n=1

. . . . . . . . . . . .

l Bats Pas. Bogs - - By, n—1 ’
|
N
|

[:)’:.--1.1, {3,-;‘—‘1.2‘ ﬁn—!.:&.- [}J‘I—l, n—=1.
Macierz || i |l.

3 . ‘. . 1

thy, 01, LTI 8y, n—1 |
; ' ¢ : |
Uor - Ty, Vosgs'eiv's Dy, n—y |
ﬂﬂls ﬂl:}f&! '”HSJ LR ﬂﬂ. n=1 ‘

I . . . . . 5 . . . . . " .

|

| 3 £, Hi (%

| D=tz 'l]u—l. By Vgmligsteins | —

Dla wyznaczenia wielko$ci 0 mnozymy wartosei i majdu—
jace si¢ i-tej i k-tej kolumnie przez siebie i tak pr?emnozone
dodajemy do siebie.

Zauwazmy jeszcze, ze zarowno wyrazenia Py jak i Ty 53 syme-
tryczne wzgledem obu przekatnych macierzy.

Macierz ||| odpowiada macierzy sprzezonej ukladu réwnan

Mi—y—4 Mie—y +06 Mi—4Myc 4+ My 5= bx Mk:gbi:"i}.fk- cee (1)

ktére powstalo przez przemnozenie przez siebie macierzy ukladu
rownan (10). Z drugiej strony uklad réwnan (11) odpowiada prze-
ksztalceniu réwnania rézniczkowego

T =by na réwnanié roéznicowe A* MZER.'
Zatem macierz sprzezona, || fuc
czynnik proporcjalnoéei) z linig wpiywowq ugiecia belki.
Dalsze macierze wystepujgce w réwnaniu (8) uzyskamy przey

kolejne mnozenie macierzy wedlug podanego wzoru.
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Uwagi dotyczace macierzy pozwolg nam juz oszacowac zbiez-
noéé szeregu Neumanna,
A) W przedmale (0,n) oszacujemy wielko§¢ (..

B l=2 y
| Pirc | 4 l

gdzie n jest najwicksza wartoscia funkeji 1 (§) w tym przedziale.
Fatwo wykazaé ze
] 5[2] | < I il"! l< 1] itd.
Zatem szereg wystepujacy w réwnaniu (8) mozemy przedstawié
W postaci:
A Bix A2 B2 28 B® P LTy a"a_+ A i (a)
| ¥Bae FABRERBR | <[A[20 F[A[F g+ 2] -

Prawa strona tej nier6wnoSci przedstawia szereg geometryczny
zbiezny w wypadku gdy

Ill<% t.j. gdy P<

Poniewa? szereg majoryzujacy jest zbiezny, zbiezny jest réwniez
szereg wystepujacy w réwn. (8).

Dodaé nalezy, ze oszacowanie wartoci By jest doéé grube,
na ogol szereg (8) bedzie wykazywal lepsza zbiezno§é niz szereg
geomeiryczny (a).

Wréémy jeszcze do réwnania (5).

Napiszmy je w postaci

EJ nt Pn® :
qu Mg Yy = I:" J’ki“;— Z’ﬂt Vi Buk. (12)
i

i

Jezeli zalozymy, ze ugiccie belki jest znane, to rozwigzanie
ukladu rownan da nam odpowiedZ na pytanie, jakie powinno byé
obcigzenie belki odpowiadajace zalozonemu wygieciu.

Réwnanie (12) stanowi analogie z r6wnaniem calkowym Ired-
holma pierwszego rodzaju. Jezeli P jest sila §ciskajaca, to réwna-
nie (12) bedzie posiadalo sens Jedyme w wypadku P mniejszego
od sily krytycznej Pg,.



Tom IIT 1951 Z zastosowan rachunku roéznic skonczonych 491

2. Uklad réwnan (3a, 3b) mozna rozwigzaé rowniez bez ucie-
kania sie do iteracji.
Napiszmy réwnania (3a, b) w odmiennej troche postaci

P R |
Pre—1 — 2 it Fkﬂ_-EJ;.r;'*‘ (13a)
; M
Vit — @ 0 Pt preny = I8 (13b)
. n
Lk L M s 1
Rozwigzaniem tego ukladu réwnai bedzie
I
(PRA':-EJO - E i Bri (14a)
1\ "
ye= > o B (14b)
[ [ =]

i

Tutaj || Bfi|| jest macierza odwrotng ukladu réwnan (13b).
Uklad réwnan (14a, b) zastapi¢ mozna jednym réwnaniem

b |
= - i ﬁ'“ .15
Vie Ed,nt 2?1 1 Ok (15)
i
k=1,2,...., n—1,
0= Brrc Bi7.

Rownanie (15) jest jeszcze roOwnaniem niesymetrycznym.
Przy oznaczeniach

Ye=yeV % ; Q=q:V/ni.

Yire ="V 'l/"h * Mk

4 2
znajdziemy YR:E.; = E Q: Yik. (16)
0
i

Macierz || 9% || otrzymamy przez pomnozenie macierzy || B ||
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Zauwazmy, ze czlony macierzy || 8| zaleza od wartoSci 2.

Jak sie pozniej przekonamy, czlony te dla pewnych wartosci
P rosna nieograniczenie — mamy wiedy do czynienia z wypad-
kiem wyboczenia preta. Na razie odczytajmy z réwnania (16), ze
przy nieograniczenie rosnacym [, ugiccie nie zalezy ani od
rodzaju, ani wielkoS§ci obcigzenia .

Dla ustalonej odszkalconej, a w wypadku sity Sciskajacej po-
nadto przy zalozeniu P < Py, réwnanie (16) pozwoli na wyznacze-
nie obcigzenia q. '

Znajomo§é rzednych linii ugiccia pozwoli na wyznaczenie mo-
mentdéw zginajacych i sil tngcych w kazdym przekroju preta

d? EJ,n®
M=—EJ (<2 =" (g ~2yptyer)  (17)
dx® |k ne 27
d® EJ,:}
T=—El (22| =22 (yees—2 Yii -2 Vit —Yiesg). (18)
d':t15 k ?.likp

5. Znacznie trudniej ksztaltuje sie zadanie oméwione w po-
przednim ustepie w wypadku niejednorodnych warunkéw brzego-
wych. Sa to wypadki zupelnego lub sprezystego zamocowania
preta wzglednie wypadek wspornika.

Rozbicie réwnania (1) na ukfad dwéch réwnan (2) nie moze
tu znalezé zastosowania — nieznane sq bowiem warunki brzegowe
funkeji ¢ (innymi slowy nieznane sa momenty utwierdzenia).
Punktem wyjscia moze byé jedynie réwnanie (1).

AL ’ ; ;
Przy nowym oznaczeniu -J(r-}-=g[5) przeksztalcimy rownanie (1)
” . L) . . u

na rownanie réznicowe

Yi—2 Ok—=1 —2 Yie— (Ok—1 01+ Vic (00— +4 0+ 00 41)—2 Yy (0T

T0k+1) T Vk+s Okt1EM (Ye—y —2 Yt Vi) =i - @ (19)
' T ol N
?L__Pfa-l =_Il_
EJ, n* n'EJ,

Warunki brzegowe ksztaltuja sie nastepujaco:
Dla brzegu utwierdzonego zupelnie
dy
dé

Ay

—
E=0 AS

n
k=g 2

(Vig—1 — Vi 4+4)=0: Y—1=Y1 (20)
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Dla brzegu swobodnego otrzymamy z warunkéw brzegowych
M,=0; T,=0 nastepujace zwiazki

Y—1—2 ¥+ ¥,=0

i Y2y F2y,—3,=0.
Stad
Y—1=2¥ =V Y—=4y—4y;ty.. (21)

Rozwigzanie ukladu réwnan (19) nastapié¢ moze dwojakim spo-
sobem, podobnie jak to uczyniono w wypadkn belki swobodnie
w dwéch punktach podparte;j.

a) Napiszimy uklad réwnan (19) tak, aby wyrazenie * A%
znalazlo si¢ po prawej stronie réwnania (19).

Rozwiazaniem wtedy bedzie

Yie=a X qi auc + L X A*y; age (22)

Tutaj ai. przedstawia skladniki macierzy sprzezonej ukladu
roéwnan
Yie— Qk-—1_2yk-1(9k—1+Qk)+yk(9k—1+4‘(’k+@?:+1)_2yk+1 (QR+QI¢+J)+
+ Ve +o Ok 41=bie

k=1,2,..., n—1. (3

Poniewaz uklad tych pieciocztonowych réwnan zarowno dla
warunkow brzegowych (20) czy (21) jest symetryczny wzgledem
glownej przekatnej, wice i macierz llay!l bedzie symetryczna
wzgledem gléwnej przekainej.

Uktad réwnan (22) rozwiazaé mozna sposobem iteracyjnym
oméwionym w ustepie B 1). T

b) Réwnaniu mozemy réwniez nadaé postaé

Vie—s Oti—1— 2 Yic—y (Q—1 + 0k F 1)+ e (0r—y 4 01041 LA)—
=2 Vi1 (Ot 0kt TR+ Vieds Qe t1=qk-a ~
k=1,2,..... , n—1. ) (24)

Rozwiazujemy symetryczny ukfad rownan (24) i otrzymujemy

Ye=aXqi aj. (25)
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Wszelkie uwagi dotyczace rozwigzania rownan analogicznego
zagadnienia o jednorodnych warunkach brzegowych znajda i tu
zastosowanie. Dla stalego przekroju (nx=1) otrzymamy oczywisScie
znaczne uproszczenia.

C) Wyboezenie preta

1. W wypadku belki w dwoch koncach swobodnie podpartej,
rozwigzanie tego zagadnienia otrzymamy z réwnania (6), kladac
w nim g=0

Y=L X i yi Puc (26)
lub tez w postaci zsymetryzowanej
YVie=2 XY, B . (27)

Wyznaczenie sily krytycznej Py, moze nastapié przy uzyciu
metod jakie nam daje teoria rownan calkowych Fredholma drugiego
rodzaju. Podamy tu dwa sposoby, przystosowane do maszych
rozwigzan.

a) Przyjmujemy jako pierwsze przyblizenie Y¥=1. Drugie
przyblizenie znajdziemy z réwnania (26)

V=13 Bge 1.

Parametr 1 dobieramy tak, aby w dowolnym punkcie przedziatu j
bylo ¥,®=1,

Stad
1
1=V 3 B2 V= : (28)
o X B
Dalszym przyblizeniem bedzie
Vil®=LARBa V=03 B T B =W X BL®.
i i T i
Parametr A znowu dobieramy tak, aby
Y (3)_)\‘):;\‘1 E Bn(z} S d li’! 2; ﬁ:’
b} 2 Pij =1. tg -—'E B (29)
i
Postepujac tak dalej otrzymamy dla p-tego kroku

3B *
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W powyzszych wzorach [ﬂ P oznacza element macierzy ||f;1P.
Podany tu sposéb pokrywa si¢ ze sposobem.wykreslnym L. Vianella,
wzglednie ze sposobem ,momentéw wtérnych” profl. dr W. Wierz-
bickiego *). Sposdb ten jednak prowadzi do celu tylko wtedy, gdy
postaé wygicla preta nie przecina osi x miedzy poczatkiem a kon-
cem preta (zalozyliSmy, ze YiM5£0).

Dokladno$é wyznaczenia parametru ). wzrasta ze wzrostem
przedzialow, na ktore podazielilismy diugosé 1.

Dla preta o stalym przekroju, przy podziale na 10 czesei,
otrzymamy dla j=
9 9
2hy=12,5; \“45”‘ 131,25; >‘[‘”‘~.1345,(;35; %“ﬁ&;*zﬁm,sm,
1

; 1 T 12,5
a ze wzoru (30a) M=-"—=0,08; \'= =(,0952
12,5 151,25
N =0,09754; )'""=0,097843 Pk,—‘-ginﬂ”” 9 ?84 %}
2
zamiast wartoéci Scislej Py,= ::If_‘._f_

n—1

b) Dobieramy wielobok Y tak, al)Y Zy“i

Obliczamy YD=(' Tphyih=y CP.

7. warunku, aby Z{y(” =1 t.j. z warunku ?x‘)“lct‘)]-_i wyz-

naczamy A

LI (30b)

V S(COP
Obliczamy dalej Y@=)\" ¥ 1 YP=A"CPD.
Podobnie z warunku L(Y®)*=1 wyznaczamy
}!i’z I-
Ve

*y 'W. Wierzbicki — ,Sposéb momeniéw wibrnych w zastosowaniu do wy-
znaczenia sily krytyeznej”. Przeglad Techniczny 1946. Nr 9 — 10.
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Postepujac tak dalej, otrzymamy przy p-tym kroku
WP) = ————.
Y X (COP
i
Dla preta o stalym przekroju i n=10 wyliczymy przy przy-
jeciu dla Y{V symetrycznej paraboli 2-go stopnia

2 =0,09795 ' =0,097887.

Otrzymujemy tu szybszqg zbiezno$é ciagu A niz poprzednim spo-
sobem.

Przy tej sposobnoSci warto oméwié prosty wypadek wybocze-
nia preta o stalym przekroju i ocenié jak od iloSci przedzialow
zalezy dokladno$é wyznaczenia wartoSci krytycznej.

Wychodzimy z réwnania (3b) przy n=1,

Yi—1—2 Y+ Yie 1 A ye=0. (31)

Rozwigzaniem tego réwnania réznicowego przy warunkach brze-
gowych y,=0; y,=0 bedzie

yi = Asin ™ (i = 1,2,...n—D). (2)

‘Wstawiajac powyzszy zwiazek do réwnania (32) dochodzimy (wy-
boczenie wg jednej pélfali) do zaleznosei

l=2([—cos%) (33)
albo e
__2LkJn a
Py = " (1 —Cos E) . (33a)

Przy przejéciu do granicy otrzymamy

‘ n=2 | n=5% \ n=4 | n=5 | n=6 \ n=7 | n=8 l'ﬂ.=10 n=ca

Pl,
—= 8,0 9,0 9,39 | 9,549 | 9,
EJ ’ ‘ ‘ 3 5 9,648

t

9,707 | 9,773 (9,8696)

9,7880

Z powyzszego zestawienia wynika, ze dla n=8 otrzymujemy
dostatecznie dokladng warto$¢ Py, ; szacowaé nalezy, ze ilo§é oémiu
przedzialow bedzie wystarczajaca i dla wypadku zmiennego prze-
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kroju. Jesli poréwnamy jeszcze warto§é & dla n= 10 z warto$ciami
otrzymanymi droga iteracji, to siwierdzimy, ze sposob I-szy daje
warto§ci mniejsze, sposéb Il-gi wigksze od wartoéci uzyskanej
z rownania (33),

2. W wypadku niejednorodnych warunkéw brzegowych preta
podlegajacego Sciskaniu, punktem wyjScia bedzie réwnanie (22),
w ktérym polozymy ¢; =0

Yie =1 P A%y, ayy. (34)

Iterowanie tego réwnania mozna wykonaé sposobem podanym
w poprzednim ustepie. Ze wzgledu na przegiecie odksztalconej
w poblizu miejsca utwierdzenia pr¢ta nalezaloby przyjmowaé po-
dzial preta na conajmniej 8 czeSci, aby uzyskaé wartosé sily kry-
tyeznej z dostateczng do zastosowan dokladnoécia.

Wréémy jeszcze do wypadku jednoczesnego Sciskania i zgina-
nia preta.
Przy m = 1 napiszemy réwnanie (13b) w postaci

Ayt D yp= ‘% (a)

2

Wyrazmy funkcje ¢ i yi przy pomocy funkcji wlasciwych row-
nania jednorodnego
A% yp+A y = 0. - (b)

Oznaczmy rozwigzania wlasciwe znormowane tego réwnania
przez Y|, a przynalezne im wartoSci wlasciwe przez A®.
Zatem napiszemy™)

n—1 n—I|

G
Y= E cr ¥y B Z u yy
n
r=1

r=1

Powyzsze zalezno§ci wstawiamy do réwnania (a); ofrzymamy

n—1
3 (or [ 5p1p]—n5f =0 ©
r=1

*) Fr. Bleich — E. Melan: Die gewihnlichen und partiellen Differenzen-
gleichungen der Baustatik., 1927,
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L]
Z réwnania (b) znajdujemy, ze A%y = —i® yl),
Latwo juz z réwnania (c) otrzymamy dla dowolnego y{) prosty
zwiazek

Uy
=
Ostatecznie wiec
Sy
Vi = >_, —m
r=l

7. réwnania -tego odezytamy, ze dla -0 ugiccie y, dazy do
nieskorficzonosci. Z drugiej strony A" jest zwigzane z sily kry-
tyczng Py

Nalezy wykazaé, ze dla L1 réwniez wielko§é B w réwna-
niu (14b) bedzie da‘z.y{& do nieskoficzonobei.

W iym celu wylamny u, przy pomocy funkeji tpk iy

Z teorii rownan réznicowych wiadomo, ze

Z a te]]]_ n—1 n—1 ®
Y= § ' § |y
A— ? “) n®

albo po przeksztalceniu sum
Sz S
l(r)

n—l
Poréwnywujac oatatme rOwnanie z réwnaniem (14h) otrzymamy

przy zalozeniu n=1.
n—1

. =~Z yl’r.’ yfr!
ki
A=
Widzimy, ze dla A >A" wielkoéé By; roénie ponad wszelka miare.

Gdyby$my rozpatvywali zjawisko Jednoczesnego zginania i roz-
ciggania preta,.to P2, przyjmie postaé

L] =1

ﬁ" = Z y{ri y( r)
= R

r=1
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Wreszcie przy zginaniu preta nalezy polozyé 1=0.
n—1

== r) ylr)
ﬁki=2-‘ -—-—y$‘ y’—.
Q)

r=1

Ostainie wyrazenie jest odpowiednikiem bilinearnej formy
rdzenia rownania catkowego.

Powyzsze rozwazanie, przeprowadzone dla prostego przykiadu
preta na dwéch podporach swobodnie podpartego mozna w calej
rozciggloel przenie$¢ i na inne typy podparcia, jak i na dowol-
ng zmienno§¢ przekroju. Trudno$ci jednak wyznaczenia war-
tosci A jak i funkeji yU) wzrastaja niewspélmiernie, tak, ze wy-
znaczenie wielkosci ff, przy pomocy algorytmu Gaussa czy tez
sposobem krakowianowym wydaje si¢ droga najprostsza i najpre-
dzej prowadzacg do celu.

D) Drganie poprzeczne preta

Wiele klopotu nastrecza wyznaczanie czestotliwosei drgan wlas-
nych preta o zmiennym przekroju. Zadanie to da si¢ bez wiel-
kiej trudnosci rozwiazaé¢ przy pomocy rachunku réznic skonczo-

u(x)
A _& J{x} - A B
| : ]
1ys. 3

nych. Postaramy sie i tu doprowadzi¢ rozwigzanie do postaci
takiej, z jaka mieliSmy do czynienia przy wyboczeniu preta.
Réwnanie rézniczkowe tego zagadnienia przy przyjetych
w ustepie B oznaczeniach, przyjmie nastepujacg postaé
B (EJ?B—”-)Jr T
ax*\ 3x* art

&
Przy zalozeniu x=Ig§, Jo =1n(§) y(x, {)=y (x) sin o rOwnanie

J(x)
powyzsze przechodzi na
" B dy w2 I8
= —= | =1 (§) ——y=0. 35
daﬂ( ) u()EJoy (35)

n(§) d &
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Dla jednorodnych warunkéw brzegowych y (0)=

=9"(1)=0 rozbijamy réwnanie (35) na dwa.

& _0?plt o ik A
e £, @ Ze=e@nE

B (€)=, d (§).

y (1)=y"(0)=

(36)

Odpowiednie rownania réznicowe przyjmg postaé

Wy I* @?

Py —2 Ot Prepy = EJ 5 Vi Bic
= Prem
Y1~ 2¥ktYe41= o
h=1,2,3,..., n—L

Rozwigzaniem tego ukladu réwnan bedzie

;I.

- )_ ViPirdi

ln“}H

EJyn
1.
=;19 2 P11 Bik.
Laczac te dwa réwnania w jedno, otrzymamy
Yie=0 3 i Oy Dy

I* 2
G ||l = ﬂ; a=— 4@ A
I e f! =] Gue EJont

Symetryzacja ,rdzenia” réwnania (39) daje
Y;e=(1 ; Yl ‘-ﬁ’&m

Yk=yk]/ Vie 1‘Ek=l/a- l/\'_k ik

(37).

(38a)

(38b)

(39)

(40)

V=T Op.

SprowadziliSmy wiec zagadnienie drgania preta swobodnego, do
takiej samej postaci, jak przy wyboczeniu (wzory 26, 27).

Poza parametrem a, réznica polega jeszcze na tym, ze we
wzorze (40) wystepuje maciers. || By [|* w miejscu tam wystepujacej
macierzy || By ||.
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Jezeli drgania swobodne odbywaja sie przy udziale sily osio-
wej P Sciskajacej, lub rozciggajacej, to rownanie rézniczkowe (35)
przyjmie postac:

2 2 2 g2 y 24
_d (_L_E{__y) 4 ﬂ d Jf._“llb{t) wtl y=0 (41)

dee\n®)de) EJ,de  EJ,

a odpowiednie rozwiazanie w rachunku réznic skofczonych

Yie=& X y; 0y mq thye £ 2 X i yi P (42)
e P
EJ,n®

Jezeli w rdwnaniu tym polozy¢ A=0, otrzymamy z réwnania (39),
rozwigzanie zagadniénia drgania bez udzialu sily osiowej; jesli
natomiast postawié w=o, otrzymujemy rozwigzanie zagadnienia
wyboczenia. Réwnanie (42) nalezy interpretowaé w ten sposéb, ze
przy stalym P sila §ciskajaca zmniejsza, a sila rozciagajaca zwie-
ksza czestotliwo§é drgan wlasnych. Odezytamy rowniez z réwna-
nia (42), ze dla $ciskajacej sily P dazacej do Py, [a wigc dla wy-
padku, yx—A Xnyibuc>0 (porownaj wzoér 20)] czestotliwosé drgan

wlasnych zdgza do zera.

Przy niejednorodnych warunkach brzegowych réwnanie roz-
niczkowe (39) doprowadzamy do nastepujacego ukladu réwnan
réznicowych: 3

Vie—a Ok—1 — 2¥5—1 (0—1 1 0c) *+ Vrel 0se—1 + 40K+ 01 41) —

—2¥1e 41(0r T+ Ore£1) T Vic+2 Ore4-1 = Yk (43)
k=1, i1
=100 o geeyin—1s Ok—j—'

0
Rozwigzanie tego ukladu réwnan daje
V=0 };J’i ay (44)
gdzie ||ayl| jest macierza sprzezong ukfadu réwnan

A%(0A%y)=Dy. (45)
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(=]

W wypadku jednoczesnego Sciskania lub rozciggania preta

sita P otrzymamy _
Yie=0 Y yi05 F A X APyiai (46)
i 3

Z poréwnania wzorow (44) (30) i (46) wynika rowniez, ze przy
wzroécie sily éciskajacej (znak minus przy 1) czestotliwo$ei ® ma-
leja, na odwrét wzrost sily Sciskajacej powoduje zwigkszenie cze-
stotliwoéci drgan wilasnych*).

Rozwazmy jeszcze wypadek belki swobodnie podpartej o sta-
fym przekroju. wykonujacej drgania swobodne i Sciskanej stalg
silg P.

Réwnanie réznicowe przyjmie tu postad

Ay 2002y — o Yy =0, (a)
Rozwigzaniem tego rownania jednorodnego bedzie
yr=Asinf (k=1.2,...,n—1. (b)

7. warunku brzegowego y,=0 otrzymamy
i '
= =19 = y
p=" =13, ....n—1) (©)

Wstawiajac § do réwnania (b), a to ostatnie do réwnania (a)
uzyskamy

. 2 e
atil=22(l—cos ’—T-‘) —2?.([—(-.05 E) (d)
n n

' .
. mi

u“l=a“)=2-(l—cos ) .
0 n

Z tego zwiazku wyznaczymy (n—1) kolejnych czestotliwosci
drgan o® wlasnych preta przy P=0. [eéli natomiast a=0, to

M= (l —cos -I-[—!)=?J”.
n [1]

7 tego réwmania wyznaczymy (n—1) kolejnych sit krytycz-
nych PO,
Réwnanie (d) mozemy zatem napisaé w postaci:

ad =l (1 = —’—) ' (e)

g )dL yis

*) Przy yr>0 wielkodé Ayr<C0.
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albo tez

. P

miN2= (2 [ { — . ;

(0= (wif) P@ (H
Z powyzszego wynika, ze ze wzrostem sily P maleje czgstotli-

wos¢ drgan wlasnych i dla PPy zmierza do zera. Latwo tez

wykazaé, ze dla n—>co

EJ AN D

(t}f:I+_ pil et i--l,'.?....-?'l""l-
g T | )

W wypadku drgan wymuszonych przy udziale sily osiowej row-
nanie roznicowe przyjmie postac

My 4L Ay —uyy = Pr_ 3]
EJn
Rozwigzanie tego réwnania da sie przedstawié¢ przy pomocy
funkeji wlasciwych y}) i wartosci wlasciwych «® réwnania (a).
Na podstawie analogicznych rozwazan jak w ustepie C. 2
otrzymamy

n—1 n—l1 (olr) n—I1
3 1 ‘1 QL ' >1p b
k=" ¥ 1 Dik.
‘T EJnt L 4..“1~u‘” Edn 'l
i=1 r=1 i
Tulaj
n—1
WJ’I”J’{’J
ﬁc \
e a—am
re=]

jest czlonem macierzy sprzezonej do macierzy uktadu réwnan (g).

[£) Wyboczenie plyt prostokatnych
1. Rozwazmy plyte prostokaing dookola swobodnie podparis,
obciazong na brzegu x=0 x—=a obcigzeniem ¢ (8) rozlozonym
w spos6b ciggly lub nieciagly.
Réwnanie rézniczkowe zagadnienia brzmi

q(y) *w
2w+
vy N a;\cz

=0 (47)

Zajmijiny si¢ najpierw plyta swobodnie wzdluz brzegdéw pod-
parta. Warunki brzegowe sg tu bardzo proste; mianowicie wzdluz
wszystkich brzegéw jest y*w =0 i w=0.
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) Jesli przez ¢ oznaczamy laplasjan
(Y,
w FFw
'.?:-.'—E + Ty = v"w

dx dy?
to réwnanie (47) mozemy napisac w po-
[ e — 1 staci uktfadu dwu réwnan
| y ]l : 1 owna
| |
1x | vig=—90) T8 g,
i 1 N 3x®
| |
] | o Viw=¢ (48b)
! |
I II Réwnania réozniczkowe (48a, b) beda
: ! spelnione je§li przyjmiemy
[
|
e A= 7 (x, )= (y) sin "
|. b ~ ' &
W w(x, y)=W @) sin "=  (49)
a
9(y)
Ry5.4 (mh—uia 20-0- -\1)-

Spelnione bedairowniez, przy tym przyjeciu, warunki brzegowe
w(0,y)=0; w(ay)=0; ¢0.9=0; ¢lay)=

W ten sposob otrzymamy ukfad réwnan réiniczkowych zwy-
czajnych

d*® _ ap- "" LY (50a)
dy
'y —u2 Y= (50b)
dy*
F? g (¥)=g,m (y)

Zamieniajac pochodne ilorazami réznicowymi i przy podziale
boku b na n odcinkéw Ay uzyskamy

([)kr_l—(2+92) (I)k"i“(pkq 1"'_‘%;"— Q‘z Yk, Nie [51&)
. by b2
Yie,—(2+0) Y +Yic+1=——k'jf- (51b)
n
_munb
g_

an
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Rozwigzanie ukiadu réwnan (51a, 51b) daje

2
"‘chq;f Y0 o

b'Z
Ykz—; 2 Py Py

n
albo ‘
Yi=X Y Ying Oy (52)
;h - _qu 02 _@:
N n*

SprowadziliSmy zatem i {u rozwiazanie do postaci analogicznej
do jeduorodnego réwnania calkowego Fredholma drugiego rodzaju.
Z ukladu rownan wyliczymy macierz sprze¢zong || fix | — ze wzgledu
na tréjeztonowo$§é tych réwnan nie sprawi to zadnego klopotu.
Przemnozenie macierzy przez siebie daje macierz |9y (. Przez
symetryzacje ,rdzenia” otrzymamy dogodng do dzialan arytme-
tycznych postaé rownania (52)

Y=k X yi Ve (53)
Y=Y} Nk Dae=y mi 1"; M * e

Dla stosunku a/b = | mozemy si¢ spodziewaé, ze wyboczenie

nastapi wedlug jednej péifali zaréwno w kierunku x jak i y.

Polozymy m=1. Dla wzrastajacego stosunku % nadejdzie wreszcie

moment, gdy wyboczenie jest mozliwe zaréwno w jednej jak
i w dwéch pélfalach. Dla dalszego wzrostu stosunku % otrzy-
mamy postaé wyboczenia w ksztalcie dwéch potfal (m=2) itd.

Gdy obcigzenie dziata zaréwno w kierunku x jak i y otrzy-
mamy uklad réwnan

N 3x* N 3y
VEw=q, (54b)

Po zmianie tego ukladu réwnan na uklad réwnan rozmcowych
rozwigzanie otrzvmamy w. postaci:

chz'}‘q 2N Yy dye—)p }-‘ 0y Yy Dy [5:5)

(54a)



5006 W. Nowacki Arch. Mech. Stos,

_qo0* b 2 _Po b
Nn® " Nn?

Oy Po— Pi

b

Jezeli zwazyé, ze przy wygieciu w jednej polfali w obu kie-
runkach dla y.>0 zawsze bedzie A%; <0, to ze wzoru (55) fatwo
stwierdzimy, ze ze wzrostem A, maleje sila krytyczna A, i na
odwrét, (przy zalozeniu, ze oba obcigzenia sa Sciskajace). Jedli
g(y) jest Sciskaniem, p(x) rozcigganiem, to wzrost g(x) wywoluje
powiekszenie sity krytycznej.

2. Dla plyty prostokatnej swobodnie podpartej w krawe¢dziach
x=0; x=a, a utwierdzonej zupelnie czy sprezyscie na pozostalych
krawedziach, nie uda si¢ juz rozbié réwnania (47) na uklad dwaéch

44 2 . i . mnx -
trojeztonowych réownan. Przy przyjeciu w=Y(y) sin —,  napisze-

my roéwnanie (47) w postaci
' a 2
Q_Y_gnz d_}:ﬂ_aﬁ y=£lﬂl_yf_
dy! dy* ‘ N

_mx

= —

(55)

a po przejsciu z pochodnych na ilorazy réznicowe

; 274
Yk_g‘_'(4+ 93)},;;-_] -} ((}“f' 4@2 i—g"}Yk o {4 Ar QQJYR.}.l +Yk + 2"":3————-—“ e Yk s

Nnt
=1,2, ..., n—1. (56)
Rozwiazanie tego ukladu réwnan daje
Yie=A Y0¥ oh * I(57)
f

.G 2 b

A=10 g —

N ¢ n*

Warunki brzegowe tego zagadnienia ksztaltuja sie tu nastepujaco.
Dla brzegu utwierdzonego zupelnie w krawedzi y=0;

ofrzymamy: Y(0)=0; Y'(0)=0

wzglednie Y,=0; Y_,=Y, (58)
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Dla brzegu swobodnego:

p._.__

3w *w
mys_N( B )
oy 3x?/ =0

=—N[Y"(0)—pa*¥ (0)] sin ax=0

dPw
0

dyax*

- 3
qy=-N(Z—;l-:+(2—* 1) ) ==N[Y"(0)—2—=w «2Y'(0)] sin ax=0.
y=0

W rachunku réznic skonczonych zatem:
) Y_1=Yu(2-|— !—"92) —“Y1 (59)
Yo=Y o{[2+(@2—n)e®] @+pe’)—2}—Y,(3+2(2—p) ¢’

3. Plyta dookola zupelnie utwierdzona
Obcigzenie ¢ (y) dowolnie rozlozone na krawedziach x=0 i x=a.
Wychodzimy z réwnania rézniczkowego (47). Zamienimy to row-
nanie na uklad réwnan liniowych. Po-

dzielmy bok @ na m réwnych odcinkéw 4(y)
Ax, a bok b na n odcinkéw Ay. mrm—r

a=mAx b=n Ay. 5
Otrzymamy | ._j" | :L_ i
== .-1__.1__ -t-
X, A* Y, +20% A2 V) A% X, + ©0) r__L_j,_i_;_“ It
+ot Yo A Xp=—Mnc Yic A® X, SRR
e 1| 3
gotaried ]
Q:m_.._b ?‘—:_q_[?_@z.g : Il | :- _’| E
na v = Bl
- o L E
Przyjmujemy posta¢ wygiecia plyty | ! | 47 |
w przekroju y=const. Rzedne X, (=1, R

2...,m—1) traktujemy jako znane. Su- L
mujemy teraz réwnanie (60) obustron-

nie w kierunku osi x. Otrzymamy %
' ©

AYi+20° AA?Yy+ (61 ¢
+o*BY =—Mi A Yy 1) Rys. 5
gdzie '
nmi—1 m=1:
2 ANX, 3 A X,
Amis s ;=

> X, Sx

r=1 r=1
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Rozwiazaniem tego piccioczlonowego rownania w budowie swej
podobnego do réwnania (55) bedzie

Yie = Ao X Vi ik (62)
(k: 1,2,.-.,”——‘1}

7 réwnania tego znajdziemy w znany sposob Ay) oraz wartosci
Yk(k=1, 2, ..... 3 ﬂ‘_l}.

Wartosci Yi sa zatem znane. Sumujemy teraz réwnanie (60)
w kierunku osi y.

Otrzymamy |
| X, B+20* A X, A+t A4 X, = —0n, A% X, (63)
gdzie
3 Aty 3 sy,
B e

2 Yk 2 Yi‘c
k= k=1

Rozwiazanie tego piecioczlonowego rownania daje
n—1
Xr=h» _;l‘]i A2 X Yare. (64)

7 tego rownania wyznaczamy L) oraz stosunki rzednych X,. Su-
mujac réwnanie (60) ponownie w kierunku osi x otrzymujemy
nowe wartoSci A, B i z réwnania (61) wyznaczamy nastepna
warto§é Ay). Iterujac réwnanie (62) i (64) otrzymujemy cigg war-
tosci Ay, A .... 0 znacznej zbieznodci.

Powyzsze rozwazania dadzg si¢ rozszerzyé i na wypadki plyty,
w ktérych jedna, dwie lub trzy krawedzie sa swobodne.

Duze zastosowanie znajdzie rachunek réznic skonczonych do
plyt o zmiennej w spos6b ciagly lub nieciagly grubosci plyty oraz
do wypadkoéw obcigzenia plyt sifami skupionymi.

Omoéwione tu rozwiazanie zagadnieri wyboczenia plyt, mozna
takze rozszerzy¢ na zagadnienie drgafi swobodnych piyt.

N VN w+ p.e—gﬂ-—*() (65)
af
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wzglednie na zagadnienie ogdlniejsze. jak drganie piyt, podlegaja-
cych Sciskaniu wzglednie rozeigganiu w jednym lub obu kierun-
kach osi wspélrzednych.

Ponizej podajemy trzy proste
przvkiady, ktére pozwola zoriento- %«N%ﬂ‘ﬂf
waé sie tak w toku postepowania, . 1]
jak i w korzy§ciach plyngcych z za-
stosowan rachunku réznic skoncezo- ettt smtenistes
nych do statyki i dynamiki konstruk-
¢ji inzynierskich.

(I Przyklady

Wyboczenie plyty. Plyta kwa-
dratowa, na brzegach swobodnie
podparta. Obcigzenie ¢ dziata na
brzegach x -0, x = a.

Podzial boku b na 7 réwnych LB ==
czeSei. Zmienno§é obcigzenia okre- '

§la wzor 7
; %t | LI
q =0, (1 o ﬁ"ﬁ)

Jako pierwsze przyblizenie przyjelo krzywq Y niesymetryczng
dla f 0. a symetryczng dla B=0. Rozpatrzono trzy wypadk!
a) F=2;b)E=1;c¢ p=0. .

Przy podziale na 7 czebci i zalozeniu, ze wygiecie nastapi
w jednej potfali w kierunku osi x i y otrzymamy

, m b ot

ol = — e S =(),20142 2+40% = 2,20142 .
a®n® 49 '

Macierz ukladu réwnan (51 a, b) przyjmuje postaé

220142, —1
—1 2,20142, —1
—1, 2,20142, —1
—f 200142, —1
—1 220142, —A1
—1 2,20142

Dla tego ukladu wyznaczono najpierw przy pomocy skréco-
nego algoryimu Gaussa- macierz sprzezona || fi |
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S 2 3 | 4 | 5 | 6
|
1| 06389 0,40657 025609 | 0.157201 0.08997 \ 0.04087
2 0,89503 0,56377 | 0346008 | 0,198073 0.08998
3 008500 | 0604644 | 0340070 | 0457203
4 0985003 = 0,563770 250094
5 0.895029 | 0,40657
6 0,63894
7 macierzy tej wyznaczono macierz || Oig!| = I B || *
N | 2 | 3 | 4 [ 5 [ 6
1] 067359 084394 | 07777 0.61201 0.41245 0,20590
2 1.45130 ‘ 1,45596 1,19012 0,81792 0,41245
5 I 1.86370 1,66186 1,19012 0,61201
4 f 1,86370 1,45596 07777
5 | 1,4130 0,84394
6 ' 0,67359
] '

a) Wypadek =2; g = q, (1—2%) =gy Obciazenie g od-

powiada czystemu zginaniu ptyty. Jako pierwsze przyblizenie Y
przyjmujemy krzywa niesymetryczng, przy czym rzedne jej nie
sg okreSlone rownaniem — przyjeto je opierajac si¢ jedynie na

intuicji,

Wartoéei ny i Y podajemy w ponizszym zestawieniu:

k= 0 i} & 0 s [ 4 1 5 6 | 7
M= 1| 071424 | 042857 | 0,14286 |—0,14286'—0,42857 |—071429 | —1
Y= | o | 03t 0,33 0,275 0200 | o120 | 006 0
MYE® | 0 | 02214 | 01414 | (0395 [—0.0285 —0,0514 [—0,0420 | 0

(1

¥ Y39=1,295

i=1

Dalsze przyblizenia wyliczamy ze wzoru

chh‘):}u E }li Yj(‘f—'” ﬂﬂc s
I

Podajemy zestawienie tych przyblizen oraz sume¢ rzednych Y,

b= fo] 1 | 2 | 3 | 4 5 | 6 [7] ny

YW= o0 | 02516 | 03552 | 03206 | 0,2708 | 0.1 15 | 0,0555 | o | 1.2702
N= s

Y= 0| 02440 | 03585 | 03310 | 0,2303 | 0,1246 | 0,0519 | 0 | 13405
e ;

Ye®= | 0| 02441 | 03507 | 05165 | 0.2102 | 0,1071 | 0,0525 | 0 | 1.2609
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Obliczamy parametry A kolejnych przyblizen;

= ‘_}Ik = L YE =
}(1) ;‘ ‘:( (—1]— 1 0195 }L(n)‘_-'? (_2) 0594?{)
b ch A Nﬂ{ﬂz
(3y— 3} LB
A \‘ Y, (8) =1,062 Qrr 2 b
qm—-‘zb,lz?.m‘:’

Warlo§¢ qrr wyznaczong przez 5. Timoszenko *) metoda ener-
WES

getyczna wynosi ¢,=25,6 m
b) Wypadek §=1, 9x=q [1*- —-—] =@k Go=¢; =0

Jako pierwsze przyblizenie przyjeto wielobok Yi® jak dla
wypadku a).

k= ]u | i - &% [ % | 4 .| 5 6 7
Ne= 1] 085714 | 071429 | 057147 | 0,42857 | 0,28572 | 0,14286 | 0
Y (0= 0| 051 0,33 0,275 0,200 0,120 0,06 0
e Y= | o] 02057 | 0,357 | 04571 | 00857 | 00343 | 00080 |0

Podajemy dalsze przyblizenia uzyskane ze wzoru (52)
B= o] 4 | 2 | 3 | &« | 5 | 6 | 7 |[Sym
Y= | 0 [05684 | 09286| 1,0311| 0,9205] 06713 [03493 | 0 4,4692

Y= 0 [1,6770 | 28787 | 3,3571( 53,1201 | 2,3395 |1,2367 0 14,6091
Ye®= 10 {50078 | 12,6892 14,5049 | 10,1109 | 4,1252 |0,62290 | 0  |47,1209

] 1,295 1 Y 4,4692 1
-m_”— gy~ .

4-4()92 3. 4'5 14,609 3,2368
_ 14609 1
O 471200 322
Dla trzeciego przyblizenia otrzymamy
‘ MNn'a® Nn?
G = S =7,65 b

*. S Timoszenko, Theory of Elastic Stability. 1936, str. 355.
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Metoda energetyczng otrzymuje S. Timoszenko wartosé

¢) Wypadek $=0. Obcigzenie g=const. 1=1.

Jako pierwsze przyblizenie przyjmujemy krzywa symetryczna.
Przy dalszych przyblizeniach wystarczy wyznaczaé Yy dla trzech
pierwszych punktéw.

K= 0 ] 1 | ) i 3 l P Y
Y= 0 0,4340 0,7820 09749 2,1909
Y, W= 0 2,7190 4,903 6,1094 13,7314
Y= 0 17,0416 | 30,7081 38,2916 | 86,0412

1 158314 opps, L _ 860403 ore
Aoy 2,1909 hgy 13,7314

Dla drugiego przyblizenia otrzymamy

4 N =2
bt

2
Grr=3,934 - A;—t zamiast wartoSci Scislej gur=

Résumé

De Papplication du calcul des differences finies aux problémes
de la mécanique de construction

Ce mémoire traite de l'application du calcul des différences
aux problémes de la mécanique de construction concernant le
flambage et la vibration des poutres et des plaques. La solution
du systtme des équations linéaires qu’on obtient ensubstituant
les coefficients différentiels aux dérivées dans les équations aux
différences, y est amenée a I’expression propre a literation. L’au-
teur envisage l'analogie advenant dans la résolution des dites
équations et dans celle des équations intégrales, ainsi que des
équations aux différences.

(Praca jwplynela do Redakeji, dnia 16. I, 1952 1)



