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STAN NAPRĘŻENIA W GRUBEJ PŁYCIE KOŁOWEJ,
WYWOŁANY DZIAŁANIEM POLA TEMPERATURY

WITOLD NOWAiCKI (Warszawa)

W pracy niniej szej wyznaczymy stan naprężenia w grubej płycie koło-
wej o grubości 2h i średnicy 2a wywołany działaniem osiowo symetrycznego
pola temperatury. Rozpatrzmy w części pierwszej przypadek symetrycz-
nego względem płaszczyzny z = o, w części drugiej antysymetrycznego
względem tej płaszczyzny pola temperatury. Dążyć będziemy do tego, aby
w płaszczyznach z = + h spełnione zostały w ścisły sposób wszelkie wa-
runki brzegowe, zadawalając się spełnieniem warunków brzegowych od-
noszących się do naprężeń na powierzchni r = a w sposób przybliżony.

1. Niech dane będzie ustalone pole temperatury, określone równaniem
różniczkowym

(1.1) ^ + i ^ + ^ = o,V dr3 r dr dz2

z warunkami brzegowymi

T(r,±h) = p ) dlaO<r<b,
(1.2) \0 dla b < r < a,

T,(a,z) = 0,

gdzie 2b oznacza średnicę koła, stanowiącego obszar ekspozycji ciepła.
Rozwiązaniem równania (1:1) wiraż z warunkami (12) jest

(1.3) * T(r,2)=
cosh a„

gdzie An jest współczynnikiem rozwinięcia funkcji T(r, + h) w szereg funk-
cji B e s s el a.

(1.4) T(r,±h) = £AnJ0{anr)
7 1 = 1

przy założeniu, że wielkości ana są pierwiastkami równania J0{ana) = 0.
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Dla wyznaczenia składowych stanu naprężenia wygodnie będzie posłu-
żyć się funkcją termosprężystego przemieszczenia <Z>, przy czym

- d<X> - d®
(1.5) « - - , « = - .

Wprowadzenie tych związków do trzech równań przemieszczeniowych
teorii sprężystości [1] sprowadza je do jednego równania

Id® d*0 l + v
ÓT T OT OZ 1 — V

gdzie v jest liczbą Poissona, at współczynnikiem rozszerzalności cieplnej.
Poszukujemy takiego rozwiązania szczególnego równania (1.6), które

w płaszczyznach z = ± h oraz na powierzchni r = a spełni warunek $ = 0.
Taką całką szczególną jest funkcja

(1.7) ® = -t
i

gdzie

Zn (z) = anz sinh anz — anh tgh anh cosh anz.

Składowe stanu naprężenia {a-,}) uzyskamy ze związków [1]

I d 2 ®
(1.0) Oij = Ł Lr I _

gdzie <5,-; jest symbolem K r o n n e c k e r a.
Otrzymamy kolejno

0 V f" {[(2-a„?itghanh)

cosh an z + an z sinh a „ z] Jo (a„ r) — [an z sinh a„ z —

- an h tgh a„ h cosh a„ z] J l ( a " r H ,
anr |

{[(2 — a„h tgh an łi) cosh an z + a„ Z sinh a„ z].

(1.9) Jo (a„ r) - (Jo (a„ r) -Jl^l\ ( a z s i n h a„ z -

— anh tgh an h cosh a„ z)},
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(a„ z sinh a„ z — an h tgh a„ h cosh an z),

ar:s=
i(«n-r) r / 1— [(1 —

h h
Gf?0 \

dr dz f^t cosh a„ h

— anh tgh a„ h)sinha„z + an z cosh an«],

(Try = 0.

Korzystając ze związków (1.5) znajdziemy, że

dr 2 ^ an cosh an h

— anh tgh a„ h cosh an z),
(1.10)

dz 2 ^ c

+ a„zcoshanz].

Żądamy, aby płaszczyzny z = ± h i powierzchnia r = a płyty wolne
były od naprężeń. Stan naprężeń {aSj) spełnia jednak tylko część warunków
brzegowych. W płaszczyznach z — ±h równe zeru jest jedynie naprężenie
IT„. Dla zniweczenia w płaszczyznach z — ± h naprężeń arz dodamy do
stanu naprężenia (a,;) drugi stan naprężenia (<ty). Z uwagi na to, że mamy do
czynienia z zagadnieniem osiowo symetrycznym, wyrazimy składowe sta-
nu naprężenia {a1}) przy pomocy funkcji L o ve'a cp [2].

Mamy zatem

2G d

2 G
v v l-2vdz

(1.11)

T 2 1 d<p~\
\_ r dr]

2G ^ r .
1 — 2vdz\_

2G d
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Ponadto mamy

u = —
1 — 2 v dr dz

(1.12) i

Funkcja cc spełnić winna równanie biharmoniczne

(1.13) v"vV=°-
Rozwiązanie równania (1.13) przyjmujemy w postaci

(1.14) <p = ^Mn(z)J0(anr),
71 = 1

gdzie

Mn (z) = C„ sinh a„ z + Bn an z cosh an z.

Współczynniki Cn, Dn wyznaczymy z warunków brzegowych dla
z =* ± h

(1.15) 7„ + at, = 0, ffr, + ff„ = 0.

Otrzymamy

(1.16) An = (l-

B _
a' cosh a„ h

Wstawiając tak określoną funkcję <p do wzorów (1.11) i (1.12) otrzy-
mamy

a„ = G #0 V — - z — {[anzsinhonz. + (2~anhtghą„h).
^ cosh an h

coshanz] JQ(a„r) — [(2— 2v — anhtghanty cosha„z + anz

cosha„z + «„zsinhan z
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^ cosha ( lh

(1.17)

s i n h an z + anz cosh anz\,\

= &Ł Y
2 j£i a„ cosh a„ h

+ an z sinh an 2 ,

= = ^o, y A n J 0 (a n r ) r ( 1 _ 2 y + h t g h ( I | | f e ) s i n l l z _
2 ^ a s h h L

— a„ z cosh a„ z ,

Dodając do siebie składowe stanu napTężenia (ety) oraz {a-,]) otrzyma-
my składowe stanu naprężenia {a'if)

o^2G(lv)Vay
£{ coshanh

r /„ r l
 J l ( a » r )1

0(anr)1 v}#0

JSi coshanh
crL = 0, ffw = 0, a'r<p =s 0.

Charakterystycznym jest tu fakt, że naprężenia crś2 i oy3 są równe zeru
dla dowolnego punktu płyty. Ze wzorów (1.18) wynika, że brzegi z = ± h,
są wolne od naprężeń. Nie znika jednak naprężenie radialne na brzegu
r = a. Na brzegu tym jest

Orr + Oyrplr = o : = 0.

Stan przemieszczenia płyty charakteryzują funkcje

(1.19) W = (1 - v) fl0 V -A" J° ["" rj- sinh an z.
^an cosh anh

Przemieszczenie w' jest równe zeru dla r = a oraz dla 2 = 0 przy r <^. a.
Naprężenia a'n) będące na brzegu r — a jedynie funkcją zmiennej z, tworzą
wypadkową
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(1.20) N= fa'rr/r^adz = — 4 G ( 1 — v)&0 V
J jLJ

— h n = l

Dodajmy do stanu naprężenia (p'u) stan naprężenia (er») stanowiący stan
równomiernego rozciągania w kierunku promienia r. Ostateczne składowe
stanu naprężenia oznaczymy przez (ay), a przynależne temu stanowi prze-
mieszczenie przez u, w.

Otrzymamy zatem [3]; [4]

a = a ' r - Ł , G = <r' - —
2h 5P9° v v 2h

(1.21) Oz, = 0, oy2 = 0, Or9 = 0,

1 — v rN ,
u — u , w = w

2G(1 +v) 2h
W ten sposób spełniony jest w sposób ścisły warunek braku naprężeń w pła-
szczyznach z = ± h, a w sposób przybliżony na brzegu r = a. Znamienny
jest fakt, że w płycie brak naprężeń oxz i arz.

Rozpatrzmy przypadek szczególny, w którym f(r) = Vo = const na po-
wierzchni koła o promieniu b. Wtedy

(1.22) A„ = — - ? _

Ze wzorów (1.21) otrzymamy

2d) fffr+o-?!?> = —V O G(1 — v)^0 \ — ; —
a -w aBaJ1(aBa)cosha„h, h

Dla z = h, zważywszy, że

2 b ^ , Jx (a„ b) J o (<x„ r) f 1 dla 0 < r < b,

znajdziemy

«"* VI " H"n ") Jp («n r ) _ f 1
a ^ 1 «n a ^i (an a ) 1 0 dla b < r < a,

N
On + ayylz-h = — EatV0 dla 0 < r < b,

N
o-i-r + arvl,^h = — dla b < r < a.

n
Tutaj -E = 2G(1 + v ) jest modułem sprężystości. Wzór (1.24) wyraża

nieciągłość funkcji
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CTrr -f" Oryjy/s=ft

w przekroju r = b. Na rysunku 1 przedstawiono wykresy naprężeń

Crr/r-o i 0Vr/z=o

dla płyty o wysokości 2h ~ a oraz o promieniu koła ekspozycji cieplnej
a

b = —. Na rysunku 2 przedstawiono wykresy funkcji T(O,z), T(r,h).
2

Interesujące będzie przejście >z płyty grubej do płyty cienkiej (tarczy).
Dla malejących wartości h/a wykonać należy przejście asymptotyczne.
W tym granicznym przypadku rozkład temperatury i rozkład naprężeń nie-
zależne będą od zmiennej z.

Przyjmując we wzorach na pole temperatury i na naprężenia
cosh an z , sinh an z z
cosh a„ h sinh anh h

otrzymamy

(1.25) T(r) = ^ A n J 0 ( a n r )

oraz

anr ana
(1.26)

Dla r = a jest <?„. = tr̂ y, = 0.

iWreszcie w przypadku j(r)— Vo — const na kole o promieniu b jest

1 dla 0 < r < b
(1.27) a„ + aętp = - E at \

Rozważmy wreszcie przypadek, w którym d ->- oo, a więc kiedy płyta
gruba o wysokości 2h rozciąga się nieograniczenie w kierunku promienia r.

Wykonująjc transformację całkową H a n k e l a na równaniu (1.1)
i przyjmując warunek brzegowy (1.2) w postaci

(1.28) T(r,±h) p
V ' [O dla b < r
oraz
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i



gdzie
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T(r, ±h)-'/A(a)J 0(ar)da
o

otrzymamy

(1.29) T(r,Z) =
cosh a

Stosując konsekwentnie transformację całkową H a n k e l a do wyzna-
czenia funkcji 0 i naprężeń ois oraz a-,j, otrzymmy, że

— v)&0 f A (a) L ( a r )

cosh ah ar
o

(1,30)

ar
o

_ pi

Są to ostateczne wyrażenia dla składowych stanu naprężenia. Spełnione są
tu warunki braku naprężeń w płaszczyznach z = ± h. W nieskończoności
(dla r -> oo) wszelkie naprężenia są równe zeru. Znamienne jest tu stwier-
dzenie, że naprężenia azz, arz są równe zeru w każdym punkcie płyty.

Stan przemieszczenia określony jest wzorami

A (a) coshaz,1 x o rA(a) coshccz . . . .
( l— v)§0 I—M- -J i (ar)da,

J a cosh a n

w = - v) 0O./
a) sinhaz

a sinh a ]
o

Rozpatrzmy przypadek szczególny, w którym f(r) = Vo = const, w obrę-
bie koła o promieniu b, a poza tym kołem jir) = 0.
Wtedy

\0 dla b < r
(1-32)
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stąd.
A(a)=VobJ1(ab).

W tym szczególnym przypadku składowe stanu naprężenia wyrażone są
wzoTami

ar coshah

(1.33)

cosłi a ar

Dla 2 = h otrzymamy

CT„ + a<p<p\z=h = — E V o b ci( / J j (a r ) ( J o a •>•) d a = — E Vo at

o

W przypadku płyty cienkiej otrzymamy

1 dla 0 < r < b,
0 dla b < r.

= -EatVob / ł # ^ " ^ ' / ^ " ' U g =
ar

EVoat dla 0 < r < b,

2 r2
^ d l a b < r .

2

dla 0 < r < b,

£=•— • dlab<r.
2 T2

2. Niech dane będzie pole temperatury określone równaniem" róż-
niczkowym

d2 T 1 d T d*T(2.1) ^JL + ±1± + ^±=O

z warunkami brzegowymi
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dlaO<r<b,
\ O dla b < r < a.

Rozwiązaniem równania (2.1) z warunkami brzegowymi (2.2) jest

(2.3) T (r, z) = V An ^ ^ | Jo (an r), Jo (a„ a) = O,
Ajj sinhanh

gdzie An jest współczynnikiem rozwinięcia funkcji f{r) w szereg funkcji
B e s s e l a .

Całka szczególna równania (1.6) przy założeniu dla z — ± h oraz r — a

ma postać

(2.4)

gdzie
Hn (2) = a„ z cosh an z — a„ h ctgh â  h sinh an z.

Postępując analogicznie jak w cząści pierwszej, wyznaczymy składowe
stanu naprężenia a,j ze wzorów (1.8) i dodamy do nich składowe stanu na-
prężenia a-,j określone wzorami (1.11).

Funkcję ą> Love'a przyjmiemy w postaci

(2.5) y^ZPnWJoM,
n=i

gdzie

P„ {z) = C„ cosh an z + Bn o„ z sinh o„ z.

Z warunków brzegowych dla z = ± h

(2.6) &rX+<Tr,/.-h = 0, <rM + e„l-* = 0.

znajdziemy, że

Cn = (1 - 2 v - a„ h ctgh an h) B„
(2.7)

2a*sinhareh '

Dodając do siebie składowe stanu naprężenia o,-j i a-^ otrzymamy

-v)# v A s i n h a " z J i ^ r ^
•°^ "sinha„h a„r
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(2.8)

<4 = 0, Orz = 0, a'rv = 0.

Składowe stanu przemieszczenia określone są wzorami

•sinh anz,

(2.9)
cosh an z.

Ze wzorów (2.8) wynika, że w sposób ścisły spełnione są warunki brzego-
we w płaszczyznach z — ± h. Dla r*=a mamy różne od zera (przy z > o)
naprężenie

/n i r\\ ¥* s i n n cLf, z
(2.1U) oyr /r=o = ^ att a sinh a„ h

Naprężenie to wywołuje moment zginający na walcu kołowym r = a

(2.11) M= Ur Ir-a z d z = 4 G (1 - v) &0 V An J j ( ^ °> (1 - a„ h ctgh a„ h).
-i J!=4 aa"

Moment ten zniweczymy, poddając płytę działaniu zgięcia kulistego mo-
mentem — M, równomiernie rozłożonym na brzegu r = a. W wyniku tego
działania powstaną naprężenia [3], [4]

(2.12) O'r'r = - - — = CT̂V • ff» = °. ^ = 0- ^ , - 0,

oraz przemieszczenia

I + v G 4 h3 4 h ! 2 G (1 + v)

Ostateczne składowe stanu naprężenia atj otrzymamy dodając do siebie
składowe stanu a/y i o-//. Stan oij charakteryzuje się tym, że naprężenia
°r* i <*zz są równe zeru dla dowolnego punktu płyty.

Rozpatrzmy przypadek szczególny, w jotórym f(r) = Vo = const, na po-
wierzchni koła o promieniu b.

Wtedy

a iana)Ą(ana)
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(2.14)

Ze wzorów (2.8) i (2.12) otrzymamy

+ G V ( l ) dor + f f
V1 s i n h a " z 3 M z

a ^ an J\ {an a) sinh an h hfl

Dla z — In, zważywszy na wzór (1.24) otrzymamy

(2.15)
h 3

3Mz

dlaO<r<b,

dla b < r < a.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy naprężeń <Trr/r=o i <Trr/z=o dla pły-
a o.

ty o wysokości h. = — oraz o promieniu koła ekspozycji cieplnej b = —- •
2 ^

H3D95
"0,3405

Eatv0 0,3405

i TM 0,9113

0,7931 <

VB
 2/e 3/B VZ

-Vz\-3/a\-2/Ą-1/e
Rys. 3.

Na rysunku 4 przedstawiono wykresy
funkcji T(0,z).

Podobnie jak w części pierwszej
wykonamy i tu przejście od płyty
grubej do płyty cienkiej. Ze zmniej-
szeniem wysokości płyty rozkład tem-
peratury w kierunku osi z będzie się
zbliżać do zmienności liniowej

'/« % % % •

J & .

Rys. 4.

(2.16) 4i; A » j « K r ) -
n = l

Podobnie w sposób liniowy w kierunku osi z zmieniać się będą napręże-
nia a'u

2 Archiwum Inżynierii Lądowej
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P z ^ AnJ,{anr)

^ = - E at — ^ A, | 0 ( „ )

CT=2 = 0, Orz = 0 , OVy = 0 .

Składowe stanu naprężenia ci'/ przyjmą postać

3Mz z„ 3Mz z
Orr = CT„„ = —• = — ć H, at —- y

2 h3 h ^ o„ a
(2-18) _ , l - a n h c t g h a h _ z

Dodając do siebie stany naprężenia oĄ i or// otrzymamy

0.T an u

°Vo> = — E at~T~ y n I t 'o( art ' ł") I I '
h t^X L a " r ana ]

&23 === Of Grz ^^ Oj ffrm === 0.

Widocznym jest, że dla r = a jest er,, = 0, a9V = 0. Wreszcie w przy-
padku f(r) = Vo = const, na powierzchni koła o promieniu r = b jest

„ , m P T ; z (1 dla 0 < r < b ,
y r h \ 0 dla b < r < a.

Rozważmy wreszcie przypadek nieograniczonej warstwy sprężystej
o grubości 2h.

Stosując transformację całkową H a n k e l a znajdziemy, że

(2.21) T(r,z)= [A(a)S

J ssinh a h
o

Przyjęto tu, że

° i f (r) dla 0 < r < b
u I 0 dla b < r.
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Składowe stanu naprężenia przyjmą tu postać

sinhaz J t(ar)
a„=

r sinhaz
—Eat / A ( H ) — — -

J smh an ar

(2 23)
,., r . , , sinhaz fr / % Ji (ar) 1 7

avv=-Eat A ( a ) — — - J0(ar) ^ J da,
J smhah [ ar

o-„ = 0, <7M = 0, arp = 0.

Naprężenia azz i arz są równe zeru w każdym punkcie płyty; dla
r ->- oo równe zeru są naprężenia o^ i cr̂ y.

Dla z=h i przy założeniu, że /(r) = F o = const znajdziemy, że

W przypadku szczególnym nieograniczonej w kierunku promienia pły-
ty „cdenkiej" o wysokości 2h, składowe stanu naprężenia wyrażają się wzo-
rami

ar

EatVa z n i . ,
— - — dla 0 < r < b,

2 h

2 h

(2.25) ab^jjv {a b) \ja (a r) - ^ « =

h
dla 0 < r < b,

^l dlab<r,
2 h

a,* = O, crr2 = O, ar9 = 0.

3. Rozpatrzmy wreszcie przypadek, w którym pole temperatury okre-
ślone jest równaniem (1.1) z warunkami brzegowymi

h)_U(r) dla 0 < r < b,
(3.1) ' 10 dla b < r < a.

T(r ,-h) = 0, T(a,z)=0.
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Korzystając ze wzorów (1.3) i (2.3) znajdziemy, że

(3.2) T(r,z)==ijrĄ,Jo(anr)*'n(z) )

gdzie

W t<A C O S h c t n Z • S i n h an Z

Fn (z) = — - — r T -rr—r •cosn a„ a smh a„ n

Składowe stanu naprężenia o;; dane są wzorami

a' ~
2

(3.3) Ea< VA F (z\\j (a r\ J^a^]
2^i L «*r J

^ = 0, cr;2 = 0, ffr'y = Ó.

Dalej znajdziemy, że

(3.4)

2 ^ d2 a;

Ze wzorów (3.3) widocznym jest, że płaszczyzny z = ± h są wolne od
naprężeń. Dla z = — h mamy ponadto ffrr = o9V = 0. Naprężenia aźs, &„ są
równe zeru w każdym punkcie płyty. Na brzegu r=a nie znikają naprę-
żenia ajr^a. Tworzą one momenty zginające M i siły osiowe N, jednostaj-
nie rozłożone na brzegu r = a . Działanie tych momentów i sił osiowych
skompensować można dodaniem stanu naprężenia o't'h w którym

/o c\ n i / o M Z N

(d.5) a r r = C T y ( p = _ _ _ . _ - _ _ ,

a M i iV dane są związkami

,, ,,

71 = 1
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W stanie naprężenia ai} — on + a'u spełnione są w sposób ścisły wa-
runki brzegowe azz — 0, ovz = 0 w płaszczyznach % = + f i iw sposób przy-
bliżony na brzegu r—a.

Stan naprężenia jest tym charakterystyczny, że w każdym punkcie
płyty jest a z z = 0 oraz aTZ •= 0.
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HAIIPHJKEHHOE COCTOflHHE B TOJICTOti KPyrJIOK IIJIMTE,
BBI3BAHHOE flEttCTBMEM TEMIIEPATyPHOrO nOJIH

P e 3 M M e

B pa6oTe paocM-oipeno HanpHHtemHoe cocTonawe B TOJICTOM Kpyrjioii
BŁi3BaiHH;oe ppwcwBtweM iCTaijMOHapHoro, oceicMMMeTpwmoro Tenvnie-

a. B inepBOM pa3flejie oScyiKynjeHo manpajKeHHoe cocTOHHMe
OT TeaviiiepaTypiHiOro o o r a .CMMMefrpniHorO' OTHOCMTejibHO IUIOCKOCIW 2 = 0,
BO BTopoiM paoflejie OT TeMnep-aTypooro HOJIH aHrrMOHMMeTpwqHoro OTH-O-
ci-rrejibHO z = 0. B nojiy^emraoM pemenMM TIOHH'O' yflOBJieTiBopeHbi s e e Kpae-
BŁie ycJiOBMH, B njioicKo.CT.Hx z = ± h, a Ka noBepxHOCTw r = a mpaeBtie

eTBoparoTCH npnGjiioKeiKHo. MMeimro n a Kpara r = a H a n p a -
a'rr co3flaioT M3rMoaioii]iH-e MOMeKT&i M oceBtie CMUIŁI.

ycMJinii KOHvuieHCtupye.TCH flonojiiHMTe
HŁIM cocToanraenyi (cr») — nyreM HajiosKeraMa ccpepw^ieiciKoro M3nM6a M Bce-
CTopoHiHoro pacTHHceHMa. Xap-aKTepoaaa ocofieraHOCTŁ HanpHaceesHoro co-

Bbi3iBaiHHOiro B TOjicTOM nJiMTe HeiłcTiBMeM TeMiiiepaTypHoro noj ia
OTCyTCTIBMM MCTOHMMKOB TeOJia B>Hyrpil nJIMTbl) COCTOPTT B TOM, HTO

a r z M a z z paiBHŁi Hyjiio BO iBCHKoił
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THE STATE OF STRESS IN A THICK CIRCULAR PLATE DUE TO THE ACTION
OF A TEMPERATURE FIELD .

Summary

The state .of stress in a thick circular plate caused by the action of a
•steady axially symmetric temperature field is considered. In the first article
the state of stress due to the action of a temperature field symmetric in
relation to the z = o plane is considered. The state of stress considered in
the second article is that caused by a temperature field antisymmetric in
relation to that plane 2 = 0.

All the boundary conditions are satisfied in the z = ± h planes in an
accurate manner and along the edge r = a — in an approximate manner.
The stress a'rT at the edge (r = a) constitutes bending moments and axial
forces. The action of these quantities is balanced by introducing an addi-
tional state of stress (cry) by superposing a spherical bending and a alldi-
rectional tension. The state of stress in a thick plate due to a temperature
field (with no heat source inside the plate) is characterized by the fact that
the stresses aTZ and aZ2 are zero at every point of the plate.

Pracę złożono w Redakcji dnia 18.V.1957 r.


