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WYWOLANY DZIALANIEM POLA TEMPERATURY

WITOLD NOWACKI (Warszawa)

W pracy niniejszej wyznaczymy stan naprezenia w grubej plycie kolo-
wej o grubodei 2h i Srednicy 2a wywolany dzialaniem osiowo symetrycznego
pola temperatury. Rozpatrzmy w czeSci pierwsze] przypadek symetrycz-
nego wzgledem plaszezyzny z = o, w czeSci drugiej antysymetrycznego
wzgledem tej plaszezyzny pola temperatury. Dazy¢ bedziemy do tego, aby
w plaszezyznach z = =+ h spelnione zostaly w Scisly sposéb wszelkie wa-
runki brzegowe, zadawalajgc sie spelnieniem warunkéw brzegowych od-
noszgcych sie do naprezen na powierzchni r = a w sposéb przyblizony.

1. Niech dane bedzie ustalone pole temperatury, okreslone réwnaniem
rézniczkowym
#®T 10T , &*T _

(1.1) i 0,
or*  r Jr 02
z warunkami brzegowymi
T (r, 4 h) = f(r) dla 0 <7 <b,
(1.2) 0 dla b <r <aq,

T, (a,2) = 0:
gdzie 2b oznacza $rednice kola, stanowigcego obszar ekspozycji ciepla.
Rozwigzaniem réwnania (1:1) wraz z warunkami (12) jest

_—Q“_E Jl} (urx »r),

. - cosh
1.3 T(r,2z) = V'A,
(5 ) g cosha,h

gdzie A, jest wspbélczynnikiem rozwiniecia funkeji T(r,=h) w szereg funk-
cjiiBessela,

(1.4) T(r,£h)= Y4, 7o (@)

#

n=1

przy zalozeniu, ze wielkosci a,a sg pierwiastkami réwnania J,(a,a) = 0.
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Dla wyznaczenia sktadowych stanu naprezenia wygodnie bedzie postu-
zy¢ sie funkcjg termosprezystego przemieszczenia @, przy czym

= — s
(1.5) U=—, =22
or 0z

Wprowadzenie tych zwigzkéw do trzech réwnan przemieszczeniowych
teorii sprezystosci [1] sprowadza je do jednego réwnania
0’ Q‘i 100 149

—19 T, &=
ar” T oor ’ LT

ay'

(1.6)

gdzie » jest liczbg Poissona, a; wspélczynnikiem rozszerzalnosci cieplnej,

Poszukujemy takiego rozwigzania szczegblnego réwnania (1.6), ktére
w plaszczyznach z = & h oraz na powierzchni r = g spelni warunek @ = 0.
Takg catks szczegdlng jest funkeja

O AnJo (0 "')
2 ! an cosh a, h

(1.7) @ = Zy (2),

gdzie
Z,(2) = a,zsinh a,z — a,h tgh a,h cosh a,2.
Skladowe stanu naprezenia (o;;) uzyskamy ze zwigzkow [1]

2
8) oy =26 (15— v on),
gdazie d;; jest symbolem Kronneckera.

Otrzymamy kolejno

Qe = A
= 2G(F —y @) = —Go, sth—aﬂh{[(z — a, hitgha,h)

cosha, z 4 a,zsinha, 2]J, (a, ) — [0, 2Sinh a, 2 —

— a, htgh @, h cosh q, 2] Ml,

anr |
109 bad A
=20 (= )= G, Y
(1‘ oV ) 02:c:osh.:c,,h
{2 — a, h tgh a, k) cosh a, z + a, 2sinh a, 2].
(1.9) To(ay7) — (J., (@) J—‘—’) (4y 25inh o, 2 —
U

— a, h tgh a, h cosh a, 2)},
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o

0, =2G
0z?

A, Jy(a:7)
— a8 L 0\%n
i gp) Gﬁnz cosh a, h

(an 2sinh @, 2 — a, htgh @, h cosh a, 2),
- 2 28
@, =2G PP mGﬁoZ‘_Aﬂ_"rlﬁ_’l[(lh

or oz ~ cosha,h

— a, htgha, h)sinha, 2 + «, 2 cosh «, 2],

O'fp = 00

Korzystajac ze zwigzkéw (1.5) znajdziemy, ze

(1.10)

ﬁ |

ar \ a, cosh a, h
— a, htgh a, h cosh a, 2),

20 _ 0 5
0z 2 &~ a,cosha,h

w=

+ a,z cosh a, z].

Zadamy, aby plaszczyzny z = 't h i powierzchnia r
byly od naprezen. Stan naprezen (o; i;) spelnia jednak tylko czeé¢ warunkéw
brzegowych W ptaszezyznach z = * h rowne zeru jest ]edyme naprezenie

u,z. Dla zniweczenia w plaszezyznach z = i h maprezen o,, dodamy do

stanu naprezenia (o; j)drugi stan naprezenia (a, j)- Z uwagi na to, ze mamy do
czynienia z zagadnieniem osiowo symetrycznym, wyrazimy skladowe sta-

nu naprezenia (o;;) przy pomocy funkcji L o v e’a ¢ [2].

Mamy zatem

(1.11)

= 2G 9
Opp = —
1—2902 [ (31‘2]

= log
omﬂ 1-—23: [ ‘?‘31‘]

= 2G 9 0% g
&= —l(@2— b=t B
? 1—2y az[( A az=]
= i i)
O = —| (1 — - —=
¢ 1—zva [( Ve azZ]

A"J (a,‘?) :
= 2 ( 228inha,z —

i—Jr—(c-f"L)[(l —a, htgha, h)sinha, z 4

a plyty wolne
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Ponadto mamy

. 2
e 1 i g :
1—2y0roz
(1.12)
1 —2y vie 022

Funkceja ¢ spelnié winna réwnanie biharmoniczne

(1.13) vyl = 0.

Rozwigzanie rownania (1.13) przyjmujemy w postaci

(114) 93= ZM;IMR ('ZJ Jo(ﬂn T)s

gdzie
M, (2) = C,sinha,2 + B, a, 2 cosha, 2.

Wspélczynniki C,, D, wyznaczymy z warunkéw brzegowych dla
g= L h

(1.15) Got 0 =0, Gpt+0,=
Otrzymamy
(1.16) A,=(1—2va,htgha, h)B,,
_(1—274, ﬂn

2aycosha,h

Wstawiajgc tak okreslong funkcje ¢ do wzoréw (1.11) i (1.12) otrzy-
mamy

oo

= A
Uﬂ:GﬁoZm“—{[ﬂﬂzslmﬂﬂz 71 (zhuuhtghanh)
cosh a, 2] Jo(a, ) — [(2—2v —a, htgha,h)cosha, 2 + a,2

sinh a, 2] I ) ?)},

: a,T

=G . B 2vJ,y(a,r)cosh a, 2 2—2 htgha, h
PP UZCDShO‘- h{ n Ay +|:( —2v —a, higha, h).

coshanz+a"zsinhanz] il—(air—)},

o T
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Esz - Gﬁﬂzwzn (ZJ!

4 cosha,h

=G0 ZA T2 (1) [ — a,htgha, h)

(1.17) cosha,h

sinh a, z 4 «, 2 cosh a, z] .

— ?9 MA."JI(aﬂf) .
=— M ———""|(2—2v—a,htgha,h)cosh
* 2 an cOSh anh[( ¥ Un g a )COS anz _|_
—+ a, zsinh q, z],
E:—_ﬁ_ M[(l 2 + a, htgh a, h)sinh a, z —

2 =~ a, cosha, h
—a, zcosh a, z] 4
Dodajgc do siebie sktadowe stanu naprezenia l(?u) oraz (;,-1) otrzyma-
my skladowe stanu naprezenia .(;-:’)
w4, cosha,zJ,(a,r)

c§,=—2G(1—-v)1902 ;‘mha 2 ‘anr ,

n=1

w14, cosh a, 2 J, (e, 1)
1.18 ‘= —2G (1 —» ¥ E’J__.__ Ty —=232200
( ) Ogqp ( ») nn=1 ~osho h [u( ) e ]

g =0, ot =0, o/, =0.

Charakterystycznym jest tu fakt, ze naprezenia o i v s réwne zeru
dla dowolnego punktu plyty. Ze wzoréw (1.18) wynika, ze brzegi z = * h
sg wolne od naprezen. Nie znika jednak naprezenie radialne na brzegu
r = a. Na brzegu tym jest

U:r + U;p/r =0 = 0.
Stan przemieszczenia plyty charakteryzujg funkcje

v A1 (o)

u =(1—)9 Znmim ? cosha, 2,
( ‘i’) Dgancosha,,h
) w A, Ty (@, 1) .
1.19 w' = (1 — ) eioVve Lsinha, 2.
(1.19) a-no, b et

Przemieszczenie w' jest réwne zeru dla r = a oraz dla z = o przy r << a.
Naprezenia o,, bedace na brzegu r = a jedynie funkcjg zmiennej z, tworza
wypadkowg
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s ; AT (e, @)
4 = e lrmad2=—4G( —» ——2" “tgha,h

a20)  N= Jo ( )ﬁug -

Dodajmy do stanu naprezenia (o;) stan naprezenia (oij) stanowigcy stan
réwnomiernego rozciggania w kierunku promienia r. Ostateczne skladowe
stanu maprezenia oznaczymy przez (o;;), a przynalezne temu stanowi prze-
mieszczenie przez u, w.

Otrzymamy zatem [3]; [4]

Oy = OF ) O gy == O N
rr Led zh’ P ry 2h’
(1.21) 0:=0, 6:=0, 0,,=0,
7 i (RO il
2G(1 +4) 2h° 2(1+9»)Gh’

W ten sposéb speiniony jest w spos6b $cisty warunek braku naprezen w pla-
szezyznach z = * h, a w sposéb przyblizony na brzegu » = a. Znamienny
jest fakt, Zze w plycie brak naprezen o,, i o,,.

Rozpatrzmy przypadek szczegélny, w ktérym f(r) = V, = const na po-
wierzchni kola o promieniu b. Wtedy

2bV, J; (@, b) .
(a, @) T3 (at, a)

I T a)ff(ew (a0)ed o=

Ze wzorow (1.21) otrzymamy

(1:38) o, - ryp=—V,G (1 _1’)602bZJl(anb)Jn(a,,r)cosha,,z_"li

a, @ J; (o, @) cosh a, h h’

ne=]

Dla z = h, zwazywszy, ze
(1.24) ﬁS‘Jl(anb):u(ﬂuf) = { 1 dla0<r<b,
a &= aalti(e,0) 0 dlab<r<ag,

znajdziemy
N
afr+a¢P}z—h:—Eﬂan—-? d.laD<T<b,

N
orr—[—u,,g,/a=h=—-? dab<r<a

Tutaj E = 2G(1 + ,) jest modulem sprezystoéci. Wzér (1.24) wyraza
niecigglosé funkeji
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Ty + apq:l3= I
w przekroju r = b. Na rysunku 1 przedstawiono wykrésy naprezen

Urr/rmo i arr/z:o
dla plyty o wysokosci 2h = a oraz o promieniu kota ekspozycji cieplnej
b= -;—. Na rysunku 2 przedstawiono wykresy funkcji T(O,z), T(r,h).

Interesujace bedzie przejscie z plyty grubej do plyty cienkiej (tarczy).

Dla malejgcych wartoéci h/a wykonaé nalezy przejécie asymptotyczne.
W tym granicznym przypadku rozklad temperatury i rozklad naprezen nie-

zalezne bedg od zmiennej z.
Przyjmujgc we wzorach na pole temperatury i na naprezenia

cosh a, 2 sinha,z =z
—_— R R —

1, ——
cosha, h sinha,h h
otrzymamy
(1.25) T ()= Z A, Jy(a,7)
n=1
oraz
= N1 [Jila?)  Ji(a9)
#—EZA[ Ll
(1.26)

- J J
Ogp = — E g Z 4, [Ju (o, 1) — 1:?:?) + ia”aa)] ;

n=1

Dla r =a jest g, = 04y = 0.
Wreszcie w przypadku f(r)= V, = const na kole o promieniu b jest

1 dia 0<r<b

1.27 6,4+ Opp=—Eaq,V
540) o e & ”{o dla b<r<a.

Rozwazmy wreszcie przynpédek, w ktérym a — o0, a wiec kiedy plyta
gruba o wysokosci 2h rozcigga sie nieograniczenie w kierunku promienia 7.

Wykonujae transformacje calkowag Hankela na réwnaniu (1.1)
i przyjmujgc warunek brzegowy (1.2) w postaci

f(r) dlag<r<bd

1.28 T(r,+h)=
(22 Bt {0 dla b <7

oraz

T(a,2)=0,
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gdzie
T(r, +h)= [A(@)JTs(ar)da
]
otrzymamy
(1.29) T (r,2) = f O e L
coshah
0

Stosujac konsekwentnie transformacje catkowg Hank e la do wyzna-
czenia funkeji @ i naprezen o;; oraz ‘_’-U’ otrzymmy, ze

coshaz J,(a7) du
coshah ar :

0,,=—2G(1-—v)w'}ﬂfA(a}

(1.30)

ah r

i 2G(1 ”)9'if A(a) cosh a z [J.,(a'f') J'(‘“')]da,
cosh o
0

02 = Oyy == Oyp = 0.

Sa to ostateczne wyrazenia dla skladowych stanu naprezenia. Spelnione sg
tu warunki braku naprezen w plaszczyznach z = £ h. W nieskonczonosci
(dla r — o0) wszelkie naprezenia sg rowne zeru. Znamienne jest tu stwier-
dzenie, ze naprezenia o,,, 0., s§ réwne zeru w kazdym punkcie plyty.

Stan przemieszczenia okreslony jest wzorami

=

u:(l —v)ﬂan{a) Eoﬂla—zurl(ﬂ?)dﬂ’
a

coshah
(1.31) '
w=(1—17) ﬂuf-‘i-@lm.fu(ar]da.
a sinhah

0
Rozpatrzmy przypadek szczegélny, w ktérym f(r) = V, = const, w obre-
bie kola 0 promieniu b, a poza tym kotem fi(r) = 0.
Wtedy
V, dla0<r<hb,

Teh={" was<s

(1.32) .
T(r,+h)=Vyb [J, (ab)Io(ar)da,



382 Witold Nowacki

stad
A(a)=V,bJ,(ab).

W tym szczegbélnym przypadku sktadowe stanu naprezenia wyrazone sg
wzorami

le(ab)Jo(ar) coshaz

c.=—2GV,b(l—9»)d
I 22 —=2) °f ar coshah
0

awzzavnbu_vm,fJ (b etia 2 (J (am) — 4 (‘”’))da,

da,

(1.33)

osh a ar
0

0:=0, 0,=0, or,=0.
Dla z = h otrzymamy

et

dla 0 <r<b,

a"+0'g,¢]z_n='—'Evubﬂ:{‘}l(aﬂ(‘rna”)da:_EV"Q"’{0 dla b<r.

W przypadku plyty cienkiej otrzymamy

6 — —EaV, bf ab)J Ty (@b)i(ar) 4

_.EV—;“‘_ dla 0 < <b,
; .
o BV i dlab<r.
2 72

-

g = Ea,anle(ab) [Jo(ar)—m]d

ar
_E;gﬁt dla 0 <r <b,
- EV,q b
——— dlab<n.
2 L '

2. Niech dane bedzie pole temperatury okreS§lone rdéwnaniem  réz-

niczkowym :
T 10T T
(2.1) -

o7 r or 022

z warunkami brzegowymi
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+f(r) dla 0 <r<b,
2-2 T = T, h =
(&t (Fy=kt) {0 dlab<r<a
Rozwigzaniem réwnania (2.1) z warunkami brzegowymi (2.2) jest
sinh a, 2
2.3 Tr2))= YA, ———Jy(a,7), Jo(a,a)=0,
(2.3) ‘”Zsmhh(“’“‘“’

gdzie A, jest wspélczynnikiem rozwiniecia funkeji f(r) w szereg funkeji
Bessela.

Calka szczegélna réwnania (1.6) przy zalozeniudla z = * horazr = a
ma postaé
nJo (@ 'r)H @)
a; sinha, h

(2.4) b (r,2) = —2“_2“‘
n=1

gdzie
H, (z) = a, 2 cosh a, z — a, h ctgh «, hsinh a, 2.
Postepujac analogicznie jak w czeSci pierwszej, wyznaczymy skladowe
stanu nalire'zenia o;; ze wzoréw (1.8) i dodamy do nich skladowe stanu na-
prezenia oy okre§lone wzorami (1.11).
Funkcje ¢ Lo ve'a przyjmiemy w postaci
(2.5) @ z,;i P, (2)Jo(az 1)
gdzie
P,(2)=C,cosha,z + B, a,zsinha, 2.
Z warunk6w brzegowychdlaz = * h

(2.6) Oyt Opofemn =0, Oy + Gafomn = 0.
znajdziemy, ze

‘ C,=(1—2»—a,hctgha, h)B,
(1—2%)9, A,

2¢}sinha,h

27 s

Dodajac do siebie skladowe stanu naprezenia IJTJ i oz otrzymamy

sinh a, 2 J, (o, 7)
sinha,h a,r ’

oh=—2G(1—nd, VA,
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; sinh a, Jy (@, 7)
(2.8) UW—"_ZG(I_"')%ZA T h[.fo(rx,,‘r)——?],
0’,;3= 0, U'rg=0, erz 0-

Skladowe stanu przemieszczenia okreslone sg wzorami

o A I (o, )
w=1—w9, Y 21" sinha,z
(=2 UZ_: a, sinh a, h
(2.9)

w'=(1— )49, S‘%{;‘—% cosh a, 2

n=]1
Ze wzorow (2.8) wynika, Ze w spos6b Scisty spelnione sg warunki brzego-
we W plaszczyznach z = =+ h. Dla 7=a mamy rézne od zera (przy z > 0)
naprezenie
A, J,(a,a) sinha, z
a,a  sinha, h

(2.10) Oty Jrma = —2G (L —9) B, 2‘
Naprezenie to wywoluje moment zginajgcy na walcu kolowym r = a

(211) M= farr/_uzdz—éiG(l—v)ﬂZi-—J—M(l a, hetgh a, h).
aa,

n=1

Moment ten zniweczymy, poddajac plyte dziataniu zgiecia kulistego mo-
mentem — M, réwnomiernie roztozonym na brzegu » = a. W wyniku tego
dzialania powstang naprezenia [3], [4]

L 3 Mz It " i i
(2.12) o = — E " = Oy, 0z=0, 012 =0, o7, =0,
oraz przemieszczenia
— 2 = 2
(2.13) u”=——1 vﬂ_:i_g o 3 M 2v2'4(1 v}‘l"
1+wG4h3 4R 2G (1)

Ostateczne skladowe stanu naprezenia o;; otrzymamy dodajac do siebie
skladowe stanu oj i off. Stan oj; charakteryzuje sie¢ tym, Ze naprezenia
g¢z 1 6,, 53 T6wne zeru dla dowolnego punktu plyty.

Rozpatrzmy przypadek szczegélny, w ktérym f(r) = V, = const. na po-
wierzchni kola o promieniu b.

Wtedy
_2bV, J(a,b)
¢ (0,07 (m0)
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Ze wzorow (2.8) i (2.12) otrzymamy

2b &Y, (a,b)Jo (e, 1) sinha,z 3 Mz
2.19) 0, + 0pp=—GV,(1 —») 8 — ey
(ke Hphites ot 2 ,J3(a,@) sinha,h B

n=1]

Dla z = h, zwazywszy na wzor (1.24) otrzymamy

-—EVua‘—i%fE dla 0 <<r <},

(2.15} Ty + Tpp = 3 Mz
— dlab <7 <a.
ht
Na rysunku 3 przedstawiono wykresy naprezen Owfr—q 1 on/2=o dla ply-
a a
ty o wysokosci h = > oraz o promieniu kola ekspozycji cieplnej b = S
6,002 oz 0o
Ealo pags H
07931
Q3095
L& 01581
Yo,
W H B o %% e "
?073
L01581
~(3095
—1e[-%6]-%| 7% %o oo Voo

Rys. 3.

Na rysunku 4 przedstawiono wykresy
funkeji T(0,2).

Podobnie jak w czeSci pierwszej
wykonamy i tu przejscie od plyty
grubej do plyty cienkiej. Ze zmniej-
szeniem wysokosci plyty rozklad tem- / 7931

0913

4322

peratury w kierunku osi z bedzie sig
zbliza¢ do zmienno$ci liniowej Rys. 4.

(2.16) T(r,2) = % 34,7y (@,

n=1

Podobnie w sposéb liniowy w kierunku osi z zmienia¢ sie bedg napreze-
nia i

2 Archiwum Inzynieril Lgdowe]j
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o',.,.._—Ea,—-ZA J ({I 1']

a, T

(217) o, =‘_Eac_z_ iAn[‘Iﬂ(uur)_Jd_I{‘a_nﬂ]’

o A AT

gi."'z — 0: O';z = 0’ Gl:g) ={);

Skladowe stanu naprezenia oy przyjma postaé

! H 3 Mz AHJ (aﬂ a)
o= OF h§
2.18 — h h A J
( _ ) 1 : lm 1 —a,hctgha _ E n ((1 a)
b —> 0 (a, R)? “h
oz=0, on=0, o, =0.

Dodajgc do siebie stany naprezenia of; i 6if otrzymamy

— __ZA [J a, 1) J,rf:a,;a)],

n=1

Iyy ——Ea,—ZA [; ) Ta@”) | Jl(a,,a)],

a, T a, e

(2.19)

0.=0, 0,;=0, 0,,=0.

Widocznym jest, ze dla r = a jest o, =0, 0pp = 0. Wreszcie w przy-
padku f(r) = V, = const. na powierzchni kola o promieniu r = b jest

(2.20) ¢r+%f=ﬁEmmz{1dmn<f<h

0 dlab<r <a.

Rozwazmy wreszcie przypadek nieograniczonej warstwy sprezystej
o grubosci 2h.

Stosujgc transformacje catkowg Hank el a znajdziemy, ze

~ sinh oz
2.21 Trz)= [ A J, (ar)da.
(2.21) (r, 2) f (@ ST ) da

Przyjeto tu, ze

f(r) dla0<r<b,

2. (A@)J,(@r)da=
(232} [ 4@ anda % dlab<r.
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Skladowe stanu naprezenia przyjmg tu postaé

; " ==—Ea¢fA()51nhaz J, (a‘r) da
sinhah a7

(2.23)
e —ﬁEa,fA( el [Jo(ar)~—i£i‘ffl_]da,

sinhah ar
0,=0, 0,=0, o,=0.
Naprezenia o,, i 0., sa réwne zeru w kazdym punkcie plyty; dla
r — 00 réwne zeru sg naprezenia o., i oyg.
Dla z=h i przy zalozeniu, ze f(r)=V,=const znajdziemy, ze

1 dlad<r<b
2.24 O, + Opple=n = — Eaq, V ]
G Tt ' 0{0 dla b<r.
W przypadku szczegélnym nieograniczonej w kierunku promienia ply-

ty ,cienkiej” o wysokoéci 2h, sktadowe stanu naprezenia wyrazajg sie wzo-
rami

S P RN EACLEAC. P

arT
0

—Eiév—“i dla 0 <r <b,
= 2
_EuV, z B dla b <7,
2 h
- J
(2.25) Opp= —Ea,Vyb 2 f J, (ab) [J,,.(ar)_ﬂ]d
h at
0
_E%iﬂi dla 0 <7 <b,
= 2
%—ii d]_ab<-r,
2 hor

06:=0, 0,=0, or=0.

3. Rozpatrzmy wreszcie przypadek, w ktérym pole temperatury okre-
$lone jest rownaniem (1.1) z warunkami brzegowymi

T 7 = {]‘(r) dla 0 <7 <b,
(3.1)

0 ‘dlab<r<a
T(r,—h)=0, T(az)=0.

2%
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Korzystajgc ze wzoréw (1.3) i (2.3) znajdziemy, ze

(3.2) T(r;2)= —Z‘A Jo (0, 7) F, (2),
n=1
gdzie
F,(2)= cosha,z  sinha,z

‘T‘ s .
cosha,h sinha,h

Skladowe stanu naprezenia o;; dane sg wzorami

E a; J, (a,l )
Op = — A F, (z)

‘ Eat ‘]](‘qn T]
o O e i An Fn. J a, ) ————=|,
2 (ZJ[ 0( ] ap 1 ]

(3.3)

n=1

. ¢ 4
U;a = 0_' Oyz — 0, Gr,}, = 0-

Dalej znajdziemy, ze

v=—n 34rE2EY,

(3.4) = ; i
A F (Z) JO (ﬂ'n T)
1—y
= ) 2 ﬂZ_l dz an

Ze wzoréw (3.3) widocznym jest, ze plaszezyzny z=th sg wolne od
naprezen. Dla z=—h mamy ponadto o7r = 04y = 0. Naprezenia oz, o7 sg
réwne zeru w kazdym punkecie plyty. Na brzegu r=a nie znikaja napre-
zenia 0,/r—.. Tworzg one rhornenty zginajace M 1 sily osiowe N, jednostaj-
nie rozlozone na brzegu r=a, Dzialanie tych momentdéw i sit osiowych
skompensowaé mozna dodaniem stanu naprezenia ¢if, w ktérym

3 Mz N
3.5 O == 0 g e i il e —U
(3.9) Pp 9 e 2k Ot

a M i N dane sg zwigzkami

M = Erxng—E—iﬂ“—a)-(luanh ctgh a, h),

n=1

N=Ea Z’AJ(a"a)tha,,h

e | aa,
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W stanie naprezenia oy = oy + 0ij spelnione s3 w sposéb Scisty wa-
runki brzegowe g, = 0, g,, = 0 w plaszezyznach z = * h i w sposéb przy-
blizony na brzegu r=a.

~ Stan naprezenia jest tym charakterystyczny, ze w kazdym punkcie
ptyty jest 0,, = 0 oraz ., = 0.
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HATIPAXKEHHOE COCTOSIHME B TOJCTOM KPYIJIOW ILJIUTE,
BLHI3BAHHOE JEMCTBUMEM TEMNIEPATYPHOTO IIONSA

PezwmMme

. B pafore paccMOTpeHO HanpA»KeHHOE COCTOSHME B TOJCTOM KPYrioi
TUIMTE BBRISBAHHOE MEMACTBMEM CTALMOHAPHOrO, O0CECUMMETPUYHOIO TeMlle-

paTypHoro mnodif. B meprom paszene ob6Cy KIEHO HANPAXKEHHOE COCTOAHME
OT TEMIEPATYPHOTO HOJA CHMMMETPIYHOTO OTHOCUTENBHO TImocKocems 2 = 0,
BO BTOPOM paszesie 0T TEMIIEPATYPHOTO IIONA aHTHCHMMMETPWMTHOTO OTHO-
cutenbHO 2 = 0. B nosryyeHHOM peleHy TOYHO yAOBIETBOPEHBL BCE Kpae-
BBIE YCIOBMSA, B INIOCKOCTAX z = == h, & Ha IIOBEPXHOCTH T = @ Kpaesble
YCIOBMSA yIOBISTBOPAIOTCA MpuOirokeHHo. IMEHHO HA Kpao r = @ Hamnpsd-
REHMUA Orr CO3MAI0T MATMOAOIIME MOMEHTHI M OCeBnle cMulbl. lleitcTeue
9TMX YCUJIIMII KOMIICHCHMPYETCS JONOJMHMTEeILHO BBSACHHBIM HaIIpsa{eH-
HBIM cocTomaMeM (off) ~— TyTém HanozkeHusa cdepudeckoro nsmba u Bee-
CTOPOHHOIO pPacTAXKeHus. XapakTepHad 0CODEHHOCTH HAIPAMKEHHOTO CO-
CTOSHYST BEI3BAHHOTO B TOJICTOM IIMTE JEeHCTBMEM TEeMIIEpaTypPHOrO II0JId
(mpM OTCYTCTBMM MCTOUHMKOB TeIlJIa BHYTPM IJIATEI) COCTOMT B TOM, 4TO
HaIIPAKEHUA 0., U 0,, PABHLI HYJIIO BO BCAKOH TOUKE ITJIMUTHL,
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THE STATE OF STRESS IN A THICK CIRCULAR PLATE DUE TO THE ACTION
OF A TEMPERATURE FIELD |

Summary

The state of stress in a thick circular plate caused by the action of a
steady axially symmetric temperature field is considered. In the first article
the state of stress due to the action of a temperature field symmetric in
relation to the z = o plane is considered. The state of stress considered in
the second article is that caused by a temperature field antisymmetric in
relation to that plane z = 0.

All the boundary conditions are satisfied in the z = * h planes in an
accurate manner and along the edge r = ¢ — in an approximate manner.
The stress o/, at the edge (r = a) constitutes bending moments and axial
forces. The action of these quantities is balanced by introducing an addi-
tional state of stress (oif) by superposing a spherical bending and a alldi-
rectional tension. The state of stress in a thick plate due to a temperature
field (with no heat source inside the plate) is characterized by the fact that
the stresses o,, and 0,, are zero at every point of the plate.

Prace zlozono w Redakeji dnia 18.V.1957 r.



