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P R O F . S . B E Ł Ż E C K I . 

Granica sprężystości belek krzywych.*) 
R z u t y na osie prostokątne x, y, z przesunięć bezwzględnych punktu 

m (x, y, e) ciała sprężystego oznaczymy przez u, v, w. W z o r y : 
du dv dw 

dx dy dz 
wyrażają względne wydłużenia elementów dx, dy, dz, wyodrębnionych 
przy punkcie m 

oz dy dx fJz dy dx 
P,- są to przyrosty kątów utworzonych elementami dzdy, dzdx, dxdy, ot,-, p,-, 
(*== 1, 2, 3 ...) są funkje współrzędnych tj . w każdym punkcie x,y, z wydłuże
nia względne elementów przy t y m punkcie wyobrębnionych dx, dy, dz i przy
rosty kątów dzdy, dzdx, dxdy odpowiadają temu punktow i i zmieniają się 
od punktu do punktu . 

du dv dw g Sdv 

dx dy dz dv 
jest to względny przyrost elementu obszaru dv c z y l i przestrzenna roz
szerzalność w danym punkcie m. 

dw dv . du dw ^v du ^ 
dy dz

 1 ' dz dx dx dy 
są to względne średnie obroty elementu dv około osi współrzędnych. 

Cauchy nazwał cot w2 w3 r o t a t i o n s m o y n n e s . 
la u j d(u,v,w) ., , , 
Pochodne — ł możemy wyraz ie t a k : 

d(x,y,z) 
du dv dw du . n du , 
— - = a i ; — = <*,; —-- = a 8 ; T - = w 3 — i P s i - r - t ó 2 + ł p 2 ; 
d# dy d# dy ds 

- t — = tós-hłP3; t ^ = < 0 i — ł f t i T _ = tó2 — a P 2 ; - r - = » i + łP i -
d;e dz d * dy 

Dwanaście wielkości u, v, w i ^ (w> >̂ ̂  mogą być nieskończenie 
d{x,y, z) 

małe lub skończone, względnie niektóre mogą być skończone inne nieskoń
czenie małe. 

Kirchhoff a po n im Jermakow dowiedl i , że te wielkości będą nie
skończenie małe, o i le wszystk ie wymiary ciała są jednego rzędu, c z y l i 
wszystk ie skończone, albo wszystk ie nieskończenie małe. Jeśli zaś jeden 
lub dwa wymia ry będą zn ikomo małe w stosunku do reszty wymiarów, 
to z dwunastu wielkości u, v, 7V i ^ u , v ' w ^ niektóre mogą być skończone 

d (*, y, z) 

*) Wy ją tek z artykułu a u t o r a w B u l l e t i n d e 1 ' A c a d e m i e d e s s c i e n 
c e s de S a i n t - P e t e r s b o u r g . 
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inne nieskończenie małe *). P r z y ug inaniu się cienkiej sprężyny przesu
nięcia u, v, w mogą być skończone, lecz ponieważ sprężyna pozostaje 
sprężystą, odkształcenia jej pozostają nieskończenie małe. 

Założymy wymia ry be lk i t ak im i , żeby przesunięcia u, v, w i (M> v-> w ) 
d(x,y,z) 

były nieskończenie małe. 
B e l k a k r z y w a o stałej grubości 2e w k i e runku osi OZ nieokreślenie 

długa, której oś jest odc ink iem koła, pozostaje pod działaniem siły przy
łożonej w punkc ie (y —— c, x — o) (rys. 1). 

• -

(V 
1 1 

i? 
• i.. 

^ / \ 

R y s . 2. 

Jednos tka długości (w k i e runku osi OZ) takiej b e lk i obciążona siłą 
2P. Równanie odkształconej osi będzie: 

gdzie — k r z yw i zna osi odkształconej, iI/-moment zginający. Momenty 
P 

algebraiczne zwiększające krzywiznę będziemy uważać za dodatnie, zmnie j 
szające— za ujemne. 

Odkształcenia rosną od zera do pewnej granicznej wielkości. Uwzglę
dn imy zjawisko , odkształcenia łuku, na który działa siła zmienna 2P. 
Oznaczymy rzędne osi odkształconej przez y1 a nieodkształconej p r z e z -
wówczas yY—y = 8y = v; to samo znakowanie stosujemy do odciętych 
#i — x = Sx = u. Współrzędne odkształconej osi będą xx yl lub x - j - u; y -f- v\ 

M R = P <Pidw 

gdzie M — m o m e n t gnący. <&— naprężenie normalne do pola przekroju 

£ odległość siły elementarnej 'bdw od osi, w k i e runku normalnym do osi, 
(zewnętrznej - j - , wewnętrznej —) 

- * ? • (a) M' 

*) Kirchhoff C r e 11 e s J o u r n a 1. B d . 635. H e f t 4. 
Jermakow B u l l e t i n d e l ' U n i v e r s i t e d e K i « f f ( r o k u n ie pamiętam), 

D o w o d z e n i e J a r m a k o w a j e s t ogólne i ścisłe m a t e m a t y c z n e , Kirchhoff a mnie j ogó lne, 
ponieważ o s n u t e na określeniu si t sprężystych. 
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O i le odkształcenia są nieskończenie małe, można zamiast yt posta
wić y, przeto charakterystyczną cechą nieskończenie małych odkształ-

ceń jest możność pisania w postaci l injowej funkcj i dowolnych współ

rzędnych xu yt lub x, y. 
Gdy odkształcenia są skończone, to w rozpat rywanym wypadku 

MR = - M R - < P R ( y - y i ) + Px 

P r z y określaniu reakcj i zamocowań będziemy używali wyrazu (a) 
w postaci 

MR = — MR - 4> R y + Px <f o o f 1 

uwzględniając z jawiska powstające przy odkształceniu, będziemy używać 
wyrazu (a) w postaci 

MR = — MR — <1> Ryx + Px 
9 o o 

przy x = o 

MR = — MR -<PRy0 

o o o s 0 

El 
Zmienną siłę P będziemy mierzyć jednostką siły równą — wów-

R2 

El 
czas siła P wyraz i się przez (3. — - . L i c z b a p zmien ia się od 0 do p^j 

R2 

* f = « P ; MR = mPR 

n i m — są to l i c zby stałe zależne od warunków zamocowania końców 
be lk i i zupełnie niezależne w granicach nieskończenie małych odkształ
ceń*) od P. 

R R 

y v A P P . u n r
 M o m§ Założymy: a = — = -f— b = — = —-; = —-

J El R2 El R2 El R 

O z n a c z y m y : —!^L==- - j—(1—mp) przez c 

podstawiając w (a) o t r z ymamy : —-? — ax— by-\-c 
P 

Różniczkę dl—\ = adx — bdy mnożymy przez — , o t r zymujemy : 
\ P / P 

- i - d l—\ — — ads cos cp — bdp sin tp. 
P \ P / P 

*) P r z y z a m o c o w a n y c h końcach « i m za leżą o d odkształceń o s i . 
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Biorąc całkę w granicach od O do tp 

( — V - ( — V = 2 a s i n t p — 24(1 — costp) . . . (b) 
\ P h \ 9 h = o 

albo — — = — {Psintp — <£>R 11 — coscp U 
P Po EI\ Y ° \ * / l 

C z y l i wyrażając słowami — przyrost k r z y w i z n y na odc inku O — <f 
R R R 

równa się i l o c zynowi przyrostu P s i n tp - J - &Q cos tp — <I>o r zutu sił P i 4>o 

1 

na k ierunek stycznej do odkształconej osi w punkcie x, y przez El l— -\- — \:2 
\P Po/ 

gdzie El — moduł sztywności b e l k i ( 1 1 : 2 — średnia arytmety 
\ P Pol 

czna 

k r z y w i z n a osi w początku i w końcu odc inka O — tp. 
Równanie (b) możemy napisać inacze j : 

2a s in tp„ — 2b (1 — cos tp M ) = [ax — by -4- c) 2 — (— byt + cf 
obierając górną granicę całkowania tp = tp„ o t r z ymu jemy : 

2a sin cpM - 2b (1 - cos <pj = (al—bf+ c ) 2 — ( - bq0 + c ) 2 

albo — 8 i n c K ^ - ( 1 - c o s t p M = / - ^ P s i n t p „ — - ^ P ( l - c o s cpM) + 

+ - i - (1 - mS)j - [ _ / r , , 4 ~ L ( l - » p ) ] 2 

1 — COS (pa / 
Oznac z ymy : — = — przez v, (1 — «v) sin tpM przez X, 

sin (pM / 
y0 

— przez rlo 

o t r z ymamy : 2BX = [8X - f (1 — mB)] 2 — [— «y 0 8 -f- ( l — W S )p 

Skąd B = ^ _ 
2\m — X 2 - f «2y 2 + 2 m « y 

l 
P 

J ± l / | J L _ m j 2 + X ( X - 2 m ) 

Przyjmując B i TJ za spólrzędne prostokątne otrzymamy, że powyż
sze równanie wyraża krzywą trzeciego rzędu 

^ 2 { 1— 3 ( w + »"»])} 

przy B = t] = o ; 7 ) ' = = — C n ł . ( 2 X m > X 2 ) 
2 « 

p r z y P = S £ = 1 ^ ; vj' = oo ; przy S > S £ ; YJ jest urojone. 
m - f \2\rn — X8 

file:///2/rn
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Górna granica p, a więc i górna granica siły P, są dobrze określone. 
Dlatego żeby odkształcenia be lk i były nieskończenie małe, siła 

2 Et 
2P=2Pg nie powinna przekraczać granicy Pg = , — . 

{m-\-y 2\m — X 2 )R 2 

Jeśli wymia ry be lk i są jednego rzędu, to przy Py Pgw pewnej części 
be lk i granica sprężystości two r zywa będzie przekroczona; granicę Pg, z tej 
racj i nazywam granicą sprężystości be lk i krzywe j , której oś jest odc in
k i em łuku koła, a grubość 2e wielkością stałą. 

Mt .... 

1 

0 

• 

V 

R y s . 3. 

K r z y w a ma dwie gałęzie Oa, cb (rys. 3) i w nieskończoności (P = oo) 
punkt podwójny. Z jaw iska zachodzące w belce, tłómaczy gałęź w ćwiartce 
dodatnich p i i\. A sympto t y krzywe j są określone przez równania: 

2m—\ . _ X 

n n 
W granicach p.= 0*p = p£ rzędne krzywej Oa mało się różnią od 

rzędnych stycznej w punkcie 7 ] ==p=0 . 
(D. c. n.) 

P R O F . C Z . P R Z Y B Y L S K I . 

Przebudowa koszar przy ul. Nowowiejskiej 
w Warszawie 

na M i n i s t e r s t w o S p r a w W o j s k o w y c h . 
Do zadań arch i t ek ton icznych najmniej pociągających należą, nie

wątpliwie, wsze lk ie p rzebudowy ; przebudowa prowadz i z konieczności 
na niebezpieczną drogę kompromisów, zmusza do niewdzięcznych wysił
ków o sharmonizowanie całości i wydostanie z brył o innem przezna-
czeniu nowego właściwego wyrazu. 

Dawne koszary L i t ewsk iego Pułku Gward j i , wzniesione przez ro-
sjan w drugiej połowie X I X w i eku według przyjętego szablonu, wydają 
się na p ie rwszy rzut oka j ednym z najniewdzięczniejszych tematów do 


