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111. Kratownice przestrzenne. 
Ł o ż y s k a u t w o r ó w p r z e s t r z e n n y c h mogą być : 
« ) stałe (fig. 818); w obliczeniu dają się zastąpić trzema prętami podpO' 

rowymi, których siły wewnętrzne są równe odpowiednim składowym oddzi*' 
ływania; 

b) ruchome linjowe (jednokierunkowe, wahadłowe = dwu prętom p°" ' 
porowym; fig. 314), poruszające się w l inj i prostopadłej do płaszczyzny V'ze~ 
chodzącej przez pręty podporowe ; można je wykonać jako wałkowe l u D 

przesuwowe ; 
c) ruchome płaszczyznowe (wielokierunkowe) = jednemu prętowi podpór0' 

wemu (fig. 315), poruszające się w płaszczyźnie prostopadłej do pręta p<"*' 
porowego w dowolnym kierunku; można je wykonać jako kulowe lub W8 
kowe o dwu szeregach wałków, ruchomych w osiach prostopadłych do sieb'1'' 

Stałość zewnętrzna utworu w przestrzeni uwarunkowana jest spełnienie*11 

sześciu warunków równowagi. Przeto 6 prętów podporowych ustala ci»; 
w przestrzeni, o ile nie zachodzi wypadek wyjątkowy, w którym da 
poprowadzić prosta przecinająca wszystkie pręty podporowe. Nie mogą za t e * 
więcej niż trzy pręty podporowe leżeć w jednej płaszczyźnie, ani przechod2"' 

F i « . 313. Fit,'. 314. F i « . 315. 

rte przez jeden punkt (względnie być j|) ; wreszcie ciało musi być podp1"^ 
conajmniej w trzech punktach. W przeciwnych bowiem razach podp* r 

jest chwiejne. ( 0 

Ponieważ każdy węzeł przestrzenny daje trzy warunki równowagi, Pr Z„ Ł
) f 

statycznie wyznaczalna kratownica przestrzenna musi posiadać p 
prętów istotnych i podporowych, z czego prętów podporowych conajm" y 
p„ = 6, zatem istotnych p( = 3 w — 6. Najczęściej stosowane utwory P r 

. strzenne, składające się z narożników, pierścieni i przekątni, leżących ^ \ 
powierzchni kratownicy (kopuły, dachy wieżowe, namiotowe, filary ^ 
posiadają łożysk i prętów podporowych znacznie więcej. Mianowicie z w 7 , 
dla n naroży, pp — 2n (w każdym węźle podporowym łożysko rucho"1 jW 
jeżeli dołem istnieje pierścień podporowy ; zaś pp = 3 n (w każdym 
podporowym łożysko stałe), jeżeli pierścienia podporowego niema, ^ '^ jć 
dla zachowania statycznej wyznaczalności ilość prętów istotnych w) ' a 

gie musi p- = 3 to — 2 n, względnie jp, = 3 to — 3 » . Zazwyczaj osiąg11 

w ten sposób, że w kopułach pierścień najwyższy wykonywa się jako P ' y^ t ry 
otwarty, zwykle używany pod latarnię, w dachach, posiadających zas 
szczyt, opuszcza się w obliczeniu pręty szczytowe, uważając je z ^7 
czającą dokładnością za ustrój drugorzędny. j e B i 

Np . filar o postaci, jak fig. 316, jest statycznie wyznaczalny ; posiada ho"' 

o od
zwyczaj jednak opuszcza się pręty istotne 1-3 i 9-11, zwiększaj'. g) 

= (i-
jąc 

powiednio ilość prętów podpartycli. Por. fig. 317, gdzie pt = 28, Pp 
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Wyznaczanie sił wewnetrzuych w kratownicach przestrzennych. 1233 

L W
2 8 + 8 = 3 6 ' o r a z % - 3 * 8 . gdzie p . = 24, j? = 1 2 , ^ = 2 4 + 1 2 = 36. 

s t r o j wedle fig-. 318 jest częściej używany. 
tatycznie wyznaczalną kratownice przestrzenna otrzymać można-

»owv„rZeZ ^oła«zauie do Stafoj podstawy, względnie stałej kratownicy, 
^ rowy h J - z W w ' k a ż d e £ o Pray pomocy trzech prętów (istotnych lub pod-

k r a t n L P r a e z P o ł a c z u n i u z e stałą statycznie wyznaczalną kratownica drutri 
mcy statycznie wyznaczalnej przy pomocy sześciu prętów; 

* o i e v (

> ' Z e V y m ? a n 9 o P ^ t ó w w i s t o i e J ąee j statycznie wyznaczalnej krato-
•MPor. hg. 816—81«, a także str. 1234); wymieniać można pręty istotne 

Rig. sia. Mg. 320. F i g . 321. 

'Med ' 
y sobą lub z podporowymi, przemieszczając je wogóle dowolnie, tak 

ak, aby utrzymać wewnętrzną i zewnętrzną stałość kratownicy. 
uja ; 8ztałtem statycznie wyznaczalnej kratownicy przestrzennej, j ak i daje 
l i v 8 l - n a j łatwiej, a z którego dadzą się wyprowadzić prawie wszystkie 
Pov * n e P o s t a c ' e ) J e a t kratownica siatkowa (fig. 319), której wszystkie pręty 
c 2 y z

a z a a e są w trójkąty, a leżą na powierzchni, zamykającej swojeini ptasz
k a m i pewną przestrzeń. 

Hg j ^y znac zan i e sił wewnętrznych w prętach k r a t o w n i c y p r z e s t r z e n -
P, ' a) W y z n a c z a n i e s i ł w e w n ę t r z n y c h w w ę ź l e t r ó j p r ę t o w y m . 
Ma»2 kierunek siły J' i jeden z prętów, np. 2 (fig. 320), przeprowadza się 
ji0

 Z c z y znę ( i-2), która przecina się z płaszczyzną, przechodzącą przez 
8 tałe pręty (1-3) wedle prostej (mn). Siłę P rozkłada się następnie 

b. 
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w obu rzutach na siły 2 i (mit), a wreszcie składową (mn) na siły 1 i 3 
(fig. 321). Wielkości sił 1, 2 i 3 znajduje się z składu rzutów tychże sił. 

Zazwyczaj można jedną z płaszczyzn przeprowadzić równolegle, wzglę
dnie prostopadle do płaszczyzny rzutowej, a wtedy wyznaczenie sił we
wnętrznych znacznie się upraszcza. 

Metody tej używamy również, gdy w węźle o większej ilości prętów 
trzy siły wewnętrzne są nieznane, a pozostałe wiadome. 

b) M e t o d a m o m e n t ó w używana, gdy kratownica nie ma węzłów trój-
prętowych. 

Prowadzi się płaszczyznę przekroju tak, aby przecięła pręt, którego 
siłę wewnętrzną chcemy wyznaczyć, wybierając jako oś momentów prostą, 
przecinającą możliwie wiele przekrojonych prętów, i ustawia równanie mo
mentów siły zewnętrznej i siły szukanej. Jeżeli oś momentu przecina wszyst
kie pręty prócz badanego (np. 5 na 6 przeciętych), wystarczy jedno równa

nie ; o ile np. 4 na 6 przeciętych, należy ustawi" 
dwa równania zo względu na dwie osi. 

c) M e t o d a w y m i a n y p r ę t ó w używau»i 
gdy niema węzła trójprętowego lub gdy inne 
metody nie dadzą się zastosować ( znaczn i e 
częściej niż w kratownicach płaskich). Dowolny 
pręt W (fig. 322), zwykle w pierścieniu górnym, od* 
rzuca się (pręt wymienny), tak, aby uzyskać przy* 
najmniej jeden węzeł o trzech piętach, nie lezą* 
cych w jednej płaszczyźnie; dla utrzymania sta
łości umieszcza się natomiast w dogodnem miejsc0 

pręt, t. zw. zastępczy Z. W tak otrzymanej kra* 
townicy wyznacza się siły wewnętrzne Sa i '/-o 
obciążenia zewnętrznego (stan X = 0), oraz W] 
wewnętrzne Aj i Zx dla obciążenia siłami ~~~ ':, 
zaczepiającemi w końcach usuniętego pręta £J 
miennego w kierunku osi tegoż (stan X = 1)- . 
rzeczywiste, występujące w prętach, wyn° 9 Z * ' 

Kig 3 ° ° 7 a 

S = S,+ WSU gdzie: W=. — •=£•, por.str. W' 
. . "i 

Podobnie można zastosować dwu- i wielokrotną wymianę prętów. 
Kratownice przestrzenne hiperstatyczue oblicza się tak samo, jak Mjr 

statyczne płaskie ; wogóle jednak staramy się unikać takiego skonip'1 

wanego obliczenia, decydując się raczej na pewne uproszczenia i przybliżę" 
Najczęściej używane systemy kratownic przestrzennych skiadąL 

się z narożników (krokwi) prostych lub łamanych, pierścieni wieloboczuy 
oraz przekątni (pojedynczych lub podwójnych gibkich) ; wszystkie P > 
leżą na powierzchni kratownicy. 

a) K o p u ł y p r z e s t r z e n n e . Węzły narożników leżą na krzywej ; ł V „\ 
częściej używanych kopułach Schwedlerowskich na paraboli (por. fig- " ' a 

Łożyska zwykle ruchome o kierunku ruchu prostopadłym do j e
 v B l 

z przyległych pierścieni (fig. 323). D l a kopuł o rzucie poziomym reguhl^Vj e 

i obciążenia rozłożonego jednostajnie na c a ł y m pierścieniu (np. obcifp 
stałe) obliczenie przeprowadza się następująco (fig. 324): 

* 4, K„=-(îAk 

2 cos a aj 
1 

« i 

R„ = 
2 cos a 

n — 1 

l 

dla pierścienia murowego (najniższego) R = 
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Kopuły przestrzenno. 1235 

We wzorach tych 2 a jest to kąt, j ak i zawierają dwa sąsiednie pręty 
Pierścienia. D l a kopuły ośmiobocznej umiarowej a = ü7ü30'. 

D l a sił inaczej rozłożonych (np. wiatru) najlepiej użyć metody Müller-
Breslau'a (fig. 325). Obciążenie węzła (w węzłach niższych złożone z siła 
Wewnętrzną krokwi górnej i składowemi przekątni w kierunku tej krokwi) 

• F i g . 325. 

>kłada się na siłę w kierunku krokwi dolnej, oraz siłę pozioma, z których 
' • « znajdujemy siły rzeczywiste w krokwi i przekatniach dolnych Niech ka^T ( f i S - H 2 5 ) : V w i ę d n i e rg— składowe siły J) = 1 w kierunku 
b
 k w i , względnie pierścienia górnego, kd, względnie rd — składowe siły 
^żd 1 w k i e r u n k u krokwi , względnie pierścienia dolnego (wartości dla 
"it Pręta inne; najlepiej wyznaczyć je wykreślnie; por. fig. 325), to suma 

, v kierunku krokwi powyżej węzła n 
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(2) poniżej » : Kdn = + f c f f S Z J 2 " 

w kierunku pierścienia prawego: B „ B = " B j ' rdl /)/ 

w kierunku pierścienia lewego: Iiln = -4- r - a D 2 ' ' 

Obliczenie rozpoczyna się od pierścienia górnego, gdzie niema pięto" 
górnych, więc lcg = r. = 0, i obejmuje kolejno węzły tegoż. Potem prze
chodzi się do pierścienia następnego. Znając siły w prętach ponad m, otrzy
mamy z figury niewiadome K~d, li., i B j , a następnie siły rzeczywiste: 

B . R A ' , 

Ą " = 
A . - B „ " 

fl2" 
B i = K 

( 2 « ) 

* 2 / V ' | 

F i g . 886. F i g . 327. 

U w a g a . Znaczek „p u nznacza „prawy", „1" — l e w y , „d a dolny, „g" — górny, n n " ° ' 
tyczy prętów, wychodzących z węzła « , „Hu prętów, wychodzących z węzła s. 

6) D a c h y w i e ż o w e (fig. 326 i 327 ; przy nachyleniu krokwi d° ?£| 
ziomu mniejszem od 4ó° nazywamy je namiotowymi) posiadają narozn ^ 
proste. U góry kończą się zazwyczaj ostrym szczytem, w którym zbiegaj? • 
wszystkie naroża ; wtedy dla n naroży przy normalnie stosowaneni podpaf 
dacii jest (w—3)-krotnie hiperstatyczuy. Siły w najwyższej części dachu, n Y J f l 

żanej za układ drugorzędny (por. str. 1232), wyznaczamy wtedy z , v ^ , . ( ) 

w przybliżeniu, ustawiając równanie momentów względem najwyżsi" 
pierścienia (fig. 327) : 
M = W0 hQ - j - Wi A, = Hi a sin a -\- 2 S» b sin a. ; ponieważ zaś Sj : Ss = a ' 
przeto : 

Ma M a.s (3) 
( « 2 - f 2 6 2 ) s ina ( a 2 + 2 è 2 ) A, 

We wzorach tych a jest kątem nachylenia krokwi do poziomu, « 
ścia krokwi. 

dlu-
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Dachy wieżowo. 1237 

Pozatem dachy te oblicza sie jak kopuły ; wzory 1 wykresy upraszczają się 

jednak wskutek stałego pochylenia krokwi. (Stosunek — (por. wzór 1) jest stały.) 

» a parcie wiatru można je też obliczać jako dźwigary kratowe płaskie, 
zawarte między narożnikami. Obciążenie węzłowe P rozkłada się na trzy 
składowe, jedną Pn w kierunku narożnika i dwie poziome P'k i P^' w pła
szczyznach, przylegających ścian. Następnie oblicza się kratownicę płaską, jako 
Utwierdzona dołem, na siły poziome P'k i P/', leżące w jej płaszczyźnie. 
Siły 

w narożnikach są równe sumie odpowiednich składowych Pn, oraz sił 
w pasach tych kratownic płaskich. Siły w pozostałych prętach wyznacza 
S lę wprost z obliczenia odpowiednich kratownic płaskich. 

p\ 

i ' * l A i i 
PM]P*" m 

vnì *1 

r 

— i 

i 

828. 

Obliczenie dachów 
I)°Wyżf 

ì'ig. 320. 

wieżowych ośmiobocznych (lig. 328) da się w myśl 
''"Wyższego sprowadzić do obliczenia więzara płaskiego A Ii O o powierzchni 
°Deiążenia wedle trójkąta (fig. 329), przyczem p = 0,7 b w 
A"parcie wiatru na jednostkę powierzchni prostopadłej 

0 kierunku wiatru). Siły wewnętrzne w krokwi : 

n I W—1 o o m r 
G m — + - r - — s e c

 l'.
 Ä , „ = , . - a e c ß-

Odpowiednio dla ściany CD O: 

G' i a CII ^ N 

= + -,— sec Pi » i = r - sec S (4) 

;yczem : PK 
M.. 

P K) 
6 h ' ™m 1 

kiła w przekątni o długości d : 

J )
m - 0,283 em , 

ol la w pierścieniu : 

6 h F l g . 330. 

B»= - Y ( l > 0 4 C m + ]/>,H + 1 - | - 0 , 3 5 C m ^ 

Zupełnie podobnie oblicza się filary wieżowe, gdzie dla sił poziomych 

''ac'-epiających powyżej aa K = — 0 

b 
" '^epiajacy, 

'"•«estrzeune. 
(fi? 

<4«.) 

(4//) 

mych 

330), i inne podobno konstrukcje 
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c) M o s t y itj). konstrukcjo, rozpatrywane wspólnie z poprzecziiioami, oraz 
tożnikami pionowymi i poziomymi są też utworami przestrzennymi. 

IV. Przesunięcia kratownic. 

«) Metody analityczne. 
P r a w o pracy p r z y g o t o w a n e j . Jeżeli węzeł ni kratownicy dozna prze

sunięcia m m' = [ 3 m ] , to praca s i l P f , zaczepiających w vi, równa się sumie 

iloczynów tych sił przez rzuty 8(. przesunięcia [ 3 B 1 | na kierunki tychże sił, 

więc Lm = 2 P/ î , i P raca Lm równa się jednak też przesunięciu [ 8 m ] , po

mnożonemu przez rzut wypadkowej tychże sił na kierunek [3 ]. Jeżeli 

siły Pi są w równowadze, to wypadkowa ich = 0 ; zatem : 

Z P, " 3 7 = 0 (1) 

'JI oznacza rzut dowolnie pomyślanego (przygotowanego) niezmiernie małeg0 

przesunięcia punktu zaczepienia siły P. na kierunek jej. 
D la każdego węzła kratownicy, będącej w równowadze, można pomyśle1' 

pewne [31 i ustawić równanie (1). Skoro te równania dodamy, to znak -
rozciągać się będzie na wszystkie zewnętrzne siły Qm i na napięcia prętów t>, 
działające na węzły. Niech dowolny pręt działa na dwa węzły napię
ciem S, starając się je zbliżyć (napięcie dodatnie = siła rozciągająca). Jeżelj 
wskutek pomyślanych przesunięć obu węzłów nastąpi i ch oddalenie czy' 1 

wydłużenie pręta o As, to praca przygotowana napięcia Ò' jest :— S. As
suma prac wszystkich prętów (czyl i praca przygotowana sił wewnętrznych 
wynosi — ~ S As, zaś prawo pracy przygotowanej brzmi : 

^ 9 m ^ = S S Ä 7 < » 

czy l i praca przygotowana sił zewnętrznych = pracy przygotowanej 
wewnętrznych. 

D a n y rzeczywisty układ sił Ç , działających we węzłach kratownicy 
która jest w równowadze, powoduje w jej prętach napięcia S' i wydłużeń"1 

A s , tudzież przesunięcia węzłów, których rzuty na kierunek sił Qm są '•,»• 

P o m y ś l a n y (urojony, przygotowany) układ sił Qm, wskutek którego bada"* 
kratownica byłaby także w równowadze, wywołałby w prętach napięcia »• 
Zastosujmy równanie (2) do pomyślanego układu sił Q i przesuną.'1'-
wywołanych rzeczywistym układem Q , to będzie : 

2 £ : ° - m = S S A s . . . „ ( 2 «> 

Siły zewnętrzne Q składają się z sił P ( | J i oddziaływań (', którym w sta ' " 0 

rzeczywistym odpowiadają przesunięcia podpór <:, mierzone w kierunku sił ' 
(o ile podpory nie są absolutnie stałe). Równanie (2 a) będzie więc brzmią'0' 

S 2 p m - S S A « - S ä <8) 

Jeżeli nazwiemy s długość, /'' przekrój jednego pręta, /','moduł spręży»t"rtC1' 
U) spólczynuik rozszerzalności, f przyrost temperatury pręta i podstawi'"} 

s 

to : A s = S p -f- «> t s, 
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