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5) Dany promien, oznaczyé¢ dlugoié okregu
X0 =p 2. X8 =2.m9.
6) Dany okrag, oznaczy¢ dlugosé promienia,
2= 258 gqer.
7) Oznaczyé w jednostkach miary powierzchnig da-
nego kola.

Odeinam XI = 1 dm, to X7 zawiera tyle dm, ile dm?

miesci sig w kole, jakoz:
XI:s=48: X7 czyli 1 dm:s=5:X7,
X7 = e = v? dm?

_ Wyprostowanie fukdw okregu kotfa. Zadanie to przy za-

stosowaniu katdwki, sposobem konstrukeyjnym, rozwiazalis-
my na rys. 3, 4, 5. Cala rzecz polega na nakresleniu kata o
i zatoczeniu jednego luku kola. Wzory, ponizej podane
wyjasniaja, jak sobie radzié nalezy przy wszelkich diugo-
gciach luku.

Poniewaz wyprostowane dlugosei lukdw kola sy przy-
datne przy rozwiagzywaniu innych, zawilszych zadan, to na-
lezy nam usprawiedliwi¢ podang konstrukeye przez wywody
matematyczne.

Powolujac sie na rys. 3, oznaczmy:

g CSA=\ S4AM=1vy, SMA =1,

A
to: ? ; - =g (I).
W tréjkacie S4M na mocy zwigzkn
o—b_ SM—SA g+
o =S vA® g
i zaleznosci
0M = Om = 2sin ;‘ — 0,933605 . 7,
otrzymamy s
JE—b 0988606  p-td 11
%5 T 9933605 & 2 D,

gdy przyjmiemy, ze A8 = r = 1. .
Z réwnan 1iII obliczy¢ mozemy kat ¢, a nastgpnie
z A MCA'

04’ — 2,933605 tg b . r ().
Naprzyklad. Niech <I ) = 469, to £ — 220 30"
tw—q
Z réwnania IT obliczymy I—Q——L'J = 7030 84,2"

a % POWYZSZego $ = 149 59" 25,8”,

z rownania za$ I1T
A" = 0,78653560.
Poniewaz w rzeczywistosei:
dlugosé lukn 45 = d = 0,7853982,
to wielkosé bledu wyniesie:
b=0C4"—d =+ 0,0001374 = + 7578

Na powyzsze]j zasadzie obliczono ponizsza tablice:

promienia.

Diakyta | O o | Dlakata | BRI et
|+ s 50" + 5555
e = 6616‘666' &h? l + ET}E
15 5 TG‘:IFFF 400 | + g,'—,.l—?a
20° | + Toifo‘ 15 ‘ + ﬁ
Bty |- -

Z tablicy widzimy, ze wogdle im mniejszy kat, tem
mniejszy blad, ze miedzy 45°i 50° blad jest w czesci dodat-
nim, w czesei odjemnym, a wige moze by¢ nawet rowny ze-
ru (migdzy 46° 1 47°); mozemy przeto, nie popeluiajgc wiel-
kiego bledu, stosowaé podang komnstrukeye dla wszelkich
wartosci kata nieprzewyzszajacych 50°.

Gdyby kat byl wiekszym, nalezaloby stosowaé tg samg
metode do dwdeh katow, stanowiacych jego sume, lub do
kata dopelniajacego.

W dzielach, pog¢wigconych .rachunkowi grafieznemu®,
zadanie, tyczace sig ,wyprostowania lukéw kola®, odgrywa
bardzo wazna role. Praktycznem rozwigzaniem tego zadania
zajmowali sig bardzo wybitni inzynierowi, jak Curaany, RAn-
k1N, CREMONA i inni 7).

(C. d. n) i B

) Por. Dr. L. Cremona: Zasady rachunkn graficznego, opra-
cowal Jdzef Slowikowski. Warszawa 1902, str. 89 i nast,

Planimetry polskie i ich wynalazcy.

(Ciag dalszy; p. No 22 r. b., str. 268).

Integraf Zmurki.

Znany z dzialalnosci naukowej 1 nauczycielskiej, profesor
matematyki Uniwersytetu Liwowskiego WawrzyNIEC ZMUR-
Ko 1), pracowal nad budows réznych przyrzadéw matema-
tycznych i juz w r. 1873 wyslal na wystaweg w Wiedniu: ko-
nograf, elipsograf, elipso-parabolograf i cykloidograf, a w .
1878 na wystawe w Paryzu, oprdcz wymienionych, takze
przyrzad do kreslenia krzywcg calkowej z danej krzywej réz-
niczkowej, wykonany u G. Corapreco w Zurychu. Na ten
przyrzad uzyskal Zwmurko w r. 1881 patent wynalazku na
Austro-Wegry, opisy za$ oglosil po polsku ?) i niemiecku )
inz. Karon Sxismgskr, podéwezas docent Politechniki Liwoyw-
skiej. ,Zasady swych przyrzadéw konograficznych (pisze
prof. Dzrwnskr), eykloidografu 1 integratora, podawal Zuur-

1y Ur, 1824 r. w Jaworowie, ziemi Przemyskiej, zm. 1889 r,
we Liwowie. Wryezerpujacy ,Rys dzialalnodei naukowej i nauczy-
cielskiej Wawrzytea Zmurki® podat prof, Placyd Dziwiiski, w to-
mie 1L Prac Matematyesno- Fizyeznych (Warszawa 1890),

%) Wyklad P. K. Skibidskiego, docenta c. k. Szkoly Politech-
nicznej, o integratorze d-ra Zmurki. Kosmos, 1884, zeszyt V, str. 185—
189, z 1 tabl. rys. )

3 Der Integrator des Prof, Dr. Zmurko in seiner Wirkungs-
weise und praktischen Verwendung dargestellt von Karl Skibinski,
Ing, u. Privatdocent an der k. k. techn, Hochschule in Lemberg. Mit
2 Tafeln und 18 Holzschnitten. Separatabdruck aus dem LIII Bande
der Denkschriften der math. - naturwissensch, CL der k. Akademie
d. Wissenschaften, Wien 1886. 40 str. 28 :

Ko juz wr. 1861, w swych wykladach w Akademii technicz-
nej we Lwowie. Dos¢ szezegélowe sformulowanie tych po-
mystéw znales¢ juz mozna w drugim tomie jego Wyktadu
matematyki 4). Wykonanie tych pomysléw i rozpowszechnie-
nie przyrzadow obmyslanych zajmowalo go do konca zycia.
Niestety, nie doczekal sig rozpowszechnienia, a prayrzady je-
go pozostaly tylko jako modele, mianowicie przyrzady kono-
graticzne w muzeum mechaniki przy Szkole Politechnicznej
we Liwowie, cykloidograf zad i integrator w muzeum Uniwer-
sytetu Lwowskiego®.

Integraf Zamurkr oparty jest na tej samej zasadzie kine-
matyeznej calkowania, co i planimetry GoNELLI 1 OPPTHOFERA,
a zasluguje ma uwage uzytym przez wynalazcg systemem
przemiany ruchu. Ciezki linial A 4’ (rys. 22) tworzy pod-
staweg przyrzadu. Okragla tarcza pozioma [ osadzona jest
na osi pionowej 0. Pod tarcza, na tej samej osi, numieszczone
jest kolko poziome ry, przycisnigte do linialu A ', Pret B B/,
ruchomy miedzy dwiema parami rolek, ma na konecu ostrze s,
sluzgee do oprowadzania danego obwodu. Wazdluz preta
przechodzi struna, przewinigta przez krazek », ktérej konce
Erzyczepione sg do koncow preta, tak, ze przy obrocie krgz-

a pret BE' przesnwa sie rownolegle do os1 y.

Drugi pret podobny /' I, umieszezony po drugiej stro-

nie tarczy B, ma strung przewinigty przez krazek pionowy rg,

4}- Wyklad matematyki na podstawie iloSei o dowolnych kie-
runkach, Lwdw, 1864, dwa tomy.
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Rys.

ktéry swym obrotem mnadaje pretowi takiz sam ruch, jakim
jest ruch preta & £'. Na koncu preta F' /"' umocowany jest
olowek S, kreslaecy krzywa ealkowa.

Na wspolnej osi z krgzkiem 7,, wmieszczony jest krg-
zek 1y, polaczony z pretem /D’ za posrednictwem stru-
ny dd, przewinigtej przez kragzek 7,, a kohcami przymoco-
wanej do podpdr, podtrzymujacych pret D D', Podezas obro-
tu krazka 7y, pret D D’ przesuwa sig w kierunku réwnole-
glym do osi z. O$ preta D 1) lezy na plaszezyznie pionowej,
przechodzgcej przez of pionows O. Pret umieszezony jest
migdzy volkami w pochewce (7, polaczonej stale z krazkiem ;.
Pochewka @, nie zmieniajac swego polozenia, przepuszcza
pret /) D', przy jego ruchu w kierunku wlasnej dlugosei.
Ale przy chocby najmniejszym obrocie preta okolo swej osi,
obraca sig pochewka (¢, z nig razem krazek #, i co za tem
idzie, nastgpuje przesunigeie preta ' F i oldwka S.

Kolko Chy, stale polaczone z pretem D D', przycidnigte
jest do tarezy B.

Wszystkie opisane czedci umieszezone sa na jednym
wozku, ruchomym wzdluz linialu A 4’, wspierajacym sig na
kélku », i na dwéeh rolkach nieuwidoeznionych na rysunku.
Przesuwanie sig wozka wprawia w ruch kélko r,, prayciskane
do linialu 4 A’ przeciwwags przedniej czesei prayrzgdu.

Gdy ostrze s przebiega drogg d ¥, struna przewinieta
przez krazek », obrdci ten krazek o kat d ¢, ktéremu odpo-
wiada na obwodzie krazka luk:

rnde=dY,
skad: dg = %}- .

Takiz sam bedzie kat obrotu I't{rqzka, 7y, ktéry to obrdt
przesunie pret D D’ réwnolegle do osi @, przez co odleglodé p
migdzy kélkiem €' a punktem O powigkszy sig o:

dp=r,d¢ =:—9 ay . . .. Q)
1
Podczas calego tego ruchu, krazek #; i oléwek S pozo-

stajg w spokoju.
Gdy zndw ostrze s przebiega droge d #, wtedy caly wo-

zek przesuwa sig razem z ostrzem i koétko », obraca sig
o kat d ¢, ktéremu na obwodzie kélka odpowiada Iuk:
ry &Y = d
skad: dd= i—x ;
4
Takiz sam bedzie kat obrotu tarczy B, ktéra swym ru-
chem obraca kéltko €. Punkt na obwodzie kélka przebiegnie
droge:
da
pdd=p T
4
a jezeli kat obrotu kolka oznaczymy przez d e, to:
ry de= L
8 = S

skad: de= priw.
Ta¥y

Kat obrotu preta 2 /1)’ i krazka »; bedzie takze d e.
Obrot krgzka r; przesunie pret F' K/ a z nim i oldwek S na
diugodc:
?_i";. pde=dY" . . . . (2.

W kierunku osi # oféwek § przebiega podczas tego ru-
chu droge dx. Gdy wige ostrze s przebiega droge (d 2, d ),
otéwek § kresli element krzywej (d 2, d 17).

Wréémy teraz do réwnania (1), Calkujac je otrzy-
mamy:

7,

oy

p=12(T+ o).
1

Poniewaz p zalezy wylgeznie od ruchu ostrza s w kie-
runku osi rzednych, wiec mozna przyjac takie polozenie osi
odeigtych 1 ostrza, przy ktérem p = 0. Kélko C znajduje sie
wtedy w érodku tarczy B. W tem polozeniu ilos¢ stala ¢
zostaje wyrugowana, bo dla p = 0, ¥ = 0. Kladac wige

wartosé p = :—"' Y w réwnanie (2), otrzymamy:
1

¥ B oo
Ay =22 Ydux;
gy
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Rys. 24 (1), wielkosci naturalnej).

a po zeatkowaniu: .
Pr= —’-—3—] lffzm:if Tda.
1 ¥y %y k.
Jest to réwnanie krzywej, ktéra wykvesla oléwek 9,
Krzywa ta jest, jak widzimy, krzywa calkows wzgledem
krzywej rdzniczkowej 1 = f (z). ITlosé stala przy calkowanin

Rys. 23.

moze byé¢ wyrugowang przez przyjecie pewnych granic, a sta-
Yi¥a 1 . . R P

Ta k = 2178"4 jalesy wylaeznie od wymiardw krgzkéw i ko-
Yyt 4

q%5
Iek, jest wiec stalg przyrzadu.

Na rys. 23 Y d  oznacza element fpowierzchni, zawar-
tej mieday dang krzywa i osia A B, [ Y d x oznacza zatem,
gdy przyjmiemy granice calkowania od z = 0 do z = , su-
me wszystkich elementéw powierzchni mieszezacych sig na
dlugosei =, czyli calyg powierzchnig zawarty miedzy pun-

ktem A a rzedng Y. Rzedna Y7 krzywej calkowej J @, od-
powiadajaca tej samej odciete] #, pommozona przez stalg
przyrzadu k, réwna si¢ wielkosei tej powierzchni.

08 odcietych przyjeta by¢ moze w dowolnej wysokosei,
a wtedy, przy obliczaniu powierzchni, trzeba odejmowaé lub
dodawaé¢ powierzchnig prostokata z ¥, Da sie to usku-
tecznié jednem wykresleniem, obwodzge ostrzem od punktu B
droge B A; wtedy oléwek integrafu nakresli 1;J]msta;, KJ, na-
chylong do poziomu, jako calkows osi z. Prowadzac dalej
ostrze po krzywej A M C, otrzymamy krzyws calkows J (.
Zaczynajac obwodzenie od 4 i prowadzac ostrze po dro-
dze 4 B (" M A B, otrzymalibysmy krzywa calkows J @, ra-
zem z dwiema do siebie réwnoleglemi jej podstawami- /7 G
iJ K. Rzedne, zawarte migdzy J K a JJ’ odpowiadaja po-
wierzechniom prostokatnym, rzedne zawarte miedzy J K
a .J + powierzchniom migdzy 4 M ' a A B, liczac od 4 do
uwazanej rzednej, wreszcie rzedne zawarte miedzy J G
a I' ¢, takimze powierzchniom, liczonym od B (' do uwaza-
nej rzednej.

Prowadzac ostrze po otrzymane) krzywe] calkowej i jej
podstawach w porzadkun: /' @, & .J, J K, otrzymalibysmy
]f){ambolq L N, druga calkowa N R P i parabolg Pm ).

zedne, zawarte miedzy diuga calkowas i jej parabolicznemi
podstawami, beda proporcyonalne do momentow statycznych
czesei powierzehni, lezacych po lewej lub prawej stronie uwa-
zanej rzednej, wzgledem tejze rzednej, jako osi momentow.
I tak y, jest proporcyonalne do momentu statycznego wzgle-
dem y, powierzchni zawarte] migdzy y i punktem A a y,’ do
takiegoz momentu powierzchni zawartej migdzy y a B C.
Dla otrzymania momentéw statycznych nalezy tylko te rzed-
ne pomnozy¢ przez k. Rzedne n = y," — y,, zawarte mie-
dzy podstawami parabolicznemi, pomnozone przez k* wy-
znaczaja sume algebraiczng momentéw statycznych obu po-
wierzchni, czyli moment statyczny calej powierzechni A MC B
wzgledem y. Rzgdna y na przecigein podstaw parabolicznych
w o jest rowng zern, zatem pionowa M i przechodzi przez
srodek cigzkosei powierzehmi A M C B. Prowadzac ostrze
po drodze Lm N B Pm (), otrzymaliby$smy trzecig callkkows
i polowy momentéw bezwladnosei.

Stosowany jako planimetr, integraf sluzy¢ moze do
dzielenia powierzchni w dowolnym stosunku. Rézne zasto-
sowania tego przyrzadu opisal szezegolowo inz. SKIBINSKI
we wzmiankowanej rozprawie niemieckiej, z ktérej wyjety
jest rys. 24, przedstawiajgey model integratu Zuurki, wyko-
nany przez CorADI'EGO w Zurychu,

(D. 1) Felilis Kuchayzewslhi,

2




