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JAN SZMELTER

wspomnienie poSmiertne

W dniu 20 paZdziernika 1978 r. zmarl po krétkiej

chorobie prof. dr inZ, Jan SZMELTER, wybitny nauko-

“wiee i pedagog w dziedzinie mechaniki technicznej
i metod obliczen numerycznych.

Profesor Jan SzMELTER urodzil sie w 1920 roku
w Bydgoszczy. Stopien magistra inZyniera mechanika -
uzyskal na Politechnice L.odzkiej w 1946 r., a stopien
doktora nauk technicznych réwniez w tej uczelni
w 1950 roku. W latach od 1948 do 1966 pracowal
nieprzerwanie w Politechnice Ldédzkiej przechodzac
kolejne szczeble pracownika naukowo-dydaktycznego.
W 1954 roku otrzymal tytut profesora nadzwyczaj-
nego, a w 1965 roku — profesora zwyczajnego.

W Politechnice Lodzkiej kierowat Katedra Me-
chaniki Technicznej i byt wieloletnim dziekanem
Wydzialu Widkienniczego. W roku 1966 rozpocza! prace w Wojskowej Akademii Techni-
cznej, kierujgc Katedra Mechaniki Teoretycznej i Wytrzymalosci Materialow.

Dziedzina dzialalno§ci naukowej profesora J. SzZMELTERA byla, jak juz wspomnie-
liSmy mechanika teoretyczna i stosowana, a zwlaszcza metody numeryczne w mechanice.
Analiza i wybér tych metod mialy na celu calkowanie réwnan rézniczkowych teorii spre-
zystosci dla réznych zlozonych ksztaltéw cial wystepujacych w realnych zagadnieniach
konstrukeyjnych.

Podstawa pierwszych prac Jana SzMELTERA byly metody energetyczne. Posiuzyly one
do -obliczenia wytrzymatosci wirnika sprezarki i rozktadu sily migdzyzebnej z uwzglednie-
niem wplywu odksztatcalnosci wierica kota zgbatego. :

Druga; obszerniejsza grupe Jego badail stanowily zagadnienia rozwigzywane metoda

- roznic skoniczonych, dla ktérych zaproponowal szereg wariantéw obliczeni iteracyjnych.
Wymienione prace dotyczyly okresu, w ktérym narzedziem obliczeniowym byl arytmo-
metr, a metoda rozwiazania — rachunek relaksacyjny. Juz w pracy p.t.: ,,Uproszczone
metody réznic skoficzonych dla obliczenia stanu naprezenia i odksztalcenia w elementach
maszyn”, wykonanej w 1955 roku, zauwazyl mozliwos¢ tworzenia réwnan do rozwiazania
probleméw w plaskiej i w przestrzennej teorii sprezystosci za pomoca metody, ktéra
obecnie nazywa si¢ metoda elementéw skoniczonych. Zasady tej metody dla siatek ztozo-
nych z elementéw o dowolnych ksztaltach podat na sympozjum IUTAM w Warszawie
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w 1958 roku. Przedstawiona wtedy praca jest cytowana w literaturze $wiatowej jako
zawierajaca jedno z najwazniejszych sformutowan problemu.

Profesor dr Jan SzMELTER byl najwyzszej klasy specjalista z zakresu obliczen numerycz-
nych i twdrcg polskiej szkoly obliczeni za pomoca elektronowych maszyn cyfrowych, zna-
nej i uznawanej daleko poza granicami kraju. Bez reszty poswigcil sig rozwojowi tej szkoty
obliczeniowej, ksztalcac wielu specjalistéw i ogarniajac zasiegiem swej dziatalno$ci wiele
uczelni i oérodkéw w Kraju. Wymiedmy $cistg wspdlprace z Politechnika £.6dzka, War-
szawska, Wroclawska, Gdanska, z Akademig Goérniczo-Hutnicza w Krakowie, z Insty-
tutem Lotnictwa, Przemystowym Instytutem M_otoryzacyjnym, ze Zjednoczeniem Prze-
mystu Maszyn Budowlanych i Zjednoczeniem Przemysin Energetycznego w Warszawie.
Byt kierownikiem grupy tematycznej ,,Numeryczne obliczenia wytrzymalosciowe kon-
strukcji przy uzyciu EMC” i twérczym wykonawca jednego z tematéw w tej grupie, wcho-
dzacej 'w sklad problemu wezlowego 05.12 ,,Wytrzyma}osé i optymahzaqa konstrukeji
maszynowych i budowlanych”.

Plonem Jego glebokiej dziatalnosci naukowej bylo okoto 50 publikacji w czasopismach
naukowych oraz 20 monografii i podrecznikéw. Powazna pozycje stanowi monografia
., Programy elementéw skonczonych” zawierajaca zasady systemu-opracowanego przez
zesp6t pod Jego kierownictwem. System ten okazal si¢ bardzo przydatny do obliczen
projektowych konstrukcji maszynowych i budowlanych wykonywanych za pomocg kom-
puteréw produkcji krajowej. Umozliwia on analiz¢ odksztalced i naprezen w uktadach
plaskich i przestrzennych, pozwala na.obliczanie czestosci drgari i okreslanie postaci tych
drgan we wspomnianych ukiadach, a takZe na wyznaczenie przemieszczen i naprezen w tar-
czach i brylach osiowo-symetrycznych obcigZonych termicznie stacjonarnie i niestacjo-
narnie. Programy opracowane w ramach omawianego systemu byly i sa szeroko wykorzy-
stywane w przemysle motoryzacyjnym i lotniczym oraz w budownictwie. Jako przykiady
zastosowania praktycznego podajmy obliczenia wytrzymatosciowe korbowoddéw w silni-
kach spalinowych, podwozi i nadwozi do konteneréw, kadtubéw samolotéw i topatek
turbin, Programy postuzyly do obliczen statycznych mostéw, hal, duzych konstrukcji
dachowych, wiez cisnien i efektéw dzialania fal uderzeniowych na obiekty podziemne.
W gornictwie wykorzystano je do badania wplywu eksploatacji kopalni na wytrzymalo$é
gbérotworu.

Profesor J. SzMELTER nie doczekat si¢ wydania przygotowywanej do druku bardzo cen-
nej ksiazki pt.: ,,Metoda elementéw skonczonych w statyce konstrukcji’ (wydawmctwo
ARKADY) oraz ukazujacego si¢ obecnie podrecznika ,,Metody komputerowe w mecha-
nice”, ktérego byl autorem. Wydawane sa réwnieZ okresowe publikacje pod ogdlnym
tytutem ,,System WAT-KM”, Zawieraja one zasady tworzenia i opisu modeli obliczenio-
wych oraz wprowadzania danych do dotychczas opracowanych programoéw.

Profesor J. SZMELTER naleZat do najwybitniejszych wychowawcow mlodej kadry nauko-
wej. Byt promotorem 21 prac doktorskich i opiekowal si¢ 6 pracami habilitacyjnymi.
W ksztattowaniu miodych naukowcéw cechowaly Go nie tylko wymagania rzetelnej
pracy, glebokiego poznania przedmiotu i wysokiego poziomu merytorycznego, ale 1éwn1ez
ogromna zyczliwosé i jak najdalej idaca pomoc w rozwiazywaniu problemoéw.

.Poza swoja dziatalnoscig zawodowa zajmowatl si¢ bardzo czynnie praca naukowa
i organizacyjna w Komitecie Mechaniki PAN, w Polskim Towarzystwie Mechaniki Teore-
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tycznej i Stosowanej i W kilku radach naukowych. Stworzyl i rozwijal Zespol Zastosowan
Metod Komputerowych w Mechanice, byl Czlonkiem Zalozycielem Polskiego Towarzy-
stwa Mechaniki Teoretycznej 1 Stosowanej i przez wiele lat petnit rézne funkcje w Zarza-
dzie Gléwnym i Oddziale £.6dzkim Towarzystwa, w tym funkcje Sekretarza Generalnego.

Jego wyrdzniajaca si¢ dlugoletnia praca naukowa i pedagogiczna byla wielokrotnie
uhonorowana nagrodami Polskiej Akademii Nauk, Ministerstwa Nauki, Szkolnictwa
Wyzszego i Techniki oraz Komendanta WAT i Rektora Politechniki £.6dzkiej.

Niezwykle cenne, osobiste zastugi Profesora Jana SZMELTERA jako wychowawcy mto-
dziezy, kadry naukowej i jako pracownika nauki o gigbokim patriotyZmie znalazly za-
shizone uznanie w nadaniu Mu tytulu ,,Zastuzony Nauczyciel PRL” w odznaczeniu Go
Krzyzem Kawalerskim Orderu Odrodzenia Polski i Medalami: ,,Za Zastugi dla Ob-
ronnosci Kraju” oraz innymi medalami wojskowymi, a takze Zloty Odznaka PTTK
,,Przyjaciel Miodziezy”.

Szeregi naszego, Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej opuscit
Czlowiek niezwyczajny, humanista, wielce zastuzony dla rozwoju Towarzystwa i bardzo
bliski Przyjaciel, pozostajacy we wdzigcznej pamigei ludzi Go znajacych.

Stanislaw KOCANDA, Zbigniew ORLOS

SPIS PRAC
A. Publikacje
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8. Teoria odwijania osnowy na stojakach klejarek. Zesz. Nauk. Polit. Eodzkiej — Widkiennictwo, 4,
1959, str. 3—12.

9. The Energy Method of Networks of Arbitrary Shape in Problems of the Theory of Elasticity. Proceed-
ings of an I.U.T.A.M. Symposium held in Warsaw, Sept. 1958, str. 111120,
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370.
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Arch. Mech, Stos. 1, 3 (1961) str. 63—75.

13. Lewar wieloramienny. Zesz. Nauk. Polit. Lodzkiej — Wiékiennictwo, 9, 1962, str. 43—48.
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schen Hochshule Otto von Guericke, Magdeburg, 4, 1965, str. 409—411.
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we widkiennictwie. Biul. Inst. Wiokien. 18, 1966 nr 3, str. 1—2,

12.

15,

16.



166 JAN SZMELTER — WSPOMNIENIE

17. Rozwigzanie zadania transportowego na maszynie matematycznej (wspdlautor: B. GADEK). Algorytmy,
3, 1966 nr 6, str.-83—100. )

18. Optymalny podzial pracy pomiedzy stanowiska robocze o réznych wydajnosciach.. (Wspolautor: M. Ros-
sowskA). Materialy konferencyine, £6dZ 1967, Stow. Wiok. Polskich.

19. Numerical Solution of the Two Dimensional Problem of Flasticity. IV International Kongress iiber An-
wendungen der Mathematik in den Ingenieurwissenschaften. Bd. 2 Weimar 1967, Berlin 1967, VEB
Verlag fiir Bauwessen 4. str. 197—200.

20. Obliczenie rytmu planowego w zespolach produkcyjnych odziez, (Wspolautor: W. WigZLak). Odziez.
20, 1969, ur 3 str. 61—65. :

21. Zastosowanie metody elementéw skoticzonych do tworzenia macierzy sztywnosci elementu plyty. (Wspot-
autor: S. DoprociNsky). Biul. WAT, 18, 4 (1969), str. 41—55.

22. Algorytm obliczania reakcji | przemieszczeit dyskretnego liniowego ukladu sprezystego z wigzami jedno
i dwustronnymi. (Wspolautor: J. WiLczkowskr). Biul. WAT, 19, 10 (1970), str. 47—59. -

23, Wykresy warstwicowe funkcji F(x,y) wykonane na maszynie cyfrowej. (Wspdtautor: M. WIECZOREK)
Biul. WAT 20, 5, (1971) str. 31—40.

24, Program rozwiqzijacy réwnania metody elementéw skonczonych, (Wspélautor: S. DoBrociNskI). Biul.
WAT, 20, 6, (1971), str. 43—51. :

25. Analiza statyczna plaskiego stanu naprezenia metodq elementoéw skoriczonych (Wsp(’)lautoi’zy: S. Dogro-
CIKsK, S. PyrRAK, M. WieczZoRrEK). Inzynieria i Budownictwo, 29 (1972), 5, str. 191—195.

26. Analiza statyczna przestrzennych ukladéw pretowych metodg elementow skoviczonych. (Wspolautorzy:
M. Dacko, S. Pyrak). Inzynieria i Budownictwo, 29 (1972), 7.

27. Macierz sztywnosci elementu przestrzennego ukladu pretowego. (Wspdlautor: M. Dacko), Biul. WAT,
21, 7, (1972), str. 27—38.

28. Programy obliczajqce macierze sztywnosci elementéw znajdujacych si¢ w plaskim stanie naprezenia.
(Wspolautor: S. Dosrocifskr) Biul. WAT, 7 (1972), str. 39—54. I

29. Niektére metody doswiadczalnej i teoretycznej analizy naprezen w korbowodach. (Wspoélautorzy: W. Ja-
RZEBOWSKI, Z. Orros). Biul. WAT 21, 9, (1972) str. 41—50.

30. Wykresy warstwicowe fimkeji F (x, y) w ukladzie lokalnym. (Wsp6iautor: M. WIEczoRrek). Biul. WAT,
24, 10, (1975), str. 49—57. _

31. Synteza krzywki wielomianowej o optymalnym zarysie w calym zakresie predkoSci obrotowych silnika.
(Wspolautorzy: J. RaNiszewsk1, W. BorxowskI). Arch. Bud. Maszyn, 23, (1976), 2

32. Wyznaczenie przemieszczen i reakcji statycznych dyskretnego nieliniowego ukladn zachowawcezego
z wiezani nieliniowymi jedno i dwustronnymi. (Wspétautorzy: J. WiLczxowsky, Z. Zus), Arch. Bud.
Maszyn, 23, (1976), 2

33. Pewien model elementn skonczonego konstrukcji powlokowo-pretowych. (Wspolautor: M. DACKO),
Biul. WAT, 27, nr 12 (316) 1978, str. 65—72.

34, Rozwigzanie réwnan statyki metodq gradientéw sprzezonych. (Wspblautor T. NIEZGODA), Biul. WAT,
27, 1 (305), 1978 str. 41—50.

35. Algorytin rozwiqzania ukladn réwnan liniowych metodq gradientéw sprzezonyeh dla wielu wariantéw
wyrazow wolnych. (Wsp6lautor: T. NiEZGoDA), Biul, WAT, 28 nr 3 (319) 1978, (w druku).

36. ). SzmeLTER, Z. KUROWSKI— Algorytm rozwigzania nkladu liniowych réwuan rézniczkowych czqstko-
wych przy dowolnej dyskretyzacji obszaru, Mechanika i Komputer (w druku).

37. ). SzmeLTER, Z. KUROWSKI— Problemy klasyfikacji zwigzane z topologia dyskretyzowanego obszaru
plaskiego, Mechanika i Komputer (w druku).

B. Wainicjsze nicpublikowane prace naukowe

L. Wykresine rozwiqzanie réwnania membrany (1950 — praca doktorska).

2. Obliczenie wytrzymalosci wirnika sprezarki. (1951 — dla Instytutu Techniki Cieplnej w Lodzn)

3. Analizator liniowych réwnaii algebraicznych (1957 — teoria i zrealizowany prototyp).

4! Rozklad sity mlgdzyngne] w zebach prostych przy uwzglednieniu wplywu wiefica. (Wspbtautor: J, GLu-
z4), (1959).

5. Obliczenie wytrzymalo$ciowe wirnika zlozonego z dwu sklejonych tarcz o réwnoiniernej wytrzyn'zalos'ci.
(1959 dla Inst. Badan Jadrowych).
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. Rozplyw wody w sieci elektrocieplowni (1965 — Program dla EMC, eksploatowany przez Elektrociep-

towni¢ L6dzka).

. Program obliczania receptury wybarwien. (Wspolautor: M. WoZnNIaK), 2 programy eksploatowane

przez Instytut Wiodkiennictwa w Lodzi).

. Plaski stan naprezenia. (Wspdlautorzy: S. DOBROCINSKY, A. KASPRZYK, M. WIECZOREK), 1970 — pro-

gramy dla ZAM-41, 1976 — dla ODRY 1305, eksploatowane szeroko w kraju).

. Analiza statyczna przestrzennych nlcladéw pretowyeh. (Wspdlautor: M. Dacko — 1971 — programy,

dla ZAM-41).

Osiowo-symetrycziy stan naprezenia. (Wspolautorzy: J. AnTosik, S. DoBROCINsKY, M. WIECZOREK,
B. MASTERNAK — 1972 — programy dla ZAM-41, 1975 przetlumaczony na ODRE 1305 — szeroko
eksploatowany w kraju). . :

Analiza statyczna nkladéw powlokowo-pretowych. (Wspblautor: M. Dacko), Program dla ZAM-41.
Tlumaczony na ODRE-1305 i IBM-360. Stosowany szeroko w kraju.

Analiza statyczna plyt metodq elementSw skonczonyel. (Wspolautor: M. Dacko), Program dla ZAM-41,
Biblioteka podprograméw metody elementéw skornczonych. (Jest to systcm obliczen, realizowany przez
zesp6t wspotpracownikéw w WAT, Politechnice Loédzkiej, AGH, zrealizowany na ZAM-41, ODRA-
1305, 1BM-360, minikomputery PDP, stosowany w calo$ci lub fragmentach w wielu o§rodkach w kraju).
Analiza wynikdw badain elustooptycznych. (Wspblautorzy: H. Zup, A. Pratkowski). Programy dla
ZAM-41.

C. Referaty, komunikaty i prace przegladowe

1.

10.

11.

12.

13,
14,

Zastosowanie maszyn matematycznych w przemys$le motoryzacyjnym — seminarium dla konstrukto-
row p.t.: Zastosowanie ETO w przemysle motoryzacyjnym. Warszawa, czerwiec 68 r. 4 str. 1—6. Centr.
Of$rodek Konstr. Bad. Przem. Mot.

. Zasudy metody elementéw skonczonyceh — Zagadnienia zastosowania elektronicznef techniki obliczenio-

wej w projelctowaniu konstrukcji mostowych. Warszawa 1970 r. str, 1—11. Stow. Inz. i Tech. Komuni-
kacji.

. Merody matematyczne przydatne w analizie konstrukcji. (Wspbtautorzy: Z. WaszczyszyN, K. WRzES-

NIOWSKI): _
a) Materiaty sympozjum ,,Metody komputerowe w mechanice konstrukcji — Poznan 1973 r.
b) Archiwum Inzynierii Ladowej. 20, Z. 3/1974 r.

. Nieliniowa teoria sprezystosci cial podlegajacych duzym odksztalceniom. Xonferencia ZMOC IPPT

PAN 1954 r. Miedzyzdroje.

. Najkrétsza nietoda $cislego wyznaczania wartosci wlasnych i wektordw wlasnych ukladu liniowych réw-

nan algebraicznych. Sympozjum Metod Numerycznych w Mechanice — E6dZ. 1960 r.

. Przyblizenie dunych doswiadczalnych wielomianem potegowym z wykorzystaniem wlasno$ci wielomianéw

Czebyszewa — Sesja Naukowa 15-lecia Politechniki ¥.6dzkiej — £.6d% — 1965 r.

. Zastosowanie maszyn matematycznych w przemysle motoryzacyjnym — Semtinariumt dla glownych

konstruktorow — Centralny ‘O$rodek Konstrukeyjno-Badawczy Przemyslu Motoryzacyjnego, War-
szawa 1968 r.

. Zastosowanie metody elementéw skoriczonych do niektorych problemow teorli sprezystosci. (Wspolautor:

S. Dosrocinskr), — Konferencja ZMOC IPPT PAN, Jaszowiec, 1969 r.

. Przyklady zastosowania metody elementéw skofczonych do rozwigzywania pewnych problemdw technicz-

nych. (Wspéltautor: S. DOBROCINSKY) —~ Konferencja ZMOC IPPT PAN — Jaszowiec 1970 r.
Sytuacja w informatyce polskiej w zakresie obliczen, inzynierskich na tle sytuacji $wiatowej. (Wspot-
autor: J. Samporskr). III Krajowa Konferencja Zastosowania Informatyki w Zarzadzaniu i Projekto-
waniu w Przemy$le Budowlanym, Krynica 1972 r. S
Rozwiqzanie dynamicznego plaskiego zadania teorii sprezystoscl metodq elementéw skoriczonych. VI Mig-
dzynarodowy Kongres Zastosowad Mechaniki w Budownictwie. Weimar 1972 r.

Macierz sztywnosci z mnoznikami Lagrange’a — XV1I Konferencja Mechaniki Ciata Stalego — Szczyrk
1975 r. . :

Cykl wykladbw: Niektore problemy metody elementéw skorhczonych. Jablonna 1975 r.

System KM Metody Elementdw Skoriczonych — Wyklad na Politechnice w Karl-Marx-Stadt, 1975 r.
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15. Cykl wykladéw. Obliczenia czeéci maszyn metoda elementow skonczonych Konferencja Szkoleniowa

PAN. Jablonna 1976 r.

D. Monografie, podreczniki, skrypty

1.

2.

13.

14,

15,

16.

17.
18.

19.

20.

21.

23,

24,

Zbiér zadati z mechaniki. Cz. 1 statyka, cz. I kinetyka, cz. IXI dynamika. Praca zbiorowa pod redakejg
J. Leyky i J. SzMeLTERA. Wydanie: PWN E0dZ i Warszawa: 1952, 1954, 1956, 1961, 1965, 1966, 1970.
Zbidr zadan z mechaniki ogdinej. Praca zbiorowa pod redakcja J. Levki, J. SzZMELTERA. Tom I —
Statyka, str. 210, Wyd. 1972, 1974, tom 1I — Kinetyka i dynamika — str. 435. PWN Warszawa 1972 r.

. Wytrzymalo$é materialow dla mechanicznej technologii widkna oraz techuologii celulozy i papieru. Wyd,

Studium Zaoczne Politechniki Warszawskiej, 1957 r.

. Wytrzymalo$é materialéw dla wydzialu wickienniczego. PWN Lo6dZ, Warszawa, 1961 r.
. Wytrzymalo$é materialdw dla studiéw zaocznych. Wojskowa Akademia Techniczna im. J. Dabrowskie-

go, Warszawa, 1971 1.

. Mechanika. Rozdzial w Poradniku Przemystu Lekkiego i Spozywczego, Warszawa, 1961 r.
. Reologia teoretyczna — ttumaczenie ksigzki Markusa Reinera. PWN 1958, str. 194. -
. Slownik terminologii Mechaniki Klasycznej w piecin jezykach (udzial w pracy zbiorowe;j):

a) Mechanika — PWT Warszawa 1959

b) Wytrzymaloéé Materialow — PWT Warszawa 1960

¢) Wersja angielska — PWT Warszawa 1962 oraz Pergamon Press.
d) Wersja rosyjska — PWT Warszawa 1965

. Wiasnosci lepkosprezyste polimeréw, Thumaczenie ksiazki J. O. Ferry’ego. WNT, Warszawa 1965
. Programowanie SAKO dla poczaqtkujgcych. (Wspdlautorka: K. DELOFF)

a) Katedra Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej — Politechnika ¥.6dzka, ¥.6dz 1962

b) Wojskowa Akademia Techniczna 1969
¢) Instytut Maszyn Matematycznych 1971, str. 103

. Programowanie SAKO na Minsk-22. (Wspblautor: H. Zu) (Opracowano takze translator i bibliotek¢

podprogramow) Warszawa 1970, Druk COKBPMot. str. 80.

. Programy metody elementéw skonczonych. (Wspotautorzy: M. DACko, S. DOBROCINSKI, M. WiECZo-

REK), WAT 1972 r. str. 70.
Programy metody elementéw skonczonych. (Wspdtautorzy: M. Dacko, S. DoBroCINSKI, M. WIECZO-

REK). Arkady 1973, str. 152,
Zastosowanie metod numerycznych w mechanice. 12 zeszytéw skryptu dla kursu doktoranckiego WAT

1972—1976.

Zuastosowanie programow melody elementdw skonczonych w mechanice. Cz. 1 Konstrukcje pretowe,
cz. Il Tarcze i bryly osiowo-symetryczue, Cz. 11X — Plyty i konstrukcje powlokowo-pretowe. (Wspdl-
autorzy: M. DACKO, S. DOBROCINSKI, M. WIECZOREK). Skrypt WAT 1978 r.

System WAT-KM. Wielostoprniowa synteza struktury. (Wspdlautorzy: K. Dems, W. Kosza, J. Li-
PINSKI). Skrypt WAT 1978 r,

Metody komputerowe w mechanice. Ztozone do druku w PWN w 1976 1.

Metoda elementdw skonczonych w statyce konstrukcji. (Wspélautorzy: M. Dacko, S. DOBROCINSKI,
M. Wikczorek) Ziozone do druku w Arkadach w 1976 r.

System WAT-KM. Plaskie zadanie teorii sprezystosci i termosprezystosci. (Wspblautorzy: M. Aucu-
STYN, S. DoBrociNskr, T. NIEZGODA, M, WIECZOREK). — skrypt WAT.

System WAT-KM. Osiowo-symelryczne zadanie teorii sprezystosci i termosprezystosci (Wspdlauto-
rzy: M. AUGUSTYN, S. DoBROCINSKI, T. NIEZGODA, M. WIECZOREK), — skrypt WAT.

System WAT-KM. Podprogram REDAKCJA wyprowadzania wynikdw obliczen. (Wspdlautorzy: M. Wig-
CZOREK, E. TUREK). W druku — skrypt WAT.

. System WAT-KM. Drgania wlasne konstrukcji plytowo-pretowych. (Wspblautorzy: W. BORKOWSKI,

S. DoBrocifskt, T. NigzGopa, M, WIECZOREK)., — skrypt WAT.

System WAT-KM. Drgania wlasne konstrukcji powlokowo-pretowych. (Wspélautorzy W. BORKOWSKI,
M. Dacko, M. WIECZOREK. — skrypt WAT.

System WAT-KM. Analiza statyczna konstrukcji powlokowo-pretowych). Wspélautorzy M. DACKO
Z. Kurowsk1, M. WIEcZorex). W druku: Skrypt WAT.
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1. Wstep

Obrébka powierzchniowa czgéci maszyn jest jednym z wazniejszych probleméw wspol-
czesnego przemysin. Jednym z rodzajéw obrébki powierzchniowej jest wprowadzenie
w cienka, zlokalizowana przy samej powierzchni obrabianej czgici, warstwg pewnego
czynnika, majacego nada¢ tej czedei okreslone wymogami technologicznymi i eksploata-
cyjnymi cechy. Jako przyklad moZna tu przytoczyé proces azotowania, naweglania czy
cyjanowania powierzchni metalowych. Zjawisko to jest niczym innym jak pewnym pro-
cesem dyfuzji jednego osrodka w drugi, przy czym podkredlié nalezy, Ze - w warunkach
rzeczywistych proces ten przebiega przy jednoczesnym poddaniu obrabianej czesci dziala-
niu tak pola temperatury jak i pola sil.

W pracy niniejszej zajmiemy si¢ préba opisu wplywu procesu dyfuzji na napreenia
w nieskonczenie dlugim walcu kolowym. Uwzglednimy przy tym wplyw pola temperatury
na przebieg dyfuzji i na odwrét. Ponadto wyznaczymy koncentracje czynnika dyfundu-
jacego w ofrodek sprezysty jako funkcje czasu i zmiennych przestrzennych.

Zalozenia pracy sa nastepujace:

— pobocznica walca jest wolna od obcigzeni; _

— temperatura pobocznicy walca jest funkcja kata opasania ¢ (geometria rozwazanego
walca narzuca prowadzenie obliczed w cylindrycznym uktadzie wspétrzgdnych 7, ¢, z)
i czasu. Zalozenie to ma na celu uwzglednienie zaréwno ruchéw konwekcyjnych i w efekcie
réznych od zera gradientéw temperatury w plynie, do ktérego walec zostaje zanurzony
w chwili t = 0+, jak i ewentualne stygniecie tego plynu (zalozono tu eksponencjalne
malenie temperatury w czasie);

— potencjal chemiczny ma na brzegu walca stalg, niezalezna od czasu ani zmiennych
przestrzennych warto$é dla ¢ > 0. ZaloZenie to wynika w sposéb dosyé oczywisty z faktu,
i7 ilo$¢ czastek ofrodka dyfundujacego, ktére wnikana do walca, wyraza si¢ — biorac pod
uwage np. mol ofrodka sprezystego — liczba o kilkanadcie rzedow wielkosci nizszg od
liczby Avogadro, zatem nie moga one w sposéb widoczny zmienié potencjatu chemicznego
tego osrodka. Mozna wprawdzie wplywaé na zmiane potencjalu chemicznego w wyniku
oddziatywan np. elektrycznych, lecz tego przypadku nie bierzemy pod uwage;

— wiasnodci termiczne, dyfuzyjne i mechaniczne walca sg stale;

"— w walcu panuje plaski stan odksztalcenia;

— temperatura, potencjal chemiczny i koncentracja sa funkcjami zmiennymi r, @, ¢;

— w chwili poczatkowej temperatura walca jest stala, za§ potencjal chemiczny ma
warto$€ rowna zero. Zerowe sa réwnieZ przemieszczenia i napreZenia;
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— pomija si¢ wplyw sil masowych na napreZenia;

— pomija si¢ wptyw odksztalcen tak na pole temperatury jak i na proces dyfuzji;

— pomija sie efekty inercyjne, jakie moga byé wywolane poprzez oddzialywanie
termodyfuzyjne, gdyz modyfikacja funkcji opisujacych pola mechaniczne uzyskana przy
ich uwzglednieniu jest pomijalnie mala co do warto$ci, a postaé ich bardzo si¢ komplikuje
(pbr. problemy podobnego typu dotyczace teorii napreZen cieplnych, np. [14, 15, 16].

Przy tak sprecyzowanych zaloZzeniach wyznaczymy w pracy potencjal chemiczny, pole
temperatury oraz stan mapreZenia i koncentracje czynnika dyfundujgcego. Jest oczywiste,
Ze rozwigzanie dla przypadku niezerowych warunkéw brzegowych dla obciaZenia mozna
tatwo uzyskaé metoda superpozycji.

Temperaturg i potencjal wyznacza sie w pracy w pelnej postaci wynikajacej z powyz-
szych zalozef. Natomiast dla przemieszczen, naprezen oraz koncentracji wyznacza sig
tylko rozwiazanie odpowiadajace zagadnieniu osiowosymetrycznemu. Rozwigzanie to
wystarcza bowiem do przeprowadzenia analizy wplywéw pél niemechanicznych nawzajem
na siebie oraz na pola mechaniczne. Dla przypadku ogolnego (zalezno$é od kata ¢) na-
szkicowano krotko droge otrzymania wynikéw.

O wszystkich funkcjach, wprowadzonych w trakcie obliczen zakladamy, Ze spelniaja
warunki Dirichleta tak dla ¢ e {—m, ) jak i dla re {0, R> (gdzie R jest promieniem
rozwaZanego walca), oraz Ze sa wystarczajaca ilo$é razy rézniczkowalne w sposéb ciggly
po obu tych zmiennych i po czasie.

2. Podstawowe zwiazki i postawienie zagadnienia

W pracy oprzemy si¢ na nastepujacym ukladzie zwiazkéw, opisujacych potencjal
chemiczny, temperature, koncentracje i stan napreZzenia w ofrodku sprezystym, zapisa-
nych w cylindrycznym ukfadzie wsp6lrzednych r, ¢, z.

Roéwnanie charakteryzujace zmiang potencjatu chemicznego [I, 2]:

: 1 2 o0
2.1 vz —IM—-0y — =
@0 ( Ky 0t )M One ot 0,
gdzie M = M(r, p,t) — potencjal chemiczny; € = @(r, ¢, t) — temperatura wzgledna,
odniesiona do temperatury poczatkowej; K = D — wspSlezynnik dyfuzji [2]; Su =
. . . .y . 2 1o 1 0°
= d|D,gdzie d — wspblczynnik sprzezenia termodyfuzynego; V% = s + ~ r_Z%Z—
Réwnanie charakteryzujace zmiang temperatury
1 &

2.2) . (VZ- TT—&)@—C»

oM
o =0

gd.zie K = Tfhfgﬁ — termodyfuzyjny odpowiednik wspblczynnika przewodzenia
temperatury [3]; 0 = dT,/(ak), T, — téemperatura- odniesienia, @ — wspdlczynnik termo-
dyfuzji [1, 2]; k = Ly, T;?, L, — wspblczynnik w zwiazkach Onsagera (por. np. [2]
wzor 3.23)); n — pewna stala. Sens fizyczny statych k i # wynika tatwo z réwnoéci k/n =
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= A/(0o¢s) (gdzie A, — wspoiczynnik przewodnictwa cieplnego, o, — gestosé, ¢, — cieplo
wiasciwe przy stalej deformacji [11]) oraz z réwnania (4.22) podanego w pracy [2].
Stan napreZenia okreslimy, wykorzystujgc przemieszczeniowe rownania ruchu oraz .
zwigzki geometryczne i zwigzki konstytutywne.
Réwnania przemieszczeniowe ruchu [1, 2]:

de 1 01!1 ¥ 0%u, 00 oM
" 2, = 2N = p—— kT ¥
) (l +,u) _8)' +,Lt [V U, 1‘2 (”r+2 (P )] 00 0[2 l"'yT 0’, +)’7 (?I' 5
(2.3

. de ) 1 ou \| *u, « 00 . OM
|(l +'“)ﬁ— +,u[V uw—F(u,,,—2a(p)] = 90—612 + ¥ e + ¥ prrs

gdzie A* = A—yZla; A, p—state Lamé’go [4], y, = (3l+2,u)occ', o, — wspdlczynnik
dyfuzyjnej rozszerzalnosci liniowej [1, 2], oo — gestos¢,
' = (yra+y.d)/a, yr = 3A+2p) 0., o — wspdlczynnik liniowej rozszerzalnosei ciepl-
nej; y¥ = y./d; u,, u, — przemieszczenia,
3}

1 duy, .
. P = ———— r —* —dylat )
(2’4) e= (rL.z )+ rog ylatacja

wobec zalozen poczynionych na wstepie czfony inercyjne w réwnaniach (2.3) pomijamy.
Zwigzki geometryczne okre$laja zaleznoéci pomiedzy odksztalceniami i przemieszcze-

niami i sa powszechnie znane (por. np. [4]}; nie bedziemy ich tu przytaczaé, Zwiazki kon-

stytulywne maja — w przypadku zagadnieit termodyfuzji w oérodkach sprezystych —

w ogdlnosci postaé [2]: ‘

(2.5) oy = 2peg+ (Ae+yFO +yi M)6,;,

gdzie oy, &; — sktadowe stanu naprezenia i odksztatcenia; d;; — delta Kroneckera.
Dla rozwazanego przypadku — po zastgpieniu sklfadowych stanu odksztalcenia przez
pochodne sktadowych stanu przemieszczenia — otrzymuje sie zwigzki

du, Oty
= (o) +/1*(;(’7’; ,)—y;‘«O—yW,
811(,,
Opp = (A*+2u) +,1*

(2.6)

o = 8u,+6uq,_ﬂ,ﬂ_:6
=M T 3

Oz = —‘2*(*1—,,*_]_- ) (00 +0pp)— /1* (VT@‘I'VMM)
Koncentracj¢ ¢ mozna znaleZé na podstawie nastepujacego zwigzku:
* d 1
@7 ¢ = plet L0+ M.
a a
Powyzsze zwiazki okrelaja réwnania i zaleznosci, jakie musza spetniaé w rozwazanym

przypadku potencjal chemiczny M, temperatura @, przemjeszczenla u,, U, napreZenia
Orrs Oyps Oy 1 04, Oraz koncentracja c.
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Warunki poczatkowe i brzegowe wynikajace z odpowiednich ustalen poczynionych
we wstepie pracy, okreslone sa nastgpujaco:
dlat =20

2.8) M(r, 9, 0) = 0,0(r, 9,0) = 0;
" dlar=Rit>0
{M(R, g, 1) = Mo, O(R,p,1) = T(p)exp(—fr?)
Grr(-R: ' t) =0, Gr¢(Rs P, t) =0,
gdzie By — warto$é stata.

Z uwagi na symetrie rownan (2.1) i (2.2) wygodnie jest przyja¢ do obliczenr warunek
brzegowy (2.9), w postaci ‘
(2.9); M(R, p, 1) = M(g)exp(~fu?),
gdzie By — stata. Kiadac Sy = 0 oraz M(p) = M, sprowadza si¢ ten warunek do po-
staci (2.9),.

Warunkéw poczatkowych dla naprezen czy przemieszezenn nie ma celu podawad,
gdyz problem jest quasi-statyczny.

Warunki brzegowe (2.9)s;, mozna przedstawié za pomoca funkcji M, @i u,(« = r, p).
Wykorzystujac bowiem zwiazki (2.6),;, mozemy zapisaé te warunki w postaci

2.9)

Oouy U,

S = vET -Brt * ~Bmt
"0 +- )LR YET()e P+ M(p)e™",

ou,  Ou, U,
[r@q) +T—T],=R =0

Réwnania (2.1) 1 (2.2) mozna rozwigzaé niezaleznie od réwnad (2.3). Fakt ten narzuca
sposéb rozwigzywania zagadnienia.

[0 2 e
(2.10)

3. Rozwigzanie rownan transportu ciepla i masy

W celu rozwiazania réwnan (2.1) i (2.2) z warunkami poczatkowymi (2.8),1, oraz
brzegowymi (2.9),i, zakladamy, %e funkcije O(r, @,t).i M(r, ,f) spetniaja warunki
Dirichleta wzgledem zmiennej ¢ € (~=,n > przy dowolnych, ustalonych re {0, R)
1 te (0, ). Mamy zatem

Orp, 1)) & (050, 1) 01,1
3.1 MG, o, t)} =2 ({Mﬁ(r, t>}°°s”"’+ {M:o, z>} S’W)’

gdzie O5(r, 1) = M§(r, t) = 0. Wstawiajac funkcje @ i M okre§lone zwiazkami (3.1) do
réwnan (2.1) i (2.2) oraz warunkéw (2.8);,,, (2.9); 1 (2.9),, otrzymujemy nastgpujacy
zestaw rownan roézniczkowych i warunkéw :
2 18 w1 8\,
’(WJ’TFF“?“Y;E).@" T =0

Mei =6t =0, n=0,1,2,,..,
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(3'3) ME*(R, Z) — M,c',se—-ﬁw‘, @,‘;’S(R, t) — T,‘;’Se_ﬁ“,
(3.9 . Mgir,0) =0, 67%r,0 =0.

W zalezno$ciach (3.3) wielkosdci 777 i My sa wspolczynnikami rozwinieé fourierow-
skich funkcji T(p) i M(p). Oczywiscie T3 = M§j =0, T§ = Ty, M§ = M,.

Réwnania transportu, po przedstawieniu poszczegdlnych poszukiwanych funkcji
W postaci szeregu Fouriera, rozdzielily sie na ukiady réwnan na wsp6lezynniki rozwinieé
fourierowskich funkcji @ i M z odpowiednimi ukladami warunkéw brzegowych i po-
czatkowych. Uktady te rozwiazujemy za pomoca skoficzonej transformacji Hankela rzgdu
n [5]. O warunkach stosowalnosci tego przeksztalcenia catkowego moéwi nastgpujace
twierdzenie ([5), str. 83):

Jedli funkcja f(x) speinia warunki Dirichleta w przedziale (0, R), to jej transformata
Hankela ma postaé

R

(3.9) Fw) = | Xf(x)J..(%M..;)dx,
T

gdzie p,; — i-ty pierwiastek réwnania przestgpnego J,(u) = 0 (J,(x) — funkcja Bessela
pierwszego rodzaju n-tego rzedu [6, 7)), za$ transformata odwrotna okreslona jest dla
kazdego x (0, R), w ktérym funkcja f(x) jest ciaggla, zaleZnoscia

(36) f(X) = }% Zﬁ;unl)]n (%‘,unl) [Jlll(luni)]ﬁz'
i=l

Zastosowanie transformacji Hankela do ukladu réwnan (3.2) z warunkami (3.3) i (3.4)
prowadzi do nastepujacych réwnan rézniczkowych zwyczajnych na transformaty Hankela
wspolczynnikéw rozwinieé fourierowskich funkcji @ i M:

. . R O difss
Hoa T30 () P+ 3O S I F RPOp 1= = 0,
(3.7) T _
c , - —_ RZ dML‘.S d@c.s
D R e
gdzie oczywiscie T§ = M§ = 0 = M} = 0. Transformaty @5 i M&* musza spelniaé

Jjednorodne warunki poczatkowe, wynikajace z warunkéw (3.4).
Roéwnanie charakterystyczne [8] tego ukladu réwnaf ma postaé

2 4
3.8 2, Mm% o M
35 : et R2q, r Rroy 0,

. 1 1 1 i ) . . .
gdzie o) = — —+ —— o, = — 07 0,. Réwnanie to ma dwa pierwiastki, gdyz —

. KT KM KTKM
Jak tatwo sprawdzié — jego wyréznik jest zawsze dodatni. W celu zbadania znakéw pier-
wiastk6w rozwazmy znak wyrazenia a, (gdyz pozostale wielkosci tworzace wspotezynniki
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réwnania (3.8) sa dodatnie). Poniewaz [2]

ak dar, d
o= Granr, TP T Mg
wiec
1 a2
(39 “ = Kk KM By K K Orae) = KTKM(I— dn+ 2 ) >0

gdyzd > 0,a > 0in > 0[2] Jak zatem wynika z (3.9), réwnanie (3.8) ma dwa pierwiastki
ujemne.
Rozwigzania uktadu (3.7) maja postac

T3 () [ F&s(t; T, M)
Mnt 2x'— 5]

AfC. S ___ J;:(/‘M) [ Fois(t; M, T) s J
Mn (,unl; t) - ,uni 2x__ax ui (t M T')

O (s 1) = —fﬁ:’(t T, M)]

(3.10)

Oznaczenia:

(uai— R?fx Ky ')e=Px
Rz(ﬂx ,unlrl) (ﬂY_:uer)

Ox ByePrt

(.BY'—/‘r?irl) By ’—/‘r%i"z) ’

fas( X, Y) = X‘ g +Y5°

Fi (6 X, Y) = ”’” {[(%-T—)fﬁi”(z;l’, Y)— 6xfﬁ;’(t;Y,X)]e"‘"""+

(3.11) !
[(r——)ﬁ.f(z XN+ 0 fai°(t; Y, X)] i }
ry = TZZ&;’ rp = —1— X= %[0‘14‘(“%—4“2)5]'

Wykorzystujac wzory [10]:

) Pt T (Qttm) _ 1 [Jn(ex) _ J,.(Qy)]
(une—x) (umi=y) i (n) 207 =)L (x)  L0) T

Z AT _ 1 [xz h(@X) _ Jn@y)]
< (pa— ) (upi =Y n (i) 2(0%—x%) Jn(%) L) ¥
wprowadzajac oznaczenia

sorne 2l £ AR - AR

(3.13)

St(o; X) = —x [Jn(Ql’ Bx/ri ) _ T (0¥ Bx/r )]
2oa~oyy L g, (VBxlry) T (VBxlrz )
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oraz wykorzystujac wzoér (3.6) uzyskuje si¢ nastepujace przedstawienie wspolczynnikéw
fourierowskich funkcji @ 1 M:

0
2 Z Jn(QAuni)
Cy § t — s
@n (Q: ) 2x_(x1 — ‘u,,;J,,(‘u,,,-)

Fi*(t; T, M)—T5eM'Sh(o; T, M)+

+ M et 5.5 (03 M),
(3.14)

[+ 0]

2 Ju(0ttnr) ;

Mo, 1) = D) e pgis(u; M, T)= M3 e S} (o; M, T)+
(Q ) 2x—“1 o1 AquJn(Auni) ! ( ) (Q ’ )

+ T %e g, S™o; T).

Wstawiajac.prawe strony zaleznoSci (3.14j do (3.1) otrzymujemy funkcje @(g, ¢, t)
i M(p, @, t), opisujace temperaturg i potencjal chemiczny w rozwazanym procesie termo-
" dyfuzji:

[0] [vo]
2 Jn(otint) N
Oo, o, t =——Z —————[F&(t; T, M)cosnp+F§;(t; T, M)sinnp]—
(\_ ¢ ) 2X""a1 L o ﬂ,,;]n(ﬂ"i)[ ( ) (p ( ) (p]
3
—e"ﬂT"Z Si(o; T, MYTE cosng+ Tisinng] +
m=0
. v
+ §pe—fut Z Sil(o; M)[Mcosnp+ M sinng],
n=0
(3.15)
2 O N a(0tm)
Mo, p,t =—Z —— " [F&(t; M, T)cosnp+
(Q @ ) 2x_[x1 L £ ,unlJn(;unl) [ i( ) @

+F(t; M, T)sinmp]—e‘f’“'z Sl(o; M, TY[M5cosnp+ M3 sinng] +

n=0
o0
+ Oppefr 2 Sil(e; T) [T¢ cosnp+ T3 sinng].
n=0 ’

W przypadku, gdy wartosci funkcji opisujgcych temperature i potencjal chemiczny
na brzegu walca nie zaleZa od czasu, we wzorach (3.11)—(3.15) nalezy polozyt fx = 0
(X =T, M). Wowczas Si(o; X,Y) = —o", S¥(0; X) = 0. Stad otrzymujemy nastgpujaca
postaé temperatury i potencjatu chemicznego dla problemu oméwionego we Wwstepie
pracy '

0

. oo
Ole @, 1) = e~ ZQ"[Tﬁcosmp+ TS sinng] — 201 My Jo(othor) (st _

fopry - £ toiT1 (#01)
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o0 o0

oy 2 A Inopen))
—e —_—— 2 _ Y 1Fe () cosng + FE(f) sinn
) 2x"‘a1 = = ,ufniJn+1(,u'nl) [ ( 4 ( (p]
(3.16)
M, N Jo(ouo:) [( 1 ) —Hoirt
M, @, t) = My— x— e +
(0.9, 1) ¢ 200y — o1 1 (o) x Ky

n=

1 —u2rat Z Z J, (Q:u’ﬂ!) 2 .
T\ e " |- F,, tcosng+F5,(Hsinne].
( KT) ] 2)( oy i w1 (i) [E5(1) P 1(f) ?]

Thtaj
Fepy = M Tatee(=fr0) {[(x 1 )(# _/31) _
Ry (Br—pmiry) (Br—pinra) Ky > Ky
—br 6M'/9T]e"""2"" + [(x— —Klu—) ( /]‘fi I’i’ ) + 878 ,BT]e ’}
(.17 . .
;,—-ﬁ{s(t) _ i One Ty Sexp(— frt) {(}3 Ui )e—”fu“’+

Rz“z(ﬂr“#ﬁi’l) (ﬁT“Mﬁt"z) T2 R2
N PR )

gdzien =0,1,2, ...

4. Wyznaczenle przemieszczen, naprezen I koncentracji

Aby okresli¢ stan przemieszczenia, naprezenia i koncentracje czynnika dyfundujacego
w rozwazanym walcu, nalezy rozwiaza¢ réwnania (2.3) (przy pominigtych czlonach iner-
cyjnych) z warunkami brzegowymi (2.10). Oprécz speinienia tych warunkéw wymaga
sig od przemieszezen, aby dla r = 0 osiggaty warto$é skonfczona. -

Zauwazmy, 7e prawe strony réwnan (2.3) mozna w rozwazanym przypadku (i, =~ 0)
przedstawi¢ w postaci odpowiednich pochodnych sumy

(4'1) YTQO(' r)+YMMO<r t)+’}’ @l(r <P,t)+'}’ Ml(r, (P,t),
gdzie
O'(r, p, 1) ([ On(r, 1) O (r, 1)
4. : = 1 .
@2 M'(r, g, t>} Z ({Mf. r, z>}°°s’“’”+ {M?L (r, z>}s‘“”"’)’
funkcje @y = @5, M, = M$, 05, MS%(n = 1,2, ...) mozna fatwo odczytaé ze wzoréw
(3.14).

Réwnania przemieszczeniowe, po prawych stronach ktérych znajduja sig pochodne
funkeji y§ Oo(r, 1) +yjs Mo(r, t) opisuja — wraz z warunkami (2.10) — osiowosymetryczny
stan naprezeft w walcu, ‘grzanym na pobocznicy temperatura eksponencjalnie malejaca
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w czasie, przy czym potencjal chemiczny jest na tejze pobocznicy réwniez okre§lony

funkcja malejaca w czasie.
Z uwagi na ztozonos¢ analizy w przypadku ogdélnym, najpierw zajmiemy sie zagadnie-
niem osiowosymetrycznym, a nast¢pnie dla przypadku ogélnego tylko naszkicujemy droge

otrzymania wynikéw.
4.1, Przemieszczenia I naprezenia w zagadnieniu osiowosymetrycznym. Réwnanie i warunki ok-

reslajace przemieszczenia maja postaé nastgpujaca:

2 10 1 80, oMy
(002 e e ) = Rmr g+ R 5,

0
(4.3) a;;, (-2

02

= Rm; T, e~ Prt Rmy M, e—ﬂM”
e=1

2(0, 1)] < 0,
gdzie u? — przemieszczenie radialne, ¢? = c}/c¥?, ¢¥? = (A*+2p)/00, ¢ = ploe mr =
= y¥looct?), mu = yi/(eoct?), To = T§, My = M§, 0 = r/a. Przemieszczenia w kie-
runku obwodowym s3 réwne zero: up = 0. Znak 0 oznacza osiowg symetrig.
Po prostych obliczeniach uzyskUje sie nastepujaca postaé funkeji u2(g, ¢):

@4 . = —R-Toe“’"{ 2 I SYL T M) =m0 SE (L T+

[mMS'"(I N M, T)—'

|

—myr 7S5 (1; M)]-i—mMS{)"(Q; M, T)——mTcsTS(',V(Q; M)] -

+mrSP0; T, M) —my 63 SV (0; T)} RM, e'ﬂ""{l

[s0]

2¢2R Yo,
— 3 — ok imr Fo(t; T, M)+ my F§i(t; M, T)}—
=) - £

2R °°_1 Jyi(epor)
- mrF&i(t; T, M)+ my F§(t; M, T)
2y ~oy e #%l\h(ﬂm)[ r i M) M l( b

gdzie
Jx(é’l/ﬂx/"l ) _
l/ﬁx/"l Jo(l/ﬁx/"l )

(4.5) ~ (4>~ 2/Ky)

1
S”l ;X, Y = — —
o (0 ) " wr—24, [(az x/Ky)

Ji eV Bxir ) ]
l/ﬂx/rz Jo(l/ﬂx/"z) ’
S¥o:X) = % [ JieVBxin) — Ji(eVBxlra)

% =20 V Bx/ry Jo(l/ﬂx/"l ) V Bx/ra Jo(l/ﬂX/"z) _
W przypadku, gdy wartoéci brzegowe temperatury lub potencjalu chemicznego nie

zalezg od czasu, we wzorach (4.4) i (4 5) nalezy potozy¢ fx = O(X = T lub M). Wowcezas
S5 (e; X, Y) = —9/2 St (0; X) = 0. Stad nastepujaca postaé przemieszezenia uy dla

2 Mech. Teoret, i Stos. 2/79
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problemu omdéwionego we wstgpie pracy:

2
46) 20, 1) = —RTee™® -2 [my SEN(1; T, MY—my 85 S& (15 D+
(4.6) 4 (=

RMym
+mp S8 o; T, M)—my 3y ST (03 T)Il + 71_%—%‘9— -

2R (c*oM, Z {[ ( _L)_ a] ~udrst
- 2y— o ( 1—c2 . Moi y| MM K,s mror|e +
1 ~p2rat c0 2 I'?'
+ | my A +mrdr|e +~1—_—Cz— wol [me Foi(t) +mp Fo ()] +
I=1

© .
N Ji(okod) J[ ( ! ) ]— [ ( 1)
M Z my| x— —mydrle '+ |my|y— +
e =1 #8191 (o) | R x Ky T Mz

Ky

0 h
ot J1(aptor) S 2
+mpd ] '}+ 2O Iy Fou(t Fo;(0l,
mr Or . PERAT) [mr Foui(t) + mp Foi(1)]

gdzie FAO,-(t) = Ag,(t); Ié‘o,(t) = ﬁg,.(t); funkcje te okreslone sa wzorami (3.17).

Naprezenia dla przypadkéw okre§lonych warunkami brzegowymi (2.9); i (2.9)2, 3,4
dane sg zwigzkami '

%0, 1) = 2ﬁToe"ﬂT'{’”r[Sb"(e; T, M)—oST(1; T, M)]—my 0 [SE (0; T)—
S"’(l;T)]} 2~ Moe“ﬁ“'{mM (S8 o; M, T)—oSE'(1; M, T)]—
—mT(S,[S"’(g M) oSN (1; M)} +

Y mpFou(t; T, M)+my F§(t; M, T)
J —oJ ,
f s } ot (o) Wilgsod =eJu(pnl

GW(Q’Z)—Z Toe P {mrloSh(o; T, M)~ St (0; T, M)—oS§"'(1; T, M)] -
CN))

— 1y 808 M (03 T) =S¥ (05 T)—0SH(1; T} + 2 Me—ﬂw{m o
x [0Sb(o; M, T)— S5 (0; M, T)—oS¢"(1; M, T)] iy Srl0SE(0; M)~

4 00mF"tTM+mFtM
— 54 (e; M)~ oSH(1; M} =~ PRt Q,,O,),l(,};,)“( D

x [J; (Q,uot) - QﬂotJo(Q#OI) - eoJ, (/‘o:)]

=2c?

a(z)z(g’ t) 2(1 ) (O’,,,.-i-O'W,) 2 (7r@0+yMMO)’

oo, t) =
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Przejécie we wzorach (4.7) z B, do zera daje rozwigzanie dla przypadku bedacego
przedmiotem rozwazan: »

om0, 1) = 2%— Toe P {mr[Se"'(0; T, M) —0S§' (15 T, M)]—mp 84 [SE (0; T) —

SW(1; T)]}+ 4uM, Z J1(epor) —oJ  (uor) {[mM(X_Tl') -
i=1 M

2y — oy oudiJ1(toi)

—u2ryt 1 —p?r
_mrér]e Hot +[mM(x——E)+mT6T]e For [}+

4u S 1 Ji(epor) — 01 (ko))
Fou(t Fou(t
+ -, v Ollmjl(,uo:) [y Foi(t) +muy o:( )l

8
@8} o0, = 2 Toe maloSh(o: T, M)~ S§1(e: T, M)=eSE'(1S T, M)-

-

— My GM[QSH(Q; T)— S (o; T)—oSt'(1; T} —

4uM, Z Ty (eor) — 0ttorJo(0pto) — 071 (t0.) {[ (x_
. 2X—“x Ky

i~ Qlloifx(,uox)

R I

4u Z‘ I"TFOI(t)‘i‘mMFox(’)

— J — J +oJ RIN
2y—a, Q,uotfx(,uot) [J: (otror) — ottor Jo(omor) + 0 (o1

4.2. Koncentracja czynnika dyfundujacego w zagadnieniu oslowosymetrycznym. Postaé koncentra-
cji ¢°(p, t) wyznaczamy w oparciu o zwigzek (2.7). Wstawiajac przemieszczenie u? okreélo-
ne zwiazkiem (4.4) do (2.4), otrzymujemy postaé dylatacji; wykorzystujac ponadto wzory
(3:14) otrzymuje si¢ nastepujaca funkcje, okreslajaca koncentracje czynnika dyfundumcego
w walcu -

1 2T, c? !
(4'9) CO(Q’ t) = ( MmT+ )@0(9’ t)+ ( MmM+ F)MO(Q) t)_)’:l 1_?:;2 e_ﬂﬂ;(
X [mTS"l(l T M) mM(')‘MS (1 T)]—' M—c ~ﬂMt[mMS"I(1 M T)‘—
—p r.SE(15 M| — a7 Z 5 e Forlt; T, M)-+mag For(ts M, D).
? (1 CZ) (2% 0‘1)

Przejscie z f) do zera powoduje we wzorze (4.9) nastgpujace zmiany: funkcje @,
1 M, maja postaé okreslong wzorami (3.16), exp(—fut) = 1, nawias kwadratowy stojacy
przy M, ma warto§é —0,5 myy; za$§ nawias kwadratowy stojacy pod suma da si¢ rozdzie-
li¢ — podobnie jak przy przejéciu od wzoréw (4.7) do (4.8) — na dwa skladniki, z ktérych

2*
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kazdy opisuje badZ oddziatywanie temperatury, badz potencjatu chemicznego. Stad osta-
teczna postaé koncentracji dla rozwazanego zagadnienia termodyfuzji:

0 d * 1 * 2Tocz ~Brt
410) %o, 1) = |ylmr+—]Ool, )+ \Vigmu+ | Moo, ) = Vi 7€ x

Mompyc? 4cy; 501
LIS TR - Iveq. * 0''M _ M —2
X [mTSO (1a T’ M) mMaMSO (1, D]+7M 1—62 (1—02) (Zx_al) “ Hoi” X

~ % 1 —p2r
X(mTFoi(t)+mMFoi(t)+MO”:mM( —K—M) —mrar:le Fot t+

o)

4.3. Zagadnlenle naprezen i koncentracjl w przypadku ogélnym. Wykorzystujac zwigzki (4.1)
i (4.2) mozna wyznaczy¢ napreZenia i koncentracje w zagadnieniu ogélnym metoda super-
pozycji. Pelna postaé przemieszczeni i napreZzen bedzie suma rozwigzan uzyskanych w roz-
dziale (4.1) oraz rozwigzan nastgpujacego zagadnienia brzegowego:

00 . OM*

de! 1 ou
* 2,1 _ 1 |t L2 | :
(A*+p) P +M[V U ——3 (”’+2T<p)] % 5 +yi P
oe* 1 dul 00*  , oM!
* 2 - —.r = p¥ ¥
W+ +“[V TP (”"’ ¥ )] Trap "M rag
o (i +20) 2% 4 g %+—”'1) = yETH @) e "™yt M
) or rogp rll-r [E Vi oo
oup | Ou, u, | )
[7@*7"7LR =0

tutaj u; oznacza przemieszczenie wywolane temperaturg @' i procesem dyfuzji wywota-
nym dziataniem potencjatu chemicznego M'; u} = u,, gdyz uy = 0. Funkcje O'(p, ¢, 1)
it M (o, ¢, t) mozna latwo otrzymaé ze wzordw (3.16).

Droga rozwiazania zagadnienia brzegowego (4.11) jest identyczna, jak w przypadku
termospreZystosei (por. [17]). Polega ona na ustawieniu réwnaf i warunkdéw dla funk-
cji @ iYW, powiazanych z przemieszczeniami u} 1 u, zwigzkami [4]:

80 ) (1 oW
u} or T 0p
4.12 =
12 M 100 _aw|
r op or

a nastgpnie sprowadzeniu tych réwnaf do zwyczajnych ze wzgledu na zmienna r przez
rozkiad funkcji @1 ¥ na szereg Fouriera.
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5. Analiza otrzymanych wynikéw

Rozwigzanie problemu, ktéry zostal naszkicowany we wstepie pracy, okredlaja zwiazki
(3.16), (4.5), (4.8) i (4.10). Przeanalizujemy teraz przypadek, gdy wplyw temperatury
na potencjat chemiczny (i na odwrét) jest niewielki.

O sprzezeniu réwnan transportu ciepla i masy decyduja wspétezynniki 85 1 8. Wyra-
saja si¢ one poprzez inne stale dotyczace procesu termodyfuzji w sposéb nastepujacy:
5.1) Su = dID, 8 = dT,/(ak),

gdzie wielkosci D, d, T,, a i k oméwiono w rozdziale drugim pracy. Oba wspdlczynniki
zalezne sg od wspolezynnika sprz¢zenia termodyfuzyjnego d[l, 2]. Zaloienie niewielkiego
wpltywu dyfuzji na procesy termiczne i na odwrdt jest rownoznaczne z przyjeciem

(5.2) d < Dorazd < ak|T,.
Zauwazmy, 2e D = Ky, a ak/T, = (an+d*)Ky ~ anKy, tzn.
(52)’ d < aﬁKT oraz d < Ky .

Zatozenie maloéci d nie oznacza, iz rowniez wspdlczynnik ¢ ma by¢ maly — decyduje
o tym zwigzek (2.7). Podobnie wspéiczynnik n moZe mie¢ wartosé dowolng (dopuszczalna
przez fizykochemig zjawiska) — z poréwnania zwigzkéw okreslajacych entropig w procesie
termodyfuzyjnym [2] i termosprezystym [4] wynika, Ze n =~ ¢,/T,, gdzie ¢, — cieplo wia$-
ciwe przy stalej objetoéci. Ponadto przyjmujemy, Ze proces stygnigcia powierzchni walca
odbywa sig bardzo dlugo, tzn. fr jest tak male, ze frR?[Ky < | (X = T. M) oraz moZna
przyjaé 7 =~ 01 ﬁTd 0.
Powyzsze uwagi pozwalaja stwierdzi¢, ze gdy speinione sa merownoécx (5.2), to

1 1 1 .
oy o KK ] 7{;- (lub o zaleZnie od tego, czy Kr > Ky czy od-

wrotnie; nie ma to znaczenia dla dalszej analizy)_,

ry =2 Kr/R?,  ry = KM/R2 (lub odwrotnie),

oy BT R RK
SII(Q. T) ~ KM-KT [J:)(QR‘/ﬂT/KT J((_)Rl/ T/KM’]
n (03 Knu—Kr TRV BrlKr) Jo( RV Br/Knr)
503 TN . ‘,1 QRl/ﬂF/KM) - _
e T A = RV BrlKndo(RY BrlKer) ef: ‘
SV (p: T) o KK { Ji(eRYBr/Kr)  _ J(eRYBr/Kwu) ]zo,
’ Ku—Kr | RY Br/Kr Jo(RY Br/Kr) RV Br/KuJo(RY Br/Kn)

Przy powyiszych zatozeniach zwiazki okreslajece poszezegdlne, wyznaczone w rozdzia-
lach 3 1.4, wielkosci upraszczaja sie do nastgpujacej postaci:
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o0

: KuMy O J
' Z @"[Trcosng+ Tysinng] — 2Ky Mo o(0o)

n=0

X

o By e
(54) @(91 p, 1) e an(Ky— Ky — ,UfoiJJ.(,uol)

[+ ] o0
y (e—pg,ﬁ, RN Z{ u,.;Jn(e/t..i)e"”%‘F"[Trfcosn<p+T:sinnsv]}
(uii— Br R?*[Kr) Ju s 1 (i) ’

n=0 " {=1

2dKr

N JO(Q/"O;) .——,uglfo] ~pt
~ _ _TOARTOY — X
(5'.5) Mg p, 1) = Mo [1 2 ﬂo,h(ﬂor) Kr— Kr—Ku Kr—Kn ©
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W powyzszych wzorach oznaczono F, = Krt/R?, Fo = Ky t/R2

Sposréd zwiazkéw (5.4) — (5.9) tylko dwa pierwsze majg charakter $cistych rozwiazan.
Pozostale wielko§ci — to rozwiazania zagadnienia quasi-statycznego. PoniewaZ dla czasow
bliskich chwili poczatkowej zwiazki (5. 6)—(5 9) nie obowigzuja, wigc celowym jest po-
danie takiej ich _postaci, ktéra opisywaé bedzie okre§lone przez nie wielkoci w sposob
wystarczajaco émsly Osxqgnqé to mozna, specyf 1kujqc przedzial czasu.
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7. do$wiadczenia wiadomo, ze proces dyfuzji przebiega znacznie wolniej, niz proces
ogrzewania. Wynika stad, ze Kr > Ky, a co za tym idzie, wyrazenie exp(— uo; Fo predzej
dazy do zera niZexp (— w2 Fo). Zatem dla F, > 0,5 (dla tzw. regularnego rezimu cieplnego
[9]), tzn. dla ¢ > R?[(2Ky) wyrazenia exp(— ud: Fo) nie przekraczaja wartosci 0,05 podcezas
gdy wyrazenia exp(— u2,F,) moga byé jeszcze stosunkowo bliskie jednosci. Dla Fo > 1,5
mamy exp(—ud; Fo) < 1072 —zatem dla czaséw ¢ > 3R?*/(2Ky) mozna pomingé sklad-
niki, zawierajace tego typu potegi. Zwiazki (5.4) — (5.9) znacznie si¢ wowczas uprasz-
czaja. I tak: :

© _
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) T~ (’u'” al)JH+l(lum)
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+ myToe T e fore,
Kr—Ky weo T Q(ﬂgi"ﬂrR2“1)Jl(ﬂoz)

o0
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{ O[M(KT_KM) M [Hhot (KT__—KM)(#%I—ﬂTRZOCI)

. o —
—p1]d  vEm 2dKy | 2c%pm e~ Horo
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Ze zwigzkow (5.4)— (5.10) mozna odczytaé szereg interesujgcych cech charakteryzu-
jacych proces termodyfuzji w ciatach statych. Z pierwszych dwéch zaleznosci, okreslaja-
cych temperaturg i potencjat chemiczny wynika, Ze wplyw procesu dyfuzji na temperature
jest znacznie mniejszy niz wplyw temperatury na warto§é potencjatu chemicznego, gdyz —
jak to juz zaznaczono wyzej — Kr > Kyn. W procesach dyfuzji i ogrzewania, dotyczacych
cial statych, moZna nawet napisaé silniejszg nieréwnosé (K » Ky) gdyz wodwczas wspol-
czynniki te réznia sie o kilka rz¢dow wielkosci. Jednakze oba wplywy — potencjatu che-
micznego na temperature i odwrotnie — sq znikomo male, gdyz skiadniki, opisujace te
wplywy, mnozone sa przez iloczyny dKr lub dKy.

O wplywie proceséw termicznego i dyfuzyjnego na przemieszczenia decydujac wspol-
czynniki mrim,,. Natomiast wielkoéci K7 i K\ okreslaja czas trwania czysto niestacjonar-
nego procesu. Jak juz wspomniano wyZej, czas trwania czysto niestacjonarnego procesu
jest dla procesu termicznego znacznie krétszy niz dla dyfuzyjnego. Stad rozpatrujac prob-
lem od strony dynamicznej, w pierwszej fazie — dla Fo e (0; 0,5) — nalezy si¢ spodziewaé
przede wszystkim wplywu ogrzewania na przemieszczenia; dla Fo € (0,5; 1,5) — wyréw-
nania si¢ obu wplywéw, za$ dla Fo > 1,5 — juz tylko wptywu procesu dyfuzji. Po odpo-
wiednio dlugim czasie wartosci przemieszczen ustalajg si¢, podobnie jak w procesie ter-
micznym.

Naprezenia w procesie termodyfuzyjnym — podobnie jak w procesie czysto termicz-
nym — po odpowiednio dlugim czasie staja si¢ pomijalnie male. Warto jednakze zwréci€
uwage na to,2e rowniez i tu w kolejnych fazach procesu notujemy poczatkowo wigkszy
wplyw ogrzewania, za§ po pewnym czasie przede wszystkim wplyw dyfuzji na naprqienla
Widaé to szczeg6lnie wyraznie w zwiazkach (5.10)4 5.

Wszystkie uwagi dotyczace temperatury, potencjatu chemicznego i przemieszczen, do-
tycza réwniez koncentracji (wynika to w sposéb oczywisty ze zwigzku (2.7)). Ponadto —
jak widaé z (5.10)s — po odpowiednio dlugim czasie warto$¢ funkcji ¢®(o, t) ustala sig
i— w przypadku osiowosymetrycznym — staje si¢ niezalezna od promienia. Podobnego
efektu nalezy si¢ spodziewaé — przez analogie do procesu czysto termicznego — W przy-
padku nieosiowosymetrycznym. Natomiast wydaje sie, ze w walcu kotowym mozna osiagnaé
koncentracje czynnika dyfundujacego, bedaca funkcja promienia g, jesli zada si¢ potencjat
chemiczny na powierzchni walca jako funkcje kata opisania @, za$ sam walec wprawi si¢
w ruch obrotowy woko! wiasnej osi z odpowiednio dobrang predkosécia katowa. Wniosek
ten wynika z analogii procesu termodyfuzyjnego i czysto termicznego, dla ktérego wyka-
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zano tego typu zalezno$é temperatury od promienia przy odpowiednio dobranym zespole
warunkéw [9].
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OB OJHOU KBABUCTATHYECKOH 3ATAUN TEPMOITHPPY3IHUH
JJIT YIIPYTOI'O KPYT'OrOro HUJIHHIPA

B paGore onmcano npouecc Tepmoautbdysurs B JIITHEOM KPYTOrOM LUJIMHAPE PH HACTOAINX TIpEs-
TIONOMEHM X : GOKOBAST IOBEPXHOCT LAITHKRIPa CBOGOAHR, TEMIIEPATYPA STON NMOBEPXHOCTH JaHA B BRIE
OyERKUMA yrna ¢ u BpemeHH, a XEMHUECKR IOTEHIAAL — B BHRe GyHKIMKY nocTosHHON. B npmmtanpe
NIPEATIONOYKEHHO IoCcKyIo Aedopmandio. B ypaBHEHMIK NBIYKEHIA IPeHeOperaeTcs BHEIIMIMK CHIAMI U
HHEPTHBIME 3DGheKTaMd, 3 B YDABHEHWSIX TEIUIONPOBOAHOCTH ¥ IHbdysuyt — ynpyroﬂ omnaTanueit.
TTomyqennnie peayasTaThl, OMMCHIBAIONIME TEMIEPATYDY, XHMHUECKHI MOTEHIMAN, HANDSIKEHHT, Ie-
PEMEILCHHsT M KOHUEHTPAIMIO, NAHE! B BHIe PANOB Pypre-Beccens. B nocyefinet yact#t paGorsl mpo-
BelleH aHAMN3 TNONYUEHHBIX PEe3yNbTATOB.

ON A CERTAIN QUASI-STATIC PROBLEM OF THERMODIFFUSION IN AN ELASTIC
' CYLINDER

Summary v

‘ The thermodiffusion phenomenon in a long elastic cylinder is investigated in this paper. The follow-
Ing assumptions are made: the sutface of cylinder is free, the temperature of the surface is afuqctibn'of
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angle @ and time, chemical potential is constant on the sutface of the cylinder, the plane state of strains
is considered; body forces and iacrtia terms in equations of motion and elastic dilatation in heat and dif-
fusive equations are neglected. The obtained results, describing temperature, chemical potential, stresses,
disptacements and concentration fields are given in a form of Fourjer-Bessel series. In the last part of the
paper an analysis of obtained results is presented.

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ
POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 sierpnia 1977 r.
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TEORIA SREDNIEJ GRUBOSCI ORTOTROPOWYCH TARCZ TROJWARSTWOWYCH

Jerzy Kujiawsxi (BiaLysTox)

Trojwarstwowe dzwigary powierzchniowe z uwagi na swoje zalety znajduja coraz
szersze zastosowanie w technice. Konstrukcje te z reguty charakteryzuja si¢ duza podatnoé-
cia na poprzeczne odksztalcenia. ,

. Klasyczna teoria tarcz tréjwarstwowych zakladajaca wystepowanie plaskiego stanu
napre¢zenia moze powodowaé do$¢ duZe bledy szczegélnie w tarczach z grubym i podatnym
na poprzeczne odksztalcenia rdzeniem.

Teoria klasyczna moze réwnieZz prowadzi¢ do duzych bledéw w nastgpujacych przy-
padkach: analizy naprezen w poblizu otwordw, ktérych érednica jest nieduza w por6wna-
niu z gruboscia tarczy, tarczach wirujacych, obciazenia tarczy sitami powierzchniowymi,
obciaZzen dynamicznych itp. X

Scisle obliczenie warstwowych dzwigaréw powierzchniowych jest bardzo skompliko-
wane [1i2]. Z tego wzgledu istnieje kilka uscislonych metod obliczania tréjwarstwowych
piyt i powlok [3—S5]. :

Natomiast dotychczas prawdopodobnie nie publikowano Zadnych prac na temat
nscislonego obliczania tarcz tréjwarstwowych.

W niniejszej pracy podjeto prébe zbudowania usci§lonej teorii ortotropowych tarcz
tréjwarstwowych o cienkich okladzinach. Praca stanowi uogdlnienie technicznej teorii
grubych ortotropowych tarcz jednorodnych [6, 7].

1. Réwnanla podstawowe
L.1. Podstawowe zwigzkl teorll sprezystoscl. Rozpatrzmy w ramach liniowej teorii spreZy-

stosci tarcze tréjwarstwowa o jednakowych okladzinach. Zaktadamy, ze rdzen i okladziny
sa wykonane z materialéw jednorodnych, ortotropowych i liniowo sprgzystych (rys. 1).
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Rdzen i okladziny sg polaczone bezposrednio w sposéb niepodatny. »
W obszarze tarczy muszg by¢ spelnione podstawowe zwigzki teorii sprezystosci to jest:
zwiazki Cauchy’ego

: 1 ..
(1.1) gy =5 (wij+uw,), ,j=1,2,3,
réwnania konstytutywne
011 Ay Ayy Ags €131 023 = 2444 &23,
»(1-2) O2 | = | Az A2z A2z 221, 031 = 2As5° &34,
033 A3y Asp Azs €33 012 = 24g6" €13,

oraz réwnania réwnowagi
(13) 0','j.j+X1=0, l,j= 1,2, 3,

Ay(i,j=1,2,3)oraz 4,,(n = 4, 5, 6) sa wspélczynnikami sprezystoéci materiatu rdzenia.

Zakladamy, Ze w cienkich z reguly okladzinach wystepuje blonowy stan napr@ienié
i przemieszczenia analogicznie jak w klasycznej teorii tarcz. Skladowe stanu napreZenia
w okladzinach majg zatem nastegpujaca postad

(1.4) [0{1] _ [3{1 sz] [811] O33 = Oz, 00 = 1,2

' of.) LB, B, 9 ¢ 0'{2 = 2Bls- &4,
tutaj Blg i Bés sa wspélczynnikami spreZystosci dla ciata ortotropowego w ptaskim stanie
naprezenia (por. [5] str. 20 i [8] str. 46).

1.2. Pola przemleszczen 1 naprezed. ObcigZenie tarczy stanowia sily przyloZzone na jej
powierzchniach zewnetrznych x; = £ (h2+6)

(1.5) ' Oas = £Par 033 =5,
oraz sily masowe ’
(1.6) X, = X,(x), Xy =0.

Zakladamy nastepujace pole przemieszczenia: w okladzinie dolnej
(.7 W =ul, wh=ul, xselh h+d)
w rdzenin
(1.8) uy = uy +ug(1-0%, w3 =usl,

x3 € (£h)

tutaj u¥ (k = 0, 1) sa nieznanymi funkcjami zmiennych x,, { = x3/A.
Przyjete pole przemleszczcn jest ciagle w calym obszarze tarczy, z tym, Ze dla gornej
okladziny uf =

Ze wzgledu na symctri@ wzgigdem plaszczyzny $rodkowe] bedziemy rozpatrywali
tylko polowg tarczy x; € <0, A+ ). Otrzymane wyniki beda stuszne dla calej tarczy.
Na podstawie (1.1), (1.2) i (1.4) pole naprezenia ma postaé: w okladzinach
(1.9) of, =Bl - e),+B, 63,, of,=DBl, e}, +Bf, 3,
0{2 = 2B£6 . 8?2’
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w rdzeniu
01y = Ayy - [0+ et (1= 4+ A4y, - [e3:+e3,(1 =D+ A4,y5 - &35,
(1.10) 022 = Ayp* [e2i 4+ &1, (1 =0+ Ay, - [692+E3,(1 =)+ 4257 635,

2
G122 = A66' [E?2+E{2(1_C2)], Ogy = Gta(_'"h— u;+ug.a) : C,

tutaj 7, = Ass/G, T, = A44/G, G jest dowolnie przyjetym pordwnawczym modulem
sprezystoéci poprzecznej np. Agg. '

Wzory (1.10) okreélaja pole naprezenia w rdzeniu z wyjatkiem napreZenia oy5. Na
podstawie trzeciego réwnania réwnowagi

(L1 033 = —h [ 05,00+ C(x,),
stad po podstawieniu (1.10) oraz przyjeciu, Zze dla { = +1 o35 & p} otrzymujemy
;
(1.12) 033 = Py =G, (u;~7‘u2,a) (1-0%).
. _ «

Sity wewnetrzne w okladzinach i rdzeniu zdefiniowane sa nastgpujaco

I+n

1
(1.13) Np=h [ ofydt, N=2h[ogd
1 0

gdzie n = é/h.
Na podstawie 1.9), (1.10) i (1.13) otrzymujemy sily wewngtrzne w okladzinie

) N{l. ] -B{l B{z 0 ucl),l
(1.14) N, |=6-|BS Bl 0 || 8. |,
N2 0 0 B u?,_2+u(2).1
i w rdzeniu
Ny, Ay A2 0 _ uy,y Ay, e
(1.15) Ny, | =2h| A2y A22 0 uz,2 +| 423 -Ts,
Ni, 0 0_ Agel Lu1,2+45, 4 0

u = u3+,? u; sa usrednionymi po gruboéci rdzenia przemieszczeniami.

1.3, Uklad réwoad réiniczkowych. Pola przemieszczenia i napreZenia sa opisane
za pomoca pieciu funkeji 4% i 3. Funkcje te wyznaczamy spelniajac w sensie catkowym
réwnania réwnowagi sil poziomych oddzielnie dla rdzenia i okladziny dolnej w naste-
Pujacej postaci '

14n

1
(1L16) k[ (Gupp+Ous,s+X)dE =0, k[ (0up,p+0us,3+Xe)dL = 0.
0 N 1 )
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Z uwagi na fakt, Ze naprezenie ¢33 otrzymano spelniajac w sposob $cisly réwnanie
rownowagi sit pionowych w rdzeniu brakujace piate réwnanie otrzymamy uéredniajac
catkowo trzecie réwnanie konstytutywne w postaci

i
(1.17) J (@a—dyi-e)de =0, i=1,2,3.
N 0

Jesli podstawimy do (1.17) zwiazki (1.8) i (1.12) to otrzymamy

o - h
(118) . A3a(u2+% u;) +A33%‘+%Grm(uolz_7w.a) = p3.

1+n
Z réwnan (1.16), po podstawieniu (1.9) i uwzglednieniu zaleznosci A f Gu3,3dl =
. ; .

2
= p:z—GToc ( - —};’ uct +ug,a)

wyznaczamy
1
ui —(Bf 0% Bésag)x —(B{2+B"6‘6)af2 uf
hé Ty .
(1.19) =—-3F ) . +
u ——(B 2+ Bl6)d3,, —(Bhs f+B‘£20§) u3
T, T,
al pl
+l1— u3 hoL
2], 26 | p
R L2
T2

Na podstawie (1.10), (1.16); i (1.18) po uwzglednieniu (1.19) dochodzimy do ukladu
réwnan rézniczkowych: '

(1.20) L} = fi,
w ktorym
_ k.
Lll = 3G A11B1161+ _'(A11B66+A65B11)+

1
+ T—z (Ay2+ Ag6) (B2 +Bes)] 030+ = Age B 62} +
2

+h(Ay1+1B1,)0% +h(Ags+1Bss )03,

Ly, = —hal7{(B12+B66)[ (A1 0%+ Ass 6%)——77]+
+(A12+A66)[ (36662‘*'32252)—1]}

h? '
Ly = 3 0u[Ay; 01 +(Ay2+2466)03]+ A1 0,
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h?
s (A2 + Age) 03205 — h(X  +nXY),

h?
fi = —ni 3G (A1 0%+ A4ss .%)psl 3G,

—

Ly = _haIZ{(A12+A66)|: (B, 03 +Becaz)—l]

+(BJZ+B66)[ (Aes +Azza§)—77:|},

h3 1.
L,, = ZG { AgsBss 0% + [71—(‘412+A66)(B12+B66)+
1 1 '
+_T'2_(A66B22+A22B66)] 03 §+T—2Azszzag}+h(A66+
+7YB66)af+h(A22+"']Bz.2)a%,
h? '
L, =3 62[(A12+2A66)a + A2 0314 42302,
5 h? /2 .
fr=~- 3G (Ags 01+ A2, 03) P53+ (A12+A66)611P1—‘h(Xz‘l"V]Xz),
h? A
L31= 772 a [(1+G )(B1161+B66 )+
' 4 3 \
+(B12+Bss) |1+ 22103 | -5 41302,
G, 2 .
h? A,
Ly, = + U a2[( )(B6661+B226 )+
2 Gt
' A 3
+(BIZ+B66)(1+ 3‘)32] 7 Az30,,
Lys = — 2 (4,024 Ay, 034 — dss).
33 5 3101 3203+ 4 %3
3 1 A Aszs
f3= 2p3+2h[(1+G13)al 1+(1+G )azpz], '

Roéwnania (1.20) sé uwiklanym ukladem rézniczkowych réwnat czastkowych facznie
dziesigtego rzedu. Rozwiazanie ukladu najwygodniej jest znalezé numerycznie np. metoda
réznic skoniczonych.

1.4. Warunkl brzegowe. Warunki brzegowé wyprowadzimy korzystajac ze znanego
w rachunku wariacyjnym pojecia naturalnych warunkéw granicznych.
Stad otrzymujemy nastepujacy zwigzek na pobocznicy walca ograniczajacej tarcze

(122) 6[ff (O‘,,,,Zl,,+0',,sus+d,,3ll3)d.7C3dS] = 0;
r
tutaj d oznacza wariacje calki powierzchniowe;j.

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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Po podstawieniu (1.7) i (1.8) do (1.22) i wykonaniu catkowania po grubosci tarczy mamy

S/ 0 1 0 0 1 1
(1'23) !'(nonn b Onn 3 oun) (Sll,, } 3 (0,, } 5 onn) 6”1! }

_ ) 1 ,
+ (nG{s+ Ons +% 0,%3) Sug +-§~ (a,‘,’,+ = a,}s) du + - x’éug] ds = 0,

gdzie

X = Gra(—%u;+ug,a).

Stad otrzymujemy nastepujace jednorodne warunki brzegowe: -

statyczne
f. 0 2 1 0 I,
nanll+ann+ -3— Opy = 01 Unn+? Opn = 0’
. . 4
(129 Nl tolt 5ok =0, ohtog ol =0,
X1= 0 ‘
i geometryczne
(1.25) wW=0, u=0 uwW=0 ul=0 uI=0,

gdzie skladowe stanu naprezenia o/ i o* (k = 0, 1) sa okre§lone przez wzory (1.9) i (1.10).

Wynikowy ukiad réwnan rézniczkowych dla tarczy tréjwarstwowej jest lgcznie dzie-
sigtego rzedu. Pozwala to speini¢ po pieé warunkéw brzegowych na pobocznicy walca
ograniczajacej tarcze. W warunkach brzegowych moze wiec wystepowaé w réznych kombi-
nacjach pig¢ wielkodci geometrycznych i statycznych spoérédd (1.24) i (1.25).

Poza wymienionymi moga wystgpowaé jeszcze inne kombinacje warunkéw brzego-
wych. Gdy'mamy rézne warunki brzegowe w obszarze rdzenia i okladzin wtedy spetniamy
catkowo warunki brzegowe oddzielnie dla rdzenia i oktadzin. W tym przypadku na pobocz-
nicy walca ograniczajgcej tarcze moze wystepowaé w réznych kombinacjach pieé wiel-
kosci geometrycznych '

2 .
(1.26) W, ik, W, u§’+%u§, us
i pieé statycznych
(127 Hoo Oht 3ok Oh Rtk X /

Przy jednorodnych warunkach brzegowych zwiazki (1.26) sa identyczne z (1.27)
Pewne réznice wystepuja w statycznych warunkach brzegowych. Na podstawie (1.27)
mamy : '

4
(1.28) a°+?0‘ = 6°+0,80! = 0,
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natomiast zwiazki (1.27) prowadza do zaleznoéci
B : . . 4
a®+ 3 a! = ¢°+0,66 [6] ¢* = 0.

Ze wzgledu na antysymetryczny charakter przemieszczenia u; i naprezefi o,5 zachodzg

zwiazki
h+6 h
(1.29) _ [ wuydxy =0, fo-aadxs =0.
. —~(h+38)

Wymlemmy kilka kombinacji warunkéw brzegowych Jakle moga wystapié w tarczy
tréjwarstwowej wzdiuz brzegu x, = a. -

Jeéli tarcza wzdluz brzegu jest calkowicie utwierdzona wtedy mamy

(1.30) uf=0, uf=0, w=0, u=0 =0

W tym przypadku warunki brzegowe sa $cisle spelnione, gdyz Zzaden 2z p\inktéw le-
23cych na pobocznicy walca ograniczajacej tarcze nie przemieszcza sie.

W tarczy tréjwarstwowej moze wystapié jeszcze inny rodzaj utwierdzenia. Utwierdzone
moga byé tylko okladziny tarczy, a rdzef moZe mie¢ jednorodne statyczme warunki
brzegowe rys. 2.

h @&

h

8

A Szezeling
/ dylatacyjna

- 4

Rys. 2

Jest to przyklad mecmglych warunkow brzegowych w przekmju poprzecznym tarczy
Na podstawie (1.26) i (1 27) mamy

: 2 -2
(131) utl) = 09 th)l+_§_o-}l = 0) ug = 0: 0?2+?0}2 = 03
ud = 0.

~W tym przypadku sa dciéle spetnione warunki brzegowe w okladzinach, natomiast
w rdzeniu w ten sposob, iZ wypadkowe naprezen brzegowych sa yowne zeru.

Nll —2h(011+ )—O N12=2h(0-?2+—‘_§_0’}2)=0’

Pozostaiy warunek dotyczqcy zerowama SIQ napreZen o, jest speiniony w postam
(1.29),.

3



196 _ g J. KujAwskI

Jedli wzdhuz nieobciazonego i swobodnego brzegu znajduje sig nieskofczenie sztywna
w swojej plaszczyznie, i doskonale wiotka z plaszczyzny przepona brzeg spetniajacy wa-
runki antysymetrii to korzystajac z (1.24) i (1.25) otrzymujemy

5

=0, u=0, u3=0.

) 2 . 4
(132) - ' "10"1[1‘1"0(1)1'{"?0%1 =0, ofy+—o0i =0,

Przedstawione przyklady dotycza jednorodnych warunkdéw brzegowych.
Gdy na calkowicie utwierdzonym brzegu dziala sifa $ciskajaca N wtedy maray

(1.33) 7](7{1+U(1)1+‘§—0f1 = TR uy =190, . ug =0,
ul =0, ud=0. .

Jesli brzeg utwierdzony jak na rys. 2 jest sciskany sitg N warunki bfzegowe maja postaé

1 ' 2., :
N{l = 60{1 = _TN’ 0'(1)1+~§—O'}‘1 =‘0, ‘ug =O)
(1.34) '
a?2+—§—a}2 =0, u3=0.

2. Uproszczenie teorii

Moina wykazaé, ze w tarczach trdjwarstwowych, w ktérych rdzed ma kilkakrotnie
mniejsze stale sprezystosci niz okladziny, wplyw przemieszczenia u$ na napreZenia g,; jest
znikomy. Po jego pomini¢ciu mamy

.1 . Oy3 & ——h—uaC‘

Konsekwencja zaloZenia (2.1) przemieszczenia u!, napreZenia o3, 1 uklad réwnaf
(1.20) upraszczaja si¢ do postaci

1 1
' uj — (B], 8%+ B{s83), — (B{,+BLe) 03, ul
@.2) _ Bl T 7y ; e
ul 2G

1 . 1
— (B{,+ Bf¢) 83,; = (Bs 83+ B,,03) u3
2 2

)

)
h Ty
26|

(2.3) . 033 = p‘g—GTaué_a(l—Cz),
Lu_ Ly, 4139, utl)_ N
Ly, Ly, Azs‘?z . u(z) 1 /2

3 4 B
Ly La, -'2*—/:—3 ul fa

2.4)
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Z rownania (2.4); wyznaczamy

h
. 0 _ N
2.5) U3 = Ans (Laa" i ~13).

Jesli podstawimy (2.5) do pozostalych rownan (2.4) to otrzymamy nastepujacy uklad
rownaf rézniczkowych

(2.6) _ Liguf = [y,
gdzie ' '
, 2 4 2 4
L= L11+“3“h A: 0Ly, Ly, = L12+‘§ h A: 0(Ls,,
7 2 A : 1] 2 A
.7 Ly = L21+Th7§ 0Ly, Lyy = L22+—3-hﬁ 0, L35,
A
fl—f1+_h 13 afa, f2 =1+ —h 2 0.fs.
Azs

Uktad rownan (2.6) jest facznie dsmego stopnia i zawiera tylko dwie niewiadome u2 co
znacznie ulatwia jego rozwiazanie.

Z uwagi na wysoki rzad uktadu réwnan (2.6) oraz ztozona budowe operatordéw réz-
niczkowych (2.7) rozwiazanie analityczne moZe nastrgczaé duze trudnosei. Z tego wzgledu
rozwigzanie ukladu najwygodniej jest znalezZé numerycznie.

3. Przyklad

Sposoéb korzystania z wyprowadzonych zwigzkdéw do usci$lonej analizy tarcz troj-
warstwowych zilustrujemy nastgpujacym przykiadem. Rozpatrzmy tréjwarstwowe pasmo
tarczowe rozciggane silami N. Na brzegach tarczy znajduja sie¢ przepony, ktére nie
pozwalaja na przemieszczenia punktéw brzegowych w kierunku grubosci tarczy. Zadanie
rozwiazemy dla tarczy, w ktdrej rdzen i okladziny sa wykonane z materialow izotropo-
wych.

Zastosujmy teori¢ uproszczong co pozwoli w latwy sposéb otrzymaé ogélne wzory.

Jest to przypadek plaskiego stanu odksztalcenia &,, = 0. Réwnania rézniczkowe

/tcorii uproszczonej do wyznaczenia niewiadomych geometrycznych maja postaé

nmh*  d*° 2 h [nmh2 au® 3 du°]

B u = — W=

T—v  dx* 3o | 20=) a2 x|
1 , 2—v d*u° a2’
-3 h i T + (1 4-nm) e 0,
gdzie
1—»?* Ef
M= g , Eiv oznaczaja modut sprQZystosm podiuznej i liczbe Pmssona rdze-
=

nia a E/j v, te same stale dla okladzin, #° = ud, w = 3, x = x,.
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego sa funkcje

(3.2) uo = C1 + Cz £+ C3 Sh k£+ C4 Ch!k£,
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tutaj
3(1—»)
k== = x/a.
h 2—v (l+r)m)’ ¢ =xla
- Z uwagi na antysymetri¢ funkcji u® wzgledem $rodka tarczy C, = C, = 0, ..
State catkowania C, i C3 Wyznaczamy z nastgpujacych warunkéw brzegowych:

.. E 4 [; o 2 1.
Ny = thvz—m—[(l-i-nm)u +Tu] =N,

-

(3.3) dax=a

_2 b [ w3 duo] —0
YEST T L aioy e 2 dx )T
Stad otrzymujemy -

' Il N » 1 N a
34 =535 % G=T7S kR
Symbolami S i % oznaczono wielkosci
hE ' 1
= — = —_—— I s
S=——x (I+nm), ==1 o) (1 +nm)

gdzie 2 jest sztywnoscia tarczowa rozwazanego pasma wyst@pujch w te_orii klasycznej
(por. [5] str. 122).

Pola przemieszczen i naprezen okreslaja zwiazki: .
w okladzinie dolnej
yo LN (L Shie __ 1N ok [ Chkt
"2 ST kCk) T TS 1 Chk
. (3.5) :
of = L Nm [ 1 Chk&
T2 h(1+m) % Chk )’
w rdzeniu
_ 1 N 1 Shké W, )
“=3 ?“[5_7 KChk (1" 7 =9
w___l__]\i vh 1_Chk& ¢
28 1- Chk
1 N
(3-6) 011 _TTT:I—nm B, L),
Nk mm k* Chké
- (¢
733 ( C)az l1+nm % Chk ’
1 N ogm k _ Shké
013 = — 55—+ ——

2 a l4ym »x ° Chka’

' ( Chkf
D=1l _ _p
. Nm 1 N
Tuta] — - = g% |
B N T prvern St L G P, )
niu otrzymanymi z teorn klasycznej.

= 0¥, sa naprezeniami w oktadzinie i rdze-
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Latwo zauwazyé, Ze réznica miedzy rozwiazaniem klasycznym, a usci§lonym jest duza
dla malych wartosci wspolczynnika k. Wspdlczynnik ten maleje wraz ze wzrostem h/a,
ym i liczby Poissona ». Dla duzych wartosci k wystgpujg tylko zaburzenia brzegowe.

Jak wynika z powyzZszych zwigzkow na brzegu tarczy moga wystgpowaé duze réznice
miedzy klasycznymi naprezeniami o¥, i of* a uécislonymi. Fakt ten wskazuje na duzg
koncentracj¢ naprezen w otoczeniu brzegu z Zeberkiem usztywniajacym lub brzegu utwier-
dzonego. Z uwagi na calkowe spetnienie warunkow brzegowych naprezenia o,, na brzegu
moga byé obarczone duzymi blgdami z tego wzgledu nie bedziemy ich badaé. W odleg-
loéci 2A od brzegu réznice migdzy naprezeniami klasycznymi a uscislonymi sa niewielkie.

Przeprowadzimy zatem analize wielko$ci naprezer 013 1 0332

1 N |
=1 o0,5= Y h Taam 21(8),
I N1
dla (=0 033 = 3 n 1+qm A:(8),
2
_ _qm h, Shk¢ __nﬁ(_h__) , Chké
gdrie 18 = ==k RO =2\ ¥ e
. 1 N . . . . .
WyraZenie > W oznacza naprezenie o, . Funkcje 4,(&) i 1,(£) przedstawiaja

stosunek naprezefi ¢,, 1 ¢33 do naprezenia o, w rdzeniu obliczonego na podstawie teorii
klasycznej.

W tablicy 1 zestawiono wartoéci funkcji A;(1) = a,5(1)/0%; i 42(1) = o33(1)/o%, dla
tarcz 0 9 = d/h = 0,10 w zaleznosci od wartosci » i m.

Tablica 1
ET 12 .
me= 10° 100 1000 o
E 1-v}
ois | ¥ =025 04490 | 04926 | 04957 | 04861
M |y =045] 07813 | 07326 | 07210 | 0,719
s |7=025 03600 | 02020 | 02824 | 02813
9 |y =045| 05700 | 0,394 | 0,3738 |02

Analiza zestawionych w tablicy wspélczynnikéw wskazuje na wystgpowanie dos¢ duzych
naprezen @,5 i 03; W otoczeniu brzegu tarczy. Na przykiad dlav-= 0,25im = 100 0,3 =
= 0,49 0%, a 035 = 0,29 o¥,. NapreZenia te rosna ze wzrostem liczby Poissona rdzenia.

Z uwagi na do$¢ duZe réznice migdzy teoria klasyczna a uécislona analiza koncentracji
naprezei w otoczeniu brzegu powinna byé przeprowadzona za pomgcg teorii ogélnej
uktadu réwnat (1.20). Pozwoli to dokladnie spelni¢ warunki brzegowe. W rozwazanym
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przypadku trzeci warunek brzegowy ma postad
(3.7 oy, = Kul,

gdzie K jest wsp&czynnikiem sprezystosci zeberka brzegowego.
Jedli K = oo to 4} = 0 i mamy krawedz calkowicie utwierdzona.

4. Ocena zbieznoSci rozwigzania

Sciste ustalenie zbiezno$ci rozwigzania dla tarczy tréjwarstwowej nastrecza duze trud-
nosei. Z tego wzgledu oceny dokonamy w sposob przyblizony. Przyjmujemy, Zze blonowe
réwnania réwnowagi sa dostatecznie dokfadne dla cienkich z reguly oktadzin. Pozostaje
zatem ocena zbieZno$ci rozwiazania w rdzeniu. Réwnanie réwnowagi sit pionowych dla
przyjetych zatozen jest SciSle spetnione (1.11). Réwnania réwnowagi sit poziomych sa
uérednione catkowo co w pewnych przypadkach moze spowodowaé dosé duze bledy.

Réwnanie réwnowagi sit poziomych w plaskim stanie odksztalcenia ma postaé

“4.1) ‘ 011,1+013,3 =0,
stad ‘
(4.2) . 013 = —fo'“,ldx:;.

Jedli do réwnania (4.2) podstawimy naprezenia o, okreslone zwigzkiem (3.6); to
otrzymamy '

. , 1 N v(1+nm) N '(l—v)z'( 1 k Shké&
(43) oia = L+ nm C[H_ (2—v) (1-29) (1 T _1—?4-2))21—7:73@]

Jest to naprezenie jakie powinno towarzyszy¢ naprezeniom oy, przy Scistym spetnieniu
rownania rownowagi sit poziomych w rdzeniu.
W wykonanym przyktadzie mamy

1 N nm k _ Shké

4.4 - o ,
(“4) 13 2 a l+ngm = ¢ Chk
Roéznica migdzy naprezeniami wynosi
1 » k Shké&
45) Aoy = 0lg—0,5 = —— S WA N L
(4-3) %13 = G137 01 4 N[1+ V=) (1—211)] G Tk 174

Wypadkowa A¢ 5 dzialajaca na polowe tarczy wynosi

I
1 _h .k Shk¢
4.6 _— ————— —_— —————
(4.6) hoonde 16Na0x i

1+ L

_ 2—»)(1~2%)"

Stosunek wypadkowej (4.6) do analogicznej wypadkowej naprezenia (4.4) wynosi
A0 _ 1 I+ym

@.7) R

- gdzie | P =
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W tarczach o » = 0,25 i » = 0,45 odpowiednio mamy

' 40 ) 14 nm 40 d+nm
(4.8 — =0,2733 ——, —= =0,9758~ .
“.8) Q nm Q nm
Je$li n = 0,10 i m = 10 to wypadkowe naprezen o5 sa mniejsze od 673 0 &, = 100%
- AQ/Q = 30,06% dla » = 0,251 ¢, = 88,70%, dla » = 0,45.
Stad wynika, Ze zbiezno$¢ rozwiazania jest dobra w tarczach o malej wartosci v i duzej
wartosci nm.

5. Uwagl koncowe

W pracy wprowadzono réwnania uscislonej teorii ortotropowych tarcz tréjwarstwo-
wych, poddanych dziataniu sit powierzchniowych o wszystkich trzech skladowych i sit
masowych.

Zalozono, Ze w rdzeniu tarczy sa pelne tensory stanow naprezenia i odksztalcenia,
a w cienkich z reguly okladzinach wystgpuje blonowy stan napreZenia i przemieszczenia.

Zadanie rozwiazano w przemieszczeniach, zakladajgc ciagle pole przemieszczen w ca-
tym obszarze tarczy. '

W rezultacie otrzymano uwiklany uklad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych
Iacznie dziesiatego rzedu do wyznaczenia trzech wielko$ci geometrycznych uf (i = 1,2, 3)
stanowigcych przemieszczenia okladziny tarczy. ‘

Rozwigzanie ukiadu najwygodniej jest znalezé sposobem numerycznym na przyklad
metodg réznic skoficzonych. '

Z uwagi na przyjete zaloZzenia kinematyczne wielkoéci antysymetryczne wzgledem
plaszczyzny érodkowej zmieniaja si¢ liniowo po grubosdci rdzenia. Fakt ten ogranicza’
zastosowanie teorii do tarcz o éredniej grubosci /ifa < 1/4 i z rdzeniem o mniejszej nos-
nosci od oktadzin nE//E > 1. '

Wykonany przyktad wskazuje, ze w otoczeniu obcigZonego brzegu utwierdzonego
lub z Zeberkiem usztywniajacym moze wystepowal dosé duza koncentracja napreZen.
Ma to istotne znaczenie gdyz w tarczach trdjwarstwowych prawie zawsze wystepnja kra-
wedziowe Zeberka usztywniajace. )

Roéznice migdzy rozwigzaniem klasycznym, a uscislonym rosng ze wzrostem grubosci,
liczby Poissona, oraz podatnosci rdzenia tarczy.
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Peaome

TEOPUSE OPTOTPOIIHLIX TPEXCJIONHLIX NUJIMT CPEIXHEN TOJNIIVHBI

B paGore BbIBeJEHbI YPABHEHHS YTOUHEHOH TEOPHH OPTOTPONHLIX TPEXCNOHMBIX IIMT NOABEp)Ke-
HBIX JEHCTBHMIO MOBEPXHOCTHBIX CHJI O BCEX TPEX KOMIIOHEHTAX H MaccoBBIX cuit. IIpHHuMaercs, uro
B CepAUEBHHE MHTLI BOSHIKAST COCMOsTHHe HANPSKEHA 1 AehOPMALIK OTBEUAIONIEE TIOHbIM MaTpHLIaM
COOTBETCTBYIOUIHMX TEH30POB — C APYFOH CTOPOHbLI, KAK NMPABHIO, B OrPAHHYHBAIOLIKX CIOAX HMEETCH
MemOpanHOe COCTasiHue HANpDKEHHs U AedOPMAIKH KaK B KJIACCHUECKOH TEOPHH IUTHT.

3apava peurena B epemelleHusDy IpK XPEe/INOIOM EHAH HENPEPLIBHOrO OIS TEPEMELLIEHMI B Ies10i
ofnactit rwrel. B pesysmraTe monyyeHo HEABHYIO CHCTeMy TPeX Ay depeHUMAaNbHBIX YPAaBHEHHH COB-
MECTHO JECSTOXO MOPSA/IKA UL ONPeAeNieHHsl TPEX FeOMEeTPHUCCKHK BeJIMUHH SBIUTIOLLMXCS IepeMeliie-
HHAMY B OCPAHKUMBAIOUIMX CNOSX. PafoTa NPOMIIOCTPUPOBAHA IIPHMEPOM, K3 KOTOPOro BBITEKaeT
CYUIECTBOBAHHE CPABHHTENLHO OONBLIQH KOHUEHTPALMK HANDKEHWH B OKPECTHOCTH HATPYM(EHHOIO
Oepera.

Summary

THEORY -OF STRETCHING ORTHOTROPIC SANDWICH PLATES
‘ *  WITH MODERATE THICKNESS

The paper presents an improved method of calculation of orthotropic sandwich plates with moderate
thichness. The loadings of the plate consist of surface forces with all three components acting symmetrically
with respect to the middle plane and body forces. It has been assumed that full tensors of stresses and
strains are in a core of plate and in usually thin faces of plates, the membrane stresses and strains are similar
to those of the classical theory.

The problem is solved in displacements assuming a continuous field of displacements in the whole
plate’s region. The obtained system of three differential equations of tenths order allows to determine
the three unknown displacements of the face of the plate. In the given example we show the stress concen-
tration near the loaded boundary.

POLITECHNIKA BIALOSTOCKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 11 listopada 1977 r.
[
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POWIERZCHNIE GRANICZNE DLA MODELU SPREZYSTO-PLASTYCZNEGO PRETA PRZY
UWZGLEDNIENIU ZMIAN GEOMETRIX

Kazimierz KowALCZYK (KrRAKOW)

1. Uwagl wstepne

W spos6b-analityczny efekty geometryczne uwzglednial po raz pierwszy K. Jezex [6],
przy ocenie no$noSci sprezysto-plastycznych slupéw. W badaniach do$wiadczalnych
C. DYrRBYE i P. Lange HANSEN [3] zwrdcili uwage na wplyw tych efektéw na plastyczne
zachowanie sie konstrukcji (tuki kolowe). ,

Obecnie istnieje do§é znaczna liczba prac, w ktérych autorzy analizowali wplyw nie-
liniowosci geometrycznych. Dotycza one réznych przypadkéw konstrukeji-(ramy, belki,
plyty, powloki, a takZe tarcze i cylindry wirujace), warunkéw brzegowych i materiatéw.
Brak natomiast badan o charakterze ogolniejszym. '

Stosunkowo stabo jest opracowana teoria powierzchni granicznych na szczeblu calego
ciala (np. w przestrzeni obciazen). P. G. HopbGe i C. K. Sun [5] pomijajac efekty geome-
tryczne przy przyjeciu postulatu Druckera wykazali, dla cial idealnie sztywno-plastycznych,
twierdzenie o wypuklosci powierzchni granicznych i prostopadiosci do nich wektora
plastycznego plynigcia. G. MAIEr i D. C. DRUCKER w pracy [10] nie stawiali takich ogra-
niczen i uwzgledniali zmiany w geometrii. W tym przypadku powierzchnie graniczne -
moga by¢ wkleste i jest to na ogdl zwigzane z utrata statecznosci konstrukeji; sformutowali
oni pewne warunki (macierzowe) istnienia wklgstosci powierzchni granicznych, jedno-
znacznosci i statecznosdci ukladu.

W obecnej pracy begdziemy badaé sprezysto-plastyczne zachowanie si¢ konstrukcji -
geometrycznie nieliniowych. Wykazemy wplyw efektow geometrycznych na ksztalt i wiel-
ko$¢ powierzchni granicznych, ktore obejmujg szerszg klas¢ powierzchni, zgodnie z klasy-
fikacja nosnosci konstrukcji M. ZyczKOWwSKIEGO [15]. Dobierzemy w tym celu odpowied-
ni typ konstrukcji i wykorzystamy niektére z twierdzen MaIerA | DRUCKERA [10]. Efek-
tywne wyniki otrzymamy numeryczaie.

2. Przyjety model konstrukejl i zalozenia
!

Badania przeprowadzimy na modelu belki wspornikowej, skladajacym si¢ z czgsci
odksztaicalnej -1 wielokrotnie dluzszej czeéci sztywnej, obcigZonym silami o ustalonych
kierunkach rys. 1. W pracy [7] przedstawiono krétka analiz¢ tego typu modeli konstrukcji
uzywanych w badaniach wstepnych.
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Przyjete na rysunku zwroty P; i P, bedziemy uwazac za dodatnie. Konsekwentnie
ten sam znak otrzyma odpowiednie przemieszczenie (i odksztalcenie) wywolane dzialaniem
wylacznie sily P, lub P, (przy zatoZeniu zasady zesztywnienia).

Oznaczenia wielkosci bezwymiarowych

0o ! L

b= = P — parametry materiatlowe i koﬁstrukcyjne; 0 — gra-

nica plastycznosci, E — modul Younga,

P 3pP . .
Py = _F_Ulo , Py = —-l(*"paoz — obcigZenia,
u, = U Uy = U rzemieszczeni
I = 1 L] 2 — 3(7)/ p a,
n= N m = M ita podluzna i moment zginajacy w przekroju
=75 " FEH sifa p 2inajacy w p Ju,
ey = EEO, k= Ef L — odksztatcenie warstwy $rodkowej i krzywizna war-
Jo Oo un . .
stwy obojetne;, :
P L -
q = P,,» = arctg Pl — zastgpcze parametry obclaZenia,
. 2
o .
§ = — -— naprezenie,
)
Z , ' . ’ .
Z= g 2y 2 fwspolrzgdne przekroju preta (,,+” uplastycznienie

po stronie rozciaggania, ,,—* po stronie sciskania).

Bezwymiarowe obcigzenia zdefiniowano tak, aby osiagnigcie noénoéci sprezystej czy-
stego rozciagania oraz zginania wystapilo dla p;, = 1 i p, = 41, przy pominigciu
zmian geometrii. Odpowiednie odksztalcenia wynosza wowczas e = 11 & = 1, na-
tomiast n i m oraz u, i u, przyjeto ze speinienia zasady prac wirtualnych.

Ograniczymy si¢ do pretéw krepych w czeécei odksztatealnej i przyjmiemy linig ugiecia
w postaci luku okrggu. Wobec tego zatozymy, e sily wewnetrzne N i M sa w tej czesci
belki state, réwne odpowiednio [7] ' '

I
N = ~&~6f N(Hdd,
@n
1

i pominiemy sily poprzeczne, ktérych wplyw na wyteZenia jest tu nieznaczny. Zatem roz-

klad naprezen w czefei odksztalcalnej modelu jest niezalezny od . Pozwala to na stosunko-

wo proste przejscie w badaniach od szczebla przekroju do szczebla calego ciala.
Przyjmiemy hipotezg plaskich przekrojéow i linlowy rozkiad odksztalceti w postaci

22 ¢ =¢e+xZ, —-H<Z<H,
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gdzie &, — odksztalcenie warstwy §rodkowej oraz krzywizne warstwy obojetnej zginania
(2.3) H o= e

okreslono z definicji matych odksztalcen, po rozwinigciu w szereg.

3. Réwnania podstawowe — macierz sztywnosel geometrycznej

Podstawowe réwnania dla rozwazanego uktadu podamy w formie rozwinigtej oraz
w zapisie macierzowym. W pracy [7] przedstawiono wyprowadzenie tych réwnan dia ogél-
niejszego przypadku ze wstgpna krzywizna. Ograniczyimy sie teraz do przytoczenia odpo-
wiednich réwnafi w wielkoéciach bezwymiarowych. Dla uproszczenia zapisu bedziemy
uzywaé o zamiast k, jako jednego z parametréw odksztalcenia.
Roéwnantia przemieszczeniowe -

u =“1ﬁ+"’°sina_£(1—cosa)—l,
3.1) LT !
+pe :
u2=—§$[—:° (l—cosa)+%s1na].

Po obliczeniu N(#) i M(®) (rys. 1) i wykorzystaniu (2.1) otrzymamy warunki réwno-
wagi : “

_ psina u(l—cosa)
n = d 1+ 3(pa P

2

lxt

Rys. 1. Przyjety model konstrukcji — oznaczenia

32 m= —#[<Péina~_ﬂ(—l-¥—@)— (cosoc— Sma_)]PH‘

1 . 1—cosa
+ ;—(p [(pcos o+ _’L(_ia/‘_@)_ (sm_a.— . )] D2
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Do obliczen numerycznch szczegélnie wygodne sa zastgpcze parametry obciazenia g i w,
Wéwczas warunki (3.2) przyjmuja postaé

_ o 2u : ) sin &
(3.3) "= Zpuacosw 1M (w+ 2) 27
m= 3<pcosw {(pcos(w+a)+ - |sinfo+ o . sin {w+ 2 sin 7 (-

Roéwnania konstytutywne zapisane ogo]me
n = n(eq, k),
(34) m = m(egy, k)
mozZna wyprowadzié w oparciu o zwiazki fizyczne i warunki réwnowagi sit wewngtrznych
dla poszczegdlnych faz pracy przekroju preta [7].

Podamy teraz podstawowe rownania w zapisic MAIERA i DRUCKERA [10], ktore wy-
korzystamy do zdefiniowania macierzy geometrycznej sztywnosci konstrukcji. Beda to
trzy rodzaje réwnan, mianowicie .
réwnanie nierozdzielno$cl w formie przyrostowej
(3.5) é€ = Bdu,
gdzie € — uogdlnione odksztalcenia, P

u — uogblnione przemieszczenia,

B — macierz zgodnosci,
rownanie réwnowagl otrzymane z (3.5) przy wykorzystaniu zasady prac wirtualnych
(3.6) BT =P '
gdzie @ — uogdlnione sily wewnetrzne,

P — uogélnione obciaZenia, a BT oznacza transponowana macierz B, oraz
réwnanie konstytutywne w postaci przyrostowej
3.7 dc = Cde,
gdzie C = CT oznacza macierz sztywnosci przekrojowych [13].

Przyrosty przemieszczen mozemy zapisaé

duy = gul é 0+%—1;:(5k,
(3.8) . ¢o ;
u
bu = 52 22 e+ ‘Z 8k.

Po obliczeniu odpownedmch pochodnych z (3. l) i wykorzystdnlu 3.5) wyznaczymy ele-
menty macierzy B '

1
By, = o [pacos a+n(1+ pey) (asina+cosa—1)],
1

3p . . : .
B,, = —A;?— [pa®sin o+ (1 + ue,) (sin o — acos a)],
(3.9) ‘ | |
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gdzie oznaczono A, = u[pasina+7n(l+uey) (1 —cosa)],

A, =u [(pacos %+n(l + teg) sin -;]

Mozna nas'tQpnie sprawdzié, Ze elementy transponowanej macierzy BT W réwnaniu
(3.6) odpowiadaja wspélczynnikom przy n i m w odwréconych wzgledem p, i p, warun-
kach réwnowagi (3.2). Dowodzi to poprawnosci usrednienia uogélnionych sit wewnetrz-
nych (2.1).

Przyjmiemy liniowa zaleZno$é¢ 0B i du w postaci
(3.10) 0B"o = Gdu
i przepiszemy réwnanie (3.6) w formie przyrostowej

3.11 BTé6+Gdu = 6P,

gd21e zdefiniowana réwnaniem (3.10) macierz G jest symetryczna macierza geometrycznej
sztywnosci konstrukeji.
W (3.10) éBT zastapimy przez
BT oB”

) SBT = 2 e a0
(3.12) | _ | Den eo+ 7 ok
i podstawimy (3.5) za przyrosty odksztalcefi. Po poréwnaniu wspdlczynnikéw przy du,
po obydwu stronach kazdego z réwnan (3.10), wyznaczymy elementy macierzy G

B,, (aB“ n+ OB m)+B21(_—aB“ n+ OB, m)

o= deo  deo ok ok
o B B )
3.13
(.13) Gy, = By, (fa%:—z—m ?ezz m)+321(%n+. a?]zz m)’

Efektywne okreélenie wartosci wyznacznika G wymaga jeszcze obliczenia odpowiednich
pochodnych z (3.9). '

Warunkiem wystarczajacym statecznej pracy konstrukcji jest dodatnia polokreélonosé
macierzy geometrycznej sztywnosci [10]
(3.14) detG >0

2}
Nieréwnoéé (3.14) nie jest przy tym warunkiem koniecznym i nie pozwala na wyznacze-
nie przedziatu obciazen powodujacych utrate statecznosci. Dlatego (3.14) bedziemy sto-
sowaé jako warunek sprawdzajacy, uZywanc rownolegle innego warunku statecznosci,
ktéry podamy w dalszej CZQScl pracy.
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4. Powierzchnle graniczne w przestrzeni obclazen

Opiszemy teraz rozgraniczenia poszczegdlnych faz pracy konstrukcji. Wyznaczymy
odpowiednie powierzchnie, az do wyczerpania no$nosci preta lub rozpoczgeia procesdw
lokalnie plastycznie biernych wystepujacych po czynnych [7]. W obecncj pracy nie prze-
prowadzimy szczegblowej analizy tych procesow. .

~ Po podstawieniu odpowiednich zwiazkéw konstytutywnych (3.4) do warunkéw réwno-
wagi (3.3) i wyrugowaniu g, otrzymamy réwnanie uwiklane typu

4.1 Fleo, k,w) = 0. °

Przy wyznaczaniu powierzchni granicznych, do réwnania (4.1)' dolaczymy stosowne wa-
runki rozgraniczenia i przyjmiemy chwilowa stalo$¢ parametru

(4.2) w = const.

Z uwagi na symetrie rozwazanego uktadu wzgledem P,, obliczenia prowadzono w prze-
dziale :

. JT JT
4.3 : —-—< w0,
(43) S <ws<s

a wyniki przedstawiono graficznie w gornej polowie plaszczyzny p, —p,.

Omoéwione nastepnie powierzchnie graniczne zachowuja wazno$¢ przy dowolnych
drogach obciaZzenia w "# const, pod warunkiem nie wystapienia proceséw lokalnie pla-
stycznie biemnych. Zatozenie (4.2) spelnia wiec rolg pomocnicza i stanowi niewietkie ogra-
niczenie ogdlnosci badaf. '

Dla poczatkowych powierzchni neutralnych [15] (sprezystych [8]), odpowiednie wa-
runki rozgraniczenia majg postaé

(4.4) s(£1) = ey+hk = +1.

Na rys. 2 przedstawiono poczatkowe powierzchnie neutralne i wplyw parametréw
i, 1 i@ naich ksztalt.'Zwré6émy uwage, Ze powierzchnie neutralne na czgsci odpowia-
dajacej dodatnim wartosciom p, sa zawsze wypukle, natomiast na pozostalej czgsci wklgste.
Jest to zasadnicza réznica w stosunku do klasycznego przypadku zginania z sifa podiuina,
wynikajaca z uwzglednienia wplywu zmian geometrii. '

Dla dostatecznie duzych wartosci u, %, ¢ mozliwa jest utrata statecznodci konstrukcji
w stanie sprezystym. Podamy wzér okreslajacy warto§¢ odpowiedniej sily Eulera p,g.
Mianowicie, z dwéch rozwiazan uktadu réwnan (3.2) i (3.4), przy zalozeniup, = Oia - 0,
wybieramy blizsze zera )

2
wn[Be+n)+VBp+n?—4]

Wyboczenie wystapi w przypadku modelu preta o parametrach spelniajacych nierdwnoéci

_(4'5) PiE= —

' 3 > 2,

pie= —1
1dla takich wartosci u, 7, @ aktualny jest wzér (4.5).
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a) . .
p-100 by, 3-u-0005, p-10

~t12 /2= u=0001, n=30
Ty

1=u=0,001, p=10

-~
= l
~10 -08 p;~06 -04 -02 0 02 04 06 08 10

b

0001 P2 p=500 400 200 80
u=0,

i | |
10 08 fp06 04 02 0 02 04 06 08 10

Rys. 2. Zaleino$¢ ksztaltu poczgtkowych powierzchni neutralnych od parametrow u, 1 i ¢

Dodajmy, ze dla ¢ = 0 (model konstrukcji bez cz¢sci sztywnej) i pominigciu zmiany

dtugosci osi preta, (4.5) przechodzi w znany zwiazek na sile krytyczna Eulera.  Réznica
2 -

wsp6iczynnikéw liczbowych (3 zamiast —7:—) jest wynikiem niestusznosci poczynionych
zalozen dla smuklego preta jednoczeSciowego.

Krzywe rozgraniczenia jednostronnego i dwustronnego uplastycznienia wyznaczymy
z tych samych formalnie warunkéw (4.4). Réznica polega na innej kolejnodei dobierania
znakéw ,,+7 i ,,—”. Dla obciazefi p, > 0 odpowiednia krzywa nie zamyka si¢ (AD),
natomiast dla p 1 < 0 pret utraci statecznoéé (CE) przed osiagnigciem stanu obustronnego
uplastycznienia, rys. 3a.

Krzywe utraty statecznosci okredlimy z warunku

dg
de ©

ktéry jest aktualny jedynie dla obcigzen prostych typu (4.2); obciazenie wyznaczone
z (4.7) przy spetnieniu réwnoséci bedziemy nazywaé no$noécia maksymalna, rys. 3b,

Na noéno$é konstrukeji ma wptyw wiele czynnikéw [14]. Omdwione powyzej zjawiska
sa wynikiem wplywu efektéw geometrycznych. Pierwsze badania statecznoéci przy uwzgled-
nieniu zmian geometrii naleza do R. HiLLA [4] i E. T. ONATA [11, 12].

Nalezy podkreslié umowno$é przyjetej definicji no$noéci, poniewaz w niektérych
przypadkach po ,,przeskoku” mozliwe jest dalsze przenoszenie obcigzenia. Réwniez
lokalne maksimum obcigZenia moze okazaé sig meanahtyczne 1 wowczas warunek typu
(4.7) bedzie niewlasciwy.

@7 >0,

% Mech, Teoret. i Stos. 2/79
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Rys. 3. Rozgraniczenie uplastycznienia jednostronnego od obustronnego i krzywe utraty statgcznosci oraz
zalezno$¢ g(x) przy obcigzeniu prostym

Poczatek procesdw plastycznie
biernych, przy obe. prostych,
dz-fdt =0 (nie badano)

Procesy czynne przy odpo-
wiednich obrigzeniach nie-

prostych ’T_?
u=0,001 \ [
p=10 \ I I
.10 W

-] / I
|

Osiggnigcie dopuszczalnego

e(1)=20

N
?
“\ Poczgtkiwg poierzchnia neutralna /'
|
4

preta (elipsa)

Nosnosé maksymalna
-utrote statecznosci

Pelne uplastycznient

A
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{

Rys. 4. Komplet krzywych granicznych z pelnym opisem

1210)
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Nos$no$¢ rozdzielcza, odpowiadajaca osiagnigciu dopuszczalnego odksztatcenia w skraj-
nych wléknach preta, opiszemy warunkiem

4.8) le(£ D)l = leo k| < es.

Po raz pierwszy takie kryterium no$nosci stosowali J. DArsko i C. T. YANG [2].
Wyczerpanie klasycznej noénoéci (pelne uplastycznienie preta przez rozciaganie) wy-
znaczymy z warunku

4.9 z, = —1.

Procesy lokalnie plastycznie bierne nie pojawiaja sie jezeli wspolrzedna z, bedzie
nierosnaca, a z_ niemalejaca funkcja czasu f. Stosowne warunki zapiszemy

dz,
<
d = 0,
_dz_
dt

a odpowiednie krzywe poczatku tych proceséw bedziemy wyznaczaé ze spelnienia réwnoscei
w drugim z nich. Dodajmy, Ze w klasycznym przypadku zginania z sita podiuzng procesy
lokalnie bierne nie pojawiaja si¢ w calym obszarze obciaZen proporcjonalnie rosnacych
typu (4.2)., .

Komplet oméwionych krzywych granicznych, z pelnym opisem, przedstawiono na
rys. 4, na Ktérym zaznaczono réwniez linie stalych wartosci wspétrzednych uplastycznie-
nia przekroju preta z, = const i z_ = const. Pozwala to na oceng mozliwosci pojawienia
si¢ proces6w plastycznie biernych przy réznych drogach obciaZenia.

Poza granica poczatku proceséw lokalnie biernych, gdzie odpowiednie krzywe opisano
liniami przerywanymi, moga zachodzié procesy czynne pod warunkiem odpowiedniego
sterowania zmianami sit zewnetrznych (obcigZenia nieproste).

Poszczegdlne obszary na rys. 4 opisano znakami, ktére okreélaja ksztalt zmienionych
powierzchni neutralnych. Beda to odpowiednio pigciokaty, czworokaty i tréjkaty krzywo-
liniowe. Tego typu obszary analizowal E. CEGIELSKI [1], przy pominigciu zmian geometrii.
Woéwcezas modyfikowane powierzchnie maja ksztalt tych samych figur, lecz o bokach
prostoliniowych. ' R

Obszar obciazen, ktérym w wyniku modyfikacji odpowiadaja powierzchnie neutralne
nieobejmujace poczatku uktadu p, —p,, réwniez zalezy od udzialu efektéw geometrycz-
nych i moze redukowa¢ si¢ do zera dla dostatecznie duzych wartosci u, 1 i . Przy obcia-
zeniach @ = const nie wystapi degeneracja zmienionych powierzchni neutralnych jaka
stwierdzit J. A. Konig [9] w przypadku geometrycznie liniowym. Modyfikacja taka (do
odcinka linii prostej) moze natomiast mie¢ miejsce dla odpowiednich obciazeri nieprostych.
Szczegblowe badania zmienionych powierzchni neutralnych beda tematem oddzielnej
pracy. ,

Na rys. 5 podano przebieg zmian niektérych parametréw w funkecji kata ugigcia preta.
W pierwszym przypadku wykresy koricza si¢ w miejscu rozpoczecia proceséw lokalnie

. biernych, natomiast w drugim wystapi osiagnigcie no$no$ci maksymalnej. Dalsza czgsé
wykresow, dla proceséw sterowanych krzywizna preta, opisano liniami przerywanymi.

(4.10)
_ 50,

4%
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W przypadku konstrukeji o wigkszej smuktoéci (rys. 6) wplyw geometrycznej nielinio-
wosci jest silniejszy. Wypuklodei i wkigstosci odpowiednich krzywych sa wieksze, a utrata
stateczno$ci wystepuje przy mniejszych obcigzeniach, biorac pod uwage bezwzgledne
wartoéci. Mozna stwierdzi¢ wzrost no$noéci po stronie dodatnich p, i zmniejszenie w za-
kresie obcigzen p, < 0.

Oméwione krzywe graniczne wyznaczano numerycznie. Podobnie sprawdzano waru-
nek statecznosci Maiera i Druckera (3.14), a odpowiednie programy nie posiadaja war-
toéci poznawczych.
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Rys. 6. Krzywe graniczne dla modelu preta o duzej smuklodei

5. Wnioski koncowe

Wplyw zmian geometrii zalezy od parametréow konstrukcyjnych i materialowych,
a jego charakter jest stabilizujacy lub destabilizujgcy. Pierwszy wystgpuje przy spelnie-
niu (3.14) i oznacza poprawienie warunkéw pracy konstrukcji. Powoduje wzrost wypuk-
lofci powierzchni granicznych, pojawienie sig procesdw lokanie plastycznie biernych
i zwigkszenie no$noéci. Destabilizujace efekty geometryczne sa przyczyna wystapienia
wklestych powierzchni granicznych, zwiazanej z tym niestateczno$ci (konstrukcyjnej)
1 zmniejszenia no$nosci.

Przytoczone uwagi wskazuja potrzebg prowadzenia dalszych badan, uwzglednienia
wzmochnienia plastycznego, ktére moze zmniejszyé wplyw oslabienia geometrycznego.
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Pegome

MPEJEJBHBIE ITOBEPXHOCTM I MOJEIH VIIPYTO-IUTACTHUECKOIO
CTEPXKHS ITPYI VUTEHKUM U3MEHEHUI FEOMETPUL

Pabora Kdcaercsi BIHAHUA H3MEHEHWi! TEOMETPHH HA Npeaeibubie yoBepxHoctd. [Toxobpan coor-
BETCTBYIOIKH THIT KOHCTPYKUMHU (prc. 1) u onpenesieds OCHOBHBIE CBOMCTBA STOTO BJIMAHMSL.
CraSmms3auuonnble reomeTprueckue sdgderrsl (QpH HCmomMero yenosus Mauepa u Jpyxicepa
(3.14)) BBI3BIBAIOT BHUIYKIIOCTE IPENENEHBIX ITOBEPXHOCTEN, BEICTYIUIEHHE IPOLIECCOB MECTHO ILIACTH-
YECKH NACCHBHBIX IPH MPOCTHIX HArPY3KAX M yBEJMUeHHE HeCyluel CrocoGHOCTH.
JecrabuanaaldoHtbie reomMerpruecke a)heKTh! BLIALIBAIOT MOABJCHHE BOTHYTBIX IPENEIHHBIK
MOBEPXHOCTEH, OTEP YCTOHUMBOCTH KOHCTPYKIMMM M YMEHBLIEHHe HecylleH CcriocOGHOCTH.
CoorBercreyiomue nosepxuocm BBIYMCIIEHE HYMEPHYECKH .

Summary

LIMIT SURFACES FOR A MODEL OF ELASTIC-PLASTIC
BAR WITH GEOMETRY CHANGES TAKEN INTO ACCOUNT

The paper is concerned with the influence of geometric effects on limit surfaces. An appropriate per-
fectly elastic — plastic structural model is chosen for discussion of the problem, and some features of
this influence on the behayiour of the structure are demonstrated.
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Stabilizing geometric effects (with Maier — Drucker’s stability condition satisfied) cause an increase
of the convexity of limit surfaces, locally passive processes occur in the course of simple loadings, an in-
crease of the maximal load carrying capacity is observed.

If destabilizing geometric effects are present, the concave limit surfaces are formed; this, as a rule,
leads to unstable behaviour and decreas of the maximal load carrying capacity of the structure.

INSTYTUT MECHANIKI
I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redalcji dnia 15 kwietnia 1978 r.
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NIEUSTALONE, KOEOWO-NIESYMETRYCZNE POLE TEMPERATURY
W WYDRAZONYM WALCU OGRZEWANYM NA ZEWNETRZNEJ POBOCZNICY

JAN TALER (KRAKOW)

Wykaz waznlejszych oznaczen
A, B, C —stale
a— promien wewnetrzny walca

aa .
B = T—Jiczba Biota

b — promienl zewnetrzny walca
¢ — ciepto wiasciwe
% *T . .
F, = ~———liczba Fouriera
a

I,(z) — zmodyfikowana funkcja Bessela I-go rodzaju, n-tego rzedu
Ja(x) — funkcja Bessela I-go rodzaju, n-tego rzedu
K,(z) — zmodyfikowana. funkcja Bessela I-go rodzaju n-tego rzedu
q’(p, T) —strumien cieplny na zewngtrznej pobocznicy walca
gm = q(p = 0) — maksymalny strumienl cieplny
- r — promien
t = @—‘@o _—
Y.(x) — funkcje Bessela II-go rodzaju, n-tego rzedu
o — wspOlczynnik wnikania ciepta od wewngtrznej powierzchni walca do nosnika ciepla
¥a,m — pierwiastki rOwnania charakterystycznego
® — temperatura

©, — temperatura noénika ciepla i poczagtkowa walca

% = —— —wspblczynnik przewodzenia temperatury
cpo

o — gestosé
T —czas
9 — kat
b .
N Wy = i stosunek promienia zewnetrznego walca do wewnetrznego

1. Wstep

W wielu elementach maszyn i urzadzen zachodzi konieczno$é okreSlenia nieustalo-
nego pola temperatury wywotanego naglym ich ogrzaniem.
Zagadnienie, stanowigce przedmiot niniejszej pracy wystepuje przy analizie warunkéw
“pracy rur ekranowych kottéw konwertorowych [1] a takZe przy ogrzewaniu rurociagéw
stuzacych do przesylania lepkich produktéw przerdbki ropy naftowej i wegla [2, 3]. W wy-
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mienionych wyzej przypadkach néleZy okreéli¢ nieustalone pole temperatury w nieskon-
czenie dlugiej rurze grubodciennej ogrzanej nagle na zewngtrznej powierzchni zmiennym
w czasie, kolowo-niesymetrycznym strumieniem cieplnym i chlodzonej konwekeyjnie na
wewngtrznej powierzchai.

2. Okreslenie pola temperatury

Rozklad temperatury w poprzecznym przekroju wydrazonego walca wyznaczony zo-
stanie przy nastepujacych zaloZeniach:
1. Wiasnosci cieplne materiatu walca sg stale I niezalezne od temperatury;
2. Strumien cieplny na zewnegtrznej powierzchni walca jest staly wzdhuz jego osi;
3. Wspblezynnik wnikania ciepla od wewnetrznej powierzchni walca do nosnika ciepla
jest niezalezny od czasu i temperatury;
4. Temperatura nosnika ciepta 6. i poczatkowa walca 6, s4 sobie réwne i wynosza 6.
Przy powyzszych zalozeniach pole temperatury okreslone jest réwnaniem przewodzenia
ciepla '

2.1

ot(r,p, 1) o*(r, p, 1) n 1 o, e, 7) + 1 21, e, 7)
vl e r o R PR

warunkami brzegowymi-

22) S A CYOREY
. r —b "
3 pACBD ] g, Dhws 120

1 warunkiem poczatkowym
(2.4) tr, @, Yoo = 0.
Rozwiazanie tak sformulowanego zagadnienia przeprowadzone zostanie w dwéch eta-
pach. Nizej zostanie okreSlone pole temperatury przy skokowym wzroscie strumienia

cieplnego na zewnetrznej powierzchni rury, tzn., zef(v)=1dlat>0i warunek brzego-
wy (2.2) przyjmuje postaé

oKr, @, 1)

2.5 ) N 7 =

(2.5) A P L q(p) t>0,
gdzie

(2.6) : q(@) = qo+ 2 g cosng.

n=1

W nastepnym punkcie uwzgledniona zostanie zalezno$¢ strumienia cieplnego na zewngtrz-
nej powierzchni walca od czasu za pomoca catki DUHAMELA. [4].

Najpierw okreSlone zostanie pole temperatury przy skokowym wzroécie strumienia
cieplnego.
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Stosujac do rownania (2.1) i warunkéw brzegowych (2.5) i (2.3) przeksztalcenie Laplace’a
i uwzgledniajac warunek poczatkowy (2.4) otrzymuje sig

T 1T 1 BT _p .
@D - e e T e T
2.8) Z%—rj—' Z n cosng,

r= b
| : T

(2.9) Al = Thea,
gdzie
(2.10) T(r,p,p) = f tr, p, T)e Pdr,

0

Réwnanie (2.7) stanowi réwnanie Helmholiza, ktore tatwo mozna rozwmczaé metdda
rozdzielenia zmiennych. Zaktadajac rozwigzanie w postaci

(2.11) T=T,(NTyp)
i podstawiajac je do (2.7) otrzymuje sig
rr 4T, r dT, 22 1 2T,
@12 T @ T g T T e
Z (2.12) otrzymuje si¢ 2 réwnania réZniczkowe
daxr, 1 dT, . M
(2.13) pre R » —(k + T, = Q,
gdzie
P
2 —
(2.14') k? = o
oraz :
2
(2.15) %—ﬂﬂTz =0.

Rozwigzaniem (2.13) jest
(2.16) T, = AuL(kr)+ B, K, (kr), .
a réwnania (2.15)

2.17) T, = C,Lsin(/up)+D,,cos;(u<p).

Z uwagi na warunek brzegowy (2.5) a takze na fakt, Ze temperatura T powinna by¢ jedno-
znaczna funkcja kata ¢ rozwiazanie (2.11) powinno byé funkcja okresowa o okresie 2m
a zatem p powinno byé¢ liczbg catkowita.

Poza tym z warunku (2.8) wynika, Ze C, = 0.
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Wprowadzajgc oznaczenia 4, D, = A, i B, D, = B, rozklad temperatury wyraza sig
zaleznoScia

(2.18) T, = [A,I,(kr)+ B, K, (kr)lcosne, n=1,2,3,...

Postepujac podobnie jak w powyzszym przypadku, dla n = 0 pole temperatury okresfa
zaleznos¢

(2.19) To = (Co+ Do - ¢)[Ag Lo(kr)+ Bs Ko(kr)]

Ze wzgledu na symetrig strumienia ¢'(¢, 7), tj. ¢'(— @, 7) = ¢'(p, 7), Do = 0. Oznaczajac
Co- Ay = Ay i CyBy = By, Ty wynosi

(2.20) Ty = Ao Io(kr) + Bo Ko(kr).

Ostatecznie pole temperatury w dziedzinie obrazu w wydrazonym walcu okresla zZalezno$é

(2.21) T = Ao Io(kr)+ By Ko(kr)+ ) [AuI,(kr)+ B, K, (k)] cos(np)

n=1

oraz warunki brzegowe (2.8) i (2.9), ktére zapisane zostana w nieco innej postaci
dlan=20 '

2.22) 3 00 P) L=
2.23) A%ﬁ’f’l = aTy(a.p),
orazdlan=1,2,3,.... | -

(2.249) AET'—'(’%Q . = %q,,cosmp,
(2.25) | AW = aT(a, @, p),

State d, i By wyznaczone z warunkéw (2.22) i (2.23) po podstawieniu do nich (2.20) wy-
noszg )

kK, (ka) + = Ko(ka)

(2.26 Ay =
) | °=Fp kpolR)
kI, (ka)— % Io(ka)
2.2 By = :
@2 S R TTN(3)
Stale 4, i B, zostaly wyznaczone z wykorzystaniem zwiazkow [5]
oly(kr) !
T = k[l (kl) s
(2.28) oKy (kr)
olKr
or - _kKl (kr):
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W wyrazZeniach (2.26) i (2.27) y,(k) oznacza
(2.29) ’Po(k) = % [Ko(ka) I, (kb)+ K, (kb)Io (k)] + k[K,(ka) I, (kb)— K, (kb)1,[(ka)].

Stale 4, i B, wyznaczone przez podstawienie (2.18) do (2.24) i (2.25) okre$lone sq wyra-
Zeniami .

% K, (ka)+ % K,(ka)+kK,_,(ka)

qn
2.30 Ay = ’
(2.30) T T w®
o n y
| - I,(ka)— — I(ka)+kI,_(ka)
231 B, — _dn ,
gdzie

(2.32)  yu(k) = [% Ky (kd) + % Kn(ka)+kK,.-1(kd)] [— %In(kb)+k1n-1(kb)] +

+ [ - % I(ka)— % 1,(ka)+kI, 1(ka)] [ -5 Ko(kB)— kK, -, (kb)] -

Przy okre$laniu (2.30) i (2.31) wykorzystane zostaly zwiazki [5]

aLkry  m .
— =~ TI,,(kI)'*"kI"—l(kr);
(2.33) oK (ke
—EE‘ r? = —%Kn(kr)‘—kKu—l(kr)‘

Pole temperatury w $ciance walca okreSlone zostanie za pomocg odwrotnego przeksztal-
cenia Laplace’a

y+ico

: f
.34 ~ - " .
(2.34) 1,9 0) = " T(r, 9, p)dp.

y—loo
Transformata T'(r, @, p) okreslona wzorem (2.21) jest jednoznaczna funkcja p tzn. T'\r, p—

—]/ﬂ) =T (r,tp, ]/ﬂ) oraz stanowi iloraz dwéch uogdlnionych wielomiandw
b

X
wzgledem p, przy czym stopien licznika jest nizszy niz stopien mianownika (Dodatek A).
Spelnione sa wiec warunki zastosowania reguly Heaviside’a [6] (Waszczenki-Zacharczenki
[4]) przy wykorzystaniu odwrotnej transformaciji Laplace’a. Najpierw okreslone zostang
bieguny transformaty T(r, @, p) tj. bieguny (2.21).
Z analizy (2.21) wida¢, ze pojedynczy biegun istnieje w p = 0 oraz wielokrotne bieguny
réwne pierwiastkom réwnan charakterystycznych:

(2.35) po()=0 dla n=0
(2.36) v()=0 dla n=1,2,3,...
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Dla wyrazenia (2.35) i (2.36) w funkcjach Bessela od argumentu rzeczywistego wprowa-
dzone zostanie podstawienie

(237) kn,ma = iyn,m = l/% a,
stad .
(2.38) Koy = ’7:1-'" , zatem  Kymb = iy mivg.

Podstawiajac (2.37) i (2.78) do (2.29) otrzymuje si¢ dla n = 0
(2.39) % [Ko(yo,m) I1 (iwo Yo, m)+ Ky (iwe Vo, m) To(iyo,m)] +

I ™m
+ 72 [Il (iwo Yo, m) K, ('70 m) K, (lwo Yo, m) I (170 m)]

ktére po przeksztalceniach mozna zapisa¢ w postaci

(240) . Bi[JO(yO. m) Yx(wo Yo. m) - Jl (wo Yo, m) YO(yO. m)] +

+}/o,m [Jl(yo,m) Yl(woyo,m)_'ll(wo'yo,m) Y1(70.m)] = 0,
gdzie ‘

. aa
BI—T.

Nastepnie rozwazone zostanie réwnanie charakterystyczne (2.36). Podstawiajac (2.37)
i (2.38) do (2.36) otrzymuje sie

(2-41) W(P) = [BiKn(iyn. m) +nk, (i}/.,, m) + i%_., mKu—1 (l'y,., m)] [ - ”'I:‘ In(iwo Y, m) +
+kI,_ (iwg Va. m)] +[—BiI, (iyn, w) = L (i, m) +

. . n . ,
+ lyn.mIn-— 1(’7»1, m)] [ - 'b— Kn(lwo yn. m) - kKn-— 1(“‘)0 yn, m)] = 0

Przeksztatcajac réwnanie (2.41) otrzymuje si¢ rdwnanie charakterystyczne wyrazone
w funkcjach Bessela od argumentu rzeczywistego

242) [~ BiXy(Vn,m) = nYu(Yn,m) + Vo, Yoo s V)] [ 1T(@00 Y, m) +
+wo)’" "' L 1(600 Vn, "') +[ BIJ (yn m) nJ, (yn m)+yn n— 1(7:1 m)] [nY (wo Vn, m)
—WoYn,m .,-1(6007»,»:)] =0.

Wyznaczanie pierwiastkéw réwnan charakterystycznych: (2.40) i (2.42), ktére sa réwna-
niami przestepnymi jest dosyé klopotliwe. Z tego tez powodu brak jest dostatecznie obszer-
nych tablic tych pierwiastkow. Wartodci pierwszych dziesigciu pierwiastkéw réwnania
(2.40), dla wo = 1,15 1,2; 1,4; 1,6; 1,81 2,0 oraz Bi = 5, 10, 20, 40, 60 i 80 podano w pracy
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[7]. Jest to jedno z najbardziej obszernych, w dotychczasowe;j literaturze zestawier pie-
wiastkéw réwnania (2.40). W pracy [8] obliczono dwa pierwsze pierwiastki dla w, = 1,25
i 1,5 oraz Bi = 0,5; 1;°3; 5; 7; 10 a w pracy [9] rowniez dwa pierwsze pierwiastki dla
wo = 1,5; 1,75 2,0; 2,5; 1 3,0 oraz Bi = 0,2;0,5; 1; 2; 3;41i 5.

Kilka warto$ci pierwiastkéw omawianego réwnania przytoczono réwniez w [10].

Pierwsze 10 pierwiastkéw réwnania (2.42) dlan = liwg = —3—1 wo = 1,6 oraz Bi = 3;

5; 10 i 20 obliczono w pracy [1]. Bieguny transformaty (2.21) leza na osi rzeczywistej,
K m
a2
Jak juz byto powiedziane, odwrotne przeksztalcenie Laplace’a wykonane zostanie
wg wzoréw podanych przez Heaviside’a [6]. Poniewaz p = 0 stanowi biegun pojedynczy
a Pa,m DOjedyncze bieguny wielokrotne, wiec #(r, @, 7) okreslona jest wyrazeniem

niedodatniej plaszczyzny zespolonej p, gdyzp = 01 p, ,, = —

B (0) | N\ 2P0 . N\ #PoPom) g e
(2.43) t(r’ ¢’ T) [k3 (0)]' "=l [kzw”(o)]l n'=l [kswo(p()I "l)]l e +
%D (pn m) Py m®
" 2 ,,,2 ol ¢

Wyrazenia @y, D, i yo 1 y, okrelone sa w dodatkach i wynikaja z zapisu transformaty
(2.21) w postaci

wBok) |\ P (6)
Byl T 1 T,

(2.44)

Pole temperatury w walcu, wyznaczone wg (2.43), po wykonaniu odpowiednich przeksztal-
cen (Dodatek B) okreslone jest wyrazeniem

_ b __1__
245 9,71 =— (Bl +In 7)+
r
+7Z(Ioa —~ NO(VO,nI)JO(FVO,m) Lo('}’o m)Yo( Yo, m) e‘?‘g,m’:"+
A Lo(yo.m) (00, n)
=1 olYo.m) Bi2 42 1\Wo VYo, m
yo,m[-’x(wo’}’o,m) (l' ¥6.m) Lo(’}’o,m),
w i’_—b ol (Bi+n) ' o\ ;{"b w3(Bi—n) 2\
+2 Bi(w} +1)+ﬁ(co§"—1) (—) " Bi(wZ+ D+ n(wd*—1) (_‘) cosng+

ne=1

N
00 0 N n,m J n, +L n,m Y ( n,m )

NRSRREY (Vn,m) (y m ) Vn,m) Ynl¥ e

2/ . Gn(ym.n) . .

n=1 m=l
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. . oaa T
gdzie: Bi = T Fo = o
No(Yo,m) = Yo.m Y1 (Yo, m)+ BiYo (Yo, m)»
Lo (¥o,m) = Yo,mJ1(Yo,m)+Bilo (Yo,m)s
L, (yn.m) = BiJ, (yn,nx)—yn;mJn—l(7n.tn)+an ('}'n.m):
(2 46) Nn(yn,m) = —BiYn(yn.ln)+yn.mYn—1(yn.m)_n(yn(yn,m)'

M, = _%J:x(woyn,n-)+7n.mjn~l(woy""")’
0

n2 L,, ()/,, ,,,) 2 2 2 Mn ('}'n.m)
= 2 — ——‘—"— "—B - n.m. T, T N .
GV, m) (yn,m o ) M, () +(n*— Bi® —y5,m) T . )

Wzér (2.45) wykorzystano do obliczenia pola temperatury w rurze ekranowej kotta kon-
wertorowego typu OKG-100-3G. Do obliczen przyjeto nastgpujace dane: w, = 1,26667
(rura 38 x4), Bi = 3,0. Strumien cieplny na zewngtrznej powierzchni rury (obcigZenie
cieplne) okre$lony jest zaleznoscia (rys. 1) [1]

q(@ =0 t<0,

(2"?7) q'(p) = 0,515g,+0,485g, cosp ¢t > 0.

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono rozklad temperatury w $ciance czolowej (¢ = 0°)
i tylnej (p = 180°) omawianej rury, dla réznych wartosci liczby Fouriera.

Rys. 1. Rozklad strumienia cieplnego na zewnetrznej powierzchni wydrazonego walca

Jak juz zaznaczono na poczatku niniejszej pracy okre§lone zostanie réwniez pole
temperatury w walcu. przy strumieniu cieplnym na zewngtrznej pobocznicy zmiennym
w czasie, wykorzystujac catke Duhamela [4]. Jest to mozliwe ze wzgledu na fakt, 2e za-
réwno réwnanie przewodzenia ciepla (2.1) jak i warunki brzegowe (2.3) — (2.5) sa liniowe.
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4
«10?
54

wp=1,26666
Bi=30; ¢-0°
48

07,0 0,96 0,92 088 0,84 080 r/b
Rys. 2. Rozklad temperatury w $ciance walca dla ¢ = 0 rad przy skokowym wzroécie strumienia ciepl-
" 1A
nego =
g0, )

Jezeli przez t(r, @, T) oznaczy¢ rozklad temperatury (2.45) wyznaczony przy skoko-
’ .' (r) . . . .
wym wzroscie strumienia cieplnego a przez t(r, ¢, T) przy zmiennym w czasie strumieniu

— ()
cieplnym, to catka Duhamela okresla zwigzek migdzy (¢, @, ©) 1 t(r, @, T)

© N
(2.48) (0,0, = [ 16) 5= 10, 9, - O)dk.
0

Niiej' okre§lone zostanie pole temperatury dla przypadku gdy funkcja f{7) w warunku
brzegowym (2.2) ma postaé rys, 4
(2.49) f@) = 1+c7,
gdzie
¢ jest stalg : -

Dla, uproszczenia dalszych rozwazafi temperatura okre§lona wzorem (2.45) zostanie
zapisana w nieco odmiennej postaci :

w0 W
— 2
(2.50) tr, @, 1) = Ls(r, @)+ § § W, @, Ynme Y md©

n=0m=1

5 Mech. Teorct. i Stos. 2/79
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1*
*10?
42 wp=1,26666

Bi=3,0; p=180°

a1

006
) 04

0
0,0;\\
=007
OM

10 096 092 08 084 080 rfb

Rys. 3. Rozklad temperatury w $ciance walca dla ¢ = x rad przy skokowym wzroécie strumienia cieplnego

A
t* =

Gmb

Yolr o)

—

lgo=c

q(w)

Rys. 4. Zmiany strumienia cieplnego na zewnetrznej powierzchni walca w zaleznodci od czasu

gdzie:

_ qob 1 r
(251) ts (I‘, ‘P) = ) (E +]n7) +
G0 (Bi-+ni) O

- An Ar b Bimn)
+ 2 | w1 (7) T BT+ D+n(wi—1) (7) cosne,
ne=l
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oraz

r ¥
q" -a Nll('}}n,rn)‘]n('}’n,m—a’) +Ln('}}n.nx)yn('}’n,n|_a—)
A Gn('}’u. m) Gn ()’u. m)

Latwo zauwazy¢, Ze czes¢ nieustalona wyrazenia (2.45) zapisana _]eSt w (2.50) nieco inaczej.

(2.52) W@, @, Ynm == coshg .

Sprawdzxé jednak mozna, Ze z X

x ™ o uwzgledniajac zwiazki J_,(x) = (—-1)"J,(x) i Y,,,(x) = ( —1)”Y (x) gdzxe
n=1,2, ..., zaleznosci (2.45)1i (2.50) sa identyczne. Podstawiajac zatem (2.49) i1 (2.50)
do (2.48) otrzymuje si¢ temperaturg przy strumieniu cieplnym na zewngtrznej powierzchni
walca zmieniajacym si¢ w czasie

@53 : ’m_f(“”"t) ot [l (r, ¢)+Z Z W, @, o) €70 M]d«s

Fo *

n=0 m=1
© ©
y2
Y 2 Wi g S S W g4
n=0 m= n=0 m=1
. 0 0 0 ©
\1 \' c¢a A ca
mome1 T n=0 m=1 Vamt _
« [c¢]
Y
“‘Z ZCW(I', '2 yrx,ﬁl)‘ T.
n=0 m=1

Wynik ten mozna nieco uproscié wykorzystujgc warunek poczatkowy (2.4), z ktérego
otrzymuje sie

(2.54) (r,p,0) = 1,(r, 9+ 2 Z W, @, Ynm =0,
n=0m=
skad |
@55 W) = — Z Z W(r, @, Vo,m)-
n=0m=

Uwzgledniajac (2.55) w (2.53).otrzymuje si¢ ostatecznie

2.56) 190, @, 7) = (14¢- D)1(r, @)+ 22 W(r @, Pume” " 4

n=0 ;-0

2 b ] N 1 2
Lo AR S o O R
x '}’ n m

n=0 m=1

5%
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Z analizy wyraZenia (2.56) wynika, ze dla dostatecznie dtugiego czasu temperatura wy- '
nosi .

2.57) 1® = (l4+c1)t(r, ¢)+—ZZ

n=0 m=l

Jest to temperatura w §ciance rury w tzw. stanie quasi-stacjonarnym. Zauwazmy, Ze pierw-
szy czlon (2.56) reprezentuje temperaturg ustalona w wydrazonym walcu wywolang
aktualna wartoscia obciaZenia cieplnego, tj. ¢'(p, ) = q(p)(1+c7). Drugi czlon przed-
stawia skladowa temperatury niezaleZng od czasu. Spadek temperatury w $ciance walca
jest wiekszy w stanie quasi-stacjonarnym niz w stanie ustalonym (przy tych samych war-
tosciach strumienia cieplnego na zewnetrznej powierzchni walca).

3. Uwagi koncowe

Otrzymane w pracy zalezno$ci pozwalajace okresli¢ pole temperatury w walcu przy
kotowo-niesymetrycznym ogrzewaniu strumieniem cieplnym jego zewngtrznej pobocznicy
i chlodzeniu konwekcyjnvm wewnetrznej sg dosyé skomplikowane. Rozwiagzania przed-
stawione w pracy sg jednak szybkobieine, co ulatwia praktyczne ich zastosowanie.

Nalezy réwniez zaznaczyé, ze otrzymane rozwigzania dla przypadku gdy « = 0 nie
obowiazuja i przypadek ten nalezy rozpatrzyé oddzielnie, moga by¢ natomiast stosowane
w przypadku gdy a — co.
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w2

® s

Dodatek A

Wykazane zostanie, Ze transformata T(r, @, p) = To(r, p)+ To(r, @, p) (2.21) stanowi
iloraz dwéch wielomianéw wzgledem p, przy czym licznik jest wielomianem niZszego
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stopnia niz mianownik oraz, Ze transformata T(r, ¢, p) (2.21) jest jednoznaczna wzgledem
p, tzn. zachodzi zwiazek

(AI) T(r, %"k)’—'T(",‘P»k),
gdzie _—
(A2) kF:l/i"

RozwaZania ograniczone zostana tylko do T,(r, @, p), gdy% w identyczny sposéb mozna
je przeprowadzi¢ dla To(r, p). Transformata T,(r, ¢, p) zapisana zostanie w postaci

(A.3) T(r ®,p) = 2 kz%(k)

n=

Wyrazenia @,(k) i p,(k) okreslone sa w dalszej czeéci dodatku. W celu przeksztalcenia
@,(k) i p,(k) wykorzystane zostana definicje funkeji Bessela

( z .)Zk
ns wo- (3] Sty

Funkcje Bessela spelniaja zwiazki [5]
. 1) = 1I,(—2) gdy n jest liczba parzysta,

(A.5) —I,(2) = I,(—2)  gdy n jest liczba nieparzysta
‘oraz

(A.6) K,(2) = (=)', (z)ln( )+ W, (2)+V,(2),
gdzie

n+k

Z) n+2k . .
(A7 wie = 57 Z !umk)' (Z | +72 1’_)

I=1

n=1] ’
1 (=DEn—k—~1" {2 Y*" 3
(A.8) V.(z) = 5 kE_o A 5 , n=0,1,2,..,

v = ¢ = 1,781072418, y — stala Eulera.
Z uwagi na (A.7) i (A.8) zachodzg zwiazki

Wu(2) = Wy(-2),

A9 L
(&.9) V(2) = V,(—2) gdy n jest liczba parzysta
oraz

— W,,(Z) = W,,(-—Z), }

A.10 o . ¢

(10 ~Va(2) = Vu(—2). gdy n jest liczba nieparzysta
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W oparciu o podane zaleznodci przeksztatcony zostanie licznik To(r, ¢, k) (A.3), a mia-
nowicie .

(A1) @,(k) = "7{[% Ko (k) + 2K, (ka)+kK,,_1(ka)] 1(k) +
+ [— 2 1@y -kl (k)= 1, (ka)] . Kﬂ(kr)} _
= —q—}’:"—{‘%(— 1)"4-1111("’_/2("1‘) In (kd)[” (kr) + %(___ 1)n+1 %

‘ xn(”_’;‘l) L, (ka) I, (kr)+ (~ 1)1 (’—;‘i‘) k- T, (ka) I, (k) —

_ %(__ ])n+1 In (fg_r)["(ka)l,,(kr)— —’(;1[—(‘ 1)""'1]11 (_'Vlzc—r) X

”’;’ ) kI,_ ,(ka)I,(kr)+ P(k) } .

x I, (ka) I, (kr) + (- 1)"*! ]n(
Ostatecznie po prostych przeksztalceniach otrzymuje sig

(A12) O (k) = "7"{(- 1)"+l°‘71n (_‘;’_) I, (ka)f,,((cr)+

+ ’é— (=1y*'ln (_‘j_) 1L,(ka) I,(kP) + (= 1)"In (%) kI,_,(ka) I, (kr)+ P(k')} ,

gdzie
(a13 PO = 1 k) + v+ itk +Vika) +

+ kW, (ka)+V, -, (ka)]} I, (kr)+

+ qT[ — 1 (k) = -1, (k) + ke, _ (k) - W, (er) + Vi (k).

Z analizy (A.12) i (A.13) z uwzglednieniem (A.5), (A.9) i (A.10) oraz faktu, ze I,(2) jest
wielomianem uogéinionym [4], tj. zbieznym szeregiem potggowym o wykladnikach, ktére
sq liczbami paturalnymi, nalezy stwierdzi¢, ze ¢.(k) jest uogélnionym wielomianem pa-
rzystym wzgledem k, a wiec zachodzi zaleznogé

(A.14) ¢n(k) = ¢n(—k)

Yatwo si¢ o tym przekonaé obliczajac wystepujace w (A.12) i (A.13) iloczyny funkcji
Bessela I, i I,-, oraz wielomianéw W,, W,_,, V,, V,_, zgodnie z regutami mnoZenia

szeregdw potegowych [6]. Wielomian ten posiada wyraz wolny, ktéry powstaje jako skla-
dowa iloczyndéw IV, i I, V,_,.
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- Tak wigc z przeprowadzonej analizy wynika, Ze ¢, (k) jest réwniez wielomianem wzgled-
aym p (po uwzglednieniu (A.2)). Nastgpnie rozpatrzony zostanie mianownik (A.3)

(A15) Ky, (k) = k2{[%K,,(ka) + %K"(ka)+_k1<";1<ka)] X
_ n « n 1
x [— L (kB)+ T, (kb)] + [— L (k) = -1, (ka) + KT, (ka) | %

o+ [_ %K,, (kb)—kK,,_l(kb)]} = kZ{i}[(—n"HI,(ka)m(”kTa +

+ W, (ka)+V, (ka)] + ’—‘:[(— D"+, (ka) In ( vlzca) + W, (ka)+V, (ka)T +
+k[(—1)"1,,_1(ka)ln (”"T") ¥ W,,_l(kd)+V,,_1(ka)]} X

x [— %1" (kb)+k1,,_1(kb)] i [ - %In (ka) — %1" (ka) +kI,,_1(ka)] X

y {_ L [(_ 11T, (kb) 1n(—””2‘—b) T Wa(kb)+ V,._(kb)] -
—k [(* 1YL, (kB In (”—’2"’—) Wy (kB + V1 (kD) }

Ostatecznie po prostych przeksztalceniach otrzymuje sig

(A16) K2y, (k) = kZ{% —1)"*Un wo 1, (ka) I, (kb) —
—~ %(- 1"+ Unwe I, (ka) I, (kb) + fb’l(— 1) In wo 1, (kb) I, - , (k) —

— (= 1)k In wol,_ ,(ka)I,_ ,(kb) + ia(- 1)k In o, (ka)I,,_l(kb)} +0(h),

gdzie

(W11 QW) = B,k + Va1 W, k) + Vi +
k) Vs |~ T, ) 60|+
+k? [ - %I,, (ka)— %I,. (kay+kI,_ 1(/{(1)] X

x{—-% (W (kB) + ¥, (kBY] — K[ W, (kD) + Vn_1<kb)]}-

Podobnie jak w przypadku licznika i mianownik jest wielomianem o wykladnikach pa-
rzystych (wynika to z analizy (A.16) i (A.17) a wiec zachodzi zwigzek

(A.18) (= kY pa(—k) = kPp,(k).



232 ’ ) J. TALER

Z poréwnania (A.12) z (A.16) wynika, Ze stopien licznika jest nizszy niz stopien mianowni-
ka. Poniewaz ¢,(k) i p,(k) sa parzyste wigc T, (r, @, p) (A.3) jest jednoznaczna funkcja p,
gdyz

(A.19) To(r, @, (—Kk)) = To(r, 9, k).

Tak wiec transformata T (r, @, k) (A.3) spetnia warunki konieczne i dostateczne zastoso-
wania wzoréw Heaviside’a (2.43). Latwo sprawdzié, ze warunki te spetnia réwnieZ trans-
formata To(r, k).

Dodatek B

Dla jasnoéci rozwazan temperatura t(r, @, T) (2.43) zostanie zapisana w postaci

®.1) (0,00 = o)+ 3 50,9+ Y 109, 0,
n=1 n=0
gdzie
' 1o (k) _ P, (k)
(B.2) R VN ) i o 2
. R T u(D (k) — 1 09'1 Q)n (k)
{B.3) ta(r, @) = LIE;Z [kz ) (k)]' Ll_l;% i [py, ()] ’

oraz

. v
D, (k) 2, (k)
B.4 hr, @, 1) = o € ePt — __—,epr .
B D= 2y g, 07 |, v = Lt TopaGT | trnm
Znak pochodnej odnosi sig do réAmczkowama po p. Najpierw obliczona zostanie skla-
dowa £, (r).
Mianownik (B.2) wynosi

d
(B.5) [Pkyo K] = d—p[Pk% (R)] = kyo (k) +plkyo (O,
gdzie yo(k) okreslone jest wyrazeniem (2.29)
Zatem
(B.6) lim [pkyo (R = lim {feyo (k) +p[kyo (K] 3.
- P~

tatwo wykazaé, ze
lim plky, (k)] = 0,
p-0

a wige

®.7) lim - [pkyo (9] = iy 0.
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Przy obliczaniu (B.7) wykorzystane zostana nastg¢pujace zwiazki, zachodzace w przypadku
funkcji Bessela dla malych wartodci x, tj. gdy 0 < x < 1 [5]

1 x\
ho = gty (3.

(B.8) 5 | 2\
Ko(x) R~ ln'?ug, K;,(X) S 71—1(71)(;‘) , = 1, 2, ves

Podstawiajac (B.8) do (B.7) otrzymuje si¢

) 1 2 kb o 2 kb
®9)  lim ey ()] = "['z"‘.(%z) (7) +hn (T) (—2—) -

Licznik wyrazenia t,(r) (B.2) wynosi natomiast

(B.10) lim bo (k) = lim —q/{’— {k[]o (kP)K, (kay+1, (ka)Ko (kr)] +
f 4ad D

o
+ 'y o (kKo (ka)— Iy (ka)K, (kr)] } .
Uwzgledniajac (B.8) w (B.10) otrzymuje sie

: : _ Qo 1 2 a2 ka o), 2] _
(B.11) ng&¢o(k)— 2 {k "2"k_a+71n715+(k ———-)ln—" =

G|l af 2 2 _G_OLL“_L)
=7 L*T(’“m“mﬂ" 2 [H 7 )

Ostatecznie, po uwzglednieniu w (B.2), (B.9) i (B.11) #, (r) wynosi

! + alnr
@ @ A _gqob(1 v
(B.12) to(r) = 7 5 = (Bi +In P
Acb _ :
W identyczny sposdb mozna wyznaczyé sktadowa 13(r, @) (B.3), ktéra wynosi
g.b 1 . qn" b | nini
— e b (Bitn) T a"w(Bi—n) I
cos(ng).

13) 43,9 = - e -
(B13) i (r, 9) Bi(wd+ D +n@d—1) By +D+n@i—1)
Do obliczenia t(r, ¢, 7) (B.1) pozostala jeszcze jedna skiadowa 1,(r, p, 7) (B.4).
Najpierw obliczony zostanie mianownik (B.4)

(B.14) Loy (kY] = ;p_[p% 0] = v, () 4p dw(;p(k),

gdzie p,(k) okreslone jest wyrazeniem (2.32) Z uwagi na (2.41);
Y (k) =0
P LI L

fyn, m
=
a
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i
(B.15) p k) _ dpn ) dk 4, 11 dp, _ 1, dy,(k)

g P dk dp 2k Tdk T 2T @k
(B.14) wynost "

~ (B.16) [pyn ()]

o @)
k=TT 2 T)

lk = iynym .
a

Pochodna 4y obliczona z wykorzystaniem zWiqikéw [5]

PP
d’; (lfxl - _ %1 (ex) + xT,_; (kx),

o i?};ﬂﬁ = (kx)—% o1 () + %1, (k)
__%x_) - - %K,, (kx) = xKq_s (kx),
At 08 _ B g (o)~ K () K k)

I réwnania charakterystycznego (2.36) zapisanego w postaci
2K, (ka)+ LK, (ka)+kK,_ , (ka)
A - a
(B.18) - =
— 5 Kn (kb) — kK, 1 (k)

- %I,, (ka)+Kl,_, (ka) — %1" (ka)

= — p = Q.
— Ty (eb) + I, (kb)

wynosi

B %{— O e () (k) £ 1, (kD (k)] +

+ 1, (kDKo (k) T, (k) K, (k) Kl (K, - k) +
o (KO, (ka)]} + e{ O U (KB Ko (KB) Ty (DK (KB

—~k*b[1,-, (kb)K, (kb)+ I, (kb)K, _ (kb)]} :
Uwzgledniajgc zwiazki [5]
o (KK, (k) +1, (k) K,y (k) =,
(B.20) 1

In— 1 (kb)Kn (kb) +In (kb)Kn— 1 (kb) = k—b:
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w (B.19) otrzymuje si¢

dw:l (k) ( . n? 1 o? n? 2
zatem . :
1, dy, (k) . ( Vrom n?
(B.Z?) (—2—/( dk k= —”";"" = 20 e\i— Voo Y +

1 :
- 'y (n2 —Blz—%zn, m)
o)

Dia obliczenia Q(W—Z"’—) wykorzystana zostanie prawa strona (B.18).

lj/ - ~I (l%. m)+ y" i n— 1(1%. m) (lyn m)
(B.23) 0( ;‘"') = — =
[ (’wo yn m)+ n 1(1600%. m)

~)nl

N 1 1 1 .
o 3 WYy m 50 n zn
= - |— —62 J (yn m)+ y 2 -/:.—1()/..,'")——02 Ju (yrl,rn)] X

) n —%rmi l'}/nm 2(" l)’” -t
X —76 J(a)o'}/,, m)+ Ju- 1(0)07}",!11) .

1
. —nni
Po podzieleniu licznika i mianownika (B.23) przez ¢> i uwzglednieniu, e

—lni
(B.24) et = cos(—%)ﬂ'sin(.— %)= —i
otrzymuje sig
(B.25) 0= — _‘igl_-]_n_('}/n,m)‘i‘yu,mJn—l('yn.m)'_an(Vn.m)

i .
- "_'_Jn (wO Va, m) +yn, mJn-— l(wO Vn, m)
Wo .

uly - fvnm gdzie @, (k) okre§lone jest wyrazeniem
a
(A.11). Podstawiajac do @,(k), k = I%'T"" otrzymuje sig

1 =g,

B.26 j Yoom ) L T ”)
( 2 ) (,b,,(l u ) 2[1 2 { BIY (% m) nY-n (yn m)+yn m u 1(’}111 m) (%. m +

. r
+ [Bf-,n(?/n, m) +n‘]n(yn, m) —Vn, mJn—l(yn, m)] Yn (7:1. m';)} cosng.
Po podstawieniu do (B.4): (B.22), (B.25), (B.26) i uwzglednieniu ze
(B27) ept k= lyn,m = ekz)ﬂ k= Ynem = e n, '"Fo
a a

otrzymuje si¢ f,(r, ¢, 1) )
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Po podstawieniu £,(r) (B.]2), t3(r, ¢) (B.13) oraz t,(r, ¢, 7) do (B.1) otrzymuje sie tempe-
rature £(r; @, 1) ktorej postac jest nieco odmienna od wyrazZenia (2.45). Latwo jednak

wykazaé, ze 2 t,(r, @, T) mozna przeksztalci¢ do postaci

n=0

(B.28) Z W, @, ) = to(r, @, 7+ Z ta(ry @, 7)
. n=1}
gdzie .
r Z  Fo
o [No-]o (’_7’0. m) —Ly Yo( Yo, m)] Trom
(B29)  1o(r,7) = 204 M ¢
y 4-:-{ LO (B2 2 ) Jl (wo?’o.m)
= Yo, m m- e ) LT*
zapisujac w (B.I) oddzielnie czion 14(r, @, ©) i przeksztalcajac go za pomoca zwiazkdéw [5]
()= —J, (%)
(B.30) a L
() =Y, (%

do postaci (B.29).

Pesome

HEYCTAHOBHUBIIHMECA, KPYITOHECUMMETPHUYHOE TEMIIEPATYPHOE
ITOJIE B BECKOHEUYHOM INOJIOM UHWJIIMHIOPE HATPEBAEMDLIM
HA BHEINHEW ITOBEPXHOCTHU

OmpefiesieH0 HeYCTAHOBHBIIKECH TCMILEPATYPHOE TOJIe B DECKOHEUHOM IIOJIOM LIMJIMHAPE HarpeBa-
€MBIM HA BHEIIIHEH IIOBEPXHOCTH (3aJaH HECHMMETPUUECKHH YISJILHLIH TEIUIOBON MOTOK) M OXIIAXKI3CMBIM
HA BHYTPEHHEH NOBePXHOCTH 1o 3akony Hpiorona. IIpHHAMaeTCsi paBHOMEDHOE DPACCIIPEICIIEHHE TeM-
mepaTypnl B HaYanbHbIH MOMEHT BpemeHH. PellleHMe IOIy4eHO C MOMOWIBIO MHTErPASIbHOrO Ipeobpaso-
Bapust JIamnaca Mo BPCMEHH K METOJa PasieNicHHMA IIEPEMEHHBIX. MaTepuan UHMMHLPA CYUHTACTCH OJHO-
POJHBIM ¥ H3OTPONHBIM I CCO TCPMHUECKHE CBONCTBA HE 3aBHCAT OT TEMIIEPATYDRI.

Summary

UNSTEADY, AXIALLY NONSYMMETRIC TEMPERATURE DISTRIBUTION
IN AN INFINITE HOLLOW CYLINDER HEATED EXTERNALLY

The unsteady temperature distribution in an infinite circular hollow cylinder heated externally
cprescribed nonsymmetric heat flux at the surface) and cooled internally by fluid has been calculated. The
initial temperature distribution has been assumed to be uniform.

Solution has been obtained by means of the Laplace transform with respect to tlme and the usual
method of separation of variables.

The considered medium is homogeneous, isotropic, with thermal properties independent of position
and temperature.

INSTYTUT APARATURY
PRZEMYSLOWEJ I ENERGETYKI
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcfi dnia 26 kwietnia 1978 r.
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Streszczente

W pracy podano metode wyznaczania charakterystyk probabilistycznych rozwiazan
réwnan ruchu wahadia podwdjnego o zmiennej dlugoéci poddanego wymuszeniom lo-
sowym. Oparta jest ona na wykorzystaniu stochastycznego réwnania catkowego Volterry
IT-go rodzaju, a nie na wielowymiarowej impulsowej funkcji przejscia trudnej do wyzna-
czenia w przypadku ukladu réwnan rézniczkowych o zmiennych w czasie parametrach.

Wyprowadzono wzory na funkcje korelacji oraz korelacji wzajemne] rozwiazan.
Numerycznie wyznaczono wariancj¢ rozwigzan dla dwéch typdw proceséw stochastycz-
nych bedacych wymuszeniami ruchu wahadla.

1. Wstep

Roéwnania ruchu wahadta podwdjnego o zmiennej dlugosci poddanego wymuszeniom
Jlosowym stanowia ukiad dwoch nieliniowych réwnan rézniczkowych o zmiennych w cza-
sie wspélczynnikach. Przy zatozeniu malych katéw wychylenia wahadfa od pioriu mozna
przyjaé, ze rownania sa liniowe. Nawet to zaloZenie nie pozwala w ogblnym przypadku
na rozwigzanie rozwazanego ukladu réwnan. Dlatego teZz zwraca si¢ uwage na wyznaczenie
charakterystyk probabilistycznych rozwiazania przy znanych charakterystykach wymuszen. ’
W przypadku uktadu réwnan liniowych mozna stosowaé metode wielowymiarowej im-
pulsowej funkcji przejécia [2—6] trudnej jednak do wyznaczenia gdy wspé{czynniki’ sa
funkcjami czasu.

Poszukiwane charakterystyki probabilistyczne mozna jednak wyznaczyé przy wyko-
rzystaniu stochastycznych réwnan catkowych Volterry I1-go rodzaju, ktérymi zajmowano
si¢ w [1, 14, 15]. Podstawowe wyniki teoretyczne oraz aspekty praktyczne wyznaczania
charakterystyk probabilistycznych przy badaniu ukladéw o zmiennej inercji opisanych
réwnaniem rézniczkowym n-tego rzedu byly przedstawione w [7—9, 12}

Rozwazany model wahadla o zmiennej dtugosei jest uktadem dwéch liniowych réwnan
‘ rézniczkowych o zmiennych w czasie wspétezynnikach. Uktad ten zostanie sprowadzony do
dwéch réwnan, z ktérych kazde zawiera tylko jedna ze zrrilennych Dla tego ukladu mozna
juz stosowaé metode wyznaczania charakterystyk podana w [7—10]. Za jej pomoca zo-
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stana wyprowadzone wzory na funkcje korelacji oraz korelacji wzajemne;j rozwiqzzm
a na ich podstawie wyliczona wariancja rozwigzan wg algorytmow zawartych w [11 12, 16]
dla dwdch typow proceséw stochastycznych bedacych wymuszeniami.

2. Réwnanie ruchu wahadla podwdjnego

Rozwazaé bgdziemy wahadlo podwéjne przedstawione na rys. 1. gdzie m, , m; — masy;
1, I, — dtugosé wahadel; ¢, v — katy wychylen od pionu; M, (1, w), M,(1, w)_ wymu-
szenia — procesy stochastyczne.

Do dalszych rozwazan zalozono m,, m,, l, — constans oraz I, = I,(¢). Wykorzystujac
réwnania Lagrange’a [I-go rodzaju otrzymano nastgpujacy ukiad réwnan:

mjlfii7+2m11J L p+ma e+ 21, 1,(p+1 Lipcos(p— @) —1I I p2sin(p— )]+
+(my+my)glising = M, (1, ),

my (13— lllzsm(w (p)+21112<pcos(1,v @)+ Lpcos(p—)+1, L psin(y—p) +
+glysiny] = M, (1, w).

1

Rys. 1

Przy zalozeniu niewielkich wychyled wahadel od pionu ukiad nieliniowy (1) mozna spro-
wadzi¢ do postaci liniowej: .

Ifm, +my) 1 p+2(m, +m2)i1 P+ (my+m)gp+my Lyl = My,

my L [Li+ (-1 p+15+20¢+1p) = M,.

Uktad ten mozna sprowadzi¢ do réwnan 4-go rzedu, w ktdrych wystepuje zmienna ¢
Iub 9.
Wystarczy pierwsze z réwnan pomnozy¢ przez /,, a drugie przez /, oraz odjqc stronami
wyliczajac y za pomoca g, ¢, p. Rézniczkujac tak otrzymane v i podstawiajac do pierwsze-

@



O WYZNACZANIU CHARAKTERYSTYK PROBABILISTYCZNYCH 239

go z réwnan otrzymuje si¢ réwnanie ze zmienng ¢. Aby otrzyma¢ réwnanie ze zmienng ¢ '
trzeba pierwsze z réwnan uktadu (2) pomnozyé¢ przez m,/,, a drugie przez (m, +my)l,.
Po odjeciu réwnai stronami wyliczamy ¢ oraz podstawiamy do drugiego z nich otrzymujac
réwnanie ze zmienng .

Powyzsze przeksztalcenia zastosowano przy zaloZeniu, ze m, = m, = 1 [kg], [, =

=1 [m]: g = 9,81 [?rnz—]’ ‘MJ. = 0:

3) " L) = fm]

1
o«
1
o

otrzymujac ukiad réwnan
19 + 4l E +19,62(1+1)5+ 39,241, o+ 1924722 = ~ M,
L3 + 2005 + 19,620+ 1)+ 39,2403+ 192,47229 = 21, M, +4F, M, +19,62M,.

3. Funkcja korelacji oraz korelacjl wzajemnej, rozwigzan réwnan ruchu wahadla podwéjnego o zmiennej
dlugoscl
Roéwnania ukladu (4) mozna zapisaé w ogdlnej postaci:
(5 a ()X +a3(1)X + ax ()% +a, ()X +a, () x = P(t. w),

gdzie x jest odpowiednio réwne ¢ lub .
Z podstawienia

(6) o a, ()% (¢, ) £ y(t, )
wynika, ze
H
’ B k-1 (U=t yu,w)
4—Kky _ (A=K _ (4—k+D) 4_ RV - . ’
ORES x4 x§ I— ... —Xo =11 (.)f(k—-l)! N0 du,

gdzie przez Xo, Xo, Xo, Xo 0znaczono warunki poézatkowe dla(®,ak=1,2,34.
Wykorzystujac zaleznosci (6) i (7) w réwnaniu (5) mozna je zapisa¢ w postaci stochastycz-
nego roéwnania catkowego Volterry II-go rodzaju:

®) y(t, 0) = h(t,w)— [ K(t, i) p(u, w)du,
0
gdzie

© k(o) £ Pt w)— {as(t)'aé;+az_(t)- [Xo+ Xo-t]+ay(t)- [:'co+3&o-t+ Xor %]+

. N SN
+ao(t) * [xo+x0-t+x07+ xO'—6— }
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oraz jadro,

(1) K(t,u) = [as'(t)+a2(t)-(t—u)+a1(t)- (t_?_")z +do(t)- u)3]'. i

as(u)

Je$li utworzyé rezolwente R(?, u) dla réwnania catkowego (8) wtedy mozna je przepisaé
w postaci:

(1) ' y(t, w) = h(t, w)— f R(t, w)h(u, w)du.
0

Ta postaé jest najdogodniejsza do wyznaczenia funkcji korelacji procesu y(¢, w). Zachodzi:

(12) K (tl’tz) g E{[y(tlaw)_Ey(tl’ 60)]' [y(t2: w)'—Ey(tZa C()) } = Kll(tI’ t2)_

ty £

- fR(tl, ul)Kh(t27 ul)dul f—R(tZ) uZ)Kh(th Uz)du2+ ffR(tl’ ul)R(tZs uz)

K,,(u1 > Uy)duyduy
gdzie K,(u,, u;) — funkcja korelacji procesu A(t, w). Wg (7) dla k = 4 jest

y(u, )
a,(u) du.

{— 3
(13) Xy ) = xo-+ Kol +¥o-mm 5 +x0 : f( )

Zakladajac, Ze warunki poczatkowe sa zdeterminowane, zachodzl wg (9) rowuosé
Kh(tla t2) = KP(tl, 2) Ponadto

(14) x(t, w)— Ex(t, w) = f (’—61!)3._ y(u,w)d—(gy(u,w) .
0 4

czyli funkcja korelacji dla katéw @ lub  jest postaci

15)  Ka(tir 1) & E{[x(t, @)~ Ex(ty, )] 01~ Bx(ty, )] =

(tl —uy)®- (t—up)’
= d d .
bf b 360 ay(uy) - da(u,) Ky(uy, uz) duz du,

[7—10].
Jesli w zwigzkach (5)—(11) dopisaé indeksy ,,1”” w przypadku rozwazania ich dla kata ¢

i,2” w przypadku y to wzor na funijQ korelacji wzajemnej rozwiazaf ¢ i y przyjmie
postaé:

(16) Kqup(tl » 12) = E{[‘P(’l , w)—Ep(t,, w)I [w(t;, w)— Ewp(t,, w)]} =

1 Iy ’ ’
t—u)? (o —us)?
=ff (1 u1) (2 uz) Kylyz(ulauz)duzdul’
0 0 .

3613 (u)
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gdzie
(17) K)’l)’z(tl 3 tz) g E{Lyl(tl 3 w)_Eyl(tl ’ CU)] [y2(t2> w)“EJ’2(f2, (D)]} =

2

1
= Ky, n,(t1, t2)— le(fu uy) Ky (5 t2)duy — fRz(tz, U2) Ky 1, (815 t2) dutp +
0 0 .

Iz

+ fle(tl’ ul) Ry(t2, Uz)Khlh,(”n 1) du, du,
00 ‘

hy(t, w) 1 R(t,u) sa liczone dla pierwszego z réwnat ukiadu (4), a A,(t, w) i R,(2, u) dla
drugiego.

4. Analiza numeryczna

Przedstawiong metoda obliczono wariancje rozwigzai dla ukladu réwnan (4). Wyko-
rzystano wzory (15) (podstawiajgc f, = t,) i (12) oraz algorytmy podane w [11, 16].
Funkcie korelacji procesu M, (2, w) przyjeto w dwodch postaciach:

(18) Ky, (11, 13) = C-e—Bui+1d),
gdzie C, § > 0 oraz

1
(19) KMz(tli tz) = ?EAZ'COS’)/(tl —_ tz).

Wz6r (19) odpowiada zatoZeniu, Ze proces M,(t, w) jest postaci
(20) My(t, @) = A(@)- cos(yt+ Mw)-1y,

gdzie I, = 1 a A i 2 — nieskorelowane zmienne losowe oraz funkcja gestosci

Jalx) = 2% [H(x) —H(x— 2n)].

Do dalszych rozwazan przyjeto, Ze state C = EA? = 1. Stosujac metody analizy kore-
lacyjnej [3, 4] otrzymano dla proceséw wystgpujacych po prawych stronach réwnan
ukfadu (4) nastgpujace postacie funkceji korelacji: .

a) dla przypadku (18)

Q1) - Ki(ty, 1) = Kp(ty, 1) = K_ji,(t,, 1) = 4 P(1=2B13)- (1 =2B13)-e~ACT+D),
oraz ‘
(22) Kot bty +ai b, 410,620, (21, 12) = 4.e-Bui+1). {4/921101)1102)(1—2&%)(1“2&%)‘1‘
+ 16821, 1,1(1) 1, (12) + 96,2361 + 8821, 1, (1)) [, (12) (1 —2Bt3) — 19,6281, (1)
C(L=2BtD) + 8821, 1, (1) 1,(1,) (1 —2B12) — 39,2481, 1, (1,) — 19,6281, (2,) (1 —2p13)—
—39,2481,1,(1)}.
b) dla przypadku (19)

' 1
(23) K i, (21, 15) = ‘2‘74(305701 —12),

6 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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oréz
4 Kyl giyrainere,62m, (T 1) = 2{cosy(t1 —13)- [y411(tl)ll(t2)+y2(4il(tl)il (t2)—
— 9,811, (1)) + [1(£2))) +384,9444] + 2y siny (1, — 1) - [y L (1) (1) = 1, (1) (1)
+9,81(i1(t2)—i,(t1))]}

Na rysunkach 2—S5 przedstawiono wykresy wariancji rozwigzan dla ukladu (4) gdy
wymuszenie jest procesem stochastycznym o funkeji korelacji typu (18) [13].

[ra?18 o [re? o2
8107~ 107
40 - #1072

Rys. 2

Rys. 2 i 3 przedstawiaja wariancje o2 i o} przy réinej szybkosdei zmian dhugosci wahadia
(wspSiczynnik « we wzorze na I,(1)).

Na rys. 2 przyjeto « = 0,75; 1; 1,1; 1,3; 1,5anarys. 3 a = 0,7; 1; 1,5 przy jednoczesnym
zalozZeniu, ze § we wzorze (18) wynosi 1.

" Zaobserwowano, Ze szybszym zmianom dtugosci wahadla dla poczatkowych czasow
odpowiadajg wigksze wartodci maksiméw wariancji. Rys. 41 5 przedstawiaja wplyw wspot-
czynnika wystepujacego we wzorze na funkcje korelacji (18).

[ra?)A o [ra?ld o
107 8107~
21071 2107
0,6 1,2 1,8 51
Rys, 4 ' Rys. §

Przyjeto a« = 1 oraz 8 = 1;1,5; 2,7.

Wariancja o} jest wigksza, gdy wspbiczynnik § jest wigkszy (rys. 4) a dla o} jest na od-
wrot.
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Na rys. 6—9 przedstawiono wykresy wariancji rozwiazan dla uktadu (4), gdy wymusze-
nie jest procesem stochastycznym o funkcji korelacji postaci (19).

2 d*14 02
[I‘dz] 9 [" ] [
31074
2.1074}- 2107
1107 #1077~
06 12 - 18 [s]
Rys. 6 Rys. 7

Na rys. 617 przyjeto o = 0,7; 1; 1,5 oraz § = 1. Szybszym zmianom diugoéci wahadia
odpowiadaja wigksze wartosci maksimow wariancji. Na rys. 8 1 9 przyjeto y = 1; 1,5;
2,7 (na rys. 8 dodatkowo y = 2)oraz o = 1.

[rdf_]J o2 [rdﬂfoj

12:10

. 147731 Xhy ™

810° 21907 =27
/ 15

4107 1107~ 1

] ] L | ! !
0,6 12 18 [s] 06 1,2 18 [s]
Rys. 8 Rys. 9

Wigkszym wartosciom f odpowiadaja wigksze wartosci wariancji dla kata ¢ (rys. 8)
a dla kata v dla poczatkowych czaséw jest na odwrdt (rys. 9) a powyzej pewnej wartosci
t tak samo jak w przypadku kata ¢.

5. Whioski koncowe

Proponowana metoda wyznaczania charakterystyk probabilistycznych rozwiazan
wahadla podwdjnego o zmiennej dtugosci poddanego wymuszeniom losowym moze byé
stosowana acznie z algorytmami do badania stochastycznych ukladéw dynamicznych
0 n stopniach swobody i o zmiennej inercji.

6*
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Zalozenie, ze warunki poczatkowe sa zdeterminowane nie jest konieczne, jednak po-

stacie funkcji korelacji i korelacji wzajemnej rozwiazan beda w tym przypadku znacznie
bardziej skomplikowane. MoZna takZe wyprowadzi¢ w podobny sposéb jak to przedstawio-
no w pracy wzory na funkcje momentéw centralnych wyzszych rzedow.

N =

10.

11,

12.

13.

14.

15.

16.
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Peswme

OB OIPENENEHMM IMPOBABMIIIMCTUUYECKHUX XAPAKTEPHCTHK
PEHNIEHMI OBOMHOI'O MASTHUKA C ITEPEMEHHOHN INIMHOM
TIOIBEPXKEHHOI'O CNIYUAWHLIM BBIHYXXIEHUSIM

B pabore nau meron onpenenesuss mpoGabHIHCTHUECKHX XAPAKTEPHCTHIK pelIeHuil YpaBHe Uit JBU-

H(EHHKST [BOHHOTO MRsTHIKA C NEPEMeRHOH [UIMHOM TOABEPKEHHOTO CAYYARHLIM BLIHY)K/ISHHAM. MeTox
OCHOB2H H2a HCIIONE30BAHWH CTOXACTUUECKOTO HHTErPajbHOr0 YpaBHEHMs Bojbreppbl BTOPOTO DO,
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2 He HA MHOTOMEDHON MMIYIbCHOH (DYHKIHM ITepeXxona, TPYTHOH 0 ONPEAEHeHUsT MIA CIOyYas CHCTEMbBI
middepeHINANbEBIX YPABHEHMA O IEPEMEHHBIX CO BPEMEHEM NApameTpax.

Haxomarcess GopmMynbr Ui KOpeNaHy M B3aMMHON Kopenaumyt pellexuit. Ypcnenno ompemeneHa
BapHaHUMsl Pellertil A ABYX THUIOB CTOXACTHWECKHX IPOLIECCOB, KOTOPbIC BLIHYMKIAIOT [BHIKEHHE
MAATHHKA.

Summary

ON DETERMINATION OF PROBABILISTIC CHARACTERISTICS OF SOLUTIONS
OF DOUBLE PENDULUM WITH VARYING LENGTH SUBIJECT TO RANDOM FORCING

A method for determining the probabilistic characteristics of solutions of the double pendulum with
varying length subject to random forcing is given. The method is based on the stochastic integral Volterra
equation of the second kind and not, as usually, on the multidimensional impulse transition function which
is difficult to determine in the case of the system of differential equations parameters of which change in
time.

Formulae for the correlation function as well as the autocorrelation function of the solutions are given.
The variance of the solutions for two types of the stochastic processes forcing the pendulum motion is
calculated numerically.

INSTYTUT MECHANIKI TEORETYCZNEJ
POLITECHNIKA SLASKA
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UNIWERSYTET SLASKI

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 maja 1978 r.
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NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA STATECZNOSCI DYNAMICZNEJ PLYT
PIERSCIENIOWYCH

STANISLAW W OJCIECH (BIELSKO BiaLa)

1. Wstep

W pracy przedstawiono uzyskane metoda dyskretyzacji (prostych) rozwiazanie za-
gadnienia duzych ugie¢ ortotropowych plyt pierécieniowych z wygieciem wstepnym.
Zatozono, Ze plyty sa obciaZzone $ciskajacymi silami promieniowymi, réwnomiernie roz-
tozonymi, szybko rosnacymi w czasie, dziatajacymi na brzeg wewnetrzny i zewnetrzny
plyty.

Przeprowadzono obliczenia umozliwiajace zbadanie wplywu sposobow podparcia
i obcigzenia plyty, wartosci promienia bezwymiarowego i wspélczynnika ortotropii na
wartoéci krytyczne, przy zaloZeniu Ze obciaZenie roénie liniowo w czasie. Zbadano wplyw
ugiecia wstepnego i szybkoéci narastania obciaZenia na przebieg ujecia. Zalozono
osiowosymetryczna postaé wygigcia wstgpnego plyty, a ponadto ograniczono si¢ do przy-
padkéw, w ktérych przy statycznym obciaZeniu plyty idealnie plaskiej, jej powierzchnia
po wyboczeniu jest powierzchnig obrotowa [2].

Pozwala to przyjaé, Ze ugiecie plyty, przynajmniej do momentu zmiany znaku przez
predkosé ugiecia, jest osiowosymetryczne. Potem moze nastapié utrata osiowosymetrycz-
nej postaci ugigcia wskutek przeskoku. W rozwigzaniu pominigto zagadnienie rozchodzenia
sie fal sprezystych w kierunku promieniowym.

" Rozwiazanie zagadnienia jest przedmiotem badain wielu autoréw. Znane sa jedynie
rozwigzania, w ktérych przyjmowano jednoparametrows funkcje ugiecia.

A. S. WoLMIR w pracy [1] przedstawil rozwigzanie zagadnienia stateczno$ci dynamicznej
plyt prostokatnych. ‘

W pracy [3] przedstawiono rozwiazanie zagadnienia statecznosci dynamicznej plyt ko-
fowych, a w pracy [4] plyt pierécienioWych. Rozwigzania dotycza plyt izotropowych
i zostaly uzyskane metoda Galerkina. -

2. Réwnania réiniczkowe zagadnienia

Warunki brzegowe i poczatkowe., Rownanie réwnowagi dynamicznej plyty i réwnanie
_ nierozdzielnosci odksztalcen, maja w rozwazanym przypadklg postaé nastepujaca [5]:

Fwy 2 Pw, K Pw, ﬁ@wl) _ 0 (00 aw) vy, 0w
"\ ot T o B o* e "o de) e do\de B/ g 7 o
*¢ 1 0 ki 0d  KiE IHdw_o )2_(aw)2]

0 T 00 e 2 ol\de] \d

D
.1)
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gdzie ws = wo{p) — ugigcie wstepne phyty,
w, = w,(p, t) — ugiecie wywolane dziataniem sil zewnetrznych,
w = wo+w, — ugiecie catkowite,

¥ . ;
0 = —-— promien bezwymiarowy,
F )

-
z

t — czas,
@ =9 (p, t) — funkcja napr¢zen dobrana tak, aby
11 99 1 o*®
(2.2) Oy = 7z ? —(_)?; 0p = F 6—92_ ;

0., 0p — napreZzenie w kierunku promieniowym i obwodowym, |

i . D :
k, k, — wspolczynniki ortotropii k? = —D—O k= %,
D,, Dy — sztywnodci plytowe w kierunku promieniowym i obwo-
dowym,
L., By — moduly sprezystoscei podiuznej w kierunku promieniowym
1 obwodowym,

. y — ci¢zar wiadciwy materiatu plyty,

g — przyspieszenie ziemskie,

h — grubos¢ phyty
W rozwaZzanym w tej pracy przypadku ortotropii materialowej (k = k,) sztywnosci ply-
towe D, i Dy okreslone sa wzorami:

_ ER _ Eyh?
@3) Dr = 12(1—v,v5) ° Do = 12(1 =)
W pracy rozwazane beda przypadki podparcia ptyt bedace dowolna kombinacjg brzegu
utwierdzonego i swobodnie podpartego. Z przyjetej postaci ugiecia calkowitego W =
= Wy+ W, wynika, Ze ugiccie calkowite W spelni warunki podparcia, jesli spelniaé je
beda ugigcia wstepne W, i dodatkowe W, .
W przypadku brzegu utwierdzonego ugiecie 1 kat ugiecia musza byé zerem:

0
2.4) w=0, 2 =0
M . 89
Dla brzegu swobodnie podpartego, zerowaé si¢ musza ugigcie i promieniowy moment
gnacy: '

v,, vy — liczby Poissona.

D, [ &*w Y 6w..
2.5 =0, M=- |+ 1) B
@5 e r%(592+9 de
Warunki poczatkowe majace postaé:
ow
2.6 -0 = — =
2.6) Wheo = Wo, 5| =0,
mozna zapisa¢ w nastepujgcej postaci:
ow
2.7 ~0=0 - =0.
Wl'/ 0 > 3t (=0 0
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7 warunkéw obcigZenia brzegéw plyty, wynikaja nastgpujace zaleznoéei:

(2.8) 1 o®| . 2 1 0D _ 2
. 0 59 . Pwiz s 0 69 oe Ptz
Po wprowadzeniu wielkodci bezwymiarowych:
L R L W R
T T h TR =T
hood
F=e— —
2.9 . 70
hr?
*® . T F
Dr ¥

oraz przyjgciu, ze:
. . 1 dla brzegu wewngtrznego obciaZonego,
Dy = 61p > 61 = | . .
0 dla brzegu wewngtrznego niecobcigzonego,
- 50 = 1 dla brzegu zewngtrznego obciazonego,
(2.10) Pz = O2p7 2™ |0 dia brzegu zewnegtrznego nieobcigzonego,
p* = a- t— obciaZenie na brzegach roénie liniowo w czasie z predkoscia a, -

*
t* = %— = p‘i t —gdzie py, jest wartocia bezwymiarowego obciazenia, przy
Pir kr
ktérym plyta bez wygigeia wstgpnego traci sfatecznodé w za-
gadnieniu statycznym,

réwnania (2.1) przyjmujg postaé:

G )] ~ G
gdzie: S=%—a2

I, = 6k3(v,v;—1).
Warunki brzegowe i warunek poczatkowy po przyjeciu, Zze funkcja _Tvo spelnia warunki
podparcia plyty, majg postaé nastepujaca:

(2.13) w, =0, 6;; L =0 dla brzegu utwierdzonego,
_ o*w, vy dw, _ dla brzegu swobodnie
@2.14) Wi =0, d* o @0  podpartego,
(2.15) Floeg, = — 0, pr;ckrt*: Flo=y = —62172"' nr
_ ow
(2.16) Wilero = 0, e = 0.

ot* Jen=o
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3. Rozwiazanie zagadnienia

Przedstawione poprzednio rownania rézniczkowe zagadnienia, sg rownaniami réznicz-
kowymi czastkowymi o dwdch zmiennych o i £*. Wigkszos¢ znanych metod rozwiazy-
" wania takich réwnan polega na doprowadzeniu do zagadnienia rozwiazywania ukladéw
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. ' _
W tej pracy, w celu doprowadzenia zagadnienia (2.11)—(2.16) do zagadnienia poczat-
kowego dla ukfadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, zdyskretyzowano wzgledem
zmiennej o i przyblizono pochodne funkcji w, i F wzgledem zmiennej ¢ w punktach
dyskretyzacji przez réznice skonczone [8].
Niech n — przyjeta liczba podprzedziatédw, na ktére dzieli sig¢ przedziat {p,,, 1>,

b=L—Q—"’,
n

0i =oy+i-b, dla  i=-1,0,1,...,n,h+1,

dn—‘o = SI,
(3.1 do |o=oi
d*w, -
Ty 5 = Si’
do* e=at

wi(os, t%) = Xi(1%),
F(Ql, t*) - Y,(f*)

Zgodnie z [6] przyjeto:

T I 128 Gl T N L N /2 o /Y
90 lo=o - 2b ’ 00 |o=or 2b ’
Py | X —2XitX OF | =ity
90* |u=0 b* ’ 00* |o=0s b? ’
(3.2 _ )
. 0wy - Xip2—2%144 +2xl—1-xi—2_
- 0e* o= 2b° ’
0w, _ Xiga— 44Xy +6x;,—4x;_ + x5
9% o= b

Wzory te daja bledy rzedu O(b?).
Po przyjeciu, Ze réwnania (2.11) i (2.12) s3 spetnione, jesli sa spetnione dla o = o,, 02,
wooy @1 1 wykorzystaniu (3.1) 1 (3.2), po przeksztalceniach otrzymuije sie:

' 1
(3_-3) 8y XiatEnXio(tEisXitEuXip tEis5Xiyp = b[—ll__al(yi+1_yl—-1)'

_ - Sb*  d*x;
'(2s.-b+x.'+1—,xi—1)+a1J’i(S1b2+xi+1‘2xi+x'~1)]" (pE)? e’
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) ! : :
G4 Suyie iy +_fi3)’i+ = —;b—ﬂi("rsxb‘i‘—\’w P =X Xy —xio0),

dla i=1,2,...,n-1,

gdzie: a; = —,

2

' k
gy = l—a;, &p = —4+20;—k*al - —2—4?, &3 = 6+2k%af,

k2
Eig = —‘4"2ai_k2ai2+7a?; &s = l+a,
a;

a
27 ’

f;'1=1_ 2

fiz = —2—kiat, fis=1+
Zagadnienie zostalo wige sprowadzone do problemu rozwiazania ukfadu »—1 réwnan
roézniczkowych zwyczajnych, nieliniowych postaci (3.3). Sformulowane wczesniej warunki
brzegowe wynikajgce ze sposobu podparcia plyty, pozwalaja okreflié wartosci ugie¢ na
warstwicach —1, 0, n, n+1:

Xo=Xx,=0,

3.5 : X_y = Aygxy,
Xnp1 = AaXnoys
gdzie:
1 dla brzegu wewnetrznego utwierdzonego,
b= Mb— dla brzegu wewngtrznego swobodnie podpartego,
veb—20,, ,
1 dla brzegu zewnetrznego utwierdzonego,
Ay =1 150—2

dla brzegu zewngtrznego swobodnie podpartego.

24vb
Z warunko6w obciaZenia brzegdw plyty (2.15) wynika, ze:

(3.6) Yo = —010uPht*,  Pu= — 2Dl t*.
Z warunku (2.16) otrzymuje sig:

dx,~

dt* |0 =0

(3.7 Xilgxzo = 0,

Przez dyskretyzacje wzgledem zmiennej o, problem zostal sprowadzony do rozwigzania
nastegpujacego zagadnienia poczatkowego:
- .. %2
X = (pkl:z
(3.8) Sb
X©0) =0, X(©0)=0,

[b-R-B-X],
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gdzie:
_xx(t*)
x, (%)
X = x2(t*) E]
xu——Z(r*)
_xrxwl(l*)—
et AE, €4 850 0 0 0 ... 0 0 0 0 y
2y Ey3 €24 E35 0 0 0 .. 0 0 0 0
€3 E32 €33 E3a €35 0 0 ... 0 0 0 0
B=1|0 a1 €az €43 €aa €45 0 ... 0 0 0 0
0 0 0 O 0 O O 811—2,1 611—2.2 6:1—2.3 611—2,4
_0 0 0 0 0 0 0 . 0 En—1,1 Ey—1,2 51:—1,3‘*"}-25,;—1,5‘

| 4 |
Sktadowe wektora Y = [y, (t %), ... y._ (¢t ¥)]" oblicza sie ze wzoru:
(3.9) Y = P-L.H,
fizfr0...00 0 0 ...00 'o |
P=060...0f1f2f3...00 0 ,
0 (3 0..00 0 0 ...0f i Socra
% @, (48, b+ x2) 2, + 8, 0upir 141 |
H = .iib%1,(4S,~b+x,-+1—x,~_l)(x,~+1—xi_l) :
%an_ ((4Su_1 b= X 2)(— Xu—2) + O2Dir 1 .3

l ; -
Zal (y2+ (51 Q\t'plfrt*)(zsib+x2) +a1 y1(5'1 b2 "'xz _2x1)

1 _
Z'az(ys = 1) (283D 4 x5~ X)) + a2 2 (5:0% 4+ X3 — 2x,+ X))

1 -
Zai(yl+l = Vi-)(@Sib+ Xy =X )+ @i yi(Si 0P+ X — 2%+ xi_ )

1 B .
Zan—-2<yn—1 —yll—3)(2sll—2b+xll— 1 _xn—S) 'l'dn—2yn—2(sn—2b2 +xn-—1 '_2xn—-2+xn—3)

1 ; }
—dn- 1(62p:rt* —yn—z)(QSn— 1 _xn—z) +y-y Yu—1 (Sn— L b* —2)(,,_ L + xn-2)
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4. Wyznaczenle wartoSci statycznego obclazenia krytycznego p,,

Wartodcei pi. (ktérych znajomos$¢ jest potrzebna przy rozwigzywaniu zagadnienia po-
czatkowego (3.8)) wyznacza si¢ z réwnat: (2.11) (2.12) po odrzuceniu czionu bezwiadno-
éciowego i nieliniowego oraz przyjgciu w, = 0, otrzymujac:

d%w 2 dW k* d*w k* dw 1[dF dw _d%
do* o dp e* dp* @ do  oldo do do*

L4

2 2
F 1 dE K

(4.2) > "o de e

Rozwigzaniem zagadnienia tarczowego danego rownaniem (4.2) z warunkami brzego-
wymi:

4.3) Flompw = —0,00p*  Flo=1 = —0d,p%  jest funkcja
i : ‘ 6 ;’kl+5 w 6 w'-a :‘vl
(4.4) F=p*(l, g +Le™), gdzie ¢, = %@-:F‘: €y = 1;';1_9_25 .

Wstawiajac tak wyznaczona funkcje F do réwnania (4.1), po zastgpieniu pochodnych
przez réinice skosiczone (podobnie jak to zrobiono w réwnaniu (2.11)) otrzymuje si¢:
(4.5)
b? _
EigXi_at & X 1+ E3Xi+ EaXip 1+ EisXipr = p*?[xi+.l(dl+ei)_2dixl+ (di—e)xi_4],
dlai=1,2,...n—1,
gdzie &;; wyrazaja sie tak samo jak w (3.3),

X = w(@l),
di = c b1+t
_ kb

Réwnania (4.5) mozna zapisa¢ w nastegpujacej, rGwnowaznej macierzowej postaci:
(4.6) : B-X = p*.M-X,
gdzie B jest macierza okre§long jak w (3.8)

X = [X(, X2, oovs Xiy eoe Xne2zs Xpe1l T

Mg, msz0..00 0 0 O0..00 0
M=|0 0 O ..0wm myms0..00 0

0 0 O0..00 O O O .:0 my_y, 1 M_y,,

_ b
mi, = (di_ei)?>

2
My, = —'2dli_)
ot
b? '
myy = (di+e)— fdla i=1,2,..,n—1.

Qi
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Uklad (4.6) ma rozwiazanie nietrywialne, jesii:
4.7 ’ det(B—p*M) = 0.

Z réwnania (4.7) bedacego uogdlnionym zagadnieniem wartosci wlasnych, mozna otrzy-
maé n—1 wartosci wlasiych macierzy B~* - M, przy czym w dalszych obliczeniach przyj-
mowano pj, réwne najmniejszej z wartosci wlasnych. Z rozwigzania réwnania (4.6) mozna
bezposrednio otrzymaé wektory wlasne odpowiadajace poszczegélnym wartosciom py,,
a ich skiadowe okre$laja ugiecie ptyty w chwili utraty statecznosci.

5. Obliczenla, wyniki

Podstawowa trudno$é numeryczng stanowi rozwiazanie zagadnienia (3.8). Z uwagi.
pa bardzo duza liczbe dzialan koniecznych do wykonania przy liczeniu wartosci wektora
R w poszczegbélnych punktach osi t*, do rozwigzania zagadnienia zastosowano metode
ekstrapolacyjno-interpolacyjna czwartego rzgdu Adamsa-Bashfortha, z automatycznym
" doborem kroku catkowania. Przyjeto, Ze bledy obciecia nie moga co do wartosci bez-
wzgledne] przekroczy¢ 1075,

Do rozwiazania zagadnienia warto$ci wlasnych (4.7) wykorzystano algorytm QR, po
uprzednim sprowadzeniu macierzy B~'M do gérnej macierzy Hessenberga.

W celu wykonania obliczen, napisano program w jezyku Fortran IV wykorzystujac
w programie podprogramy z grupy FSCE biblioteki Odry 1300. Obliczenia przeprowadzo-
no na EMC ODRA 1305.

I
" b Pz
R —
| é; ;}_ n~18
i PW'D:4
~| e ‘ kf=k?=1
b rs 1 V=03 Dir= 29,2
&= 8y=1  1%=2495

s= 100000

. 9.600t"=3090
¥ o Ly

Rys. 1



StatECZNOSC DYNAMICZNA PLYT PIERSCIENIOWYCH 255

W dalszych rozwazaniach przyjmuje sig za Wolmirem [1], Ze plyta obcigzona dynamicz-
nie traci stateczno$é, gdy predko$é ugigcia osiaga pierwsze maksimum (—6).‘:)—21 = O),
a odpowiadajaca temu warto$é obciaZenia dziatajacego na brzegu plyty nazywa krytycz-
nym obcigzeniem dynamicznym i oznacza pj,,. Stosunek krytycznych obciazen: dynamicz-

+
. d
nego do statycznego oznacza si¢ 4, = 14 ':

. Na rysunku 1 przedstawiono wplyw wiel-
. kr

kosci obciazenia na ugigcie plyty izotropowej, dwustronnie swobodnie podpartej, obcia-
zonej na obu brzegach. Latwo zauwazyé, ze przy réznych 1 * ugiecie plyty jest maksymalne
prawie zawsze przy tej samej wartosci g. _

Podobnego spostrzeZzenia dokonano we wszystkich rozwazanych przypadkach. Spo-
tykane przesunigcia punktu nie przekraczaly dlugoéci 3 podprzedzialéw (35).

Na rysunku 2 i 3 przedstawiono przebieg ugigcia gdy ¢ = 0,73 przy tej bowiem war-
tosci ugiecie jest maksymaine. Na rysunku 2 przedstawiono przebieg ugiecia na plaszczyznie
fazowej, a na rysunku 3 pokazano zalezno$¢ w, = w,(0.73, t *).

49, (073 1)

8- 15-=2495
5
L | |
L _
| | | m |

0 | WI(O,Z?; f?"
1 2 3 4 § 6 7
_2 —
..4 -
-6~ ) .
Parametry plyty i obcigzenia jak na rys. 1,
Rys. 2
bw 0731
8 —
6 {
4 [
. Parametry plyty i obcigzenia
Jak na rys. 1.
*
! | | x r
0,6 1,0 20 3,0 40

- Rys. 3
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Wykresy dotycza plyty przedstawionej na rysunku 1. Wykres na plaszczyznie fazowej
pozwala bardzo wyraznie zidentyfikowaé bezwymiarowy czas utraty statecznosci,

Z uwagi na bezposrednie powiazanie t* z wartoscia obciaZenia, wszystkie nastepne
rysunki podajg zalezno$¢ maksymalnego ugigcia od * w sposéb przedstawiony na ry-
sunku 3. , _

W tablicy 1 przedstawiono wplyw n na wartoSci pj., ti | Wy max. Zamieszczone tam
wyniki (potwierdzily to pozostate obliczenia) wskazuja, ze wystarczajacg dokladnosé
wynikéw uzyskuje si¢ gdy n > 12.

Jednak przyjecie Quzego n powoduje znaczne zwigkszenie czasu obliczen. W przy-
padku plyty dwustronnie utwierdzonej opisanej w tablicy 1, przy n = 12 czas obliczen
wynosit 20 minut, a przy n = 24 wynosit 4.5 godziny. W dalszych obliczeniach przyjeto
n = 15 jako liczbg zapewniajaca otrzymanie wystarczajaco dokladnych wynikéw.

Tablica 1

Qw =04y ki =K=1y 20356498220, 57100000 | 9, 204’y Wix k2= 4 4 V=035 &= 24 5+100000
' [ |

/773 L Ll J77724
n bz pr_n.m wmn

, i 77777/7, 7777 777
P th  |dealulbli)] | Pl b |weeas(R(BH)
12 | 384,44 1,09 1,54 29,1 2,495 | 4,20
15 | 385,72 | 1,09 4,55 29,2 2,495 | 4,23
18 388,16 £y09 | 1,85 28,2 2,495 4,25 &
21 | 389,61 | 4,09 1,55 29,2 2,405 | 4,25
24 | 390,55 1,09 1,55 29,2 2,495 4,25
27 | 394,49
30 | 394,64
33 | 391,98
36 | 392,23

wg[7] | 36%,57

Jak wykazuja wyniki zamieszczone w tablicy 1 biad w okreSleniu krytycznego obcia-
Zenia dynamicznego pr. jesf proporcjonalny do bledu w wyznaczeniu krytycznego ob-
ciazenia statycznego py. wobec faktu, Ze ;% praktycznie nie zmienia si¢ ze zmiana n (dla
nz 12).

Na 1ysi1nku 4 przedstawiono, dotyczace izotropowej plyty swobodnie podpartej na obu

brzegach i obcigzonej na brzegu wewnetrznym wykresy maksymalnego ugigcia dla roZ-
" nych wartoéci bezwymiarowego promienia wewngtrznego. ZatoZono, Ze Wo/(1—gy) =
= const. Rysunek 5 pokazuje wplyw wspéiczynnika ortotropii na zalezno$é wi(e, t*).
Wida¢, ze ze wzrostem wspélczynnika ortotropii maleje 1 i warto$é ugieé plyty gdy
t* = ¥, mimo wyraZnego wzrostu wartoéci krytycznych obciaZef statycznych. Wplyw
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4 (0,72, 1) ,
Pw <z —
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z V' Wp=1/10 Wypp;tip= 3,225
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6~ v.=0,3
84=58,=1
$=100000
de Pkr=29,2
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Rys. 6

wielkosci wygiecia wstepnego na przebieg ugigcia przedstawia rysunek 6. Ze wzrostem
ugiecia wstepnego maleje warto$¢ krytycznego obcigzenia i wartoéci ugigcia w, (o, 5.

Na rysunku 7 przedstawiono wplyw stalej S na przebieg ugiccia plyty utwierdzonej
wzdluz brzegu zewnetrznego i swobodnie podpartej na brzegu wewngtrznym, obcigzonej

* 4
na obu brzegach jednakowo. Gdy S = 400 (S = »)—;/g;‘

az), gdzie a-— predko$¢ na-

rastania obcigZenia na brzegach, ugigcie plyty stale roénie mimo, ze druga pochodna
ugiecia wzglgdem czasu zmienia znak. Wynika to z faktu, ze przy matej predkosci narasta-
nia obciaZenia, przebieg ugiecia jest podobny jak w zagadnieniu quasistatycznym. Widaé,
ze ze wzrostem predkosci narastania obcigZenia, roénie ¢, a tym samym warto§é kry-
tycznych obcigZen dynamicznych.

Tej samej plyty i ugiecia wstgpnego, dotyczy rysunek 8, na ktérym przedstawiono

zalezno$é t,,,(]/ s) (wplyw predkosci narastania obciazenia).

Na rysunku 9 przedstawiono wplyw sposobu podparcia na przebleg ugiecia plyty
izotropowej, obciazonej na brzegu wewnetrznym przy zatozeniu, Ze we wszystkich przy-
padkach podparcia, ugigcie wstgpne ma tg¢ samaq warto§¢ maksymalng réwng 0.024 gry-:
boéci plyty. .
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Zaleznosé przebiegu ugigcia od sposobu obcigzenia plyty, przedstawiono na wykre-
sach rysunku 10. W przedstawionym tam przypadku obciaZenia sitami dzialajacymi na
brzegu zewngtrznym plyta traci stateczno$€ przy niesymetrycznej postaci ugigcia, jednak
z uwagi na istnienie osiowosymetrycznego ugigcia wstepnego i dla pelnosci wynikow,
zamieszczono na rysunku uzyskane w tym przypadku wyniki.

6. Wnioskl

Podstawowa zaleta przedstawionego rozwigzania zagadmienia jest nie nakladanie
zadnych ograniczen na rozwigzanie. Ponadto tatwo sprowadzi¢ zagadnienie do problemu
(3.8) dajacego si¢ efektywnie rozwiazaé numerycznie.

Bezpoéredni wplyw na czas obliczen, oprécz liczby » ma warto$é stalej S. Czas obli-
czen maleje ze wzrostem S.

Z rysunku 8 wvnika, ze zalezno$é 45 /'S jest prawie liniowa. Przedstawione rozwiazanie
moze by¢ latwo przeniesione na przypadek plyt obciaZonych sitami promieniowymi zmie-
niajacymi sig nieliniowo w czasie. Mozna uzyska¢ wyniki okre$lajace naprezenia w plycie,
wedtug wzoru (3.9).

Zaleta przedstawionego rozwigzania jest fakt, Ze w czasie opracowywania algorytmu
obliczefi, nie trzeba znaé ksztaltu i wartoéci ugiecia wstepnego.

Duza dokladnoéé¢ wynikéw uzyskiwana przy n = 12 pozwala przypuszczaé, ze przed-
stawiona metoda moze byé stosowana do rozwiazania szeregu podobnych zagadnien
dynamicznych.

Dziekuje pracownikom OSrodka Obliczeniowego przy Bielskiej Fabryce Maszyn Wickien-
niczych ,,BEFAMA” za pomoc w realizacji obliczeri na maszynie cyfrowej.
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Pealome

UUCJIEHHOE PEIIEHUE 3ATAUYM TYIHAMHYECKOH VCTOI/ILII/IBOCTI/I
: KOJILIIEBOM ITITACTHHKH

"B paboTe MPEICTABREHO NOJIYUEHHOE METOAOM KOHEUHBIN PA3NOCTEIl peLietute 3amay ycroitugrocri
KOJIbUEBBIX ITJACTHHOK JUHAMHYUECKH HATPYHEHHDLIX. .

Peuermnie monyueno pu npenosoiKeHn, To HAUAJIBIIBIC TIPOCHOBI MUIACTHHKHE X NOITONTHITEbHbE
IPOTUGh! BBLISBAHHLIC HATPY3KOM SIBILSIIOTCS ITOBCPXHOCTAMM BpauieHust. IIpeanonoxeno, uTo Crcuma-
101L(asT, PABHOMEPHO pacnpefenényas BLONL KPacB HArPY3Ka ACHCTBYIOWIAS B CPEAMHMOI IUIOCKOCTH,
pacTér IPONOPLHOHANLHO Bpemeru. FlccnenoBano BiMAHHE HPHHITOTO UMC/IA TOUEK MAUCKPETHIAN Ha
TOUHOCTh PESYJILTATOB, & TAKIKE BIIMAHIE 3HAYCHMS HAUANBLHOIO IIPOTHOA, CIocoba 3RKPENJIEHHS Kpaes
It CKOPOCTH HAPACTAHHUST HATPY3KH HA NPOLECC IPOTHGA ILIACTHHOK.

Summary

NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF DYNAMIC STABILITY OF ANNULAR PLATES

A solution obtained by the finite difference method of the annular plate dynamic stability problem
has been presented. To obtain the solution it has been assumed that the preliminary plate deflection and
the additional deflection due to the load are axisymmetric. The plate has been loaded by uniformly distri-
buted, along edges, radial forces increasing linearly in time. The effect of the assumed discretisation points
number on the accuracy of results as well as the effects of the magnitude of preliminary deflection the way
of support and velocity of the load increase on the plate deflection have been investigated.

" INSTYTUT MECHANICZNO-KONSTRUKCYJNY

POLITECHNIKA EODZKA
FILIA W BIELSKU-BIALEJ

Praca zostala ziozZona w Redukeji dnia 15 maja 1978 r.
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PODL.UZNA STATECZNOSC DYNAMICZNA SMIGELOWCA
Z. PODWIESZONYM RADUNKIEM W ZAWISIE

WiestaAw EUCIANEK, KRZYSZTOF SIBILSKI (WARSZAWA)

Podano model fizyczny jednowirnikowego $miglowca z podwieszonym ladunkiem
oraz réwnania opisujace ruch podtuzny tego zespotu w stanie zawisu. Uwzgledniono trzy
stopnie swobody: pochylanie §migtowca oraz poziome przemieszczenia $migtowca i fa-
dunku. Stateczno$¢ zanalizowano metoda malych zaburzed stanu réwnowagi. W oparciu
o dane liczbowe dla typowego lekkiego $§miglowca okre$lono postacie ruchu uktadu oraz

wplyw cigzaru fadunku, dlugosci liny i mlejsca Jjej zamocowania do $miglowca na statecz-
nosé zespotu.

Spis waznlejszych oznaczen

A — bezwymiarowa macierz bezwladnosci wystepujaca w réwnaniach (4) i (16). W roz-
wazanym w pracy przypadku jest to macierz jednostkowa,

A, = 2+ R? — pole powierzchni zakre§lanej przez korce topat wirnika noSnego [m?],

a = dC;/do — pochodna WSpélczynnlka sity nosnej profilu lopaty wzgledem kata na-
tarcia [rad—1],

do = (14" Fr—ts - Pr—t3+ Ap)/(y +¢r) — kat stozka wirnika nos’nego [rad}, _
a,. — amplituda kata wahan lopat wirnika no$nego odniesiona do plaszczyzny tarczy
sterujacej, mierzona w plaszczyznie podtuznej Smiglowca [rad],

B — bezwymiarowa macierz ttumienia okre§lona w réwnaniu (6),

b — liczba topat wirnika noSnego,

C — bezwymiarowa macierz sztywnoéci okre$lona w réwnaniu (7),

o = 8- kuylo- £2%- R*- a- ¢y — wspdlczynnik sztywnoéci topaty w przegubie poziomym,

¢p — cigciwa topaty wirnika noénego u nasady [m],

er=M-glo-V} A, ¢ — wspdlczynnik ciggu wirnika no$nego $migtowca bez pod-
wieszonego ladunku, B
C, — wspOlczynnik sity nosnej profilu fopaty,

D — bezwymiarowa macierz wyrazéw wolnych okre$§lona w réwnaniu (8),

d — odlegto$¢ punktu zamocowania liny z ladunkiem od §rodka cigzkosci $miglowca
mierzona wzdhuz prostej przechodzacej przez srodek piasty wirnika nosnego i srodek
cigzko$ci smigtowca [m],

E — macierz jednostkowa,

— przyspieszenie ziemskie [m/s?]
h — odleglo$é srodka piasty wirnika noénego od érodka cigzkosci $migtowca [m],
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Ir — moment bezwladnosci %obaty wirnika nosnego wzgledem przegubu poziomego
(kg - m?], ‘
I, — centralny moment bezwladno$ci smiglowca wyglegdem osi y [kg - m?],
K — macierz okre§lona w réwnaniu (17),
ki — sztywno$é zamocowania lopaty w przegubie poziomym [N - m/rad],
] — dlugos¢ liny, na ktérej jest podwieszony tadunek [m],
M — masa Smigltowca bez podwieszonego tadunku [kg],
m — masa podwieszonego tadunku [kg],
m = m/M — wzgledna masa podwieszonego fadunku,
q — wektor stanu okreslony w réwnaniu (15),
q — predkoéé katowa pochylania $miglowea [s™1],
R — macierz okre§lona w réwnaniu (16),
R — promien wirnika nosnego mj],
ry = ]/ W — centralny promien bezwladnosci Smiglowca wzgledem osi y [m],
T — ciag wirnika no$nego [N],
t —czas [s],
l, = Mjo-Vy+ A, 0 — czas aerodynamiczny, [s]
t* — zbieznosé fopaty wirnika nosnego,

Xk )
=4 [ (J=r*.x)x"~dx, (i = 1...5) — wspélczynniki charakteryzujace ksztalt topa-
Xo
ty wirnika nosnego [8],
Vr = 2+ R — predkoéé koricéw lopat wirnika no$nego [m/s],
V — predkosé pozioma $miglowca [m/s),
. x — wektor okre$lony w réwnaniu (5),
Xy — promien wirnika noénego z uwzglednieniem strat sity nosnej na koficach fopat [m],
x; — wspdlrzedna $rodka cigzkoéci podwieszonego tadunku [m],
xs — wspolrzedna srodka ciezkosci §migltowca [my],
x; — wspOirzedna punktu zamocowania liny z tadunkiem do $miglowca |[m],
Xo — odlegto$¢ od $rodka piasty do przekroju topaty u nasady [m],
Xy = (M xXs+m- x))[(M+m)— wspélrzedna $rodka cigzkosci ukladu $miglowiec-
podwieszony tadunek [m],
x, = x—x; — odlegloé¢ $rodka ciezkoéci émigtowca od $§rodka ciezkosci podwieszone-
go tadunku mierzona wzdtuz osi x [m],
o — kat natarcia profilu fopaty [rad],
y = 8- Irfpa- ¢y - R* — stala masowa lopaty,
83 — wspdlczynnik sprzezenia wahan i przekreceri lopaty,
7 '— czg$6 urojona wartosci wlasnej A (bezwymiarowa czgsto$é oscylacji),
© — kat pochylenia $miglowca [rad],
0, — kat miedzy ling z podwieszonym ladunkiem i pionem, mierzony w podiuznej plasz-
czyZnie $migltowca [rad],
@1 — kat migdzy wektorem ciagu wirnika nosnego i prosta taczaca piaste wirnika ze srod-
kiem cigzkoSci émiglowca mierzony w podluznej plaszczyinie $miglowca [rad],
Pr — kat nastawienia topaty wirnika no$nego [rad],
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dr — kat skrecenia konicowego profilu topaty wirnika no$nego wzglgdem profilu przy
nasadzie [rad],
A= E+) =1 .7 — warto§¢ wlasna macierzy R,
Ao — wspOlczynnik przeplywu pionowego,
po = Mjo- R+ A, - 0 — wzgledna gestodé $miglowca,
£ — cze$6 rzeczywista wartosci wlasnej A (bezwymiarowy wspolczynnlk tlunnema)
o — gesto$é powietrza [kg/m?],
g = b o/ R— wspdlczynnik wypelnienia wirnika no$nego,
T = tft, — czas bezwymiarowy,
() — pochodna wzgledem czasu bezwymiarowego,
(™) — wielkos$¢ bezwymiarowa.

1. Wstep

Coraz szersze stosowanie $migtowcéw do prac dZwigowych stwarza potrzebe zbadania
statecznos$ci $migtowca z podwieszonym tadunkiem. Opublikowane piSémiennictwo na
temat dynamiki ukladu §miglowiec-podwieszony tadunek jest stosunkowo ubogie. Wpraw-
dzie ukazaly si¢ prace dotyczace zaréwno rozwazan teoretycznych [1], [2], [3], jak i wy-
nikéw prob w locie [4], [5], jednakZe maja one charakter analiz wstepnych, obejmuja
proste modele fizyczne (np. émiglowiec jest traktowany jak punkt materialny [3]) i stano-
wia probe przede wszystkim oszacowan jakosciowych.

Praca niniejsza stanowi prébg analizy ilo$ciowej. Parametrami zagacﬁuenla sq: diugosé
liny, na ktorej jest podwieszony tadunek oraz stosunek masy fadunku do masy smiglowca
i odlegto$¢ punktu zamocowania liny z fadunkiem od $rodka ci¢zkoséci $miglowca. Wy-
bér tych parametrow jest podyktowany wzglgdami poznawczymi, a ponadto w przypadkach
szczegOlnych umozliwia porownanie wynikow z rezultatami prac innych autoréw, np.
przy zerowej masie podwieszonego fadunku z wynikami dotyczacymi $migtowca izolo-
wanego, lub przewidzenie rezultatu na podstawie przestanek fizycznych, np. przy podwie-
szeniu tadunku w srodku cigzkoséci $migtowca — rozprzegniecie wahan ladunku 1 pochy-
lania §migtowca.

2. ZaloZzenia

1) Ruchy: podluzny i boczny ukiadu $migtowiec-podwieszony tadunck sa rozprze-
gnigte,

2) Réwnania opisujace ruch podiuzny §miglowca i tadunku mozna rozdzieli¢ na dwa
niezalezne uklady, z ktorych jeden dotyczy przemieszcezen $migtowca i tadunku wzdhuz osi
poziomej oraz pochylania §migtowca, a drugi przemieszczen uktadu wzdiuz osi pionowe;.
Uzasadnienie tego zalozenia mozna znalezé np. w pracach: [6], [7]i [9].

3) Przemieszczenia ukladu wzdluZ osi pionowej nie beda uwzglednione, gdyz w przy-
padku $§miglowca izolowanego ta postaé ruchu jest nieoscylacyjna i ttumiona [9], a wplyw
z zatozenia matych ruchéw podwieszonego ladunku jest niewielki.

4) Smigtowiec jest traktowany jako sztywna bryta o masie M i centralnym momencie
bezwladnoéci I,,.
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5) Na émiglowiec, poza jego cigzarem, dzialaja nastepujace sily zewnetrzne: ciag po-
jedynczego wirnika nosnego i naciagg pojedynczej liny, na ktérej wisi fadunek.
6) Ciag wirnika jest staly i réwny sumie cigzaréw émiglowca i tadunku.
7) Tarcza sterujaca wirnika nosnego jest nieruchoma (statecznos$é ,,z trzymanym
drazkiem”). _
8) Ladunek jest reprezentowany przez punkt o masie m zawieszony na niewazkiej
i nierozciagliwej linie (wahadlo matematyczne) w odlegtosci d od $rodka cigzkosei $mi-
gltowca. :
9) Stanem rownowagi §miglowcea jest zawis.
10) Zaburzeniami s mate zakldcenia stanu réwnowagi.

’

3. Modele: fizyczny I matematyczny

Ruch zespotu: $migtowiec-podwieszony tadunek jest opisany w prostokatnym prawo-
skretnym ukladzie wspohrzednych x, y, z zwigzanym z Ziemia. O§ z jest skierowana pio-
nowo do géry, a of x lezy w podtuinej plaszezyinie $migtowea i jest skierowana do przo-
du kadtuba (rys. 1). '

Zgs = const

X

Rys. 1

Dla rozpatrywanych. trzech stopni swobody 'zespolu: poziome przemieszczenie $mi-
glowca x5, pochylenie Smiglowca ® i poziome przemieszczenie podwieszonego ladunku
X1, mozna otrzyma¢ nastgpujacy ukiad réwnan opisujacych ruch $migltowca i tadunku
[7] (oznaczenia jak na rys. 1):

d? ‘
(1) MT? = (M+m)gsin(@+0Or)—mgcos®,sinOy,
2
¥) m a:”);, = mgcos®,sinf,,
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1?6 . .
3 Iyiﬂz-- = (M+m)ghsin®@y+mg(x,—x,)cos*Op + mgdcosOpsin@y,
gdzie: x, = x;—dsin® oraz sin@ = (x;—x)/I.
Uklad ten po linearyzacji wzglgdem malych zaburzen stanu réwnowagi, wyrazeniu
kata @ przez pochodne aerodynamiczne wirnika [8] i zmienne stanu oraz zamianie wspot-
rzednych xs i x; na wielkosci x; i x,, w formie bezwymiarqwejl przybiera postaé [7]:

(4 ' Ax+Bx+Cx+D =0,
gdzie:
(5) x = col[x,, 0, x,],
blla b123 b13
(6) B = b217 b22; b23 ,
' . b3y, b3z, b33
. 0, ¢2, 0
n C=|0, ¢, €23},
0, ¢32, €33
® D= col[o,{fi-(1+E/z‘)-c.r-yo-:c', -(l+"ﬁ5)-c1‘-yo-§/—ll‘
¥y N
Elementy macierzy B i C mozna obliczy¢ z zaleznosci:
N o
. da,, da' + 0Oag
b = - R b ::-—__."_—._——.h.—_;. O s
1 Y% Lfr- Mo 12 ( 70 da, Y% 1.‘/10
m oda,, .
b= T
— 7 Oay. Crepho
b = — l+m'h'—_:“f—,
21 ( ) oV 7
— f}alc da’ - aalc Cr* o
byy = -(1+m)-h|—+++— - ——— ———,
22 ( ) ( o4 da, 4 ) ry
®
byy = — T 2 O o

1724 ry

. Oay
b3y = (1+m)- ali/"cr‘#o,

da da' + Qa,.
b, = —(L+m)- ic s —h-—=]C Up,
32 ( ( oq  da, 6V) T Mo
. day.
b = - +— s Cpe ;
33 P% T Mo

b Zasady przeksztalcenia réwnan z postaci wymiarowej w bezwymiarowa sa opisane np. w [9] (s. 191—
193), gdzie jako podstawowe wielko$ci odniesienia przyjeto: R, Vy i ¢- Ay.
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Ci2 = Cr*HUo;
W - m d
(10) €22 = ";;'d‘(l'l'd/l)'cr'#o, Cr3 = —F—y'T'CT'/«to,
— TN =, 61 Mo
C32 = —‘(1+m)‘(l+d/l)'cr"uo, 633 = (l+m)'—___-
Oare Odi ; dd’ zostaly okreslone na podsta-

. Pochodne aerodynamiczne wirnika: ——, ——=
: y oy o0q da,
wie [8] 1 maja postac:

0a,. - (2t3-Dr =2ty Pi—1y Ao)+ (o t3/ta+ 1) (ci+ 1418 03)

(11)

v tho~ [ta+ (et ta- 18 05)% /1] ’
(12) dare _ _ _ 2ly+(ctia-tgds)/2]
oq Oty [ta+ (cp+ 118 03)2/8] 7
(13) £=i-(1~Mz
a2 Ddcr
| i da’
Sag. Baye @
av ' 0§
o —0,10 @
0,030 I
0,025k Luos
R 'L By [
0,015~ . Lo
! L | m
0,0700 071 0.2 0,|3 L o

y

Rys, 2

Na rys. 2 sa przedstawione pochodne aerodynamiczne w funkcji m.

Réwnania (4) tworza uklad trzech liniowych niejednorodnych réwnan rézniczkowych
drugiego rzgdu, ktory mozna przeksztalci¢ do ukladu szeScin roéwnai rzedu pierwszego
0 postaci:

(14) q—Rq+X = 0,
gdzie:
(15) . q =CO-I[';1,@;.E2’}1,@:}2L
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I ~A7B | ~A"IC
(16) R = [ ................. 0 ....... ],

[l

W celu okreslenia statecznosci ukladu zostana wyznaczone wartosci wlasne macierzy
R, a w celu okreslenia postaci ruchu $émigtowca i podwieszonego tadunku — odpowiadajace
tym wartosciom wektory wlasne.

4. Przyklad obliczeniowy

Ze wzgledu na zlozong postaé réwnati (14), zbadanie statecznodei ich rozwiazan na
drodze analitycznej jest praktycznie niemozliwe. Wobec tego wykonano obliczenia nu-
meryczne dla lekkiego $miglowca klasy ,,Mi-2” o nastgpujacych danych: b= 3, f; =
= 4(0,96'-0,1)/i, R = 7,25 m, M = 2.600 kg, dla zakresu parametréw: 0 < 7 < 0,4,
0<1<30 m 0<d< 1 m Przykladowe rozwiazanie jest przedstawione na rys. 3.
Moduly wektordw wiasnych zostaly unormowane w ten sposdb, ze suma ich kwadratow
jest réwna jedno$ci dla kazdej wartosci wlasnej A macierzy R [10].

- 0
10— w -
0 88 [_ 5m
sl =03 o @
] o : °§ S
0 f—
o, O g
A S S
wsl 7 a 3
(=3
5 _ 4 2 7
S /
i ”,
, 041 4 g '/ /
02- S S B s Sl =l 8 >
=r. 5 2 %17 3 =) ?
& S & 5 8 %
N7 nfr SUAs, s s U
x,@xQx,sz X OB %0 X% X6 H5%8 % X6Ni8i
M=-001122,104Y-T Ay =0,50020,980/-T Ag==1320 Ag=0

Rys. 3

Z poréwnania wysokoéci ,,stupkéw” na rys. 3, a takze z dalszych wykonanych w ra-
mach tej pracy obliczed wynika, Ze poszczegblne wartosci wlasne charakteryzuja naste-
pujace ruchy:

a) A= &+ V — 17— wahania ladunku podwieszonego pod $miglowcem,
Ay = &2t V = 11,., — wolne rozbiezne oscylacje lub ruchy nicoscylacyjne odpo-
b) 1 lub : wiadajace pochylaniu $miglowea i predkosci pozwmych
Ay =6&1 4, =§&, przesum@(: $rodka ClQZkOSCI ukiadu,
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¢) A3 = &; — silnie thumiony ruch nieoscylacyjny odpowiadajacy pochylaniu $migtowca
i predkoséci poziom¥ych przesunieé $rodka Sciezkosci uktadu,
d) Ay = 0 — niezaleine od czasu potozenia srodka cigzkosei ukladu.

5, Wyniki

Wyhiki obliczen zostaly przedstawionec w formie wykreséw obrazujacych zaleznodé
wartoéci wlasnych (poza A, = 0) od rozpatrywanych parametréw.

Wplyw odlegloéci d punktu podwieszenia liny z tadunkiem od $rodka ciezkosci ¢mi-
glowca zostal okreslony dla jednej diugoééi liny (/ = 5 m) i dwdch cigzaréw tadunku:
m = 0,15 i 0,30. Typowe wyniki obliczefi sq przedstawione na rys. 4.

’Z‘

2,51 -

- =~ 0,020

i

-0,015

-|=0,010

-|-0,005

'
K}
D
S
&

!

0,010

10,015

{

0,020

-10,025
&

Rys. 4
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Zwiekszeniu odleglosci punktu zamocowania liny od $rodka ciezkosci $miglowea to-
warzyszy zmniejszenie A5, czyli wzrost tlumienia postaci ruchu odpowiadajacej tej war-
toéci wlasnej. Charakter zmian dla obu cigzaréw jest taki sam, przy czym wiekszemu
cigzarowi odpowiada wigksze ttumienie.

W przypadku 1,,, dla obu cigzaréw tadunku ruch jest rozbieiny, przy czym wyste-
puje krytyczna odlegtosé dy, rozdzielajaca wolne (0 < #,,, < 1) oscylacje dla 0 < d < 4,
od dwéch ruchéw nieoscylacyjnych dla d > dy; wielkoéé dj, jest mniejsza przy wigkszym
cigzarze fadunku (d, = 0,651 0,50 odpowiednio dla m = 0,151 0,30).

Na warto§é 4, polozenie punktu zamocowania liny wplywa gléwnie poprzez jej czesé
rzeczywista, przy czym maleniu d towarzyszy spadek &, tak, Ze dla d bliskich zera moze
wystapié & < 0, czyli ttumienie wahan tadunku. Dla lzejszego tadunku ruch ma mniejsza
czestosé i staje si¢ tlumiony przy wigkszej wartosci d. (0,16 m i 0,08 m odpowiednio dla
m = 0,15 i 0,30). :

-0,05

a=0

m=015 - —610
——- 0,30

i
‘ﬁﬁ, 2; B3 ’ \Lﬁl

Rys. 5
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10--1,0

05-+-05 : =005

(]

~| 0,05
16,10
-10,15

~0,20

&

Rys. 6

Wplyw dhugosci liny / zostat okreslony dla dwéch miejsc jej zamocowania do §miglowca
(d=0id=1 m)idwéch cigzaréw-tadunku (@ = 0,15 i 0,30).

W przypadku podwieszenia liny w érodku ciezkosci §migtowca (d = 0, rys. 5) j¢j
dhugos¢ wplywa istotnie tylko na ruch ladunku. Czesto§é wahat 1, jak latwo przewidzied,
pamigtajac, Ze tadunek jest modelowany wahadlem matematycznym, maleje ze wzrostem
diugosci /1 jest mato wrazliwa na cigzar tadunku, natomiast przebieg funkcji &(/) wykazuje
minimum, co oznacza, Ze istnieje optymalna z punktu widzenia ttumienia ruchu fadunku
dlugos¢ liny, w rozpatrywanym przyktadzie / ~ 12 m, praktycznie niezalezna od cigZaru
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J
nl .
. ,/
n g
204-2,0 yd —-0,020
- . 7
7
4 ~{~0,015
--0,010
~|-~0,005
0 | | \ .
0,05 01 015 0,2 025 03 035 04 o
- 3%
10,5 - === — 0,005
. é/,z 5
d=0
T —— [=§m _ ~6,010
——— (=20m &
Yé12, 83
Rys. 7

podwieszonegb tadunku. Ten wynik jest jako$ciowo zgodny z informacja podang w [3],
gdzie jednak ze wzgledu na bardziej uproszczony model ukladu, maksimum tlumienia
wystepowalo dla znacznie diuZszych lin. -

W przypadku d = 1m (rys. 6), wzrost dtugosci liny dla obu cigzaréw podwieszonego
- ladunku wplywa przede wszystkim na tlumleme ruchu }adunku (niekorzystnie, bo &(0)
jest funkcja rosnaca).

Wplyw dlugosci liny na ruch $miglowca dotyczy przede wszystkim warto$ci wlasnej
Ay.2, ktéra przy pewnej diugosci liny /. staje si¢ zespolona, czyli poczatkowo istniejace
dwa nietlumione ruchy nieoscylacyjne przechodza w rozbieZne oscylacje o malej czgstosci.
Wzrostowi cigzaru ladunku towarzyszy wydiuzenie f(f = 10 m i 25 m odpowiednio
dlam = 0,151 0,30).

Wplyw cigzaru podwieszonego iadunku zostal okreSlony dla dwéch dlugosei liny:
I'=5mi20 midwbch miejsc jej zamocowania do $miglowca: d=0id =1 m.

W analizie wplywu cigzaru tadunku szczegdlne znaczenie ma rozwigzanie dla m = 0,
gdyz w tym przypadku ulega uproszczeniu ukiad réwnan (1)—(3), (np. znika réwnanie
(2)). Obliczenia wykoriano jednakze w oparciu o ukfad (14), co umozliwilo poréwnanie
tego szczegblnego rozwiazania numerycznego z danymi dla $miglowca izolowanego,
publikowanymi nawet w literaturze podrecznikowej, np. [9]. Jak bylo do przewidzenia,

8 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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-1-0,08
~|-0,06
~{~0,0¢

1-0,02

34

N
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0,06

—10,08

10,10

£

*Rys. 8

wystapily tylko trzy, zamiast pigciu, niezerowe wartosci wlasne, charakteryzujace pochy-
lanie i poziome przemieszczenia $miglowca: jedna rzeczywista ujemna, odpowiadajgca
silnie thumionemu ruchowi aperiodycznemu 1 i dwie zespolone 4, , opisujace niettumione
wolne oscylacje. )

W przypadku d = 0 (rys. 7) wzrost cigzaru tadunku wplywa gléwnie na tlumienie
&1, powigkszajac je, z tym, Ze przy krétszej linie wzrost thumienia jest wolniejszy.

W przypadku d = 1m (rys. 8) wplyw ciezaru jest ogdlnie bardziej wyraZny niz poprzed-
nio. Ruch tadunku jest niestateczny, przy czym ze wzrostem cigzaru tadunku i diugosci
liny staje sie szybciej rozbiezny. Ruch $émiglowca (4 1,2) jest tez niettumiony, a przy pewnej
wartosci 7, pojawiaja si¢ dwa ruchy nieoscylacyjne. Warto$é 7 wzrasta ze wzrostem dlu-
gosci liny (0,075 1 0,25 odpowiednio dla / = 5m i 20m).
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6. Whnloski

Z rezultatow obliczen wynika, ze wszystkie badane parametry w pewnym stopniu
wplywaja na ruch ukladu, Smiglowiec jednakze zawsze pozostaje niestateczny, a obecnosé
ladunku t¢ niestateczno$¢ powigksza, Stosunkowo najmniej niekorzystnie wplywa la-
dunek podwieszony w érodku cigzkosci Smiglowca, co jest konsekwencja najstabszego
sprz¢Zenia ruchu fadunku z ruchem $migtowca. Fakt ten jest uwzgledniany w konstrukqach
$miglowcdw przewidzianych do pracy w charakterze dzwigdw.

Zachowanie si¢ $miglowca z podwieszonym ladunkiem w zawisie bylo przedrﬁiotem
badan dos$wiadczalnych [5] ilodciowych, a takZe opartych o wraZenia pilotéw wyrazone
w 10-punktowej skali Coopera [11] (1 punkt — aparat optymalny, 10 punktéw — lot
niemozliwy). Wyniki tych badan sa jakosciowo zgodne z rezultatami opisanych w tej
pracy obliczes.
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Peswme

MMPONOJIBHAL OUHAMUWUECKASL YCTONUMBOCTh BEPTOJETA
C BUCIIWM T'PY3OM HA PEXXMME BUCEHMA ~

B pabore pama (pusuUecKast MOAENb OMHO-BHHTOBOFO BEPTOJETA C BHCAIAM IPY30M M YpPabHEHHS
JUBIDKEHMsL 5TOM CHCTEMbI Ha DEXXHME BHCeHUA. PaccMaTpHBach TP CTelleHY CBOGOIBI: HAKJIOH BEPTO-
JieTa W TOPUSOHTANbHbIE IIepEMELUEHMsT BEpPTOJIeTa M IPysa. YCToHuMBOCTh ObLIAa MPOAHANM3HPOBAHA
MeTonoM HeGONBIIHX BO3MYIUEeHWHE cocrosinus paBHOBecnms. Ha ocHome upmcieHsHoro npemepa il Jer-
KOTO BEPTOJIETA ONPEACHEHL! (DOPMLI IBIMIKEHMA CACTEMBI, @ TAKXKE BJHAHKE HA YCTOHUMBOCTE CHCTEMbI
Beca Ipyaa, IUIMHBI TPOCA M MECTA er0 KpeIUIeHHS K BEPTOJIery.

B*
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Summary

LONGITUDINAL DYNAMIC STABILITY OF A HOVERING HELICOPTER |,
WITH A HANGING LOAD

Physical model and equations of motion of a hovering single-rotor helicopter with a hanging load
are given. Three degrees of freedom are considered: pitching of the helicoptér as well-as horizontal trans-
Iations of the helicopter and the load. Stability is analyzed by the method of small perturbations, As a nu-
merical example, the modes of motion of the helicopter-load system as well as the influence of the load
mass, the link length and the suspension offset of the link aré investigated for the typical light helicopter.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 maja 1978 r.
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Ogblne sformutowanie mechaniki o§rodka ciggltego z wigzami zostalo przedstawione
przez WOZNIAKA 'w pracach [1], [3—7]. W oparciu o powyisze prace sformutowano za-
gadnienie plyt sprezystych, traktujac jako wigzy ograniczenia narzucone na funkcie de-
formacji. Przyjmujac funkcje przemieszczenl w postaci . szeregu potggowego zmiennej
pionowej, wyprowadzono podstawowy uklad réwnad. Zagadnienie pasma plytowego
rozwiazano przy trzech szczegdlnych postaciach funkcji przemieszczen. W dwéch przy-
padkach otrzymano sily reakcyjne niezerowe, natomiast w trzecim przypadku, sity re-
akcyjne rowne zeru. Jest to zatem rozwigzanie zgodne z rozwiazaniem klasycznej mecha-
niki continuum. __

Réznice miedzy sktadowymi naprezef i przemieszezen wyznaczonymi z rozwigzania
mechaniki continuum z wiezami i klasycznej mechaniki continuum nazwane s§ umownie
bledami”. W pracy [2] wskazano na zalezno§é migdzy wielko$ciami Srednich ,,bleddw”
a sitami reakcyjnymi i wprowadzono kryterium oceny ,,dokladnosci” rozwiazan na pod-
stawie wielko$ci tych sil. Rozwiazane w niniejszym opracowamu przypadki stanowia
ilustracje powyzszych zaleznosci.

1. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy plyte prostokatna sprezysta jako cialo z wigzami, z narzuconymi ograni+
czeniami na funkcje deformacji. Plyta zajmuje obszar 2, ktéry mozna przedstawié w po-

staci 2 = Fxam, gdzie wjést powierzchnia §rodkowa, a F odcinkiem ( 5 2) (rys. 1.

AIQ'/\__-\_——%\\: N \7/
e

Rys. 1
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Przyjeto funkcejg przemieszezen w nastgpujacej postaci

!
.y w(Xg, X31t) = Z DX, 1) (x3),
a=0

pIzy czym @, sa poszukiwanymi funkcjami rézniczkowalnymi zaleznymi od wspétrzed-
nych xx €, K = 1, 2, wspdirzednej czasowej ¢ € R, natomiast x; € F.

Dla tak przyjetej funkcji przemieszczen, zgodnie z [2], réwnania ruchu w uktadzie wspét-
rzednych kartezjafiskich sa nastgpujace

h

2
+) (-) d ax
UmK.de3+ f Qbm dx3 +17m—17m
h

“l’% Ny =

B -d—t— 3¢m(0) ’ “= 0’
- ~z
m=1,2,3
(1.2) A " 5 .
3 3 z
B[ p\®
f a',,,K‘K(x3)°‘dx3~—oc f 0',"3(X3)a—1dx3+ f Qb,,,(x3)°‘dx3 +pm (_2_) +
. h h
—% 2 . T2
“’(_ﬁ)“ _d x
pm 2 - dt at,i),,.(a)’ - U
gdzie
h
{ { 2
1 . .
X = 2( f g(x3)°‘(x3)ﬁdx3) PE@ Py
a=0 p=0 _h
2
) (+) h
Pn = Pm(Xx, 1),  PIZy X3 =
' h
DPm =pm(xli’ t)a Przy x; = _—i‘.
Na brzegu o normalnej zewnetrznej n trzeba spetnié warunki brzegowe
h
: :
13 ([ omGeaYdxyme = [ palxsydxs  a=0, .1
’ h h
) T2

JeSli przy o = o; w réwnaniu (1.1) @, = 0 wtedy réwnania ruchu (1.2) i warunki brze-
gowe przy o = o, znikaja. Po okredleniu poszukiwanych funkcji ¢ mozna wyznaczy¢
sily reakcyjne objgtodciowe i powierzchniowe z nastepujacych zaleznoéei

rm=Q¢m“b(9bm+0‘mx,x+0‘m3,3) w Q=FX7Z, tG.R,
(1.9 Sm = OmgHx—Dw przy Fx dn, te R,
Sm = Om3fy—Pm , przy 0F Xz, te R.

Funkcje ¢y wystepujace w zaleznosci (1.1) przy « = 0 i o = 1 maja prosta interpre-
tacj¢ fizyczna. Funkcje @i, opisuja sktadowe przemieszczenia powierzchni §rodkowej.



PASMO PLYTOWE JAKO CIALO Z WIEZAMI 279

Funkcje @1¢1y 1 ®a¢1y opisuja odpowiednio w kierunku x, i x, skladowe wektora, ktory
w konfiguracji odniesienia byl wektorem normalnym do powierzchni srodkowej; nato-
miast funkcja @,(,y charakteryzuje wydtuzenie w kierunku tego wektora.

W rozpatrywanych przykladach zaloZono, Ze na pasmo plytowe o nieskofczonej
dtugosei w kierunku x, dzialaja nastepujace sily (rys. 2).

o
IEEEEEEEEEEENEEEERESEXEEEXN

a L i s

JAN
| 20
Rys. 2
bi = O,
) ) ‘ h
(1.5) Pr=0,p3=—p Pzyxs =7,
h
pi=0 przyx3=——?,
oraz
12M 3 4p
(T3 +37;)"3"7;s"‘3 A
D=
12 3p 4p
|"‘(—‘hT+§l')X3+—iI'3*xg przy x, = —4a,
(1.6) ;
p2=0 przy x, = *a,
3 6
Py = —2%_11— h—fax% przy x, = +a.
’l .
2 A~
Przez M = f%"xg dx; oznaczono tu moment zginajacy przylozony do krawedzi
h
T2

plyty x, = a. Zalozono ponadto, ze funkcja przemieszczenia u jest niezalezna od czasu.
Przy tych zaloZeniach rozwiazano zagadnienie pasma plytowego przyjmujac funkcje
przemieszczen w nastepujacej postaci:

Uk = Preoy T Pr1) X3 k=1,3,
Dy =0
2 — Y
Uk, = Preoy+ Pciy¥s + Py X3 k=1,3,
.7 b) 1 =0

.3
Uy = @iyt PrnXs +PuayXs,
C) u2 = 0.9

2 ) 4
Uz = @aoyt PayXs +Pa2) X3+ Pay X3,



280 " M. MArgs® -

Przyjecie funkcji przemieszczen w postaci (1.7), odpowiada vogdlnionej teorii Reissnera,
Natomiast zatoZenie, Ze funkcja przemieszczen zaleZy rdwniez od wyzszych poteg x,
umozliwia dokladniejsze wyznaczenie stanu naprezenia. _

W wyniku przyjecia funkeji przemieszczen w postaci (1.7),'i ( 1.7)s otrzymano rozwia-
zanie zagadnienia z niezerowymi sitami reakcyjnymi okre§lonymi zaleznosciami (1.9),
Natomiast przyjmujac funkcje przemieszczen w postaci (1.7),, uzyskano rozwiazanie,
w ktorym sily reakcyjne znikaja czyli jest ono rozwigzaniem klasycznej teorii sprezystosei.

Dysponujgc rozwiazaniem klasycznej teorii sprezystosci mozna okresli¢ stopien doktad-
nosci rozwiagzania uZyskanégo wg teorii z wigzami wprowadzajac wielkosci okreslajace
$rednie 1 maksymalne bledy sk’(adowych naprezefi I przemieszezen.

f 0§ — of|d€2

Mij = R
IQI J 1piac
(1.8) . '
' - ) __ (P
0 . |Ql ﬂf Iul ui |dQ
i = 1 b ’
<oy J 1142
2
max o — &f}’>|
%11‘ =
s L [lolae
(1.9)
max |uf® —ufP|
xeQ
o =T,
1
TQ" f |uf®|d2
0
gdzie
o(“) — skfadowa naprezenia wyznaczona wg klasycznej teorii sprezystosci

o} ?» — skladowa naprezenia wyznaczona wg teorii z wigzami,

u{® — skladowa przemieszczenia wyznaczona wg klasycznej teorii spr@zystosm

ufP — skladowa przemieszczenia wyznaczona wg teorii z wigzami.

W celu oszacowania rozwigzai uzyskiwanych wg teorii cial z wigzami (r # 0,s # 0)

w oparciu o kryterium przedstawione w pracy [2] nalezy wyznaczyé cztery nastgpujace
wielko$ci

8a
yCC = 0-0’

(1.10) x=1,2
Gazﬁ’
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gdzie
g = Q f]/rl-l-;2 d!)-l- {l/sl-l-v% dr+ "= {Vsl-l-sz dsSy,
12 ISb
g =D rsld2+ f|s3|dn+ f|s \ds,
IQI ‘ Yy s
(1.1H
fi= ﬂlsup]x r1+r2 +ﬁz sup 1/s1+sz +ps sup I/Srl‘Sz,
xeFXdn
Lz =ﬁ15up|'3|+ﬁz SUP |~93|+53 SUP s3],
XeERXS xeFxon
fu Sb = (?J'ZXF

102, |72, |Ss] — miary odpowiednich obszaréw
B1, Ba, 3 — stale dodatnie
— maksymalne wytezenie plyty.
Znajjc wielkoscei y, mozna na podstawie zaleznoscei

Ny = Fij{ya),
0, = Gi()’a),

ocenié $rednie bledy skladowych napreZenia i przemieszczenia uzyskane z rozwigzania
wg teoril z wigzami. Zaleznos¢ (1.12) wyznaczamy na podstawie przykladéw rozwigza-
nych przy zatozeniu réznych typdéw wiezéw i rozwiazan $cistych.

Pordéwnanie natomiast wielkosci o, i y,, ktore charakteryzuja $rednie i maksymalne
warto$ci poziomych i pionowych sktadowych sit reakcyjnych, pozwala na oceng najwigk-
szych bledéw sktadowych stanu napreZenia i przemieszczenia.

(1.112)

2. Rozwigzanle pasma plytowego przy I =1

Przyjeto funkcje przemieszczen odpowiadajaca unogéinionej teorii Reissnera tzn.
w nastepujacej postaci
o Ue = Pt diXs :
2.1 =1, 3.
@.1) v — 0 k=1,

W tym przypadku skladowe tensora naprQZenia wyrazaja si¢ nastepujacymi zaleznosciami

Tt = (1+v)1(:1—2v)[(1 ”)a Frd+ {10 o x3]’
o= i [ T ]

033 = (1+v)fl 21})[ v)d3+vg—1i)i+v%x3],
13 2(1E-'|-’V) [d‘ ?ﬁ? + gdi x3]’ |
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Warunki ;éwnowagi (1.2) przy I = 1 sprowadzaja sie do nastepujacego ukiadu réwnasn

0% 1/)1 ?)d3 _
(1=-»)—= ad +v N =0,

od, _ d%ws  2(1+w)p

=0
x| 0x3 Eh ’

(2.2)
(L—ni* &dy s _,
6(1—2v) ox} boox, ’
B oy, (=) v dpy  (L+w)p -0
24 a2 (1= 7 1= 0x, 2E

Sa to dwa uklady réwnan zawierajace po dwie niewiadome. Z uktadu réwnan (2.2),
i (2.2); wyznaczono niewiadome funkcje d,, 95, ktére maja nastgpujaca postacé

2(14+»)(1—2w)

d, = (1—») E (px3+3C x})+ Cox,+ Cs,
(1+v)(1=2v) ' 2(1+v)p 2(L+v)
Vs = T 0o ER (Px“‘w‘x” g G)FH T G GfxtCe

Natomiast z réwnar (2.2), 1 (2.2)4 wyznaczono pozostale funkcje

1—
dy = Aze‘ex‘-i-A_,,e"lB"t_ 1+v(,,A1+ ( : 1’)17)’
E 2
1+ v
e ﬂ (T=np A" I“Ase'ﬁ"‘)Jr v[(l )A,+~2£]x1+A4,
gdzie
24
2 _——_——
A= (1=») k2

Przemieszczenie u; musi byé antysymetryczne wzgledem x; przy kazdym x, € (— %,

7] co Jest rownowazne z antysymetria funkcji , i d;. Funkcje v, i d, spelniaja warunek
antysymetrii, jesli
A2=A3,A4=0,C1 = C3=0

Na powierzchni x; = a o normalnej n = (1,0,0) oraz na powierzchni x, = ~a o n =
= (—1,0, 0) powinny by¢ spetnione warunki brzegowe (1.3) przy / = 1, gdzie p,, okres-
lone jest zaleznoscia (1.6). '

Warunki brzegowe (1.3) przy / = | po uwzglednieniu antysymetrii funkcji p, i d;
sprowadzajg si¢ do nastgpujacych zaleznosci

[(l——v o5 ] =0,
0 1 (x1=a)

|y (o 2], -
2009\ T ey 2%




PASMO PLYTOWE JAKO CIALO Z WIEZAMI ) 283

[_Q;")ﬂi_ od, -y
R214+»)(1=2) x| lvimay
6d3)

= 0.
(axl (x1=a)

Drugi warunek brzegowy spelniony jest tozsamosciowo, a z pozostatych wynikaja naste-
pujace relacje:

Al = 09

R+ (1-29) P o,
C2=lymr \MT2e)
A2=0.

Stalg C, wyznaczamy z warunku, aby u; = 0 érzy x, = ailxs; = 0. Jest ona réwna

B T+v | 5(1=2»)p 4 , 6(l-29M ,
Co = [2(1-v)h2“ TP Sy ¢
Po uwzglednieniu wyznaczonych stalych, wyrazenia na moment zginajacy oraz po wpro-
wadzeniu wspélrzednych bezwymiarowych &, = —=, &; = X sktadowe przemieszcze-

nia (2.1) maja nastgpujaca postad

g 21—2 2 i
R R AN

u2=0,'

_ (I4+»)a
3T E

1-—

[(1_2v)p(h)(——f4+352 5) p(1—52)+( Zv)p ““52)]
. S _(-»p & }
‘ 2 ':1‘ 3(>

sktadowe stanu napreZenia sg nastepujace

—2[31)( ) (1-&)- p]fa,

» 2v a\?
Oop = _.._E—- 1= [3p(-;) (1—-4,&21’)"13]53,A

I

Oyt

2 v
« r 2w a\? N
(2.3) 033 = —E""T__—,",' 3p 7 (1= -p|és,
a
O3 _pF‘:tl’

I
S
|

012
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Znajac skiadowe naprezenia mozna okresli¢ ze zwiazku (1.4), sily reakeyjne objetosciowe

1 3
Iy = 2p ‘ 5153,

(2.4) r, =0,

1 2 TP
ry = —W{JPVI _y,,, [31)(%) (1—51)—1)]},

ze zwigzku (1.4),, po uwzglednieniu (1.6), sily reakcyjne powierzchniowe:
pizy &, =1 '
3 ),
S =p —§+4£3 &3,

Sy = -'——(—1+12£3)

(2.5) przy £, = —1

a ze zwiazku (1.4); po uwzglednieniu (1.5) sily reakcyjne powierzchniowe:

1
pizy &3 = 5
)
5y = P%fi
1 2 a\? .
1
(2.6) przy & = 3
Sy = _P%“El

55 = %{r 12_”,,[31)(%) (1—5%)~ﬁ]}.

Na podstawie wzoru (1.1.1) obliczono

h

h
fi= hsuplr1|+ sup |s1|+— sup, 5, = Tp= 40, 2p

XEAXD a xeFxdn 1

h
J2= hSUPl"3|+ sup. Isal+— sup s3]

xenXd, a xeFxon
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gdy
2y ..
p+ =7 > 0
1 3y a\* . a 1—y 2p
—_— — — _— — > .
2P+ 1—11[3‘”(11) ‘D] PIZY /]/ 3y + 3p
fz— i +l” i< 1-y +§
7P 157 Py w ' 3p
gdy
2v
_‘D+T:17‘D <0
1 3y a\* . .
h= g i) -]
h 1 ho1
g = [ nldt i [isidns [ isan) e 2L (sas, =
1 2zl \ o . a IS ¢
ﬂx(i) nX(—E) _
a 13 &
R
o O e e
= | |rs|dR+ —— syl dm+ drn|+=—— | Is3]dS,
82 T 5 |73 27| i 53| dre . |s3| dr a 1)) J 53] dSs
: wx(3) wx(-3)
gdy
1-» p
2 +;>0
(27+4y/3) 3 S h 3
—_ —] - —_— =
T 1—v[2p(p) L s = 7
+._
2y P

2 f 2 ) 1 ~le 27+4 E 3 * D
= - o) (-3 A PR - 25 ) )

gdzie
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gdy
= +£ < 0;
2y P
(—27+4y3)p = 3 a\* .
S N e AV A S
Jako wytgzenie ¢, przyjeto maksymalne napreZenie oy, czyli oy, pray &, = 01i 5; = _%,
p 2
Oo = 317(‘11—) —p
Wowcezas
h\*| A
”[”0’2(2) ‘]Z
oy = FACRE
-]
gdy p+ ]2_1}71‘5 >0
_g(ﬁ)z
2\a 3y a I—» 2p
— ?, R —_—
; ~(;1)2+ 1 P, ]/ » T3
, /a4 z
2 =
5 (11)2+ 3y o
2%Ma) P07 a /i %
- a7’ P 5, 3y 3p
PP ‘a‘)
2y .
_p_(h)2
2\a 3y
62 ¥3 N(hlz l—»
pP—p x
13 (K14
[2+ 300 (E) ]a
Yi=— 5Ty >
3p—j _!z)
!
. T—v p
gdy A LI AN
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(27+4V3)p( ) [ (h J
L RARAT: o 3
h b p Zy a = 1—‘V 1.; 5
3p—p\-— 5%ty
a\?
ola) -7 [ w1-5)-5(5) ),
va=)—3 £+
A
(27+4|/§)p(£)2_ 3 [, ~(h)"
18 a 1= | P72\ h / 3
+ h 2 > przy 0< ; < 1= 1;
w-3() V2
1-» p
d =<0
gay > + »
(—27+4y/3)p ﬁ)’+ 3 [, s(2)
18 al T 1= [P7P\a
Y2 = e
w-ifg]
oy lk6jem’] Y|
{h ~1800 1705 _~1425 -956 ~300 0 -0 -0 -4K -5
————aAAmm /
a é = | a =
d iy fem) w60 108 o] 25 956 a0 0 038 0% 414 150
0 -0g8 -0075 01023 =01 -S“’V” T PP Ll il
000002 Jlo,00004 J\oa6007 Agoooey  J-6,05 Zo,n‘s" 4,05 ‘-o,us 0,05 '%“ —i* "é”‘% 1
: g 5 — = =H H
QUis  0,0753 0,102 0,168 4675 45 B B 4s 448 423 35 23 073
Lusfor] opglk6fem?] ;
Jem o -45,05 ~q175 3575 205 -1 - R
Coz5 J-025 J-0% [0 (0%
] : $g(xg= b/2) [kGfem”] -
g mas %E  BE 15 9 TR 5 &
4 0y [k6/em?] ¥ & ki
_j ; E; lgx =) [k6/em’] J(X,-a)[gtz/cm’]
o et e e S AN
= : =Ex
0 125 250 375 &0 0,044 ‘% 0,62
R
) 0

Rys. 3
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Przyklad liczbowy, Przyjmujac dane ¢ =200 cm, A = 20 cm, . p = 0,5 kG/em?, M =
= 2000 kGem/em (p= —30 kG/cm?), E = 200 000 kG/cm?, » = 0,2 otrzymano na-
stepujace wielkodci d, 1y, , ' i

o ' 8, = 0,1945 1y, = 0,0556 '
8, = 0,7453  y, = 0,5382
Na rys. 3 pokazano wykresy przemieszczen, naprezen i sit reakeyjnych w przekaach

1 3

1
&, rownych 0, T 1.

3. Rozwiazanie pasma plytowego przy / = 2

PI'ZYJQtO funkcje przemieszezen wedtug (1.1) przy / = 2 tzn. w nastepujacej postaci
= "I)m + dm xJ + k,,,.X3

3.0 112—0 m=1,3
sktadowe stanu napreZenia wyrazone sa nastgpujacymi zwigzkami
_ E ' ad1 ok,
0y = (l+v) (l —21’) {[(1 ) +vd3] [(1 —'V) 2'Vk3-‘| a R X3(>

o, d, - ) ok, e

(6x1 +d3) (a ) +2ko] X3+ — %,

(=) dy+9 22| 1] 201 =)y +9-2%2 | x, 492K 2}
0x, Ox, 0xy X1

od, oks
tok+ 281 2o,

oo = vE
27 0+ (1-2v)
E

738 = (1+v)(1—2v>{

SR P
13 — 2(1 +'V) 1
O1g = 033 = 0.
Warunki réwnowagi (1.2) przy / = 2 sprowadzaja si¢ do nastepujacego uktadu réwnan
) (1-v)h?* 0%k,
ax, 12 oxt

X1

0,

Oy,
(1—%) ox? +

2 52/ )
d (dl a¢3)+h 2k 2(1+1)p=0’
1

ax, \ BT oy 2ot T I
/2 6 d1 6/c3 dps .
(-2 LI ad, 1 [ o n ok (1+ )
_ 1 4 1 VP _ o
24 ox 1(2k axl) 1—211[ ax, +(1=9)dy+ 75 12 0x1] 2F ’
%y, 0d; 3(1—v)h* 0%k, r 6—613’) _
(1-») o3 +v o, + 0 o ~(l =202k, + ) = 0,

d dws\ 3K 0%k, 4 ad, l 6(1+»)p
9 2 _ ~ — 2P0~ .
0x, (d 6x1) 20 oxz  1-2v\"ox, +2(1-7) ks, Eh



PASMO PLYTOWE JAKO CIALO Z WIEZAMI 289

ktéry mozna rozseparowaé na dwa uklady niezalezne. W wyniku przeksztalcen réwnan
(3.2);, (3.2)3 i (3.2)¢ wyznaczono funkcje y;, d;, ks W nastepujacej postaci

W(1+v . 1—92)(10+
ky = Dy 14 Dyef¥i— %(px§+2A,x1+2A2)— (_12)0(1%_”)1’,
2y 1 . |
d = — l_vv “‘E(Dleﬂxl“Dze—[}x‘)'*' ——(—E—l(pxﬁ-SAIX, +64;x,)+
y(L+9)(10+v)p
. 0FR ot Ps
. 5_p)h? . o — 2 D .
Y3 = ————( 60) (D eﬁ 1+D e B l)—W ?x‘f+2A1x?+6A2xf)+
142)(20 - 5p—»? 1+»)(4+v
( )(20Eh )pr+ ( 22(,1 )A1x1+D3x1+
(=2 (10+v)ph  »(1 +9) _
wE T am AtPe
gdzie .
120
2 . __
B = (1—v)h?"

Natomiast po przeksztalceniu réwnan (3.2),, (3.2),, (3.2)s wyznaczono funkcje vy,
ds, k, w nastgpujacej postaci '

ky = C e"*rcosby x; + Cye™"*icosh, x, + C3e**1sinb; x; — Cye”*1sinb  x,

(alcosb1x1+blsinb1x1)]——

|1 , 1
d3 = 261160""l [‘;(alcosblxl'—.blslnblxl)— (a%_i_b%)

. 1 1
—-2Cze‘“L"1[y {aycosb,x, +blsmb1x1)+( +b2)

. 1 .
X (—a,cosbyxy + by smblxl)] +2C5e"*: [? (b,cosb,x+aysinb, x,)+

1 . . 1.,
e _ 20 o= | 2 i -
+ (@ 1+b2) (bycosb; x, ﬂlslﬂbxél)] Cse [y {bycosb, x,

1 . y(14) (1—-2®)p
_alsmblxl)—k( +b2) (blcosb1x1+alsmb1x1)]—— 17 =B, — E
- ' 2v 1 a a,
Yy = Cle"l"‘{—- —1—_7m|:(~)'}1—-~ d1+b2)(alcosb1x1+blsmb1x2)—

— (b—Jl + ——él——) (@,sinb,x, —bycosh, xl)J - ;2

2
: 4
—coshyx o4 Cre~ " 1 x
y  a%+b? ! 1} 2 _

) 2 1 a a,
X{ma}—-hbf[(_yl—— p +b2)( a,cosh;x, +b,sinb,; x,)—

9 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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b b . . h?
- (—;— + ——af-lfb% ) (aysinb;x,+b cosbh, xl)] 15 cosblxj}+c3 %1y

2y 1 b b .
e [ e L e

2

a a . /L
+ (-L - 2+lbf ) (a;sinb, x,— b cosb, xl)] - i’ESlnbl x1}+ Coem 1 x

1 b b
><{ 2 [(_1+ ! )(—alcosb1x1+blsinb1xl)+

1—v 2+b2|\y 7 &2+b?
. n .
+(f;—‘———E%I;%—)(alsmblx,+b1cosb1x1)]+ 1—251nb1x1}+
1—92 v(1+
+ E B1x1+%x1+32,

gdzie

n=Vil-50va)

24

T U—)h?

_30(1—2v)
= e

Funkcja u, okreslona wzorem (3.1) musi spelniaé¢ nastgpujacy warunek

o

/\ . (X, = —%;) = —uy(x; = X))y (x; = —x;) =

xle(_%'i = —p(xy = X)) A di(x; = “‘?%1) =d(x; = X)) A ky(x, =
: = —X) = —k(x, = -’%1)
stad wynikaja relacje:
- Ay =Dy =0, D,=D,,
- Cy=—C, Cy=C,, B, =0
Na powierzchni x; = @ 0 normalnej n = (1,0, 0) i na powierzchni x; = —@ 0 n=

= (-1, 0, 0) powinny by¢ speinione warunki brzegowe zgodnie z (1.6) i (1.3) przy I = 2.
Po wykorzystaniu antysymetrii funkcji y,, d;, k, i symetrii funkcji i, d3, k3 warunki
brzegowe sprowadzaja si¢ do nastgpujacego ukiadu zaleznosci

3w1 (1-‘1’)}12 6k1 - _
[(1——v) 0x, Hvds+ 12 ox, Cama) 0,

2
[d1+ op; 6k3] _ 2(14+v)pa
(x1=0a)

(3.5)

0x 4 t1 0x, - - ER
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PR _ R+ (1-2M
\_(1 'V) axl +2vk3:|(x,=a) - T’
2k, ad’] =0

(3.5 { T w0 =

[ed.] [ ‘(pl 3(1—v)h* ok
1— pdy + 0T O -
( ‘D) + 3 20 axl (x1=a} 0’
4+ 0% L 6ks] _ 6(1+9)pa
| o, T 20 ox, @wi=ay  SER

Warunek (3.5); spelniony jest toZsamos$ciowo. Natomiast warunki (3. 5)4 1 (3.5)5 tworza
ukiad dwéch jednorodnych réwnan o wyznaczniku réznym od zera, zatem.

C, =C;=0.
Z pozostalych warunkéw wynikaja nastepujace relacje:
B, =0,
p
Ay = M-a?
2 2 a ’

32-»)(1+»)pa

ER3Bsinh(Ba)

Po uwzglednieniu zaleznosei (3.3) i (3.4) z wyznaczonymi stalymi oraz wprowadzeniu
wspdtrzednych bezwymiarowych, skladowe przemieszezenia (3.1) majg nastgpujacy postad

D, = -

1 — 1
"y =Lf§”)_“ L. M)La_sinh(ﬂl%fl)—su—v)p(%) (1-?55)51+
IOSinh(ﬂl;;l‘) .
+2(1—V)Z7§1+~@1—40_—V)—851 53‘,
ilz =0,

' _

(5-4) (2—7)]/—(1—v)p

Uz = _(1_+Ev)_a - 15 [cosh(ﬂxﬁ) —COSh(ﬂxif )] +
40sinh(ﬂl%)

+(1—v)p(%) (-4 B S G h
Hi—») |
)/ B0,
_a 2v)p._ h E+| - 15 cosh(ﬂl%&) +3vp%(l -&)-

2sink (51 %)

10+» 1/—v h L h
L0 bk

2
20 a 53 H

9
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120
B = ]/l—v

Sktadowe stanu naprezZenia sa nastgpujace

041 = "[6}7( ) (1-&H- 2p]£3’
h\ By
O = V) — L 3(2 ») ]/2(1 —v) cos (ﬂ )

2 )

gdzie

+6p( ) (1-8H—

.~ 10+
—2p + IOvp &y,
' o cosh(ﬂ Ly )
(3.6 P 32—7) 2(1—%) a A 10+
O33= — 5 —P = + &
3 2 1-v Y 15 h ulsa 10 >
_ sin ﬂlf _
. a ' = a
2—v a s1nh(ﬂ1—}7§1) 44v a a smh(ﬂ‘f&)
O3 =p T + —&1—| 32—y — +
4 h a 4 h h a
smh(ﬁ1 h\) sinh(ﬂlz)

a
+3‘Vp7£1 E% )
012 = 03 = 0.

_ Znajac skladowe naprezenia mozna okreslié ze zwigzku (1.4), sily reakcyjne objgtosciowe

6(2—7) S‘“"(ﬂ‘%g‘)

A P
a

_ Slnh(ﬂlr)

= —

53)

(3.7) r=0,

~ - 3p cosh(ﬂl__él) 1 ..2
= 4e- )]/2(1 W +y ( 3)’

smh(ﬂ1 ) | 2
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ze zWiaczku (1.4), po uwzglednieniu (1.6) sily reakcyjne powierzchniowe

przy & =1
3
8y ZP("§+4§§>§3;
S3 =0
(3.8) przy & = —1
3

Sl =p(?'—4§§)§37
s3 = 0;

a ze zwigzku (1.4); po uwzgiqdnieniu (1.5) sily reakcyjne powierzchniowe

1
Pray &3 =5
. a
_ Yy & smh(ﬂlﬁfl)
8= - P —— =& |,
2 h ) a
smh(ﬂl—h—
' — cosh (,3 Ly
__pl3e-n . 20—y o SR
BETRITIS 5 h 2\ 10
smh(ﬁlz
(3.9
rzy &5 = __L
PIZy <3 3
. a
2—v a Smh(ﬁ'lﬁ&l)
5y = P —51 >
2 T h , a
sinh ﬂl—h—
——~ cosh ﬂlﬁgbl)
P32 2(1-v) a h>") +r
BE TSy 5 & g 0}
sinh 517

Jezeli zalozymy, Zze na pasmo plytowe nie dziata obcigZenie pionowe p, a jedynie na po-
wierzchni &, = +1sila
{ 2pés przy & =1,
Pr=0_2p8, przy & = -1,

wtedy wszystkie sily reakcyjne objgtosciowe i powierzchniowe sa réwne zero, a otrzymane
rozwiazanie jest rozwiazaniem §cistym w sensie klasycznej teorii sprezystosci.
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Na podstawie wzoru (1.11) obliczono,

h
Nt "hsuplnl+ sup Is;|+ - sup Is| =

xenXdlF a4 xeFxdn

7 a ln(ﬂ‘%) 1 h
=p 7(2"”)? = — +02~ ,

pL pl
e
2

h COS %)
fz"hsuP|r3|+xf,?f,~'s3|+“vesﬁf,,ls'“"" 5p 2- ”)]/2(1 " h ' a) : ;
sinh =
“h
& = Mfwmuuﬂﬁwm-fmm)amfmm=
«x(3) wx(-3)

' — [cosh(ﬂl—g) ——1] ‘
—p (2_”)%—2;v]/2(1_v)' h L 13 A

15 R a 200 al’
sinh ﬂlﬁ
g = 2, P3| d2+ 2| | |s3|dn+ |s3|d7t |S| |s3|dS, = 0,479p.

nX ——

Jako wytezenie o przyjeto maksymalne naprezenie o,, czyli oy, przy & =01 &3 = —-;—.

2
el

Wowczas
[ a
In|g;—
o el
7(2—v)p; [— FE— )3
ﬂxﬁ 1817 Oazp(;)
0, = - L Y T A
2)\3p—-p|l— _pl L
L P p(a) ] 4 p(a)
a
130 5 h COSh(ﬂl'ﬁ)
200=» "4 2 B\
sinh(ﬂlm) 13(—) vp
S, = h a
2 +

T2
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o/ T )2["‘”"(5‘ 7 -1]

h 3
(2— v)p— smh((f}1 ) ISP(Z) .
Y= 2y 2 + 27 ?
iz 2|s-5() | 2] s-3(] |
0,479p (-Z—)

V2= " ;,\2 °
- [ h
31)—1’(*‘;)

Przyjmujac dane @ =200 cm, A =20 cm, p=20,5 kGjecm?, M = —2000 kGcm/cm
( kG

) = 200000 kG/cm?, = 0,2 otrzymano nastgpujace wielkosci 9,

i Ve
8, = 0,1668 1y, = 0,0492

d; = 0,3984 y, = 0,0013

Na rys. 4 pokazano wykresy przemieszczedi, naprezen i sit reakcyjnych w przekrojach

p 11 3.
EJ. l‘OWIl)’Ch 0, Z—, :,‘2*, 'Z, 1.

A 0y, [46/em?] s [46/em®]
: ~1800 1706 ~425 -956 ~300 0 -0 -068 _-t01 0
r A 4a8 | 77
X
] ey y——— T A A" AN A e —ofr e e
: a ? — ' -
Boa . 106 .. M55 955 300 03F 068 . 07 0 -
uy[em) o (K6fen?) oy [k '
0 ~00426 -0,0807 -0,1098 —0,1253 3507 ~3410 -850 -1916  -498 o 0 131
70,20
-o0s._J-aos -0 J-aos a0 | —‘—"_"""'é"“’
0,20
0 004% 00807 0008 01253 547 3400 7840 16,06 48 i fx
ay[k6/cm?]
1!1:[:'"] ’g,@ 050 -056 _ =050 ~6,01
3 1 e 3 H §y (X3~ hf2) [k6/em*
8 8 g § J = 1 (xy /)[ d
nd T I i Ll q.. s PO TITT L
20 1125 2850 %35 0
] 264 s(x5m h/2) [k6/cm*]
: . ; T 557 0005 G005 0005 Y%
opLk6fem?) : ] 5 (1,-a)[k6/cm"] &
. 674 a0
i H =70 -0,044 _
. N - H 749 0 s,(x,-a)-l]
4 Eie 0,044
F w o
[ 131 2,62 3,43 6 _~o
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4. Rozwigzanie pasma plytowego przy / = 4
Przyjc_—;to, Ze na pasmo plytowe dziala obciazenie (1.5) i (1.6) a poszukiwane przemiesz-
czenia maja nastepujaca postaé
' u, =y +dyxa+k x3,
4.1 u, =0,
iy = Ps+dyxy+ x5+ maxs.

Zgodnie z przyjetymi przemieszczeniami skfadowe tensora naprezenia wyraZaja sie na-
stepujgcymi zaleznodciami

E

T = (l+v)(1 ~)

{(1 Mt J’“ Lt d3+[(1—v)—— +2vl3]x3+

+ [(1 —p) 6£

3 i + 4vm3]x§},

O 9E | oy, ad, ) ok, s
Oyp = (1+1))(1—2’V)[ +d3+( +2[3 X3+ x‘+4’n3 X3,

Ox, 0x, ax,
i3 = 2(1]iv)[d1 a% + Zdl s+(3k1+ aaz ) x5+ aa’"f x4]
033 = '(lel—Z—J)_{(l v)a’3+v gwl [2(1 V) I3+ ;il ]x3+
+[ gkl +4(1—-v)m3]x3},

013 = 033 =0

Roéwnania réwnowagi (1.2) sprowadzaja sig do nastepujacego ukfadu réwnan

%y, ody
(1= )0 7tV 0x, =0,
0 s K 0 oly h* ’ms 2(14+9)p
i J _ =0,
o, (d”f 6x1)+ 12 ox, (3 ERi )+ 80 0x? Eh
0%d, h* ol h* 0%k, h* 0m,
(1 oy +(1= R Y -
42) )12 ox2 776 ax, ( )80 ox 20 0x,
1—2» a% h? aza) h* 0m3]=0
2 [d‘+ 3t 5 ) 50 o )
WPy Ay, v awl_(1+v>p_0
24 ox? 1= 1 1—2» oxy E 7
(1 ) 2.02d, B2 al, Bt Pk, B omy

20 32 10w, T T a8 TV W
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B 1—2v[dl s | 3 (3k L3 )+ 34t 6m3] o,

2 20 Ox 112 0x,
SR STMEANYE
o gy 1o P - B
ER IO T & i
_v% - 14(1 ~)my+y gl;j]— W(=2p o,

Réwnania (4.2) mozna rozseparowaé na dwa niezalezne uklady. Pierwszy obejmuje
réwnania (4.2), 1 (4.2), zawierajace niewiadome w,, dy. Jest on identyczny jak uktad
rébwnan (2.2), i (2.2),. Drugi uklad stanowiag pozostale réwnania (4.2) za\v1erajqce nie-
wiadome funkcje d, ki, ya, I, ms.

Ogoélne rozwigzanie uktadu réwnan (4.2), po uwzglednieniu antysymetrii sktadowej
przermeszczema u,, otrzymano w nastgpujacej postaci:

192 v(1+2)p
F Ot Top o

__112 - v(1—v)h? 2 - ———“VZhZ \ —3 } ANy =Xy
“3) 'dl”Tou Ta0( 2 Y T Ay O ¢ e e+

— eﬁxl_e‘ﬂxx
Yy )‘B (

 w(l-nh? |, vZh? dxy_ ~dxg
4%?@pm“f“ 35 =25y W01 b02) he Jeoshxu+

h2
* 3512

[”(12"”) bd+v*(bd; + déz)] (e + e“”‘*)sinbxl}Ml -

2 [e(1-) 2 ] 5 050 cos
—{35(1——2v)[ P bd+v (b‘5.1+d‘52) (éd e~ *coshx, +

»(1—)h? N i]
+[14_0(1_:27)( ~O)t g5 gy (DO A0 F | X

12(1~»
En®

(era)

2)A +
2% Eh h?

% (edxl+e“"xt)smbxl}M21 xi+

32+ 3)
+*W%“’

ky = %Cy (e 1 — 1) 4 (e — e~ 1) cos bx, M, + (e« — e~ 1) sinbx, My —

22—»)(1+»)p
T Es
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4.3) ﬂ W=D W __;i_h‘*[ -y
cd] ¥ 7 Ta0(—2) "t 35029 "« 12| 2800129 ¢ Tt
. wWl-v) h R (L —»)h? p2h2
T 7012 ]’LT}@ e )C‘+{[140(1—2v) 35y
d h*{ (1-v)? 2 v(l—=») )
TR —ﬁ(zso(l—zv)( =3+ iy @b ‘2”‘1‘52))

h? dx, 4 p—dx; v(1 —»)h? »2h?
+—8—(51](e +e )cosbx1+[ T0(1-2) ————35(1‘_27)52_

_ 2 (1~ v)
2B0(l— 25y (0" 3N+ 55

b -y
Pid? " 12
h2
x (—b262+d262+2bd61)) - 52] (&1 — e-"xx)sinbx,}M, +

¥(1—2) B2 y2h? bk (-
+‘[ (=20 Pt 3o 2T e 12(

280(1 —2)
x (3bd?* —b%) + »(1-9) (d?6,~b*8,+2bd5,) iy (™1 e=41) x
70(1—2) ¢ T 1 5 %2
»(1~»)h? (3b*d+d%) y2h? d Bt
X cosbx, +[140(1_2v) (d2+b2) 35(1_2v)"61~———-—d2+b2 +-1—2—X
(=2 sy T s g
(280(1 2)( &> +3b*d)+ 70(1 = 2)(b 8, —d?8, +2bddy,)| +
i ; 1_da {1- 3(8—3
+—8*51](6“"‘—e“""l)smbxl=sz— (2;;)1’( h’-v xio ( - )2 -
1+ [ 12(1—9) )
" 2Eh (T —v| At Ay,

a2
dy = Dy(erieey = X3 p, (=00,

—,}_li_ (1'—”)2}12' 3 ‘V(l ‘V)hz 3 ox —ax
hT Um““m(l_z) =3 Cue e ) +

A =3+ 2 (g, -3

2

P LR gy AR
x (et +e )cosbx1+[ 280(1 < 2) (—3b%+3bd*) — 70(1— 2,,)

x (—b%8,+d?8,+2bdd)) + 362] (e¥1 — %) sinbxl}Ml +

I[ (1—v)2h?

(1 —v)h?
Tl 25001-2) o= 2)

(3bd? - b%) + “ (dzéz——b262+2bd61)—362] X

70(1 —2v)
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(43) dx, —dx, - (1_1,)2}12 3 20 v(l-—'u)hz
cd.] X (e cosh 4| = Her gy (A HI = a5 5y X
— 2 2 dx —dx . - 67’(1'{'7’)
x(b 6l—d 61+2bd62)'—361 (e L—e¢e 1)Smbx1 M2 "'T‘A2—
, .
_ 3w(1+v)p 2 3(5-3)(1+v)p
ERP M 0ER
my = Cyi(e™ 1+ e~ )+ M, [(e™ 14 e~ %) 8, cosbx, — (¢ —e9*1) §,sinbx ]+
2
+ M [(e + e=1) 6,008 b, + (€455 — e=91) 3, sinbx,] + (_12“;1#
gdzie
24
2 _ .~
18 - (l—v)hz’
h? v(1-v)h?
_ (1—2v)(' g *T¢
(1—-»)2n* e (A-vhr* ,
o= 2= 1
(1"”)2}14 4 (R22 4 B4 2 B2Y; (1-»)h? 2 2 1
~ ROz 4~ 608+ b* + 4bd(d BV o S [4 — + 2D} =S
2 . 2 3
o {”(1 b [d(d2—3b2)+b(3d2—b2)i]—d—bi}
61 = Iex,
62 = lmx,

natomiast o, —o, d+ib, —(d+ib), d—ib, —(d—ib) sa pierwiastkami réwnania

¢ 840 oy 1680(41—-46»)| 4233600 0
rra-se? A=k |~V T=nyrs =
Warunki (1.3)'i (1.6) na powierzchniach x; = a o normalnej n= (1,0,0) i x; = —a’
on = (—1,0,0) sa réwnowazne nastepujacym zaleznoéciom
r(1 —%) Ul +vd] =0
\. T ox,y * (x1=a) ’
dps B ( al ) h* om, ~
o _d1+ o +15 3k, + O +80 5%, mt,,)—o’
' 1 | ~2n)M
1-n2% 12 Lt S Sy o Lt domy . U 0L
0%y (ra=a) Eh
od, )
= =0,
(axl (x1=a)
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Sh? Ok y } _
{(l—'v) +2 13+ 28 [(1 )a X, +4 m3:| =) =

-2y (12 4 p
E4(-j4]) - E B35 E)
cd.
P Ll PP alg) 3h* am, _ 6(1+»)pa
e T\ T oy, 112 0x; |=ay  SER
PN Z I L 013) Sh* 6/713] _ 6(14%)pa
1+ g x. | 28 “at3 144 0%, f=a) TER

Warunek (4.4), jest spetniony tozsamosciowo. Z warunkow (4.4),, (4.4); i (4.4), wynikaja
nastepujace relacje

El =0)

SV i
AZ - 2 H]
E2 e 0,

Natomiast zaleznosci (4.4)s, (4.4)s 1 (4.4); tworza ukiad trzech réwnan jednorodnych,
ktérych wyznacznik przy realnych statych materiatowych i wymiarach jest 1ozny od zera,
zatem C, = M; = M, = 0.

Po uwzglednieniu wyznaczonych stalych i wprowadzeniu wspéhzednych bezwymiaro-
wych, skfadowe przemieszczenia majg nastgpujaca postac:

I+ ’ i
Uy ='—(+E1—)a{%§1+[—6(1_1’)1)(%) ( J )51'*'2(1_7')1)51

A2 2p 51] £2-22- V)pfa},
u, =0,
s = (+)a ”__ 201 gy 2v>p( )(54 6524 5) 4
+(1~v)p<1—£2)J——~“:21)” 534-[3vp (1—&D-vp o
3_(5 3v)p /1]53 (1+2v)p h£4}

Sktadowe stanu naprezenia wyrazaja si¢ nast@pujqcymi wzorami

0'11=_[ (d) (1—52) 2p — ]53 4P§g>

; / 9
O20 = — ‘V{g‘ +[6P('Z‘) (1-H-2p +—— ]53'1 2])53}$
(4.5) 3 '
O33 = —%— "P§3+‘2P£:3h
afl
O3 = 3PZ(3:_2£:-2!)£1,
Oip = 033 = 0.



PASMO PLYTOWE JAKO CIALO Z WIEZAMI 301

4 7] [kG/C 2]
1817 -172,3  -144,2 -973 =317

hxg _ ;/7’9?7 = 7/8 427«'&3 ?47,9 1—15,1_
I h~_'_____.+__._x, R AR

i S Y07 Lt Ana fas 7,5,
e == ] — == :

817 172.3 1442 973 317
|ul [cm:] ‘0-22 [kG/L‘m ]
0 00427 -0,0808  -0,1098 -0,1253 -3595 <3407 -2845  -1007 597
] -, 15 l—7‘§,?3 ~0,55 -2,05
U SR A A.I-Q.OL. ~005  J-005
Lg 'é 413 4945 268
0 00427 00808 0,098 01253 85 3w B3 189 585
A 033[k6/cm?]
hug[em) -0,50 ﬂ__-_otsgw 050 -050 =050
D — —
s 8 S S Jooer Hoow Hge Hlror =
74 & S & - I - 042
SR X g5 Hazs {025 0&.}
[ I o _ _ - -
M‘ 003 _ll-008 008 {03
0 0 0 0 0
L o3| k6/om?
o’[ / 0] 0 0 0

1,40 281 421 5,62}

o sl amd s 250
140 281 42 562

Rys. 5

Sily reakcyjne objetosciowe (1.4), i powierzchniowe (1.4), i (1.4}, sg rowne zero, a zatem
uzyskano $cisle rozwiazanie pasma plytowego w sensie klasycznej teorii sprezystosci.

- Na rys. 5 pokazano wykresy przemieszczen i naprezen w przekrojach &, réwnych:
1 3
0, e ; e 1, przyjmujac 1dentyczne dane jak w przykladach liczbowych w rozdzia-

tach 21 3.

5. Wnioski

Dysponujac rozwigzaniem pasma plytowego w zaloZeniach klasycznej teorii sprezy-
stodci i rozwigzaniami uzyskanymi wg teorii z wiezami mozna okreslié zaleznoéci mig¢dzy
Yo 1 &, (1.10) a $rednimi i maksymalnymi bledami w skladowych naprezenia i przemiesz-
czenia n;;, 0, (1.8) oraz wielko$ciami »;;, ¢; (1.9) [2].

W przypadku, gdy funkcja przemleszozen przyjeta jest w postaci u; = yJ,+d,x3 wiel-
kosci v, i d, sa nastepujace

y, = 90,0556 4§, = 0,1945
y, = 0,5362 8, = 0,7453
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Wielkoéciom tym odpowiadajg nastgpujace odchylenia zestawione w tablicy 5.1.

Tablica 5.1.

Oy, ’ My Di ’ Xiss @t
) 0,0002 0,0015
O - 0,2456 0,6841
Oas 64,08 178,20
O3 0,3849 i 2,00
uy 0,0615 0,2086
Us 0,0620 0,0976

W przypadku, gdy funkcja przemieszczen przyjeta jest w postaci u; = y;+d;x; +k, x2
wielkosei y, i &, sa nastgpujace
yy = 0,0492, 6, — 0,1694
y, = 0,0013, 6, = 0,3710.

Wielkosciom tym odpowiadaja nastepujace bledy zestawione w tablicy 5.2.

Tablica 5.2.

Iy, Neyy O Xi Qi
01y 0,0002 0,0015
022 0,0077 0,0822
(¥ 2,1076 22,04
O3 0,3409 2,6960
uy 0,0011 0,0163
Us 0,0009 0,0020

Z powyiszych zestawief wynika, Ze za pomoca uogdlnionej teorii Reissnera (1 = 1)
mozna wyznaczyé przemieszczenia oraz naprezenia normalne o, i ¢,,, natomiast nie
moze ona stuzy¢ do wyznaczania naprezen os;. Naprezenia styczne wyznaczone na pod-
stawie tej teorii sg stale na calej wysokosci ptyty, podczas gdy wg rozwiazania klasycznej
teorii sprezystosci zmieniaja si¢ parabolicznie wzdtuz jej wysokosci. Srednie naprezenia
w obu rozwigzaniach sa jednakowe a najwieksze réznice wystepuja na krawedziach plyty.
Nie ma to jednak istotnego znaczenia ze wzgledu na nieznaczne wartofci tych naprezen
wobec napreZen normalnych. '

Wielkosci y, i 9, maleja do zera gdy stosunek wysokosci plyty do jej szerokosci dazy
do zera. Natomiast wielkosci y, i 4, daza wowczas do granicy r6znej od zera. Wynika
stad, Ze uogdlniona teoria Reissnera nie jest $cista nawet dla plyt bardzo cienkich.

Rozwiazanie przy I = 2 jest znacznie dokladniejsze niz przy / = 1. Przemieszczenia
oraz naprgZenia normalne wyznaczone sg w plycie w sposéb prawie dokladny.

Jedynie na powierzchniach brzegowych x; = +a napreZenia o33 znacznie réznia sig
od wyznaczonych wg klasycznej teorii sprezystoéci. Naprezenia styczne o, zachowuja
si¢ podobnie jak w rozwiazaniach przy I = 1.

Natomiast wszystkie wielko§ci y, i J, daza do zera gdy stosunek wysokosci do jej
szerokodci maleje do zera.
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Pesome

AHAJIA3 TIOJIOCHI KAK TEJIA CO CBA3AMU

B pabore paccMoTpeHa npofiemMa AHAIM3A IOJIOCHI C TOUKM 3PEHMA MEXaHMKK TeN CO CBA3AMH.
Tpiaumast GYHKIHIO MepeMEIeHHH B BH/IE CTEINEHHOIO PANA OTHOCKTENBHO BEPTHKAILHOMN IePEMEHHOM
TOMTYHYEHO HCXORHYIO CHCTEMY YPaBHeHuil. 3aaua I0I0Ck! pelieHa ANA TPEX PasIMUHBIX BUIOB (YHKIHMK
TlepemereHnit. B ABYX cryyasx CHIBI PEAKIMY YIONYYEHBI OTNMYHbIE OT HYJIS, B OXHOM PAaBHBI HYNIO,
3HAYUT PElIEHHE B TPETUM CIIyYae OTBEYAET MONYUEHHOMY METOAMM KIIACCHUECKOR MEXAHMKH CTUTOLUHOM
cpeapl. CUbI PEAKIMH OTIHYKBI OT HYJUT JOIYCKAIOT OLEHHNTS TOUHOCTH PEIEHHA MONYYEHHOIO METO-
JaMM MEXAHWKY CPEObl CO CBA3AMM. B3aHMMO3aBHCHMOCT CHJI PEaKLMU K TOUHOCTH pelleRusi MPOMIUIIO-
CTPHPOBAHA UHCIEHHBbIMH IIPHMEDAMH.

Summary

ANALYSIS OF THE BAND PLATE CONSIDERED AS A CONSTRAINED BODY

The elastic band plate is solved as a body with internal constrains. To obtain the basic equations
the deformation function is assumed in the form of polynomial series. The problem of the band plate is
solved for three cases of the deformation function. In two cases the reaction forces disappear. The nonva-
nishing reaction forces describe a degree of accuracy of the solutions. The relation between the reaction
forces and the accuracy of the solutions is given and a general criterium is proposed.

IPPT PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 sierpnia 1978 r






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2, 17 (1979)

DYNAMIKA LOTU ZASOBNIKA LOTNICZEGO Z POLACZONYM PRZEGUBOWO HAMULCEM
AERODYNAMICZNYM, ZRZUCONEGO Z SAMOLOTU

KAzZIMIERZ MICHALEWICZ
1. Wstep

- W niniejszej pracy rozpatrzono dynamike lotu zasobnika lotniczego hamowanego
,,wolno puszczonym” hamulcem aerodynamicznym. Obiekt traktowano jako uklad me-
chaniczny sztywny [, 3, 10, 23, 25] z ruchomym (wychylanym) hamulcem aero.

Réwnania ruchu w ukiadzie wspétrzgdnych zwigzanych z zasobnikiem wyprowadzono
w quasi-wspélrzednych stosujac réwnania Boltzmanna-Hamela [8, 13, 14, 15] dla ukla-
déw mechanicznych o wiezach holonomicznych. .

Uwzgledniono siedem stopni swobody, w tym pieé stopni swobody zasobnika: pred-
kosci przemieszczen U, V, W, pochylania & i odchylania ¥ oraz dwdch stopni swobody
hamulca aero &1 y; [4, 5, 6, 11, 13, 16,18, 22, 23, 24].

Zastosowanie réwnan Boltzmanna-Hamela [8, 13, 14, 15] do wyprowadzenia réwnan
ruchu obiektéw ruchomych w ukladzie wspolrzednych zwiazanych z obiektem umozli-
wiaja w stosunkowo prosty sposéb uwzglednienie dodatkowych stopni swobody wynika-
jacych z wzglednych ruchdw elementéw rozpatrywanego obiektu [7, 9, 13, 14, 15].

Przykladowe obliczenia numeryczne wykonano wg wlasnych programéw [12]. Wypro- .
wadzone w pracy réwnania ruchu sa uniwersalne i mozna je zastosowaé do opisu ruchu
obiektéw swobodnych w przyjetych ukiadach odniesienia.

Charakterystyki aerodynamiczne uzyskano w wyniku badaf modelowych w tunelu
aerodynamicznym w Instytucie Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowane] Politechniki
Warszawskiej. Geometrig i rozklady mas wyznaczono na drodze obliczen teoretycznych.,

’

2. Dynamiczne réwnania ruchu obiektu

Do opisu dynamiki obiektu swobodnego niezbedne sg cztery vkiady odniesienia [2,
5, 6,13, 16]
— ukiad O x y z sztywno zwiazany z poruszajacym si¢ zasobnikiem,
— uktad predkosciowy O x,y,z, zwigzany z kierunkiem przeptywu oérodka,
— uklad grawitacyjny. O x,y,z, zwigzany z poruszajacym si¢ obiektem, rdwnolegly do
ukladu O x,y,z,,
- nieruchomy uklad grawitacyjny O x,y,z, zwiazany 2 Zierrlliat (rys. D).
Ruch obiektu zostal opisany w centralnym ukladzie wspélrzednych O xy z sztywno
zwigzanym z. obiektem. Chwilowe poloZenie zasobnika lotniczego okreslone pizez pofo-

'
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Rys. 1. Przyjete uklady odniesienia

zenie §rodka masy obiektu #, (x,, »{, z;) mierzone wzgledem nieruchomego ukiadu
wspblrzednych O x,y,z, oraz katéw obrotu @, 6, w[5, 13, 23]. _
Skladowe wektoréw chwilowych predkosci liniowej i katowej oraz wektory sit ze-
wnetrznych 1| momentdw sit zewnetrznych w przyjetym ukladzie podano w [5, 13, 15
~ 18, 23]. :
Réwnania ruchu obiektu otrzymano z rownan Boltzmanna-Hamela [8, 13, 14, 15]:

koo
d(0T* oT* 22 , OT* .
W Z( 6(0,,) "~ om, + i Yo Ow:wa =2

gdzie: u = 1,2, ... k — ilo$¢ stopni swobody,
w, — quasi-predkosci,
% — quasi-wspoirzedne,
T* — energia kinetycznych w quasi-pred kos’ciaéh,
Q% — sily uogélnione,

Y — trojwskaznikowe mnozniki Boltzmanna, w postaci:
k k

r= M (»aa,,, — %’i)b b
Y 7 g,{:{ ‘ ath aqa o VA

Obliczone na podstawie definicji niezerowe symbole Boltzmanna wynosza:

vis = vh = vle = y2s = Y3a = y3 = yés = pie = ¥S. =1

@

Vie = yhs = via = vé = vi = ¥ = ¥ie = y8a = s = — 1
Réwnania ruchu dla przyjetego modelu maja nastepujaca postac:
d {oT* aT* oT* "
dt( aU) aw @~y R=20
d [eT* oT*
3 a(or*)  OoT* , _
@) dt(aV)+aUR ov,

d * oT*
(aT ) T o = 03,

di\ow |~ oU
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3) d aT*) oT* . aT* .
[cd.] a\ag) T aw V=%
d{oT*\ or* oT*
N - — *
dt(aR) o V=%
i(aT*)_ aT* o
dr \ da, da,
i(aT*)_ OT* _ o
dr \ 9y, dys

Prawe strony réwnan ruchu obiektu stanowig sity wogdlnione QF. Sily uogdlnione po-
chodza od sit aerodynamicznych i masowych (grawitacyjnych) [5, 6, 10, 13, 16, 17, 18,
19, 231. _

Sity i momenty aerodynamiczne pomierzone w uktadzie predkosciowym O x,¥,7,
transformowane s do uktadu zwigzanego O x y z i majg nastepujaca postaé:

sity od zasobnika '

1
Xy = 5 SV?[—CXB(oc, y)cosacosy + C, (y)sinycosa+ C, (a)sinal,
i .
) Yy = TQSVf[—CxB(OC, y)siny—C, (y)cosyl,
1 , o
Zy = -Z—QSVf[—C,,B(a, y)cosysina+C, (y)sinysina—C, (a)cosa],

sity od hamulca aerodynamicznego
1 . .
Xy = 7QSV% [—Cx, (o, yv)cosacosy + Gy, (yv)sinycosa+ C., (av)sing],

1 . ' .
5) Yy= 79SV§[—C,,H(OLV, yv)siny—C,, (yv)cosyl,
I ' . S
Zy = ~2~QSV3[~ C; (v, yy)cosysma+_C,."(yV)smysmoc—C,H(ay)cos al,

momenty od zasobnika

1
Mg = EQSLH V2 Cn (2)cosy,
(6) :

Ng = %’QSLH Vi[—Cu (®)sinysina +C, (yv)cosa)],

momenty od hamulca aero

1
MH = ‘“QSLH V% Cm (dV)COS’}/,
2 H
M |
Ny = —Z“QSLH Vi~ Cn, (av)sinysina+C, (pr)cosal.

10*
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Momenty powstale na skutek oddzialywania hamulca aero na zasobnik:
Mup = (Zu+Zp)l,,
Nug = —(Yu+Yp)l;.
Momenty powstate na skutek oddziatywania zasobnika na hamulce aero:
) My = — (Zp+Z) n+ (X — Xp) Iy sin g,

Non = (Yo+ Yy — (X — Xp) Iy sinys,

przy czym

(®)

oy = o+ o,
Yv =y+¥s.

Pochodne aerodynamiczne zasobnika lotniczego Wyznaczono z nastgpujacych zaleznosci:

1 S V?
Yo =705 7
| s w2 oc, [
Xp = —p ot —"J
R 2 e Sb . ay CB(.x)xa'x)
1 S
o= g0y,
b
(10)
1S V2
Zy = ‘2‘0'3; f Cy(x) xdx,
l S "'
MQ = ——EQ—STI;‘LH'— f Cn(X)de
Ne=LtoS 1. Ve fc (x)xd
R = 20—3,: H““‘ plX)xdx.

Pochodne aerodynamiczne (Xo,, Xry» Yry» Zoy» Moy Nr,,) hamulca aerodynamiczne-
g0 wyznaczono z podobnych zaleznosci [5, 6, 16, 18, 23].

Po wyznaczeniu pochodnych energii kinetycznej catego obiektu, tj. zasobnika lotni-
czego i hamulca aero i sit uogélnionych, stanowiacych prawe strony réwnaf, réwnania
ruchu dla przyjgtego modelu przedstawiaja si¢ nastepujaco:

— réwnanie sit na kierunek O x
(11) Umc+QSzz—RSyz+6ZSS,Hsin #gCOS Yy + Y5 Sy, COS 4 Sin Y5 =
= — WQm,+VRm,+ 7y, RSy, cosys— s QSy;, cosds+
+ 205 Sy sin o siny, — (&2 +93) Sy cos ascos ys+
+RES, +(Q+0) Xy, + (R+§JS)X,H+QX,I+RX,——mcgsin9+Xu+Xa,
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rownanie sit na kierunek Oy
(1) Vme+RSc 4,8, 008y, = — URm,—QRS, +
+ R%S, —&SRS,Hsin €08 Y5 — Y5 RSy, oS ot Siny, +
+ 92 S,H sinys+(R+9,) Yy, + RY,+ Y+ Yy,
| réwnanie sit na kierunek O z
(13) Wi, —0S,s ,HaScosay = UOm,—QRS, +0,08), sina,cosy,+
+9:QS1,, cos o siny, + o2 Sy Sin o+ QZS +(0+é&,)Z, ay TOZy+m gcosO+ Zy+2Z,,,
réwnanie momentdw pochylajacych zasobnika
(14) L'/S,z— WS_tz -!—Q'(I,,1 +I,2)—Ié'lyzz+bis(llﬂzsin ascbsys + Iy, cos o) +
+ s [,"z cosagsiny, = — (@2 + ;’/?)I,"zcos s COS Y+ 20, 5/SI,H, sinagsiny, —
62T, sine,~QWS, +RWS, +QUS, + Uil Sy, cos ty— WSy, sina,cosy, +
. — WSy, cosossinys+0OM,+ Mg+ Myy+ ¢S, cos «,cos0,
réwnanie momentdéw odchylajacych zasobnika
(15 —US, +VS, —Ol,, +R(L +1)-4 el SIN0GCOS Y, +
+ys(I,H COSYs— I,H cos o sinyg) = (a2 +ys)I,H COS s COS Y, +
— 2057y I, sin o Siny; +y§ Iy, sinys+ Qvs, - RVSyz RUS, +
— Uy Sy, cosy+ Vo'csS,H $in g cos ys+ ¥y, Sy, €08 asinys+ RN, +Np+Ngg,
réwnanie momentéw pochylajacych hamulca aero

(16) US,H sin o, cosy,+ WS,H cosys+ Q(I,Hz sinascosys— I, cos og)+

RI," smocbcosys+asl,ﬂ(sm 0, COS29 ¢ +COS ys)+ys sm20zssm2yS

4

= &,y I, sin*a,sin2y, — i 1), (sin2ascoszyx— sin2o +

2 2
S+ (Q+0ts) oy + Mu+ Mg, —gS;, (Osin e;cos0 + o cos o c0sO),

| . 1. 1. .
— —sm2ascoszys) —pi 1:,,(; sin20;c08 2y, — —-sin2a,sin?y, | +

réwnanie momentéw odchylajacych hamulca aero

(17) l']S,H cosa,siny, + VS,”cos ys—i—Q.Ill_Iwcos o Sinyg+

+ R(I,”xcos.ys ~1I,, cosagsinyg)+d.1, 7 sin2a,sin2y, +

Hy
+PsDy, (cos?agsin®y, +cosy,) = aps Iy, sin2osin?y ~ ——ozs 2(cos2a,sin2y,) +

+sin2y,sin?ag) Iy, + P2 (sin2y; +sin 2y costag) [, + (R+ 7N, , + Ny +Npx .
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Celem uzyskania pelnego ukladu réwnan uzupeilniono powyzszy ukiad nastepujacymi
réwnaniami.
Zwigzki mlqdzy predkosciami uogdlnionymi O, a predkosciami katowymi @, R:

6 =0, ',

(18 yr R
V= cos &

H

Zwiazki kinematyczne

% = Ucos@cos¥ —Vsin¥ + WsinOcos ¥,
(19) dj; = Ucos@sin¥+ Vcos¥ + Wsin@sin¥’,
doy Usin®+ Wcos9.
dt
Kat natarcia i §lizgu
o = arcsin — ———,
20) YU+ W2
= arcsi v
y = arcsin 7
Predko$é catkowita
@0 V, = YU+ V24 W2,

3. Przyklad liczbowy | wnioski

Rozwigzanie réwnan (11-+-21) wykonano na maszynie cyfrowej ODRA, wykorzystu-
Jjac zmodyfikowana metod¢ Mersona [12]. Rozpatrzono przypadek zrzutu ukfadu z wy-
sokosci z; = 150 m z poczatkowa predkoscia V, = 125; 175; 225 i 275 m/s. Wymiienione
wartosci poczatkowe pozwalaja na przeprowadzenie anahzy parametrow toréw lotudla
najwazniejszych przypadkow. ',

Charakterystyczne wyniki analizy numerycznej badanego modelu przedstawiono na
rysunkach 2 - 16 w formie wykreséw.

Z analizy uzyskanych rezultatéw obliczef numerycznych wynika, Ze profil toru lotu
zasobnika (rys. 2) w istotny sposSb zalezy od parametréw lotu nosiciela oraz efektywnosci
hamowania hamulca aerodynamicznego.

"“Zwigkszenie predkosci zrzutu obiektu V,, powoduje:

— zwigkszenie zasi¢gu (x,), ale jego przyrost jest coraz mniejszy (rys. 2),
— zmniejszenie kata upadku (pochylenia toru) @y (rys. 3),
— wigksze wyhamowanie predkosci catkowitej (rys. 4).

Obiekty zrzucane z rozna predkoscia V,, w innych odst@pach czasu osiagaja podtoze

(rys. 2).



DYNAMIKA LOTU ZASOBNIKA 311
iz,
150

100

50

: | ! -
0 500 1000 [m]

0 [s]
T I T T T t
125m
0,2 % 7
~02}- >
% 75
230..
7,
AN 50
o \\/
) 25
g4l 2
-0
/

Rys. 3. Zmiany kata pochylenia obiektu © dla réznych predkosci zrzutu.

Zasobnik i hamulce aero w czasie lotu wykonuja ruch obrotowy (rys. 15 i 16), ktérego
charakter w duzym ‘stopniu uzalezniony jest od predkosci zrzutu.

W czasie lotu zasobnika z ,,wolno puszczonym” hamulcem aero zauwaZa si¢ silne
tlumienie wahan katéw natarcia o« i §lizgu 9 (rys. 51 10) oraz katéw o, i y, (rys. 61 11).

Charakter zmian predkosci poprzecznej W (rys. 8) i boczne] V (rys. 13) jest bardzo
podobny do zmian kata natarcia « (rys. 5) i §lizgu y (rys. 10), poniewaz te wielkosci sa
SciSle zalezne od siebie. | _

Na rys. 9 i 14 przedstawiono zmiang predkoéci katowej pochylania Q i odchylania R
w czasie lotu zasobnika. Oscylacja R = R(¢) zanikaja po czasie okoto 1,5+2 s, natomiast
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Rys. 6. Zmiany kata pochylenia hamulca aero o, wzgledem zasobnika
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Rys. 10. Zmiany kata $lizgu y zasobnika
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Rys. 12. Oscylacja predkosci katowej odchylenia hamulca aero ;.

Rys. 13. Oscylacje predkosci bocznej ¥ zasobnika
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Rys. 14. Oscylacja predkosci katowej odchylania R zasobnika
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Rys. 15. Przebieg zmian kata natarcia o w funk- Rys. 16. Przebieg zmian kata pochylenia o, w
cji kata $lizgu v zasobnika funkcji kata odchylenia y, hamulca aero

0 = Q(1) trwaja o wiele dtuzej i ich §rednia warto$¢ stale rosnie. Spowodowane to jest
dziataniem w plaszczyZnie rzutu sity ciezkosci.

Predkoséci katowe pochylania &, i odchylania 9, hamulca aero wzgledem zasobnika
pokazano na rys. 7 i 12. Srednie ich wartosci oscylujq w poblizu zera. Predkosé katowa y;
po czasie okoto 2 s zostaje catkowicie wytlumiona.

Hamulec aerodynamiczny wykorzystywany do wyhamowania predkoéei ruchu obiektu
charakteryzuje si¢ cechami, ktére szczegdlnie predystynujac go do zastosowania w propo-
nowanym ukladzie, a mianowicie:
predkosé koncowa w malym stopniu zalezy od predkosci zrzutu (rys. 4),
mimo gwaltownego spadku predkosci V. zasobnik wraz z hamulcem dobrze stabili-
zuja sie.
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4. Uwagl koncowe

Rezultaty analizy dynamiki lotu zasobnika lotniczego z polqczonfm przegubowo ha-

mulcem aerodynamicznym, przedstawione w niniejszej pracy wskazuja, ze istniejace sprze-
Zenie migdzy parametrymi ruchéw symetrycznych i antysymetrycznych ma istotny wplyw
na dynamike uktadu.

Powyisza analiza pozwolita ustali¢ podstawowe charakterystyki i zaleZnoSci w przy-

padku zrzutu takich ukladéw z samolotu.

Wazinlejsze oznaczenia

Ly, Iz,, Iy,, I, — osiowe momenty bezwiadno$ci zasobnika i hamulca aero,

L, I'Hx’ I,Hy, 1'",’ Ly, Iyz,, L, — momenty dewiacyjne hamulca aero,

B -

H oW

oo 1N

m. — masa catkowita zasobnika i hamulca,
My, My, Ng, Ny — acrodynamiczne momenty pochylajgce i odchylajace zasobnika
i hamulca,
My, Mo, Nk, Ng, — pochodne aerodynamiczne momentu pochylajacego i odchylajgcego
wzgledem zmian predkosci katowych zasobnika i hamulca,
Q — predko$c¢ katowa pochylania zasobnika,
R — predkose katowa odchylania zasobnika,
S,", Sx,, Sy, Sz, — momenty statyczne hamulca,
U, V, W —predko$¢ $rodka masy zasobnika w ukladzie sztywno zwiazanym
z zasobnikiem,
Xy, Xy — opor zasobnika i hamulca,
Xo, Xoy» X, Xz, — pochodne aerodynamiczne oporu wzgledem predkoéci katowych za-
sobnika i hamulca, )
Yy, Yu, Zy, Zy — acrodynamiczne sily boczne i noSne zasobnika i hamulca,
Yz, Y, L Z,, ZQ" — pochodne aerodynamiczne sity bocznej i noénej zasobnika i hamulca
wzgledem zmian predkosci kgtowych Q.1 .R;)
o — kat natarcia zasobnika,
oy — kat wychylenia hamulca wzglgdem zasobnika,
y — kat §lizgu zasobnika,
y: — kat odchylenia hamulca wzglgdem zasobnika.
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N3 CAMOJIIETA

TIpnunsmaerca, UTo OGBEKT SBITETCS MEXAHHUECKOH HEMOMBUMIKHON CHCTEMON C IOABMKHLIM (BbI-
CYBAHHBIM) 23pOTOPMO30M. YpaBHEHUA JBIDKEHUSA BbIBEJEHD] B KBA3K-KOOPWHATAX, UCIIONB3YsI YpaB-
Herue BoJmnmana-Iamena At MEXaHHUECKHX CHCTEM C FOJIOHOMHBLIMH CBSI3SIMH B CHCTEME KOODMHAT
CBA33HHBIX ¢ 00BEKTOM.

Summary

DYNAMICS OF FLIGHT OF AN EXTERNAL PACK WITH AN AIRBRAKE
»SET FREE” THROWN OUT OF AN AIRPLANE

The object has been treated as an invariable material system with a movable (deflected) airbrake.
The equations of motion have been derived in terms of quasi co-ordinates, using the Boltzmann-Hamel
equations for the material systems with holonomic constraints in the system of co-ordinates related to the
pack.

INSTYTUT TECHNICZNY WOJSK LOTNICZYCH

Praca zostala zlozona w Redakeji dinia 21 sierpnia 1978 r.
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SPRAWOZDANIE

z dzialalno$ci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej | Stosowanej w pierwszym pélroczu 1978 r.

1. DZIALALNOSC NAUKOWA

A. Zchrania naukowe

Tematyka referatéow wygloszonych podczas zebran byla nastepujgca:

liczba
L.p. Data Prelegent Temat uczest-
nikow
Oddzial w Bydgoszczy (brak danych)
Oddzial w Czestochowie
1. 5.01.78 Prof. dr hab. A. Gierek | Perspektywy rozwoju inZynierii two- 63
rzyw metalicznych
2. 26.01.78 Doc. dr E. Walicki Mechanika plynéw polarnych 18
3. 23.02.78 Prof. dr hab. Roman Zagadnienie stateczno$ci ruchu o- 37
Gutowski $rodkéw ciaglych na przykladzie
struny i belki
4, 23.03.78 Dr Jerzy Wasowski Badanie ugie¢ plyt metoda Mory
5. 23.03.78 Dr Jacek Kapkowski Analiza sprezysto-plastyczna jarzma
sworzniowego
6. 23.03.78 Dr Ryszard Wojnar Wyznaczenie dewiatora naprezefi na
podstawie obrazu izochrom -
7. 27.04.78 Doc. dr hab. Andrzej Kryteria zniszczenia stosowane w za- 40
Zielinski gadnieniach fundamentowania
8. 26.05.78 Dr inz. W. Kiihn Eksperymentalne badania zaleznosci 14
miedzy strukturg turbulencji, a dy-
fuzja ciepta
9. 6.06.78 Mgr inz, Joézef Pekala Warunki realizacji budowy wielkich 40
. elektrowni cieplnych
Oddzial w Gdansku
10. 13.01.78 Mgr inz. Bozena Bu- Jedno i dwuwymiarowe zagadnienia 16
dzarska statystycznie niejednorodnego o$rod-
. ka lekkosprezystego
11, 14.03.78 Dr Aleksander Zastosowanie R-funkcji w metodzie 14
Waberski elementéw skoficzonych
Oddzial w Gliwicach
12, 20,03.78 Doc. dr W. Tarnawski | Uogblniony model wyboru w projek- 11
towaniu
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Temat 4

Wplyw wstepnego spre¢zenia na czg-
stos¢ drgan wiasnych belki betonowej
Kryteria stawiane pracom naukowym
o charakterze konstrukcyjnym

O podstawach termodynamiki w uje-

ciu aksjomatycznym

Zastosowanie mctody elementow
skoniczonych do obliczania ukiadow
plytowo-zebrowych

Modyfikacja strukturaina ukladow -

O pewnych aspektach dynamicznych
astronautyki -

Wplyw charakterystyk sprzeglta na
uktad silnik-mechanizm karbowy

Pizechodzenie slabych fal uderzenio-

wych przez rozgalezienie przewoddw

rurowych

Generowanie rezonanséw pobocz-
nych przez impulsy sil w nieliniowych

ukladach drgajacych

Fluid-Structure Interaction: A case

History

Technicat Education in England at

The University of Cambridge

Ciala z cienka wastwa na powierzch-
ni brzegowej

Badanie elementdéw perforowanych

z uwzglednieniem zastosowan do ob-

liczer plyt

Zwiazki miedzy te‘rmofuzjq w ciele
stalym, a teoria mieszanin

| Obroty skonczone w nieliniowej te-

orii powlok

WSp()lczesne problemy w teorii kon-
strukcji

Metoda Rietza w zadaniach sprgzo-
nej termodyfuzji lekkosprezystej

320
L.p. Data Prelegent
13. 1.03.78 Dr M. Wegrzyn
14. 6.06.78 Doc. dr W. Tarnawski
15. 13.06.78 Doc. dr M. Mieczyniski
Oddzial w Krakowie
16. 20.01.78 Prof. dr Z. Waszezyszyn,
Dr W. Przybylo,
Dr .M. Radwariska,
Mgr E. Pabisek
17. 24.03.78 Prof. G.T.S. Done
(Uniwersytet w Edynbur-
_ gu)
18. 15.05.78 Dr St. Czarenski
19. 19.06.78 Dr Walter Strasny
(Bratyslawa)
_ Oddzial w Lodz
20. 12.01.78 Dr P. Wiewiorski
21. 12.01.78 Dr J. Bajkowski
22, 6.04.78 Prof. Stephen
H. Crandalt
23. 6.04.78 Dr James M. Prentis
24, 18.05.78 Dr B. Michalak
25, 22.06.78 Dr M. Jaroniek
Qddzial w Opolu
26. 25.02.78 Doc. dr hab. Jan Kubik
217. 4.03.78 Doc. dr. hab. Wojciech
Pietraszkiewicz
28. 6.03.78 Doc. dr hab. Wojciech
Pietraszkiewicz
29, 26.06.78 Magr inz. J. Wyrwal
Oddzial w Poznaniu
30. 24.,04.78 Prof. dr E. Tuliszka

-Réwnanie Navier’a Stokesa pradow
i momentéw pradow

liczba
uczest-
nikow

18
18

19

27

21

13

24

12

15
1
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‘ liczba
L.p. Data Prelegent Temat uczest-
nikow
Oddzial w Szczecinie
31. 12.01.78 Dr Zygmunt Meyer Wplyw nierbwnomiernego rozkladu 6
predkosci w otworze doplywowym na
hydrauliczne warunki doplywu wody
do ujecia usytuowanego w zbiorniku
na duzej glebokosci
32. 30.06.78 Prof. dr Helmuth Phau Obliczenia drgan wlasnych plyt izo- 15
(WSI w Wismarze) tropowych ‘ze zmienng sztywno$cig
przy zastosowaniu metody pertruba-
cji
. Oddzial w Warszawie
33, 5.06.78 Prof. dr hab. Problematyka wybranych zagadnien 57
Z. Dzygadlo dynamiki lotu rozwijanych w Insty-
tucie Techniki Lotniczej Wojskowc]
Akademii Technicznej
34, 35 35 0 Prof. dr hab. J Maryniak | Problematyka wybranych zagadnien
dynamiki lotu rozwijanych w Insty-
tucie Techniki Lotniczej i Mechaniki
Stosowanej Politechniki Warszaw-
. skiej
3s. 5.06.78 Doc. dr hab. Stanistaw Problematyka wybranych zagadnien
Dubiel dynamiki lotu obiektow sterowanych
automatycznie rozwijanych na Wy-
dziale Elektromechanicznym w WAT
Oddzial we Wroclawiu
36. 14,01.78 Dr inz. St. Azatewicz | Dynamika rozruchu duzych przenos- 8
Dr inz. H. Nessel nikéw tasmowych
37. 21.01.78 Dr inz. Romuald Badanie naprezen i odksztalcefi w 10
Bedzinski czesci ledzwiowej kregostupa
Dr Andrzej Wall
38. 20.02.78 Prof. dr Marek O réwnaniu Duhamela Neumanna
Zakrzewski 20
39. 3.04.78 Prof. dr Stanistaw Dmitruk | Problemy formutowania modeti 15
40. 2.06,78 - Doc. dr Franciszek Stateczno$é konstrukeji tréjwarstwo- 8
Romanow wej z rdzeniem odksztalcalnym w
kierunku poprzecznym
41, 10.06.78 Doc. dr W. Bojarski Model optymalizacji rozwoju krajo-
wego systemu paliwowoenergetycz-
nego 10
Oddziat w Zielonej Gorze
Osiem zebran (brak danych)
11 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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II. Sympozja i konferencie naukowe

1. Oddzial w Gdansku
Udziat w organizacji IT konferencji n.t. ,,Konstrukcje powiokowe, (eoria i zastosowania”

2.0ddziat wGliwicach
W ramach XVIII Zjazdu Dclegatow PTMTS zorganizowano Sesj¢ Naukowq w dniach 9—11 marca
1978 r. w Ustroniu.

3. Oddzial w Poznaniu
Oddzial Poznadski Polskicgo Towarzystwa Mechaniki Tcorelycznej i Stosowanej przy wspol-
udziale Tnstytutu Mechaniki Technicznej i Politechniki Poznanskicj zorganizowal VIII Sympozjum
n.t.,,Drgania w uktadach fizycznych, ktore odbylo si¢ w dniach 18—20 maja 1978 r. W Sympoz-
jum uczestniczylo [16 pracownikéw wyzszych uczelni 1 PAN. Obradowano w 3 sekcjach:
1. Modele ciggle obicktow mechanicznych — wygloszono 31 referatdw
2. Modele dyskretne obiektéw mechanicznych — ,, 21,
3. Drgania maszyn — ' 23 referaty
Ponadto wygloszono 3 veferaty plenwrne: .

1. Prof. dr hab. M. Diectrich —,,Problemy stochastyczne w mechanice maszyn”
2. Prof. dr C. Cempel — Wibroakustyczna diagnostyka maszyn”
3. Prof. dr Z. Wesolowski —,,Fale w nieliniowym materiale sprezystym”

Lacznie wygloszono 78 refcratéw. Drukiem wydano Zbidr streszezen referatow. Nastepne
sympozjum o tej samej nazwic planowane jest na wiosng 1980 roku. :

III. Seminaria

l.Oddziatl w Gdansku _
W pierwszym kwartale 1978 r. kontynuowano rozpoczg¢te w fistopadzie 1977 roku Seminarium
na temat ,,Nieliniowa Teoria Powlok”.

Prelegentem byt Doc. dr hab. Wojcicch Pietraszkiewicz, Bralo w nim udziat 18 cztonkow
PTMTS. Drugic seminarium odbyte w I kwartalc 1978 r. dotyczylo ,,Liniowej teorii powlok”.
Prowadzacym seminarium byl Dr inz, Mirostaw Skowronek. W seminarium uczestniczylo 12 czion-
kow. W 1L kwartale 1978 r. kontynuowanb scminatium ,,Liniowa teoria Powlok” z prelegentem
Doc. dr hab. Wojciechem Pietraszkiewiczem, w ktdrym uczestniczylo 16 czlonkow.

2. 0ddzial Warszawa .

Wspolnie z Zakladem Mechaniki Osrodkéw Cigglych IPPT PAN, zorganizowano pierwsze se-

minarium z zakrcsu optycznych metod doswiadczalne) analizy odksztalcenn i naprezen, ktore

odbylo si¢ 14.06.1978 r. Wygloszono na nim dwa referaty:

1) Dr inz. Jerzy Lictz, Dr Bogdan Michalski, Dr Ryszard Wojnar — n.t. ,,Elastooptyczne bada-
nia o$rodka plastycznego z otworem walcowym, mctodg kolejnych rozwigzan sprezystych”

2) Mgr inz. Ludomir Jankowski — n.t. , Rozklady i koncentracje naprezen w nitowanych wez-
tach ram pojazd6w samochodowych z wykorzystaniem elastoplastycznej warstwy powierzchnio-
wej i interferometrii holograficzncj”

3. 0Oddziat w Zielonej Go6rze
W ramach zebraii naukowych Oddzial przeprowadzil 2 seminaria z czego 3 zebrania dotyczyly
seminarium z zakresu teorii optymalizacji, a 5 zebran dotyczylo seminarium z zakresu teorii spre-
Zystosci.

IV. Kursy

1. Oddzial w Czestochowic . -
W styczniu 1978 r. ukoficzono kurs rozpoczety w poprzednim kwartale. Tematem kursu byla
,»Analiza korelacyjno-spektralna w przeplywach turbulentnych”, prowadzit go Prof. dr hab. Janusz
Elsner, a udzial bralo 16 uczestnikow )
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2.0ddziat w Gliwicach
Kontynuowano kurs ,,Zastosowaniec grafébw w mechanice i technice”, Wyklady prowadzili;
Dr J. Kaczmarski i Doc. dr J. Wojnarowski

V. Konkursy naukowe .

1.0Oddziat w Gliwicach
Oddzial w Gliwicach oglosit konkurs na najlepsza prace teoretyczng z mechaniki.

VI. Dzialalno$¢ wydawnicza

Wydano kronike ,,Dwudziestolecie PTMTIS Oddziat Gliwice”. Ponadto wydano materialy na
XVII Zjazd Delegatéw PTMTS —,,Sesja naukowa z okazji XX-lecia PTMTS. Streszczenia
referatéw”. W II kwartale wydano ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana w Politechnice Slaskicj”

VII. Dzialalnos¢ organizacyjna

W okresie II kwartaln 1978 odbyly si¢ nastepujace zebrania organizacyjne
a) Zjazd Delegatéow PTMTS ‘
b) 3 Plenarne zebranie Zarzadu Gléwnego
c) 1 zebranie Zarzadu Glownego
d) 1 zebranie Gloéwnej Komisji Rewizyjnej
") 58 zebran (w tym walne zebrania) w Oddziatach Towarzystwa.

VIO SYMPOZJUM DOSWIAD_CZALNYCH BADAN W MECHANICE CIAELA STALEGO
Odbylo sie w dniach 4—-6 wrze$nia 1978 r. w Warszawic.

Glownym jego celem, podobnie jak w latach ubiegtych, bylo zaprezentowanie najwazniejszych kic-

runkéw w badaniach do$wiadczalnych prowadzonych w kraju.
Udziat w tym roku naukowcéw z kilkunastu rozwinigtych oSrodkéw badawczych za granica, pozwolif
ponadto na bezposrednie por6wnanie osiagnigé krajowych i zagranicznych w. tej dziedzinie. Sympozjum
patronowali: Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej — Oddziat Warszawski, Zespol
Mechaniki Doswiadczalnej Komitetu Mechaniki PAN oraz Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Sto-.
sowanej Politechniki Warszawskiej. :

Komitet Organizacyjny Sympozjum pracowat w skiadzie: prof. dr Zbigniew Brzoska (przewodniczacy),
dr inz. Leon Adamiec (sekretarz), mgr inz. Jerzy Bojanowski (sekretarz), doc. dr hab. Przemyslaw Jastrzgb-
ski, dr inz. Jacek Kapkowski, prof. dr Stanistaw Kocanda, doc. dr hab, Jacek Stupmckn prof. dr Wojciech
Szczepinski. -

Uczestniczylo 180 0s6b w tej liczbie 16 gosci zagranicznych. Wygloszono 68 referatow omawiajacych ba-
dania prowadzone w kraju oraz 15 referatow prezentujacych badania prowadzone w Belgii (1), Czechoslo-
wacji (1), Prancji (1), Kanadzie (1), NRD (3), REN (2), Szwecji (1), na Wegrzech (1), w Wiclkiej Bryta-
nii (1) oraz w Zwigzku Radzieckim (3).

Otwarcia obrad dokonal prof. Zbigniew Brzoska — przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego. Przemé-
wienie powitalne wyglosi! takze prof. Marek Dietrich — przewodniczacy Zarzadu Glownego PTMTIS,
zarazem dyreklor Inst. Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej P.W. Odczytano rowniez list prof. An-
toniego Sawczuka — przewodniczacego Komitetu Mechaniki PAN,

Obrady toczyly sie¢ w dziewigciu sesjach, Oto w skrécie ich przebieg: -

Sesja I. Metody Badan Doéwiadczalnych

Sesji przewodniczyli kolgjno profesorowie M. Dietrich i 8. Lukasiewicz., Wyg}oszono nastepujace referaty:
H. Aben (ZSRR),,Integrated photoelasticity”

11*
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H. Fessler (Wielka Brytania) ,,Practical consideration in frozen — stress photoelasticity”. .

J. T. Pindera (Kanada) ,,Problem of reliability of common models of basic responses of materials and
systems”’.

W. T. Treszczenko (ZSRR) ,,Deformacjonnyje i energeticzeskije kriterii ustatostnogo razruszenija meta-
tow”.

J. Ebbeni (Belgia) ,,Coherent light uses in applied mechanics”.

W dyskusji nad referatami zabralo glos 10 méwcow.

Sesja II a. Metody Optyczne.

Sesji przewodniczyli kolejno docenci J. Stupnicki i P. Jastrz¢bski. Wygloszono nast¢pujgce referaty:

G. Wernicke (NRD) ,,Untersuchung von Nichtlinearen Schwingungen mit Hilfe der Holografischen In-
terferometrie”.

W. Bachmacz, J. Pisarek (Czgstochowa) 5,Model matematyczny hologramu Fresnela rejestrowanego
i rekonstruowanego w ukladzie optycznym z rozbieczng wiazka odniesienia”,

M. Lech, I. Mruk, J. Stupnicki (Warszawa) ,,Badanie ksztaltu mikronieréwnosci powicrzchni metods in-
terferometrii holograficzne;”.

A. Belzowski, M. Zakrzewski (Wroctaw) ,,Badanie pochodnych funkcji ugiecia plyt zginanych z zastoso-
waniem metod interferometrii holograficznej.

T. Stupnicki, R. Wojcik (Warszawa) ,,0 przydatnosci metody elastooptycznej warstwy powierzchniowej
i metody interferometrii plamkowej do badan odksztalcenn wokot czota pekniecia”.

W. Lozifski, B. Michalski (Warszawa) ,,Przyklady zastosowania metody elastooptycznej do badania
zjawiska kruchego pgkania”.

J. Xomorowski, J. Stupnicki (Warszawa) ,,Zrodla bledéw w odezycie rzedu izochromy przy skosnym
prze$wietlaniu powierzchniowej warstwy optycznie czynnej’.

- R. Wojnar (Warszawa) ,,Badanie duzych odksztatcen metodami optycznymi”.

J. Kapkowski, J. Wasowski (Warszawa) ,,Zastosowanie techniki mory w analogii blonowej”.

P. Jastrzebski, S. Lutomirski, S. Wichniewicz (Warszawa) ,,Przyklad badania rozwoju odksztalcer w pa-
smach metalowych metoda mory”.

W dyskusji uczestniczylo 27 os6b.

Sesja 11 b. Zmeczenie i Pelzanie.

Sesji przewodniczyli kolejno prof. S. Kocaida oraz doc. J. Hajduk. Wygloszono nastgpujace referaty:

M. Anisimowicz, A. Jakowluk (Bialystok) ,,Wplyw cyklicznie zmiennego napre¢zenia normalnego na pred-
ko$é pelzania w plaskim stanie napr¢zenia®.

N. Buba, R. Zuchowski (Wroclaw) ,,Ocena trwatosci probki na podstawie ksztattu petli histerezy w ukla-
dzie temperatura-odksztatcenia”.

J. Jelesikowski, J. Wawszczek (Plock) ,,Analiza wplywu czynnika strukturalnego na szybko$¢ propagacji
szezeliny zmegczeniowej w stali eutektoidalnej”.

A. Jakowluk, W. Jermotaj (Bialystok) ,,Badania wplywn ksztaltu rowka na zmienno$¢ wspolczynnika
karbu przy ograniczonej wytrzymalodci zmeczeniowej”.

A. Xrzyzecki (Warszawa) ,, Wytrzymalo§¢ zmeczeniowa, zigez spawanych ze stali 14HNMBCu na tle znor-
malizowanej krzywej Wohlera”.

K. Dzieduszycki, S. Kubera, K. Lutowicz, A. Woloszyn (Gdanisk) ,,Metoda badan zmeczeniowych zto-
zonych wezlow okrgtowych konstrukeji spawanych™.

A. Cichocifiski, A. Skorupa, M. Skorupa (Krakéw) ,, Teoretyczno-doéwiadczalna analiza wytrzymatodci
zmeczeniowej zigezy ze spoinami pachwinowymi”.

C. Goss, S. Kocarida (Warszawa) ,,Badania trwatoéci zmeczeniowej stali o podwyzszonej wytrzymato-
$ci w zakresie malej liczby cykli”.
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M Nowak, A. Wawrykowicz (Wroclaw) , Wytrzymato$¢ zmeczeniowa wybranych tworzyw sztucznych
wzmocnionych szktem”.

T. Kilian (Wroctaw) ,,Wplyw czynnikdéw geometrycznych i obrobki cieplnej na wytrzymato$é zmeczenio-
wa rur szeregu 4 z PCW.,

W dyskusji uczestniczyto 22 mowcow.

’

Sesja IH. Metody Badan Dos$wiadczalnych.

Sesji przewodniczyt prof. Z. Ortos.

Wygloszono nastepujace referaty:

S. Kocanda, A. Likowski (Warszawa) ,,Badanie predkosci pekania w stali o podwysszonej wytrzymalosci
przy zmiennym zginaniu®.

B. N. Uszakow (ZSRR) ,,Metod opredielenija tempelaturnych napriazenij w kompozitnych konstruk-
cjach™.

J. Naumann (NRD) ,,Messung Plastischer Deformationen mit Hilfe des Moire Verfahrens”.

L. Jilken, J. Backlund (Szwecja) ,,Electromagnetic measurements in solid mechanics”.

K. H. Laerman (RFN) ,,Experimental investigation of plates on a yielding subgrade considering friction
in the interface”.

W dyskusji zabrato glos 21 osbb.

Sesja IV a. Metody i Techniki Badaf.

Sesji przewodniczyli kolejno docenci S. Mazurkiewicz W. Bachman R. Zuchowski i dr J. Lietz. Wygloszono
nastepujace referaty:!

J. Kapkowski, B. Kozlowska (Warszawa) ,,Komputeryzacja procesu analizy wynikéw otrzymanych me-
todami polaryzacyjno-optycznymi.

J. Lietz, R. Wojnar, B. Michalski (Warszawa) ,,Elastooptyczne badanie osrodka plastycznego Z otworem
walcowym metoda kolejnych rozwigzan sprezystych”.

J. Szmelter, H. Zub (Warszawa) ,,Zastosowanie metody elementow skonczonych i metody najmniejszych
kwadratow do opracowania wynikdéw badan elastooptycznych”.

Z. Hendzel-Powierza, J. Choro$ (Warszawa)-,,Proba zastosowania termowizji do badania strefy plastycz-
nej na wierzchotku karbu”. '

S. Mazurkiewicz, L. Kuc (Krakow) ,,Zastosowanie metody $wiatla rozproszonego do analizy naprezen
w szkle hartowanym".

T. Breczko (Biatystok) ,,Przykiady zastosowania rentgenograficznych metod pomiaru naprezen w ciatach
polikrystalicznych™.

Z. Gabryszewski, W. Srodka (Wroctaw) ,,Wykorzystanie zjawiska sprzezenia miedzy polem odksztalcenia
a polem temperatury w mechanice do$wiadczalnej”.

Z, Orto$, K. Tomaszewski (Warszawa) ,,Do$wiadczalna analiza naprezen termosprezystych przy wykorzy-
staniu modeli z tworzyw epoksydowych™.

S. Zukowski (Warszawa) ,,Metoda pomiaru naprezen wlasnych”.

W. Golygowski, J. Skrzynicki (Lublin) ,,Metodologia do$wiadczalnych badad w mechanice osrodkow
glebowych”.

J. Lewinski (Warszawa) ,,Uko$ne zderzenie ciat sztywnych”.

J. Wojnarowski, W. Kalinski (Gliwice) ,,Badanie pola napreZen wiasnych w calowalcowanych kotach
kolejowych’

W. Dobrucki, R. Gregorczyk (Krakow) ,,Badanie obcigzen dynamicznych w mechanizmach korbowo-
dzwigniowych stotu wahadlowego™.

W. Dobrucki, A. Swiatoniowski (Krakow) , Badanie eksperymentalne zjawisk dynamicznych wystepuja-
cych w klatce walcowniczej”.

W dyskusji zabrato glos 21 oséb.



Sesja 1V b. Badania Wiasnoéci Materialow.

Sesji przewodniczyli kolejno: doe. A. Jakowluk oraz prof. S. Butnicki. Wygltoszono nast¢pujace referaty:

Z. Stradomski, W. Ziewiec (Czgstochowa) ,.Catka Rice’a jako kryterium oceny odpornofci stali na pe-
kanie”.

A. Lubuéka, E. Wieczorek (Gliwice) ,,ROZWOJ peknigé w stalach niskowegglowych”.

S. Butnicki (Gdansk) ,,Mechanika pe¢kania jako metoda badania materialow”,

J. Ujma, S. Stachura (Czgstochowa) ,,Zastosowanic metody pomiaru sprezystej podatnosci w badaniy
kinetyki pekania stali w o$rodku H,S”.

A. Jakowluk, S. Onopiuk (Bialystok) ,,Badania nad ustaleniem kryterium zniszczenia w plasklm stanie
naprezenia Zeliwa szarcgo ZL30”.

S. Joniak, M. Piwccki (Poznan) ,,Proba dynamicznego skrgcania twardych stali™,

A. Litewka, E. Rogalska (Poznan) ,,Badanie plastycznodci materialu perforowancgo przy osiowym roz-
cigganiu”.

J. Kubissa (Plock) ,,Nosnos¢ graniczna belek ze stali wstgpnie trwale wydluzonej”.

J. Grabowski (Warszawa) ,,Zjawisko Buauschingera w pretach metalowych poddanych znacznym wydlu-
zeniom lrwatym”.

F. Bieda (Warszawa) ,,Rozszerzone badania trwalosci lozysk tocznych™.

W dyskusji uczestniczylo 12 osob.

Sesja V a. Badania Modelowe.

Sesji przewodniczyli kolejno: doc. W. Walczak oraz prof. J. Leyko. Wygloszono nastepujace referaty:

R. Bedzinski (Wroclaw) ,,Badanie rozktaddéw naprezen w clastooptycznym modelu ci¢gna przy ciernym
sprz¢zeniu z bebnem napgdowym™.

B. Krasnowski, T. Bulanowski (Warszawa) ,,Badanie rozkladu obcigzenia w ztaczu w1elowypustowym
metoda zamrazania naprezen.

J. Szlagowski (Warszawa) ,,Ksztaltowanie pewnego typu weztdw konstrukcji stalowych wg kryterium
no$nosci granicznej”.

A. Barchan, H. Frackiewicz, Z. Tereszkowski (Klelce) ,,Proba teoretyczno-doswiadczalnej analizy stanu

. napr¢zen w elementach nitowych”.

H. Frackiewicz, Z. Tereszkowski, S. Trela (Kielce) ,,Badania stanOw zgieciowych w zlaczach ram cienko-
Sciennych metodg rastrow™, '

W. Bodaszewski, A. Cichopck, J. Mucha (Kiclce) ,,Elastooptyczne badania zbrojonych lokalnie tarcz
uksztaltowanych metoda no$nosci granicznej®. ' _

M. Jaronick (£.6d7) ,,Badanic elementdow perforowanych oraz zastosowanie modelu makrostruktury do
obliczen plyt”. :

L. Baran, J. Kwasniewski, A. Walter (Gdansk) ,,Ulepszona metoda obliczania odksztalcen na podstawie
pomiaréw tensometrycznych na zaporze”.

K. Donten, M. Knauff, A. Sadowski, W. Scibak (Warszawa) ,,Badania dynamiczne modelu obudowy
bezpieczenstwa reaktora jadrowego”.

R. Switka, R. Sygulski (Poznad) , Wplyw masy otaczajacego powietrza na drgania mcmbrany w $wietle
badan do$wiadczalnych”.

M. Golkgbiewska-Rozanow (Cz¢stochowa), L. Jamroz (Opole) ,,Modelowanie matematyczne rozkfadu .
odksztatcen i naprezen w przekrojach zginanych belek Zeliwnych w oparciu o asymetri¢ zaleZznoéci
o—-¢ z prob prostego rozciggania i $ciskania”.

K. Grudzinski, W. Jaroszewicz, J. Lorkiewicz (Szczecin) ,,Badania fundamentowanych ztgczy z podkiadka
z tworzywa chemoutwardzalnego”.

A. Swider, W. Lakota, S. Tor (Rzeszow) ,,Pomiar monentdéw w ukladzie napgdowym tadowarki kolowe;j”.

K. Grudzinski, K. Konowalski (Szczecin) ,,Badania podatnoéci stykéw prowadnicowych obrabiarek”.

W dyskusji uczestniczylo 18 oséb.
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Sesja V b. Badania Wlasnosci Materiatow,

Sesji przewodniczy! prof. §. Kocanda. Wygloszono nastepujgce referaty:

E. Gelencsér (Wegry) ,,Bedeutung der Modellversuche bei der Losung von Gesteinsmechanischen Prob-
lemen”.

W. Szuscik, E. Zastawny (Gliwice) ,,Laboratoryjne badanic wegla kamiennego dla okreslenia obrazu prze-
strzeni naprezen, w kiérym wystepuja tapania”.

J. Zawada (Warszawa) ,,Doswiadczalna analiza $ciskania bloku skalnego pomiedzy plytami”.

C. Schleicher (NRD) ,,Der Finsatz eines Kleinstrechners zur Steuerung und Auswertung von Messungen
an Baukonstruktionen im on-line-Betrieb”.

S. Misztal, W. Por¢bski (Zielona Gora) ,,Nieniszczace badania wytrzymalo$ci betonu w istniejacych kon-
strukcjach budowlanych”. .

I. Stowikowska, A. Koztowski, K. Zalewska (Warszawa) ,,Epoksydowc kompozycje o zmnigjszonej re-
aktywnodci do celow clastooptycznych®.

A. Koztowski, 1. Stowikowska (Warszawa) ,,Nowe materialy epoksydowe typu estrow glicvdowych do
celow elastooptycznych”.

M. Wolna (Warszawa) ,,Specjalne kruche materialy elastooptyczne na podstawie zywicy Epidian 2”.

M. Kotetko, W. Walczak (L.6dz) ,,Wplyw poprzecznego zbrojenia na stan naprezenia w tarczy prostokat-
nej, poddanej dziataniu sily skupionej”.

J. kalwak, A. Kania, J. Zawadzki (Wroctaw) ,,Wplyw geometrii i stopnia zbrojenia probek pierscieniowych
na wytrzymalo$¢ dorazng kompozytu epoksydowo-szklanego w normalnej i obnizonej temperaturze”.

J. Klepaczko, J. Garbarski (Warszawa) ,,Dynamiczne jednoosiowe rozcigganie wybranych tworzyw sztucz-
nych”.

W dyskusji uczestniczylo 26 0séb.

Sesja VI. Mctody Badan Do$wiadczalnych.

Sesji przewodniczyt prof. S. Lukasiewicz. Wygloszono nastepujace referaty:
J. Javornicky (CSRS) ,,Photoplastic methods, the state of art.”,
A. Lagarde (Francja) ,,Point-by-point methods of three-dimensional photoclasticity utilizing the pheno-
menon of light scaltering as a polarizer or an analyzer”.
A. Kuske (RFN) ,,Ttems of photoelastic stress analysis at the Institut fiir Maschinenwesen der TU Claus-
thal”.
Z. Brzoska, M. Bijak-Zochowski (Warszawa) ,,Badanie stanu naprezen metoda pcnctlatora
W dyskusji uczestniczylo 14 mowcodw.
Zamknigcia obrad dokonal prof. Z. Brzoska
Podsumowujac krotko wyniki Sympozjum stwierdzil iz obsc1wu1e si¢ znaczny rozwoj badan dofwiad-
czalnych prowadzonych w Kraju. Rozwdj ten przejawia si¢ wzrostem ilo§ciowym (np. wygloszono niemal
dwukrotnie wigcej referatow w pordwnaniu z VII Sympozjum) jak i merytoryczna tredcia prowadzonych
badan. Nastapil znaczny postep w stosowanych metodach pomiarowych. Coraz wyrazniej rysuje sig wspot-
praca z zagranica (po raz pierwszy pojawila sie na Sympozjum tak liczna grupa badaczy zagranicznych).
Gtéwne niedomagania, ktére zdaniem prof. Z. Brzoski ujawnit przebieg VIIT Sympozjum to zbyt male
jeszcze zainteresowanie badaniami zjawisk dynamicznych a co takze chyba charakterystyczne W naszym
Zyciu naukowym wogdle, malo ofensywnie prowadzona dyskusja naukowa.
Na zakonczenie prof. Z. Brzoska podzigkowal wszystkim uczestnikom za udziat w Sympozmm oraz
w imieniu wlasnym pozostalym czionkom Komitetu Organizacyjnego za prace przy jego organizacii.

Jerzy Bojanowski
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MECHANIKA NIESPREZYSTYCH OSRODKOW KONSTRUKCJI
MIEDZYNARODOWE SYMPOZJUM, WARSZAWA, 13—18 wrzesnia 1978 r.

Jedna z form dzialalnosci Komitetu Mechaniki PAN, wspolodpowiedzialnego za rozwéj mechaniki
w Polsce, jest organizowanie migdzynarodowych i dwustronnych kolokwiéw. Jako przyklad moga tu shu-
zy¢ juz odbytc trzy sympozja polsko-francuskic, sympozja polsko-radzieckie oraz sympozja polsko-wio-
skie. Istnicjace liczne kontakty naukowe pomiedzy oSrodkami badawczymi i akademickimi Polski oraz
Republiki Federalnej Niemiec stworzyly podstawy i potrzebg spotkania si¢ w jednym miejscu mechanikow
obu krajow w celu podzielenia si¢ wynikami ukonczonych badan.

Zorganizowanemu przez Komitet Mechaniki sympozjum na temat ,,Mechaniki Niesprezystych Osrod-
kow i Konstrukeji” patronowali prezes PAN Witold Nowacki oraz prezydent Deutsche *Forschungs-
gemeinschaft Heinz Maier-Leibnitz.

W obradach wzigly udziat 72 osoby: 21 z RFN (Bergische Universitit-Gesamthochschule Wuppertal,
Rheinische Westfalische Technische Universitdt Aachen, Ruhr Universitit Bochum, Technische Univer-
sitit Hannover, Technische Hochschulc Darmstadt, Technische Universitat Braunschweig, Universitit
Essen, Technische Universitidt Miinchen, Gesamthochschule Paderborn, Max-Planck-Institut fur Eisen-
forschung Diisseldorf, Universitit Karlsruhe, 46 z Polski (Instytut Podstawowych Probleméw Techniki
PAN, Politechnika  Krakowska, Wojskowa Akademia Techniczna, Uniwersytet Warszawski, Politechnika
Biatostocka, Politechnika Swigtokrzyska, Instytut Budownictwa Wodnego PAN Gdarisk, Insfytut Badan
Jadrowych Swierk, Politechnika Warszawska, ETOB Warszawa, 4 z Japonii (Uniwersytety w Nagoya
i Kyoto) oraz 1 z Wloch (Politecnico de Milano).

Wspblprzewodniczacymi Sympozjum byli Antoni Sawczuk, przewodniczacy Komitetu Mechaniki
PAN i Oscar Mahrenholtz, Dyrektor Instytutu Mechaniki Uniwersytetu w Hannowerze, za$ sekretarzem
Sympozjum — Witold Kosinski.

Otwierajac Sympozjum Przewodniczacy Komitetu Mechaniki PAN stwierdzil, ze obecne spotkanie
koncentruje si¢ na nieliniowych problemach mechaniki — dziedziny o duzym zainteresowaniu badawczym
i znaczeniu technologicznym oraz technicznym — przyczyni si¢ do poszerzenia istniejacych kontakiow
naukowych i stworzenia warunkéw dla nastepnych projektéw i studidw badawczych.

W swoimn wystapieniu do uczestnikow Sympozjum wspoélprotektor Sympozjum -— Prezes PAN zwr6-
cil uwage na znaczna rolg jaka Komitet Mechaniki PAN odgrywa w organizacji i rozwoju badan w zakresie
mechaniki w Polsce. MOwiac o poparciu jakim PAN obdarza rozwéj mi¢dzynarodowej wspotpracy nauko-
wej, prezes PAN stwierdzit, Ze polska nauka i kultura zawsze byla otwarta na przeplyw idei i wymiane
tworczych do$wiadczed. W naszym rozumieniu, powiedzial Prezes W. Nowacki, Nauka jest wspolnym
zadaniem stuzacym dla dobra czlowieka i szczedcia ludzkodci. Zyczac uczestnikom owocnych obrad Prezes
PAN wyrazil nadziejg, ze Sympozjum przyczyni sig do pogiebienia wzajemnego zaufania i zrozumienia tak
potrzebnych we wspoélczesnym — pelnym napieé¢ i konfliktow — &wiecie. Nasi¢pnie zostat odczytany list
wspolprotektora Sympozjum Prezydenta DFG H. Maiera-Leibnitza skierowany na rece prezesa PAN,
w ktbérym wyrazone zostalo przekonanie o duzym znaczeniu obecnego spotkania w istniejacych kontak-
tach miedzy naukowcami obu krajéw a takie Zyczenie rozszerzenia tych kontaktéw oraz ich przysziej
intensyfikacji. .

W swoim wystapieniu do uczestnikéw wspolprzewodniczacy Sympozjum O. Mahrenholtz wyrazit
zadowolenie z zorganizowania obecnego Sympozjum 1 nadzieje na nastepne spotkanie mechanikéw obu
krajow w RFN.

Obrady byly podzielone na siedem tematycznych sesji, w trakcie ktérych wygloszono 47 referatéw
w tym 5 generalnych. Pelne teksty wiekszoécl wystgpien zostang opublikowane w speqalnym wydawnictwie
ksiazkowym w 1979 r.

Problematyka poruszana w czasie Sympozjum dotyczyla: mechaniki niesprezystych deformacji, roz-
nych opisdéw niestatecznoéci, pekania i zniszczenia, mechanicznej i termodynamicznej analizy skoriczonych
deformacji sprezysto-plastycznych, nowych rezultatéw doéwiadczalnych w mechanice ciat stalych, analizy
modelowej w ramach podej$¢ deterministycznego i statysiycznego, analizy i dyskusji pewnych szczegol-
nych probleméw wspolczesnej technolbgii i techniki jak formowanic metali, walcowanie oraz rozwigzan
waznych zagadnien mechaniki konstrukcji z wykorzystaniem numerycznych technik obliczeniowych.

Pierwsza sesja (§roda 13.IX) byla po$wigcona problemowi odksztalcenia niesprezystego. Referat ge-
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neralny wyglosit H. Lippmann (Monachium). Przedstawil w nim wyniki badar doswiadezalnych i teo-
retycznych nad mechanika urabiania wegla. Przedstawil kilka hipotez opisu zjawiska rozdrabniania skat
wraz z ich weryfikacja metodg elastyczno-plastooptyczng. Wyktad zostat zilustrowany filmem przedsta-
wiajagcym badania dodwiadczalne.

Referat J. A. Koniga (Warszawa) dotyczyt analizy konstrukcji w procesie przystosowania. Analiza
ta zostala uzupelniona przedstawieniem metod obliczeniowych i weryfikacji eksperymentalnej oraz pre-
zentacja praktycznych zastosowan inzynierskich.

Kolejnym mowcea byt H. Eggers (Unterhaching), ktory zajal si¢ konstytutywnym opisem konstrukcji
sprezysto-plastycznych oraz stosowanymi do nich technikami obliczeniowymi.

K. H. Laermann (Wuppertal) zajal si¢ w swoim wystapieniu numeryczna i do$wiadczalng analiza
wplywu wiasnoécl lepkich materialéow na problemy kontaktowe wystepujace w mechanice konstrukcji.

Z kolei M. Becker (Wuppertal) wyglaszajac wsp6lny referat z W. Haugerem zajal uwage stuchaczy
pytaniem czy oSrodek ziarnisty jest plastycznym o$rodkiem typu Cosseratéw. Przedstawiona przez niego
odpowiedZ na te pytania miala obie czgéci skladowe: dodwiadczalng i teoretyczna wraz z wynikami ob-
liczen.

Przedostatni referat w tej sesji wygloszony przez P. Wildego (Gdanisk) dotyczyl dyskusji zwigzkow
konstytutywnych dla osrodkow ziarnistych w §wietle przeprowadzonych badan do§wiadczalnych.

Korczqc tg sesje referat A. Dreschera i Z. Mroza (Warszawa) byl pos$wiecony analizie tzw. pseudo-
kontaktowego podejscia do opisu zlokalizowanych deformacji w o$rodku ziarnistym wykazujagcym nie-
stateczno$ci w swoim zachowaniu.

Popotudniowa sesja, poswigcona szézegélnym problemom mechaniki osrodké6w niesprezystych i ich
rozwazaniom zapoczatkowat wspolny referat L. Gaula i O. Mahrenholtza (Hannover). Przedstawiono
w nim rozwigzania problemow brzegowych drgan elementéw konstrukeji opartych na lepkosprezystej
polprzestrzeni,

W nastepnym wystapieniu M. Zyczkowski (Krakéw) zajal sie przegladem rozwigzan problemow
optymalnego projektowania konstrukcji w warunkach petzania a uzyskanych na Politechnice Krakowskiej.

Z kolei Cz. Wozniak (Warszawa) przedstawil matematyczna ideg opisu klasy przestrzennych prob-
leméw sprezysto-plastycznych cial pryzmatycznych jako jednowymiarowych problemoéw brzegowych.
Idea ta wykorzystywala rozwijana przez referenta teori¢ ofrodkéw z wigzami.

Studia i rozwigzania zagadnien czystego zginania poczatkowo plaskich blach z materiatow sprezysto-
lepko plastycznych w warunkach plaskicgo stanu odksztalcenia zostaly oméwione w referacie V. Mannla
(Monachium).

J. Betten (Akwizgran) zajal sic w swoim wystapieniu rozwigzanjem zagadnienia pelzania sprezysto-
plastycznej cienkoéciennej powloki cylindrycznej poddanej wewnetrznemu cinieniu.

Ostatni referat tej sesji wygloszony przez D. Besdo (Essen) dotyczyl zastosowania metody linii po-
$lizgu do przestrzennych zagadnien osiowosymetrycznych uwzgledniajacych wzmocnienie i wplyw cisnienia
hydrostatycznego na granice plastycznosci.

Drugi dzier obrad rozpoczat generalny referat Z. Mroza na temat zachowania si¢ roznych materiatow
w warunkach plyniecia plastycznego a wykazujacycﬁ znaczne deformacje przy Sciskaniu i kruche pekanie
przy rozcigganiu.

Nastepnie O. Bruhns (Bohum) przedstawit problem dotyczacy zagadnien statecznoici gwaltownie
obcigzonych zbiornik6w ci$nieniowych, ktore wystepuja w konstrukcjach elektrowni atomowych.

Z kolei W. Szczepinski (Warszawa) zajal sig dyskusja dwuwymiarowych modeli o$rodkéw — podda-
wanych obcigzeniom cyklicznym — z punktu widzenia badan do$wiadczalnych. Jeden z modeli wyko-
rzystywal koncepcje mikronaprezeni; drugi model miat za zadanie opisa¢ mechanizm prowadzacy do
wewnetrznego szyjkowania.

Wspolny referat A. Borkowskiego i M. Sarana (Warszawa) dotyczy! plastycznej analizy ukladow
pretowych uwzgledniajacej geometryczng nieliniowoéé z punktu widzenia stosowania numerycznych me-
tod obliczeniowych.

Wystapienie Z. Olesiaka (Warszawa) bylo poswigcone znalezieniu $rednicy p]astycinej strefy wokoét
pierécieniowej szczeliny ciala z cylindrycznym otworem.

Nastepny wspdlny referat A. Dragona (Warszawa) z K. Ohji (Osaka) dotyczyt opisu ZJaw1ska Znisz-
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czenia w metalach i zlokalizowanego piyniecia w ramach tcorii plastycznosci z wewngtrznymi zmiennymi
(tzw. parametrami wewnetrznymi).

Kolejny referat R. B. Pecherskiego (Warszawa) byl(_) poswigcony wyznaczeniu temperatury kruchego
przejécia w zbiorniku kulistym poddanym napromieniowaniu neutronowemu.

Ostatni referat D. Grossa i Th. Miillera (Darmstadt) tej sesji zajat uwage sluchaczy analiza J-calki
(tzw. calki Rice’a) jako kryterium zniszczenia.

Popoludniowa sesja wypetniona byla referatami z zagadnien tzw. mechaniki komputerowej. Pierwszy —
J. Argirysa, M. Haasego i J. Orkisza (Stuttgart, Krakow) wyeloszony przez J. Orkisza dotyczyl wykorzy-
stania naturalnego podejscia (i). lokalnie eliminujgcego z rozwazan sztywny ruch ciala) w metodzie elemen-
tow skonczonych do analizy duzych odksztalcen w powlokach elementdw wyzszego rzedu,

Referat J. Skrzypka (Krakow) poswiccony byl rozwiazywaniu dwupunktowego problemu brzegowego
wystepujacego w analizie pokrytycznego zachowania si¢ geometrycznie nieliniowej powloki toroidalnej.

W wystapieniu B. H. Kréplina (Brunszwik) zostalo przedstawione zastosowanie metody elementow
skoriczonych w rozwigzaniu problemu brzegowego spl'«;‘iysto-pluslyczncj plyty. Te¢ scsje zakonczyl referat
H. Wintera (Katlsruhe), kidry problem epkiego zachowania sig gliny razpatvzyt w trzeeh plaszezyzpach:
cksperymentu, metody opisu i rozwigzania problemu brzegowego.

Ranng sesj¢ piatkows 15 wrzesnia poswigcony skoficzonym odksztalceniom niesprezystym rozpoczal
wyklad generalny Th. Lehmanna (Bochum). Autor przedstawit w nim jednolite podejscie do termodyna-
miki duzych deformacji sprezysto-plastycznych.

Referaly sekeyjne zapoczatkowalo wystapienie P. Perzyny (Warszawa), w ktorym poddano analizie
wyniki do$wiadczalne niestatecznego (szyikowanie) zachowania si¢ cial (probek) sprqiysto-]epkoplastycz-
nych w prébic rozciggania i zaproponowano teoretyczny opis tego zjawiska.

Z kolei S. Zahorski (Warszawa) przedstawil ostatnie wyniki dotyczace niestacjonarnych i niewisko-
zymetrycznych przeplywow cieczy lepkosprezystych. )

Referat W. Kosinskiego (Warszawa) dotyczyl dyskusji istniejgcych teorii materialu z parametrami
wewnelrznymi oraz proponowanej ich moadyfikacji z punktu widzenia istnienia réznych standw rownowagi
materialéw poddawanych trwalym deformacjom.

B. Raniecki (Warszawa) wyprowadzil w swoim wystgpieniu warunki potencjonalnosci dla zwigzkow
konstytutywnych wraz z warunkami jednoznaczno$ci problemu brzegowego w termoplastycznosci dla
duzych odksztalcen.

Ostatni referat tej sesji S. Murakamiego (Nagoya) i A, Sawczuka (Warszawa) byl po$wigcony zasto-
sowaniu reprezentacji funkcji tensorowych do sformulowania i zbadania zwigzkow konstytutywnych wstgp-
nie odksztalconego o$rodka statego wykdzujqcego nicwrazliwo$¢é na zmiang skali czasu.

Sesja popoludniowa dotyczyta metod doswiadczalnych. Rozpoczat ja refcrat gencralny J. Klepaczki
(Warszawa) zawicrajacy przeglad ostatnich wynikow badai laboratoryjnych wplywu historii temperatury
i predkosei odksztalcenia na reakcje polikrystalicznych metali.

O. Pawelski (Diisseldorf) przedstawit, w swoim referacie, pewng metode doswiadczalng symulujaca
szybkie procesy walcowania na gorgco.

Praca W. Cudnego, Z. Dylaga i Z. Orlosia (Warszawa) przedstawiona przez Z. Orlosia omawiala
metode dod$wiadczalng wykorzysiujgea spolaryzowane $wiatlo oraz oplycznie czule materialy do analizy
duzych odksztalcen, nawet w zakresie plastycznym.

Przedostatni referat M. Anisimowicza, A. Jakowluka i A. Sawczuka (Bialysiok, Warszawa), wyglo-
szony przez A, Sawczuka dotyczyt analizy doswiadczalnej procesdéw pelzania w ztoZonym stanie naprezenia
przy obecnosci oddzialywan cyklicznych. Podano propozycie opisu pelzania przez reprezentacj¢ funkcji
tensorowych. .

Referat ostatni tej sesji, wygloszony przez P. Haupta (Darmstadt) przyni6sl analize wlasnosei tlu- -
migeych nieliniowo-lepkosprezystych clementéw konstrukeyjnych uzywanych we wspblezesne) technice.

Po dniu przerwy, przeznaczonym na wycieczkg krajoznawcza na Kurpie, niedzielne przedpoindnie
uczestnicy spedzili na drugiej sesji mechaniki komputerowej. Rozpoczat ja wyklad F. Steina (Hannover)
poSwigcony prezentacji metody przyrostowej rozwigzywania dyskretyzowalinych nieliniowych ukladéw
w mechanice kontinuum. Po nim P. Rafalski (Swierk) mowil na temat globalnych zasad minimalnych
1 ich zastosowaniu do.rozwigzywania problemoéw brzegowych cial sprezysto-plastycznych.
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Kolejny referat H. Stumpfa (Bochum) takZe dotyczyl zasad eksperymentalnych lecz w zastosowaniu
do rozwigzywania problemow nieliniowej teorii powlok.

Referat kolejny 1 ostatni tej sesji wygtosit J. Litoniski (Warszawa) na temat numerycznej analizy pro-
cesow plastycznej deformacji rurki i tarczy poddanych scinaaniu. W analizie uwzgledniono sprzgzonc efekty
cieplne spowodowane deformacjg plastyczng.

Ostatnia sesja Sympozjum dotyczyta modeli osrodkow nicsprezystych. Rozpoczeta referatem 1. Miillera
(Paderborn) o modelu o$rodka wykazujacego pamieé¢ swego ksztaltu byla kontynuowana jeszcze przez
czterech referentow z Polski.

Z. Bychawski (Kielce) poswigcil swoje wystapienie omowieniu wlasnosci modelu oérodka reologicz-
nego o potencjainych operatorach konstytutywnych., K. Sobczyk (Warszawa) przedstawil w swoim re-
feracic stochastyczne modele opisujgce zmeczeniowe rozprzestrzenianie si¢ szczelin i pekniec,

W wystgpieniu K. Doliniskicgo (Warszawa) przedstawiono analize i rozszerzenie oszacowail noénosci
granicznej dla konstrukeji w podcjsciu stochastycznym.

Sesje zakonczy!l referat T. Wierzbickiego i W. Abramowicza (Warszawa) poswigcony statycznej i dy-
namicznej analizie zgniatania cienkosciennych kolumn o przekroju zamknigtym. Przedstawiono uproszczony
model wystepowania lokalnych i globalnych postaci wyboczenia kolumn.

Referaty przedstawione przez uczestnikéw dotyczyly w wigkszosci najnowszych problemow mechaniki
ciat odksztalcalnych niesprezy$cie i wzbudzaly tak zywe zainteresowanie, ze czesto przewodniczacy obrad
byli zmuszeni przerywa¢ dyskusje po releratach i przenosi¢ ja na zakonczenie sesji.

Na podkreslenie zasluguje rzeczowos¢ dyskusji oraz roboczy charakter spotkania kompetentnych
grup specjalistow.

Wsrod uczestnikow zagranicznych mozna bylo spotkaé osoby bezposrednio wspolpracujgce z naukow-
cami polskimi, autoréw wspoinych prac, a wsrod uczestnikow polskich — osoby ktore odbyly dluisze
staze naukowe w oérodkach akademickich RFN-u. Sympozjum bylo dobrym miejscem do dyskusji wspol-
nych projektow badawczych na przyszio$¢ oraz stworzylo mozliwos¢ zaznajomienia szerszego grona na-
ukowcdw polskich z wybijajacymi si¢ wynikami badawczymi naukowcow RFN,

W podsumowaniu obrad Przewodniczacy Komitetu Mcchaniki PAN zwrécil uwagg na szeroka game
zagadnien poruszanych przez uczestnikéw w referatach i podczas dyskusji. Dzigkujac za udziat w Sympoz-'
jum, zyczy!l uczestnikom dalszych sukceséw naukowych i wazkich rezultatéw do przedslawienia przy na-
stepnym spotkaniu. i

W imieniu delegacji uczestnikéw z RFN podzickowanic za zaproszenie do udzialu w Sympozjum
oraz za jego organizacje zlozyt H. Lippmann. Wyrazit tez nadzicj¢ na nastepne spotkanie w RFN. W swoim
koncowym wystapieniu podat nastgpujacy wzor na zbidr S uczestnikéw Sympozjum

S={GUPlUNJ{-GUPlU {l: - P}u (MIMS}uU {P:P - G}

gdzie G oznacza zbidr 0s6b z RFN, P —- zbior 0séb z Polski, J — zbidr o0s6b z Japonii, T— zbior osdb
z Wioch, {MIMS} — zbi6r 0s6b zaintercsowanych tematem Sympozjum (Mechanics of Tnelastic Media
and Structures). Symbol — oznaczy jakie$ powigzanie migdzy poprzednikiem a nastepnikien.

Z imprez towarzyszacych, obok wspomnianej wycieczki na Kurpic, ciekawe szczegélnie bylo zwie-
dzanie Palacu w Wilanowie polaczone z koncertem muzyki polskiej w wykonaniu Haliny Czerny Stefan-
skiej — fortepian, Krzysztofa Jakowicza — skrzypce, Feliksa Galeckiego — $piew oraz Krystyny Boru-
cinskiej i Aliny Liwskiej — akompaniament.

Uczestnicy byli zaproszeni takze przcz Ambasad¢ RFN na cocktail w_salach hotelu Forum.

Witold Kosinski

POLSKO-RADZIECKIE SYMPOZJUM "NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIA MECHANIKI"
Krakéw — Janowice 18—23.1X.1978 r.

Kontynuujac okresowe dwustronne spotkania mechanikow polskich i ukrainskich, Komitet Mecha-
niki PAN zorganizowal kolejne sympozjum na temat nieklasycznych zagadnien mechaniki.

Uwzgledniajgc : opinie Prezydium Komitetu rozszerzono dotychczasowa tematyke nieklasycznych
zagadnien teorii spreZystosci na problemy teorii plastycznosci lepko-sprezystoéei i pgkania. W szezegdlnosei
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uwzgledniono takie tematy jak: nielokalnos¢, mechanika kompozytéw i o$rodkéw wielofazowych, zagad-
nienia falowe, mechanika pekania. Cclem sympozjum byl krytyczny przeglad prac oraz wymiana do$wiad-
czefi w zakresie badan prowadzonych przez obydwic strony (polska — i ukraifiska) w teorii materialéw,
metodach numerycznych oraz technice do$wiadczainej.

Konferencja zgromadzita 24 uczestnikoéw z Polski oraz 10 0s6b z Ukrainy. Wygloszono w sumie 26
referatow. '

Strona radziecka przedstawila prace gléwnie oSrodka kijowskiego koncentrujgcego sie wokol za-
gadnien mechaniki kompozytow w (Huz, Babicz, Kubienko) osrodkow wielofazowych (Choroszun, Pod-
ilczuk, Ruszczycki) teorii powlok (Grigorienko), teorii plastycznosci (Szewczenko) metod perturbacji
w mechanice nieliniowej (Kajuk). Osrodek lwowski reprezentowal Panasiuk poruszajac zagadnienie row-
nowagi granicznej ciat ze szczelinami przy obcigzeniach stalych i cyklicznych.

Prace polskie dotyczyty wybranych probleméw mechaniki ciala stalego o dosy¢ zréznicowanej tematyce
jak 1 sposobie ujecia. I tak, nowe niestandardowe sformulowanie zagadnien mechaniki teoretycznej i sto<
sowanej przedstawil Wozniak, nielokalne teoric osrodka cigglego omawiali Rymarz i Wilmanski, zasto-
sowanie teoril plastyczno$ci prezentowali Sawczuk, Litewka, Dietrich 1 Szczepinski, problemy teorii kon-
solidacji rozwazali Derski, Dziecielak i Szefer, za$ zagadnienia mechaniki z wigzami wewnetrznymi Galka,
Maniewicz i Wozniak. Ponadto wygloszono referaty z zakresu teorit szczelin (Matczynski, Wesotowski)
termodyfuzji (Kubik), oérodkéw stochastycznych (Gambin) optymalizacji konstrukcji*(Gutkowski-Bauer-
Iwanow) oraz metod do$wiadczalnych w dynamice pgkania (Klepaczko). Przechodzac do oceny meryto-
rycznej spotkania nalezy zwrécié uwage na kilka okolicznoécei. Po pierwsze, zgodnie z intencjami inicjato-
réw tych spotkan, sympozja polsko-radzieckie nie maja stanowi¢ oderwanego ciagu prezentacji luzno-
dobranych tematow lecz odzwierciedla¢ konsekwentnie rozwdj mechaniki wysuwajac na czolo te zagadnie-
nia, ktdre w okre$lonym okresie zasluguja na miano nietypowych, niekonwencjonalnych a wigc w tym ro-
zumieniu nieklasycznych. Omawiane spotkanie wyszlo na przeciw tym tendencjom poszerzajac tematyke
referatéw i dyskusji o problemy niesprezyste i nielokalne. Chociaz nie zrczygnowano z takich tematow
jak pola sprezone, fale w o$rodku sprezystym, o$rodki z wigzami itp. postanowiono tym razem uwzglednié
roéwniez i takie zagadnienia jak mechanika pekania, problemy mechaniki kompozytéw, mechaniki goro-
tworu, teorii konsolidacji, teorii plastyczno$ci. Oczywiscie tak szeroko pomy$lany zakres probleméw grozit
pewnym rozproszeniem i niejednorodnoscia tematyki, dal jednak podstawg do interesujacych zmian
dotyczacych kierunkdw przysziych spotkan. Przedstawione na symozjum prace odznaczaly si¢ aktualnoscia
rezultatdow, w duzej mierze oryginalnoscia i niekonwencjonalnoscia melod, sposobdw ujgcia i tresci.

Drugim walorem omawiancgo sympozjum byla decyzja opracowania kilku referatow generalnych,
ujmujacych temat problemowo. Referaty takie przygotowala strona polska (Szczepifiski — O mechanizmach
deformacji plastycznej metali przy odksztaiceniu cyklicznym, Szefer — Nieliniowa teoria konsolidacji,
WoZniak — Analiza niestandardowa w mechanice teoretycznej i stosowanej, Gutkowski i wspotautorzy — -
Optymalizacja dyskretna w teorii konstrukeji). Dalsza okolicznoscia godna podkreélenia byl fakt zorga-
nizowania spontanicznej dyskusji panelowej na temat mechaniki o$rodkéw wielofazowych. Jaka jest zatem
ocena merytoryczna omawianej konferencji? Wydaje sie, ze spotkanie osiggnelo swoéj cel. Prezentowane
prace staly na dobrym poziomie nankowym a dyskusje byly Zywe i merytoryczne. Niekonwencjonalna
tres¢ i sposob ujecia spowodowaly, ze kilka tematdw skoncentrowalo uwage ogdtu uczestnikéw i dyskutan-
tow. Strona radziecka przedstawila ciekawe rezultaty z zakresu tréjwymiarowych zagadnien statecznosci
kompozytéw. Osrodek kijowski ma tu bogaty dorobek obejmujacy zaréwno podstawy teorii jak i rozwia-
zania licznych probleméw brzegowych. Podobnie dalo si¢ zauwazyé,ze mechanika o$rodkow wielofazo-
wych w tym i porowatych jest silnie rozwijana przez obydwie strony. Przedstawiono nowe rezultaty do-
tyczace opisu deformacji i wlasnoéci fenomenologicznych materiatéw wicloskladnikowych na podsta-
wie znajomosci wlasnosci jego komponentéw i struktury geometrycznej o$rodka. Znacznego postepu
dokonano w teorii konsolidacji, gdzie procesy deformacji, oddzialywan miedzyfazowych, filtracji cieczy
i zmiany porowatoéci doczekaly sig ujecia w ramach opisu mechaniki racjonalnej. Problemy pgkania
analizowano w wqrunkach obciazen cyklicznych za$ zagadnienia plastyczne dla ztozonych procesow
obciazenia (obcigzenia cykliczne, nieizotermiczne) jak i w warunkach zlozonej geometrii (uklady z per-
foracja). Dalsze rozwinigcie teorii i zastosowan zademonstrowano w pracach po$wicconych obecnosci
wiezébw wewnetrznych (powloki, wigzy operatorowe).
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Jak juz wspomniano poprzednio, uczestnicy zdecydowali odby¢ dyskusje,,okraglego stohy” na temat
mechaniki oSrodkow wielofazowych. Nalezy to zapewne przypisa¢ okolicznodci, ze wiele z pre-
zentowanych prac (w tym i jedna problemowa) dotyczyto opisu i analizy proceséw deformacii w tych zio-
zonych o$rodkach. Giéwnym tematem na ktérym skoncentrowano uwage, dyskusji byt problem oddzia-
tywan miedzyfazowych.

Dyskutanci poruszali tu rozne aspskty i opisy (podejécie statystyczne i czysto fenomenologiczne,
parametry wewnetrzne, zamknigto$¢ i obiektywnos$é rownan). W sumie dyskusja potwierdzila aktualno$é
problematyki, zasygnalizowala tez potrzebe dalszych badan i poszukiwan (zaréwno teoretycznych jak
i eksperymentalnych) w ztozonych strukturach i materiatach (mieszaniny, osrodki porowate, kompozyty).

W zakresie wymiany mysli naukowej konferencja spehnila wigc swe zadanie. Obok tych merytorycz-
nych celow, spotkaniu towarzyszyly réwniez pewne imprezy okolicznoéciowe. Uroczystego otwarcia sym-
pozjum dokonano w sali senackiej Collegium Maius Uniwersytetu Jagielloniskiego, polaczonego ze zwie-
dzaniem muzeum uniwersytetu. Delegacje radziecka oraz przedstawicieli Komitetu Mechaniki PAN przy-
jal prezydent Miasta Krakowa a o samym sympozjum pisata miejscowa prasa. :

Obrady toczyty sig¢ w oSrodku szkoleniowym Politechniki Krakowskiej w Janowicach k. Tarnowa.

Bilansujac rezultaty konferencji nalezy obok oczywistych efektow wymiany mysli i osobistego kon-
taktu wymieni¢ nastgpujace ustalenia: ' ‘

— zdecydowano rozpoczaé przygotowania majace na celu zorganizowanie w roku 1980 szkoly letniej
dotyczacej mechaniki o§rodkéw wielofazowych, z udzialem specjalistéw z innych krajow. Jako miejsce
zaplanowano Jabtonne, a organizacji podjela si¢ strona polska.

— goécie radzieccy wyrazili cheé zorganizowania kolejnego sympozjum za 3 lata na Ukrainie.

— uznano za wlasciwe rozpoznanie mozliwosci i celowoéci skoncentrowania tematyki przyszlych konfe-
rencji na bardziej jednorodnej problematyce pozostajac przy nieklasycznych zagadnieniach mechaniki.

Spotkanie bylo zatem pozyteczne i celowe. Nalezy sadzié, ze ustalenia sympozjum beda trwalym efektem

serii tych dwustronnych spotkand polsko-radzieckich.

Gwidon Szefer

XX POLSKA KONFERENCJA MECHANIKI CIALA STALEGO
Porabka—Kozubnik, 3—11 wrze$nia, 1978 r.

Polskie Konfcrencje Mechaniki Ciata Statego zajmuja trwale micjsce w kalendarzu spotkan nauko-
wych po$wicconych mechanice w Polsce. Ich znaczenie wykracza zreszta poza skale krajowa. Juz w latach
sze§¢dziesiatych nasze spotkania zyskaty pozycje miedzynarodows, kidrej potwierdzeniem bylo pézZniejsze
(w r. 1973) oficjalne przyznanie takiego statusu przez Miedzynarodowa Uni¢ Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej (IUTAM). Liczne uczestnictwo go$ci zagranicznych w kolejnych konferencjach potwierdza
wysoka pozycje polskiej mechaniki teoretycznej i stosowanej na $wiecie. Uczestnicy ostatniej XX Konfe-
rencji Mechaniki Ciala Stalego, w liczbie 213, reprezentowali 19 krajow: Arabig¢ Saudyjska, Belgi¢, Bul-
garie, Brazylie, Czechostowacje, Finlandie, Francie, Japonig, Jugostawig, NRD, Poisk¢, RFN, Rumunig,
Stany Zjednoczone AP, Szwecjg, Wegry, Wielka Brytanie i ZSRR.

Konferencje Mechaniki Ciala Statego sa organizowane od 25 lat, najpierw z przerwami a nastepnie
corocznie, przez Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN. Picrwsze spotkanie pod nazwa Kon-
ferencji Zakladu Mechaniki Oérodkow Ciaglych PAN (ZMOC) zorganizowat prof. Waclaw Olszak w ro-
ku 1953. Profesorowie Witold Nowacki i Waclaw Olszak byli inicjatorami kolejnych spotkan w poczatko-
wym okresie, w latach pigédziesiatych. Byty one przegladem dorobku szybko rozwijajacego si¢ — choc
jeszcze sklomnego liczebnie — srodowiska naukowego mechaniki. Prezes PAN,: prof. Witold Nowacki
i prof. Waclaw Olszak pelniacy obecnie funkcje Rektora Migdzynarodowego Osrodka Nauk Mechanicz-
nych (CISM) w Udine, byli honorowymi go$émi XX Konferencji. Przewodniczacym Komitetu Organiza-
cyjnego byt prof. Antoni Sawczuk, obecny kierownik ZMOC i Przewodniczacy Komitetu Mechaniki
PAN. XX Konferencja utrzymata charakter poprzednich spotkar i stanowita miejsce konfrontaciji osiagnie¢
prawie wszystkich oSrodkéw krajowych pracujacych nad zagadnieniem mechaniki ciala statego i mechaniki



334

konstrukcji. Uczestnicy krajowi w liczbie 156 0sdb rcprezentowali nastgpujace oérodki: TPPT PAN, Po-
litechniki: Gdaniska, Krakowska, £.6dzka (wraz z Filig w Bielsku-Bialej), Poznaiiska, Slaska, Swiqtokrzyskq,
Wroclawskg | Warszawska, Akademig Gorniczo-Hutniczg w Krakowie, Uniwersytet Warszawski, Wojsko-
wa Akademig Techniczng, Instytut Melcorologii i Gospodarki Wodnej oraz instytuly badawcze przemystu:
ETOB, Przemyslowy Instytut Maszyn Budowlanych i Instytut Lotnictwa. Pracc konferencji odbywaty
si¢ w ofrodku szkoleniowo-wypoczynkowym Hutniczego Przedsigbiorstwa Remontowego (HPR) w Ko-
zubniku-Porabce w Beskidzie Malym (woj. biclsko-biualskie).

Otwarcia konferencji dokonal prof. Antoni Sawczuk nawigzujac da roli Polskich Konfcrencji Mecha-
niki Ciala Stalego w Ksztaltowaniu tematyki badawczej i rozwoju tcj dyscypliny w naszym kraju. Omowit
on cwolucj¢ kierunkéw badan w ciagu 25 lat od klasycznych zagadnien teorii sprezystodei i wytezenia do
wspblczesnych probleméw miechaniki nicliniowej. Kolejne konferencje byly ilustracja tego procesu; dy-
skutowano na nich wyniki z zakresu teorii plastycznodci, termosprezystosci, pol sprzgzonych, mecha-
niki cial niejednorodnych i anizotropowych, a wige dziedzin w kiorych mechanika polska nolowala szcze-
gbine sukeesy.

Po wprowadzeniu Przewodniczacego Konferencji i po powitaniu uczestnikdw przez gospodarzy re-
gionu bielsko-bialskicgo, wygloszone zostaly dwa wyklady inauguracyjne. Picrwszy wyklad przedstawit
Doc. J. Stoktosa (HPR), ktory mowil o praktycznych problemach jakie stawia mechanice nowoczesne
budownictwo hutnicze; podkre$lony tu zostal inzynicrski cel i sens uprawiania mechaniki. Drugi wyklad,
przedstawiony przez Doc. B. Ranieckicgo (IPPT PAN), dotyczy! tcorii naprezen hartowniczych. Po inaugu-
racji obrady konferencji odbywaly sie rownolegle w dwu sckcjach i trwaly sze$é dni. Poszezeg6lne sesje
tematyczne poprzedzane byly wprowadzajacymi referatami i:)l'OblGlﬂOW)’lTli przygotowanymi przez za-
proszonych specjalistow z kraju i zagranicy, Niczaleznie od obrad w sekcjach, kazdy dzien konferencji
rozpoczynal si¢c od wyktadu generalnego adresowanego do wszystkich uczestnikéw. Wyklady te wyglosili
prof, prof. N. Czernouszko (ZSRR), C. Cavarini (Wlochy), Fritz John i J. R. Rice (Stany Zjednoczone AP)
oraz Y. Yamada (Japonia). Blizsze omowienie tematyki tych wystgpien oraz referatdéw problemowych
w sekcjach podajemy w dalszej czesci tekstu.

Tematyka konferencji koncentrowala si¢ wokot nastepujgcych zagadnicn:

— niesprezyste zachowanie si¢ cial statych (metali, skal, gruntow, polimerow); modele plastycznosci,
lepkoplastycznosei i pelzania oraz zagadnienia ich identyfikacji i zastosowania;

— nicliniowa teoria sprezystosci; niclokalne teoric o$rodkow cigglych; zagadnicnia propagacji fal w cia-
tach sprezystych; teoria dyslokacji; modele stochastyczne cial i procesow;

— mechanika konstrukgji; metody analizy i syntezy konstrukcji; zagadnienia dynamiiki i statccznodei;
teoria przystosowania; metody optymalizacji i projektowanie oplymalne;

— mechanika zniszczenia i pekania; sprezysto-plastyczna analiza wzrostu szezeling zmgezenic mctali;
zagadnienia dynamiczne w mechanice zniszczenia; os$rodki porowate;

— metody rozwigzywania zagadnien brzegowych; metody numeryczne w nieliniowej mechanice osrodkéw

ciagltych; metody clementéw skoniczonych;

— metody doswiadczalne w nieliniowej mechanice o§rodkow ciag}ych.

Na konferencji akcentowano szczegéhic zagadnienia mechaniki nicliniowej, a zwlaszcza zastosowa-~
nia teorii o§rodkéw niesprezystych w analizie konstrukcji, w opisic zZniszczenia i pelzania, w projektowaniu
optymalnym, etc... Jednak i klasyczne zagadnienia teorii sprezystosci, statccznosci sprezystej i fal byly
omawiane do$§¢ szeroko w komunikatach i referatach problemowych. W sumie przedstawiono 141 prac,
wérdd nich 55 przedstawili goécie zagraniczni. Szczegdlowa problemalyke poszczegdlnych sesji obrazuja
do§¢ dobrze tematy wykiadéw generalnych i referatéw problemowych w sekcjach, z ktorych wigkszosé
reprezentowala najwyiszy poziom naukowy. Mozna tu przykladowo wymieni¢ wyklady prof. J. Ricc’a
(Stany Zjednoczone AP) na temat sprezysto-plastycznej mechaniki wzrostu szczelin, profesoréw F. Johna
(USA) i P. Chadwicka (W, Brytania) o propagacji fal w o$rodkach sprezystyclh, N. Czernouszki (ZSRR)
i M. Save’a (Belgia) o teorii optymalizacji i projektowaniu optymalnym, C. Gavariniego (Wlochy) o sta-
tycznym i dynamicznym przystosowaniu konstrukcji. Zagadnienia stateczno$ci sprezystej konstrukcji
oméwit prof. R. Knops (W. Brytania); problemy statecznoici powlok z uwzglednieniem plastycznoéei
i pelzania przedstawili prof. prof. G. D. Gralletly (W. Brytania) i S. Murakami (Japonia), Metody nume-
ryczne w mechanice nieliniowej byly przedmiotem wystapienia doc. M. Kieibzra (IPPT); prof. Y. Yamada
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z Japonii mowit o zastosowaniu systeméw komputerowych w analizic konstrukgji. Przeglad metod doswiad-
czalnych w mechanice o$rodkow ciaglych dat doc. J. Stupnicki (Politechnika Warszawska), prof. S. Ko-
canda (WAT) przedstawil omowienic zjawiska zmeczenia w metalach od strony analizy dodwiadczalnej;
zasygnalizowat tez problemy nie wyjasnione w tym zakresie. Zagadnienia zniszczenia byly takze omawiane
przez doc. J. Klepaczkg (IPPT), kiory skoncentrowal sie na doswiadczalnej analizic dynamiki szczelin.
Teoria rownan konstytutywnych plastycznodci byla dyskutowana przez prof. J. Kratochvila (Czechosto-
wacja). Kierunki mechaniki blisko zwiazane z zastosowaniami inzynicrskimi reprezentowali: prof, S. Ka-
liszky (Wegry), ktory mowit o inzynierskich zastosowaniach teorii plastycznoéci i prof, S. Chamecki (Bra-
zylia), ktory przedstawil metodg projektowania konstrukeji z uwzglednieniem jej wspolpracy z podiozem
gruntowym. Krotkie komunikaty przedstawione w sesjach po referatach problemowych dotyczyly szcze-
golowych zagadnien i metod a czasem sygnalizowaly nowe koncepcie i teorie. Poziom komunikatow byt
nierowny, co jednak jest nicuniknione przy tak duzej konferencji dajaccj mozliwo$é wystapicnia wielu
mlodym pracownikom mechaniki reprezentujacym rozne oérodki. Do bardzo udanych sesji nalezaly po-
siedzenia dotyczice zagadnien plastycznosci, plastycznosei cyklicinej, teorii nielokalnych i przystosowa-~
nia. Najliczniejsze pod wzgledem ilodci prac byly sesje po§wiecone analizie konstrukcji i tecorii optymali-
zacji. W sumie konferencja dala dobry przeglad glownych kierunko6w badai we wspolczesnej mechanice
w Polsce i na $wiecie i jako taka stanowila jedno z ciekawszych spotkan naukowych w mechanice w roku
1978. Sredni poziom prac i dyskusji byl wysoki. Konferencja wykazata wysoki stopiefi zaawansowania
wielu nieklasycznych dyscyplin mechaniki ciata stalego i konstrukcji. Stanowigc w calosci pcwng synteze
stanu badan i problemow, konferencja pokazala Ze sytuacja mechaniki w chwili obecnej i jej przenikanic
do technologii wymagaja dalszego rozwijania teorii nieliniowych zwlaszcza teorii dotyczacych proccsdéw
sprzgzonych, cyklicznych, dlugotrwalych, pelzania, etc. Nowych impulséw wymaga tez mechanika zni-
szczenia, ktora w wigkszym jeszeze stopniu niz dotychezas zblizy¢ sie powinna do teorii plastycznodci.
Z drugiej strony niezbedny jest dalszy rozwoj metod doswiadezalnych a takze mctod analizy przyblizo-
nej w czlu zastosowania bardziej ztozonych modeli konstytutywnych w praktyce. Nalezy tez na nowo
przemysle¢ zagadnienie nauczania mechaniki na uczelniach wyzszych w celu umozliwienia absolwentom
zrozumienia i stosowania osiagnigé wspolczesnej mechaniki.

Profesor Witold Nowacki byt jednym z kilku méwcow, ktérzy przemawiali na zakonczenie konferencii.
Podkreélit on fakt, Ze pozycja mechaniki polskiej zwigzana jest z otwarciem jcj $rodowiska naukowego na
wymiane mysii i osiggnie¢ ze $wiaten1. Profesor Antoni Sawczuk zswrocit natomiiast uwage na zlozonosé
i uwarunkowania tej dzicdziny, na jej przynalezno&¢ do kultury umystowej jak i do kultury materialnej
tzn. zwrocenie z jednej strony w kicrunku zastosowail inzynierskich a z drugiej — oparcic o silne podstawy
matematyczne i wynikajaca stad dyscypling logiczng badan. Oba kicrunki wymagaja jednakowej uwagi
bowien1 zachodza miedzy nimi wzajemmne zwigzki. Wydaje sig, ze w syntetycznym przegladzie jaki dala
XX Polska Konferencja Mechaniki Ciata Stalego zostala zachowana réwnowaga i oba cele — poznawczy
i inzynierski zostaly, nalezycie wyeksponowane.

Andrzej Dragon

III konferencja na temat: Metody komputerowe w mechanice konstrukeji

W dniach 26—28 maja 1977 r. odbyla si¢ nad Jeziorem Turawskim k. Opola I1I Konferencja nt. ,,Me-
tody komputerowe w mechanice konstrukcji”.
Konferencja byla organizowana przez Sekcjg Mechaniki Konstrukcji Komitetu Inzynierii Ladowej i Wod-
nej PAN, Zespdt Metod Komputerowych w Mechanice Komitetu Mechaniki i Fizyki O$rodkoéw Ciaglych
PAN i Wyzsza Szkole Inzynieryjna w Opolu.

W sktad Komitetu Organizacyjnego Konferencji wchodzily nastepujace osoby: O. Mateja (przewod-
niczacy), J. Gola$ (sekretarz), M. Gryczmanski, J, Kubik, R. Katluza, J. Zmuda (czlonkowie).

Konferencja byta koleinym — trzecim spotkaniem pracownikdw wyzszych uczelni, instytutdow nauko-
wych oraz przedstawicieli przemysiu stosujacych metody komputerowe do rozwijania zadan mechaniki
konstrukcji. ) ' '
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Obrady odbywaly si¢ w dwoch sekcjach: jednej poswigconej metodom komputerowym w mechanice
oraz drugiej z zakresu stosowania metod komputerowych w praktyce inzynierskiej. i

Ogdtem wygloszono 80 referatéw w tym sze$¢ referatow problemowych. Tematyka referatéw obejmo- |
wala glownie zagadnienia: statyki i dynamiki ukladow pretowych, powierzchniowych, przestrzenne zadania
statyki. Oprocz prac z zakresu tradycyjnie pojmowanych zagadnien statyki i dynamiki reprezentowane
byly prace z zagadnien statycznych w mechanice. a takze zadania z przepltywow ciepla i optymalizacii,
Spora grupa referatow dotyczyta problemow zwiazanych z zagadnieniami numerycznymi mechaniki.

Referaty obejmowaly nast¢pujgce zagadnienia:
problemy statyki ukladow pretowych i powierzchniowych (16 referatow),
problemy dynamiki i stateczno$ci ukladow pretowyeh i powierzchniowych (15 referatow),
zagadnien nieliniowych fizycznie i geometrycznie (13 referatow),
ogdlnych zagadnienn metod komputerowych (14 referatow),
specialnych zadad inZynierskich (17 referatow).

Referaty problemowe natomiast reprezentowaly ogéine kierunki rozwojowe metod numerycznych
i ich powigzania z mechanika ofrodka cigglego.

Tytuly referatéw problemowych byly nastgpujgce:
D. Rogula — Mechanika — komputer — czlowiek;
Sz. Wozniak — Dyskretyzacja fizyczna, a dyskretyzacja numeryczna w mechanice;
J. Kruszewski — Metoda sztywnych elementow skoficzonych w obliczeniach dynamicznych konstrukeii

okretowycl;
A. Borkowski — Programowaniec matematyczne w analizie i optymalizacji konstrukcji;
M. Kleiber — Numeryczne aspekty analizy ciala i konstrukeji sprezysto-plastycznych;
1. Gota$, M. Gryczmanski, O, Mateja — Niektére zastosowania metod komputerowych w analizie kon-

strukcji na przykladzie prac opolskich. .

W czasie Konferencji odbyly sie rowniez dyskusje ,,okraglego stolu™ nt. modernizacji tresci nauczania
- mechaniki budowli (G. Rakowski) oraz rozwoju metody elementéw skoniczonych w Polsce (dyskusje pro-
wadzil Z. Waszczyszyn). Dyskusje generalng prowadzil A. Sawczuk a ogblnej oceny Konferencji dokonat
J. Szmelter. Podkreslono w niej ogdlny postep wyrazajacy si¢ opracowaniem efektywnych programéw
umozliwiajacych analizg i projektowanie struktur przestrzennych spotykanych w budownictwie przenysto-
wym oraz analizg zagadniel wspdlpracy budowli z podtozem, drgani konstrukeji budowlanych i okretowych
i zadan utraty stateczno$ci konstrukeji. Obscrwuje si¢ wzrost prac badawczych pos$wigconych problemom
mechaniki inspirowanych przez postep inZynierii a mianowicie zagadnien optymalizacji, zadafi mechaniki
stalystycznej i nieliniowych probleméw mcchaniki.

Wsrod referatow przedstawionych na konferencji dominowaty zagadnienia rozwigzywane przy uzyciu

metody elementu skonczonego; stanowity one blisko polowg referatow konferencji. Mimo wyraznego

w ostatnim okresie rozwoju zastosowarnt metod komputerowych w zagadnieniach mechaniki i dyscyplin
pokrewnych obserwuje sie zbyt duzg liczbe programéw o bardzo waskim zakresic’ stosowalno$ci, napisa-
nych w réznych jezykach okazjonalnie i o zréznicowanym poziomie naukowym. W zwigzku z tymi faktami
" w czasie dyskusji postulowano koniecznos$é dziatah w celu osiggnigcia pewnej modularyzacji programéw.
Postulowano, aby poszczegdlne oérodki naukowe dokonaly wymiany programéw i w wigkszym stopniu
informowaty si¢ wzajemnie o uzyskanych wynikach. Zwracano rowniez uwage na konieczno$¢ opracowy-
wania programow problemowo-zorientowanych oraz prac zwigzanych z szerszym zastosowaniem metod
komputcrowych w zagadnieniach niezawodnosci, zniszczenia, geomechaniki pekania oraz zadag mechaniki
wynikajgcych z rozwoju nowych technologii.

W czasie dyskusji zaproponowano przygotowanie ekspertyzy o stanie i trendach rozwojowych metod
komputerowych mechaniki w Polsce.

Uznano za konieczne zorganizowanie za dwa lata nastepnej konferencji z zakresu metod komputero-
wych w mechanice oraz podjecie staran w celu zorganizowania w Polsce migdzynarodowych spotkan
po$wigconych problemom z tego zakresu.

Jan Kubik
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W nasfepnym zeszycie ukaig si¢ prace:

Goss, S. KocaNpa, Doswiadczalny i analityczny opis wlasnodci stali o podwyiszonej wytrzy-
malodci w zakresie malej liczby cykli

BI(CHCpHMCHTaHbe!e U aHaJUTHUECKHE HCCIICOOBaHUA CBOHCTB BBICOKOIIPOYHBIX CTajiel
IIpH MaJIOM YHUCJIC LUUKIIOB HArpysKu

Experimental and analytical studies on high-strength steels within the range of low cycle fatigue

. JILkEN, J. BAcKLUND, Pomiary elektromagnetyczne w mechanice ciata stalego

3NMeKTPOMATHHTHEIE M3MEPEHUSI B MEXAaHHKE TBEpHOTO Tena
Electromagnetic measurements in solid mechanics

. Koreckl, M. Korkowicz, J. Smykra, Modele badania koncentracji naprezen w wezlach ustro-

jow noS$nych metoda pokry¢ optycznie czynnych

MopenrHble UCCIefOBaHMST KOHLIEHTPALINE HmpH)KCHH!;'I B y3nax HECYLINX CHCTEM METOOOM
MIOKPHITUH ONTHUECKH HESTTENBHLIX

Investigation of the stress concentrations in joints of structures by the “Modeltech” method

. Lecy, 1. Mruk J. StUuPNICK), Metoda imersyjna interferometrii holograficznej do badania

ksztaltu i odksztalcen

YImmepcuonnplit merox ronorpaduyeckoil uuTepdepOMETPHH UL HCCIIEHOBAHMA (HOPMBI
u pedopmayuit

Immersion method of holographic interferometry for investigation of shape and deformations

J. Lierz, B. MicHALSKI, R, WoinaR, Zastosowanie metody kolejnych rozwiazan sprezystych do

elastooptycznego badania ofrodka sprezysto-plastycznego z otworem walcowym
TIpumeHerne METOHA TIOCHENOBATENISHBIX YRPYTHX PELIeHMH K IIOJIAPH3aLHOHHO-ONTHIECKIM
HCCEROBAHUAM YIIPYrO-IUIACTHUECKOH CPEAR! ¢ HHUIMHAPHUYECKHM OTBEPCIBHEM
Application of the method of successive solutions to photoelastic investigations of an elasto-
plastic medium with a cylindrical cavity

S. Mazurkiewicz, L. Kuc, M. SikoN, Rozproszenie §wiatla przy sko$nym prze§wietlaniu w za-

stosowaniu do analizy napr¢zen w szkle hartowanym

Paccesnue cBeTa NMpH KOCOM IIPOCBCUMBAHMY B NPMMEHEHWM K aHANM3Y HaNpsOKEHWHA B 3a-
KaJIEHHOM CTEKIe

Scattering of light in oblique incidence in application for analyzing stresses in tempered glass
NAUMANN, Pomiar odksztalcefi plastycznych metoda mory

Tlamepenue ruractuueckux gedopmanuil MeTOZOM Myapa

Measurements of plastic deformations ba means of moiré method

. Nowak, Wytrzymalo$é zmeczeniowa poliamidu 6 w funkcji czasu starzenia i zawartoSci wibkna

szklanego

YcranocTaas ITPOYHOCTS ITOJIMAMKIA 6 B 3aBHCHMOCTH OT BPEMEHH CTapeHHA M NOGaBKH
CTECKJIAHHOI'0 BOJIOKHA

Ageing time and glass fiber content in fatigue strength tests on polyamid 6

. Dreszer, R. Micaarowski, UltradZzwickowa metoda badania gestodci ofrodkow zZiarnistych

w procesach deformacji
AKYCTHUECKMI METO[ MCCIIenOBaRks IUIOTHOCTH 3ePHHMCTBIX CPEX B Ipoleccax AedopmaLun
The acoustic method of measuring the density of granular media in plane deformation process
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